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RESUMO

Neste trabalho €& apresentado um método analitico
alternativo para obter a distribuicdo de concentracdo de poluentes
em meio aquatico. O método € baseado no uso de transformacoes
conformes e modelos auxiliares em microescala usando conceitos
da termodindmica estatistica. Simulacdes numéricas sao
apresentadas.
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ABSTRACT

In this work is presented an analytical method to obtain
the pollutant concentration distribution in aquatic environment. The
method is based on the use of the conformal transformation and
microescale auxiliary model embodies statistical thermodynamics
concepts. Numeric Simulations are reported.

1. INTRODUGAO

Os modelos numéricos usualmente empregados na
simulacao de processos ambientais sdo baseados em formulacdes
por diferencas finitas do tipo implicito [1]. Embora estes métodos
fornecam, em geral, bons resultados no que diz respeito a
distribuicdo de concentracdo de poluentes em rios, lagos e oceanos,
apresentam as seguintes inconveniéncias: utilizam grande
quantidade de memodria computacional e exigem tempo de
processamento bastante elevado. Neste trabalho € apresentado um
método analitico alternativo de resolucdo da equacdo adveccao-
difusdo no qual a funcdo corrente que descreve 0 escoamento
potencial & utilizada como uma nova variavel espacial. O método
tem sido utilizado com sucesso na simulacdo de acidentes com
cargas toxicas e no planejamento de redes de esgoto [2,3]. O
trabalho proposto € organizado como segue. Na secdo 2 é
apresentado o método de solugdo da equacdo adveccao-difusao
através de uma mudanca de variavel. Na secao 3 sdo apresentados
modelos auxiliares utilizados na correcao das distribuicdes obtidas,
considerando o perfil batimétrico da turbuléncia e as oscilacbes da
superficie. Na secdo 4 sdo apresentados resultados obtidos pelo
método proposto, utilizando o sistema de computacdo simbdlica
MAPLE V release 5.0 bem como anadlise dos resultados.

2. RESOLVENDO A EQUAGAO DE PROPAGAGAO DE
POLUENTES
A equacdo advectivo-difusiva bidimensional que
descreve a propagacao de poluentes em corpos hidricos em regime
transiente é dada por

146 Ciéncia & Natura, Dispersion Process: 145 - 156 2002,



oCc oC oC La C a'cC
—+u—+v—-—D
ox’ 3_1-‘2 /

— +kC=0

a & 3y : M
onde C representa a concentracdo do poluente, u e v o0s
componentes de velocidade do escoamento, D € o coeficiente de

difusdo e k & a constante de decaimento do poluente. Essa equacao
pode ser expressa em termos de uma nova variavel /i = h(x,y).
Utilizando a regra da cadeia a fim de redefinir os operadores
presentes na equacdo (1), obtém-se:
1% o 9’ 2 , 0
el ey e 2)

ox “oh  ox° oh oh*

Relacbes analogas sao obtidas para a variavel y, de modo que a
equacéo (1), reescrita em termos da nova variavel h, resulta

ac T . R 9C _ . (12, 42 aC _
§+ [Hhx +vh, =D (hxx +h, )] E D (hx +h, )&?T +kC=0.
(3)
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Impondo as condicdes:
wh, +vh, - D(h_tr +h, ): 0ehl+ hf, =cte=k,,resulta

ac . 9C
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cuja solucao é imediata

e

Nessa expressao, ¢, denota a distribuicao inicial de concentracao
CD(;;): c(r,0). Para um despejo puntual, Ca(k]=5(.7?‘ffo)= em que
h, representa a coordenada de lancamento da carga. Nesse caso,

C(h, t‘)— C, (= s)ds. (5)

a integracao do termo a direita na equacao (5) é imediata:
e ™ (=i )?

Clhi)=—m—e ™
6
4k t )
Para retornar as variaveis originais, € preciso explicitar h(x,y),
obtendo uma solugéo particular da eguacao
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uh, +vh, - D(hjor + ;‘;u_): 0 que também ¢é solugdo particular de
I+ frf_ =5
wh, +vh, = Dl + h}_}.J (7)

s

a a

A solugdo de wuh, +vh,=aé imediata. Lembrando que

ow/ov=u e dy/dx=-v, resulta h=y caso seja escolhido
a=0. Neste caso,

h,+h,=V'h=Vy=0, ®)
onde /= é a fungdo corrente para o escoamento potencial. A
segunda condicéo, h_f +hf. =k, =cte é equivalente a impor a

condicao u* +v* =cte . Entao, as novas coordenadas representam
o tempo e a trajetdria do poluente, e a solugdo em termos das novas
variaveis resulta em

-k _(w-we)?

e
CW.t)=——=e ™ .

A solucado obtida é valida para corpos hidricos de
qualquer geometria, uma vez que a nova coordenada espacial
descreve a prépria trajetéria da corrente principal, considerando
quaisquer ilhas ou acidentes geograficos eventualmente presentes
no mapa do corpo hidrico.

2.1. Calculo da fungdo corrente

A funcdo corrente para o escoamento potencial é
calculada através do ajuste de uma func@o de variavel complexa
que efetua o mapeamento conforme [4] de retas horizontais em
contornos irregulares. O ajuste é efetuado em quatro etapas:
i) Ajuste das equacdes paramétricas dos contornos irregulares,
produzindo x(t) e y(1) ;
ii)Obtencao de
=(w)=x(t +iw)+ it +iw)=x(w)+iv(w)= glw)=F(z);

148 Ciéncia & Natura, Dispersion Process: 145 - 156 2002



iii)inversao da funcao ajustada, resultando na obtencao de F(z);
iv) Obtencao da func&o corrente via composicao de escoamentos

Y =W, +Im(f(2)) (10)
onde Y, . representa a funcdo corrente do escoamento livre -
Y,,. =U.y - com U_denotando a velocidade de escoamento

correspondente.

3. MODELOS AUXILIARES

Embora a solucdo obtida na secdo anterior seja
bidimensional, os efeitos tridimensionais mais relevantes que regem
a propagacdo de poluentes em meio aquatico podem ser
considerados através do uso de modelos auxiliares. Esses modelos
sdo utilizados para efetuar correcbes na distribuicdo de
concentracdo, levando em conta a turbuléncia, a oscilacdo
superficial e a difusdo anisotrépica, que considera as variacdes
batimétricas do corpo hidrico.

3.1. Modelo de turbuléncia

As componentes transversais a corrente principal do
escoamento sao produzidas essencialmente devido a desvios,
causados pela rugosidade do leito, na trajetdria do fluido. Esse
desvios podem ser avaliados através da simulacdo de um
escoamento potencial em microescala, responsavel pelo surgimento
das componentes flutuantes que caracterizam a turbuléncia e o
préprio atrito em escala macroscopica. As equacdes que descrevem
0 escoamento potencial nas diregdes vertical e da corrente principal
sao dadas por

@_}@:(}

H3oh oz

o _ou_y s
Ton o-

ou, em termos de funcao corrente,
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lembrando que u =3y /0= e —w =0y /oh. Nessa equagdo a

coordenada h representa a funcdo corrente do escoamento
bidimensional nas direcdes x e v, ulilizada na secao anterior para a
obtencédo da funcao C(x,y,t). A notacdo foi adotada para distinguir as
funcdes corrente empregadas na analise. Efetuando as mudancas

0, (12)

de variaveis: s = h+iz e s = h— iz, a equacdo (12) se torna

g1
Y, (13)
dsds

cuja solucéo é imediata: W ZFI(S)Jer G) onde F, e F,séo
funcdes arbitrarias. A fim de tratar o problema em meio infinito,
considerando o leito do rio como a Unica interface sélida presente no
sistema, torna-se possivel escolher F3 =0, e determinar a fungao
F, aplicando uma unica condicdo de contorno, que estabelece a

geometria aproximada da rugosidade presente na interface.
Aproximando a rugosidade por um perfil senoidal na forma

W (}:,0): Clek!h , onde ¢; representa a amplitude média das
irregularidades superficiais e ¢, a respectiva freqiiéncia, a solugdo
resulta
icy (hviz) -z
Wx,y)= Re[cle“’* -I -]: ce ¥ cos(c,h). (14)
uma vez que a solucdo deve ser real.

O modelo de turbuléncia € usado na correcéo da difusividade, e no
calculo da redissolucao de sedimentos:

3.1.1. Corregéo da Difusividade - a difusividade é definida como o
quociente entre o quadrado do percurso livre médio das particulas
transportadas e o periodo médio transcorrido entre duas colisdes
sucessivas [5]

B _LE Gy
D= a7t 2|V|' (19)
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Nessa equacdo, |V'| € o modulo da componente flutuante da
velocidade, calculada através do modelo de turbuléncia:

o +L3_WJ I

D'= ?lc e (17)

|V": u’+v'? =

3.1.2. Redissolugdo de Sedimentos - o modelo de turbuléncia
também € utilizado para avaliar a redissolucdo de sedimentos,
através do célculo da componente vertical efetiva da velocidade,

w=v-vy, (18)
sendo Vv, a velocidade limite de queda e

v'==0W(x,z)/0h = c,c,e”™ coslc,h) (19)

3.2. Modelo de oscilagdo superficial
O movimento de oscilagao vertical da superficie de corpos hidricos
provoca transferéncia de massa nas direcdes x e y. Essa
transferéncia produz um acréscimo significativo no coeficiente de
difusdo. A fim de estimar esse acréscimo, pode ser utilizado o
modelo de ondas nao dissipativas (hiperbdlicas) [6],
Q -c’ ﬂ =0, (20)
ot oz

cuja forma fatorada € expressa como

o 0 ’a aJ
Prakiry dlore e 21
\ ot 63:)‘-.,& C&J:,.-Q'J (21)
para a qual a solugao geral é dada por
o= Fl(_'—i-cf)-i- F, (_' —{.‘I)_ (22)

Uma vez que o sentido do deslocamento aparente da onda é
irrelevante para o calculo do coeficiente de difusdo, pode-se arbitrar

F, =0, e aplicar condigdes restritivas sobre F;.
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14 Restricdo: a fungdo deve ser periddica:

p(v,t+T)=(».T), (23)

onde T é o periodo de oscilacdo(da ordem de 1 segundo).
Impondo a condicado de paiodicidade sobre a solugdo oHida, resulta

g

E(A}J+C(I+T])=E(1;+CT)—>le% F(y+ct)=F(y+ct) (24)

A exponencial do operador [7] pode ser expressa como Série de
Taylor

o T o
I+T—+——
a 2 o
uma vez que o periodo de oscilacdo & muito pequeno em relagao
aos transientes dos processos difusivo e advectivo, torna-se
possivel truncar a série no termo quadratico
o6 T
I+T=4+—2 _L0(r?)=0. (26)
ot 2 ot
Obtém-se, entdq uma equacdo awiliar, que pode ser resolvida
através de uma mudanca de variavel:

OF, T OF" _sms 02 2 =
Tt — L OB = =-Zg s g=ge T, (7
o 2 o | TS ETEC D

+...}}7‘1(}.~+01):Fl(_].‘-i—ct). (25)

como, g = -8—1 , temos
T

2

T 24 -Zt
F, =580 T+F =Fe ' +F (F,,F,,cresc). (28)
28 Restricdo: A funcdo deve ser limitada, o que implica em
T= Im(T), isto &, T é imaginario puro.
Assim,
. r'kz(}‘+ct)
®=k,+ke _ (29)

A solucéo é ilizada para estimar o coeficiente de difusaq através
do célculode fe T, tal como na secdo 31.
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3.3. Difusdo anisotrépica

Em regides nas quais existem gradientes apreciaveis
de profundidade, a difusdo se torna desfavoravel na direcao de
elevacdo do leito do corpo hidrico. Isto ocorre porque a area
transversal ao fluxo de massa diminui com a reducdo da
profundidade local. A probabilidade de transferéncia de massa de
um elemento de volume para outro € proporcional a area transversal
a direcdo de propagacdo considerada. A figura 1 mostra um
elemento de volume em coordenadas cartesianas e suas
respectivas interfaces transversais, considerando a profundidade
local variavel.

Ay
——

( XFEAT

B ahdzy

ER

Fig. 1. Areas transversais ao fluxo de massa

A area total transversal ao fluxo de massa € dada por

A= [h(x = Ax, y)+ hlx + Ax, )+ (x, y + Ay)+ h(x, y = Ay )]Ax

A fracdo da area transversal ocupada por uma das
faces fornece a probabilidade de transferéncia de massa na direcao
correspondente:

4 h
A=, :j_ Zhj'

Essa probabilidade p,é utilizada como fator

(30)

multiplicativo para efetuar correcoes na distribuicdo de
concentragdo junto a elevagbes (bancos de areia, pedras ou
sedimentos):

j-ln-{_p{_r:i:]dr

C(r)=C)Mp, = Clr)e

(31)
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Nessa equagdo, c(r) representa o perfil radial da

concentracdo a partir de um ponto de referéncia, sem considerar
variagoes locais de profundidade, e p(r)é a probabilidade de

transferéncia de massa ao longo da linha radial que une o ponto de
referéncia a um ponto arbitrario localizado sobre a elevacdo. O
termo integral presente no termo a direita na equacao representa um
produto de probabilidades levado ao limite:

. r In(p(r))dr
Mp, =€ =% _, o0 (32)

Este modelo simplificado fornece resultados
concordantes com os obtidos através da solucdo da equacédo que
contempla, de forma rigorosa, a difus@o anisotropica. A equacao
original, dada por

i—f - u% - 16;—C = Hk(x, yov,u' v )C(x, you' v )dud dv'+kC =0 (33)

requer elevado tempo de processamento para sua resolucao.

4. RESULTADOS

A fim de comprovar a adaptabilidade do método
proposto & geometria do dominio, foi efetuada a simulacdo de um
despejo puntual unitario em regime permanente a montante do
escoamento em torno de um obstaculo cilindrico. A figura 2 mostra
as isolinhas para a funcao corrente correspondente ao escoamento
potencial em torno de um cilindro, utilizadas como novas
coordenadas para o sistema. A funcdo corrente para o escoamento
potencial, obtida através da transformacgéo conforme w==z+1/z ,é

dada por g :_1--—_1,--/(.1r2 +_1,--2). A figura 3 mostra a respectiva
distribuicdo de concentracdo em regime estacionario. Note-se que o
comportamento qualitativo da solugcdo € consistente com a
geometria do escoamento principal. Além disso, os valores
numéricos da concentracdo reproduzem corretamente os perfis
experimentais para parametros conservativos e nao-conservativos,
tais como coliformes, fosfatos, OD e DBO [2-3].
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Fig. 3: Distribuicdo de concentragdes resultante

5. CONCLUSAO
A distribuicdo da concentracdo obtida pelo método
proposto reproduz, com razoavel exatiddao, a propagacédo de
poluentes conservativos e nao conservativos em regime transiente.
em particular, o método se mostra bastante eficiente na
determinac@o de concentracdes de coliformes, fosfato, nitrogénio,
benzeno, tolueno, metanol e metil tercbutil éter (MTBE). O tempo de
processamento resultante torna viavel a aplicacdo do sistema na
simulacdo de acidentes com cargas toxicas e no planejamento de

redes de esgoto.
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