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RESUMO

GUIMARAES, M. B. Modelagem via Upscaling das Propriedades Elasticas Efetivas e
da Propagacao de Dano em Materiais Fraturados vistos como Meios Homogeneizados
Anisétropos. 2023. 167p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de P6s-Graduagao
em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

Um modelo que combina um raciocinio micromecanico com conceitos termodindmicos
macroscopicos é formulado neste trabalho para avaliar a evolu¢do de dano em materiais
microfraturados. As fraturas correspondem a uma regido de pequena espessura ao longo da qual
as propriedades mecanicas e fisicas do material sdo degradadas. Ao contrério das fissuras, as
fraturas sdo capazes de transferir tensoes, e podem, portanto, ser consideradas do ponto de vista
mecanico como interfaces dotadas de um comportamento especifico sob carregamento normal e
de cisalhamento. O presente trabalho consiste em empregar uma abordagem micromecénica para
formular o comportamento eldstico homogeneizado de meios fraturados. No contexto da teoria
da inclusdo equivalente de Eshelby, a abordagem faz uso do esquema de Mori-Tanaka para
estimar o tensor de rigidez eldstico homogeneizado de materiais com multiplas familias de
fraturas. De acordo com referéncias cléssicas, as fraturas sdo modeladas geometricamente como
esferoides oblatos dotados de propriedades eldsticas apropriadas. No nivel do meio
homogeneizado, as densidades de fraturas sdo interpretadas como pardmetros de dano e
combinando o raciocinio micromecanico com argumentos termodindmicos macroscopicos sao
avaliadas as condi¢des de propagacdao de dano em meios fraturados. Nesta perspectiva, €
formulado um critério de propagacdo de dano, assim como sua lei de evolugdo para materiais
com diversas familias de microfraturas, o que resulta em um algoritmo capaz de avaliar a
evolucao do dano ao longo do tempo. Na etapa final do trabalho sao desenvolvidas diversas
aplicacdes numéricas que permitem identificar os principais fatores que influenciam a
propagacio e evolugdo do dano. Enfase particular é dedicada a representacdo do dano
anisotropico, induzido por um carregamento aplicado em uma direcdo especifica a um material
com uma distribuicdo isétropa de fraturas. Desta forma, evidencia-se que as duas aproximacdes,
descritas por trés e nove familias de fraturas, sdo suficientemente precisas para descrever o
comportamento do problema real. A capacidade do modelo de evolugdo de dano descrever a
resposta de um material submetido a um carregamento qualquer € demonstrada através de uma
comparacao com os dados experimentais disponiveis para um compdsito de matriz ceramica
(S1C-SiC).

Palavras-chave: homogeneizacdo; microfratura; micromecdnica; dano.



ABSTRACT

GUIMARAES, M. B. Upscaling Modeling of Effective Elastic Properties and Damage
Propagation in Fractured Materials Regarded as Homogenized Media. 2023. 167p.
Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pds-Graduagcdao em Engenharia Civil,
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

A model combining the micromechanical reasoning with macroscopic thermodynamic concepts
is formulated in this work for damage evolution in microfractured materials. Fractures
correspond to a region of small thickness, along which mechanical and physical properties of the
material are degraded. Unlike cracks, fractures are discontinuities able to transfer stresses and,
therefore, can be regarded from a mechanical viewpoint as interfaces endowed with a specific
behavior under normal and shear loading. The present work consists of employing a
micromechanical approach to formulate the homogenized elastic behavior of fractured media. In
the context of Eshelby’s equivalent inclusion theory, the approach employs a Mori-Tanaka
scheme to estimate the homogenized elastic stiffness tensor of materials with multiple fracture
families. According to classical references, fractures are geometrically modeled as oblate
spheroids endowed with appropriate elastic properties. At macroscopic scale, the fracture
density parameter is interpreted as a damage parameter, and a micromechanical reasoning,
coupled with macroscopic thermodynamic arguments, is employed to evaluate the damage
propagation condition in fractured media. In this perspective, a damage propagation criterion is
formulated, as well as its evolution law for materials with several families of microfractures,
resulting in an algorithm capable of evaluating the damage evolution over time. In the final stage
of the work, several numerical applications are developed that allow the identification of the
main factors that influence the damage evolution. Particular emphasis is dedicated to the
representation of anisotropic damage, induced by a load applied in a specific direction to a
material with an isotropic fracture distribution. Thus, it is evident that the two approaches,
described by three and nine fracture families, are sufficiently accurate to describe the behavior of
the real problem. The ability of the damage evolution model to describe the response of a
material under any loading is demonstrated through a comparsion with available experimental

data for a ceramic matrix composite (SiC-SiC).

Keywords: homogenization; microfracture; micromechanics; damage.
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1 INTRODUCAO

A presenca de descontinuidades em diferentes escalas e orientacdes € uma caracteristica
encontrada na maioria dos materiais sélidos conhecidos, o que as torna um dos problemas mais
universais da engenharia. Normalmente relacionadas a fraturas, essas descontinuidades
correspondem a uma regido de pequena espessura, ao longo da qual as propriedades mecanicas e
fisicas do material sdo degradadas. Fraturas relacionam-se com diversos temas, como: estruturas
de concreto, pavimentos asfalticos, pecas de acgo, resisténcia e permeabilidade de solos,
estruturas subterraneas e/ou submersas, obras de arte (pontes, barragens, portos, reatores
nucleares), projetos aeronauticos, recuperagdo estrutural, capacidade de macicos rochosos,
bioengenharia, depdsitos petroliferos, entre outros (AGUIAR, 2021). A Figura 1.1 ilustra alguns
exemplos praticos de materiais fraturados.

Y

) Macigos Rochosos d) Pavimentos Asfalticos

Figura 1.1 — Fraturas em materiais de engenharia

A descri¢c@o do comportamento mecanico de materiais fraturados € uma tarefa complicada do
ponto de vista matematico devido a sua complexidade morfoldgica. Geralmente, a determinacao
do comportamento dessa classe de materiais segue duas abordagens cldssicas. A primeira baseia-

se na mecanica da fratura, onde cada fratura € modelada individualmente. Essa abordagem
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¢ tipicamente empregada quando o material possui um ndmero discreto de fraturas, como,
por exemplo, nos trabalhos de Griffith (1921), Irwin (1961), Hsieh et al. (1982) ou Lisjak e
Grasselli (2014). A segunda abordagem mencionada trata-se da mecéanica do dano, onde uma
varidvel interna ajusta o comportamento mecanico do material a medida que este se degrada sob
carga externa. Esse procedimento produz bons resultados quando os fendmenos microscopicos
individuais que ocorrem no material sdo dificeis de modelar diretamente, recorrendo-se a
modelagem do comportamento equivalente do meio (CHABOCHE, 1992; LUCCIONI; OLLER,
2003; FENG et al., 2020). Observa-se que, frequentemente, o parametro que representa o dano

nesta ultima abordagem ndo € entendido com um significado fisico.

Uma ferramenta eficiente para modelar o comportamento equivalente de materiais fraturados
€ a teoria da homogeneizacao. Segundo Dormieux e Kondo (2016), essa abordagem consiste
em simplificar o tratamento matematico de meios heterogéneos, considerando-os um problema
homogéneo equivalente (evidenciando assim a principal vantagem da mecanica do dano). Além
disso, a teoria da homogeneizacdo fornece uma interpretacao fisica para a varidvel que representa
o dano na escala macroscépica com base no upscaling das microfraturas existentes na escala

microscopica do material.

Um numero significativo de estudos t€m demonstrado sucesso na avaliacdo da propagagdo
de dano em materiais com descontinuidades. Contudo, a maioria destes estudos restringe o
comportamento mecanico das descontinuidades a fissuras, limitando assim a aplicabilidade da
formulacao a descontinuidades abertas (BUDIANSKY; O’CONNELL, 1976; CASTANEDA;
WILLIS, 1995; BART, 2000; PENSEE et al., 2002). Um menor nimero de estudos investigam o
comportamento mecanico tratando as descontinuidades como fraturas, que se caracterizam por
transferir esfor¢os normais e tangenciais (MAGHOUS et al., 2014; AGUIAR; MAGHOUS, 2018;
MAGHOUS et al., 2021). Para além do comportamento efetivo, alguns trabalhos tém utilizado a
teoria micromecanica para formular novos modelos de dano na escala macroscOpica com base
em parametros microscOpicos das fraturas e da matriz sélida (KRAJCINOVIC; FANELLA,
1986; DORMIEUX et al., 2006a; NGUYEN; DORMIEUX, 2015). No entanto, é importante
notar que poucos estudos abordam a distribuicao/propagacao anisotrépica de fissuras utilizando
a micromecanica (PENSEE et al., 2002; WULFINGHOFF et al., 2017).

A maior contribuic@o deste trabalho consiste em investigar o0 comportamento equivalente e a
propagacao anisotropica de fraturas utilizando a teoria da homogeneizacao. O presente estudo
aborda a situacdo particular de materiais microfraturados, focando exclusivamente no dominio
elastico. As aplicagcdes estendem-se principalmente a geomateriais como rochas, concreto ou
pavimentos asfélticos. Nesta perspectiva, ¢ fundamental citar as contribui¢des relevantes de
Maghous et al. (2013) e Maghous et al. (2014), que propuseram uma abordagem geral baseada

na micromecanica para o comportamento poroeldstico de rochas com juntas. Estes autores
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abordaram os casos particulares de uma matriz rochosa cortada por uma rede de juntas curtas
paralelas e de um meio rochoso contendo juntas orientadas aleatoriamente. O nucleo do
raciocinio desenvolvido neste trabalho consiste em estender a formulagdao de uma familia acima
a situacdo em que o material contém multiplas familias de microfraturas. Uma vez determinadas
as propriedades equivalentes do meio, sdo avaliadas as condicdes de propagacdo do dano,
combinando a abordagem micromecanica com conceitos termodinimicos macroscépicos. E
dada énfase particular a anisotropia do comportamento induzida a nivel macroscépico pelas

orientacOes privilegiadas das microfraturas.

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho tem por objetivo principal determinar a rigidez efetiva de materiais elasticos com
multiplas familias de microfraturas utilizando a teoria da homogeneizacdo e avaliar a
propagacdo de dano continuo nestes materiais via raciocinio micromecéanico acoplado a

argumentos termodinamicos macroscopicos.

Para atingir o objetivo principal deste trabalho, foram estabelecidos objetivos intermediérios, que

precisam ser previamente concluidos. Entao, temos os seguintes objetivos especificos:

a) Determinar a rigidez efetiva de um material eldstico com uma tnica familia de
microfraturas paralelas através de esquemas de homogeneizagdo baseados no

problema de Eshelby e validar com os resultados obtidos por Maghous et al. (2013);

b) Determinar a rigidez efetiva de um material eldstico com uma distribui¢do isétropa
de microfraturas via teoria da homogeneizagao e validar com os resultados obtidos
por Maghous et al. (2014);

c) Estimar a rigidez efetiva de um material eldstico com multiplas familias de
microfraturas com orientacdes e densidades distintas utilizando esquemas de

homogeneizagao;

d) Interpretar as densidades de fraturas como parametros de dano no nivel do material
homogeneizado e empregar o raciocinio micromecanico acoplado a argumentos
termodinamicos macroscOpicos para avaliar as condi¢Oes de propagacgdo de dano

continuo em um material eldstico com diferentes distribuicdes de microfraturas;

e) Formular o critério de propagacdo de dano no nivel do meio homogeneizado, assim

como a lei da sua evolugdo para materiais com diversas familias de microfraturas.
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1.2 METODOLOGIA

Com o intuito de alcancar os objetivos sdo empregadas as ferramentas da micromecanica para
determinar a rigidez efetiva de meios heterogéneos através da teoria da homogeneizagdo. A
partir do problema da inclusdo equivalente de Eshelby, serd utilizada a estimativa de Mori-
Tanaka para formular aproximacdes das propriedades eldsticas de geomateriais fraturados.
Diante disso, as fraturas sdo modeladas geometricamente como esferoides oblatos, dotados
de propriedades elasticas adequadas. Uma vez determinadas as propriedades efetivas do meio
homogeneizado genéricas para diferentes casos particulares, sdo avaliadas as condicdes de
propagacao de dano continuo, aliando a micromecanica a raciocinios termodinadmicos no conceito
da mecanica da fratura. Os conceitos energéticos no contexto da termodindmica servirdo de
base para formular o critério de propagacao de dano. A lei de evolugdo de dano serd definida
a partir do potencial de dano introduzido no nivel do meio homogeneizado. Enfase particular
serd dedicada a anisotropia do comportamento induzida no nivel macroscépico pelas orientacdes
privilegiadas das microfraturas. Por fim, sdo realizadas inimeras aplicacdes numéricas com o
objetivo de exibir as principais caracteristicas do comportamento homogeneizado de materiais

microfraturados, bem como verificar a influéncia dos seus parametros.

1.3 JUSTIFICATIVA

A andlise das propriedades mecanicas € fundamental para todo material a ser empregado em
qualquer estrutura de engenharia, como maquindrios, veiculos, projetos de engenharia civil,
proteses, entre outros. Segundo Francois et al. (2012), a importancia da consideracdo do
comportamento mecanico dos materiais € seus constituintes impacta diretamente em desastres
sociais e econdmicos. Por exemplo, em dezembro de 2000, abriu-se uma trinca em uma solda no
eixo de 3 m de didmetro da barragem Grande Dixence, descarregando cerca de 27.000 metros
cubicos de 4dgua na encosta da montanha. Esse fendmeno arrastou rochas, drvores e casas,
varrendo lama e matando trés pessoas. Outro acidente ocorreu no Japao, um Boeing caiu na
encosta de uma montanha devido a uma falha no painel de aluminio que fechava a parte traseira
do compartimento de passageiros. Foi constatado que havia rachaduras de fadiga mal reparadas,

0 que ocasionou o acidente.

Também existem casos em que o acimulo de conhecimento tornou possivel evitar ou pelo
menos reduzir a gravidade de algumas catdstrofes. A partir do uso de ultrassOnicos em ensaios
ndo destrutivos foram detectadas trincas de 7 mm de profundidade no ago carbono sob o
revestimento de aco inoxidavel no recipiente de um reator nuclear que gerava grande parte da
eletricidade da Franca. O conhecimento acumulado pelos peritos permitiu descobrir que nenhuma

destas rachaduras se estenderdo sob fadiga o suficiente para perfurar o revestimento interno
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dentro de 40 anos. Da mesma forma, a investigac@o por testes ndo destrutivos das soldas do
gasoduto de 6leo do Alasca possibilitou que o National Bureau of Standards demonstrasse que
as rachaduras encontradas nao foram prejudiciais o suficiente para justificar que toda a estrutura
fosse reconstruida (FRANCOIS et al., 2012).

Neste contexto, Couégnat (2008), evidencia a importancia de melhorar e desenvolver novas
técnicas de calculo e leis de comportamento apropriadas para cada material. O presente trabalho
se justifica pela contribui¢do na descri¢do de modelos matematicos capazes de representar o
comportamento mecanico e evolucdo de dano de meios heterogéneos, com diferentes

distribui¢Oes e orientagdes de microfraturas.

1.4 DELINEAMENTO DO TRABALHO

Este trabalho estd dividido em seis Capitulos. A primeira se¢cdo visa contextualizar o tema
proposto, abordando aspectos fundamentais que definem a sua importancia no ambito da
engenharia. Neste cendrio, sdo estabelecidos os principais objetivos deste trabalho, bem como a
metodologia que identifica os meios para que estes sejam atingidos. Também € apresentada uma
breve justificativa que retrata problemas praticos relacionados ao comportamento mecanico dos

materiais fraturados.

O Capitulo 2 apresenta um conjunto de conceitos e ferramentas relacionadas aos temas centrais
deste trabalho. O comportamento de meios fraturados é abordado, dando particular énfase a
caracterizacao de descontinuidades e seu comportamento mecanico. Na sequéncia, apresenta-
se uma breve introducdo a propagacao de fraturas, fazendo referéncia a mecanica da fratura
linear elastica e descrevendo o primeiro critério de propagagdo que foi formulado por Griffith
(1921) baseado em leis da termodinamica. Por fim, € explicada a teoria da homogeneizacao,
conceituando volume elementar representativo e as condi¢des de separacdo de escalas. Sao
abordados topicos referentes as cldssicas condi¢des de contorno homogéneas, Lema de Hill e

métodos de homogeneizacao.

O Capitulo 3 descreve a lei de comportamento macroscopica para materiais eldsticos fraturados,
apresentando relacdes entre as escalas micro e macroscopica, a fim de determinar o tensor de
rigidez homogeneizado. Sdo abordados trés casos particulares, referindo-se a um material com
uma unica familia de fraturas paralelas, duas familias de fraturas com diferentes orientacoes e
por dltimo, determina-se o caso de uma distribui¢do isétropa (aleatéria) de fraturas na matriz.
Algumas ilustragdes numéricas sdo desenvolvidas com o objetivo de exibir graficamente o
comportamento equivalente de materiais fraturados. Além disso, demonstra-se a recuperacao

dos resultados relativos ao caso is6tropo com o aumento do nimero de familias.
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O Capitulo 4 consiste em interpretar a densidade de fraturas como um parametro de dano no
nivel do meio homogeneizado e empregar o raciocinio micromecanico acoplado a argumentos
termodinadmicos macroscopicos para avaliar as condi¢des de propagacdo de dano. Apresenta-se
a formulacdo do modelo de dano continuo assumindo a existéncia de um tnico parametro de
dano, o que restringe o dominio de aplicagcdes a situacdes que envolvem uma Unica familia de
fraturas paralelas ou uma distribuicao isotropa de fraturas. Neste ultimo, deve-se considerar
ainda a aplicacdo de carregamentos macroscopicos também isétropos. Ao longo do capitulo,
argumentos termodinamicos e critérios de propagacao especificos sao ilustrados graficamente.
Por fim, sdo desenvolvidos exemplos numéricos referentes ao modelo de dano formulado, a fim

de ilustrar a evolucdo do dano e o efeito da propagagdo sobre o tensor de tensoes.

No Capitulo 5 é proposta uma extensao do raciocinio termodinamico desenvolvido no Capitulo 4
para uma situacao na qual a rede de fraturas é composta por diversas familias, cada uma associada
a um parametro de dano, o que caracteriza um vetor de dano. O objetivo desta se¢do, € formular
o critério de propagacao de dano no nivel do meio homogeneizado, assim como a sua lei de
evolucdo no contexto de materiais eldsticos considerando multiplas familias de fraturas. Também
sdo apresentadas ilustracdes gréficas dos argumentos termodinamicos e exemplos numéricos
referentes ao modelo de dano continuo formulado, a fim de ilustrar a evolu¢ao do dano e o efeito

da propagacao sobre o tensor de tensoes.

O Capitulo 6 refere-se as conclusdes alcancadas ao longo de toda esta pesquisa. Sao evidenciados
os procedimentos proprios e objetivos alcangcados no decorrer do trabalho. Além disso, sdo
comentadas as perspectivas futuras e sugestoes para trabalhos futuros, indicando um caminho a

ser seguido pelos pesquisadores interessados em dar continuidade a este tema.
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2 MODELAGEM MICROMECANICA DOS MEIOS FRATURADOS:
CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O presente capitulo visa explicitar os conceitos que fundamentam esta pesquisa. Neste contexto,
sdo apresentadas no¢des sobre o comportamento de meios fraturados, uma breve introdugao
ao critério de propagacdo de fraturas estabelecido por Griffith (1921), baseado em argumentos
termodinamicos e por fim noc¢des sobre a teoria da homogeneizacdo. O principal objetivo desta
secdo € familiarizar os leitores com 0s conceitos, termos e expressdes essenciais utilizados

durante a elaboracgdo deste trabalho.

2.1 COMPORTAMENTO DE MEIOS FRATURADOS

Grande parte dos materiais utilizados na engenharia, especialmente os geomateriais como rochas,
concreto ou pavimentos asfélticos exibem superficies de descontinuidade em diferentes escalas
com vdrios tamanhos e orientagdes. Normalmente, estas descontinuidades estdo associadas a
fraturas e correspondem a uma regido de pequena espessura, ao longo da qual as propriedades
mecanicas e fisicas do material sdo degradadas (ATTA, 2004). A sua presenca constitui uma
das principais fragilidades para a deformabilidade, estabilidade e seguranca de muitas estruturas
de engenharia civil, reduzindo a rigidez, resisténcia ao cisalhamento e ductilidade, além de

proporcionar canais preferenciais para o escoamento de fluidos (AGUIAR; MAGHOUS, 2018).

Diante disso, este topico pretende descrever os aspectos gerais da ocorréncia de fraturas em
geomateriais, iniciando pela caracterizacdo de seus parametros fisicos e geométricos. Nas
proximas subsecdes serdo abordados os comportamentos mecanicos em compressio e
cisalhamento destes elementos, além da distincdo entre as formas de modelagem através das

quais as fraturas sdo tratadas na engenharia.

2.1.1 Caracterizacdo das descontinuidades

Um bom conhecimento da distribui¢do espacial e das propriedades referentes as
descontinuidades no interior de um material é fundamental para formulacio de seu
comportamento. Por esta razdo, € preciso avaliar as caracteristicas fisicas e geométricas que sao
utilizadas na sua caracterizacao e classificagdo (ATTA, 2004). Segundo Goodman (1976), as
principais caracteristicas de superficies com descontinuidades incluem sua dimensao, forma,

orienta¢do, separagdo por familias, rugosidade e resisténcia.
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A dimensao das descontinuidades é dada tanto em escala cristalina, quanto em escala geodésica
e representa uma das caracteristicas mais importantes destes elementos, uma vez que a relacdo
entre o tamanho da descontinuidade e da estrutura analisada implica diferentes abordagens para
a modelagem (JAEGER et al., 2007). Nos casos em que as descontinuidades sdo pequenas
quando comparadas a estrutura, € possivel incorporé-las ao meio e determinar as propriedades
diretamente deste meio descontinuo, através de técnicas de homogeneizagdo, por exemplo.
Por outro lado, quando as descontinuidades exibem grandes dimensdes, € preciso analisi-las

individualmente, conhecendo as propriedades do material que as envolve.

As descontinuidades exibem diferentes formas, sendo classificadas como cilindricas quando
apresentam uma dimensao com ordem de grandeza superior as demais. Em geral, este tipo de
descontinuidade estd associado a canais de percolacao de fluidos. Outra forma comum trata-
se das descontinuidades planares (fraturas), as quais alteram profundamente as propriedades
mecanicas do meio (GOODMAN, 1976). Por ultimo, identificam-se os poros caracterizados
por vazios com trés dimensdes da mesma ordem de grandeza. Ao longo deste trabalho, o termo

descontinuidades ird se restringir a fraturas.

A orientacdo das fraturas também influencia fortemente o comportamento mecanico do meio e
pode ser definida através de um vetor normal a superficie posicionado sobre um sistema geral de
coordenadas. Fraturas que apresentam a mesma orientacdo em uma matriz sélida sdo comumente
chamadas de fraturas paralelas e quando sdo aleatoriamente distribuidas no meio caracterizam-se
por fraturas isotropicas, como ilustra o esquema da Figura 2.1. Nesta perspectiva, € conveniente
introduzir o conceito de familias, isto €, um grupo de fraturas de propriedades idénticas orientadas
pelo mesmo vetor normal. O principal sentido de agrupar fraturas em familias reflete-se em dois
aspectos: facilitar o tratamento matematico e a interpretacdo das propriedades relativas a cada

grupo de fraturas.

a) Distribui¢ao Aleatoria b) Distribui¢cdo Paralela

Figura 2.1 — Orientacdo das fraturas
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As fraturas apresentam diversas propriedades, algumas delas s@o elencadas a seguir, com base
nos trabalhos de Jaeger et al. (2007) e Bieniawski (1989):

a) Abertura: distancia perpendicular entre as superficies da fratura, na qual o espaco

entre elas pode ser preenchido por ar, 4gua ou outro material de enchimento.

b) Rugosidade: designa o grau relativo de irregularidades e ondulagdes nas paredes de

uma fratura em relacao aos seus planos médios.

c) Espacamento: representa a distancia média entre duas fraturas, assumindo-se como

o espacamento da familia a distancia média entre fraturas subsequentes.

d) Grau de fraturamento: indica a quantidade de fraturas em relagdo a um determinado
volume do material. Materiais com maior grau de fraturamento sdo mais frageis e

propensos a ruptura.

E importante ressaltar que existe uma infinidade de caracteristicas e propriedades geométricas
relacionadas as descontinuidades. Nesta secdo, sdo abordados apenas os tépicos mais relevantes

para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1.2 Comportamento mecanico

As propriedades mecanicas de uma fratura sao determinadas pela anélise de seu comportamento
sob tensdo normal ou tangencial. Para definir o seu comportamento mecanico € preciso avaliar
a relacdo entre as tensdes aplicadas e os deslocamentos relativos entre as suas faces. Este
comportamento € usualmente descrito pela relacao ' = f ( [ é D, onde T representa o vetor

tensdo agindo sobre a fratura e [ é } designa o salto de deslocamento através dela (ATTA, 2004).

Os ensaios experimentais de Goodman (1976) e Bandis et al. (1983) evidenciaram o
comportamento tipico de fraturas nas direcoes normal e tangencial, obtendo assim as
propriedades mecanicas em compressao e cisalhamento. Estes parametros referem-se aos termos
de rigidez normal (k,) e tangencial (k;), que sdo dados de entrada fundamentais para modelos
fisicos explicitos e técnicas de aproximac¢ao numérica. A rigidez normal, por exemplo, estéd

essencialmente ligada a problemas de injecdo de fluido e extracao de rochas fraturadas.

2.1.2.1 Comportamento em compressao

O ensaio de compressao, ilustrado pela Figura 2.2, avalia o fechamento da fratura através da
diferenca entre a deformacdo de um corpo de prova sdo e de um corpo de prova com uma
fratura. Nesta andlise, o deslocamento relativo na direcd@o tangencial a fratura é frequentemente
negligenciado (ATTA, 2004).
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Figura 2.2 — Ensaio de compressao normal em uma fratura (Adaptado
de Atta (2004))

Em geral, a relacdo obtida é nao linear e pode ser modelada por uma lei hiperbdlica entre a

tensdo normal e o fechamento normal, representada por:

T, = M (2.1)

V= [&)]

onde V,,, define o fechamento méaximo da fratura (Equagdo 2.2) e k, designa a rigidez normal da
fratura, que pode ser determinada pela derivada de 7, em rela¢do ao deslocamento normal [&,]

(Equacao 2.3). Ambos sdo normalmente obtidos de forma experimental (ATTA, 2004).

V= lim [§,] (2.2)
dr,

ky = — 2.3

d[E,] 11&]=0 @3

2.1.2.2 Comportamento em cisalhamento

O comportamento mecanico de uma fratura em cisalhamento € descrito pela relacdo entre uma
tensdo tangente 7; aplicada a descontinuidade e o salto de deslocamento tangencial relativo [&],
como representa a Figura 2.3. Neste ensaio observa-se um aumento da tensao 7; até um valor de
pico e depois sua diminuicdo até uma tensdo residual que determina o deslizamento das faces.
Enquanto isso, nota-se que a rigidez tangente k; apresenta um trecho inicial decrescente até a

tensao de pico e depois tende a se estabilizar (ATTA, 2004).

Ao contriario do comportamento em compressdo, neste teste ndo se pode desprezar o
deslocamento normal relativo (perpendicular a dire¢do do carregamento). Durante esta andlise,
os saltos de deslocamentos normais [£,] e tangenciais [&] sdo relacionados entre si por um
angulo dilatante ¢, indicado na Equacao 2.4 (ATTA, 2004):
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Figura 2.3 — Ensaio de cisalhamento de uma fratura (Adaptado de Atta
(2004))

(1)

2.1.2.3 Lineariza¢do do comportamento mecanico

Os comportamentos em compressao e cisalhamento apresentam uma forte ndo linearidade, o que
dificulta os procedimentos matematicos, por isso € usual linearizar estas relagdes mantendo a
validade dos ensaios quando em pequenos deslocamentos. Diante disso, considera-se a
formulagdo usada por Aguiar (2021) para linearizar as relagcdes com k, e k;, independentes da

tensao aplicada:

T, = kn [én] e Iy = kt [ét] (25)

Do ponto de vista tridimensional, o parametro que assume o papel da rigidez da fratura é definido
como um tensor de segunda ordem k = Ig( [5 } ) e descreve a relacdo entre o vetor tensdo e o salto

de deslocamentos:

T=k[¢] 2.6)

A orientagdo dos eixos € determinada pela base ortonormal (z,7',n). Assumindo a isotropia no

plano da fratura, a sua rigidez k € expressa por:

k=ky(n@n)+k (t2t+1 1) (2.7

na qual, os termos k, € k; sao denominados de rigidezes normal e tangencial, respectivamente.
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2.1.3 Modelagem discreta e continua

Nesta subsec¢do serdo abordadas duas formas distintas de modelagem, denominadas discreta
e continua. Segundo Atta (2004), o caso em que o meio € avaliado na escala das fraturas e a
andlise da estabilidade € definida fazendo a distingdo geométrica entre as fraturas e a matriz
s6lida, é reconhecido como modelagem discreta ou descontinua do meio. Essa abordagem requer
o mapeamento das fraturas significativas de um material, permitindo realizar uma modelagem
que leve em conta todas as particularidades do meio. A modelagem discreta expressa resultados
mais precisos, uma vez que a geometria do meio fraturado € representada de forma mais préxima
da realidade. E conveniente especificar que essa andlise apresenta maior eficicia quando a rede
de fraturas € esparsa e torna-se mais complexa e cara computacionalmente a medida que a rede
se torna mais densa (ANDERSON, 2005).

A abordagem continua, descrita por Atta (2004), ¢ mais adequada para o estudo de meios
fortemente fraturados. Este procedimento consiste em observar o material a partir de uma escala
em que as fraturas ndo podem ser distinguidas da matriz sélida, avaliando o comportamento do
material como um meio homogéneo. Portanto, as fraturas ndo sdo mais modeladas
individualmente, mas sim incorporadas ao meio através de algum método ou esquema de
homogeneizacdo. Nesta abordagem determina-se o comportamento equivalente do material e

nao € possivel determinar as propriedades individuais de cada fratura.

A andlise de resultados analiticos ou numéricos para meios com altas densidades de fraturas
¢, geralmente, feita através de uma modelagem continua, uma vez que sao requisitadas menos
hipéteses iniciais capazes de simplificar o problema para atingir os resultados. A principal
diferenca desta metodologia em relacao a abordagem discreta é que os resultados a nivel da

estrutura sao mais importantes do que os individuais de cada fratura (ANDERSON, 2005).

Embora as modelagens apresentem propostas distintas, € possivel combina-las em alguns casos
especificos, com o objetivo de extrair o melhor de cada uma. A exemplo disso, citam-se os
maci¢os rochosos, que apresentam tanto fraturas de grande extensio que precisam ser modeladas

individualmente quanto familias de fraturas curtas que devem ser modeladas de forma continua.

2.1.4 Propagac¢do de uma tnica fratura no meio

A mecanica da fratura eléstica linear cldssica visa descrever a propagacdo de uma unica fratura
plana em um meio eldstico, como ilustra a Figura 2.4, sendo P o carregamento externo e s a
area da fratura vista como uma superficie bidimensional (LEBLOND, 2003). As formas de
propagacdo distinguem-se entre o crescimento, que se caracteriza pelo aumento da dimensao
da fratura, e a nucleacgdo, responsdvel pelo aparecimento de novas fraturas no meio. Diversos

modelos restringem-se a auséncia de nucleagdo, avaliando a propagac¢@o apenas pelo crescimento
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das fraturas ja existentes no meio, que € o caso dos critérios de propagacdo postulados neste
trabalho.

Figura 2.4 — Ilustracdo do meio com uma unica fratura

O primeiro critério de propagagdo de fraturas foi formulado por Griffith (1921) baseado em leis
da termodinamica para estudar a dissipacao de energia durante a propagacao. Essa formulacdo
mostrou-se muito eficiente para materiais eldsticos frageis (vitreos). Nos anos seguintes, foram
estabelecidos critérios voltados a outros materiais, como nos trabalhos de Dugdale (1960), Irwin
(1961) e Bieniawski (1967). A abordagem proposta por Griffith em sua teoria ainda € fortemente
empregada na andlise de propagacdo de fraturas, servindo de base para o desenvolvimento de

novos critérios de propagacao.

Para apresentar o critério de propagacdo de Griffith (1921) no quadro termodinamico se introduz
a densidade volumétrica de energia livre y, que corresponde a energia elastica de deformacdo no
caso isotérmico. Assumindo evolugdes eldsticas isotérmicas, as varidveis de estado de y sdo o

tensor das deformacdes € e a drea da fratura s:

v=yl(gs)=-€:C(s): & (2.8)

onde C(s) corresponde a rigidez global do sistema. Baseando-se no critério estabelecido por
Griffith (1921), a dissipacdo intrinseca de energia, denotada por D, é definida como a diferenca
entre a poténcia das forgas externas o : € e a energia armazenada . A combinagdo do primeiro e
segundo principios da termodinamica fornece a desigualdade de Clausius-Duhem (ver Lemaitre
e Chaboche (1990)):

D:gzg—y‘/: O—=- | é€——55=>0 2.9)
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que ¢ valida para qualquer evoluc¢ido do material. O raciocinio cldssico consiste em considerar
evolugdes reversiveis (D = 0), o que significa s = 0. A existéncia de tais evolugdes fornece a

equacao de estado elastica:

ay oy
D=|oc—=—]:€=0V¢é = o=-——=C:¢ 2.10
e aplicando a Equagao 2.10 sobre a Equacgdo 2.9, escreve-se:
d
p=-2Y>0 @2.11)
ds

Tal como no trabalho de Griffith (1921), a desigualdade acima mostra que a quantidade
—dy/ds assume o papel da for¢a termodinidmica associada com a propagagdo. Esta grandeza é

classicamente conhecida como taxa de liberacdo de energia F (g , s):

‘g (2.12)

A partir da definicao da taxa de liberacao de energia, pode-se escrever um critério de propagacao
como uma condicao a ser satisfeita por /. A forma mais simples € assumir que uma fratura se
propaga quando JF atinge um valor critico, denominado energia critica da fratura F, tal que
(DORMIEUX et al., 2006b) :

F—F;<0; $§>0; (F—Fp)s=0 (2.13)

§>0 = D=Fp>0 (2.14)

A grandeza Fy deve ser interpretada como a energia critica para uma fratura isolada introduzida
por Griffith. Este parametro € uma propriedade do material e caracteriza a energia por unidade de
superficie que € irreversivelmente dissipada na forma de aumento da drea da fratura, ou seja da
sua propagac¢do (GRIFFITH, 1921). Em sintese, se F < Fy ndo existe propagacao de fraturas, ja
quando F = F a energia disponivel ao material alcangou o limite para propagacdo, permitindo

que as fraturas se propaguem.
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2.2 HOMOGENEIZACAO

A maioria dos materiais conhecidos exibe entre a escala da estrutura atdbmica/molecular e
sua escala macroscopica um nivel intermedidrio de heterogeneidades microestruturais. Essas
heterogeneidades se caracterizam pela presenca de descontinuidades, incluindo poros e fraturas,
ou alteracdes em sua estrutura cristalina (FRANCOIS et al., 2012). Segundo Dormieux e Ulm
(2005), a descri¢ao do comportamento destes materiais pode ser realizada de forma continua,

utilizando as ferramentas da micromecanica.

A micromecanica fornece ligagdes entre as propriedades macroscopicas do material e sua
microestrutura e possibilita substituir os meios heterogéneos por um homogéneo, cuja descri¢ao
¢ vélida na escala da estrutura em relacdo a escala das heterogeneidades (ZHU et al., 2007). O
meio homogéneo deverd ser determinado como um meio equivalente continuo e o comportamento
macroscopico deve ser intrinseco ao meio e a excitacdo, ou seja, deve ser independente das
condic¢des de contorno macroscopicas (DORMIEUX; ULM, 2005).

Uma das formas para representar o material homogéneo é a abordagem diretamente
macroscopica, que € frequentemente associada a ensaios experimentais, também chamada de
fenomenoldgica. Os ensaios sobre o material fornecem uma resposta equivalente sob influéncia
das heterogeneidades no comportamento final do material, neste caso a caracteriza¢gdo mecanica
das fases torna-se desnecessdria (DORMIEUX; ULM, 2005). Um exemplo cldssico remete ao
concreto, pois em uma andlise visual verifica-se a existéncia de agregados graidos e da nata
cimenticia, contudo, os ensaios de caracterizacdo mecanica do concreto extraem resultados

referentes ao meio equivalente (concreto) e ndo as fases (agregados ou nata cimenticia).

A abordagem mencionada é adequada para a caracterizacdo de materiais reais, sendo ineficiente
para otimizar propriedades mecanicas quando o volume das fases € indefinido, ou em materiais
cujo volume das fases varia ao longo do tempo. Nestes casos € pertinente utilizar a técnica
de upscaling, que permite a descri¢cdo continua macroscopica equivalente a partir da defini¢ao
de um Volume Elementar Representativo (VER) (DORMIEUX et al., 2006b). Essa descri¢do
equivalente denomina-se homogeneizada e refere-se diretamente a teoria da homogeneizagao,

que serd mais bem conceituada nas subsecoes seguintes.

2.2.1 Teoria da homogeneizagdo

A teoria da homogeneizagdo consiste em um conjunto de ferramentas matematicas capazes
de determinar as propriedades de um material heterogéneo baseando-se no conhecimento das
propriedades das fases que o constituem. Em sintese, a homogeneizacdo corresponde a uma
transformacdo de um meio heterogéneo em um meio homogéneo equivalente e seu objetivo €
simplificar o tratamento matematico do problema (DORMIEUX; ULM, 2005; DORMIEUX et al.,
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2006b). Francgois et al. (2012) descrevem que a premissa de substituir um material heterogéneo
por um homogéneo deve levar em considera¢do o comportamento mecanico das heterogeneidades,
a fim de vincular suas nao-uniformidades locais nos campos de tensdo/deformacdo ao meio

homogéneo equivalente.

Neste ambito, se pressupde a existéncia de duas escalas materiais. A escala local (escala
microscopica), na qual o material € heterogéneo com fases distinguiveis entre si, e a escala
global (escala macroscépica), na qual o material devera ser substituido pelo meio homogéneo
equivalente, como representa o esquema da Figura 2.5. Apesar dessa divisdo sugerir a existéncia
de apenas duas escalas, Dormieux e Ulm (2005) destacam que os materiais sdo por natureza
multifdsicos, com heterogeneidades que se manifestam desde a nanoescala até a macroescala.

Portanto, cada fase sempre poderd ser decomposta por mais heterogeneidades.

ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA

ESTRUTURA

MEIO HETEROGENEO MEIO

HOMOGENEIZADO
EQUIVALENTE
ESTRUTURA
COMO UM MEIO
EQUIVALENTE

Figura 2.5 — Ilustragdo simplificada do processo de homogeneizacao

Para aplicar a teoria da homogeneizagdo € preciso que a substituicdo do material heterogéneo por
um homogéneo equivalente permaneca vélida no nivel estrutural e que os modelos microscépico
e macroscopico apresentem resultados médios idénticos (FRANCOIS et al., 2012). Dormieux
e Kondo (2016) enfatizam que o comportamento do material avaliado pode ser obtido da
resposta de um volume elementar, o qual deverd manter a representatividade de todas as suas
caracteristicas. Este volume classifica-se conforme a distribui¢ao das heterogeneidades presentes
no meio. Quando ocorre uma distribui¢cdo periddica ao longo da estrutura, o volume denomina-se
Célula de Base (CB), como ilustra a Figura 2.6. J4 para distribui¢cdes desordenadas, chama-se de

Volume Elementar Representativo (VER) e requer um tratamento estatistico (Figura 2.7).

Segundo Dormieux et al. (2006b), para que um determinado volume ofereca resultados
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matematicamente corretos, € fundamental que ele cumpra a condi¢do de separacdo de escalas
d < ¢ < L. Os termos L e ¢ sdo, respectivamente, os comprimentos caracteristicos da estrutura e
do VER (ou CB), enquanto d representa o tamanho caracteristico das heterogeneidades locais. A
premissa ¢ < L garante que os campos locais ndo afetem o comportamento da estrutura no nivel
macroscopico. Portanto, este volume caracteriza uma parte infinitesimal do volume
tridimensional avaliado e sua existéncia € essencial para a representacdo macroscopica continua
do sistema fisico. A condi¢do d < ¢ confere ao VER seu carater representativo e estatistico das
heterogeneidades presentes na escala microscépica, garantindo um significado as propriedades
resultantes do processo de homogeneizagio (BARTHELEMY, 2005).

ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA
Y, =
ololo T
folelelole\ X /
plolojo]o
ololo]a]o]d l
o|o|o|o|ofTl@ CB
L olo|o|o]o]o]o
o|o|o|o]o]o]o
o|o]ololo
Vojolo[e]o]d
\o|o[o|o|o)f
Rle]o]o
_V UL

ESTRUTURA DE UM
MEIO PERIODICO

Figura 2.6 — Meio periddico e conceito de célula de base

ESCALA ESCALA
MACROSCOPICA MICROSCOPICA

ESTRUTURA
MEIO DESORDENADO

Figura 2.7 — Meio heterogéneo aleatdrio e conceito de volume elementar
representativo

Em meios periédicos deve-se garantir apenas a premissa ¢ < L, visto que ndo hd necessidade
de um tratamento estatistico, pois a representatividade € automaticamente satisfeita a partir da

definicdo da CB. Contudo, em meios desordenados ndo ha como determinar um VER que se
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repete de forma idéntica em todos os pontos da estrutura, entdo o tamanho caracteristico das
heterogeneidades também deve ser muito pequeno em relagdo ao tamanho do volume elementar,
de forma a assegurar a sua representatividade (AGUIAR, 2021). Como as fraturas, geralmente,
se distribuem de forma desordenada no meio, adota-se a abordagem estatistica baseada no VER

ao longo deste trabalho.

Dormieux et al. (2006b) destacam que na escala macroscopica o VER € definido por um vetor
posicdo X e a ordem de grandeza caracteristica da variacdo de X é o tamanho L do sistema
de materiais avaliados. Este sistema € composto por elementos diferentes, o que configura seu
cardter heterogéneo. Um exemplo cldssico disso remete a um problema da poromecanica, em que
temos a fase s6lida e uma ou vdrias fases fluidas. Do ponto de vista macroscopico se considera
cada fase do material como uma particula macroscépica, com o objetivo de explicar a natureza
heterogénea do meio poroso. Todas essas particulas estdo localizadas no mesmo ponto X, ou

seja, na macroescala o VER € visto como a superposicao dessas particulas no tempo e no espago.

2.2.2 Regra das médias

A regra das médias € frequentemente utilizada no processo de determinagao das propriedades
efetivas de materiais heterogéneos. O objetivo € aproximar as quantidades fisicas representativas
do comportamento macroscopico do material através de relacdes entre médias, as quais conduzem
a campos médios volumétricos definidos na por¢do representativa do material (VER). Em andlises
puramente mecanicas, as referidas quantidades fisicas relacionam as médias volumétricas de
tensdo e deformacdo (DORMIEUX et al., 2006b). O operador média (-) atuando sobre uma
quantidade fisica Q definida no volume elementar representativo Q (x) é dado por (MAGHOUS
et al., 2014):

(Qq= ﬁ/ﬂ@(&)dﬂ (2.15)

onde x caracteriza o vetor posi¢io . E necessério representar matematicamente o fato de que  (x)
estd submetido a um determinado estado de tensdo ou deformacdo. Na escala macroscdpica,
definem-se as tensoes e deformagdes por X e E, respectivamente, enquanto na escala microscopica,
esses estados sdo descritos pelos campos g e €. Partindo da Equag@o 2.15 pode-se estabelecer
uma ligacdo entre as tensdes e deformagdes na escala macroscopica através de suas médias na
escala microscopica <g> e <§> (DORMIEUX; KONDO, 2016):

1
L=(0)y= 0] Jo2®de (2.16)
c
1
E=(g),= @/ £(x)dQ (2.17)
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2.2.3 Condicdes de contorno e Lema de Hill

As relacdes de média entre as solicitagdes e os campos locais ndo permitem uma tnica definicao
do problema. A vista disso, é necessario adotar condi¢des de contorno a serem aplicadas sobre o
VER compativeis com as relacdes de média apresentadas na subsecdo 2.2.2. Para materiais
passiveis de homogeneizacao a solu¢do deve levar a respostas médias iguais, independentemente
das condi¢des de contorno adotadas. Portanto, adotam-se condi¢cdes de contorno
matematicamente simples, como tensdo homogénea ou deformacdo homogénea aplicada em
todo o contorno do VER (HILL, 1963; HILL, 1967; HASHIN, 1983).

Para definir um problema de valor de contorno no VER através de uma abordagem em condi¢des
de tensdo homogénea (Figura 2.8) deve-se prescrever o carregamento X - n agindo na fronteira

dQ da seguinte forma:

o(x) n(x)=Z-n(x) VxecadQ (2.18)

‘n

= I\l

2Q

Figura 2.8 — Tensao homogénea prescrita na fronteira do VER

Considerando um campo de tensdo o definido no VER e estaticamente admissivel (EA), isto é,

que satisfaca o equilibrio local (div o= 0) e seja compativel com a Equacdo 2.18, tem-se:

1 1 1
<g>§z Q| W2 |Q|/Q iv(x®0) Q] aQ)—C®g n

1 1 )y
= — Y-ndS=— | di X)dQ=— [ dQ =X
) 2L ndS = g [ v pae =g [ a0 =L

(2.19)

e por defini¢do assume-se a deformagao macroscépica E = <§> o

Outra forma para definir o problema de valor de contorno no VER € através de uma abordagem
em condi¢des de deformagdo homogénea (Figura 2.9) que consiste em prescrever o campo de

deslocamento & na fronteira dQ da seguinte forma:
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E(x)=E-x VxcdQ (2.20)

2Q

Figura 2.9 — Deformagdo homogénea prescrita na fronteira do VER

Para qualquer campo de deslocamento é definido no VER e cinematicamente admissivel (C2),
compativel com Equagio 2.20, pode-se mostrar que a deformagdo £ = V*& = %(Vé +'VE )
associada ao deslocamento é verifica que:

<§>g=|%|/ggd9=ﬁfgvsédﬂzﬁ/ (¢@n+neg)ds
E

G - 2.21)
== xQn+n®x)dS == /stdQ—E/dQ:E
21Q| /asz (x@n+n@z)dS ]Q| Q| Ja =

e por defini¢do, adota-se a tensdo macroscopica como X = < g> o

As deducdes da teoria da homogeneizacio baseiam-se em uma notdvel consequéncia da estrutura
particular das condi¢des de contorno uniformes, apresentadas nas Equagdes 2.18 e 2.20, que é
referida como o Lema de Hill. A ideia é conhecer os efeitos causados pela mudancga de escala
sobre a expressdo da energia mecanica de deformacao. Partindo da média volumétrica da energia
de deformacdo microscopica <g : §> o tem-se (DORMIEUX et al., 2006b):

1
LI VEdQ — / div (& - 0)dQ = — / s (.22
Q] o2 89? |sz|/ C:V'EdQ= (g Jo iV [ g g nds 222

onde g : V* E=div(&- o) € obtido através da integragdo por partes, com ¢ simétrico. Finalmente,
aplicando o teorema da divergéncia aliado a condi¢dao de contorno em tensdo homogénea da

Equacgdo 2.18, obtém-se:

1
1l ha®

IIM

‘nd div (€ - ZdQ——Z /vsng I:E (2.23)
!Q!/ == Q=
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Destaca-se que a tensdo macroscépica X € constante e a integral sobre V* £ caracteriza a média
volumétrica das deformagdes microscopicas que equivale a deformagdo macroscopica E. Em
sintese, o raciocinio apresentado nas Equagdes 2.22 e 2.23 pode ser expresso de forma reduzida

pela Equacdo 2.24 que estabelece o Lema de Hill.

(0:8)q=(0)q:(8)q=L:E (2.24)

Segundo Francois et al. (2012), a Equacao 2.24 € independente do comportamento constitutivo,
ou seja, 0 (x) e £ (x) ndo precisam estar associados um ao outro, ndo restringindo o Lema de
Hill a elasticidade. Esta expressao € conceituada como: “a média volumétrica da energia de
deformacgdo microscopica deve ser igual a energia de deformacdo macroscépica” (DORMIEUX
et al., 2006b).

Apesar da relacdo acima ter sido desenvolvida no quadro das condi¢des de contorno em tensao
homogénea, o Lema de Hill também pode ser deduzido a partir de condi¢des de contorno em

deformacgdo homogénea, como sugere o procedimento da Equacao 2.25.

1
'ng

_ [ Vi EdQ = Q= 22
a ke 6:V'Ed lm/dlv o)d ‘Q‘/ég nds  (2.25)

1
|2l Jo
Ap6s procedimento andlogo ao anterior, emprega-se a condi¢ao de contorno em deformacgdes

homogéneas da Equacdo 2.20 sobre a Equacgdo 2.25 e obtém-se:

1 1
o =

lles!

Qf BQ@@g'E)Z

lles

ds ’Q’/le (x®0)dQ:E=X:E (2.26)

Destaca-se que a deformacao macroscépica E € constante e considerando a simetria do tensor &
tem-se a seguinte relacdo: div (x ® o) = o. Portanto, a integral sobre esta quantidade define a
média volumétrica das tensdes microscopicas, 0 que caracteriza a tensdo macroscopica X. Ao

comparar a Equagdo 2.26 com a Equagdo 2.23, nota-se que ambas as soluc¢des sao idénticas.

O raciocinio matemdtico desenvolvido acima, tanto em tensdes quanto em deformagdes
homogeneas, requer que condigdes sobre o e € sejam satisfeitas. O campo de tensdes & deve ser
EA, satisfazendo a condi¢do de balango de momentos (div o= 0) na auséncia de forgas de
corpo. Ja o campo de deformagdes € precisa ser geometricamente compativel (GC), de forma
que £ = V' & = J(VE+VE), com & continuo e diferencidvel (NGUYEN, 2010).

2.2.4 Lema de Hill estendido a meios fraturados

Para descrever corretamente o comportamento mecanico de materiais com fraturas incorporadas

€ preciso estender o Lema de Hill a situagdo particular de meios fraturados. Nesta perspectiva,
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utiliza-se a notacdo €2 para representar todo o dominio do VER e @ para caracterizar todo o
volume das fraturas. A matriz s6lida preenche o dominio Q\ @, onde o simbolo ““\” representa
justamente a diferenca de conjuntos, como esquematizado na Figura 2.10. E relevante enfatizar
que as deformagdes e tensdes dentro do meio heterogéneo sao definidas apenas no dominio da

matriz Q\ ®, e ndo em todo o VER.

NN

/ ~—— /\

\

///‘//'
g \\'
— + an =0
NS
\\/\

— \ /

\ /
0Q \\\\,/

—_——

Figura 2.10 — Ilustragdo do VER composto por matriz solida e fraturas

Na escala do VER (escala microscépica), cada fratura em sua respectiva familia pode ser
modelada como uma interface, geometricamente descrita por uma superficie ®;, sendo sua
orientacdo definida por um vetor unitario normal ao plano da fratura n;. Em uma escala menor
que a do VER, as fraturas ®; sdo vistas como volumes tridimensionais de espessura finita com os
limites superior a)i+ e inferior ;" definidos pela Figura 2.11. O contorno da matriz sélida
compreende a fronteira do VER dQ e dos segmentos superior e inferior das fraturas, ou seja,
dw; = o U, (MAGHOUS et al., 2013).

Figura 2.11 — Representa¢do de uma fratura como interface no VER
(Adaptado de Maghous et al. (2013))
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Maghous et al. (2013) destacam também que o deslocamento de um ponto x na escala do VER
ndo sera determinado unicamente pelo deslocamento relativo entre as superficies 00;r e @, . Na
verdade € preciso observar que em uma escala menor que a microscopica o vetor posi¢ao x é
substituido pelo segmento de reta paralelo ao vetor n; = n; (x), cujos limites séo definidos como

x~ €@ ex" € @, sendo o deslocamento relativo [ § (g)} dado por:
[E@)]=EGET)-E()=EW-¢& (v (2.27)

Retomando a definicao estabelecida na subsecdo 2.2.3 e acrescentando a energia relacionada ao
comportamento mecanico das fraturas na média da energia de deformacdo, a expressdo para o

Lema de Hill passa a ser escrita por Maghous et al. (2013) como:

|Q|<g:§>:/ g:V“g'dQ:/ dlv(é g)dQ:/ E-o-ndS
- - - - Q\w - 0Q— —
(2.28)
/ o-n;dS+ & -o-ndS
dof — = do. — =
ou, considerando a Equacdo 2.27, tem-se:
| gonas= | o:vieda+ | [¢]-comd (2.29)
- Q\a)_ - 8(0, - -

Verifica-se que o lado direito da Equacgao 2.29, representa a energia de deformacg@o macroscopica,
ja demonstrado nas Equacdes 2.23 e 2.26. Contudo, agora esta quantidade € definida como a
soma de duas contribui¢des: a energia de deformacéo da matriz sélida (Q\®) e a energia causada

pelo salto de deslocamento ao longo das fraturas (®):

IIM
|
/\

a0t Tg] / (2.30)

que expressa o Lema de Hill estendido a meios fraturados. Observa-se que T = o - n; refere-se
ao vetor tensdo atuando nas faces de cada uma das fraturas e [ﬂ corresponde ao salto de

deslocamentos definido na Equacio 2.27.

Além das classicas condi¢gbes 0 EA e € GC serem essenciais, agora € preciso garantir a
continuidade do vetor tensdo T junto as descontinuidades. Como o Lema de Hill é vélido para
qualquer campo de tensdes e deformacdes, ndo necessariamente correlacionados, tomando um

tensor o simétrico e uniforme, a deformagao macroscépica fica definida por:

1 ,
E=<£>Q\w+@/w[§}®nds 2.31)
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N N
onde o simbolo & corresponde a parte simétrica do produto tensorial (g ® y) = (u,-v jtviu j) /2
ij
e n = n; ao longo de ;. Nota-se que a deformac¢do macroscopica também € composta por

contribui¢des da matriz sélida e das fraturas.

2.2.5 Propriedades elésticas efetivas

No contexto da elasticidade linear busca-se a determinacao dos campos microscOpicos (g , é )
que sdo a solucdo do problema de localizacdo eldstico da Equagdo 2.32, considerando condi¢des
de contorno em tensao homogénea (DORMIEUX; KONDO, 2016):

E(x)=S(x):0(x) sobreQ (a)
dive =0 sobre Q  (b)
£= %(Vé—l—tVé) sobre Q  (c)
o (x) n(x)=E-n(x) sobredQ (d)

(2.32)

onde S € o tensor de flexibilidade na escala microscdpica de cada ponto do VER, div(-) caracteriza

o operador divergente, & sdo os deslocamentos de cada ponto x e n é o vetor normal a superficie.

Segundo Francois et al. (2012), a homogeneizacio define que um parametro de carregamento
em tensdo macroscopica X constante aplicado em todo o contorno leva a uma resposta média
em tensdes X idénticas ao longo do volume avaliado, independentemente da posigdo x. Isso
leva a introduzir o chamado tensor de concentrag@o de tensdes B (x), que relaciona as tensdes

macroscopicas com as tensdoes microscopicas da seguinte forma:
o(x)=B(x):Z (2.33)

Empregando a média sobre a Equacao 2.33 e sabendo que a tensdo macroscdpica aplicada é

constante (<§> = Z), temos o seguinte raciocinio:

()= (B :Z)g=(B{)g:Z (2.34)

e a partir da relagao < g> 0= L ja estabelecida, pode-se deduzir que a média do tensor de

concentracao das tensdes deve ser unitéria:
<B (§)>Q =1 (2.35)

Substituindo a Equacdo 2.33 na Equacdo 2.32a e aplicando o operador média, conforme o

procedimento matematico da Equagdo 2.34, Dormieux e Kondo (2016) apresentam uma
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formulagdo para a lei de comportamento mecanico na escala macroscépica para condi¢des de

contorno definidas em tensoes:

E=(£)q=(S@):a())q=(S@):B)g:L (2.36)

onde o termo (S(x) : B(x)), designa o tensor de flexibilidade equivalente do material

homogeneizado, logo a Equacgdo 2.36 pode ser escrita de forma simplificada como:

(2.37)

De forma andloga pode-se estabelecer o problema de localizagdo elastico da Equagdo 2.38,

considerando agora o quadro dado em condi¢des de contorno em deformacdo homogénea
(DORMIEUX; KONDO, 2016):

o(x)=C(x):g(x) sobreQ (a)
dive =0 sobre Q  (b)
= (2.38)
£=5(VE+'VE)  sobreQ  (c)
é =E-x sobre dQ (d)

onde C € o tensor de rigidez eldstico na escala microscépica e € sdo as deformagdes microscopicas

em cada ponto do VER.

Conforme Frangois et al. (2012), a homogeneizacdo define que um parametro de carregamento
em deformag@o macroscopica E constante aplicado em todo o contorno leva a uma resposta média
idéntica em todo o volume avaliado, independentemente da posi¢do x. Andlogo ao caso anterior,
¢ introduzido o tensor de concentragdo de deformagdes A (x), que relaciona as deformagdes

macroscopicas com as microscopicas:
E(x)=A(x):E (2.39)

Empregando a média sobre a Equacdo 2.39 e sabendo que a deformagdo macroscépica € constante
((E) =E), escreve-se:

(£)g=(A@):E)q=(A))yE (2.40)

e arelagdo < € > o—E permite deduzir que a média do tensor de concentracao das tensdes também

¢ unitaria:
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(A(x))g =1 (2.41)

Substituindo a Equacao 2.39 na Equacdo 2.38a e aplicando o operador média, conforme o
tratamento matematico da Equacdo 2.40, Dormieux e Kondo (2016) apresentam uma formulacao
para a lei de comportamento mecanico na escala macroscopica para condi¢cdes de contorno em

deformagdes:

(2.42)

™
I
A~
lQ
~—
o)
I
—~
a
&)
[Ien
=
~—
)
I
—~
@
=
2>
=
~—
o)
les

onde o termo <(C (x): A (x) > g designa o tensor de rigidez equivalente do material homogeneizado.

Assim, a Equagdo 2.42 escreve-se simplificadamente da seguinte forma:

(2.43)

Quando um compdsito € constituido por uma fase matriz (s) e n fases de inclusdes (i), a

Equagio 2.43, referindo-se a C"™, toma a seguinte expressio:

C*m = Y AT (Ao = /T (Ao, + ) fiC: (A)g, (2.44)
ie{s,l..n} i=1

sendo f; e C', respectivamente, a fracdo volumétrica e o tensor de rigidez eléstico da fase (i),

enquanto:

1

<A>Qi = 1]

/ AdQ (2.45)
Q;

representa a média do tensor de concentragdo das deformagdes na fase (i). Em virtude da relagdo

deduzida na Equacdo 2.41, sabe-se que:
fiBa, + Y filh)a, =T . fi(A)o, =1} fi(A)o (2.46)
i=1 i=1
e substituindo a Equagio 2.46 na Equagdo 2.44, determina-se a seguinte expressdo para Cho™:

(2.47)

1

Chom =C'+ ifl ((Cl —(CS) : <A>Q
i=1

Portanto, a determinagdo de C"™ se reduz aos tensores de concentragdo médios (A)q,. Avaliar o
termo (A)gq, consiste em determinar a relagdo entre a deformagdo média () o hafase (i)ea
- 1

deformacgdo macroscopica E:
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<§>Qi = <A>Qi :

lles

(2.48)

Nesta perspectiva, introduz-se na subsecdo 2.2.6 os métodos e esquemas usuais de
homogeneizagio, permitindo a avaliagdo analitica ou numérica das médias (A)q, e,
consequentemente, do tensor homogeneizado Chom  Em particular, a teoria da inclusdo
equivalente de Eshelby e os esquemas de homogeneizagao associados sdo brevemente descritos

para formular as estimativas do tensor C"™,

A rigidez efetiva C™™ ¢ a flexibilidade efetiva S™™ obtidas nos quadros de condigdes de contorno
em deformacao e tensao homogénea nio sdo necessariamente inversas uma da outra, como na
cldssica representacdo microscopica (C : S = I). Na macroescala existe um desvio O ((d/¢)?)
associado a efeitos de contorno. Mais precisamente, a condi¢do de equivaléncia das condi¢des
de contorno em deformacgdo e tensao homogénea € expressa através de um resultado classico
referido como o teorema de Hill-Mandel (Hill (1967), Mandel (1972)), que estipula que:

chom: ghom =140 ((d/¢)?) (2.49)

Contudo, respeitando as condicdes de separacdo de escalas (d < /), tem-se O ( (d/e)? ) — 0,

entdo assume-se que as solugdes nas escalas microscopicas € macroscopicas sao equivalentes:

Chom ~ (Sh0m>71 VAN Shom ~ (Chom)fl (250)

2.2.6 M¢étodos e esquemas de homogeneizagao

Os métodos de homogeneizagdo t€m por objetivo obter as propriedades efetivas do material
na escala macroscépica, baseado no conhecimento de suas propriedades microscépicas. Logo,
busca-se determinar o tensor C™™, o qual contém todas as informagdes do material e descreve seu
comportamento mecanico. H4 vdrias formas de calcular este tensor a depender da complexidade

do problema, por isso nas subsecdes seguintes serdo apresentadas as abordagens mais tradicionais.

2.2.6.1 Resolucao analitica

A resolucgdo analitica reflete a resposta exata dos problemas e aplica-se apenas a casos particulares
e relativamente simples, como compdsitos estratificados ou com fibras longas distribuidas
periodicamente. Evidencia-se que com o aumento da complexidade do material, a dificuldade
tende a se intensificar, tornando invidvel a utilizacdo deste método em alguns cendrios. Esta
abordagem proporciona solu¢des em fun¢do dos parametros usados no problema, o que permite
o ajuste destas propriedades sem que seja preciso realizar um novo cdlculo. Por essa razao, a
resolugdo analitica € uma boa técnica de modelagem para otimizacao, além de proporcionar
resultados exatos, diferentemente das outras abordagens (MAGHOUS, 2014).

Marcos Bressan Guimaraes (bressan.marcos @hotmail.com) Dissertacao de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



51

2.2.6.2 Limites variacionais

Em problemas de maior complexidade, cuja solucdo analitica exibe resultados insatisfatérios é
possivel recorrer a uma abordagem energética. Neste contexto, pode-se estabelecer limites para
as propriedades efetivas de um meio heterogéneo, dados no quadro das condi¢des de contorno
homogéneas. Tais resultados baseiam-se nos principios da energia complementar e da minima
energia potencial que delimitam limites superiores ou inferiores a depender da propriedade
avaliada (NGUYEN, 2010). Dentre os principais limites variacionais, destacam-se os limites
de Voigt e Reuss, que ndo sdo capazes de caracterizar a morfologia do material, e os limites de

Hashin-Shtrikman, que sdo mais refinados.

Os limites variacionais de Voigt e Reuss, demonstrados por Zaoui (2002), referem-se a limites
superiores para S"°™ e Ch™, Contudo, sabendo da relagio expressa na Equagio 2.50, fica claro
que do ponto de vista de C"™, Reuss define um limite inferior (Equagio 2.51a) a partir de
um campo de tensdes EA constante sobre todo o VER. J4 Voigt estabelece um limite superior
(Equacao 2.51b), admitindo um campo de deslocamentos particular sobre o VER que faz com

que o proprio, incluindo as fases, apresentem-se sobre a mesma deformacao.

:<S>_1 :E

< Crom:E  (VE) (a)
(Com:E <

E
(C):E  (VE) (b)

Limite de Reuss :

L: 2.51)
E: |

llesliles

Limite de Voigt :

Para o caso particular de meios is6tropos, os tensores C'™ e S"M podem ser expressos em
fun¢ido do médulo volumétrico homogeneizado k™™ e do médulo cisalhante homogeneizado
phom Neste cendrio, os limites de Reuss e Voigt ficam definidos pela Equagdo 2.52, na qual
as desigualdades “<” devem ser interpretadas no sentido das formas quadraticas associadas
presentes na Equacdo 2.51 (DORMIEUX et al., 2006b):

T <rm < (k) e (uThy T <t < () (2.52)

Os limites de Voigt e Reuss sdo deduzidos de principios cldssicos extremos da teoria da
elasticidade e apresentam intervalos bastante distantes um do outro, o que pode limitar
significativamente a sua precisao. A vista disso, Hashin e Shtrikman (1962) desenvolveram, via
principios variacionais, limites mais préoximos especialmente para materiais heterogéneos.
Diferentemente dos campos de tensdo e deformacdo totais empregados nas abordagens
anteriores, agora sdo considerados campos auxiliares adequados que representam apenas o
desvio de alguma solucdo de referéncia. Desta forma, o erro cometido em uma aproximagao tem
um efeito menor no resultado final (GROSS; SEELIG, 2011). Para um meio heterogéneo
bifasico, onde uma das fases assume o papel da matriz C* e a outra caracteriza as inclusdes C'

(heterogeneidades), Gross e Seelig (2011) demonstram que os limites inferior e superior de
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Hashin e Shtrikman sdo dados por:

. — -1
Ciasy= CH+i[(C-e) " +a-pg @) <o @

' T (2.53)
Ciasy= C+1-f[(E-C) " +p8: (@) 2com @)

onde C* e C' sdo, respectivamente, os tensores de rigidez da matriz ¢ da inclusédo, e S* ¢ §'

definem os tensores de Eshelby, que sao abordados nas subsecdes seguintes.

2.2.6.3 Resolugdo numérica

A abordagem numérica também permite solucionar problemas de alta complexidade, utilizando
o método dos elementos finitos ou similares, onde o VER € modelado contendo todas as suas
inclusdes. A média obtida pela técnica numérica empregada representa a solucio homogeneizada
do meio. Normalmente sdo técnicas eficientes, embora apresente limitacdes e dificuldades, pois,
deverd ser desenvolvida para casos especificos, alterando algumas condi¢des. Por exemplo, em
meios periddicos € necessdrio utilizar condi¢des de contorno especiais sobre a CB, enquanto que
para meios desordenados € preciso programar técnicas de geracao de distribui¢do aleatéria das
heterogeneidades (MAGHOUS, 2014).

2.2.6.4 Problema de Eshelby e estimativas associadas

A teoria da inclusdo equivalente de Eshelby (1957) configura uma solucdo analitica extremamente
importante para o campo da micromecanica. Sua formulacio € vélida para um dominio infinito
Q elastico linear com tensor de rigidez de referéncia (CO, contendo uma inclusdo elipsoidal €;,

definida pelos seus eixos principais, cujos raios estdo ilustrados na Figura 2.12.

Eshelby (1957) demonstrou que ao aplicar deformagdes constantes EO na fronteira do meio

infinito a deformacao no interior da inclus@o permanece constante e pode ser definida por:

(€)q = A (x): E° (2.54)

onde <§> o, € a média das deformagdes no interior da inclusdo e Ag representa o tensor de
—_ 1

localizagdo das deformagdes de Eshelby, que pode ser escrito da seguinte forma:
; ~1
Ap(2) = (A)g = [I+P: (C'-C%)] . (2.55)

Os tensores C' e C° expressam, respectivamente, a rigidez das inclusdes e do meio de referéncia

e [P define o tensor de Hill, que pode ser determinado por:
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Figura 2.12 — Problema da Inclusdo de Eshelby (Adaptado de Gross e
Seelig (2011))

Se=pP:CO (2.56)

sendo S° o classico tensor de Eshelby. Os tensores S¢ e IP sdo definidos para varias configuracdes
de inclusdes e os procedimentos para sua determinac¢ao podem ser encontrados em trabalhos
como de Mura (1987) e Nemat-Nasser e Hori (1993). O tensor de Eshelby apresenta simetria
entre o primeiro e segundo par de indices, mas em geral ndo apresenta simetria de troca desses

pares, como se pode ver na expressao abaixo (GROSS; SEELIG, 2011):

St = St = Sijie © Siiur 7 Skuij (2.57)

Para abordar problemas envolvendo meios que apresentem mais inclusodes, € preciso ampliar
a solucdo de Eshelby. Entdo surgem estimativas capazes de determinar valores aproximados
para o tensor de rigidez eldstico equivalente C"*™, As estimativas mais conhecidas sdo: Diluida,
Mori-Tanaka e Auto Consistente. Independentemente do esquema de homogeneizacao adotado,
substituindo a Equacdo 2.55 na Equacdo 2.54, a estimativa geral baseada na solu¢do de Eshelby
leva a considerar que:

(&), = [I+P: (C'-C)] - (2.58)

ie{sl..n} =

Os esquemas mencionados acima referem-se a uma escolha especifica para a rigidez eldstica C°
e deformacio E? do meio de referéncia. Estas duas quantidades permitem definir de maneira

completa estimativas para os tensores de concentragdo médios (A)gq ..

1
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Inicialmente considera-se o caso em que as inclusdes apresentam-se suficientemente distantes
entre si, a ponto que ndo haja interacdo mecanica entre elas (ver Figura 2.13). Entao, a solugao
em deformacao em cada inclusdo pode ser aproximada pelo problema auxiliar de Eshelby, tal
abordagem denomina-se estimativa Diluida. Neste caso, a matriz (s) define o meio de referéncia
C® = C* e a deformaco no infinito é igual 2 deformacdo macroscépica go =E. Logo, a relagdo

da Equacdo 2.58 € escrita como:

(€)= [1+P: (C—c))] " :E (2.59)

o que implica:
(A)g = [I+P: (C'-C)] (2.60)

Substituindo a Equacao 2.60 na Equacdo 2.47, obtém-se a expressdo que define o tensor de

rigidez eldstico homogeneizado da estimativa Diluida:

Cim =C'+ Y £ (C'-C) : [I+P: (C'-C)] @61
i=1

Figura 2.13 — Principio da Estimativa Diluida

Embora a estimativa diluida seja vélida apenas para pequenas fracdes volumétricas, sua
formulagdo serve para outras generalizagdes. Uma delas trata-se da estimativa de Mori-Tanaka,
largamente utilizada quando a densidade de inclusdes em um meio heterogéneo nao é tao
pequena a ponto de ser possivel desprezar a interag@o entre uma heterogeneidade e suas vizinhas
(ver Figura 2.14). Apesar dessa estimativa ser usada para qualquer fracdo volumétrica de
inclusdes, € importante destacar que o material na qual as inclusdes estdo imersas ainda exerce
um papel de matriz. A estimativa de Mori-Tanaka consiste em adotar para o meio de referéncia a
elasticidade da matriz C° = C* e expressar a interacdo entre as fases através da deformacio EO

aplicada no infinito no problema de Eshelby. Sabendo que a média da deformac¢@o microscopica
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<§ > o Pode ser escrita como a soma das médias de deformagdes nas fases e também pela propria
deformacgdo macroscopica E, define-se a seguinte relacao:

()= X fi(g)y =E (2.62)

i€{sl..n}

da qual pode-se deduzir, substituindo a Equagdo 2.58 com c’=c’, que:

Y fill+P:(C'—C’)] " :E'=E (2.63)
ie{s1..n}

€, consequentemente escreve-se:

-1
E'= [ Y fi[I+P:(C-C)]"'| :E (2.64)
B ie{s1..n} B
ou, simplesmente:
E°= ([1+P: (cci—<c~v)]“>glzg. (2.65)

Partindo da expressdo acima definida para EO, a Equacdo 2.58 € escrita agora como:

<g>Qi = [I+P: (C"—CS)]” : <[]I+IF’: (<C"—@‘)}‘1>Q1 :E (2.66)

na qual se verifica que:

(A)g, = [I+P: (C'=C)] "+ ([1+P: ((ci—@)}‘l>gl 2.67)

A estimativa de Mori-Tanaka para C"™ ¢ obtida substituindo a Equacdo 2.67 na Equacdo 2.47.

(C}r]x?[m :(CS—}_ifl (Cl_(cs) : [H—I—]P) (Ci—cs)]_l : <[]I+IP ((Ci—(cs)}_l>gl (268)
i=1
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Figura 2.14 — Estimativa de Mori-Tanaka

Por ultimo, tem-se a estimativa auto consistente, ilustrada pela Figura 2.15, que nao considera
nenhum material na posicdo de matriz e assume que cada uma das inclusdes estd imersa no
proprio material homogéneo cujas propriedades efetivas se deseja determinar. Nesta abordagem, o
meio de referéncia coincide com o meio homogeneizado C° = C"™ e a deformagio de referéncia
go € dada por um raciocinio andlogo ao utilizado anteriormente para deduzir a estimativa de

Mori-Tanaka:

-1
E'=| Y fi[l+P: (@”—Cm)]ll :E (2.69)
B ie{s1..n} N
ou, simplesmente:
‘ T
E" = ([1+P: (C'—C™)] ") ":E. (2.70)
Partindo da expressdo acima definida para go, a Equagdo 2.58 € escrita agora como:
(€)g, = [1+P: (C=C™)] " ([1+P: (C'—C™")] ‘1>1 E 2.71)
=/Q; Q =
na qual se verifica que:
<A> — []I—I—P ((Ci_(chom)]_l <[]I+[P> (Ci_(chom)}_]>l (272)
Q; : : : o .

Substituindo a Equagio 2.72 na Equagio 2.44 obtém-se a expressdo de C™™ definida a partir da

estimativa Auto Consistente:

. . _ . 1\ 1
Chom= ¥ SiC 4P (© )] (4P (C—C)] ) 2.73)
ie{sl.n} Q
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Figura 2.15 — Estimativa Auto Consistente
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3 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS ELASTICOS FRATURADOS

O presente capitulo visa apresentar a lei de comportamento macroscopica para materiais
elasticos fraturados. Sao demonstradas relacdes entre as solicitacdes nas escalas micro e
macroscépica para determinar o tensor de rigidez homogeneizado do material eldstico para
diferentes casos particulares. Por fim, sdo realizadas ilustracdes numéricas, exibindo

graficamente o comportamento mecanico estabelecido pelas equacdes que seguem.

3.1 PROBLEMA DE CONCENTRACAO ELASTICO

Esta subse¢do visa estabelecer uma releitura do procedimento descrito na subsecdo 2.2.5, na qual
o comportamento homogeneizado foi formulado. A seguinte abordagem consiste apenas em um

maior nivel de detalhamento, atendo-se a eventuais particularidades da formulacao.

No contexto da elasticidade linear, os campos de tensdo ¢ e deformacao € sao relacionados na
matriz por meio do tensor de rigidez de quarta ordem C°. Enquanto o salto de deslocamentos
[5} é relacionado no sistema de coordenadas local (;,7,n;) de cada fratura o; (ilustrado na

Figura 3.1) ao vetor tensdo T por meio da rigidez eldstica das fraturas I:ci (ver Goodman (1976)

ou Bandis et al. (1983), por exemplo).

Figura 3.1 — Representacio das fraturas no VER (Adaptado de Aguiar e
Maghous (2018))
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De acordo com Maghous et al. (2008), o tensor de segunda ordem Iéi pode ser escrito como:

K=k, (n;@n) +k ;) +k' (t;t) (3.1)

onde k!, é a componente de rigidez normal, enquanto k! e k' representam as componentes
tangenciais de rigidez da i-ésima familia de fraturas, expressas em (Pa/m). Essas grandezas sdo
obtidas em laboratério, a partir de testes realizados em amostras contendo uma unica fratura. A
interpretagdo fisica e procedimentos de identificacdo desses parametros sdo apresentados em
Bandis et al. (1983) ou Goodman (1976). Observa-se que o caso particular de fissuras que ndo
transmitem esforcos, pode ser incluido na formulacio acima considerando um valor nulo para as
componentes de rigidez (ki =0, ki =0 e k' = 0). Na maioria das aplica¢des de geomateriais
admite-se a isotropia de comportamento no plano das fraturas (k; =k ), 0 que permite reescrever
a Equagdo 3.1 como:

K =k, (@ m) +k (1;01+1,01) (3.2)
A relagdo entre os problemas microscopico e macroscopico no dominio Q do VER pode ser
estabelecida fazendo uso da condi¢do de contorno em deformacdo homogénea definida na
Equacao 2.20. Dessa forma, garantindo a continuidade do vetor tensdo através das fraturas

(o-n;=0), 0 par (g, &) € solugdo do seguinte problema:

( o=C":¢ sobre Q\o (a)
dive =0 sobre Q\@ (b)
T=K-[£] sobre @;  (c) (3.3)
E=Ex sobre 9Q  (d)

[ £=3(VE+'VE) sobre Q\0 (o)

As deformagdes locais €(x) definidas na matriz Q\@ s@o linearmente relacionadas as
deformagdes efetivas E por meio de um tensor de quarta ordem A (x), jd definido na

subsegdo 2.2.5.

Ex)=A(x):E VxeQ\o (3.4)

Em contraste com o quadro continuo, no qual a relagdo <A(§)>Q = [ € valida, a andlise
envolvendo descontinuidades leva a média do tensor de concentra¢do sobre o VER para um valor
nao unitdrio <A ()_c)> o # I, devido a localizag@o das deformagdes ao longo das fraturas (ver
Maghous et al. (2013)). Nos desenvolvimentos subsequentes as fraturas serdo substituidas por

um material ficticio equivalente, devido ao seu comportamento mecanico, o que assegura a
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utilizagdo da relagdo cldssica para (A). Além disso, a relagdo (A)q = I permanece vilida para
ambas as situagdes (AGUIAR; MAGHOUS, 2018). Ao substituir a Equacdo 3.4 na Equacdo 3.3a
e aplicar o operador média, considerando a relacdo <g> = X entre tensdes microscopicas e

macroscépicas, obtém-se:

e

= (D10 =9 =(C'@):A@):E)q (3.5)
e visto que o tensor E € homogéneo e independente da posi¢éo x, pode-se escrever:

L=C"":E com C""=(C'(x):A(x)) (3.6)

Q

A Equacdo 3.6 descreve a lei de comportamento eldstica macroscopica para um meio fraturado,
relacionando tensdes e deformacdes macroscopicas por meio do tensor de rigidez eldstico

equivalente de quarta ordem C"™,

De forma andloga, aplicando a condi¢do de contorno em tensdo homogénea da Equagdo 2.18,

obtém-se a seguinte lei de comportamento macroscopica:
E=S"":X com S"™"=(S(x):B(x)), (3.7
onde o tensor B (x) relaciona as tensdes microscopicas e macroscopicas por:
ox)=B(x):X (3.8)

Também € possivel estabelecer uma relacdo entre os tensores de localizacdo A e B substituindo
as Equacoes 3.4 e 3.8 na relacdo microscopica descrita na Equacdo 3.3a:
B(x):Z=C":A(x):E (3.9)
e presumindo respeitadas as condi¢des de separacdo de escala, especialmente d < ¢, pode-se
admitir que Cho™ = Shom ™! Nesta perspectiva, nota-se que ao aplicar a lei de comportamento

macroscopica da Equacdo 3.6 ou Equagdo 3.7 define-se a mesma relacdo entre os tensores de

localizac¢ao de tensao e deformacao:
B(x): C*™ =C*: A (x) (3.10)

Os desenvolvimentos apresentados nesta subsecao aplicam-se a qualquer material eldstico linear.
No préximo tépico, através da teoria da homogeneizacio, serdo abordadas expressdes especificas

para C"™ em fungio da orientagdo das fraturas.
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3.2 HOMOGENEIZACAO DE MATERIAL ELASTICO FRATURADO

O processo de homogeneizacao descrito nesta secao realizou-se no contexto da teoria da inclusao
equivalente de Eshelby. Tal abordagem faz uso da estimativa de Mori-Tanaka (Equacdo 2.68)
para estimar o tensor de rigidez eldstico efetivo de materiais fraturados em diferentes casos
particulares. Na perspectiva da utilizacao de esquemas de homogeneizacao de Eshelby, torna-se
necessario introduzir um modelo tridimensional de fraturas modeladas geometricamente como
elipsoides oblatos (esferoides) e com orientagdo associada a base ortonormal (¢;,¢},n;). A forma
deste esferoide € definida pelo seu raio maior a = a; = ay, € pelo seu raio menor ¢ = az, que
determina a sua espessura (ver Figura 3.2). Seja a razdo de aspecto X = ¢/a, a equivaléncia entre

fraturas modeladas como interfaces e esferoides se da pela condi¢do limite X; < 1.

a3:c<a

Figura 3.2 — Fratura modelada como esferoide oblato

Considerando que o material da matriz s6lida € homogéneo e isotrépico, o tensor de rigidez

associado assume a seguinte forma:

C* =3k T4+ 2u°K 3.11)

onde k* e u* definem, respectivamente, os médulos volumétrico e de cisalhamento. Os tensores

de quarta ordem J (tensor esférico) e K (tensor desviador) sao dados por:

11 e K=1-] (3.12)

1
1=3

A fragdo volumétrica relativa a i-ésima familia de fraturas @; é definida por:

4
fi= §7r€iXi (3.13)

naqual €; = /\/}a? representa o parametro de densidade de fraturas, introduzido por Budiansky e

O’Connell (1976) e N; designa o ndimero de fraturas por unidade de volume da familia ;.
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Para utilizar os esquemas de homogeneizacdo de Eshelby, Maghous et al. (2013) introduzem
o tensor de quarta ordem (Cif para expressar o comportamento das fraturas modeladas como
interfaces. Este tensor apresenta um comportamento isétropo e relaciona-se com a rigidez das

fraturas l:ci (Equacao 3.2) através de suas componentes normal e tangencial:
.4 . .
le = 3Xaq; (kﬁl — §k§) J+2XiaikK K com X; <1 (3.14)

Na anélise subsequente, consideram-se trés casos: uma familia de microfraturas paralelas, duas

familias de microfraturas e uma distribui¢ao isétropa de microfraturas.

3.2.1 Matriz s6lida com uma unica familia de microfraturas

A primeira configuracdo trata-se de uma matriz s6lida homogénea com uma familia de
microfraturas paralelas modeladas como esferoides oblatos, cuja orientagdo € definida pelo vetor

normal n, como ilustra a Figura 3.3 (o subindice i referente as fraturas € omitido nesta subsecao).

dQ

Figura 3.3 — Uma familia de fraturas paralelas

Pelo esquema de Mori-Tanaka, definido na Equacdo 2.68, a estimativa de Chom considerando

uma familia de fraturas paralelas € dada por:
_ 11
Chom :%in%){ (C 7T +P: (€ =€) |« [14f (1+P: (¢7—C)) | } (3.15)
_)

onde f é a fracdo volumétrica das fraturas (3.13), C/ expressa o comportamento das fraturas
modeladas como interfaces (3.14) e P = P(X,n) representa o tensor de Hill, que depende

do fator de aspecto X e da orientacdo n das fraturas correspondentes a respectiva familia. O
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tensor [P € obtido através da Equacao 2.56 de acordo com as componentes ndo nulas do tensor
de Eshelby S¢ dadas no Anexo A (considerando a fratura normal ao eixo e3) e Co=C’. As
componentes ndo nulas do tensor C"™ resultantes de (3.15), considerando a base ortonormal

fixa (e, e,,e3) = (t,',n), sdo dadas por:

K+ iy (1+ 2e) (1— ki)

Chom — Chom = (35 +4u’
i = Gz = (36 + u)31<2+37r1<1(1—1<1)+47re

K+ K (1—K)
310+ 37k (1 —Ky) +4me

Clom = (36 +4p°)

K'2—|—7'L'(K1 +§€) (1 - Kl)
310+ 3nKk (1 — K1) +4me (3.16)

Clim = Clgn = (3k° —2u1%)

K + K| (I—Kl)

Chom — Chom — Chom — Chom = (3K =2u’
1133 2233 3311 352 = ( H )3K2+37ZK1(1—K1)+47T€

4K3+7[(1—K1)(1+2K1)
4k + 7 (1— k) (1+2k1) + e (1 - k)

hom _ ,hom __ ,,s
G =Chi=U
hom __ ,,s

Chin=H

sendo os parametros adimensionais K, k» € k3 definidos por:

3K+t 3kaa 3k;a

T T A O T 34w ©-17)

K

Tal estimativa € dada em Maghous et al. (2013) e foi validada com solu¢c@o em elementos finitos
baseando-se no modelo coesivo de Needleman (1987) por Maghous et al. (2014). Nos casos
em que a densidade de fraturas € ¢ infinitesimal, ¢ suficiente expandir as componentes de C"™
(Equacio 3.16) para a primeira ordem em €. No contexto das estimativas baseadas em Eshelby,
este resultado € equivalente a estimativa Diluida (MAGHOUS et al., 2013):

4 (1—2K;)> .
31+ 37Kk (1 —K7)

4
Ciem, = Cig = (k? T gw) [1

4 4r
hom — ks —ns 1_
Cai3s ( +3“> { 3K2+3m<1(1—1<1)€]

2 4 4m(1—21)°
Chom — Chom (=20 = K+ =-u’
1122 211 ( 3.u) ( +3/~l)3K2+3nK1(1_K1)€ (3.18)

2 4 4m (1 —2x;)
Chom — Chom =k =2y 4 —us
1133 7 72233 ( “)—’_( +3“>3K2+37IK1(1—K1)€

(O8]

2
Br(l—1) .
4K3—|—7T(1 — K]) (1 +2K1)

4
A ()

hom __ ;s
Cioy =M
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3.2.2 Matriz solida com duas familias de microfraturas

Considera-se agora a configuragdo de uma matriz s6lida homogénea com duas familias de
microfraturas @; e @, modeladas como esferoides oblatos, sendo suas orientacdes definidas,
respectivamente, pelos vetores normais n; € n, como ilustra o esquema da Figura 3.4. Embora as
fraturas pertencentes a ambas as familias apresentem o mesmo formato, suas dimensdes podem
variar de uma familia para outra. Diante disso, assume-se uma fracdo volumétrica para cada
familia f e f> escritas na forma da Equag@o 3.13, cada qual com seu fator de aspecto (X1,X5) e

respectivas densidades €1 e €.

dQ

Figura 3.4 — Duas familias de microfraturas

Pelo esquema de Mori-Tanaka definido na Equacdo 2.68, a estimativa de C'™ considerando

duas familias de fraturas é dada por:

Chom — 1im {[(CSJrfl cl: (]I+IP1 : ((le—cs))*lJrfz cl: (]I—HP’QI (Cg_cs))l] :

X1, X550 | » -l (3.19)
o (s (e-)) " oo (<) ] )

onde (C{ e C{ expressam o comportamento das fraturas de cada familia e sdo escritos na forma
da Equagdo 3.14 ¢ P =P (X1,n,) e P, = P (X3,n,) sdo os tensores de Hill, que dependem do
fator de aspecto e da orientagdo correspondente a respectiva familia. Os tensores Py e P, podem

ser obtidos a partir das componentes do tensor de Eshelby S presentes no Anexo A para X; e X».

As componentes de C™™ serdo expressas na base ortonormal fixa (e, e,, e3) = (1 ,L’l ,n;) ligada
as fraturas da familia ;. A orientacdo da familia @, € definida pelo vetor normal
n, = senBcos @Pe; + senOsen@e, + cosBe; no espaco 3D em funcdo das coordenadas

angulares esféricas 0 € [0, 7] € ¢ € [0,27]. Em virtude do tensor C"™ apresentar expressoes
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muito extensas, considerando angulos genéricos 6 e ¢, ndo foi possivel escrevé-lo de forma
simplificada no trabalho. A vista disso, sdo apresentadas as componentes nao nulas deste tensor
na configuracdo particular de duas familias de fraturas perpendiculares, assumindo as

coordenadas angulares esféricas (6, ¢) = (%,0), o que leva a uma solucido com n, = e;:

S e B o)) (s +3mi4)
B+4ntkiky (€14 €2+ Lerer) + 37 (koer +Krer)

[’ + 37y (K + §e1)] (Ky + 37K Ky)
B+4m2kiks (€14 €2+ Lejer) + 57w (koer +Kreq)

B
B+4m2kiks (€14 €2+ Lerer) + 37 (koer +Kre)

2
i =can = (k- 3w)

Cirm, = Cygm = (k? — S )

Chom _ <ks T ) B+487T [K'lz (€1+€2)+4€1€2(K’1—K’4)] +167’CK’1K’4(K’2€2+E2€1)
2222 3

+4m2K k4 (€1 + €2+ e i (Ker + K€
B 1K (€1 + €2+ Perer) + 3T (kaer +K0ey) (3.20)

[+ 37k (K1 + §e2)] (ks 4 37K Ky)
B+4m2k ks (€14 €2+ Lerer) + 37 (koer +Kre)

Cim = Cin = (k? - SH )

[E2+3m<11<4(1+1—6 2)] (k2 + 37K Ky)
B+4ntkiky (€14 €2+ Lerer) + 37 (koer +Kre)

e = (k43w

Chom _ s K 9Tk (K1 + Ka) Ctom _ s ARt 9T (1 )
1202754y 1oy (g + k) 4 L6meaky T 2B T diy + 9k (k) + Ky) + L6Te Ky
~ Y
Cisty = p°

Y+ 14472k (€1 + €2) (K1 + ka) + 647Ky (K3€2 +K3€1)

onde B = (k» + 37k ks) (Ko + 37K Ky) e ¥ = (4ks + 9Ky (K + Ks)) (4K3 + 97Ky (k1 + K2) ),
enquanto os pardmetros adimensionais k; e k;, sdo definidos por:

3k + p 3kla; 3k a;
Ki= 0 K=g— 0 K=,
3+ 4ps 3kS +4us 3kS +4us
(3.21)
u _ 3kay  _  3ka
K=" K=" K="
3k8_|_4“§' 3k8 +4‘LLS 3k8+4u8

evidenciando que os pardmetros K; sdo introduzidos para descrever as propriedades das fraturas
relativas a segunda familia w,. Andlogo a configuragdo anterior, evidencia-se que quando as
densidades de fraturas sdo infinitesimais € suficiente expandir as componentes ndao nulas do
tensor de rigidez homogeneizado C™™ (Equagio 3.20) para a primeira ordem em € € €. Como
j4 mencionado este resultado € equivalente a estimativa Diluida, o qual pode ser expresso através

das seguintes componentes ndo nulas do tensor Cho™:

Modelagem via Upscaling das Propriedades Elésticas Efetivas e da Propaga¢ao de Dano em Materiais Fraturados
vistos como Meios Homogeneizados Anistropos



66

1

4
ctin= (v +3w)

4m(1—21)° . 47r(31<4—|—1<1)2€
3+ 3mk (1— k) | 3K+ 97K K

2 o4
Chom = Chom = <ks — 3;13) — <k3 +3u3>
4 (1 -2x;) 4 3Ky — K1)

2 4
Chom — Chom = KE-Zu k BT
1133 7 =331l ( 3 >+< +3“ ) {3K2+37TK1(1—K1)€1+3f2+9ﬂklm€2]

B 471(1721(1)2 e_4n(31<471<1)2€
3K‘2+3TL'K1(1—K‘1)1 3K + 97K Ky

471'(1—21(1)2 . _47r(31<4—1q)€
31+ 37k (1 — K1) ! 3%, +ITK Ky 2

1

4
cm—(v+3w)

c=cpm= (k=30 )+ (04 30) | a1 o ez] (322
G e =
Gty = p° - (ks - :“S> 43 + 71?36(7:(—1 ;1 )Kzi: 2K1)
Gty =1~ <k€+ :“S> 41 +71§6(7;(—1 ;)K(lirm) °
Gty = W ("”:“s) 4K3+71§6<7f(_1 ;Qi:zm“ T +71§6<7:(—1;)K(1i2+2m)€2]

3.2.3 Matriz solida com distribuicdo isotropa de microfraturas

Por udltimo, considera-se uma matriz s6lida homogénea com uma distribui¢do isétropa de
microfraturas modeladas como esferoides oblatos. Referindo-se a uma base ortonormal fixa
(e1,€,€3), a orientacdo de uma familia genérica w; é prescrita pelas coordenadas angulares
esféricas 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27x] da Figura 3.5.

X

3A

X

Figura 3.5 — Sistema de coordenadas esféricas angulares (Adaptado de
Maghous et al. (2021))
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Para descrever a orientac@o das fraturas define-se o vetor normal n como (o subindice i € omitido

nesta subse¢do):

n = sen 0 cos Qe; 4 sen 0 sen Qe, + cos O ey (3.23)

e mantendo as mesmas notagdes das configuracdes anteriores, a estimativa de Mori-Tanaka para

o tensor C'™ fica dada por:

Ch"m:)l(ig%){ {C‘Jrcf: (I+P: ((Cf—Cs))_l} : []H(HHP: (@f—@))‘l]l} (3.24)

onde o operador ® aplicado sobre uma quantidade Q denota a integral sobre as coordenadas
esféricas 0 € [0, 7] e @ € [0,27] (MAGHOUS et al., 2013):

sen O
4r

_ T 2T A
Q:/O de/o T exQ(0,0) - dg (3.25)

A distribuicdo isétropa de fraturas induz a um tensor de rigidez homogeneizado também is6tropo,

convenientemente EXPpresso por:

Chom — 3kh0mJ+ zuhomK (326)

no qual, os médulos volumétrico k"™ e de cisalhamento "™ homogeneizados sdo definidos

como:

hom — ks . uhom — ‘us

(3.27)

e as funcdes adimensionais By (k*, u*,ak,) e By (k°, u*,aky,,ak;) sao dadas por (ver Aguiar e
Maghous (2018)):

4m (K — Ky)

B _lemiy, 6K +4K5+ 97Ky (3K + Ky)
3Kk 437K (1 —Kp)

B, =
© Pu 15 (ko +37Ki k) [4Ks + 97Ky (K + Ky))]

By (3.28)

Mais uma vez destaca-se que nas situacdes em que a densidade de fraturas € infinitesimal pode-se
expandir o tensor C"™ para a primeira ordem em e. Tal resultado corresponde a estimativa
Diluida e pode ser escrito na mesma forma da Equagdo 3.26, sendo expresso simplesmente
através dos médulos volumétrico k°™ e cisalhante u"™ homogeneizados, dados em fungdo dos

parametros adimensionais By e B;:
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KoM=k (1—eBy) ; p'" =p’(1—eBy) (3.29)

Nota-se que para todas as estimativas de C"™ descritas é preciso conhecer pelo menos dois
parametros entre (€,\,a) que irdo servir para quantificar o dano no capitulo subsequente. Em
particular, o caso de um material fissurado € definido fazendo k = 0 sobre as estimativas de Chom
apresentadas acima (ver, por exemplo, Dormieux e Kondo (2016)). Desta forma, o raio médio
das fraturas a e o nimero de fraturas por volume unitdrio N sdo naturalmente eliminados das

expressdes e o tensor C"°™ ¢ avaliado apenas por meio de €.

E importante enfatizar que as estimativas de Mori-Tanaka das expressoes (3.15), (3.19) e (3.24)
do tensor de rigidez equivalente Chom relacionadas, respectivamente, a uma familia, duas
familias e uma distribuicao isétropa de microfraturas, cumprem o requisito de simetria diagonal

?j‘.}gl = }(‘;’f;‘ Tal verificacao é relevante, pois no contexto de modelos baseados no esquema de
homogeneizacdo de Mori-Tanaka € possivel que essa simetria ndo seja garantida, principalmente
quando se analisam outras distribui¢des de fraturas, incluindo novas familias. Esta é uma

limitagdo do modelo que se baseia no esquema de homogeneizacao de Mori-Tanaka.

3.3 ILUSTRACOES NUMERICAS

A presente secdo visa ilustrar numericamente o comportamento dos materiais eldsticos
homogeneizados apresentados na se¢do precedente. Para todas as situacdes subsequentes
assume-se N; = 1, exceto se explicitado o contrério, e consequentemente, o raio médio das
fraturas fica definido simplesmente por a; = /€;. As expressdes utilizadas para C"™ em todas
as aplicacdes referem-se aos resultados obtidos pelo esquema de homogeneizagdo de
Mori-Tanaka em cada caso especifico. Em virtude de ilustrar o comportamento equivalente dos
materiais até aqui descritos € preciso definir as propriedades que compdem a matriz sélida e as
fraturas. Diante disso, empregam-se as propriedades de um maci¢co rochoso utilizado por
Fossum (1985) e Zhang (2016) em seus trabalhos: E* = 35 GPa, v* = 0,25, kﬁl =20GPa/me
ki = 10 GPa/m. Os parimetros E* e V* correspondem, respectivamente ao médulo de
elasticidade e coeficiente de Poisson da matriz rochosa e as quantidades k., e k! designam a
rigidez normal e tangencial da i-ésima familia de fraturas @;. As propriedades da matriz s6lida

k* e u® sdo calculadas através das clédssicas relagdes entre os parametros de Lamé:

E* E°

Com estes parAmetros estabelecidos e considerando a auséncia de nucleac¢do (N; constante) é

possivel exibir graficamente o comportamento das componentes do tensor de rigidez eléstico
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homogeneizado em fungio do pardmetro de densidade de fraturas C"*™ = C"™ (¢;) para cada

uma das configuracdes particulares avaliadas.

3.3.1 Uma familia e distribui¢do isétropa de microfraturas

Inicialmente apresenta-se a representagio grafica das componentes de C'™ (¢) para dois casos
particulares descritos, respectivamente, por uma Unica familia e por uma distribuicao isétropa de
fraturas. Todos os graficos abaixo exibem as componentes do tensor de rigidez homogeneizado
normalizadas segundo o valor da componente admitindo € = 0, isto é, pela propria rigidez da

matriz (o subindice i referente a familia de fraturas € omitido nesta subsecao).

7 . ’ . 1 . . h
O grifico da Figura 3.6 mostra que para uma Unica familia, a componente de rigidez C353;
perpendicular as fraturas apresenta uma degradacdo elevada para maiores valores de e,
principalmente, quando comparada as demais componentes de ambas as configuracdes. Tal
comportamento também se repete para as outras componentes de rigidez que envolvem a dire¢ao

e, representadas nos graficos das Figuras 3.7 e 3.8.

0.8 1

om
1

CS 0.6 7

1l

0.4 1

0.2 1
- C{‘ﬂ‘}, C'Z‘%"z —-—- CM | Familia de Fraturas
e C{‘?{“l, C;‘gzmz, Cg‘gé‘} Distribui¢do Isétropa de Fraturas
O-O T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

€

Figura 3.6 — Ilustraco das componentes CPo™

o do tensor de rigidez

O gréfico da Figura 3.7 ilustra que a medida que o parametro € se aproxima de 1, a rigidez das

componentes referentes a uma distribuicdo isétropa de microfraturas se aproximam

: T ol hom hom hom hom : 3

consideravelmente da rigidez das componentes C}(35, G357}, (3555 e (335, relativas a

configuragdo descrita por uma familia de microfraturas paralelas. Outro resultado interessante €
hom

observado no graifico da Figura 3.8, no qual a componente C}57, do tensor de rigidez equivalente

relativa a configuracdo de uma tnica familia de fraturas ndo sofre influéncia do parametro €. Tal
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fendmeno se justifica por essa componente sé possuir contribuicdo da matriz sélida,

especificamente do médulo cisalhante ©°, como se pode confirmar através da Equagao 3.16.

iijj
Ciijj

f—
—_—
_— =

0.2 1
—_ hom ~hom —_ hom ~hom ~hom ~hom H
i G G133, G311, (3933, G355 1 Familia de Fraturas
hom ~hom ~hom ~hom ~hom ~hom Tt s A
Ci5, G, 1933, G331, €3933, C3355  Distribuigdo Isétropa de Fraturas
0-0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

€

Figura 3.7 — Ilustragdao das componentes ng‘?Jm do tensor de rigidez

Ciii
Ciij

0.2 1
- C?g‘lg _— ng&“y Cﬁ‘g{‘g 1 Familia de Fraturas
e C{‘g{“z, ng'z‘}, Cll‘g",‘} Distribuicédo Isétropa de Fraturas
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

€

Figura 3.8 — Ilustragcdo das componentes C?j‘l?Jm do tensor de rigidez
De forma geral, os trés graficos acima ilustram que as componentes do modelo descrito por
uma distribuic@o isétropa encontram-se entre valores extremos das componentes de rigidez

equivalentes do modelo que considera uma tnica familia de fraturas.
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3.3.2 Duas familias de microfraturas perpendiculares

Para ilustrar algumas componentes do tensor C™™ (e, €;) relativo a um material com duas
familias de microfraturas perpendiculares, admite-se N7 = A, = 1 e que as fraturas de ambas as
familias exibem propriedades idénticas (k,ll = kfl e k[1 = kf ), dadas no inicio desta se¢do. A
andlise subsequente permite observar a influéncia do aumento dos parametros €; e €, sobre as
componentes CI9%,, C19%. CISTy e bS5, de rigidez normalizadas pelo valor da prépria
componente admitindo €; = €3 = 0, que corresponde a rigidez das componentes da matriz
s6lida. Como esperado, a degradagdo da rigidez induzida pela presenga de fraturas aumenta com

os valores de cada um dos parametros de dano € e €.

O griéfico da Figura 3.9 ilustra que maiores valores de €, possuem maior influéncia na degradagao
da componente C!9%, quando comparado com valores de €1, 0 que se justifica pela orientagdo da
segunda familia de fraturas @,, que corresponde a n, = e¢;. A dependéncia de CII“I’TI em relacdo a
€1 estd de acordo com os desenvolvimentos de Maghous et al. (2014) para uma tnica familia
de fraturas, demonstrando que quando a orientacdo da fratura é perpendicular a componente
analisada, hd uma contribuicio minima de € para esta componente particular. Outro resultado
interessante a ser observado é que quando €, = 0, a contribui¢do de €; a C}S7, se torna nula
(como observado por Maghous et al. (2014)). Contudo, quando €; # 0, hd uma certa influéncia
de €1 no modelo, evidenciando que a contribui¢do de ambas as varidveis de dano ocorre de forma
acoplada dentro do sistema. Este acoplamento ndo € observado se forem consideradas fissuras

no lugar de fraturas.

o’:'?':’;'o";"'
1944491999
e
i
()

(1)

0,0

Figura 3.9 — Componente C!", considerando duas familias de fraturas

Os graficos das Figuras 3.10 e 3.11 ilustram, respectivamente, a degradagdo de uma componente
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de rigidez normal C{“l’gg e outra de cisalhamento C{‘g‘}g em fungdo de € e €>. Ao contrario do
resultado anterior, nota-se que ambos os parametros influenciam de forma similar na redugdo
da rigidez das componentes C195; e C'$Y;. Tal fato também decorre da orientagdo de ambas as
familias de fraturas, uma vez que familia w; estd normal a direcdo e3, enquanto a familia @,
encontra-se normal a direcdo e;, como ja mencionado. Essas componentes podem ser utilizadas
para verificar a concordancia da formulacao aqui apresentada, uma vez que se espera uma solucao

simétrica em relagdo aos parametros €1 € €.

Figura 3.10 — Componente C'{%; considerando duas familias de fraturas

v’v' X
“‘ X
0?:‘2‘?:&

>
S olte!
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&
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(5
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$
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o

Figura 3.11 — Componente C}37; considerando familias de fraturas
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O grafico da Figura 3.12 ilustra a degradagdo da componente de rigidez normal C53%, em relagdo
a €1 e €. E interessante notar que para essa componente o aumento de ambos os parametros
influenciam pouco na degradagao da suarigidez, tendendo a estabilizar. Este fenomeno decorre do

fato de ndo haver nenhuma familia normal a dire¢do e,, diferentemente das situacdes precedentes.

6 0.4 0.2

0.
€ 08 1 08 €,

Figura 3.12 — Componente C595, considerando duas familias de fraturas

3.3.3 Representacdo da tendéncia ao caso isétropo

A presente subsecdo consiste em refinar aproximacdes para o comportamento homogeneizado de
um material com uma distribuicio isétropa de fraturas através do aumento do ntimero de familias
distribuidas no meio. Nesta perspectiva, sdo consideradas trés configuracdes aproximadas,
descritas, respectivamente, por: 1 familia, 3 familias e 9 familias de fraturas. Com o objetivo
de ilustrar a convergéncia dos resultados sdo apresentados os valores numéricos relativos as
componentes C}9T, e C}I‘g‘?3 do tensor de rigidez equivalente, comparando as componentes nas

trés situagdes citadas com o caso particular de uma distribui¢do isétropa de fraturas.

As propriedades da matriz s6lida homogénea sao dadas por k* = 23,33 GPae u® = 14 GPa, e
por simplicidade, assume-se que todas as familias de fraturas possuem propriedades idénticas:
ki =20 GPa/m e k! = 10 GPa/m. O parametro de densidade de fraturas relativo ao problema
de uma unica familia e de uma distribui¢ao isétropa sera fixado em € = 0,01 e se considera
uma fratura por unidade de volume N = 1. Para comparar os resultados adota-se €; = 5 e
N; = %/ para trés familias, enquanto admite-se €; = g5 e N; = %/ para nove familias de fraturas.
A orientacdo de cada familia € definida pelo vetor normal n; (Equagao 3.23) e tomando diferentes
coordenadas angulares esféricas (8, @), calculam-se as componentes C!9%, e CI$};, conforme
indica a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 — Coordenadas Angulares (0, @) e componentes de Cho™

Casos Niimero de | Orientagdo C{‘?]Hll C?g’lrg‘
Particulares | Familias 0°] o[°] | [GPa] | [GPa]
1 1 0 0 | 41,765 | 13,711
0 0
2 3 90 0 | 41,123 | 13,806
90 90
0 0
90 0
90 90
90 45
3 9 45 90 | 41,101 | 13,817
45 0
90 135
135 90
135 0
4 Isétropo Aleatorio 41,096 | 13,819

Para ilustrar a convergéncia, as componentes do tensor C"*™ sdo normalizadas segundo a propria
componente do tensor de rigidez da matriz (Cj,;;, ~ 41,996 GPa e Cj;,; = 14 GPa). Partindo
dos resultados explicitados na Tabela 3.1, foram tracados dois gréficos (Figuras 3.13 e 3.14)
ilustrando a convergéncia das componentes do tensor de rigidez equivalente normalizadas, em

relacdo aos valores das componentes na configuracao de uma distribui¢@o isétropa de fraturas.

0.994 1
0.992 -
0.9901

% 0.988

1 6 986
0.984 1
0.982 -
0.980 -

] Distribuicéo isétropa de fraturas
0.978 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Numero de Familias

Figura 3.13 — Ilustragdo da componente C}ST, para casos particulares

Os gréficos das Figuras 3.13 e 3.14 ilustram uma boa concordancia entre os modelos aproximados
propostos, evidenciando que as configuragdes descritas por trés e nove familias ja sdo capazes de
descrever adequadamente o comportamento homogeneizado de um material com uma distribui¢dao

isétropa de fraturas. Essa aplicagao numérica € importante para identificar o nimero minimo de
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familias de fraturas necessario para aproximar com precisdo o comportamento de um material

com uma distribuicao isétropa de fraturas.

0.994 -
0.992 4

0.990 4

hom
m 0.988 1 Distribui¢go isétropa de fraturas
B3 e T T T T T T P R I R B Bl

0.984 -
0.982 -
0.980

0.978 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Numero de Familias

Figura 3.14 — Ilustracdo da componente Cﬁ‘grfg para casos particulares
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4 MODELO DE DANO CONTINUO DESCRITO POR UM UNICO
PARAMETRO DE DANO

Neste capitulo, todo o raciocinio é desenvolvido sobre o comportamento homogeneizado do
material, isto é, na escala macroscépica. Diante disso, visando simplificar a notacao, a distin¢do
entre varidveis microscopicas e macroscopicas (EeE,oceX, Ce Crom §e SPom entre outras)
serd omitida, de modo que apenas a notagao cldssica minuscula serd utilizada. Um importante
aprendizado da homogeneizacio de meios fraturados é que a densidade de fraturas e = Na?,
introduzida por Budiansky e O’Connell (1976), € uma varidvel relevante em relag@o a energia
elastica. Essa grandeza passaré a ser denotada por ¢ = Na’ e no nivel macroscépico serd
interpretada como parametro de dano, sendo a varidvel responsavel por governar o efeito da

propagacdo de dano.

Esta se¢do trata da formulagdo termodinamica do modelo de dano continuo no contexto das
evolucgdes elasticas isotérmicas. Inicialmente, considera-se a existéncia de um tinico pardmetro
de dano € = ¢, assumindo N constante e avaliando a propaga¢do de dano somente através
do crescimento das fraturas ja existentes. Tal condic¢ao restringe o dominio de aplicacdes a
situagdes que envolvem uma familia de fraturas paralelas ou uma distribuicdo isétropa de
fraturas, como ilustra a Figura 4.1. Contudo, no ultimo caso, um carregamento macroscopico
(o ou g) isotrdpico precisa ser considerado. Para superar esta dificuldade, no préximo capitulo
serd introduzido um conjunto finito de parimetros de dano €; = ¢; com (i = 1,...,n), a fim de

generalizar a formulagdo proposta para uma configuracio de diversas familias de fraturas.

I
[lon
o
[lon

aQ aQ

a)Uma familia de fraturas b)Distribuicao isotropa de fraturas

Figura 4.1 — Propagacdo em meio multi-fraturado
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4.1 FRATURACAO DESCRITA POR UM UNICO PARAMETRO DE DANO

Nesta secdo apresenta-se a formulagao termodinamica do critério de propagacao de dano no nivel
macroscopico para um material nas configuragdes de uma unica familia de fraturas paralelas e
uma distribui¢ao isétropa de fraturas. Para que a formula¢do considerando um tnico parametro
de dano ¢ (com N constante) possa contemplar o dltimo caso, é necessério considerar apenas
carregamentos macroscopicos isotrépicos. O processo de homogeneizacdo desenvolvido ao
longo do Capitulo 3 nos mostra que o tensor C™™ = C é fungio de ¢ = Na’. Partindo desta
premissa, pode-se reescrever a densidade volumétrica de energia livre da Equacao 2.8 no contexto
macroscépico. Assumindo evolugdes eldsticas isotérmicas, as varidveis de estado da densidade
volumétrica macroscépica de energia livre ¥ s@o o tensor das deformagdes macroscopico E = g,

o pardmetro de dano ¢ e o niimero de fraturas por unidade de volume V.

£:C(o,N):¢ (4.1)

| =

w:w(g,¢,/\f)=

Andlogo a subsec¢ado 2.1.4, a dissipacdo intrinseca, denotada por D, € definida como a diferenca
entre a poténcia das forgas externas o : € e a energia armazenada  agora no quadro macroscopico.
A combinacdo do primeiro e segundo principios da termodindmica fornece a desigualdade de
Clausius-Duhem (ver Lemaitre e Chaboche (1990)):

D=c:£-y >0 4.2)
e definindo Y como:
ay dy . Jdy
Y= a—g €+ ¢¢+ N (4.3)

D={g5g ) - ¢¢> aNN 0 (4.4)

que vale para qualquer evolu¢do do material. Partindo do raciocinio cldssico que consiste em
considerar evolugdes reversiveis (D =0), tem-se que ¢ =0 e N = 0. A existéncia de tais

evolucdes implica em:

D= (a—a—"’> =0 Ve (4.5)
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a qual fornece a equacao de estado eldstica macroscdpica:

g=aw=C@Aﬂg (4.6)

Levando em conta a equacao de estado, a desigualdade da Equacgdo 4.4 se reduz a:

_ dy.
D=-3; aNN>0 4.7)

onde o primeiro termo representa a parcela de dissipacao devido a variacao de ¢, enquanto o
segundo refere-se a dissipag¢do relativa a varia¢do de . Restringindo a anélise a auséncia de

nucleagio A = 0, a Equagio 4.7 toma a seguinte forma:

D=— a ¥5>0 (4.8)

na qual, se considera a dissipacdo devido apenas a ¢ # 0, que é equivalente a variagio do tamanho
das fraturas. Tal como no trabalho de Griffith (1921), a quantidade F (g ,§) = —dy/d¢ assume
o papel da for¢a termodindmica responsdvel pela propagacao de dano, sendo também chamada

de taxa de liberagdo de energia:

_ dy 1 dC(9) .
F=— 8¢(8¢) —5E: 70 ‘€ (4.9)
e por sua vez, a Equacao 4.8 fica dada por:
D=F¢ >0 (4.10)

Andlogo a Equacdo 2.12, que descreve a forca termodinamica relacionada a propagacdo de
fraturas (s > 0), define-se agora F como a forga termodindmica da propagag@o de dano associada
a evolugdo de ¢ (¢ > 0). Mais uma vez, pode-se assumir a existéncia de um valor critico F. (¢)

a partir do qual ha propagacao para escrever um critério na forma da Equacao 2.13:

H(F,0)=F—F:(9)<0 (4.11)

sendo a grandeza F.(¢) andloga a energia critica da fratura 7. Contudo, deve-se enfatizar

que diferentemente de ¢, o termo . ndo € uma propriedade intrinseca do material, mas pode
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depender da escala de observacdo, do tamanho da fratura e por consequéncia da histéria de
carregamento (DORMIEUX; KONDO, 2016). Dormieux et al. (2006b) deduziram a seguinte

relagdo entre F e F. para materiais quase-frageis:

1/3
70) =27 (%) @.12)

Embora a expressdo da taxa de liberacao de energia (Equacdo 4.9) seja dada em func¢do das
deformacdes macroscopicas, alternativamente € possivel escrever esta quantidade através de uma
abordagem em tensdes macroscépicas. Para tanto, recorda-se a seguinte equivaléncia entre os
tensores de rigidez C™™ = C(¢) e de flexibilidade S"™ = S (¢) homogeneizados:

C(9):S(¢) =1 (4.13)

e diferenciando a Equacdo 4.13 em relac@o a ¢, obtém-se:

9C(9)
¢

:S(¢)+C(¢): ——==0 (4.14)

A manipulacdo matemadtica da expressdo acima, leva a:

0= ) co) (4.15)

e a combinacdo da Equacgdo 4.15 com a Equacdo 4.9, levando em conta a Equacao de Estado
(4.6), permite deduzir uma expressao para a taxa de liberacdo de energia F em funcdo das

tensdes, equivalente a anterior:

IS (¢)
¢

rE=50: (4.16)

| =
lla

A Equacdo 4.16 corresponde a forma utilizada para F nas abordagens numéricas relacionadas a
materiais com uma tnica familia e distribuicdo is6tropa de microfraturas.
4.1.1 Tlustragdes numéricas

A presente subse¢do visa estudar a propagacdo de dano, trazendo a representacdo grafica da taxa

de liberagdo de energia em funcio do parAmetro de dano ¢. Assume-se N/ = 1 para todas as
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situagdes subsequentes, exceto se explicitado o contrdrio. O objetivo é permitir o
desenvolvimento de condi¢des de propagacdo alternativas, propostas para carregamentos
macroscopicos especificos em deformagao e tensdo prescritas. As propriedades do material da
matriz sdo k' = 24,42 GPa e u’ = 13,27 GPa e referem-se ao mddulo eldstico instantaneo do
concreto relatado em Le (2008). Quanto as propriedades das fraturas, assumem-se os valores de
rigidez k, = 42,22 GPa/m e k;, = 16,89 GPa/m, considerando a relagio k,/k, = 2,5 (BART,
2000). Os valores adotados, nesta se¢do, para a energia critica da fratura F; sdo condizentes
com ensaios eldsticos realizados sobre corpos de prova padronizados de concreto (ver Bazant e
Pfeiffer (1987)). As aplicacdes subsequentes abrangem as situagdes de uma unica familia de

fraturas e uma distribuicao isétropa de fraturas.

4.1.1.1 Uma familia de fraturas paralelas

A abordagem do problema em deformacdo/tensao prescrita considerando uma familia de fraturas
paralelas com orientagdo normal ao eixo e; baseia-se na Equacdo 4.16 para descrever a taxa de
liberagdo de energia. Diante disso, define-se a derivada parcial das componentes do tensor de

rigidez equivalente C (¢) dado na Equagdo 3.16 em rela¢do a ¢ como:

JdCi1  dCpp  dCin  dCnip s 4T 310+ 7k (1—K7)] (1 —2x)°
= = = = —(3k*+4u*) 5
9 ¢ ¢ ¢ (31 + 37Ky (1 — 1) +47¢)
aC 4 (21 + 7K (1 — K
W _ (30 4 g (32 + 7Ky (1 —Ky)] i
¢ (312 437k (1 — 1) +470)

dCr133  dCxp33  dCian dCazn Ar 3 +mr (1-x1)]

= = = = — (3K =2u°’ 4.17
¢ ¢ L) ¢ ( ) (3K + 37Ky (1 — k) +479)? 40
00y _ 9Cis _ o FE[Fs+a(l—x)(1+2k)] (1K)
¢ ¢ (41<3~|—7r(1—1<1)(1+21<1)+13—671(])(1—1q))2
JdCpin
¢ =0

sendo os pardmetros K7, K», k3 dados pela Equacéo 3.17. Evidencia-se que k» = k» (¢) e k3 =
K3 (¢) em virtude da relagdo a = (¢ /N')!/3. Portanto, para obter as expressdes acima, estes
termos também devem ser levados em conta na derivada em relacdo a ¢. A partir da equivaléncia
S(9)=C(¢) " (Equacdo 2.50), determina-se a flexibilidade efetiva e as componentes ndo nulas
do tensor dS(¢) /d¢ sdo obtidas derivando S (¢) em relagdo a ¢:

dS3333 1 A (310 + iy (1 — k)]

90 (BkS+41°) (10 + 7Ky (1—K1))?

(4.18)

38323 ISz 1 3m[Ss+m(l—rkr)(1+2K1)] (1—K)

1
I 99w (dtr(l-x)(1+2K))
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Uma vez definidos os tensores d C(¢) /d¢ e dS(9)/d¢, assumem-se tr€s carregamentos

macroscopicos prescritos (isétropo, uniaxial e cisalhante) para obter resultados mais especificos.
* Aplicacdo de um carregamento iS6tropo

O primeiro caso consiste em impor um carregamento isétropo do tipo € =€l ou o =01 ao

material. Resolvendo a Equacdo 4.16 escreve-se a seguinte expressdo para F:

F— (4 ape) FERAIRA K] (e )% [Fotan(-k)]e?
3k + 37k (1 — K1) +479)? (3k +4p%) (i + iy (1—17))?

que corresponde a taxa de liberacdo de energia para uma deformacao/tensio isétropa aplicada a
um material com uma familia de fraturas paralelas no nivel macroscépico. A comparagio desta
expressao com a energia critica F. (¢) permite avaliar a propagacio de dano. Fundamentando-se
no critério estabelecido na Equagdo 4.11, quando F < F.(¢) ndo existe propagacgdo de dano,
levando a ¢ = 0. Entretanto, quando F = F.(¢), a energia disponivel alcangou o limite para
propagacio, indicando um possivel ¢ # 0. Partindo da Equagio 4.19 avaliada em um regime

critico F = JF., obtém-se as seguintes expressdes:

2
£ < £ (0) = (3K2—|—37L'K1(1—K1)—|—4772,'(])) 7 (4.20)
27 [310 4+ 7k (1— k)] (4k1 — 1)% (3kS +4ps)

(3K +4u°) (ks + iy (1 — K7))?
- (0) = ; 421
o< 0er(9) \/ 27 [%K2+7IK1(1—K1)] & @2

sendo F, = F.(¢) em virtude da Equagdo 4.12. As expressdes acima correspondem,
respectivamente, aos carregamentos isotropos criticos dados em deformacdes e tensdes

macroscopicas. Neste contexto, enquanto € < &, (@) ou ¢ < 0. (@) ndo haverd propagacao.
* Aplicagdo de um carregamento uniaxial

No segundo caso impde-se um carregamento uniaxial do tipo € = €e; ® e3 ou 0 = Oe3 X €3 a0

material. A partir da Equacdo 4.16 escreve-se a seguinte expressao para Jf:

2 2

27 (310 4+ 7k (1— K1) € 2 (3104 7k (1—K1)] ©

(B 137k (1 — K1) +479)° (3K +41) (ko + ks (1 — k1))

F = (3k° 4-4u°) (4.22)

a qual corresponde a taxa de liberacdo de energia para uma deformacdo/tensdo uniaxial aplicada

a um material com uma familia de fraturas paralelas no nivel macroscopico. Novamente ao
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comparar esta expressao com a energia critica F. (¢) é possivel avaliar a propagago de dano
através do critério estabelecido na Equacdo 4.11. Partindo da Equagdo 4.22 avaliada em um

regime critico F = F,, obtém-se as seguintes expressoes:

2
£ < e () = || s TR K HATO) g (4.23)
27 (310 4+ 7wiy (1— k1)) (3k* +4u)

R 40) (e + i (1 - K))?
cgocr(qb)—\/ 27 2 + 71 (1— K1) Fe (4.24)

sendo F. = F.(¢) em virtude da Equagdo 4.12. As expressdes acima correspondem,
respectivamente, aos carregamentos uniaxiais criticos dados em deformagdes e tensdes

macroscopicas. Neste contexto, enquanto € < &, () ou ¢ < 0. (@) ndo havera propagacao.
* Aplicacdo de um carregamento cisalhante

A ultima abordagem consiste em impor um carregamento cisalhante definido por
E=¢€(ey®e3t+e3®e;) ou 0 =0 (e;®ez+e3®e,) ao material. Partindo da Equagéo 4.16

pode-se escrever a seguinte expressao para Jf:

e S7 815+ m(1— K1) (1+2K1)] (1K) €2 :%n[§1<3+7t(171q)(1+21q)](171(1)02

f’
(413 + 7 (1— 1) (1+2k1) + B9 (1 — 1)) ws (4 + (1= i) (14 2K7))°

(4.25)

que corresponde a taxa de liberacdo de energia para uma deformacio/tensao cisalhante aplicada
a um material com uma familia de fraturas paralelas no nivel macroscopico. Comparando esta
expressdo com energia critica F. (¢ ) pode-se avaliar a propagacdo de dano através do critério da

Equacido 4.11. Partindo da Equacdo 4.25 avaliada em um regime critico F = F., obtém-se:

8§£cr(¢): (4;‘-3—;”(1_Kl)(1+2K])+%6ﬂ¢(1_Kl)s)z
Sr[Srs+m(1—x) (1+2K)] (1— k)

Fe (4.26)

_ u (4 +m(1— k) (1+2x7))°
o< Gcr(q)) - \/%ﬂ,‘ [%K}—f—ﬂ'(l — Kl) (1—}—21{1)] (1 — Kl) c

(4.27)

sendo F, = F.(¢) em virtude da Equagdo 4.12. As expressdes acima correspondem,
respectivamente, aos carregamentos cisalhantes criticos dados em deformacgdes e tensdes

macroscOpicas. Neste contexto, enquanto € < &, (@) ou ¢ < 0. (@) ndo havera propagacao.
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Para a representar graficamente a taxa de liberacdo de energia definida nas Equacdes 4.19,4.22 ¢
4.25 € preciso definir o carregamento aplicado. Assumindo uma deformagdo constante € = &, a

taxa de liberagdo de energia normalizada segundo Fy = F (¢ = 0) é ilustrada pela Figura 4.2:

1.0

- -Fiso
- == Fun
0.8 — Feis

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢

Figura 4.2 — Taxa de liberacdo de energia em funcao de ¢

N=1; gg=1x103

da qual se percebe que os maiores valores para F nas trés situacdes ocorrem para parametros de
dano menores e com o aumento de ¢ a taxa de liberacdo de energia tende a diminuir em cada
ponto avaliado. Outra observagdo pertinente € que JF apresenta resultados idénticos considerando

um carregamento isétropo ou uniaxial, quando normalizado pelo seu respectivo valor de Fy.

A Figura 4.3 ilustra as deformagdes criticas para os trés carregamentos macroscopicos propostos,
admitindo um valor de F = 40 J/m? para a energia critica da fratura. Este grafico estabelece o
valor critico para cada uma das direcdes dos carregamentos aplicados em func¢ao do parametro
de dano. Em outras palavras, para um determinado nivel de dano, existe uma deformacao na
direcdo do carregamento solicitante que € responsdvel por iniciar o processo de propagacdo de
dano no material. E pertinente observar que se o pardmetro de dano for admitido como nulo, a
deformacao critica tende ao infinito. Isso ocorre porque nao € possivel propagar uma fratura que

sequer se encontra na matriz com a teoria desenvolvida aqui.

Modelagem via Upscaling das Propriedades Elésticas Efetivas e da Propaga¢ao de Dano em Materiais Fraturados
vistos como Meios Homogeneizados Anistropos



84

0.40
— &r—iso
0.35 ~ — Er—uni
— Ecr—cis

0.30 1

0.25 1

0.20 1

Ecr (%0)

0.15 1
0.10 1

0.05 ~

0.00 T T T T

¢

Figura 4.3 — Deformacdes criticas: uma unica familia de fraturas

N =1; Fr=40J/m?

Utilizando as mesmas propriedades empregadas na abordagem em deformacao critica, tem-se a

representacdo gréfica das tensdes criticas através da Figura 4.4.

Ocr—iso
77 === Ocr—uni

Ocr—cis

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢

Figura 4.4 — Tensdes criticas: uma tnica familia de fraturas

N =1; Fr=40J/m?

Tal como com as deformagdes criticas, se o parametro ¢ for admitido como nulo, as tensdes

criticas tendem ao infinito, pelo mesmo motivo ja mencionado. Como se pode observar na
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Figura 4.4, os limites aplicando tensdes istropas e uniaxiais obtiveram a mesma curva, tal
resultado decorre da impossibilidade de propagacdo das fraturas ao aplicar tensdes paralelas a
estas. Por esta razdo, carregamentos isétropos, dados em tensdo, coincidem com a aplicacao
de carregamentos uniaxiais. Caso as tensdes nao coincidissem sobre estes eixos, os resultados
apresentados ndo seriam obtidos. E importante perceber que para maiores valores de ¢ a tensdo

critica reduz, isso se explica devido a reducdo da drea da matriz do material.

4.1.1.2 Distribuigdo isétropa de fraturas

A abordagem numérica do problema em deformagdo/tensdo prescrita considerando uma
distribuicdo isétropa de fraturas baseia-se na Equacdo 4.16 para descrever a taxa de liberacao de
energia. Diante disso, define-se a derivada parcial do tensor de rigidez equivalente C(¢) da
Equacgdo 3.26 em relacdo a ¢ em virtude dos modulos volumétrico e cisalhante homogeneizados
khom =k (¢) e u™ = u (¢) definidos na Equagdo 3.27 como:

9dC(¢) _,9k(¢), ,ou(9)
7 =3 30 J+2 70 K

(4.28)

Assumindo novamente a equivaléncia S (¢) = C(¢) ' expressa na Equagdo 2.50, obtém-se o

tensor dS(¢) /d¢:

-1 -1
95(0) _10k(9)”  1on(e)

g0 3 a0 ‘T2 a5 (4.29)

Como se trata de uma configuragdo isétropa de fraturas admitindo um tnico parametro ¢, deve-se
aplicar um carregamento macroscépico isotropico, definido por € = €1 ou 0 = o 1. Assumindo

tais carregamentos e resolvendo a Equacdo 4.16, obtém-se a seguinte expressdo para F:

9,20k(9) _ 1 ,0k(9)”

F=_2 MR VA 4.30
2790 2% a0 (4.30)
na qual k (¢) corresponde ao médulo volumétrico homogeneizado, dado por:
kS 47 (K — Ky)
k(¢)= B = 4.31
@) =138 ™ B0 =3 e i—w) (4.31)

Os parametros k7, k» ¢ k4 sao dados pelas Equagdes 3.17 e 3.21. Destacando que k» = k> (¢)
em virtude de a = (¢ /N )1/ 3 ¢ aplicando a Equacdo 4.31 sobre a Equacdo 4.30, escreve-se:

2 s 1/3 2 s 1/3
]::2828—"2 K ko :1628_’; Kk (4.32)
27 (1+¢B)* \ B 4aN1/3 27 2\ By 4nN1/3
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A comparacdo desta expressdo com a energia critica . (¢) permite avaliar a propagacdo de
dano. A partir do critério estabelecido na Equagéo 4.11, destaca-se que quando F < F.(¢) ndo
existe propagagdo de dano, levando a ¢ = 0. Contudo, quando F = F.(¢) a energia disponivel
alcancou o limite para propagacio, indicando um possivel ¢ # 0. Partindo da Equacio 4.32

avaliada em um regime critico = F,, obtém-se as seguintes expressoes:

1 2
9B (47k — koBis )
c
8mks?
0 < 0 () = S e (4.34)
Bk <47Cks — kanw>

sendo F. = F.(¢) em virtude da Equagdo 4.12. As expressdes acima correspondem,
respectivamente, aos carregamentos isotropos criticos dados em deformagdes e tensdes

macroscopicas. Neste contexto, enquanto € < &, (@) ou ¢ < o, (¢) nao havera propagacao.

Para representar graficamente a taxa de liberacdo de energia definida Equacdo 4.32 € necessario
definir o carregamento aplicado. Tomando uma deformacdo constante € = &y, a taxa de liberagao

de energia normalizada segundo Fy = F (¢ = 0) é ilustrada segundo a Figura 4.5:

1.0

0.8 1

0.6 1

F /Fo

0.2 1

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢

Figura 4.5 — Taxa de liberacao de energia em fungdo de ¢

N=1;, gg=1x103

da qual novamente se percebe que a taxa de liberacao de energia F tende a diminuir para maiores

valores do parametro ¢. As Figuras 4.6 e 4.7 exibem, respectivamente, as representacOes graficas
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da deformacao critica e da tensdo critica relacionadas a aplicacdo de um carregamento isétropo,

admitindo um valor de F; = 40 J/m? para a energia critica da fratura.

0.10

0.08 -

0.06 1

Ecr (%0)

0.04 1

0.02 A

0.00 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢

Figura 4.6 — Deformacdes criticas: distribuicao isétropa de fraturas

N =1; Fr=40J/m?

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

¢

Figura 4.7 — Tensoes criticas: distribuicao isétropa de fraturas

N =1; Fr=40J/m?

Tanto na Figura 4.6 quanto na Figura 4.7, se o parametro de dano ¢ for admitido como nulo, a
deformacao/tensdo critica tende ao infinito, isso se explica pelo fato de ndo ser possivel propagar
uma fratura que sequer encontra-se na matriz. Percebe-se também que a medida que o material

se danifica, a tensdo critica reduz, isto ocorre devido a redugdo da drea da matriz do material.
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42 LEI DE EVOLUCAO DO DANO DESCRITA POR UM UNICO
PARAMETRO DE DANO

Até o presente momento a modelagem por meio de ¢ era capaz de estabelecer o comportamento
mecanico de um material eldstico, mantendo-se vélida até o instante de inicio de propagacao.
Nesta secdo, € formulada uma lei de evolugdo do dano, na qual o parametro ¢ ird representar
o grau de degradacdo de um determinado material em um instante ¢ qualquer. O raciocinio
subsequente considera a existéncia de apenas um pardmetro de dano ¢, com N constante.
Portanto, a formulacdo atual restringe-se as configuracdes de uma unica familia de fraturas
paralelas ou uma distribuicao isétropa de fraturas, desde que se considere um carregamento

macroscopico isétropo para esta tltima.

Pavan et al. (2009) propuseram uma andlise micromecanica para mensurar a evolucdo do
parametro de dano ¢ (tratado como um tensor de segunda ordem pelos autores). Com uma
analogia a plasticidade cldssica acoplada a argumentos termodindmicos, os autores definiram
uma expressao para a taxa de evolug¢do do dano. Esta tltima permitiu escrever o tensor constitutivo
tangente, relacionando taxa de tensdes e taxa de deformacdes no contexto em que hd propagacio
de dano. Contudo, na abordagem desenvolvida por Pavan et al. (2009), a forma que o material
¢ tratado diverge com relacdo a este trabalho. Diante disso, a presente se¢do visa adaptar o

raciocinio desenvolvido pelos autores, estendendo sua validade a materiais elasticos fraturados.

Neste trabalho, o parametro de dano ¢ € tratado, inicialmente, como um escalar e o primeiro passo
para escrever a sua lei de evolugdo consiste em introduzir uma superficie de dano H (F,¢) = 0.
Tal regido delimita onde o dano ndo se propaga no espaco da for¢a termodindmica F (PAVAN et
al., 2009). Por se tratar de uma formulacdo escalar, H ndo é uma superficie propriamente dita, e

reaproveita-se a formulacdo matemadtica do critério de propagacio para definir esta regido:
H(F,0)=F—-F:(¢)<0 (4.35)

na qual, a forca termodinidmica F é definida pela Equagdo 4.16 e a energia critica F,(¢),
formulada por Dormieux et al. (2006b), é dada em virtude da Equagdo 4.12. A condicdo de
propagacdo da Equacdo 4.35 implica que:
H(F,0)<0 = ¢=0
(7,9) ¢ . (4.36)
H(F,0)=0 = possivel ¢ #0

e H (F,¢) > 0 trata-se de uma condi¢do inadmissivel. Conforme o raciocinio desenvolvido por
Pavan et al. (2009), quando H (F,¢) = 0 a evolucdo de ¢ é descrita por meio de um potencial

de dano G (F,¢) que controla a dire¢do da sua evolugdo:
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.+ dG
¢ = AT]—“ 4.37)

onde o multiplicador de dano A deve cumprir as condi¢cdes de Kuhn-Tucker:
A>0; H<O0 ; AH=0 (4.38)

Tal como na plasticidade, modelos onde G = H sao denominados modelos associados, levando a
uma propagacdo normal do dano. A evolugdo do multiplicador de dano A pode ser obtida por

meio da condigdo de consisténcia (H = 0):

. 9H . oH, . 7
~~~ _—
1 ¢ dF

Como as varidveis F e ¢ sdo independentes, a evolucao do multiplicador de dano fica dada por:

. F
Y =9RG (440
dp dF
e os resultados para a taxa de evolucio do dano ¢ podem ser sumarizados como:
0 se H<OouH=0e H<O
. F _
= - - 4.41
¢ 9F ¢ H=0e H=0 (4.41)
¢

onde o potencial de dano G foi naturalmente eliminado da expressdo, por se tratar de uma

formulacao com ¢ escalar.

Os termos A e ¢ também podem ser relacionados com a taxa de deformag@o, expressando F em

termos das suas varidveis de estado € e ¢:

. . OF
F=3¢t+ 5, (4.42)

U v
Ilm‘“ﬁ

e substituindo a expressdo acima combinada com a relagdo da Equacdo 4.37 sobre a Equagdo 4.40,

€SCreve-se:
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A manipulagdo matemdtica da expressdao acima permite escrever:

OF .

. 9 &
A= dF. OF)\ oG
GRAE:

da qual se pode extrair a taxa de evolugio do parAmetro de dano ¢:

9F
_ 9"
A
¢  do
N ) 0F dF OJF,. ) )
Calculando as expressoes das quantidades a—g, % e W, obtém-se:
JdC(9) .
oo o
1 9°C(9) dF:(9)
SE: tEF
2=" 0¢? = 20

com

90

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

A partir da expressdo de ¢ pode-se obter a funciio ¢ que avalia a evolucdo do pardmetro de dano

ao longo do tempo. Para isso, € necessario integrar a equacdo diferencial da taxa de evolucao

do dano (Equagdo 4.46). Contudo, como as derivadas parciais do tensor C (¢) resultam em

polindmios de graus elevados, torna-se complexo utilizar tal formulagdo para obter a fungdo ¢

dependente do tempo de forma analitica. Em virtude disso, a evolu¢do do parametro de dano

¢ (¢) induzido pelo carregamento macroscopico serd determinada numericamente de forma

incremental. Partindo de ¢ (1 = 0) = @, o valor da k-ésima interacdo ¢ = ¢ (t = 1) é avaliado

a partir de ¢y_; = ¢ (t = t;_;) e da Equagiio 4.46 de ¢. A precisio do processo incremental é

diretamente correlacionada a:
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a) Discretiza¢do temporal, ou seja, o valor de At (t; = t;_1 + At);

b) Esquema empregado para a avaliaco de ¢.

Uma vez calculado o valor do pardmetro de dano ¢, atualiza-se o tensor de tensdes o (t = ;) =

o, em um tempo # qualquer da seguinte forma:
o, =C(e): g, (4.48)

onde, para simplificar a notag@o, define-se € (t =1;) = € . Também calculam-se as expressoes
para a taxa de liberacdo de energia Fj e para a energia critica . (¢ ) atuando sobre o k-ésimo

intervalo de tempo:

1 oC 2 N3
Fi 2§(fk) 70 (0x) : €(t) e Fe (P) ) (¢k) (4.49)
Procede-se, entdo, verificando o critério de propagacao de dano:
Hy=Fi—Fc(¢) <0 (4.50)

e no caso em que H; < 0, ndo ha propagacdo e o valor associado ao pardmetro de dano
corresponde ao ¢ utilizado na atualizacdo dos parametros. Caso contrdrio, isto é, H; = 0,

determina-se ¢ em um instante #;, qualquer, por meio de:

£ (f): €
. k99 k
_ 4.51
%= 2C, . OF. >0
28 07 (¢) - g, + 70 (%)
e o valor de ¢ € atualizado da seguinte forma:
Ok = Pr—1+ QA (4.52)

Nesta andlise, adota-se um esquema explicito para avaliar ¢, ou seja, ¢ = ¢y_;. Entdo encerra-se
o célculo, partindo para o proximo intervalo de tempo (ponto k+1) e repetindo o procedimento
até atingir o tempo total. Com o objetivo de ilustrar o processo numérico incremental proposto

desenvolveu-se o fluxograma da Figura 4.8.
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Calcular as expressoes Dados de entrada
IC(9) 9*C(9) IF.(9) %0, N, 7y, €
a0 ' 992 ' 99 Ar,ty,€(1)
A\ 4 F
k=0, 1=0, ¢ =g C — D
¥ Sim

Atualizar variaveis

o, =C(d):g,
Atualizar passo| N3
__1, .0C e [¢ -
fk—_§§k~_¢(¢k)‘§k k=t + At & >>
N

k=k+1

v

O = Pr—1

Nio Calcular ¢_; dado

L -
g pela Equagﬁo 451 Yk — ¢k—l + (Pk_]At

A

Figura 4.8 — Fluxograma do procedimento numérico adotado

Alternativamente, pode-se desenvolver uma lei constitutiva em taxa que fornece uma relagio

entre taxas de tensdes e taxas de deformacdes. Esta lei pode ser obtida a partir da derivada

temporal da equacdo de estado elastica:

' :(&'4~£§: ¢ (4.53)

||on
[1oo

I
n
s
=
[1ew
Y
I

Substituindo a Equacgdo 4.46 sobre a Equacdo 4.53, escreve-se:

(50°¢) (215 ¢) (56°9)° (5 ¢
6=C:¢- J\" 9 T sogipo 90 T N9 T, sy

= 1 7C 0F 2 1, PC. %
" 992 =" 09 2

U v
<0

llen
[len

onde ® € o operador produto tensorial. A forma da taxa do modelo de dano continuo é entdao

deduzida como:

=G : (4.55)

o
[1on:

sendo C; o tensor constitutivo tangente do dano, dado por:
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C se H<O0Oou H=0e H<O
G = C— 99 - 99 - se H=0e H=0 (4.56)
18-82_C-8+%
2:'a¢2': aq)

4.3 APLICACOES NUMERICAS

Esta secao visa empregar as formulagdes referentes ao modelo de dano continuo para avaliar a
propagacdo de dano, assim como a sua evolucio para um material eldstico fraturado submetido a
diferentes carregamentos. O efeito da propagacdo sobre o tensor de tensdes € avaliado, a fim de
comparar as solicitagdes aquelas que seriam desenvolvidas na auséncia da propagacao de dano.
As propriedades do material sdo as mesmas da subsecdo 4.1.1, o parametro de dano inicial ¢y e a
energia critica J sdo apresentados abaixo de cada ilustragdo. Os valores adotados para .y sdo
condizentes com ensaios eldsticos realizados sobre corpos de prova padronizados de concreto
(ver Bazant e Pfeiffer (1987)). Serdo utilizadas as Equagdes 4.35 e 4.46 para obter a evolugdo do
parametro de dano em situagdes distintas e a equagdo de estado eldstica para determinar as tensdes
desenvolvidas no material. A evolucdo do parametro de dano serd determinada numericamente

de forma incremental, segundo o procedimento ilustrado pelo fluxograma da Figura 4.8.

4.3.1 Material com uma unica familia de fraturas sob carregamento uniaxial

As primeiras aplicacdes numéricas referem-se a um material com uma familia de fraturas
paralelas orientadas pelo vetor normal n = e3, cujo comportamento equivalente € dado pelas
componentes ndo nulas do tensor de rigidez homogeneizado da Equacao 3.16. Nos exemplos a

seguir, o carregamento macroscopico serd definido por uma deformacao uniaxial descrita por:
E= 8(t)§3 ®€3 (457)

com € (¢) definido em cada caso particular. Conforme o carregamento imposto, o tensor de

tensdes desenvolvido apresenta a seguinte forma:

o11 = Cn33&3 = Cri33 (9) e(¢)
O = 01121 ®ey + 02¢; ¥ey + 033¢3 ¥ e3 com 022 = 233833 = Ca33(9) (1)  (4.58)

033 = (3333833 = 3333 (9) £ (1)

sendo que C;j33 = 0 se i # j (ver Equagdo 3.16). Na andlise subsequente, sdo desenvolvidos
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exemplos que consistem em aplicar uma deformagdo constante e uma deformacao crescente ao

material.

4.3.1.1 Deformacgdo uniaxial constante

Para iniciar o estudo da evolugdo do dano, no primeiro exemplo aplica-se uma deformagdo

uniaxial constante ao material, definida por € (1) = gH (¢) e ilustrada pela Figura 4.9:

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(s)

Figura 4.9 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova
& =0, 1%o.

onde H(t) é a funcao de Heaviside. Para obter a evolugdo do dano deve-se recorrer ao critério de
propagacio da Equacdo 4.35. Quando H < 0, o dano corresponde ao seu valor inicial ¢ = ¢ e
as tensdes sao calculadas conforme este valor. Na condi¢do em que o critério de propagacao é

atingido H = 0, calcula-se a evolu¢do do dano a partir de:

H=0 = —-g223% _F(¢)=0 (4.59)

com dC3333(9)/d ¢ em virtude da Equagdo 4.17 e F. (¢) dado pela Equacéo 4.12. Embora ndo
se tenha obtido uma solugdo analitica, ao substituir as propriedades do material determina-se
o parAmetro ¢ (¢) frente ao carregamento aplicado, como ilustra a Figura 4.10. Observa-se que
a propagacao decorrente de um carregamento constante, aplicado em um certo tempo, se dara

integralmente no instante da sua aplicacdo, mantendo-se constante a partir de entdo.
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0.0
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Figura 4.10 — Evolu¢do do parametro dano

1.0

t(s)

2.0

¢o=0,05; N'=1; Fy=40J/m?.

2.5

3.0

As tensOes apresentam a forma da Equacdo 4.58 e sdo atualizadas conforme o valor do parametro

de dano ¢. O gréafico da Figura 4.11 permite comparar as componentes do tensor de tensdes

desenvolvidas no material (linhas continuas) com a situacdo em que nao hd propagagdo de dano

(linhas tracejadas).

3.5

3.0 1

— 011 =02
— 033

033 = 033(¢0)

0.5 1

0.0

0.0

Figura 4.11 — Tensodes desenvolvidas no material

¢o = 0,05, N =1; Fy=40J/m>.

3.0
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4.3.1.2 Deformacdo uniaxial crescente

O segundo exemplo numérico consiste em aplicar uma deformacao crescente ao material,

matematicamente definida por € (t) = ér e ilustrada pela Figura 4.12.

0.16 1

0.14 1

0.12 1

o

0.10 1
]
—
X 0.08 A

—
~
~—
W 0.06 A

0.04 -

0.02 A

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.12 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova

&€ = 0,05%o.

A evolucdo do dano € obtida a partir do critério de propagacao da Equagdo 4.35, sendo que
quando H < 0, o dano corresponde ao seu valor inicial ¢ = ¢y e as tensdes sdo calculadas
conforme este valor. Na condi¢cdo em que o critério de propagagdo € atingido H = 0, calcula-se a

evolugdo de ¢ através da Equagdo 4.46, conforme o carregamento imposto:

dC3333(9) 2
b= 99 (4.60)
182C3333(¢)82t2+ dFc(¢)
2 09?2 ¢

sendo as expressdes das quantidades dC3333(9)/d¢ e dF.(¢)/d ¢ dadas pelas Equacdes 4.17 e
4.47, enquanto 9%Cs333(¢)/d ¢ é obtido simplesmente derivando novamente a Equacio 4.17 em
relacdo a ¢. Aplicando o raciocinio numérico do fluxograma da Figura 4.8 sobre a Equagdo 4.60
determina-se a evolucdo do dano, que pode ser visualizada através da Figura 4.13. Nota-se que
a propagacdo ndo ocorre no instante de aplicagdo do carregamento (# = 0), mas sim quando a
deformacdo atinge um valor critico &, (4.23), cuja expressao € obtida a partir do critério de
propagacdo. Constata-se também que o dano esta fortemente relacionado a taxa de deformacao

aplicada, dado que o seu aumento condiciona um inicio de propagacao mais rapido.
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1.0

0.8 1

0.2

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 4.13 — Evolugdo do parametro de dano

¢o=0,05; N'=1; Fy=40I/m? Ar=1x10"%s.

As tensOes apresentam a forma da Equagdo 4.58 e sdo atualizadas conforme o valor de ¢ em
cada instante. O gréafico da Figura 4.14 possibilita comparar as componentes do tensor de tensodes
desenvolvidas no material (linhas continuas) com a situacdo em que nao hd propagagdo de dano

(linhas tracejadas).

3.5 1 NI — 011 =02
OY — o
3.0 AN
67
7
2.5 1 7
= ¢
[al
= 2.0
—_
A )
B 151 )
© _onl®
1.0 -
0.5 -
0.0 | | | | | | |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
g(t) x 1073

Figura 4.14 — Relacdo Tensao x Deformacgao

0o=0,05 N=1; At=1x10"%.
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4.3.2 Material com uma distribui¢ao isétropa de fraturas sob carregamento

1s6tropo

As préximas aplicagdes consideram um material com uma distribuicao isétropa de fraturas, cujo
comportamento equivalente € dado pela Equacdo 3.26, expresso através dos modulos
volumétrico e cisalhante homogeneizados da Equacdo 3.27. Nos exemplos a seguir, o

carregamento macroscépico serd definido por uma deformacao isétropa descrita por:
e=¢(t)l 4.61)

com € () definido em cada caso particular. Conforme as hipdteses de evolugdo isotrépica do
dano e de comportamento isotrépico do material, o tensor de tensdes desenvolvido apresenta a

mesma forma isotrépica imposta ao carregamento:

Iis}
I

o(r)l (4.62)

Na anélise subsequente sao abordados dois casos particulares definidos, respectivamente, por

uma deformacao constante e uma deformacao crescente.

4.3.2.1 Deformacdo isétropa constante

Na terceira aplica¢cdo numérica € imposta uma deformacao constante ao material, definida por
€(t) = gH(t) e ilustrada pela Figura 4.15:

0.01 1

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.15 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova

£y = 0,05%o.
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onde H () designa a fun¢do de Heaviside. Mais uma vez, recorrendo ao critério de propagacao da
Equacio 4.35 pode-se calcular a evolugdo de ¢. A condi¢do H < 0 indica que ndo hd propagacao
e o dano corresponde ao seu valor inicial ¢ = ¢y. Quando o critério de propagacdo € atingido

H = 0, calcula-se a evolucdo do dano a partir de:

_ 9 20k(¢)
H=0 = —580 90

—Fc(¢)=0 (4.63)

com k(¢) em virtude da Equacgdo 4.31 e F,(¢) dado pela Equacgdo 4.12. Substituindo as
propriedades do material determina-se o parAmetro ¢ (¢) de acordo com a deformagio aplicada,
como ilustra a Figura 4.16. Como j4 constatado um carregamento constante induz a uma evolugao

do dano também constante apds o inicio da propagagdo.

1.0

0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)
Figura 4.16 — Evolug¢ao do parametro de dano

¢o = 0,05, N =1; Fy=40J/m>.

E pertinente destacar que neste caso particular foi imposta uma deformagio & menor do que a
aplicada ao exemplo referente a um material com uma familia de fraturas. A justificativa € que
para um material com uma distribui¢do isétropa de fraturas, pequenas deformacdes (por exemplo
&y = 0,1%0) evidenciaram a ruptura completa do material, atingindo valores superiores a 1,00

para o dano.

As tensdes apresentam a forma isotropica da Equacao 4.62 e sdo atualizadas conforme o valor
do parametro de dano ¢. O grafico da Figura 4.17 permite comparar as tensdes desenvolvidas no

material com a situacdo em que néo hd propagagio de dano definida por ¢ = ¢ (¢y).
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3.0 1

251 o =0()

0.5 1

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.17 — Tensodes desenvolvidas no material

¢o=0,05; N =1; Fy=40J/m>.

4.3.2.2 Deformacao isétropa crescente

O quarto exemplo consiste em aplicar uma deformacdo crescente ao material, matematicamente

descrita por € () = &t e ilustrada pela Figura 4.18.

0.06 1

0.05 1

0.04 1

0.03 1

g(t) x 1073

0.02 1

0.01 1

0.00 T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

(s)

Figura 4.18 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova

& = 0,05%o.

Partindo do critério da Equacdo 4.35, a condicdo H < 0 indica que ndo hé propagacdo e o dano

corresponde ao seu valor inicial ¢ = ¢@p, sendo as tensdes calculadas conforme este valor. A
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partir do instante em que ocorre o inicio da propagacdo H = 0, determina-se a evolucado de ¢

através da Equacdo 4.46, conforme o carregamento imposto:

98k(¢)é2t
) = — ¢ 4.64
P70 IF0) oy

2 092 ER)

com k(¢) em virtude da Equagdo 4.31 e d.F.(¢)/d¢ dado pela Equagdo 4.47. A evolugdo
do parametro ¢ é obtida numericamente de forma incremental aplicando o procedimento da
Figura 4.8 sobre a Equacgdo 4.64, como ilustra a Figura 4.19. Anélogo ao segundo exemplo,
constata-se que a propagagdo ndo ocorre no instante de aplicagdo do carregamento (¢ = 0), mas
sim quando a deformagao atinge um valor critico €., (4.33), cuja expressao € obtida a partir do
proprio critério de propagacdo. Mais uma vez, percebe-se que o dano estd fortemente relacionado
a taxa de deformacdo aplicada, dado que o seu aumento condiciona um inicio de propagacao

mais rapido.

1.0

0.8 1

0.2

0.0 T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

g(t) x 1073

Figura 4.19 — Evolug¢ado do parametro dano

¢o=0,05; N'=1; Fy=40I/m? Ar=1x10"%.

As tensdes apresentam a forma isotropica da Equagdo 4.62 e sao atualizadas conforme os valores
de ¢ em cada instante. Nesta perspectiva, o grafico da Figura 4.20 possibilita comparar as

tensoes desenvolvidas no material com a situacdo em que nao ha propagagao de dano, ou seja,

o =0 (¢o).
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0.5 1

O-O T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

g(t) x 1073

Figura 4.20 — Relagao tensdo x deformacao

Po=0,05; N'=1; Ar=1x10"4.

4.3.3 Material com uma distribui¢cdo isotropa de fraturas sob carregamento

uniaxial

As ultimas aplica¢des numéricas referem-se também a um material com uma distribui¢do isétropa
de fraturas, cujo comportamento equivalente € definido pela Equacdo 3.26. A principal diferenca
com relag@o aos exemplos da subse¢do 4.3.2 € que o carregamento macroscopico serd definido

por uma deformacao uniaxial matematicamente descrita por:

gz 8<t>§3 ®€3 (465)

com € (t) definido para cada caso particular. E conveniente enfatizar que este exemplo nio é
fisicamente representativo, uma vez que um unico parametro de dano ¢ nao € capaz de representar
o problema real, no qual a evolu¢do do dano ocorrerd de forma distinta para cada direcao. A
aplicacdo de um carregamento macroscopico em uma dire¢cdo especifica ird induzir o dano
anisotrépico no material. Para superar esta dificuldade, no Capitulo 5 é proposta uma abordagem
mais conveniente para o problema real, considerando multiplos parametros de dano e visando
evidenciar o comportamento do dano anisotropico. Na andlise subsequente definem-se duas
formas distintas para a deformag@o € (¢), sendo a primeira caracterizada por uma deformagio

constante e a segunda definida por uma deformagao crescente.
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4.3.3.1 Deformacdo uniaxial constante

O primeiro exemplo visa aplicar uma deformacio constante ao material matematicamente descrita

por € (1) = gH () e ilustrada pela Figura 4.21:

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 4.21 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova

& = 0,1%0.

onde H (¢) designa a fun¢do de Heaviside. Recorrendo ao critério de propagacio da Equagdo 4.35,
tem-se que quando H < 0, o dano corresponde ao seu valor inicial § = ¢y e calculam-se as
tensdes conforme @y. No momento que o critério de propagacao € atingido H = 0, determina-se

a evolugdo do dano a partir de:
H=0 = ——g————"—F:(¢)=0 (4.66)

onde dC3333(¢)/d ¢ é a derivada da componente C3333 (¢) do tensor de rigidez equivalente dado
na Equacdo 3.26 em relagio ao pardmetro de dano e a energia critica da fratura F, (¢) é definiada
pela Equacdo 4.12. Embora nao seja possivel obter uma solucao analitica para o problema em
virtude do elevado grau dos polindmios envolvidos no célculo, empregando as propriedades do
material (matriz e fraturas), determina-se o parimetro ¢ (¢) frente ao carregamento aplicado,

como ilustra a Figura 4.22.

Conforme o valor de ¢ previamente calculado, definem-se as tensdes desenvolvidas no material,
através das componentes ndo nulas do tensor de tensdes o expressas na Equacdo 4.58. Desta
forma, o gréfico da Figura 4.23 possibilita realizar uma comparacao entre as tensdes obtidas
conforme o valor de ¢ definido apds o inicio da propagacao (linhas continuas) com a situacdo

em que ndo hé propagacdo de dano (linhas tracejadas).
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1.0

0.8 1

0.2 1

O-O T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 4.22 — Evolug¢do do parametro de dano

¢o=0,05; N'=1; Fy=40J/m?.

— O] =02
— 033

033 = 033(¢0)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.23 — Tensdes desenvolvidas no material

¢o = 0,05, N =1; Fy=40J/m>.

4.3.3.2 Deformacdo uniaxial crescente

O ultimo exemplo deste capitulo consiste em aplicar uma deformac¢io macroscopica ao material,
matematicamente descrita por € () = &t e ilustrada pela Figura 4.24, sendo £ uma taxa de

deformacdo constante.
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0.14 1

0.12 1

0.10 1

0.08 +

t)x 1073

~—0.06 1

0.04

0.02

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

1(s)
Figura 4.24 — Carregamento imposto sobre o corpo de prova
&€ = 0,05%o.
A evolugdo do dano € obtida a partir do critério de propagacdo da Equagdo 4.35, sendo que
quando H < 0, o dano corresponde ao seu valor inicial ¢ = ¢ e as tensdes sdao calculadas

conforme este valor. Na condi¢do em que o critério de propagacgao € atingido H = 0, calcula-se a

evolucdo de ¢ conforme a Equacgdo 4.46, da seguinte forma:

9Cs333(9) o,
b= ¢ (4.67)
182C3333(¢)82t2+ IFe(9)
2 d¢2 o

onde C3333(9)/d¢ e 9°C3333(¢)/d9? designam as derivadas parciais da componente C3333 ()
do tensor de rigidez equivalente da Equagdo 3.26 em relagio ao pardmetro de dano e d F.(¢)/d¢
¢ dado pela Equacgao 4.47. Aplicando o raciocinio numérico do fluxograma da Figura 4.8 sobre
a Equacdo 4.67 determina-se a evolucdo do parametro de dano ¢, como ilustra a Figura 4.25.
Evidencia-se que o inicio da propagacdo do dano ndo ocorre no instante de aplicagdo do
carregamento (f = 0), mas sim quando o valor da deformagcéo atinge um valor critico, designado

por €., cuja expressao (4.33) € obtida baseando-se no critério de propagacao de dano.

As componentes das tensdes apresentam a forma da Equacdo 4.58 e sdo atualizadas conforme os
valores de ¢ previamente calculados em cada instante. Sendo assim, o grafico da Figura 4.26
possibilita comparar as tensoes desenvolvidas no material (linhas continuas) com a situagdo em

que ndo ha propagacao de dano (linhas tracejadas).
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Figura 4.25 — Evolugdo do parametro de dano
¢o=0,07; N =1; Fy=40I/m? Ar=1x10"%.
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Figura 4.26 — Relacdo Tensao x Deformacgao

0o=007; N=1; At=1x10"%.
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5 MODELO DE DANO CONTINUO NA CONFIGURACAO DESCRITA
POR MULTIPLOS PARAMETROS DE DANO

O presente Capitulo propde uma extensdao da formulagdo termodindmica apresentada no
Capitulo 4 para uma configuracdo na qual a rede de microfraturas é composta por diversas
familias. Neste contexto, cada familia é associada a um parametro de dano €; = ¢; com
(i=1,...,n), caracterizando um vetor de dano ¢ = (91, ..., #,). O raio médio € admitido como
uniforme em cada familia, mas pode ser diferente de uma familia para outra e o nimero de
fraturas por unidade de volume N = (N7,...,N,) de cada familia € tomado como constante. O
objetivo desta se¢do € formular o critério de propagacdo de dano no nivel do meio
homogeneizado, assim como a sua lei de evolugdo no contexto de um material eldstico
considerando n familias de fraturas. Nota-se que aumentar continuamente o nimero de familias
implica uma distribuicao isétropa (aleatdria) de fraturas. A principal diferenca em relacio a
abordagem do Capitulo 4 é que agora pode-se estudar este caso admitindo qualquer

carregamento macroscopico, uma vez que nao ha a limitacdo do ndmero de parametros de dano.

5.1 FORMULACAO TERMODINAMICA DO MODELO DE DANO

Esta subsecdo trata da formulacao termodinamica do critério de propagacdo e da evolucao do
dano em materiais eldsticos contendo diversas familias de microfraturas. Tal como descrito no
Capitulo 4, o processo de homogeneizagado evidencia que o tensor de rigidez equivalente C é
fung¢do de ¢ e V. Entdo, no contexto das evolugdes eldsticas isotérmicas, a densidade volumétrica

macroscopica de energia livre Y € escrita segundo as suas varidveis de estado €, ¢ e N, como:

v=v(edN)=5e:C(9.N):e (5.1

| =

Anélogo ao Capitulo 4, a dissipacao intrinseca, denotada por D, € definida como a diferenca
entre a poténcia das for¢as externas o : € e a energia armazenada Y/ no contexto macroscopico.
A combinacdo do primeiro e segundo principios da termodindmica fornece a desigualdade de
Clausius-Duhem (ver Lemaitre e Chaboche (1990)):

D=

lla

E— >0 (5.2)

Derivando y em relagdo ao tempo, pode-se escrever:
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N (5.3)

valendo para qualquer evolucao do material. Partindo do raciocinio cldssico que consiste em
considerar evolugdes reversiveis (D =0), tem-se que ¢ =0 e N = 0. A existéncia de tais

evolugdes implica em:

(s YY) iy v
fD-(g—§E>.g—O Ve (5.5)

=C(¢p,N):¢ (5.6)

Considerando a Equacgdo de Estado (5.6) e restringindo a andlise a auséncia de nucleacdo, isto €,
N =0, a Equagio 5.4 se reduz a:

A
p__gﬁgzo (5.7)

A expressdo acima, considera a dissipag¢ao devido apenas a ¢ # 0, que é equivalente a variagio do

tamanho das fraturas de cada familia. Assim como no trabalho de Griffith (1921), a quantidade

F (g N ) =—dy/d ¢ assume o papel da for¢a termodinamica responsavel pela propagagio de
dano:
dy 1 9C() 1 _ IS(9)

onde F = (Fj,...,Fn) € escrito agora como um vetor. A relagdo acima, permite reescrever a

Equagdo 5.7 como:

D=F-¢>0 (5.9)

Com uma analogia a plasticidade classica, propde-se um modelo de dano continuo a fim de

prever a evolugdo do dano. Tal como na secdo 4.2, para formular este modelo € preciso introduzir
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uma superficie de dano H (]_-" , q)) = 0, a qual delimita uma regido onde o dano ndo se propaga
no espago da for¢ca termodindmica F. Para definir esta regido € postulado o seguinte critério de
propagacdo de dano:

H(F,¢) <0 (5.10)

no qual

{fﬂzg- 0 - . (5.11)
H(E,¢)=0 = possivel g #0

e H (£ N ) > 0 é uma condi¢do inadmissivel. Conforme o raciocinio desenvolvido por Pavan et
al. (2009), quando H (£ N ) = 0 a evolugdo de ¢ € descrita por meio de um potencial de dano
G(F,9) que controla a direcdo da sua evolugdo:

o =A-— (5.12)

A>0: H<O ; AH=0 (5.13)

Tal como na plasticidade, modelos onde G = H sao denominados modelos associados, levando a

uma propagagdo normal do dano. A evolugio do multiplicador de dano A pode ser obtida por
meio da condigdo de consisténcia (H = 0):

JoH F
. OH oH oF =
¢ JF
Portanto, os resultados para a taxa de evolu¢@o do dano 9 podem ser sintetizados como:
(0 se H<OouH=0e H<O0
oH .
b = aF L ac (5.15)
Al _8_H_8_GE se H=0e H=0
¢ JF

\
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Os termos A e ¢ também podem ser relacionados a taxa de deformacio, expressando F em

termos das suas varidveis de estado € e ¢ representadas na Equacdo 5.8:

. dF .
T (5.16)

on (9F  OF ;0G
dF \de = 0 dF
— (5.17)

OH OF
A =-TH 9G i 9F 96 (5.18)
90 9FT9F 99 OF

e, por consequéncia, a evolugdo do parametro de dano fica definida por:

d

Q| U

s
N8

[
liew

. €’ oG s 19
="3H 3G OH 9F 9GIF (>-19)

99 dF OF d¢ OF

_|_

ou, de forma equivalente, escreve-se:

9G oH IF
. 8.7—" 8]-" 88
®="9H 96 9H 9F 3G’ (5.20)
39 0F " oF 96 oF

com as expressdes das quantidades d F /d € e d F /d ¢ definidas por:

dC(¢) oF

=— —~:€ e

99

'€ (5.21)

1l
Y,

d
d

Ho |1y
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As expressdes das quantidades dH /d F, dH /d ¢ e dG/d F sio definidas com base no critério
de propagacio e potencial de dano adotados. E pertinente destacar que a escolha do critério de
dano H (Z N ) < 0 e do potencial de dano G(Z N ) devem ser feitas de forma que o modelo se
ajuste adequadamente aos dados experimentais disponiveis.

Se a regra da normalidade € assumida, isto é, G = H, as relacdes deduzidas nas Equacdes 5.14 e

5.15 (quando H = 0 e H = 0) sdo escritas como:

oy o oH oH
G- 9L 4 OF " O0H _ OF JF » (5.22)
~omom © 0T om amor~ omom v ©

¢ J.F ¢ J.F ¢ J.F

ou, de forma equivalente, segundo as Equacdes 5.18 e 5.20, tem-se:

JoH 8]_-".é dJH O0H J0F
. 9F Je £ . 0F"OF 9e
~om i _on oF on © T om onm_om oF o't O

d¢ JF JF d¢ JF d¢ dF JF d¢ JF

Alternativamente, pode-se escrever uma lei constitutiva em taxa que fornece uma relagao entre
taxas de tensdes e taxas de deformacdes. Esta lei pode ser obtida a partir da derivada temporal da
Equacdo de estado eléstica:

(5.24)

Ifs}
I
@)
S
|lon
U
Ifs}
I
@)
[1oo
_|_
Q.)‘ NS}
RS
[low
=S

Substituindo o pardmetro ¢ da Equac@o 5.20 sobre a Equagao 5.24, escreve-se:

ac \ (3G _aH IF
a9 =) \oF“oF J¢

=CETTOn 96 om oF Gt (.23)

90 9FT9F 3¢ OF

1o

e a forma da taxa do modelo de dano continuo é entido deduzida como:

llo

:C[:

[lon-

(5.26)

sendo C; o tensor constitutivo tangente do dano, dado por:
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C se H<QOouH=0e H<O
8;(‘;.8 . 8G®8H_8£
C, = dp = dF JdF de _ (5.27)
C— 3_H.8G+8H.3£_8G se H=0e H=0
dop dF OJF J¢ JF

5.2 EXPRESSOES PARTICULARES DO MODELO DE EVOLUCAO DE
DANO

Nesta subsec¢do sdo apresentadas expressoes particulares para o modelo de evoluciao de dano
proposto. Deste modo, adotam-se duas formas distintas para o critério de propagacao de dano
H (£ N ) < 0 da Equacgdo 5.10, admitindo um modelo associado G = H (regra da normalidade)

para definir tais expressoes.

5.2.1 Primeiro caso particular: critério acoplado

Inspirando-se no trabalho desenvolvido por Pavan et al. (2009), a primeira forma particular para

o critério de propagacdo € dada por:
H(FE,$) =/ E-E—Fy(¢) <0 (5.28)

onde /.F - F caracteriza a norma do vetor for¢a termodindmica | F | definido na Equagdo 5.8 e a
dependéncia do limite Fy em relagdo ao vetor de dano ¢ € sindnimo de endurecimento. Dado
que a funcao Fy (q)) precisa ser definida, evidencia-se que a lei de endurecimento mais simples

consiste em adotar uma func¢do linear, como por exemplo:
Fo(9) =k+m-9 (5.29)

onde k e 1 s@o constantes do material. Fungdes lineares sdo frequentemente usadas para formular
modelos de dano relacionados a geomateriais, como se pode consultar, por exemplo, em Pensee
e Kondo (2003). Na abordagem proposta pelos autores foi utilizada uma funcao linear para
formular um modelo de dano, considerando um parametro de dano escalar e o material empregado

nas aplicacdes numéricas trata-se de um geomaterial, cujas constantes sdo dadas no artigo.

Partindo da Equagdo 5.23 relacionada a modelos associados (G = H) e assumindo o critério de
propagagio da Equagdo 5.28, as expressdes das quantidades dH /d F e dH /d ¢, considerando

as varidveis £ e ¢ independentes, sdo calculadas como:
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o __2£ __ L JH_ 9k (5.30)
o0F 2/F-F |FE| ~d¢ 99 '

E L OF
o ZITIE e .
87" oR E_F 9E E ¢ 30
a9 |E| |E| d¢ |E]
ou de forma simplificada, escreve-se:
Fortt
: e .
=5 57— & (5.32)
FOW']_:—f'ﬁ'f

evidenciando que | F| = Fy quando H = 0. Substituindo as expressdes das quantidades d F /d £
edF/d ¢ definidas na Equagao 5.21, obtém-se a seguinte expressdo particular para a taxa de

evolu¢do do dano:

(5.33)

18'82_((:'8 . 18'a£'8
2:. 2.: 2:.a9.:

sendo a derivada da funcao Fy (9 ) em relagdo a ¢ definida, simplesmente, por dFy/d ¢ =n.

Alternativamente, partindo da Equacao 5.24 escreve-se a lei constitutiva em taxa relacionada a

expressdo de ¢ da Equagdo 5.32:

dC JdF
) <_a¢ .g) ~ <£®£~—a§>
6=C:&+ — ——: ¢ (5.34)
Rogg E-E 5, T

a qual pode ser escrita na forma reduzida da Equacdo 5.26, com o tensor constitutivo tangente de

dano C; dado por:
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C se H<Oou H=0e H<O
0C 0oF
C = (@ g)(f@z a_§> | (535)
C+ F@,;_;@_ﬁ; se H=0e H=0

5.2.2  Segundo caso particular: critério desacoplado

A segunda forma particular escolhida para o critério de propaga¢ao da Equacao 5.10 trata-se de
uma extensao imediata da metodologia apresentada no Capitulo 4, na qual se considerava um
unico parametro de dano ¢. Tal formulagado € proposta em Dormieux e Kondo (2016) postulando
o seguinte critério de propagacao:

.

H =F—-F!<0

Hy=F,—F2<0
H(F,9)<0 & (5.36)

| Ho=Fu—FI <0
ou, equivalentemente:

H(F,¢) =maxH; <0 com H; = F;— F.(¢) (5.37)

onde F; e F/ sdo definidos, respectivamente, por:

Qv

C : 2w (N
eigg e fé(gb,-):?ﬂ]-"} (%/) (5.38)

Fi=—

| =

sendo N; o nimero de fraturas por unidade de volume que é tomado como constante neste

trabalho e F } a energia critica da fratura.

A condic¢ado de propagacdo expressa nas Equagdes 5.36 e 5.37 implica que:

H<0 = ¢=0 Vi Hi<0 = ¢=0

H=0 = possivelp£0 T 3 H;=0 = possivelp£0 O

Dessa forma, a taxa de evolucdo de dano devera ser calculada individualmente para todo valor

de i que levar a condi¢do H; = 0. Nestas circunstincias, segundo o raciocinio desenvolvido por
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Pavan et al. (2009) a evolucdo de ¢; é descrita por meio de um potencial de dano G; (F;, ¢;) que

controla a direc@o da sua evolugdo:

. 5 dG;
= Aj—— 5.40
onde o multiplicador de dano Ai deve cumprir as condi¢des de Kuhn-Tucker:
Ai>0 3 Hi<0 ; ALH =0 (5.41)

Como a taxa de evolucao de dano serd calculada para cada valor de i, a obtencao da expressao
de ¢; descreve uma extensdo imediata do raciocinio desenvolvido na secio 4.2, na qual se
considerava um unico pardmetro de dano. Diante disso, assumindo a condicio que G; = H; para

cada i, escreve-se:

6= — : (5.42)

com

oFi  2m NP
=% ff_w - (5.43)

A lei constitutiva em taxa relacionada a expressao particular da Equacao 5.42, fica dada por:

(50°¢)° (G ¢
:Cg_ (pi = a‘Pl = &

J
1,0 0t
257092 =" 99,

(5.44)

a qual pode ser escrita na forma reduzida da Equacdo 5.26, com o tensor constitutivo tangente de

dano C; definido como:

C se Vi H; <0 ou H,-:()eHi<O
(552> (5 2)
G = C— 99 — 99 /. se Ji Hi=0e H =0 (5.45)
1, 9°C T
2:8¢12: 8(])1
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5.2.3 Procedimento numérico incremental

Com base nas expressoes particulares de 9 = ¢;, dadas pelas Equacdes 5.33 e 5.42, é possivel
obter uma funcdo que avalia a evolug¢do do pardmetro de dano ao longo do tempo. Dado
que as componentes do tensor d C /d ¢ resultam em polindmios de graus elevados, torna-se
complexo obter a evolugdo do dano de forma analitica via integracdo. Em virtude disso, a
evolugdo do pardmetro de dano ¢ (1) induzida pelo carregamento macroscopico serd determinada
numericamente de forma incremental. Partindo de ¢ (t = 0) = 90, o valor da k-ésima intera¢ao
Qk =¢ (t = tk) ¢ avaliado a partir de Qk_l =¢ (t = tk_l) e de uma das Equacoes de 9 (5.33 ou
5.42):

o =" T +oar (5.46)

A precisdo do processo incremental estd diretamente correlacionada a discretizag@o temporal, ou
seja, At (tk =1y At) e ao esquema empregado para avaliagao de Q . Nesta andlise, adota-se
um esquema explicito para avaliar Q , isto é, Q = Qk_l. A Figura 5.1 exibe um fluxograma do
procedimento numérico incremental adotado nas aplicagdes subsequentes, valido para qualquer

expressao particular para o critério de propagacao de dano.

Calcular as expressoes Dados de entrada

2 i O,Al,t,&‘t,(c .
3&78_Ce%OU8]:C ¢ f:()l.
dg’9¢*  d¢  I¢i (x,m) ou (N, F¥)

A 4

=0 =0 6= Cim D

A 4

T = _%gk . g% (Q") . g"‘ Atualizar passo| . Nio kst
Fo— 1ot r=r

ok =¢*! o k=k+1

>

Calcular Qkil dado
por 5.33 ou 5.42

\ 4

P =0 14"

Figura 5.1 — Fluxograma do procedimento numérico incremental
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5.3 APLICACOES NUMERICAS

A presente subsecdo visa empregar as expressoes particulares do modelo de dano das Equagdes
5.42 e 5.33 para avaliar a evolu¢ao do dano e estudar o efeito da propagacdo sobre o tensor de
tensdes em materiais eldsticos fraturados submetidos a carregamentos macroscopicos especificos.
As propriedades adotadas para a matriz sdo k* = 24,42 GPae u® = 13,27 GPa e referem-se ao
modulo elastico instantdneo do concreto relatado em Le (2008). Quanto as fraturas assume-se,
por simplicidade, que todas as familias possuem propriedades idénticas k!, = 42,22 GPa/m e
ki = 16,89 GPa/m. O niimero de fraturas por unidade de volume é tomado como constante e
dado por NV; = 1 na andlise subsequente, exceto se explicitado o contrario. Para a energia critica
da fratura adota-se o valor F J’f = 40J/m2, condizente com ensaios elasticos realizados sobre
corpos de prova padronizados de concreto (ver Bazant e Pfeiffer (1987)). As constantes do
material que constituem a fungdo Fj relativa ao primeiro caso particular, sdo definidas como
K=9x10"*J/m’ e N ="nie comn; = 130J/m? e referem-se a propriedades caracteristicas de
geomateriais, dadas em Pensee e Kondo (2003). Como ja mencionado, a evolu¢do do dano sera
determinada numericamente de forma incremental, segundo o procedimento da Figura 5.1, para

os dois critérios de propagacdo de dano estabelecidos.

5.3.1 Material com duas familias de microfraturas sob carregamento em

deformagdao macroscopica

Considera-se inicialmente uma matriz s6lida homogénea com duas familias de microfraturas
perpendiculares cuja orientacdo € definida por seus vetores normais n; € n,, como ilustra a
Figura 5.2. O comportamento homogeneizado do material € descrito pelas componentes ndao
nulas do tensor C@) = C(¢1,¢»), definidas na Equagio 3.20.

€3=n
1 gzg(t)ga@)ga

m
L

\_

Figura 5.2 — Deformag@o macroscopica aplicada a um material com duas
familias de fraturas

A\
e ——ea=mn

O carregamento macroscépico imposto trata-se de uma deformagio do tipo € = € (1) e, ® ¢, cuja
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orientacdo € definida no plano pelo vetor e, = cos ae; + sen 0es, 0 que leva a uma deformagao

matematicamente descrita por:
e=g(1)|cos’ ae; ®e; +cosaseno(e; ®ey +e3®e;) +sen ey ®g3] (5.47)

com a fun¢@o € (¢) definida para cada caso especifico. Conforme o carregamento imposto, o

tensor de tensdes desenvolvido no material apresenta a seguinte forma:
O = 011¢1 ® ey + 028 ¥e) + 033¢3 ¥ e3 + 0138 K ez (5.43)

cujas componentes sdo definidas por:

o11 = Cri1€11 +Ci133833 = Cri11 (91, 92) € (t) cos? ot + Cr133 (91, 92) € (¢) sen’ &
02 = Cn11€11 +C033833 = Can11 (91, $2) € (1) cos? ot + Caoz3 (91, ) € (¢) sen® &
(5.49)
033 = C3311€11 + 3333833 = C3311 (91, 92) € (1) cos? ot + C3333 (91, 92) € (¢) sen® &

013 = 2C1313813 = 2C1313 ((Pl, (Pz) £ (l‘) cosoasenox

Considerando a deformacdo macroscépica da Equacdo 5.47, define-se o vetor forca

termodinamica £ (Equacgdo 5.8) através de suas componentes como:

1 aC aC aC aC
Fl=—-¢€2 (1) [ I ost o 42 ( 133 1313) cos? arsen’ o + =333 gend a} (5.50)

2 0 20, 20 I
e
Jr = —%82 (1) {agg;l costor+2 (83;1233 + ag;jzw) cos” arsen” o + 853)3233 sen* a} (5.51)

sendo as componentes do tensor dC /d ¢ definidas no Apéndice A. Nesta subse¢do sdo
desenvolvidos exemplos numéricos para ilustrar a evolucdo do dano, considerando os casos
particulares propostos nas subsecdes 5.2.1 e 5.2.2. Na andlise subsequente aplica-se uma
deformacdo constante e uma deformacio crescente na forma da Equacdo 5.47, assumindo

diferentes inclinagdes (@ = 0°, @ = 30° e ov = 45°) para tais carregamentos.

5.3.1.1 Deformagao constante

Os primeiros exemplos numéricos consistem em aplicar uma deformacgdo constante ao corpo de
prova, escrita na forma da Equagdo 5.47, variando a inclinacdo & do carregamento. A deformagao
€ () imposta ao material em todos os casos particulares desta subsecdo ¢é ilustrada pela Figura 5.3,

com & = 0,1%o:
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Figura 5.3 — Deformacao constante imposta ao corpo de prova

sendo 7y um tempo inicial muito pequeno para que exista a equivaléncia ilustrada acima. Na
andlise subsequente sao desenvolvidos exemplos relativos as expressoes particulares propostas

para o critério de propagacao de dano.
* Primeiro caso particular: critério acoplado

Para iniciar o estudo sobre a evolugdo do dano ¢, considera-se o critério de propagacdo acoplado
da Equacdo 5.28. No primeiro exemplo admite-se um angulo o« = 0° para a expressdo da
Equacdo 5.47, considerando o carregamento ilustrado pela Figura 5.3. Tal inclinacdo leva a uma
deformacgdo normal a segunda familia de fraturas @, portanto, a tinica componente ndo nula do
tensor de deformacdes € €11. Aplicando o raciocinio numérico explicitado na Figura 5.1 sobre a

expressao de Q da Equag@o 5.33, determina-se a evolug¢@o do dano ¢, como ilustra a Figura 5.4.

1.0

oa=0° — ¢
—
0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1(s)

Figura 5.4 — Evolu¢do do parametro de dano (Componentes ¢ € ¢)

¢9=0,05 Ni=1; k=9x107*I/m? n;=130/m* o =0° Ar=1x10"%.
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Como j4 constatado nas aplicagdes do Capitulo 4 ao aplicar uma deformacgdo constante
percebe-se que a propagacdo de dano se dard integralmente no instante de aplicacdo do
carregamento, mantendo-se constante a partir de entdo. Analisando o grafico acima, percebe-se
que a componente ¢, do dano exibe um valor consideravelmente maior do que a componente ¢
ap0s a propagacdo. Tal comportamento decorre do angulo o adotado, levando a uma deformacao
aplicada perpendicularmente a segunda familia de fraturas. Embora a primeira familia esteja
paralela ao carregamento, por se tratar de um critério acoplado, também houve uma pequena

evolucdo do dano nesta direcao.

O tensor de tensdes expresso através das suas componentes definidas pela Equagdo 5.49 é
atualizado conforme os valores de ¢; e ¢». Nesta perspectiva, a Figura 5.5 ilustra as tensoes
desenvolvidas no material, evidenciando que a componente o3 €é nula devido a inclinacdo

adotada para o carregamento.

3.0
o =0° — ou
— O
2.54
— 033
2.0+
<
[a W)
2151
S
SN—
e}
1.0 1
0.5 4
0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)
Figura 5.5 — Tensdes desenvolvidas no material

¢ =005 N;=1; a=0° Ar=1x10"".

O segundo exemplo consiste em adotar uma inclina¢do o = 30° para a expressao da Equacdo 5.47,
considerando o carregamento ilustrado pela Figura 5.3. Empregando o raciocinio numérico da
Figura 5.1 sobre a expressao de 9 da Equacgdo 5.33, determina-se a evolucdo do pardmetro
de dano ¢ conforme ilustra a Figura 5.6. Analisando o grafico abaixo, nota-se que o valor
da componente ¢, do dano € aproximadamente duas vezes maior do que ¢;. Tal resultado é
encontrado pois a inclinacdo & condiciona uma maior influéncia do carregamento imposto sobre
a segunda familia de fraturas, caso fosse considerado um angulo o = 60°, o resultado obtido

seria o oposto.
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1.0

o =30° — 0
— ¢

0.8 1

0.2 1

O-O T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 5.6 — Evolucao do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

¢?=0,05 Ni=1; k=9x10"*/m? n;=1301/m? o =230 Ar=1x10"%s.

O tensor de tensdes definido pelas componentes da Equacao 5.49 € atualizado conforme os

valores de ¢; e ¢,. Diante disso, a Figura 5.7 ilustra as tensdes desenvolvidas no material.

3.0
o = 30° o1
— O
2.54
— 033
— 013
2.04
=
[a W)
21
—
A )
SN—
e}
1.0
0.5 1
0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1(s)
Figura 5.7 — Tensdes desenvolvidas no material

¢? =005 Ni=1; a=30° Ar=1x10""s.

No terceiro exemplo considera-se uma deformacao constante ilustrada pela Figura 5.3 e definida
pela Equacdo 5.47, admitindo um angulo o = 45° para tal carregamento. Mais uma vez, a

evolucdo do dano € obtida empregando o procedimento numérico da Figura 5.1 sobre a
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Equacio 5.33 e os resultados sdo ilustrados pela Figura 5.8. Verifica-se que os valores de ¢; e ¢,

estdo sobrepostos, tal comportamento decorre do dngulo o adotado e das propriedades idénticas

assumidas para ambas as familias de fraturas, caso contrario, este resultado nao seria encontrado.

1.0

0.8 1

— o
- b

o = 45°

0.2 1

0.0
0.0

0.5

1.0 1.5 2.0 2.5

t(s)

Figura 5.8 — Evolu¢do do parametro de dano (Componentes @; € ¢»)

3.0

¢?=0,05 Ni=1; k=9x10"4/m? n;=1301/m?; o =45 Ar=1x10"%.

O tensor de tensdes expresso através das suas componentes dadas na Equacdo 5.49 € atualizado

conforme os valores de @; e ¢,. A Figura 5.9 ilustra as tensoes desenvolvidas no material.

3.0

2.5 1

2.0 1

o = 45° —— O11 =033

— O
--- 013

o (t)[MPa]

1.0 1

0.5 1

0.0

0.0

0.5

1.0 1.5 2.0 2.5

1(s)

Figura 5.9 — Tensdes desenvolvidas no material

90 =005 Ni=1: a=45 Ar=1x10"%.

3.0
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* Segundo caso particular: critério desacoplado

Nesta etapa apresentam-se exemplos numéricos para avaliar a evolu¢ao do dano considerando
o critério de propagacdo desacoplado da Equacao 5.36. Na primeira aplicacdo assume-se um
angulo o = 0° para a expressdo da Equagdo 5.47, considerando o carregamento ilustrado pela
Figura 5.3. Como ja mencionado essa inclina¢ao condiciona uma deformag¢do normal a segunda
familia de fraturas @, portanto, a inica componente ndo nula do tensor de deformacdes € €11. Tal
como nos exemplos anteriores, a evolu¢do do dano € obtida aplicando o procedimento numérico

da Figura 5.1 sobre a expressio de ¢; da Equacdo 5.42, como ilustra a Figura 5.10.

1.0

o=0° —
— ®
0.8

0.2 1

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 5.10 — Evolucao do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢»)

¢ =0,05; N;=1; }:40J/m2; a=0° Ar=1x10"%.

Por se tratar de um critério desacoplado, tal carregamento (normal a segunda familia) s6 induz
propagacdo de dano a componente ¢, enquanto ¢; nio evolui no tempo, mantendo-se com o
valor de dano inicial. Essa € a principal diferenca quando comparado ao critério de propagacao
acoplado, no qual para as mesmas circunstancias havia uma pequena evolugdo para a componente

01, relativa a familia @; paralela ao carregamento imposto.

Conforme os valores obtidos para ¢; € ¢, o tensor de tensdes € atualizado através das suas
componentes definidas na Equagao 5.49. Nesta perspectiva, o grafico da Figura 5.11 ilustra as
tensdes desenvolvidas no material, para este caso especifico, evidenciando que a componente

013 € nula devido ao angulo o adotado.
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Figura 5.11 — Tensoes desenvolvidas no material

¢i020705; Ni=1; =0 Ar=1x10"%.
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No segundo exemplo adota-se uma deformacgao constante ilustrada pela Figura 5.3 e considera-se

uma inclinacdo a = 30° para a Equacdo 5.47. A evolucdo do dano ilustrada pela Figura 5.12

€ obtida empregando o raciocinio numérico da Figura 5.1 sobre a Equacdo 5.42. O critério

desacoplado evidencia que para esta deformagao nao hé evolu¢dao da componente ¢y, explicitando

uma maior dificuldade com relacdo a propagacao da familia @;. A abordagem relativa ao critério

acoplado mostra que nas mesmas condi¢des ambas as componentes exibiram evolugao.

o = 30°
1.0

0.8 1

— ¢
— $

0.2 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t(s)

2.5

Figura 5.12 — Evolug@o do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

P =005 Ni=1; F;=400/m* o=30° Ar=1x10"".
P =005 N;j=1; Fj=40)/m’ 30° Ar=1x10"*4

3.0
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Convém ressaltar que para deformacgdes &) maiores verifica-se a propagacao de ¢, contudo, essa
discussdo serd desenvolvida em um tdpico especifico que visa avaliar os efeitos da deformacado
aplicada. As componentes do tensor de tensdes da Equacgdo 5.49 sdo atualizadas conforme os

valores de ¢; e ¢, previamente calculados e podem ser visualizadas através da Figura 5.13.

3.5
o =30° o
3.0 1 — O
— 033
2.5 o13
<
E 2.0 1
—
1.5
e}
1.0 1
0.5
0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 5.13 — Tensoes desenvolvidas no material

¢ =005 N;=1; a=30° Ar=1x10"%.

O 1ltimo exemplo considera uma deformacao constante admitindo um angulo o = 45° para a

Equacido 5.47. Aplicando o processo da Figura 5.1, obtém-se a evolucdo do dano (Figura 5.14).

o =45° — ¢
1.0 1 _——— (Ib

0.8 1

0.2

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1(s)

Figura 5.14 — Evolucao do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

¢ =0,05; N;=1; f}:401/m2; o =45 Ar=1x10"%s.
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Verifica-se que para estas condicdes de carregamento houve uma pequena propagacdo das
componentes de dano, mantendo-se ligeiramente acima do valor de dano inicial. Tal fato evidencia
uma dificuldade com relacdo a propagacao de ambas as familias de fraturas considerando um
critério desacoplado. Em um tépico a frente serd apresentada uma andlise aplicando valores
maiores de deformacgdo & ao material, visando evidenciar o fendmeno de propagacdo. As
componentes do tensor de tensdes da Equacao 5.49 sao atualizadas conforme os valores de ¢; e

¢ previamente calculados e podem ser visualizadas através da Figura 5.15.

35

o = 45° — 011 =033
3.0 1 — 022
— O3

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1(s)
Figura 5.15 — Tensodes desenvolvidas no material

¢) =005 N;=1; a=45° Ar=1x10"".

5.3.1.2 Analise dos efeitos da deformacao &

Com o intuito de ilustrar alguns comportamentos omitidos nas aplicagdes precedentes, relativas
ao critério desacoplado, nesta subsecdo € proposta uma breve andlise dos efeitos da deformacao,
visando aplicar maiores valores de €. Como visto anteriormente na situacdo em que o = 30°,
a formulacao desacoplada ndo exibiu propagacdo da componente @¢; do dano para o valor de
deformagio aplicado (g = 0,1%o), diferentemente do que ocorreu ao utilizar o critério acoplado.
Além disso, para uma inclinacdo de o0 = 45° o carregamento imposto causou apenas uma pequena
propagacdo das componentes do dano, que mantiveram-se ligeiramente acima do seu valor inicial.
Estes aspectos evidenciam uma maior dificuldade com relag@o a propagacao ao utilizar uma

formulacao desacoplada se comparado aos resultados obtidos pelo critério acoplado.

A primeira abordagem proposta refere-se a um carregamento com inclinagcdo o = 30°, na qual
aplica-se uma deformacdo constante de & = 0,25%0. Um carregamento desta magnitude permite

verificar que o critério desacoplado também leva a propagacao da familia w;, como ilustra a

Marcos Bressan Guimaraes (bressan.marcos @hotmail.com) Dissertacao de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



127

Figura 5.16. Em contrapartida, para deformacdes maiores percebe-se que a componente ¢, do

dano atinge um valor consideravelmente alto, se aproximando de 1,00 que € uma situacdo em

que o material ja esta totalmente fraturado.
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o = 30°

— ¢
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Figura 5.16 — Evolucdo do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

0 =005 Ni=1; Fr=40/m* a=30° Ar=1x10"".

3.0

Na segunda abordagem pretende-se evidenciar a propagacdo de ambas as familias para uma

situacdo em que a deformacio estd inclinada a um angulo @ = 45°. Desta forma, verifica-se que

uma deformacdo de & = 0,15%o possibilita visualizar melhor tal fendmeno (Figura 5.17).
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Figura 5.17 — Evolucdo do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

00 =005 N;=1;

= 400/m*; o =45% Ar=1x10"".

3.0
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5.3.1.3 Deformacao crescente

Nesta subsecdo desenvolvem-se exemplos numéricos a partir da aplicacdo de uma taxa de
deformacdo constante & ao material, levando a uma deformacao crescente matematicamente
descrita por € (t) = &¢. Assumindo uma taxa de € = 0,05%o para todas as aplica¢des subsequentes,

o carregamento imposto fica ilustrado pela Figura 5.18.

0.00 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t(s)

Figura 5.18 — Taxa de deformagdo constante imposta sobre o material

A andlise subsequente consiste em variar a inclinagdo  para definir a deformac¢do macroscépica
descrita pela Equag@o 5.47, com o £(¢) ilustrado pela Figura 5.18. Nesta perspectiva sdo
desenvolvidos exemplos relativos as expressdes particulares propostas para o critério de

propagacdo de dano.
* Primeiro caso particular: critério acoplado

O objetivo desta etapa € empregar o critério acoplado da Equagao 5.28 para obter a evolucdo do
pardmetro de dano ¢. No primeiro exemplo admite-se um &ngulo o¢ = 0° para a expressdo da
Equacio 5.47, considerando o carregamento ilustrado pela Figura 5.18. Tal inclinacdo leva a uma
deformagdo normal a segunda familia de fraturas @, portanto, a tinica componente ndo nula do
tensor de deformagdes trata-se de €11. Aplicando o raciocinio numérico explicitado na Figura 5.1
sobre a expressao de 9 da Equacdo 5.33, determina-se a evoluc¢ao do dano (Figura 5.19). O
grafico abaixo evidencia que o inicio da propagacdo ndo ocorre no instante da aplicacao do
carregamento ¢ = 0, mas sim quando a deformacdo atinge o seu valor critico, ativando o critério
de propagacdo (H = 0). Observa-se também que o dano esté fortemente relacionado a taxa de

deformacdo aplicada, dado que o seu aumento condiciona um inicio de propagagdo mais rapido.
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Figura 5.19 — Evolugdo do pardmetro de dano (Componentes ¢; € ¢)

¢9=0,05 Ni=1; k=9x10"*I/m? n;=130/m* o =0° Ar=1x10"%.
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A inclinacdo do carregamento (normal a familia @) justifica a evolug@o consideravelmente maior

da componente ¢ do dano em relacio a ¢;. Embora a deformacao seja aplicada paralelamente

a familia w;, por se tratar de uma formulacdo acoplada nota-se uma pequena evolucdo da

componente @;. As componentes das tensoes descritas pela Equagdo 5.49 sdo atualizadas com os

valores de ¢; e ¢, em cada instante de tempo e ilustradas pela Figura 5.20.
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Figura 5.20 — Relacdo Tensao x Deformacgao

90 =005 Ni=1: a=0% Ar=1x10"%.
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No segundo exemplo adota-se uma inclinagdo a = 30° para o carregamento macroscépico da
Equacio 5.47, considerando a deformacao ilustrada pela Figura 5.18. Empregando o raciocinio
numérico da Figura 5.1 sobre a expressao de Q da Equacgdo 5.33, determina-se a evolugao do
parametro de dano (Figura 5.21). Nesta configuracio, a deformagdo condiciona uma maior
influéncia sobre a familia @,, causando uma evolucdo mais rdpida para a componente ¢,. Caso
fosse admitido um angulo a = 60° o resultado obtido seria o oposto. Quanto as componentes da

tensdo (5.49), estas sdo atualizadas conforme os valores do dano em cada instante (Figura 5.22).
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Figura 5.21 — Evolugdo do pardmetro de dano (Componentes ¢; € ¢)

¢?=0,05 Ni=1; k=9x10"*/m? n;=130I/m?; o =230 Ar=1x10"%s.
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Figura 5.22 — Relacdo Tensdo x Deformacgado

¢?=0,05 N;=1; a=30° Ar=1x10"%.
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No terceiro exemplo assume-se um angulo @ = 45° para a deformacao (5.47) e a evolugdo do

dano € obtida aplicando o processo numérico da Figura 5.1 sobre a Equagdo 5.33 (Figura 5.23).

1.0

o = 45° — o
-~ b

0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.23 — Evolugdo do parametro de dano (Componentes ¢ € @)

¢0 =005, Ni=1; k=9x10"4/m? n;=1300/m?; o =45 Ar=1x10"4s.

Verifica-se que os valores de @ e ¢, estdo sobrepostos, tal comportamento decorre do angulo
o adotado e das propriedades idénticas assumidas para ambas as familias de fraturas, caso
contrario, este resultado ndo seria encontrado. Quanto as componentes da tensao (5.49), estas

sdo atualizadas conforme os valores de ¢; e ¢, em cada instante (Figura 5.24).

3.0

o = 45° — 011 =033
— O

2.5 1

--- 013

2.0 1

o (t)[MPa]

1.0 1

0.5 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.24 — Relacdo Tensdo x Deformacao

¢ =005 N;=1; a=45° Ar=1x10"%.
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Nos exemplos relativos ao critério acoplado nota-se que apds a propagacdo as tensdes continuam
aumentando, embora sua taxa de variagdo diminua aos poucos. Tal comportamento também foi
constatado para taxas de deformac¢do maiores e provavelmente decorre das propriedades adotadas

para as fraturas que sdo meramente ilustrativas.
* Segundo caso particular: critério desacoplado

A presente etapa visa desenvolver exemplos numéricos para avaliar a evolu¢do do dano
considerando o critério de propagacao desacoplado da Equagdo 5.36. Na primeira aplicacdo
assume um angulo o = 0° para a expressdao da Equagdo 5.47, considerando o carregamento
ilustrado pela Figura 5.18. Tal inclina¢do condiciona uma deformagdo normal a segunda familia
de fraturas @», portanto, a unica componente nao nula do tensor de deformacgdes € €.
Aplicando o raciocinio numérico explicitado na Figura 5.1 sobre a expressdo de ¢; da
Equacio 5.42, obtém-se a evolucdo do dano (Figura 5.25).

a=0° — ¢

0.8 1
~ 0.6 1
0.4 1

0.2 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.25 — Evoluc¢do do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

0 = 0,05 Ni=1; Fp=40/m* o =0 Ar=1x10"".

Por se tratar de um critério desacoplado a deformacao (normal a segunda familia) s6 induz
propagacdo a componente ¢, do dano , enquanto ¢; nio evolui, mantendo-se com o valor
de dano inicial. Diante disso, evidencia-se a principal diferenca deste caso particular quando
comparado ao critério de propagacdo acoplado, no qual para as mesmas circunstancias havia
uma pequena evolucdo para a componente @, relativa a familia @; paralela ao carregamento
imposto. Conforme os valores obtidos para @¢; € ¢ em cada instante, o tensor de tensoes €
atualizado através das suas componentes definidas na Equacao 5.49. Nesta perspectiva, o grafico
da Figura 5.26 ilustra as tensdes desenvolvidas no material para este caso especifico, evidenciando

que a componente 013 do tensor de tensdes € nula devido ao dngulo o adotado.
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o =0° — ou
3.0 1 — On
— 033

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.26 — Relacdo Tensdo x Deformacgao

90 =005 Ni=1: a=0% Ar=1x10"%.

No segundo exemplo admite-se uma deformacdo constante ilustrada pela Figura 5.18
considerando uma inclinagdo or = 30° para a Equacao 5.47. A evolucao do dano ilustrada pela
Figura 5.27 € obtida aplicando o procedimento da Figura 5.1 sobre a Equacgdo 5.42. O critério
desacoplado evidencia que para esta taxa de deformacdo ndo hé evolu¢do da componente ¢; do
dano, explicitando uma maior dificuldade com relagcdo a propagagdo da familia @;. Na mesma

situacdo descrita pelo critério acoplado ambas as componentes exibiram evolucao.

1.0

a = 30° — 0
—

0.8 1

0.2

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.27 — Evoluc¢do do pardmetro de dano (Componentes ¢; € ¢»)

00 =005, N;=1; Fir=40J/m* o =30 Ar=1x10"%.
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Para taxas de deformacdo € maiores verifica-se a propagacdo de @;, contudo essa discussao serd
desenvolvida em um tépico especifico que visa avaliar os efeitos da taxa de deformacao aplicada.
As componentes do tensor de tensdes da Equacado 5.49 sdo atualizadas conforme os valores de

01 e ¢, previamente calculados e podem ser visualizadas através da Figura 5.28.

3.5
a=30° — ou
3.0 1 — O
— 033
2.5 013
<
E 2.0 1
—
= 1.5
e}
1.0 4
0.5 1
0.0 T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
g(t) x 1073

Figura 5.28 — Relacdo Tensdo x Deformacao

¢?=0,05 N;=1; a=30° Ar=1x10"%s.

O ultimo exemplo considera uma deformagao constante admitindo um angulo @ = 45° para a

Equacgdo 5.47. Aplicando o processo da Figura 5.1, obtém-se a evolucao do dano (Figura 5.29).

1.0

o = 45° — H
- 6

0.8 1

0.2

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.29 — Evolucdo do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

¢ =0,05; N;=1; f}:401/m2; o =45 Ar=1x10"%s.
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Como pode-se observar no grafico acima, os valores de ¢; e ¢, estdo sobrepostos, tal
comportamento decorre do angulo & adotado e das propriedades idénticas assumidas para ambas
as familias de fraturas, caso contrario, este resultado ndo seria encontrado. Além disso,
evidencia-se uma maior dificuldade com relagdo a propagacdao de ambas as familias quando
comparado aos resultados obtidos pelo critério acoplado, no qual o inicio da evolucao ocorre ja
nos instantes iniciais. As componentes do tensor de tensdes da Equacdo 5.49 ilustradas

Figura 5.30 pela sdo atualizadas conforme os valores de ¢; e ¢, previamente calculados.

3.5
o = 45° — 011 =033
3.0 1 — O
— 013

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

g(t) x 1073

Figura 5.30 — Relacdo Tensdo x Deformacao

¢ =005 N;=1; a=45° Ar=1x10"%.

Nos exemplos desenvolvidos utilizando uma formulacdo desacoplada percebe-se que apds o inicio
da propagacao as tensdes tendem a diminuir, o que corresponde a um fendmeno de amolecimento
do material. Tal comportamento j4 havia sido evidenciado nas aplica¢des referentes a uma tnica

familia e ao caso de uma distribuicdo isétropa de fraturas.

5.3.1.4 Solicitagdo definida por uma taxa de deformacao constante €

Com o objetivo de ilustrar um comportamento omitido nas aplicagcdes precedentes, relativo ao
critério desacoplado, propde-se uma breve andlise acerca dos efeitos da taxa de deformacao
¢ aplicada. Como visto anteriormente, na configuragdo descrita pelo angulo de @ = 30°, a
formulacao desacoplada nio exibiu a propagacdo da componente ¢; do dano para a taxa de
deformacdo aplicada, diferentemente do que ocorreu ao utilizar o critério acoplado. Em virtude
de evidenciar que a formulagdo desacoplada também leva a propagacdo da primeira familia a
depender da magnitude do carregamento imposto, adota-se uma taxa de deformagdo constante

de € = 0,1%0 para obter a evolu¢do do dano conforme ilustra a Figura 5.31. Contudo, ao
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analisar o grafico percebe-se que a situagdo ilustrada ndo condiz com a realidade, uma vez que a
componente ¢, do dano iria atingir valores superiores a 1,00, que retrata um estado no qual o
material ja estd totalmente fraturado. Portanto, o ideal € finalizar a simulacdo numérica antes de

ocorrer a propagacdo da componente @, especificamente na linha tracejada do gréfico.

1.0

— ¢

0.8 1

0.21

0.0 T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

g(t) x 1073

Figura 5.31 — Evolucéo do parametro de dano (Componentes ¢; € ¢;)

0 =005 Ni=1; Fp=40/m* a=30° Ar=1x10"".

5.3.1.5 Principais conclusdes das aplicagdes numéricas

Nesta subsecdo ¢ dada maior €nfase as particularidades das duas formulacdes propostas para o
critério de propagacdo. No decorrer dos exemplos numéricos € demonstrado que para um critério
acoplado o inicio da propagacdo ocorrerd no mesmo instante para todas as familias, enquanto no
critério desacoplado a evoluc¢ao do dano € calculada de forma independente para cada familia,
condicionando instantes distintos para o inicio da propagacdo. As aplicagdes também permitem
visualizar que a inclinagdo do carregamento influencia fortemente os resultados, independente da
forma adotada para o critério. Por exemplo, na formulacao acoplada um carregamento aplicado
paralelamente a uma familia de fraturas também causa evolu¢do da componente de dano associada
a esta familia, embora seja uma evolucao relativamente pequena. Em contrapartida, o critério
desacoplado evidencia que um carregamento paralelo a uma das familias nao induz o dano a
componente associada a esta, além de que se constata uma dificuldade com relacdo a propagagao
de dano a depender da inclinagcdo adotada para o carregamento. Por fim, destaca-se que neste
trabalho s@o apenas propostas duas formas distintas para o critério de propagagdo H (]_-" N ) <0,
entretanto, evidencia-se que a escolha do critério e do potencial de dano G(£ N ) deve ser feita

de forma que o modelo se ajuste adequadamente aos dados experimentais disponiveis.
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5.3.2 Configuracdes aproximadas para o problema de uma distribuicao isétropa

de fraturas sob carregamento uniaxial

A presente subsecao consiste em abordar a situacdo em que uma deformac¢do macroscéopica
uniaxial € aplicada sobre um material com uma distribui¢do isétropa de microfraturas. Embora
este problema tenha sido resolvido no final do Capitulo 4 é conveniente enfatizar que aquela
abordagem ndo € a ideal para representar fisicamente o problema, uma vez que considera o dano
igual em todas as dire¢cdes. Em outras palavras, mesmo que inicialmente as fraturas estejam
aleatoriamente distribuidas na matriz, a aplicacdo de um carregamento macroscopico em uma
direcdo especifica ird induzir o dano anisotrépico ao material em algum momento. Diante
disso, o objetivo principal desta subsec@o € propor formas aproximadas que sejam fisicamente

representativas para resolver tal problematica.

Como j4 visto na subsec¢do 3.3.3 € possivel aproximar o comportamento homogeneizado de um
material com uma distribuicdo isétropa de fraturas simplesmente aumentando o nimero de
familias distribuidas na matriz sélida. Partindo dos resultados prévios da etapa de
homogeneizacdo, a aproximacdo proposta para avaliar a evolu¢do do dano € ilustrada pelo

esquema da Figura 5.32.

[
[l

Configuracgao inicial Configuragao aproximada

Figura 5.32 — Esquema do modelo aproximado

O esquema ilustra que o problema real definido pela aplicacdo de uma deformacao uniaxial a
um material com uma distribui¢do isétropa de fraturas (configuragao inicial) serd aproximado
por um material com n familias de fraturas nas mesmas condicdes de carregamento. A anélise

subsequente é desenvolvida considerando que o parametro de dano inicial ¢y e o nimero de
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fraturas por unidade volumétrica N\ referentes a distribui¢do isétropa tratam-se da soma destas

n n

quantidades na configuragdo aproximada: o = ¥ ¢; e N'= Y N;. As aproximagdes propostas
i=1 i=1

tratam-se de considerar uma matriz s6lida homogénea com trés familias e nove familias de

microfraturas para avaliar a evolucdo do dano. Referindo-se a uma base ortonormal cartesiana
fixa (e, e,,e3), a orientacdo de cada familia € prescrita por duas coordenadas esféricas angulares

6 €[0,7] e ¢ € [0,27], segundo o vetor:
n; = sen 0 cos @e; + sen O sen Pe, + cos Oey (5.52)

O carregamento macroscopico € definido, para todas as aplicacdes subsequentes, por uma

deformacdo uniaxial matematicamente descrita por:
e=¢g(t)es®ey (5.53)

com € (t) dado em cada caso especifico. Diante da deformac@o imposta, o tensor de tensdes

desenvolvido nos materiais apresenta a seguinte forma descrita pela Equacao 5.54.

o1 = Cr133833 = Ci133(9) € (1)

O =011¢;®e; +0ne, Ve, +033e3®e3 com {02 = Cn33e33 = Cons3(9)e(r)  (5.54)

033 = C3333833 = C3333(9) € (1)

Andlogo aos exemplos numéricos precedentes assumem-se duas formas distintas para € (),
definidas por uma deformacao constante e por uma deformacao crescente. Para avaliar a evolugao
do pardmetro de dano ¢ nestes casos particulares emprega-se o critério de propagagdo acoplado
da Equacdo 5.28. Na parte final desta subse¢do sdo ilustradas comparagdes entre as aproximagoes

sugeridas ao longo do trabalho para o problema de uma distribuicdo isétropa de fraturas.

5.3.2.1 Configuragdo descrita por trés familias de microfraturas

A presente situacdo consiste em considerar uma matriz s6lida com trés familias de microfraturas
perpendiculares entre si, cuja orientagdo € definida pelo vetor normal n; da Equagdo 5.52 com as

coordenadas esféricas angulares indicadas na Equagao 5.55.

Familia w; : (6,9) =(0°,0°) = n;=e¢;3
Familia @, : (6,¢9) = (90°,0°) = n,=¢, (5.55)

Familia s : (6,9) = (90°,90°) = n3;=e,
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Para iniciar o estudo da propagacgdo de dano aplica-se uma deformacao macroscdpica constante

ao material, escrita na forma da Equacdo 5.53, e ilustrada pela Figura 5.33, com & = 0,10%o:

0.14 0.141
0.12 0.121
:vlw 0.10 ‘T 0.10
=) S i
— 0.08 T 008t fi
X — X :
= 0.061 = 0.061 1
@ w i
0.041 0.041[ !
1
0.02 0.024 1
1
0.00 0.00—4—— I N R —
000 025 050 075 1.00 125 1.50 175 2.00 00000025 050 075 1.00 125 150 175 2.00

1(s) 1(s)

Figura 5.33 — Deformacdo constante imposta ao corpo de prova

sendo 7y um tempo inicial muito pequeno para que exista a equivaléncia ilustrada acima.
Baseando-se no critério de propagacgdo acoplado e resolvendo a Equacdo 5.33 numericamente de
forma incremental, conforme o procedimento da Figura 5.1, obtém-se a evolu¢ao do parametro
de dano ilustrada pela Figura 5.34. Considerando que as familias de fraturas w; e w3 estdo
inclinadas a 8 = 90° destaca-se que a deformacio € aplicada paralelamente a estas familias. Por
essa razdo a evoluciao das componentes ¢, e ¢3 sdo iguais e relativamente pequenas quando

comparadas a componente @ que estd relacionada a familia normal ao carregamento imposto.

1.0

0.8 — ¢

0.2 1

0.0 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

(s)

Figura 5.34 — Evoluc¢do do parametro de dano (Componentes @1, @2, @3 )

¢9=0,01; Ni=1; k=9x10"*I/m?; n;=130I/m%* Ar=1x10"%s.

Partindo dos valores previamente calculados para o parametro ¢ atualiza-se o tensor de tensdes

o através das suas componentes descritas pela Equagdo 5.54, conforme ilustra a Figura 5.35.
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3.0
— 011 =022

— 033
2.54

2.0

o ()[MPa]

1.0 1

0.5

0.0 T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

1(s)
Figura 5.35 — Tensoes desenvolvidas no material

¢? =0,01; N;j=1; Ar=1x10"%.

Na segunda parte desta subse¢do apresentam-se exemplos numéricos que consistem em aplicar

uma deformacéo crescente ao material, ilustrada pela Figura 5.36, com & = 0,05%eo.

0.10

0.08 1

0.02 1

0.00 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

t(s)

Figura 5.36 — Deformacgdo imposta ao corpo de prova

Considerando o critério de propagacao acoplado e aplicando o raciocinio numérico incremental

da Figura 5.1 sobre a Equacdo 5.33 calcula-se a evolu¢ao do parametro de dano, como ilustra a

Figura 5.37.
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1.0
— ¢
il )
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0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.37 — Evolucdo do parametro de dano (Componentes @1, ¢>, @3 )

¢°=0,01; Ni=1; k=9x10"*I/m? n;=130J/m%* Ar=1x10"%.

De forma similar ao exemplo precedente, percebe-se que as componentes ¢, e ¢3 do dano
relativas as familias paralelas a deformag¢ao imposta exibiram uma pequena evolug¢do quando
comparadas a componente @; relacionada a familia normal ao carregamento. As componentes
do tensor de tensodes escritas na forma da Equacdo 5.54 sdo atualizadas conforme os valores das

componentes do pardmetro ¢ previamente calculadas (Figura 5.38).

3.0
— 011 =02
— 033

2.5

2.0 1

o (t)[MPa]

1.0 1

0.5 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.38 — Tensdes desenvolvidas no material

¢9=001; Ni=1; Ar=1x10"%.

Modelagem via Upscaling das Propriedades Elésticas Efetivas e da Propaga¢ao de Dano em Materiais Fraturados
vistos como Meios Homogeneizados Anistropos



142

5.3.2.2 Configuragdo descrita por nove familias de microfraturas

A ultima configuragdo do material é descrita por uma matriz sélida com nove familias de
microfraturas, cuja orientagdo € definida pelo vetor normal n; da Equacdo 5.52 com as

coordenadas esféricas angulares indicadas na Equacao 5.56.

Familia @, : (6,¢) = (0°,0°) = n;=e
Familia @, : (6,¢9) = (90°,0°) = n,=¢
Familia @3 : (6,9) = (90°,90°) = n3=e¢,
Familia ay : (6,9) = (90°,45°) = ny = (o2
Familia ws : (60,¢) = (45°,90°) = ns= @2\%3) (5.56)
Familia s : (6,9) = (45°,0°) = ng= o
Familia 7 : (6,9) = (90°,135°) = n, = (&£
Familia @5 : (0,9) = (135°,90°) = ng= {22
\ Familia @ : (6,¢9) = (135°,0°) = ng= (gl\;;)

As primeiras aplicacdes consistem em aplicar uma deformac¢do macroscOpica constante ao

material, escrita na forma da Equacdo 5.53, e ilustada pela Figura 5.39, com &y = 0,10%o:

0.141 0.141
0.121 0.121
©0.10 T 0.10
(e (e d
— 0.081 ' 0.087
X = x i
= 0.061 = 0067 [
w w :
0.041 0.041f 1
1
0.02] 0.024 1
1
0.00 | | | | | | | 0.004——. | | | | | )
000 025 050 075 1.00 125 1.50 175 2.00 000%025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00

t(s) t(s)

Figura 5.39 — Deformacao constante imposta ao corpo de prova

sendo 7o um tempo inicial muito pequeno para que exista a equivaléncia ilustrada acima. Partindo
do critério de propagacao acoplado e aplicando o raciocinio numérico da Figura 5.1 sobre a
Equacio 5.33 calcula-se a evolucdo do parametro de dano, ilustrada pela Figura 5.40. No grafico
apresentado, observa-se que as componentes do vetor de dano ¢, 93, ¢4 € ¢7 que correspondem
as familias de fraturas paralelas a deformacao imposta, possuem valores iguais e exibem uma

pequena evolugcdo em comparacdo as demais componentes.
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Figura 5.40 — Evolugdo do parametro de dano
¢9=0,01; Ni=1; k=9x10"*I/m?* n;=130I/m%* Ar=1x10"%s.

As familias de fraturas inclinadas a 45° em relacdo ao carregamento imposto, que correspondem
aos parametros de dano @5, @g, P3 € 9, apresentam uma evolucio consideravelmente maior
do que as componentes paralelas. A componente ¢; do dano, relativa a familia @; (normal a
deformacdo imposta), apresenta o maior valor, tal como evidenciado em exemplos anteriores
para componentes normais ao carregamento. Partindo dos valores calculados para o parametro

de dano ¢ atualizam-se as tensOes descritas na Equacdo 5.54, como ilustra a Figura 5.41.
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Figura 5.41 — Tensdes desenvolvidas no material

¢?=0,01; Nj=1; Ar=1x10"%.
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Na préxima etapa desta subsecdo sdo apresentadas aplicacdes numéricas que visam aplicar uma

deformacao crescente ao material, ilustrada pela Figura 5.42, com &€ = 0,05%eo.

0.10

0.08 -

0.02 1

0.00 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

t(s)
Figura 5.42 — Deformagdo imposta ao corpo de prova

Assumindo o critério de propagacdo acoplado e empregando o procedimento numérico
incremental do fluxograma da Figura 5.1 sobre a Equacao 5.33 determina-se a evolucao do
parametro de dano (Figura 5.37). Mais uma vez evidencia-se que a familia @, cuja orientagdo é

perpendicular ao carregamento imposto exibe a maior evolu¢cao do dano (componente ¢y ).

1.0
— ¢
— h=p=q1=¢
081 — ¢s=0 =03 =
0.6 -
—
~
N—
<-
0.4
0.2 -
0.0 . : ] ]
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073
Figura 5.43 — Evolug¢ao do parametro de dano
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As componentes do dano relativas as familias que estao inclinadas a 45° em relag¢do a deformacao
aplicada apresentam valores intermediarios do dano (@s, @, @3, #9) € as demais componentes
relativas as familias paralelas ao carregamento apresentam uma pequena propagacgao de dano.
Com os valores obtidos para o dano em cada instante, calculam-se as tensdes desenvolvidas no

material na forma da Equagdo 5.54 que podem ser visualizadas através da Figura 5.44.

3.0
— 011 =0
— 033

2.5 1

2.0 1

o (t)[MPa]

1.0

0.5 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073
Figura 5.44 — Tensdes desenvolvidas no material

¢?=0,01; N;j=1; Ar=1x10"%.

E importante destacar que, nos exemplos relacionados a aplicacdo de uma deformacao crescente
em um material com nove familias, houve um aumento do valor do passo de tempo Af devido a
limitagc@o do tempo de célculo computacional. No entanto, foi confirmado que este aumento ndo

afeta a precisao dos resultados obtidos.

5.3.2.3 Comparagdo entre as configuragdes aproximadas

Esta subsecdo apresenta comparacdes entre as aproximagdes definidas por um material com
trés e nove familias em relacdo a abordagem empregada na subsecio 4.3.3 que considerava um
unico parametro de dano ¢. A principal diferenca desta ultima é que agora ela é desenvolvida
considerando a func¢io de endurecimento Fp = K+ ¢ como limite para propagacdo no lugar da
energia critica da fratura J., uma vez que o critério de propagac¢do acoplado (5.28) € empregado
em todas as andlises. Para o material com uma distribuicdo is6tropa, assume-se um valor inicial
para o dano de ¢y = 0,01 e adota-se N/ = 1. Quanto as configuracdes aproximadas por trés e

nove familias, emprega-se a seguinte abordagem:
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Trés familias de fraturas = ¢; = 0’3& eN;=1 com (i=1,2,3)
(5.57)
Nove familias de fraturas = ¢; = % eN;j=4 com (i=1,...,9)

Ao comparar as configuragdes descritas por trés e nove familias com a abordagem proposta
para a distribui¢do isétropa, verificou-se que o inicio de propagacao de dano diverge para cada
caso. Portanto, foi necessdrio ajustar a fun¢ao de endurecimento relativa as configuragdes de
trés e nove familias de modo que o inicio da propagacdo ocorra simultaneamente com material
que apresenta uma distribui¢do isétropa de fraturas. Para isso, foram determinados dois fatores
distintos, sendo eles Fy(¢) = 2,30F(¢) para trés e Fy(¢) = 11Fy(¢) para nove familias.

Considerando um material com trés familias de fraturas e aplicando uma deformacao constante
& = 0,10%0 calcula-se a evolugdo do dano total conforme o procedimento apresentado na
Figura 5.1. Em seguida, os resultados sdo plotados com aqueles obtidos para uma distribui¢ao

isétropa de fraturas, como ilustra a Figura 5.45.

1.0
—— 3 Familias de Fraturas
--- Distribuicdo Isétropa de Fraturas
0.8 1
0.6 1
— e e e e e B e e e e e e e i e e el i e ]
=
<-
0.4 1
0.2 1
0.0 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 5.45 — Configuracdes de trés familias e distribui¢do isétropa de
fraturas

P =001; N=1; k=9x10"%/m?; n=mn;=130J/m?; Ar=1x10"%.

Com os valores obtidos para o parametro de dano atualizam-se as tensdes desenvolvidas nos

materiais, na forma da Equacdo 5.54, como ilustra a Figura 5.46.
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3 Familias de Fraturas Distribuicao Isétropa
3.5 — 011 =022 --=- 011 =022
— 033 -~~~ 033

0.5 1

0.0 T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 5.46 — Tensodes desenvolvidas nos materiais

0o =0,01; N'=1; Ar=1x10"4.

O segundo exemplo consiste em aplicar uma deformacao crescente ao material, com & = 0,05%o,

e emprega-se a abordagem numeérica da Figura 5.1 para obter a evolugdo do dano (Figura 5.47).

1.0

—— 3 Familias de Fraturas
--- Distribui¢do Isétropa de Fraturas

0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.47 — ConfiguracOes de trés familias e distribui¢do isétropa de
fraturas

0o =001; N=1; k=9x10"%/m?, n=mn;=130J/m?; Ar=1x10"3s.

Considerando os valores previamente calculados para o pardmetro de dano atualizam-se as

tensoes desenvolvidas nos materiais, conforme ilustra a Figura 5.48.
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3 Familias de Fraturas Distribuicao Isétropa
3.51 — O011=0» --- O] =02
— 033 I

0.5 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.48 — Tensoes desenvolvidas no material

0o =0,01; N=1; Ar=1x10"3s.

As proximas ilustragdes consideram um material com nove familias de fraturas e inicialmente
assume-se uma deformacao constante com & = 0,10%o para avaliar a propaga¢ao de dano. A

evolucao do dano € calculada conforme o procedimento da Figura 5.1 e ilustrada pela Figura 5.49.

1.0
—— 9 Familias de Fraturas

- -~ Distribui¢do Isétropa de Fraturas
0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

£(s)

Figura 5.49 — Configuracdes de nove familias e distribui¢do isétropa de
fraturas

0o =001; N=1; k=9x10"%/m?, n=mn;=130J/m?; Ar=1x10"%.

Com os valores obtidos para o parametro de dano em cada uma das configuracdes atualizam-se as

tensdes desenvolvidas nos materiais, na forma da Equacao 5.54, conforme ilustra a Figura 5.50.
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9 Familias de Fraturas Distribui¢c@o Isétropa
3.5 — 011 =022 --=- 011 =022
— 033 -~~~ 033

0.5 1

0.0 T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
Figura 5.50 — Tensoes desenvolvidas no material
0o=001; N=1; Ar=1x10"%.
O segundo exemplo consiste em aplicar uma deformacao crescente ao material, com & = 0,05%o,

ilustrada pela Figura 5.36. A evolu¢do do dano € calculada de forma numérica conforme o

raciocinio da Figura 5.1 e a Figura 5.51 ilustra o dano total no material.

1.0
—— 9 Familias de Fraturas

--- Distribui¢do Isétropa de Fraturas
0.8 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.51 — Configuracdes de nove familias e distribuicdo isétropa de
fraturas

Po=001; N=1; k=9x10"*/m?; n=mn;=130J/m?; Ar=1x10"3s.
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Com os valores obtidos para o pardmetro de dano em cada instante, calculam-se as tensoes
desenvolvidas nos materiais conforme a Equacdo 5.54. O grafico da Figura 5.52 permite comparar

os resultados obtidos entre o problema real e a configura¢ao aproximada.

4.0

9 Familias de Fraturas Distribuigao Isétropa
3.5 1 — 011 =022 --=- 011 =022
— 033 --- 033

0.5 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.52 — Tensoes desenvolvidas no material

0o =0,01; N=1; Ar=1x10"3s.

Por fim a Figura 5.53 ilustra os resultados obtidos nas configuracdes de trés e nove familias de

fraturas considerando uma deformagao crescente com € = 0,05%o.

1.0

—— 9 Familias de Fraturas
--- 3 Familias de Fraturas

0.8 1

0.2 1

0.0 T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073
Figura 5.53 — Configuragdes de trés e nove familias de fraturas

P =001; N=1; k=9x10"*/m?; n=mn;=130J/m?; Ar=1x10"3s.
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Como jé constatado, o comportamento homogeneizado das configuragdes descritas por trés e
nove familias € praticamente igual, o que justifica a proximidade das curvas ilustradas acima. Essa
resposta evidencia também que a componente ¢; relativa a familia @; (normal ao carregamento
macroscopico aplicado) € a que efetivamente controla a evolu¢do do dano nestes materiais. A
partir desses valores atualizam-se as tensdes desenvolvidas em ambos os materiais, como ilustra
a Figura 5.54.

4.0
9 Familias de Fraturas 3 Familias de Fraturas

3.5 1 — O11=02 -7 011 =022
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3.0 1
= 257
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1.0 1 =
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0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

g(t) x 1073

Figura 5.54 — Tensoes desenvolvidas no material

0o =0,01; N=1; Ar=1x10"3s.

5.4 VALIDACAO DO MODELO NUMERICO

Nesta subsecdo, o modelo de evolu¢ao de dano formulado € aplicado para avaliar a resposta de
um composito de matriz ceramica de carboneto de silicio reforcado com fibras de carboneto de
silicio (SiC-SiC), sujeito a uma carga de tracdo uniaxial em diferentes direcdes o, com relacao
ao eixo de simetria do material (ver Figura 5.55). Este composito € largamente utilizado em
aplicagdes estruturais de alta temperatura, tais como componentes quentes em motores de turbinas
a gas. Os dados experimentais disponiveis para validar o modelo numérico foram registrados
por Aubard (1992) em sua tese. A principal diferenga dessa aplicagdo em relagdo as demais
desenvolvidas neste trabalho consiste na matriz s6lida do material apresentar comportamento
ortotrépico devido as fibras. Aubard (1992) obteve experimentalmente os médulos eldsticos
iniciais da matriz ortotropica, cujos valores sdo empregados no presente estudo. O médulo de
Young apresentou valores de Ej{ = 320.000 MPa e E5 = 170.000 MPa, enquanto o médulo

cisalhante e o coeficiente de Poisson apresentaram valores de uj, =90.000 MPa e v{, = 0,18.
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Figura 5.55 — Representagdo da tragdo aplicada com o angulo o

Para avaliar a resposta do compdsito de matriz ceramica em questdo, € necessario modificar
alguns aspectos do modelo proposto. O primeiro aspecto a ser modificado refere-se ao tensor
de Eshelby S¢ (ou ao equivalente o tensor de Hill IP), que deve ser coerente com uma matriz
ortotrépica. No entanto, na literatura, ndo hd uma expressdo analitica para o tensor de Eshelby
especifico para um meio ortotrépico contendo fraturas modeladas como esferoides oblatos, que
€ o caso deste trabalho. Em virtude disso, optou-se por utilizar o tensor de Hill P formulado
no estudo de Monchiet et al. (2012), que considera fissuras cilindricas imersas em uma matriz
s6lida ortotrdpica. Embora o presente trabalho tenha sido desenvolvido para avaliar as condi¢oes
de propagac¢do de dano em meios fraturados, observa-se que toda a formulagdo proposta pode
ser aplicada na andlise de materiais fissurados, simplesmente adotando léi = 0 para a rigidez das
fraturas. Os tensores de rigidez C (g ) e de flexibilidade S(Q ) homogeneizados foram obtidos
diretamente do estudo de Monchiet et al. (2012).

O modelo utilizado para obter a resposta para o compoésito de matriz ceramica (SiC-SiC) baseia-se
em um critério de propagacdo desacoplado, similar ao expresso na Equacdo 5.37. Contudo, este
modelo considera a funcao Foi (¢) como limite para propagacio de dano, a qual é escrita na forma
F/(9) = k(1+n:¢;), em que Kk e 7; s3o constantes do material a determinar. Os pardmetros
k e 7; foram calibrados de acordo com os resultados do ensaio de tracdo correspondente ao
angulo o = 0°, e obtiveram-se os seguintes valores numéricos: k = 9,5 x 10*J/m? e n; = 87,5.
O parametro de dano inicial foi fixado em um valor de ¢y = 0,01 para todas as simulacdes do
modelo numérico. Como proposta inicial para aproximar os resultados experimentais de Aubard
(1992), foram consideradas 16 familias de fissuras cilindricas distribuidas em uma matriz sélida
ortotropica. O valor do parametro de dano inicial foi distribuido uniformemente entre as 16

familias de fissuras. O gréfico da Figura 5.56 ilustra a comparagdo entre os resultados obtidos
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pelo modelo proposto e aqueles provenientes dos ensaios experimentais, considerando uma

tracdo aplicada sob diferentes angulos de inclinagdo o0 = 0°, & = 20° e ox = 45°.

350 1
300 A
250 4 7 v—!__y__!_:__v-_!—:—*
Ezoo- Y —-:"; ':”;——o—o et 022 o2
E ;‘ ad - - -
'E' ’,’_," - -
150 1 /// ’,”’ m exp0°
/’,,/’ v exp20°
100 ///, ® exp45°
—— simul 0°
50 1 // ----- simul 20°
——— simul 45°
0 T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

Eao

Figura 5.56 — Comparacgdo dos ensaios de tragdo do compdsito SiC-SiC

A valida¢do do modelo calibrado, conforme o procedimento descrito anteriormente, é realizada
comparando os resultados das simulagdes numéricas para @ = 20° e o¢ = 45° com os dados
experimentais. O grafico da Figura 5.56 mostra a resposta global de tensdao-deformagao em
tracdo a ¢ = 0°, a = 20° e @ = 45°. A concordancia entre a resposta simulada para o = 0°
e os dados experimentais evidencia a importancia da calibragdo dos pardmetros Kk e 1;. A
comparagao das simulagdes para o = 20° e o¢ = 45° mostram uma menor concordancia com os
dados experimentais. Essa diferenca observada sugere que a abordagem proposta, considerando
16 familias de fissuras, para aproximar a resposta do composito de matriz cerdmica pode ser
insuficiente para obter resultados mais exatos, evidenciando a necessidade de aumentar o nimero
de familias de fissuras dispostas no plano. A exemplo disso, o estudo realizado por Monchiet et al.
(2012) demonstrou necessidade de considerar 60 familias de fissuras para se obter uma resposta
com precisdo suficiente. A principal diferenga entre o modelo proposto e os dados experimentais
reside na comparagdo entre a simulacao para @ = 45°. Outra sugestdo para melhorar o modelo
numérico trata-se de considerar familias de fraturas invés de fissuras, buscando obter resultados

mais proximos do comportamento real, observado em laboratoério.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo sdo apresentadas as principais conclusdes do trabalho e as sugestoes de pesquisa

que podem dar continuidade aos estudos sobre os assuntos aqui abordados.

6.1 CONCLUSOES

O propdsito deste trabalho foi desenvolver uma abordagem para a propagacdo de microfraturas em
meios eldsticos homogeneizados através de um raciocinio micromecénico acoplado a argumentos
termodinamicos macroscépicos. Este trabalho esta dividido em cinco etapas. Na primeira se¢ao
foi realizada uma breve introdu¢do ao tema, evidenciando os principais objetivos que pautam esta
pesquisa, bem como a metodologia proposta para atingir os objetivos. Também € apresentada
uma justificativa que retrata problemas praticos relacionados a fraturas e um breve delineamento

para o trabalho em questdo.

Na segunda etapa deste trabalho apresenta-se um conjunto de conceitos e ferramentas
relacionadas aos temas centrais desta pesquisa. Inicialmente foi realizada uma breve revisdao
acerca do comportamento de meios fraturados e da mecanica da fratura na qual se introduziu o
primeiro critério de propagacdo de fraturas formulado por Griffith (1921) baseado em leis da
termodinamica. Na sequéncia foi apresentada uma revisao acerca da teoria da homogeneizacao,
conceituando volume elementar representativo e as condi¢des de separacao de escalas, além de
abordar topicos referentes as condi¢cdes de contorno homogéneas, Lema de Hill e métodos de

homogeneizacdo.

A terceira etapa deste trabalho consiste em determinar o comportamento mecanico do meio
eldstico homogeneizado e refere-se aos trés primeiros objetivos especificos apresentados na
primeira secdo. Partindo do comportamento eldstico microscépico das fases (matriz sélida e
fraturas) foi determinada uma lei do comportamento macroscopica para materiais elasticos
fraturados. O processo de homogeneizagdo foi realizado no contexto da teoria da inclusdo
equivalente de Eshelby, fazendo uso da estimativa de Mori-Tanaka para estimar os modulos
eldsticos efetivos de materiais fraturados. Com o intuito de utilizar esquemas de homogeneizagao
de Eshelby foi introduzido um modelo tridimensional de fraturas modeladas geometricamente
como elipsoides oblatos (esferoides). Tal formulacao ja havia sido desenvolvida em outros
trabalhos, por exemplo de Maghous et al. (2013), Maghous et al. (2014) e Aguiar e Maghous

(2018). A diferenca deste trabalho com relacdo aos citados é que foi apresentado o comportamento
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mecanico homogeneizado do meio eléstico considerando duas familias de microfraturas e
posteriormente foi realizado o cdlculo admitindo trés e nove familias com o objetivo de aproximar

o comportamento equivalente de um material com uma distribui¢do isétropa de fraturas.

A quarta etapa consiste em formular o critério de propagacao de dano no nivel do meio
homogeneizado (escala macroscépica), assim como uma lei de evolu¢do de dano apta ao
tratamento de materiais eldsticos fraturados. Em virtude disso, as densidades de fraturas passam
a ser interpretadas como parametros de dano no nivel do meio homogeneizado e emprega-se um
raciocinio micromecanico acoplado a argumentos termodinamicos macroscOpicos para avaliar as
condi¢des de propagacdo de dano em meios fraturados. Para desenvolver o modelo de dano
continuo foi considerado inicialmente a existéncia de um unico parametro de dano ¢, assumindo
N constante e avaliando a propagac¢io somente através do crescimento das fraturas ja existentes
no meio. Tal condi¢do restringe o dominio de aplicacdes a situacdes que envolvem uma familia
de fraturas paralelas ou uma distribuicdo isétropa de fraturas, desde que se considere um
carregamento também isétropo para este ultimo. Na dltima sec@o a formulagdo é generalizada,

permitindo abordar configuracdes com diversas familias de microfraturas.

Por fim, na quinta etapa € proposta uma extensdo da formulagdo termodinamica apresentada no
capitulo precedente para uma configura¢do na qual a rede de microfraturas é composta por
diversas familias. Partindo de um vetor de dano ¢ formula-se o critério de propagacao no nivel
do meio homogeneizado, assim como a sua lei de evolucao no contexto de materiais eldsticos
considerando n familias de microfraturas. Foram propostas duas expressoes particulares para o
critério de propagacdo, uma formulacdo acoplada e outra desacoplada. Em um primeiro
momento sdo apresentadas aplicagdes numéricas relativas a um material com duas familias de
microfraturas, variando a inclina¢do do carregamento macroscOpico imposto para ambos 0s
critérios. No decorrer dos exemplos numéricos evidencia-se que para um critério acoplado o
inicio da propagacdo ocorrerd no mesmo instante para todas as familias enquanto no critério
desacoplado a evolu¢do do dano é calculada de forma independente para cada familia,
condicionando instantes distintos para o inicio de propagacdo. Além disso, os exemplos
permitem visualizar que a inclinacdo do carregamento influencia fortemente nos resultados. A
ultima parte deste trabalho consiste em aproximar o problema real no qual aplica-se uma uma
deformacdo uniaxial a um material com uma distribui¢do isétropa de microfraturas através de
configuracdes descritas por trés e nove familias de microfraturas. Tal abordagem foi previamente
desenvolvida (terceira etapa), evidenciando que estas configuracdes apresentam boas
aproximagoes para o comportamento homogeneizado do material. Esta etapa demonstra que o
problema real (distribui¢do isétropa de fraturas) com um carregamento uniaxial pode ser
aproximado através de configuracdes com trés e nove familias de microfraturas, propondo
algumas comparagdes. Finalmente apresenta-se uma validacdo dos resultados numéricos através

da comparacdo do modelo proposto com ensaios experimentais desenvolvidos por Aubard
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(1992), considerando um material compésito de matriz ceramica SiC-SiC. Nesta perspectiva, os
parametros k e 1); foram calibrados conforme o ensaio experimental a & = 0° e destaca-se que
os resultados obtidos para esta direcdo de carregamento foram satisfatdrios. Para carregamentos
fora do eixo de simetria os resultados numéricos apresentaram menor concordancia com os
dados experimentais, especialmente considerando uma tensdo a o = 45°. O ideal seria
desenvolver uma anélise mais aprofundada aumentando o niumero de familias de fissuras até se

obter a convergéncia dos resultados experimentais.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Nesta subsecao sdo apresentadas algumas sugestdes para trabalhos futuros:

* Neste trabalho a andlise da propagacdo de dano € avaliada somente através do crescimento
das fraturas ja existentes. Uma contribui¢do interessante seria desenvolver um estudo
considerando também os efeitos de nucleacdo que caracteriza o surgimento de novas

fraturas no meio.

* O presente estudo € voltado para microfraturas que sao por defini¢do muito menores que o
tamanho do VER. Contudo, materiais como macicos rochosos podem exibir
descontinuidades de grande escala, denominadas fraturas longas. Nestes casos ndo se pode
utilizar a micromecanica e a propagagdo destas fraturas deve ser avaliada de forma
separada. Portanto, este aspecto fica como sugestdo de pesquisa, destacando que o
trabalho de Maghous et al. (2021) apresenta uma abordagem para o tratamento deste

problema.

* Considerar evolucdes nao isotérmicas para desenvolver o raciocinio termodinamico e
formular o critério de propagacdo de dano, bem como sua lei de evolucao, possibilitando

avaliar os efeitos da variagdo de temperatura sobre a propagagdo de dano.

* Melhorar a etapa de validagao do modelo numérico, considerando um maior nimero de
familias de fissuras distribuidas no meio, ou ainda, considerando um modelo numérico
com familias de fraturas ao invés de fissuras. Outra sugestdo pertinente, € buscar dados

experimentais relacionados a materiais isétropos para valida¢ao do modelo.

* Implementar o comportamento constitutivo formulado e desenvolver um modelo
computacional para andlise estrutural em elementos finitos. Uma contribui¢do importante
neste sentido € elaborar uma ferramenta que permita simular numericamente a evolugao
do dano em meios fraturados, sendo também uma forma de verificar os resultados ja

encontrados.
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APENDICE A - COMPONENTES DO TENSOR “5'%/

Neste Apéndice sdo apresentadas expressoes analiticas considerando uma matriz sélida com duas
familias de microfraturas perpendiculares, sendo o tensor de rigidez homogeneizado (C(q)l , q)z)

dado pela Equagdo 3.20. Considerando os pardmetros adimensionais abaixo:

3k + u 3kla; 3k!a
K= K=——— K=_————
3ks 4+4us 3kS 4+4us 3k +4us
(A.1)
s 3k2 3k?
'Q:—u e L1
3kS 4 4us 3k +4us 3k +4us

com a; = (¢ //\/1)1/3 ear = (¢ /N2) 13, definem-se as seguintes componentes para o C/d¢:

8C1111 _ (3ks+4us) (E2+37I'K1K4) 61
I 3B+ 1272kiky (91 + 62+ 06192) + 47 (Kot +Rogy)]
IC 12 _ IdCni _ (3k* —2u%) (K + 3K Ky) Co
I I [3B + 1272k ks (@1 + 9o + L1 62) + 47 (k20 +E2¢1)}2
dCiss  dCynn (3k* —2u’) C3
oo Igr 38+ 1212k Ky ( 16 4 %01)]’
164 (01 + 92+ 30102) +47 (K202 +%201) |
90Con (3k* +4u®)Cy
I 3B+ 12m2Ki ks (B + 02+ 1001 62) + 47 (120 + Tahr )]
_ g (A2)
9dC33 _ dCs320 _ (3k* —2p%) [ir + 37Ky (K1 + §¢2)} Cs
I I [3B + 1272k K4 (@1 + 92 + L1 62) + 47 (k20 +E2¢1)}2
dCs333 _ (3K +4u’) [7_(2 +3mKy ks (14 13—6‘1’2)} Cs
991 3B + 12722K1 K3 (91 + 02 + £, 0) + 47 (o + Ko 1))
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991 [y+ 1447217 (01 + ¢2) (K1 + Ka) + 647Ky (163602 +f3¢1)}2
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ICin _ (3K +4p*) [0+ 37K ks (14 291)] €
¢ 3B+ 1272 K1 k4 (91 + D2+ 20192) + 47 (K202 + K2 01)] ’
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onde B = (K, + 37k ks) (K 4+ 37k1Ks) € ¥ = (453 + 97 (k1 + K4) ks ) (453 + 970 (K + Ky) Ky,
enquanto as fungdes adimensionais C; (ks NN ,a,-ki,,a,-kf) e éj (ks iR ,aik,’;,a,-ki) sdo definidas
pelas expressoes abaixo:
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Cy= 4n{(§z +3mKikg)? (1 — 12K %) + 167 9o ks [ (Ko + 37Ky k) (1 — 9K (g — Kkg)) (A4
+4n oKy (3 + Ky (41 —3)) ] } (3124 37mK1Ks)

Cs =4m [k +3mki ks (1 +2¢)] (312 + 37K K4

Co = (4%3 + 9Ky (K1 + 1<4))2[§1<3 + 97Ky (K1 + Ks) |

Marcos Bressan Guimaraes (bressan.marcos @hotmail.com) Dissertacao de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.
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€ =4n[K+3mKi ks (1+ %q)l)] (3%, + 37k ks
C, =4n (i +3nkiKke) [+ 3wk ks (1+291)] (3% + 37K K4

Cs = 47r{(1<2 +37r1<11<4)2 (1—12x1%4) + 167rq)11<4[(1<2 +3nx1x4) (Kp —9Kk4 (K] — Kq))
+47mdiks (3 + K1 (4K — 3))] } (3% + 37k Ky) (A.5)

Cy =4n[(Kr +37mki k) (1 — 6K4) + 87 ks (21 — 1) ] (3% + 37k k)
Cs =4n (i +3mkiks) (1 — 12K k1) (372 + 371 K4

Co = (4k3 + 97y (i + K4)) *[383 + 97y (1 + K3)

Modelagem via Upscaling das Propriedades Elésticas Efetivas e da Propaga¢ao de Dano em Materiais Fraturados
vistos como Meios Homogeneizados Anistropos
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ANEXO A - COMPONENTES DO TENSOR DE ESHELBY

Este Anexo apresenta o tensor de Eshelby S retirado de Mura (1987), especifico para fraturas
modeladas como esferoides oblatos. Dormieux et al. (2006b) destacam que para X; < 1 pode-se
expandir os termos do tensor de Eshelby, segundo valores X; de primeira ordem. Diante disso,
apresentam-se as seguintes componentes nao nulas do tensor de Eshelby, considerando a fratura

normal ao eixo ej:

1—vs ) 47!

8vi—1 8vi—4
STz =S011 = mﬂxi ST133 = S%33 = mﬁXi

\'%d 4vi+1
S5311 = 3300 = =) ll - ( v ) ﬂxl}
7—8v*¢ 1 vi—-2
Stan = mﬁxz’ $333 =533 =5 {1 + (1 — vs) %Xi}

13 —8v* 1-2v¥\ =@
ST =S300 = mﬂXi Si333 =1 - ( ) =X

(A.1)

N

——— designa o coeficiente de Poisson para a matriz.
2kS _|_ §us

_2
onde V¥ = 3
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