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Introducao

Neste trabalho vamos estudar a definicao e as propriedades basicas
dos espacos pré-homogeéneos; mais precisamente consideraremos o ca-
so dos chamados espacos pré-homogeéneos quase-requlares e requlares.
Para isto, precisaremos antes compreender as técnicas basicas tanto de
geometria algébrica afim como da teoria dos grupos algébricos afins,
entendendo de que forma um grupo deste tipo atua num determinado
espaco vetorial de dimensao finita.

Seja G um grupo algébrico afim. Existe um espaco vetorial G-
invariante V' de dimensao finita e um homomorfismo de grupos

p:G— GL(V),

cuja imagem é um subgrupo (algébrico) fechado de GL(V); diz-se que
(G,V,p) é uma representacao de G. Desta forma, a acao de G em V
pode ser encarada, via p, como uma acao natural de um subgrupo de
matrizes (em GL(V)) em V.

Um espago pré-homogéneo é um tipo de especial de representagao
onde G possui uma 6rbita aberta (no sentido de Zariski). A existéncia
de uma Orbita aberta, mais algumas hipdteses técnicas (nao triviais,
como a do espago pré-homogéneo ser regular) permite classificar estas
representacoes no caso onde o grupo é redutivo (nao entraremos neste
detalhe, pois nao é o objetivo do trabalho). Os espacos pré-homogéneos
que aparecem nesta classificacao estao vinculados a objetos geométricos
cldssicos de muito interesse como as Transformacoes de Cremona, Va-
riedades de Severi, etc.

Os pré-requisitos necessarios de geometria algébrica e da teoria dos
grupos algébricos afins serao abordados no Capitulo 1.

O Capitulo 2 destina-se a definir e estudar as propriedades basicas
dos espagos pré-homogéneos, enquanto que no Capitulo 3 definimos e
estudamos os espacos pré-homogéneos regulares e quase-regulares, que
é o objetivo desta monografia; a importancia deste tipo de espago pré-
homogéneo estd no fato que sempre existem polinomios homogéneos
nao triviais, em V', que nao se anulam na 6rbita aberta, o que veremos,
simplifica a teoria.



No final deste trabalho, encontram-se, nos Anexos, temas de conhe-
cimento geral (oriundos da Algebra Linear), importantes para poder-
mos trabalhar com os espacos pré-homogéneos: dualidade e a teoria de
Jordan-Chevalley.



CAPITULO 1

Pré-requisitos de Geometria Algébrica

Este capitulo serd dedicado a introduzir as nocoes basicas de geo-
metria algébrica e da teoria dos grupos algébricos afins necessarios para
abordar o objetivo principal desta monografia, a saber, o estudo dos
espagos pré-homogeéneos, o que sera feito no capitulo 2. Aqui serao de-
monstrados apenas os resultados referentes aos grupos algébricos afins
e as Algebras de Lie associadas a eles. As nocoes basicas de geome-
tria algébrica e os resultados mais relevantes para nosso trabalho serao
lembrados, sem demonstracao; as respectivas demonstracoes e maiores
detalhes podem ser encontrados, por exemplo em [Hum]| e/ou [Sha].

1. Variedades Algébricas Afins

Consideremos K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
qualquer. O conjunto K = K x --- x K serd chamado espaco afim e
—— —

n
denotado por A”. Posteriormente, no estudo dos grupos algébricos afins
e dos espacos pré-homogénos, trabalharemos apenas sobre o corpo C.

DEFINICAO 1.1. Um conjunto fechado afim X € o conjunto de zeros
comuns em A" de uma colegao finita de polinomios, isto €,

X=V{fi, ., i}) ={zeA": fi(x) =0, Vie{l,..,n}}
com f; polinomios em K[z, ..., z,].
Denotamos por Uy o ideal de anulacao de X, ou seja,
Ux = {f € Klzy,...,z,] : flx =0}

Os fechados afins constituem os conjuntos fechados de uma topolo-
gia chamada Topologia de Zariski. Desde que um conjunto fechado é a
intersecao dos conjuntos de zeros de polinomios, um aberto nao vazio
pode ser escrito como a uniao de abertos principais, isto é, conjuntos
da forma

[z e A" : f(z) # 0}
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onde f € K[z, ..., z,]. Por exemplo, GL(n, K) denota o grupo de todas
as matrizes n X n invertiveis sobre K, isto é,

GL(n,K) = {A € M, n(K) : det(A) # 0}

e, portanto, GL(n,K) é um aberto principal de AY = Mn(K).

Se Y C A" é um conjunto arbitrario, podemos considerar Y como
espago topoldgico com a topologia induzida (de Zariski). Se X C A" é
um fechado afim, consideramos X com a topologia de Zariski induzida.

DEFINIGAO 1.2. Seja X um subconjunto de um espaco topoldgico
Y. Dizemos que X € irredutivel se X ndo pode ser escrito na forma
X =XjUXy com X, e Xy fechados nao vazios e distintos de X ; caso
contrdario, dizemos que X € redutivel.

Note que X é irredutivel se e somente se quaisquer dois conjuntos
abertos em X nao vazios tem intersecao nao vazia, ou, equivalentemen-
te, qualquer aberto nao vazio de X é denso.

Evidentemente, um conjunto irredutivel é conexo, mas a reciproca
nao ¢ verdadeira.

PROPOSIGAO 1.3. Sejam X, Y fechados afins.

(1) X € irredutivel se e somente se o seu fecho X € irredutivel;

(ii)) Se ¢ : X — Y é uma aplicagio continua e V-.C X € um
subconjunto irredutivel, entao o(V') € irredutivel.

DEFINIGAO 1.4. Uma fungio f : X — K € regular se existe um
polinéomio F € Klxq, ..., x,] tal que f = F|x.

Denotamos por K[X| o anel das fungées requlares de X, isto ¢,

KIX|:={f: X —K|3IF eKlzy,...,z,] : f=Flx}

K[X] ¢ chamado anel de coordenadas de X .

DEFINIGAO 1.5. Sejam X C A", Y C A™ fechados afins. Um

morfismo é uma aplica¢ao
p: X — Y, 9@, 20) = (Y1(2), . Ym(2)),
onde ; € K[X]. O morfismo ¢ : X — Y é um isomorfismo se existe
um morfismo ¢ 1Y — X tal que
Yvop=1idy e pot)=r1idy.

DEFINIGAO 1.6. Uma variedade afim é um conjunto isomorfo a um

fechado afim.

Um morfismo ¢ : X — Y é continuo na topologia de Zariski. De
fato: se Z C Y é o conjunto de zeros de funcoes polinomiais f; em Y,
entao ¢ 1(Z) é o conjunto de zeros das fungoes polinomiais f; o ¢ em
X.



DEFINICAO 1.7. Seja X C A" wariedade afim irredutivel. Defini-
mos o corpo de fungoes racionais de X, K(X), como sendo o corpo de
fragoes em K[ X], isto é,

K(X) :={f/g: f.g € K[X], g+#0}.

A dimensao de X é o grau de transcendéncia deg trg K(X) sobre K
(veja [Shal): é um inteiro ndo negativo; denotamos

dim X = deg trgK(X)

Por exemplo, dim A" = n.

Assim, temos que a dimensao indica o nimero maximo de fungoes
racionais algebricamente independentes em X.

Temos ainda que como X é irredutivel, dim X = dim U, VU aberto
afim de X, ja que K(X) = K(U), VU aberto afim de X. Além disso,
dim X = dim X, onde

Xp={reX:f(2) £0}, f € KIX]

sao abertos principais de X.

Assim, por exemplo, GL(n,K) é aberto principal de A", logo sua
dimensao é n?.

O conceito de variedade que introduzimos na definicao abaixo nao

é o mais geral possivel, mas é suficiente para nossas necessidades neste
trabalho (ver [Shal).

DEFINICAO 1.8. Uma variedade algébrica ou simplesmente, uma
variedade, ¢ um aberto de uma variedade afim.

PROPOSICAO 1.9. Seja X uma variedade irredutivel e Y um sub-
conjunto fechado e irredutivel de X. FEntao dimY < dimX. Se
dim X =dimY, entao X =Y.

Definimos a codimensao de uma subvariedade Y de X como sendo
o0 numero

codimY =dim X —dimY

COROLARIO 1.10. Seja X wvairedade afim irredutivel, Y subconjun-
to fechado irredutivel de codimensdo 1. Entao Y € uma componente
irredutivel de V (f) para algum f € K[X].

Definimos as fibras de um morfismo ¢ : X — Y como sendo os
conjuntos fechados

e y)={reX: f(z)=y}, yeY.

Quando X ¢é irredutivel e p(X) é denso em Y, isto é, p(X) =Y,
dizemos que ¢ é dominante.



TEOREMA 1.11. (Teorema da dimensdo das fibras)
Seja ¢ : X — Y um morfismo dominante de variedades irre-
dutiveis. Entao
(i) dimF > dim X — dimY, VF # 0 componente irredutivel de
o' (y), Yy eY;
(ii) existe um aberto U # (0 de'Y tal que
dim ¢ *(y) =dim X —dimY, Vy € U.

DEFINIGAO 1.12. Seja X uma variedade afim, X = V(f1,..., fi)-
Dado p € X, definimos o espaco tangente de X em p como sendo o
conjunto

!
T,X = ﬂ ker(d,fr), onde
k=1

dpfy s A" — K

— O
dpfr(v) = ; o (p) v
Temos que dim7,X > dim X, Vp € X.
Se dim7,X = dim X, dizemos que p é um ponto nao-singular de
X. Se, Vp € X, p é ndo-singular, X é chamado liso (ou nao-singular).

Prorosigao 1.13. (i) O conjunto {x € X : & € ndo-singular} é
um aberto de Zariski nao vazio de X ;

(1) Todo isomorfismo leva pontos ndo-singulares em pontos nao-
singulares.

2. Grupos Algébricos Afins

A partir desta secao, V denotard um espaco vetorial de dimensao
n sobre o corpo C.

DEFINIGAO 1.14. Um grupo algébrico afim é uma variedade algébrica
afim G com uma estrutura de grupo, de forma que as aplicagoes
p:GxG— G, p(g,h)=gh
i:G— G, i(g) =g!
sao aplicacoes requlares.

Seja V' espaco vetorial de dimensao n sobre C e seja GL(V) o grupo
geral linear de V, isto é, GL(V') é o conjunto formado pelos endomor-
fismos invertiveis de V. Podemos ver GL(V') como um grupo algébrico:
fixando uma base de V', podemos supor V' = C" e identificar GL(V)
com GL(n,C), o grupo das matrizes n x n invertiveis sobre C.
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Pelo teorema da linearizacao, dado abaixo, todo grupo algébrico
afim pode ser visto como subgrupo fechado do grupo algébrico GL(V),
para algum espaco vetorial V; neste caso, a aplicacdo p da Definicao
1.14 ser regular significa que se ¢ = (a;;) e h = (b;;), com
i,j € {1,---,n}, entdo gh depende polinomialmente de a;; e b;; quando
g e h percorrem G.

TEOREMA 1.15. Seja G um grupo algébrico afim. Entao G € iso-
morfo a um subgrupo fechado de GL(V'), V' espago vetorial sobre C.

[1¥41

Desta forma, um grupo algébrico “é“ um subgrupo fechado de
GL(V). A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [Hum,
Chapter II, 8.6, Theorem)].

DEFINICAO 1.16. Uma acdo de G em V € uma aplicacdo reqular
0 :G XV —V tal que

(Z)(,O(f,g[)(g,l’)) = Sp(fgax)a vfag € G,VZL’ € V;

(it)p(id,x) = x, Yx € V.

Denotaremos g - x = ¢(g, x).

Se G C GL(V) fechado, temos uma agao linear g - x = g(x),
Vg € G,Vx € V e assim,

(fog)-z=flg(@)=/fol(g(z)), V/,g € GVz eV
id-r =id(x) =x, Ve € V.
Daqui em diante, cada vez que G C GL(V'), suporemos que esta é
a acao.

PropOSIGAO 1.17. Seja G grupo algébrico afim, G C GL(V), V
espaco vetorial sobre C. Entao G € uma variedade lisa. Além disso, G
conexo implica G irredutivel.

DEMONSTRAGAO. Dado g € G, consideremos a aplicacao regular
a,:G— G, ag(h)=g-h

Temos que «, é regular, pois é restricado de G x G a {g} x G, e

G x G — G ¢ regular por definicao. Assim, «, é isomorfismo com
inversa regular agy-1. Entdo, temos que, Vg,h € G, existe ¢ = apg—
automorfismo de G' em G tal que

p(g) =hg 'g=nh
Pela Proposicao 1.13, todo isomorfismo leva pontos nao singulares em
pontos nao singulares. Logo, dado g € G nao singular, h é nao singular,
qualquer que seja h € GG. Portanto, G' nao possui pontos singulares, ou
seja, G é lisa.



Suponhamos agora que G é conexo; seja G = X;U---UX; a decom-
posicao irredundante de G, ou seja, X; é uma componente irredutivel
de G, isto é, X; ¢ X, se i # j. Basta mostrar que se existir algum
io # Jo, 0, Jo € {1,...,1}, entdo X;, N X;, = 0, pois neste caso, G nao
seria conexo.

Seja U # () o conjunto dos pontos nao-singulares de G. Escolhemos
geUeheX;,NXj. O automorfismo ¢ : G — G definido acima
leva U em

p(U) = (Xiy Np(U)) U (X, N e(U)),
o que contradiz a irredutibilidade de ¢(U) (veja Proposicao 1.3(ii)). O

DEFINICAO 1.18. Definimos a G-drbita de um ponto x € V' como
0 conjunto

o(r) ={g-xz:g€G}

EXEMPLO 1.19. Seja G={ matrizes diagonais invertiveis } C GL(C");
G ~ (C*)™. Assim temos que parag€ Gev eV =C"

At 0 e 0 T My
0 )\2 0 o )\2372
0 0 e >‘n xn )\nxn
com\; #0,Vi=1,---,n.
Temos que se v = (x?,xg,--- ,xg), com x? #0,Yi=1,---,n entao
o(w) ={(x1,x9,++ ,xy) i x; #0,Vi=1,-+- n}=C"x---xC
%/_/

n

Este conjunto é também chamado de Toro Algébrico.
Se v = (22,0,---,0), entdo o(v) = {(z,0,---,0) : x # 0}.
Se v =(0,0,---,0), entdo o(v) = {v}.

DEFINICAO 1.20. Chamamos de grupo de isotropia de um ponto
x €V o subgrupo de G dado por

Go={9€G g -z =z}

DEFINIGAO 1.21. Um subconjunto A C V' € dito G-invariante (ou
G-estdvel) se g-x € A, Vo € AVg € G.

LEMA 1.22. Sejam V' espaco vetorial de dimensao n sobre C e
G C GL(V) grupo algébrico afim . Seja x um ponto de V e seja o(x)
a G-oribita de x. Denotamos por

E,:=o(x) e F,:=E, —o(z)
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Entao E, é um subconjunto algébrico G-invariante de V e F, é um
subconjunto algébrico proprio G-invariante de V.. Além disso,

dimFE, =dimG — dim G,

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, mostremos que E, = o(x) é G-
invariante, isto é, mostrar que se y € E,,g € G, entao g -y € F,.

Seja entao y € E, e g € G. Seja U C V uma vizinhanga de g - y.
Como G é grupo, existe g~! € G e, portanto,

g7 (g-y) =(97"g) y =1d(y) = y.

Vimos que esta operacao de G em V' é regular, e, portanto, é continua.
Logo, temos que g~'(U) é vizinhanga de y. Por hipdtese, como y € F,,
existe h € G tal que h-z € ¢g7'(U), ou seja, g- (h-z) € U, e, portanto,
g-y € kb,

A demonstracao referente a F, segue do fato de que o(z) é a uniao
de g - U para abertos U de V.

Agora, vamos mostrar que dim F, = dim G—dim G,. Consideremos
a aplicacao regular

Ny G — By, np(9) =g
Temos que 7, ¢ dominante, pois
Im(1z) = o(x) e Im(n.) = o(x) = Ey

Seja y € o(z), entdo y = ¢ - x para algum g € G. A fibra de n, sobre y
é o conjunto

' (y)={h€G:h-z=y}
Consirememos entao a aplicacao
0 (y) — Gay h—s g™ - h
Temos que esta aplicagao estd bem definida, pois dado h € ;' (y),
gih-2)=gty=glgx=0=9g"' hed,.
E ainda uma aplicagao regular com inversa regular dada por
Gy —n, (y), I—g-1
Logo, 1, ' (y) é isomorfo a G, e, portanto,
dimn; ' (y) = dim G,, Yy € o(x).
Pelo teorema da dimensao das fibras, temos que
dimn;' = dim G — dim E,, Yy € o(z).
Portanto, dim F, = dim G — dim G,. O
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LEMA 1.23. Com as mesmas notacoes do lema anterior, o conjun-
to dos pontos x € V tais que a dimensdao de E, é maxima, ou seja,
dim F, = dimV, € um aberto de Zariski G-invariante em V.

3. Algebra de Lie de um Grupo Algébrico

DEFINICAO 1.24. Um espaco vetorial g sobre um corpo K com uma
operacao g X g — g denotada por

(X,)Y) = [X,Y]

e chamada de o colchete (ou o comutador) de X e Y, é dito uma

Algebm de Lie sobre K se os axiomas sequintes sao satisfeitos:
(i) o colchete é uma operagao bilinear;
(i) [ X, X] =0, VX € g;
(1) [ X, [Y, Z)| + [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] =0, VX,Y,Z € g.

O axioma (iii) é chamado de identidade de Jacobi. Note que (i) e
(i) implicam a anticomutatividade: (ii’) [X,Y] = —[Y, X], VX,Y € g.
(Reciprocamente, se a caracteristica de K for diferente de 2, é claro que
(ii’) implica (ii).)

DEFINICAO 1.25. Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de
Lie de g é um subespaco vetorial b de g que € fechado pelo colchete,
1sto €,

(X,Y]ebhse X,V €b.

ExEMPLO 1.26. gl(n,K): o espago de todas as transformacoes li-
neares de um espaco vetorial de dimensao n sobre K que é o mesmo
que o espago M, (K) das matrizes n x n com coeficientes em K. O
colchete é dado por

[X,V]=XY -YX

com X e Y matrizes. Com essa operacao, gl(n,K) é uma dlgebra de Lie
sobre K. Os axiomas (i) e (ii) sdo imediatos, enquanto que o axioma
(iii) requer um pequeno calculo (que é deixado para o leitor verificé-lo).
gl(n, K) é entdo essencialmente a algebra de Lie do grupo geral linear
GL(n,K) e é chamada algebra geral linear.

Da mesma forma, a dlgebra das transformacoes lineares de um es-
pago vetorial V' serd denotada por gl(V') e serd chamada a dlgebra geral
linear associada ao grupo geral linerar GL(V') consistindo de todos os
endomorfismos invertiveis de V.

O objetivo desta secao é associar a um grupo algébrico afim uma
algebra de Lie.
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Consideremos entao V' espaco vetorial de dimensao n sobre C, e
seja G C GL(V') grupo algébrico afim. Seja e o elemento neutro de G.
O espacgo tangente T,G possui uma estrutura de algebra de Lie obtida
por restricao da estrutura de M, ,, ou seja, se A, B € TG, entao
AB — BA € T,G, o que define o colchete [A,B] = AB — BA como
restricao do colchete em M,,,. Assim, T.G serd a dlgebra de Lie de
G e serd denotada por g.

Assim, por exemplo, como GL(V) é um aberto do espaco afim
My ~ A" temos que o espaco tangente T.GL(V) tem dimensio
n?. Portanto, a algebra de Lie de GL(V), gl(V), é o préprio espago
M, «n, como ja tinhamos verificado no exemplo acima.

EXEMPLO 1.27. Seja G, = {g € G : g-x = x}. Queremos obter a
algebra de Lie de G;,. Temos que G, é isomorfo ao conjunto

1

B :det B#0

0
onde B € GL(n — 1) = GL(V/(z)). Considerando uma curva (t) em
GL(V/{zx)), com p(0) = Id,_1, obtemos uma curva

L ag(t) - ay(t)
at) = € G,

Concluimos que
g9 =T.(Gr) ={AeMpun: A-z=0}
é a dlgebra de Lie de G,.
Se A € gl(V), uma curva a(t) e GL(V) com «(0) =e, o/(0) = A, é
dada por

t s et

PROPOSICAO 1.28. Sejam p: G x G — G a multiplicagao,
it G — G ainversao e v, : G — G a comutacio em G, isto €,

Yg(h) = hgh tg~*. Entdo:
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((],) d,u(e’e)(A,B) =A+ B, VA,B cg,
(b) di,(A) = —A, VA€ g;
(c) (devg)(A) = (Id — Ad(g))(A), VA € g, onde

Ad: G — GL(g), g — Ad(g) (Ad(g9)(A) = gAg"

¢ a representacdo adjunta.

)

DEMONSTRAGAO. (a) Sejam A, B € g. Tomamos a aplicagao

a:By — G x G, ts (e eP)

com By vizinhanca da origem. Temos que a(O) = (e,e) e

o/(0) = (da/dt)(e”, )|
= (Aet?) Be!P) |,
= (A, B)

Dai temos que

dpsee)(A, B) = (d/dt)u(a ())|t 0

= (d/dD)u(e )i
= (d/dt)e'" tBIf

= AetAetB 1 tABetB|,_,
= A+ B.

(b) Seja A € g. Tomamos
f:By— G, t— e

com By vizinhanca da origem, 3(0) = e, e tal que §'(0)
temos que

dic(A) = (d/dt)i(B(t))i=o0
= (d/dt)i(e"")i=o
= (d/dt)e "=
= —Ae_tA|t:0
= —A.

= A. Assim

(c) Seja A € g e consideremos a aplicacao  do item anterior. Temos

entao que

(devg)(A) - = (d/dt)v,(B(t))]i=0
= (d/dt)vs(e")]1=o
= (d/dt)(e"ge g )|t 0

= Aetge=tg™! Lo Ag(=A)e g i
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TEOREMA 1.29. A diferencial da representa¢ao adjunta Ad em e é
a aplicacao ad, onde

ad(X)(Y) = [X,Y], VX,Y € g.

DEMONSTRAGAO. Lembremos que
Ad: G — GL(g)

¢ um homomorfismo de grupos algébricos que é uma aplicagao regular.
Seja X € g. Consideremos uma curva «(t) = ¥ tal que
a(0) =e, o'(0) = X. A aplicacao linear Ad(«(t)) € GL(g) verifica
Ad(a(t)) - Y = a(t)Y[a(t)] " =™ Ye X, VY €g.
Dai temos que
(deAd)(X) g — g
¢ dada por
(deAd)(X) - (V) = (d/dt)Ad(a(t)) - Y |1=o
= X Ye ™ + XY (= X)e |-
=XY -YX
=[X,Y].
Esta é a aplicagao ad(X) - (V). O
OBSERVAGAO 1.30. Ad(x) é a diferencial em e do automorfismo

interno

Int(z): G — G, y+— ayr".

COROLARIO 1.31. Seja H um subgrupo normal fechado de G. Entdo
h € um ideal em g (isto é, [x,y| € h Vx € g,y € h).

DEMONSTRACAO. Como H é normal em G, temos que
Int(x)(H) = H, Vz € G.
Portanto, pela observacao acima,
Ad(z)(h) = b, Vo € G.

Se esterdemos uma base de h a uma base de g, a matriz de Ad(z), para
x € G, serd da forma

*

0 =x

e, claramente a matriz da diferencial d.(Ad)(X), X € g, apresenta a
mesma forma. Mas , pelo Teorema 1.29, d.(Ad) = ad, donde [X, h] C b,
Vr € g. O
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CAPITULO 2
Espacos Pré-homogéneos

Seja V' um espago vetorial de dimensao n sobre C. Seja G C GL(V)
um grupo algébrico linear conexo sobre C que atua em V'; denotamos
porg-raacaode Gem Vcomge GexeV. Sex eV, lembramos
que G, denota o subgrupo de isotropia de G' com relagao a x, isto é,

G, ={9€eG:g9-v=uc}.

DEFINIGAO 2.1. Se existe x € V tal que dim G, = dim G —dim V/,
entao dizemos que V' € pré-homogéneo com respeito a acao de G e cha-
mamos o par (G,V) de espago vetorial pré-homogéneo. O conjunto dos
pontos x € V tais que dim G, > dim G — dim V' é chamado conjunto
singular de V e o denotaremos por S.

Dado z € V, denotamos por o(z) a G-6rbita de z, isto é,

o(x)={g-x:geqG}.

Conforme visto no lema 1.22 , podemos escrever a 6rbita de x como
o(z) = Ey — Fy, onde E, é um subconjunto algébrico G-invariante de
V' e F, um subconjunto algébrico préprio G-invariante de V; E, é o
fecho de Zariski de o(x). Assim, pela Defini¢ao 2.1, as quatro condigoes
seguintes sao equivalentes:

i)zeV->5;

(ii) dim G, = dim G — dim V;

(iii) dim E, = dim V;

(iv) B, = V.

PROPOSIGAO 2.2. Seja (G, V) um espago vetorial pré-homogéneo

e seja S o seu conjunto singular. Entao S € um subconjunto algébrico
proprio G-invariante de VeV — S € uma G-orbita de V.

DEMONSTRACAO. Temos que existe x € V tal que dim G, =
dim G —dim V, o que implica que z € V — 5. Como dim F, = dim V/,
pelo lema 1.23, V — S é um aberto de Zariski G-invariante e, por-
tanto, S é um subconjunto algébrico préprio G-invariante de V. Mas
eV —-S=ox)CcV-S. Comoo(z) =V —F, = F, OS. Supo-
nhamos entao que F,, — S # () e seja y € F, —S. Entdo, o(y) =V — F,
é um aberto de Zariski em V para y ¢ S. Por outro lado, como y € F},
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e F, é G-invariante, o(y) C Fj, o que é uma contradigdo. Portanto,
F,—S=10eassim, o(x) =V = S. O

Consideremos C* := C \ {0} como grupo multiplicativo.

DEFINICAO 2.3. Chamamos de caracter um homomorfismo de gru-
pos de G em C*. Denotamos por X(G) o conjunto de todos os carac-
teres de G, o qual forma um grupo multiplicativo.

PROPOSIGAO 2.4. O conjunto X (G) é um subespago linearmente
independente sobre C do espaco de todas as funcoes de G que toma
valores em C.

DEMONSTRAGAO. Segue do fato de que o conjunto de todos os
homomorfismos de um grupo G em C* é um subespaco linearmente
independente do espaco de todas as fungoes que tomam valores em C
(ver [Hum, chapter VI, section 16.1, lemmal). O

DEFINIGAO 2.5. Seja x um caracter de G. Dizemos que uma fungao
racional nao nula P(x) em V' é um invariante relativo ou uma funcgdo
ractonal relativamente invariante correspondente ao caracter x se
P(g-x) = x(9)P(x), para todo g € G. Em particular, se P(x) é um
polinémio, dizemos que P(x) é um polindmio relativamente invariante.

DEFINIGAO 2.6. Sejam X1, ..., Xy caracteres pertencentes a X (G).
Dizemos que eles sao multiplicativamente independentes se geram um
grupo abeliano livre de posto r em X (G).

DEFINIGAO 2.7. Se P=F/G ¢é uma fun¢ao racional em V', com F
e G primos entre si, denotamos por Py o conjunto de zeros de F e por
P, o conjunto de zeros de G; Py é chamado o conjunto de zeros de P
e Py, o conjunto de pdlos de P.

LEMA 2.8. Os zeros e polos de um invariante relativo sao subcon-
Juntos algébricos proprios G-invariantes de V' e estao contidos em S.

DEMONSTRAGAO. Seja Py o conjunto de zeros de P, isto é,
Py={xz eV :P(z) =0}
Temos que P, é um fechado afim e dado z € Py, g-x € Py, Vg € G,
jd que P(g-x) = x(9)P(x) = 0 e x(g9) # 0, o que mostra que Py é
G-invariante; Além disso, Py C S. De fato: seja v € Py, v € S. Entao
r eV —-8SeV -8 éaberto de Zariski. Mas, por outro lado, como
P, é G-invariante, o(z) C Py, o que é uma contradi¢ao. Logo, Py C S.
Analogamente, vemos que P,, é um fechado G-invariante de V e tal
que P, C S. O
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LEMA 2.9. Seja R(x) uma fun¢ao racional em'V de grau d € Z e
a: C* — C* funcao tal que

R(tz) = a(t)R(z), VteC*
Entdo R(x) é homogénea e a(t) = t¢.

DEMONSTRACAO. Para a demonstracao deste lema, podemos con-
siderar o caso onde R(z) é um polinémio em V. De fato: temos uma
acao de C* x C(V) — C(V') dada por

(t,R)—1t-R, (t-R)(z)= R(tx) = a(t)R(x).

Suponhamos que R = F/G é uma fungao racional de V', com F e

G polindémios primos entre si. Se F; é fator irredutivel de F', entao

(F=0}={t-F, =0}, ¥t eC,

ja que C* é irredutivel. Analogamente, o mesmo argumento vale para
fatores G; de G. Concluimos entao que

t-F,=pt)F, p[:C —C
e que
t-G;=~vt)G;, ~v:C —C.

Seja entao R(x) polinémio em V e consideremos o polinémio de
Taylor de R(z) em 2 =0 :

"\ OR ", O’R
R(z) =R(0)+ ) _ 5O+ Y o= () + -
i=1 " Eiat

ij=1
Assim, como R(tx) = a(t)R(x), temos

ou seja,

R(0)(1 - a(0)) = a(0) (



donde segue-se que
a(0) = 0 = R(0).

Se o grau de R é igual a 1, entao estd demonstrado o resultado. Se o
grau de R é maior do que 1, entao derivando a expressao

" OR " 2R
Rmﬂ:MﬂG}:ajmm+ﬁ§:a@;mm%+“>
i=1 ¢ i ? J

J=1

em t=0 (observemos que « é necessariamente infinitamente diferen-
cidvel), segue-se, repetindo-se o mesmo procedimento, que

O resultado segue por indugao no grau de R. O

PROPOSICAO 2.10. Temos as sequintes afirmacoes:

(i) Dois invariantes relativos quaisquer associados ao mesmo ca-
racter coincidem a menos de um fator constante.

(1i) Todo divisor primo de um invariante relativo é um invariante
relativo.

(111) Invariantes relativos sao fung¢oes homogéneas.

(iv) Invariantes relativos correspondentes a caracteres multiplicati-
vamente independentes sao algebricamente independentes sobre C.

DEMONSTRAGAO. (i)Sejam R (z) e Ro(x) invariantes relativos cor-
respondentes ao caracter x € X(G). Seja xg € V — S e seja

Q(x) = Re(xo) 1 (x) — Ri(z0) Ro(2).
Temos que @(x) é invariante relativo, pois

Qg-7) = Ra(xo)Ri(g-x) — Ri(wo)Ra(g - )
= Ra(z0)x(9)Ri(z) — Ri(zo)x(9) B2
X(9)Q(x), Vg € G,Vz € V.
Além disso, Q(xp) = 0. Como o(xy) = V — S, temos que Q(z) = 0,
Ve eV — S, e, portanto, ) = 0. Como xy ¢ S, pelo Lema 2.8, zy nao
é zero nem polo de Ry, isto é, Ry(zp) # 0 e Ra(xg) # 00, e assim,
_ Rl(l‘o)
Rg(l‘o)
(ii) Seja R(x) invariante relativo correspondente ao caracter

X € X(G) e seja []_, Ri(z)™ a decomposigio em divisores primos de

R1 (ZU)

Ry(z).
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R(z), ou seja, Ry(x),...,Rx(x) sao polinémios irredutiveis distintos e os
n;’s sao inteiros nao nulos tais que

R(z) = [] Rata)

Como R(z) ¢ invariante relativo, temos que

[[Rd 2" = Rig-a)

Por outro lado, cada R;(g-z), i = 1,...,k, é um polinémio irredutivel em
V, logo R;(g-x) deve coincidir com um dos polinémios Ry (z),...,Rx(z) a
menos de um fator constante. Como G é conexo, temos que R;(g-z) =
Xi(9)Ri(z), Vg € G, onde x;(g) é uma funcao regular que toma valores
em C*; observemos que se g € G, tomando x no dominio de R,

_ Ri(g- )
Além disso, se g1,90 € Gex eV,
Xi(g192) Ri(z) = Ri(g192- )
= Xi(g1)Ri(g2 - v)
= Xi(91)xi(g2) Ri(z),
e, portanto,
xXi(9192) = xi(91)xi(92), V1,92 € G,

isto é, x é um caracter de G.! Assim R, (z),...,Ry(z) sdo todos invari-
antes relativos.

(iii) Seja P(z) um invariante relativo correspondente a um caracter
X € X(G). Sejat € C* e definamos uma funcao racional P(x) := P(tz).
Temos que
P(g-z) = P(g-(tr))
= x(9)P(tx)
x(9)Pi(z), VgeG,VreV.

'De fato, sempre que temos uma acdo de G' num espaco vetorial W, e existe
w € W tal que g € v = x(g)v, entdo y é um caracter de G.
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Portanto, ambos P;(z) e P(x) sao invariantes relativos correspondentes
a x. Pelo item (i), eles coincidem a menos de um fator constante, ou
seja, P(tr) = Py(xz) = ¢P(x), onde ¢ é uma constante que depende
unicamente de ¢t. Pelo Lema 2.9, segue-se que P(z) é uma funcao ho-
mogeénea.

(iv) Sejam x1i,...,x, caracteres em X (G) multiplicativamente inde-
pendentes. Sejam R (z),...,R,(x) invariantes relativos correspondentes
& X1,---,Xr, réspectivamente. Suponhamos que Ry(x),...,R,(z) sao alge-
bricamente dependentes. Entao existe um polinémio H (yi, ..., y,) nao
nulo tal que H(Ry, ..., R,) = 0. Assim, existem monomios U;(Ry, ..., R;)
(i =1,..,s) em Ry(x),..,R.(x) tais que H = >, a;U;, a; € C,
Ui, ...,Us linearmente dependentes e tais que quaisquer s — 1 desses
monomios sao linearmente independentes.

Consideremos o subespago vetorial £ C C[Ry, ..., R,] gerado por
Ui, ...,Us, e f: C* — E a aplicacao linear (sobrejetiva) definida por

f(Cl, ey Cs) = ZCzUz ,
i=1

denotemos W o nicleo de f. Pela nossa escolha dos U;’s,
dimc £ =5 —1,
donde segue que
dimc W = 1.

Agora, como U; é monomial, é claro que cada U; é um invariante relativo
e assim, seja v; o caracter correspondente de U;(x). Se
(€1y...,c5) € C°) g € G, temos que

fleivi(g), ..., csvs(g)) = Z civi(9)U;.

Mas

vi(9)Ui(z) = Ui(g - x), Yi=1,...,s.
Assim, temos que se (cy, ...,c;) € W, entao

(crv1(9), ..., csvs(g)) € W, Vg € G.

Como dim¢ W = 1, segue que v; = vy, = ... = v,. Porém, Uy, ..., Uy
sao distintos uns dos outros como monomios em Ry, ..., ., o que con-
tradiz o fato de que xi, ..., x5 sao multiplicativamente independentes.
Portanto, Ry (), ..., R.(x) sao algebricamente independentes. O

19



DEFINIGAO 2.11. Seja (G, V') um espago vetorial pré-homogéneo e
seja S o seu conjunto singular. Denotamos por Sy a unido das compo-
nentes irredutiveis de S de codimensdo 1 e S(1y a unido das componentes
irredutiveis de S de codimensdo maior ou igual do que 2.

OBSERVAQAO 2.12. S(g) pode ser vazio. Como exemplo, temos o
espaco pré-homogéneo (GL(n),C"), em que GL(n) atua em C" pela
acao natural de matrizes. O conjunto singular S é {0}. Neste caso, os
unicos invariantes relativos sao os polinomios constantes.

Sejam S, ..., Sy, as componentes irredutiveis de S(g) e seja P;(x)
polinomio irredutivel gerador do ideal Us,, 1 =1, ..., m.

PROPOSIGAO 2.13. Suponhamos que Sy # 0. Seja IR(G,V) o
conjunto dos invariantes relativos de (G,V'). Entdo:

(i) {Pi(z),..., Pn(x)} é um subconjunto de polindmios algebrica-
mente independentes de TR(G,V).

(i1)) TR(G, V), considerado com a operagio de multiplica¢ao, coin-
cide com o grupo livre abeliano de posto m gerado por Py(x), ..., Pp(x).

DEMONSTRAGAO. (i) Como G ¢ irredutivel e S; é um conjunto
algébrico irredutivel, o fecho de Zariski G - S; do conjunto

G-S;={g9-z:9€G,xeS;}
é também irredutivel. De fato: consideramos a aplicacao regular
p:G xS — G-S;, ¢(g,x)=g-x.
Pelo item (ii) da Proposicao 1.3, ¢(G x S;) = G - S; é irredutivel, ja
que G x S; é irredutivel. Segue, pelo item (i) da Proposic¢ao 1.3, que
G - S; é irredutivel.
Agora temos que
S;CcCG-S;cS=5=85CcG-S,CcS=S8.
Como S; é uma componente irredutivel de S, temos que S; = G - 5,
donde segue que
VgedG, g-S; Cc G-S; =85,

Por um lado, dados ¢ € G,z € S;, temos que ¢ ' -2 € G -S; e,
portanto, g t-x € S;. Como x = (gg~1)w, v € g-S;, ou seja, S; C g-S;,
Vg € G, concluimos que

gS,:SZ, VgEG
Por outro lado
Si={re€V:P(x)=0}eg-Si={xecV:P(g" z) =0}
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Como P; é irredutivel, temos que P;(z) e P;(¢g~'-x) coincidem a menos
de um fator constante. Logo, existe um caracter x;(g) tal que

Pi(g-z) = xi(9)Pi(x), Vg € G,Vx € V.

Assim temos que P;(x) é um invariante relativo, Vi = 1,...,m.
Finalmente, como P (), ..., P,(z) sao polinémios irredutiveis dis-
tintos entre si, x1, ..., Xm Sa0 multiplicativamente independentes. Com
efeito: suponhamos que existam ry, ..., r,, € Z tais que
Xgl P XTWT —
Consideremos o polinémio
F=PpP"-.-Pm:
temos entao para todo g € G, © € V, que
F(g-x) = P“( ) Prr(g-w)
X1 (9) P () -+ X (9) P ()
X1 (9) - xi (9) F (@)
= F (m)
Seja xg € V — 5. Entao
F(g-w0) = F (), Vg € G,

ou seja, F(x) = ¢ constante, Yx € V — S. Como V — S é um aberto
de Zariski, segue-se que F' = ¢. Sem perda de generalidade, podemos
supor 7y, ...,7 > 0, e 49, ..., 7y < 0; notemos por s; = —r;, para todo
i=141,..,r. Assim, temos que

b (z) - B ()

P (x) - P (x)

:C,

isto é,

Pl*(z)--- P'(z) = cP i -+ P (x)

Como os polinémios Py, ..., P, sao irredutiveis e distintos entre si, segue
que a unica possibilidade é r; = ... = r,, = 0, donde concluimos que
X1, -+ Xm Sa0 multiplicativamente independentes.

Pelo item (iv) da Proposigao 2.10, concluimos que P (), ..., P, (2)
sao algebricamente independentes, o que completa a prova de (i).

(ii) Seja P(x) polinémio invariante relativo irredutivel. Vimos ante-
riormente que o conjunto Py = {x € V : P(x) = 0} é um subconjunto
algébrico proprio G-invariante de V' e tal que Py € S. Como P, é
uma hipersuperficie irredutivel, temos que P, coincide com um dos
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S1y .oy Sme Mas S; = {z € V : Pi(x) = 0}, logo P(z) coincide com um
dos Pi(x), ..., Pyy(r) a menos de um fator constante.

Pelo item (ii) da Proposi¢ao 2.10, todo fator irredutivel de um in-
variante relativo é um invariante relativo. Assim, qualquer invariante
relativo coincide com um produto de poténcias de Py (), ..., P, (z). O

DEFINIGAO 2.14. Seja (G, V) um espago pré-homogéneo com
Sy # 0. Um conjunto de polinémios invariantes relativos {P;, ..., P}
¢ dito um sistema completo de invariantes relativos se constitui uma
base de IR(G,V'); neste caso, dizemos que Py, ..., Py, sdo os invariantes
relativos bdsicos de (G,V).

Se H é um grupo arbitrario, [H, H| denota o grupo comutador de
H, ou seja, [H, H] é o subgrupo de H gerado pelo conjunto

{xy:v’ly’l cx,y € H);
da identidade
2wy y Nz = (2w (zyz ) (a2 ) T (zyz ) !

segue que [H, H] é um subgrupo normal de H.

LEMA 2.15. Sejam H um grupo arbitrario e K C H um subgrupo.
Entao o conjunto produto

[H H|-K={h-k:he[H H],ke K}
¢ um subgrupo normal de H.
DEMONSTRAGAO. Seja y € [H, H| - K, ou seja,
y =91 gk,
com gy, ..., g, comutadores de H e k € K; logo, para todo h € H, temos
hyh™ = hgi---gkh™"
= (hgy1--g—1h N (hgikh™ ).

Como [H, H] é subgrupo normal de H, basta mostrar que

hgkh™' € [H,H]- K.
Com efeito: temos que g; = zyx 'y ! com x,y € H; assim
hgkh™ = hoya 'y 'kh™!
= hayr ‘y *h Tk kT hER T
——
C1
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onde ¢; € [H, H]. Assim,
hgkh™" = hzyz 'y 'h ke
= hayr hly tyhy th Tl ke
—_—
onde ¢y € [H, H]. E dai,
hgkh™ = hoyz 'h~ 'y eskey
= (ha)y(ha)™'y™ eoker

"

c3
onde ¢z € [H, H]. Portanto,
hgikh™' = escoke, € [H, H] - K.
[
Seja xy € V—S. O subgrupo de G gerado por [G, G| e pelo subgrupo
de isotropia G, nao depende da escolha de zy € V' — S. Denotamos
esse grupo por G, isto é,
G1:=[G,G] - Gy,
Pelo Lema 2.15, G; é um subgrupo algébrico normal de G.
Temos ainda que G/G; é um grupo algébrico abeliano (ver [Hum,

chapter IV, sections 11.5 and 12.1]).
Denotamos por X;(G) o grupo dos caracteres de G/G;. Ou seja,

Xi(G) == X(G/G1) = {x € X(G) : x(9) = 1,Vg € G\ }.

Lembremos que i, ..., Xm geram um grupo abeliano livre (vimos
na demonstragao do item (ii) da Proposi¢ao 2.13 que xi, ..., Xm S40
multiplicativamente independentes).

PROPOSIGAO 2.16. Seja { Py, ..., Py} um sistema completo de (G, V)
e seja x; o caracter correspondente a P;, i = 1,...,m. Entio, X;(G) é
o grupo abeliano livre de posto m gerado por X1, ..., Xm-

DEMONSTRAGAO. Seja P(x) um invariante relativo correspondente
ao caracter x(g). Seja x € V' — S. Entao temos que

P(g-z) = x(g9)P(z), Vg€G, e P(x)+#0,00.
Assim, se g € G, de
P(z) = P(g-x) = x(g9)P(z),
segue que x(g) =1, ou seja, y é trivial em G,. Por outro lado, como

X(919207'95") =1, Vai,9: € G,
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temos que x é trivial em [G, G|, e entao, x é trivial em G| = [G, G]-G,,
isto é, x € X;(G).

Reciprocamente, seja x € X(G) e seja g € V — S. Sabemos que
o(zg) =V — S; consideremos a aplicagao regular

p: G —>o(xo), ¢(g) =g o
Se g,h € G,
g-ro=h-zg & hlg-mg =139 h g€ Gy
Dali, temos que
G/Gyy = o(xg) =V = S.

Assim, x pode ser visto como uma fun¢ao regular em G/G,,~V — S.
Definimos entao

P(g-x0) == x(9),
onde identificamos g-z com a classe [g] € G/G,, de g€ G. Logo, dado

xr €V — S, temos que x = h-xg, para algum h € G. Portanto, para
todo g € G, temos que

P(g-x) = P(gh-zo)

A fungao racional P(z) em V — S estende-se a uma fun¢ao racional em
V' mantendo a relacdo P(g-z) = x(g)P(z). Ou seja, existe um inva-
riante relativo P(z) correspondente ao caracter x. Assim, concluimos
que Xi, -, Xm € X1(G) e para todo x € X;(G), existe um invariante
relativo P(x) correspondente a x.

Finalmente, pela Proposi¢ao 2.13, P(x) coincide com um produto
de poténcias de P;(z), ..., Py(x). Logo, x coincide com o produto de
poténcias de xi,..., Xm. Portanto, X;(G) é o grupo abeliano livre de
posto m gerado por i, ..., Xm- O

Consideremos agora a representagao contragradiente de G no espago
dual V* (ver Capitulo 4, Anexo 2). A acdo de g € G em y € V* é
denotada por

g y="g "y,

onde ‘g é a matriz transposta de g € G C GL(V).
Temos que
(9 2,9 y)=(z,y), VgeGxeV,ye V"
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Aqui, (,) denota a dualidade entre os espacos vetoriais V' e V* sobre
C dada por (z,y) = y(z) € C.

Fixado um ponto yo € V*, denotamos por G, o subgrupo de iso-
tropia de g, isto é,

Gy ={9€G: g" yo=wo}

Entretanto, o par (G, V*) nao é necessariamente um espago vetorial
pré-homogéneo, ainda que (G, V') seja um espago pré-homogéneo (veja
o exemplo dado no final deste capitulo).

Suponhamos que (G,V*) seja um espago vetorial pré-homogéneo
(note que nao supomos que (G,V) seja pré-homogéneo). Seja S* o
seu conjunto singular. Pela Proposicao 2.2, S* é um subconjunto
algébrico proprio G-invariante de V* e V* — §* é uma G-6rbita em
V*. Denotamos por SE‘O) a uniao das componentes irredutiveis de S*
cuja codimensao em V* é 1 e denotamos por 5’(*1) a uniao das com-
ponentes irredutiveis de S* de codimensao maior ou igual a 2 em V*.
Sejam S}, ..., S, as componentes irredutiveis de SE"O) e seja Q;(y) um
polinémio irredutivel gerador do ideal Us-, i = 1,...,m'. Em outras
palavras,

Sti={yeV*:Qiy) =0} (i=1,..,m)
codimSE‘I) > 2

Aplicando a Proposicao 2.13 ao espago pré-homogéneo (G, V™), te-
mos que Q1(Yy), ..., @m (y) sdo os invariantes relativos basicos de (G, V*)
e (Q1,...,Qum) é o sistema completo de invariantes relativos basicos de
(G, V*). Denotamos por iy, ..., ipy 0S caracteres correspondentes aos
invariantes relativos Q1(y), ..., Q. (y) respectivamente, ou seja,

Qi(g" - y) = pi(9)Qi(y), Vg € G, ¥y e V™.

Seja yp € V* — S* fixo. Entao o subgrupo G7 de G dado por
G = [G,G]- G,

nao depende da escolha de yy € V* — S*. Temos que G é subgrupo
normal de G e G/G7} é um grupo algébrico abeliano. Denotamos por
X{(G) o subgrupo de X (G) formado pelos caracteres triviais em G7,
isto é,

X{(G) ={p e X(G): ulg) =1,Vg € G}

Aplicando a Proposi¢ao 2.16 a (G,V*), X;(G) é o grupo abeliano livre
de postom’ gerado por p1, ..., fy.

Encerraremos este capitulo dando alguns exemplos de espacos pré-
homogéneos.
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EXEMPLO 2.17. Seja

G:{g:<1 Z):a,be@,b#O}Cngg((C)

V:{x:<§;>ix1,$2€c}-

E facil verificar que G é subgrupo algébrico fechado de GL(V). O
subconjunto

e seja

V'i={x eV :zy #0},

que é um aberto de Zariski, é uma G-érbita e, portanto, (G,V) é um
espaco vetorial pré-homogéneo com conjunto singular

S={zreV:z =0}

o= () memee]

espaco dual de V. Usando a acao contragradiente ¢* dada por

g y="9 "y
para g € G,y € V*, verifica-se que cada 6rbita em V* é parametrizada
por i, ou seja, é uma reta passando por y; e, portanto, nao ha érbitas
densas em V*. Logo, (G,V*) nao é um espaco vetorial pré-homogéneo.

Agora, seja

EXEMPLO 2.18. Seja V =C" e
G = { matrizes diagonais inversiveis } C GL(C") (vide Exemplo 1.19
do Capitulo 1). Consideremos o conjunto
Vi={(x1,.,xn) i 2; 20, Vi=1,...,n}=C" x--- x C*
——_———

V' é o Toro algébrico de dimensao n. Como ja tinhamos visto no
Exemplo 1.19 do Capitulo 1, V' é uma G-6rbita densa e, portanto,
(G, V) é um espago vetorial pré-homogéneo com conjunto singular

S ={(z1,...,zy) : x; =0, para algum i € {1,...,n}}.
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CAPIiTULO 3

Espacos Vetoriais Pré-homogéneos Quase
Regulares

Sejam V' espaco vetorial de dimensao n sobre C e V* o espaco
dual de V. Seja G C GL(V) um subgrupo algébrico que atua em V*
pela acdo (natural) contragradiente. Suponhamos que (G,V) e (G, V*)
sejam ambos espagos pré-homogéneos.

Fixados xg € V — S e yg € V* — S*, tinhamos definido no Capitulo
2 os subgrupos G e G} de G como os grupos

G, = [GaG] ) Gmo € GT = [GaG] ’ GZO

Seja g a algebra de Lie de G. Como G C GL(V), temos que
g C gl(V) = Myxn. Sejam g a dlgebra de Lie de Gy e g} a dlgebra de
Lie de G7.

Seja gV o espaco vetorial dual de g. Denotamos por A -z a acao de
A€ gem x € V dada por

A-x:= %(6“‘ - )| e=o0;
aqui exp : g — G é a restricdo a g da aplicaciao exponencial B — ef
definida em gl(V') (ver [War, Chapter III, theorem 3.34 and Example
3.35]).

Respectivamente, denotamos por A*.y a acao de A* g’ em ye V*,
onde A* é a matriz adjunta de A, dada por

Ay = S )l

DEFINICAO 3.1. Sejam ¢ : V — == V* 4 : V* — — =V aplicagoes
racionais. Dizemos que @ (resp. 1) é G-admissivel se p € regular em
V—Seop(g-a)=g (o), VgeG (resp. ¥(9"-y) =g~ (¥(y)) ).

Seja w € g¥. Se a aplicagao G-admissivel ¢ satisfaz a condicao

(A-z,0(x)) = (Aw), VAecg VeV -5
denotamos esta aplicagao por ¢,. Respectivamente, se
(A" y,(y)) = —(A,w), VyeV* -5,

denotamos esta aplicagao por v,,.
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Finalmente, denotamos por X; e por X—i" 0s conjuntos
X, :={Beg”:Bl,=0}=(g/a1)"
X{={Beg’:Blg=0}=(g/g])"
Temos que, dado x € X(G), x induz uma aplicacao dy : g — C
dada por

Ox(A) = do(x o exp)(A) = (d/dt)x(e")]i=o,
onde dy(x o exp) é a diferencial da composta de x : G — C* com
a aplicacao exponencial exp : By(g) — G, By(g) uma vizinhanga da
origem de g. o

Como y € X;(G), entao x(g) = 1,Vg € Xy, e portanto, 0x € Xj.

A aplicacdo que a cada x € X;(G) associa §x é um homomorfismo
injetivo de X;(G) em X;. Com efeito: sejam x1,x2 € X1(G) e A € g.
Entao
d(x1x2)(4) = (d/dt){X1X2(etA)}|t:0

= {(d/dt)xi(e") }xz(e") o + xa (e {(d/dt) xa (") o

= Ox1(4) +dx2(4),
0 que mostra que a aplicacao é um homomorfismo. Para ver que é
injetiva, basta mostrar que

ox=0 = x=1;
com efeito: suponhamos que dy(A4) =0, VA € g. Logo
(d/dt)x(exp(tA))|i=o = 0, VA € g,
isto é,
dx - d(exp) - (d/dt)(tA) =0,
onde d(exp) : g — g é a diferencial da exponencial em 0 (matriz nula);
assim,
(dx o d(exp))(A) =0, VA € g,
ou seja,
dx(d(exp)(A)) =0, VA € g,

e portanto, dy = 0, pois d(exp) é um difeomorfismo. Logo,

X : G — C* é constante. Como x(e) = 1, segue que y = 1. Chama-
mos dx o caracter infinitesimal de Y.

PROPOSICAO 3.2. Seja w € g". Entao existe uma aplicagao
G-admissivel ¢, se, e somente se, w € X,. Neste caso, @, estd uni-
vocamente determinada por w.
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DEMONSTRAGAO. (=) Seja ¢,, uma aplicacdo G-admissivel sa-
tisfazendo a condicao

(A-z,04(x)) =(Aw), VAegVreVlV -5

Observe que se A € g, = {A € g: A-2 = 0}, entdo (4, w) = 0. Por
outro lado, como

ouw(g-x)=9g" pu(x), VeV — S Vgea,
temos que
(Ad(g)A,w) = (A, w), VgeG,VAeg.
De fato: se z€V — S, temos que
(Ad(g)A,w) = (gAg™", w)
(9Ag™"z, pu())
= (Ag7"z,'g pulo )>
{
{

Q

Alg™" ), 0u(g™" @)
A, w).

Logo,
(Ad(g)A — A,w) =0, YAeg, YgeQ.
Derivando a equagao acima com respeito de g em e, obtemos

(l9, 8], w) =0,

pois d.Ad = ad e, pelo Teorema 1.29, ad(X)(Y) = [X,Y], VX, Y € g.
Como g; = [g, g]-g., temos que

(A,w) =0, VAeg,,
isto é,
w(A) =0, VAeg,,
ou seja, wE X;.
(<=) Suponhamos que w|yg, = 0. Seja z€V — 5. Consideremos a
aplicacao
O,:9g—V, ¢, (4)=Ax

Temos que g, = ker®,, jd que g, = {A€g: A-x = 0}. Como
dimg — dim g, = dim V', ®, induz um isomorfismo g/g, — V. Como
wlg, = 0, temos que existe y, € V* tal que

(A,w) = (A -z, yy).
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Definimos ¢ : V. — S — V* por

p(2) = ¥ ;
¢ é uma aplicagao racional de V em V*. Por outro lado, como wl|y, =0,
temos que

(Ad(g9)A, w) = (A, w), VA€g, VgeG.

Portanto,
(Ag-z,0(g-z)) = (4 w)
= (Ad(g7)A, w)
= (g7'Ag,w)
= (g7'Ag -z, 0(x))
= (Ag-z,g" - (¢(r)))
Logo,

p(g-x) = 9" (p(z)), VoeV - 5, VgeG.
Como ¢ é regular em V' — S| temos que ¢ é G-admissivel e satisfaz
(A-z,p0(x)) = (A, w) = (Ag-z, 9" - (7)), VA€g,VzeV — 5,
o que completa a demonstracao. O

Para x €V — S, consideramos a diferencial d,p,, de ¢, em x, isto
é, a aplicacao linear
. d
Ao : V — V" dyppy(u) = %gpw(m + tu) =0
Sejam (z1,...,2,) e (y1,...,yn) coordenadas com respeito as bases de
V e V* duais uma da outra, respectivamente. A aplicacao ¢, € es-
crita como ((©w)1, -y (Pw)n) com respeito as coordenadas (yi, ..., Yn)-

Consideremos a 1-forma diferencial
n

Pu(T)dr = Z(‘Pw(x))idxiQ

i=1
¢ uma forma diferencial G-invariante em V' — S. Cada componente
(pw(x)); é um polinémio homogéneo de grau 1 com respeito a w.
PROPOSIGAO 3.3. Seja (G, V) espago vetorial pré-homogéneo.
(i) Se we X, entdo
d(gw)gow(gu) = g* ) {dx@w(u)}, VgeG,VreV — S,VueV.

(i) A forma diferencial p,(x)dx € uma forma fechada em V. Em
particular, a aplicacao

(u,v) €V X Vi (u,dyp,(v)) € C
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¢ uma forma bilinear simétrica em V x V.
DEMONSTRAGAO. (i) Como

Yw(g-x+tg-u) =g* - pu(r + tu),

temos claramente que

d(g'l‘)(pw(g'u) =g" - {dopu(u)}.

(ii) Tomamos coordenadas (z1, ..., ) € (Y1, ..., Yn) COmM respeito as
bases de V' e V* duais uma da outra, respectivamente. Podemos iden-
tificar V' e V* com o mesmo espaco vetorial C". As agoes de G e g em
V' = C" sao representadas, embora, em geral, de maneira nao tnica,
pela acao natural de matrizes n x n dadas por
g = (gij) €G e A= (A;j) €g. As i-ésimas coordenadas de (g-z) e de
(A-z) sao dadas por

(g-2)i =Y gya; e (Aw)i=) Ayz
j=1 j=1

Escrevendo ¢, () := (0w (2)1, .., 0u(T)n) para x = (1, ...,2,) €V,
temos da definicao que

Z o (2)iAijr; = (A2, pu(x)) = (A, w), VAeg,VreV - 5.
ij=1

Derivando com respeito a x;, temos

— Dpu ()i -
3 2 S =0
ij=1 ! i=1
Por outro lado, como ¢, (g-7) = ¢* - py(x), definimos um caminho por
e € G com vetor tangente A € g através da aplicacao exponencial :
at) = e, Assim,

tA —tA*

cx)=e€ 0w (2);

pu(e
aqui A* = A'. Derivando em ¢ = 0 temos

dpy(x)(A-z) = =A% @, (2).
Escolhendo a linha [, temos entao

Z 8%,717(50);14”% == ZAusOw(fv)i, VAeg,VzeV — 6.
‘ =1

ij=1

Assim, temos que

—~ Dpu () — Dpu(x)
Z TxlAijl‘j = Z T%Aijxj’ VAGQ,VIGV - S.

ij=1 ij=1
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Ou seja,
iwz anw Vi, lef1,....n}.

x.
ij=1 Om;

Assim,

pu(z)dz == Z Pu(T)id;
i=1

é uma forma diferencial fechada.
Por ltimo, notemos que

- .a@w(x)i

<dg0w(l')(2),y> = ZylaTzﬁ Z = (Zl,...,Zn)GV,
ij=1 J
donde segue que a ultima afirmacao. O

Pela decomposicao de Jordan-Chevalley (ver Capitulo 4, Anexo 1),
temos que o grupo algébrico comutativo G/G; pode ser decomposto
como um produto de sua parte semi-simples (G/G1)s com a sua parte
unipotente (G/G4),. Desta forma, temos a correspondente decompo-
sicao de Jordan-Chevalley da dlgebra de Lie de G/G;

(9/91) = (8/91)s @ (8/91)u-

Entdo, o espaco vetorial dual X; = (g/g;)" se decompde como soma
direta

onde
(71)5 = {w €X;: W) (g/g1). = 0}

(X1)u = {w eX; : wl(g/g:). = 0}
LEMA 3.4. Se G ¢ abeliano, entio X (G) = X(Gy).
DEMONSTRAGAO. Seja SL(n,C) o grupo especial linear, isto é,
SL(n,C) = {X € GL(n,C)| detX =1}
e seja
[SL(nC), SL(n, C)]

o subgrupo comutador de SL(n,C). O centro de SL(n,C) é o grupo
das matrizes diagonais D(n,C). Temos entao que o quociente

SL(n,C)/D(n,C)
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é simples (para maiores detalhes a respeito deste resultado, veja [Dieu,
Chapitre II, §2].) Como [SL(nC),SL(n,C)] 2 D(n,C), concluimos que

[SL(n, C), SL(n, C)] = SL(n, C).

Segue-se que X (SL(n,C)) = {1}. Sejam G, e G as partes unipontente
e semi-simples de G respectivamente. Como G, é unipotente, G, é
conjugado a um subgrupo de U(n,C), onde

U(n,C) = {matrizes triangulares superiores com diagonal (1,...,1)}.
Concluimos que X (G,) = {1}, donde X (G) = X (Gj). O

PROPOSIGAO 3.5. Seja {Pi(z), ..., Pn(x)} um sistema completo de
invariantes relativos bdsicos de (G,V) e seja x; (i=1,...,m) o carac-
ter correspondente de Py(z), i =1,...,m.

(i) O espaco vetorial (X)), é o subespaco de X| gerado por

OX1s -5 OXam; €M particular, (Xl)si/um espago vetorial de dimensao m.
(ii) Para w =Y " si0x; € (X1)s, temos que

Em outras palavras,

(Pulo)e = 3 (5r) G0

DEMONSTRAGAO. (i) Consideremos o homomorfismo
§: X1(G) — X1, x+ (6x: g — C)

onde 0x(A) = d(x oexp)(A), A € g. Temos que, dado = € G/G1,
T = Tsxy, com x5 € (G/Gy)s e x, € (G/G1),. Pelo Lema 3.4, como
G /G é comutativo, temos que X; = X (G/G1) = X((G/G1)s); e como
X((G/Gh)y) =1, segue-se que

X(x) = x(zszy) = x(x5), Vo€ G/Gj.

Concluimos daf que ¢ induz um homomorfismo X ((G/G1)s) — (X1)s.
Pela Proposicao 2.16, xi, ..., X, formam uma base do grupo livre Xi;
vamos mostrar que {dx1, ..., xm } € linearmente independente sobre C.
Suponhamos que existem aq, ..., a,, € C nao todos nulos tais que

zm: az(SXz =0,
i=1
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isto é, para todo A € g, temos

= d
al@ Xi(exp(tA))|i=o = 0&

;%QJWMWMMMH = 0&

=1
ZazXz exp A) = 07

onde d; f : C — C indica a diferencial em 1 € Cde f = > a;xi; ou
seja,

E:%m =0

Como G é conexo, temos que

m

Z a;iXi = ¢,

i=1
para ¢ constante nao nula. Assim,
™ a
i _
—" ¢
=1

o que contradiz o fato de {1, x1, ..., xm} ser linearmente independente
sobre C. Como

m = dim¢ X7,
pois
posto X((G/Gy)s) = dim(g/g1)s,

obtemos o resultado.

(ii) Usando o fato de que
Pi(g-x) = xi(9)P(x), VgeG,zeV — S

e tomando

g=¢e", Aeg,
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temos que

d d

ZRE Dm0 = 6@ P)l0 &
"L OP;(x

Li=1 le

SexeV — S, temos que P;(x) # 0, Vi, e assim

wld) = 3o sdlA) = 30 S5 Ty vacg

1=

,_.

<.

—~
|
—

Mas, por outro lado,

Dali, temos que

e, portanto,

o que completa a demonstracao. O

DEFINICAO 3.6. Sejam €V — S e w€ X,. Se a aplicagio linear
dzpy de'V em V* € invertivel, dizemos que d,p,, € nao-degenerada.

Seja U = {x €V — S : d,p, é ndo-degenerada}; decorre do item
(i) da Proposic¢ao 3.3 que U é um subconjunto G-invariante de V' — S.
Assim, U=V — SouU = 0.

DEFINICAO 3.7. Sejam x€V — S e weX,. Se o conjunto

U={ze€V —S:d,p, € nao-degenerada}
coincide com V — S, dizemos que @, € nao-degenerada.

O conjunto {w € Xj : ¢,(x) é ndo-degenerada} é um aberto de
Zariski. De fato: seja x € V — S e seja w € X; tal que ¢, é nao
degenerada. Se escrevermos a aplicacao dyp, : V — V* como uma
matriz n X n com respeito as bases de V' e V*, cada entrada da matriz

dzp, € um polinomio de grau um, e portanto, o determinante de d,,,
¢ um polinémio em w. Assim, temos que

{we X : pu(r) é ndo-degenerada } = {we X : det(dpy,), # 0},
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ou seja, ¢ um aberto de Zariski.
Analogamente, temos que o conjunto

{we (X1)s : pu(z) é ndo-degenerada}
é um aberto de Zariski.

DEFINICAO 3.8. Dizemos que o espago vetorial pré-homogéneo
(G, V) é quase-reqular se existe w € Xy tal que @, € nao-degenerada.

PROPOSIGAO 3.9. Seja (G, V) um espago vetorial pré-homogéneo
quase-reqular e seja w € X, tal que @, é uma aplicacdo ndo-degenerada
de 'V em V*. Entdao:

(1) (G,V*) € um espago vetorial pré-homogéneo quase-reqular;

(ii) Gy = Gt e X, = X

(ii1) @y induz uma aplica¢ao birracional de V-— S em V* — S* tal
que Yo = g,

DEMONSTRAGAO. (i) Como V — S é uma G-6rbita em V e ¢, é
G-admissivel, temos que @, (V — S) é uma G-6rbita em V*, ji que
ow(g-r) = g pu(r), VgeG,VreV —S. Pelo Lema 1.22 do Capitulo 1,
existe um subconjunto algébrico £* de V* e um subconjunto algébrico
préprio F* de E* tais que

ou(V —8S)=E*—F*.
Por outro lado, a aplicagao linear d,¢,, de V' em V* é invertivel, para

qualquer z €V — S, o que significa que a dimensao da imagem de ¢,
é igual a dimensao de V' — S. Portanto, temos que

dim(E*) = dim(V — S) = n,

o que implica que E* = V*. Ou seja, (G,V*) é um espaco vetorial
pré-homogéneo com respeito a acao contragradiente de G e F™* = S*,
onde S* é o conjunto singular de V*. Logo,

ou(V=8)=V*-5%
o que completa a demonstracao de (i).
(ii) Para x €V — S, tomamos y = ¢, (r) € V* — S* e
G,={geCG:g"y=y}.
Temos que G, C G,. De fato: se g€ G,, entdo g-x = x, e portanto,
Puw(g-) = pu(z) =y.
Mas

Ywl(g-x) =g" - pu(z) =9"-y.
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Logo, g*+y =y, ou seja, g€G,.
Por outro lado,
dimG, = dimG —dimV*
= dimG,.
Assim, Gy = G, e, portanto, g, = g;. Como G} := [G,G]-G;, temos
que G = G, e, portanto, g7 = g1. Logo,
Xi=(g/m)" = (9/9])" = X}.

(iii) Pelo item anterior, temos que w € X;. Pela Proposicio 3.2,
existe uma aplicacao G-admissivel ¢, de V* em V satisfazendo a con-
dicao

(Y (y), A% y) = —(A,w), VyeV* — S* VAecg.

Assim, 1, é determinada de maneira unica. Por outro lado, de
(A-z, pu(z)) = (4, w)
segue que
(x, A" () = —(A,w), VoeV — S,VAeg.
Para y = ¢, (), temos que

(z, A" y) = (Yu(y), A"-y),

e portanto, x = 1, (y). A reciproca é demonstrada de forma andloga.
Logo, ¥, = p ' e, portanto, ¢, induz uma aplicagdo birracional de
V—-—SemV*—§* O

COROLARIO 3.10. Seja (G,V) um espago vetorial pré-homogéneo
quase-reqular e seja (G, V*) o seu espago vetorial pré-homogéneo dual.
Entao o nimero m' de componentes irredutiveis em S* de codimensao
wgual a 1 em V* coincide com o nimero m de componentes irredutiveis
em S de codimensdo igual a 1 em V.

DEMONSTRAGAO. Pelas Proposigoes 2.13 e 2.16, m (resp. m') coin-
cide com o posto do grupo de caracteres de (G/Gy) (resp. (G/G?)).
Mas, pela Proposi¢ao 3.9, provamos que G7 = G;. Logo, m =m'. O

DEFINIGAO 3.11. Seja (G,V) um espago vetorial pré-homogéneo
quase-reqular. Se existe w € (X1)s tal que p,, € nao-degenerada, dize-
mos que (G,V) € um espago vetorial pré-homogéneo reqular.

A seguir, serd apresentado um teorema que caracterizara os espacos
pré-homogéneos regulares. Antes, porém, precisamos do resultado de
dois lemas dados abaixo.
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LEMA 3.12. Seja P : V. — V' um polinomio homogéneo. Seja
xr eV —S. Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) O hessiano Higp(r) de logP(z) € diferente de zero;

(ii) O hessiano Hpy de P(x) € diferente de zero, se grau de P é

oP op

v 8:1:]-) # 0, se grau de P € igual a 1.

mator ou tgual a 2; det

DEMONSTRAGAO. Para © = (zy,...,x7,) € V — S, seja
dyp : T(V = S) = Tp)V*

a diferencial de ¢ = grad logP. Temos entao que

det(dyp) = det (gfj (x))

0 1 0P

= et (a—% (M)u))
0?logP

N det (83538%)

HlogP-

Por outro lado,

det(dyp) = det <a% <%§£ ) (x))

N ¢ P 8%8% o P2 ze 8xj

Y

se degP =1, temos

det(dxgp) — (—l)nP(IL')_2n . det <aP 8P> 7

o que demonstra a equivaléncia entre (i) e (ii).
Suponhamos entao que degP(x) = r > 2. Usando a indentidade de
Euler( ver[Sha, chapter 1, section 1.6]), segue-se que
z”: 1 P 1 OP
Ti— = (r
1 ZP 633]8:62

1=

e também que

donde temos o vetor

i:'i 0*P 1 &P 1 9P
lxl P 0x,0x;” 'P 0z,0x;' P Ou;

1=
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(rtop eo1op
N P 0x’ P Gxn’r ’

por outro lado,

1 0’P 1 0P OP
det(dyp) = det | — - Sl
6( 90) © <P 6%8:6] (1‘) P2 8£UZ 81'])
1, 9pP
P 0z
(L. 2P _L.GPG_P> :
= det P Ox;0z; P2 Ozx; ox;j
1., 90p
P Oxp
0 1

Denotando por A; a i-ésima coluna da matriz acima e aplicando a cada
A; a operacgao elementar

1 oP .
(F'a—xz> An—|—1+Ai7 \V/Z—]_,...,n,

resulta que

1., 0pP
P Oz

1, _8°P :

det(d = det P Ox;0x; )
(dap) 1, 0P
P Oz,

1,9p 1, 6 0P 1

P oz P 0Tn

Denotando por B; a i-ésima linha da matriz acima e aplicando a linha
B, .1 a operacao elementar

n

B -y, —=-B

i=1
decorre que
1, 0P
P 0z
(L : 32_p> :
— P  0x;0x;
det(de), det i)
P Oxp
0 1— =
0?P 1 T
= det . -l 1-
‘ (3%3@ (x)) P(z)" < r— 1) ’
isto é,
1 Hpw)
det(dyp) = ——— - ,
o) = =077 Playr
donde segue o resultado. O
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LEMA 3.13. Seja f € Clxy, ..., zy]. Se f(a) =0, Ya € Z™, entdo
f=0.

DEMONSTRAGAO. Por indug¢do em m. Se m = 1, é claro que se
f(l)=0, Vi € Z, entao f = 0. Suponhamos que o resultado vale para
todo m < k. Para m =k, se f Z 0, entao existe j € {1,...,m} tal que
d= degwjf > 0. Sem perda de generalidade, podemos supor j = m.
Assim podemos escrever

f@yy o) = ao(T1y ooy 1) T 4 oo+ ag(Ty oy T 1),
com a; € Clzy,...;tp 1], 1 = 0,1,...,d. Se b= (by,...,bp 1) € Z™ L,
pela hipétese do lema, temos que o polinomio
9(x) = f(b1, ey b1, 7) = ag(b)zl, + ... + aq(b)

verifica g(I) =0, VI € Z. Logo g = 0, ou seja,

ag(b) = ... = aq(b) = 0.
Como b € Z™ ! ¢ arbitrario, pela hipdtese de inducao, temos que

ag =...=ag =0,

donde a afirmacao. O

COROLARIO 3.14. Se U € C™ ¢ um aberto de Zariski ndo vazio,
entao Z™NU # (.

DEMONSTRAGAO. Como U é um aberto de Zariski,

C"\U =V (f1,.. f1),

para fi,..., f; € Clxy,...,x,]. Se Z™ C V(fi,..., i), pelo Lema 3.13
fi=0, Vi=1,...1 o que implica U = ), contradicao. O

TEOREMA 3.15. Seja (G, V) um espago vetorial pré-homogéneo qua-
se reqular. Entao temos as sequintes afirmacoes:

(1) (G, V) é reqular se e somente se existe um invariante relativo
P(z) cujo Hessiano ndo se anula em V — S.

(i1) Se (G,V) € regular, entao (G, V*) também o é.

DEMONSTRAGAO. (i) Se (G,V) é regular, entao existe w € (X1)s
tal que d,p, é nao-degenerada em x € V — S. Assim,

U:={w e (X1), : det(dppw) # 0}

é um aberto de Zariski denso em (X;), ~ C™; consideramos Z™ C C™.
Pelo Corolario 3.14, existe w' = (nq, ..., ny,) € U NZ™; denotamos

P(z) = P"(z) - Py ().
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P(z) é um invariante relativo. De fato: seja ¢ € G, entao
P(g-z) = P"(g-z)---Pyr(g- )
= xi' (@) P" () - xgr (0) P (2)
= Xi'(9) - xar(9)P(e),
ou seja, P(x) é um invariante relativo correspondente ao caracter

X1t xem. Usando a Proposicao 3.5, temos

m

((pw'(x))k - ;Flaxk
i1 ! &Uk
) ' m
= 7 zl f)z
By Zz:;n og
) B m
= — |l P
0
= —log P,
B 0g I,
ou seja,
Yu () = d logP(z),
e, portanto,

det(dypu) = Hiogp(x)-

Logo, Higp(x) # 0. Pelo Lema 3.12, concluimos que Hp(,) # 0.

Reciprocamente, suponhamos que existe P € ZR(G,V) tal que
Hpgy # 0, Vo € V — 5. Seja x o caracter correspondente de P.
Definimos a aplicacao ¢ = grad logP, onde

grad Plz) = <8P (2), - a—P(x)).

0z, " 0z,

Temos que ¢ é G-admissivel. De fato: como P(g-x) = x(g)P(z), para
todo g € G,

log P(g-x) = logx(g) + log P(x),
donde
grad logP(g-x) - g = grad logP(x),
isto é,
tg-tgrad logP (g -x) = 'grad logP(x),
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ou seja,
tgrad logP(g-x) ="'g ' -'grad logP(z),
donde segue-se que
plg-x) =g - p(x).
Além disso, existe w € (X)), tal que
(A -z, p(x)) =(Aw), VAcgVreV -5,

com efeito: seja w = §x € (X;), e definamos um caminho por e € G
tA.

com vetor tangente A € g com a aplicacdo exponencial: a(t) = e';
assim, temos que
P z) = x(e")P(x).
Derivando em ¢ = 0 temos
grad P(z) - (A-x) = ox(A)P(x),

donde, para x € V — S,

(A-z, grad logP(x)) = w(A) = (4, w).
Finalmente, como Hp(,) # 0, temos pelo Lema 3.12 que

det(dyp) = Higgpa) # 0, Vo €V = S,

e, portanto, (G, V) é regular, o que conclui a prova de (i).

(ii) Pela Proposi¢ao 3.9 e pela unicidade da decomposigao de Jordan-
Chevalley, temos que (X);, = (X7)s e que a aplicagio b, = o ' é
G-admissivel e satisfaz a condicao

(Vu(y), A% y) = —(A,w), YyeV*—S*" VAeg.

Como ¢,, é nao-degenerada em V —S, segue-se que ¢, é nao-degenerada
em V* — S* donde concluimos que (G, V*) é regular. O

Encerraremos este capitulo com alguns exemplos de espacos pré-
homogéneos regulares.

EXEMPLO 3.16. Seja V' = C" e seja Q(z) uma forma quadratica
nao degenerada qualquer de V. Consideremos o conjunto

0(Q) ={A e GL(n) : Q(A-z) = Q(z), Yz € V}.
Seja G = O(Q) x C* e consideremos a agao de G em V dada por
GxV —V, [(A1),z]— (tA)-x.
Temos que

QA 1)-2) = Q((tA4) 7) = PQ(A-) = °Q(x),
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ou seja, Q(x) é um invariante relativo de V' com caracter x dado por
X:G—C, x(A ) =t
Resta ver que de fato (G, V) é um espaco pré-homogéneo. Sem perda
de generalidade, suponhamos que Q(zy) # 0, onde z, = (1,0,...,0).
Definimos o conjunto
Gy = {(A,t) € G: (tA)-xg =m0 };

assim, temos que, se A = (a;;),

tau s taln 1 1
tagl e tagn 0 0
ta,, - - tap, 0 0
donde ay; = 1/t, ag = ... = an; = 0 ; segue-se que

dim G,y =dimO(Q) + 1 —n =dimG — dimV,
e, portanto, (G, V') é pré-homogéneo.

ExeEmpLO 3.17. O par (G,V), onde G e V sdo como no Exemplo
1.19, é evidentemente um espaco pré-homogéneo regular com invariante
relativo

P(z) = 129 -z, com z = (21,...,x,) € C".

ExeEmpPLO 3.18. Consideremos G = GL(3) e V' 0 espago das formas
quadraticas em C*. Pode-se mostrar que (G,V), com a agao natural
em C®,6 um espaco pré-homogéneo regular com invariante relativo P
dado pela funcao discriminante (ver [Sha, Chap.I, 6.2, Example 1 and
Chap. II, 6.4, Example 1]).

EXEMPLO 3.19. Para G = GL(n) x GL(n) e V.= M,x,(C) o
espaco das matrizes n X n sobre C, temos que (G, V') é um espaco pré-
homogéneo com a agao dada por (g,h) - A = gAh™"; (G, V) é regular
com invariante relativo P sendo o determinante.
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CAPITULO 4

Anexos

1. A decomposicao de Jordan-Chevalley

DEFINIGAO 4.1. Seja V' espaco vetorial de dimensdo n sobre C.
Seja X € End(V) ={X :V — V linear }.

(a) X € dito semi-simples se X for diagonalizdvel, isto €, o seu
polinomio caracteristico € escrito como um produto de fatores lineares
distintos.

(b) X é dito nilpotente se existe n € N tal que X™ = 0. Equivalen-
temente, se 0 € o unico autovalor de X.

TEOREMA 4.2. (Teorema da Decomposicio de Jordan) Seja
X € End(V). Entao existem dnicos Xg, Xy € End(V) tais que :

(Z) X = XS +XN,'

(i) X é semi-simples e Xy € nilpotente;

(ZZZ) XsXN = XNXS;

(iv) se XY =YX, VX, Y € End(V), entdo

(X4+Y)s=Xs+Ys e (X+Y)y=Xn+VYy.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [Ho-Ku,
Capitulo 7, 7.4, teorema 8|.

DEFINIGAO 4.3. X € End(V) € dito unipotente se X escreve-se
como X = I + N, com N nilpotente; equivalentemente, se o unico
autovalor de X € 1.

Temos que se X € GL(V), os seus autovalores sao todos nao nulos.
Logo Xg € GL(V). Podemos entao escrever Xy = I + X§1XN e
obtemos a decomposicao de Jordan multiplictiva de X, isto é:

X =X Xy

TEOREMA 4.4. (Decomposi¢io de Jordan Multiplicativa) Seja
xz € GL(V). Entao existem inicos xs,x, tais que :
(i) © = xs2y;
(ii) x5 € semi-simples e x, € unipotente;
(111) T5x, = Ty Ts;
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(iv) se xy = yx, Yo,y GL(V), entdo
(@y)s = Tsys € (TY)u = Tulu

PROPOSIGAO 4.5. Seja G C GL(V) um grupo algébrico e seja g a
algebra de Lie de G. Denotamos por

Gi={reG:x=24}, G,={reCG:z=u1n,}
gs={X €g: X =Xs}, gv={X €9:X =Xy}

Se G ¢ abeliano, entao g € também abeliano. Neste caso,
G:GSGU, 9:95+9N
Além disso, Gy ~C* x --- x C".
—_——

DEMONSTRACAO. Primeiramente, mostremos que dado g € G,
Ag=gA VA€ g.

Consideremos g € G e a aplicagao v, : G — G, 7,(h) = hghg™".
Como G ¢é abeliano, temos que v, = idg. Logo, dy, = 0. Assim, como
dyy = Id — Ad(g), temos que

A—Ad(g)A=0VAcg=A—gAg' =0= A=gAg ", VA cg.
Agora, temos que

X, Y] = (dAd)(X)(V), VX,V € g.

Seja X € g. Consideremos «a(t) = exp(tX), «(0) = e, o/(0) = X.
Temos entao que
X, Y] = L Ad(e™) (1 )lico = 2 (XY e X )]y = 2 (e e Y ) 1y = 0

) dt t=0 dt t=0 dt t=0 )
VY € g. Ou seja,

(X, Y]=XY -YX =0, VX,Y € g,

isto é, g é comutativo.

A demonstracao de que G = G,G, e g = gs + gy pode ser encon-
trada em [Hum, ChapterIV, Theorem 15.5, p.100].

Agora, mostremos que G4 ~ C* x --- x C".

n
Como G é abeliano, temos que dado g € G, existe p € G tal que
pgp_1 ¢ diagonal e php~' ¢é diagonal, Vh € G, (ver [Ho-Ku, Capitulo
6, 6.3, teoremall]). Logo, temos um isomorfismo
p: Gy — Int,y(G,) tal que p(g) =pgp™".
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Por outro lado, temos um isomorfismo
¢ : D(n,C) = {matrizes diagonais n x n} — C* x --- x C*
~——_———
n

tal que ¢(d) = (Ay,---,A\,) onde Ay, --- A, sdo os autovalores de d.
Fazendo ¢ o ¢, temos o resultado. O

2. Dualidade entre espacgos vetoriais

Uma dualidade entre espacos vetoriais V' e IV de mesma dimensao
¢ uma forma bilinear nao degenerada

Q:VxW—C

() ser nao degenerada significa que se Q(v,w) = 0 para todo v € V,
entao w = 0.
Temos entao que existe um isomorfismo
pe: V. — W
v oy
com p,(w) = Q(v,w) : W — C funcional linear.
Assim, segue-se que existe uma dualidade entre V' e V* dada por
QRQ: VxV — C
(v,w) =  Qv,w)=wv);
notaremos ( ,) = Q.
O objetivo desta secao é mostrar que, dado G C GL(V) grupo
algébrico linear, existe acao de G' no espaco dual V*.

Se g : V. — W é uma aplicacao do espaco vetorial V' no espaco
vetorial W, entao existe uma aplicacao
g': W — UV
w* —  w'og;
¢g” é uma aplicacao auto-adjunta, isto é,
(9(2),y) = (2, 9"(y)), Vo eV,VyeW.

De fato: se x € V ey € W, entao
(x,9"(y) = (z,yog)

= (yog)(z)
= ylg(x))

= (g9(),y)-

Se V = W, escolhendo bases de V e V*, tem-se que g" = g, onde
g denota a matriz transposta de g (veja [Ho-Kul).
Se g* ="g™", entdo (g(z), 9" () = (z,9)-
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De fato: se z € V e y € V*, entao
(9(2),9*(y)) = (9(),(g7)"(¥))
= (g9(x),yog™")
= yog '(g(x))
= y(z)
= (7).

PROPOSIGAO 4.6. Seja G C GL(V) grupo algébrico afim e consi-
deremos a ac¢ao linear de G em V

(9,7) = g -2 = g(z);
entao,

(9:y) — g ' (v)

¢ uma acao de G em V*.

DEMONSTRACAO. Sejam g, h € G ey € V*. Entao
A e €7)) B e ()

= ['h'g™'(v)
= '(gh) ' (v)
= '(gh)™" .
Além disso, como {(id)~" = id, concluimos que
vy
é uma acao de g€ G em y € V*. O

Esta acao de G em V* é chamada ac¢ao contragradiente.
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