UNIVERSIDADE FEDERAL DO R10 GRANDE DO SUL
ESCOLA DE ENGENHARIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA QUIMICA

PROGRAMA DE P6S-GRADUACAO EM ENGENHARIA QUIMICA

Desenvolvimento de um Método de Volumes
Finitos de Alta Ordem para a Simulacao de

Escoamentos de Fluidos Viscoelasticos

Dissertacao de Mestrado

André Rodrigues Muniz

PORTO ALEGRE
2003






UNIVERSIDADE FEDERAL DO R10 GRANDE DO SUL
ESCOLA DE ENGENHARIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA QUIMICA

PROGRAMA DE P6S-GRADUACAO EM ENGENHARIA QUIMICA

Desenvolvimento de um Método de Volumes
Finitos de Alta Ordem para a Simulacao de

Escoamentos de Fluidos Viscoelasticos

André Rodrigues Muniz

Dissertacdo de Mestrado apresentada como requisito
parcial para obtencéo do titulo de Mestre em Engenharia

Area de concentracdo: Projeto, Simulagdo, Controle e
Otimizacdo de Processos Quimicos e Biotecnol 6gicos

Orientadores:
Prof. Dr. Argimiro Resende Secchi

Prof. Dr. Nilo Sérgio Medeir os Cardozo

Porto Alegre
2003






UNIVERSIDADE FEDERAL DO R10 GRANDE DO SUL
ESCOLA DE ENGENHARIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA QUIMICA

PROGRAMA DE P6S-GRADUACAO EM ENGENHARIA QUIMICA

A Comissdo Examinadora, abaixo assinada, aprova a Dissertacdo Desenvolvimento de
um Método de Volumes Finitos de Alta Ordem para a Smulacdo de Escoamentos de Fluidos
Viscoelasticos , elaborada por André Rodrigues Muniz, como requisito parcial para obtencéo
do Grau de Mestre em Engenharia.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Alvaro Luiz de Bortoli

Profa. Dra. Ligia Damasceno Ferreira Marczak

Profa. Dra. Roberta Chasse Vieira






“Um sonho que se sonha s0, € s6 um sonho que se sonha s,
mas sonho que se sonha junto é realidade’

Raul Seixas






Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente a minha familia, principamente a minha mée,
pelo apoio, incentivo e carinho que sempre me deu, e a quem devo tudo o que sou.

Agradecer também a minha namorada, por tudo que fez e que faz por mim, além do
grande incentivo e forca que me passou durante a realizacéo deste trabaho, especiamente na
retafinal.

Agradecer aos meus amigos, em especial aos que foram meus colegas de medrado e
me acompanham desde os primeiros semestres do curso de graduac&o, por serem muito mais
gue amigos, serem irmaos.

E como ndo poderia deixar de ser, para os grandes mestres que me orientaram neste
trabalho, fica a gratidao de seu eterno aprendiz.






Resumo

O uso da mecénica de fluidos computacional no estudo de processos envolvendo o
escoamento de fluidos poliméricos estd cada vez mais presente nas indUstrias de
transformacdo de polimeros. Um codigo computacional voltado a esta funcéo, para que possa
ser aplicado com sucesso, deve levar a predigdes mais proximas possivel da realidade
(modelagem), de uma forma relativamente rgpida e eficiente (smulacéo). Em relacéo a etapa
de modelagem, o ponto chave é a selecdo de uma equagdo constitutiva que represente bem as
caracteristicas reoldgicas do fluido, dentre as diversas opgdes existentes.

Para a etapa de simulacdo, ou sgja, a resolucdo numérica das equacbes do modelo,
existem diversas metodologias encontradas na literatura, cada qual com suas vantagens e
desvantagens. Neste topico se enquadra o trabalho em questdo, que propfe uma nova
metodologia para a resolucdo das equacbes governantes do escoamento de fluidos
viscoel&sticos. Esta se baseia no método dos volumes finitos, usando o arranjo co-localizado
para as varidveis do problema, e na utilizacdo de aproximagdes de alta ordem para os fluxos
médios lineares e ndo-lineares e para outros termos ndo lineares que surgem da discretizacéo
das equacles congtitutivas. Nesta metodologia, trabaha-se com os valores médios das
variaveis nos volumes durante todo o0 processo de resolucdo, sendo que os valores pontuais
sd0 obtidos ao final do procedimento via deconvolugdo. A solucéo do sistema de equacges
ndo lineares, resultante da discretizacdo das equacdes, € feita de forma simulténea, usando o
método de Newton.

S80 mostrados entéo, resultados da aplicacdo da metodologia proposta em problemas
envolvendo escoamentos de fluidos newtonianos e fluidos viscoelasticos. Para descrever o
comportamento reolégico destes Ultimos, sdo usadas duas equacdes constitutivas, que sdo 0
modelo de Oldroyd-B e o modelo de Phan-Thien-Tanner Simplificado. Por estes resultados
pode-se ver que a metodologia € muito promissora, apresentando algumas vantagens frente as
metodologias convencionais em volumes finitos. A implementacdo atual da metodologia
desenvolvida esté restrita a malhas uniformes e, consequentemente, solugdes para problemas
com geometrias complexas, que necessitam de refinamento localizado da malha, foram
obtidas somente para baixos nimeros de Weissenberg, devido a limitagdo do custo
computacional. Esta restricdo pode ser contornada, tornando o seu uso competitivo.






Abstract

Computational Fluid Dynamics (CFD) is widely used by polymer processing
industries in order to evaluate polymeric fluid flows. A successful computational code must
provide reliable predictions (modeling) in a fast and efficient way (simulation). In the
modeling phase, the key point is the choice of an appropriate constitutive equation.

To solve the model equations, a large number of methodologies was found in the
literature, each one having advantages and disadvantages. The present work proposes a new
methodology to solve the governing equations of viscodastic fluid flows. It is based on the
finite volume method with collocated arrangement of the variables, using high order
approximations to linear and nonlinear average fluxes in the interfaces and in the nonlinear
terms obtained from the discretization of the congtitutive equations. In this methodology, the
average values of the variable in the volumes are used during the resolution, and the punctual
values are recovered in the post-processing step by deconvolution of the average values. The
nonlinear system resulting from the discretization of the equations are solved simultaneoudly,
using the Newton’s method.

The methodology is used to solve some Newtonian and viscoelastic flows, and the
results obtained are showed. The Oldroyd-B and Simplified Phan-Thien-Tanner models are
used to describe the rheological behavior of the viscoelastic fluid. According to the results, it
can be seen that the methodology is promising, having some advantages compared with the
conventional methodologies based on the finite volume method. The actual implementation of
the developed methodology is restricted to uniform meshes and, consequently, solutions for
problems with complex geometries, which require a localized mesh refinement, were obtained
only for low Weissenberg numbers, due to computational cost limitation. This restriction can
be outlined, and so, the methodology can become competitive.
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Capitulo 1 Introducéo

1.1. Fluidos Poliméricos

Os materiais poliméricos tém ocupado cada vez mais espaco no dia a dia das pessoas.
Devido as suas diversas caracteristicas, estes tém sido empregados para os mais diversos fins,
como fabricacdo de embalagens, utensilios domésticos, eletro-eletronicos e até mesmo em
aplicacOes mais complexas, como na criagdo de Orgaos artificiais e na producdo de artefatos
na industria aeroespacial. Os polimeros sintéticos tém substituido materiais convencionais,
tals como metais, madeira e vidro em muitas aplicacOes, devido a sua combinacéo de
caracteristicas: baixo peso, baixo custo, facilidade de processamento e propriedades
mecanicas.

Existe uma grande variedade de processos de transformacdo de polimeros, ou sga,
operacOes que transformam a matéiaprima (a resina virgem) em produtos finais para
consumo. Como exemplos tem-se a extrusdo, moldagem por injegdo, moldagem por sopro,
termoformagem, entre muitos outros, sendo cada um destes processos adequado a producéo
de um determinado tipo de produto. O gue ha de comum na grande maioria destes processos é
uma etapa na qual o material, originamente no estado solido, € fundido (ou no caso de
polimeros amorfos, plastificado), possibilitando assm que tome uma nova forma.

Polimeros fundidos e solucBes poliméricas, ou generalizando, fluidos poliméricos,
apresentam um comportamento mais complexo que os fluidos de baixo peso molecular, sendo
classificados como fluidos ndo-newtonianos. Para 0 estudo, avaliagcdo e entendimento de
gualquer processo no qual o escoamento deste tipo de fluido sgja de fundamental importancia,
€ necess&rio conhecer este comportamento e, em muitos casos, saber representa-lo de uma
forma quantitativa, por meio de equacdes matematicas. Exemplos de situacBes onde isto
ocorre é na caracterizacdo de polimeros pela obtencdo de medidas reolégicas e na
modelagem, simulacdo e otimizacdo de processos que envolvam o escoamento de fluidos
poliméricos.
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Um material, a principio, pode apresentar dois tipos de respostas frente a aplicacdo de
uma tensdo de cisalhamento. Alguns materiais, tipicamente na forma sdlida, sofrem
deformacgdes finitas sob acdo de uma tensdo, retomando sua forma original com a remocao
desta. Estes materiais apresentam assim, 0 que se chama de propriedades €l asticas.

Outro tipo de material, no qual se enquadram os fluidos de baixo peso molecular,
deforma-se continuamente sob a acdo de uma tensdo de cisalhamento, sendo que com a
remocdo desta, o material mantém a forma final atingida. Este tipo de materia apresenta
assim, o que se chama de comportamento Viscoso.

Os fluidos poliméricos apresentam uma combinacdo das duas caracteristicas citadas
acima, ou segja, propriedades viscosas e elasticas, sendo chamados por isso, de fluidos
viscoelasticos. Este comportamento € a caracteristica mais marcante dos fluidos poliméricos,
e pode ser facilmente observado a partir de diversos experimentos.

Um destes experimentos consiste em submeter um fluido polimérico a uma taxa de
deformacgdo constante, esperar que se atinja 0 estado estacionario, e em um dado instante de
tempo, cessar 0 movimento. Caso tivéssemos um fluido newtoniano, a tensdo em todo o
fluido cairia instantaneamente a zero. Para um fluido polimérico verifica-se que ao final do
movimento, a tensdo no fluido tera um valor finito, e decaira exponencialmente ao longo do
tempo, apresentando assim, 0 que se chama de memdéria. Este fenbmeno se deve as tensdes
geradas no escoamento devido ao estiramento e alinhamento das cadeias do polimero ao
longo das linhas de corrente, que tendem aretornar a uma configuragdo de menor energia com
0 decorrer do tempo.

Este processo transiente de relaxacdo de tensdes possui um tempo caracteristico,
chamado de tempo de relaxacdo. Deste tempo caracteristico decorre um nimero adimensional
de fundamental importancia para escoamentos de fluidos viscoelasticos, que é o nimero de
Deborah (De), definido pela razéo entre o tempo de relaxacdo do polimero, |, e um tempo
caracteristico do escoamento, tc:

De=— (1.1)

Andisando esta definicdo, verificase que quanto maior este numero, mais
pronunciado é o efeito elastico, e que para fluidos newtonianos, De = 0.

O tempo caracteristico do escoamento € dependente da geometria onde este ocorre.
Por exemplo, no escoamento em um duto de secdo circular, o tempo caracteristico € dado por
tc = R<v>, onde R € o0 raio do duto e <v> € a velocidade média, sendo este tempo
correspondente a inversa da taxa de deformacao caracteristica do escoamento gc = <v>/R

Na verdade, ndo existe um Unico tempo de relaxacdo para um polimero, mas sm um
espectro de relaxacdo, 0 que significa que existem cadeias de diferentes tamanhos e
conformacdes, cada qual com seu tempo de relaxacéo caracteristico. Na definicdo do nimero
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de Deborah, o tempo de relaxacdo caracteristico usado pode ser 0 maior ou 0 que tem maior
importancia dentro do espectro, sendo este Ultimo a escolha mais adequada do ponto de vista
fisico.

Outro nimero adimensional de significado equivalente ao nimero de Deborah € o
numero de Weissenberg (\We), que é definido pelo produto entre o tempo de relaxacdo do
polimero| e umataxa de deformagdo caracteristica, gc.

We=1g. 1.2

Este nimero surge naturalmente na adimensionalizacdo das equacdes constitutivas
para fluidos viscodlasticos, assim como 0 nimero de Reynolds surge na adimensionalizacdo
da equacéo de conservacdo de quantidade de movimento. Do ponto de vista da definicdo, ndo
ha diferenca entre os niUmeros de Deborah e Weissenberg. O nimero de Deborah geralmente é
aplicado em problemas transientes, onde ha processos de crescimento e relaxacdo de tensdes.
Ja 0 nimero de Weissenberg € usado em problemas estacionérios, e pode ser encarado como
uma razao entre as tensdes el &sticas e as tensdes viscosas ho escoamento (Tucker 111, 1989).

Além da viscoelasticidade, uma outra caracteristica reoldgica dos fluidos poliméricos,
e talvez a mais conhecida, € possuir uma viscosidade dependente da taxa de deformacéo
aplicada sobre o material, também conhecida como viscosidade ndo-newtoniana. Baseado no
comportamento da dependéncia da viscosidade com a taxa de deformacdo, os fluidos
poliméricos, na sua grande maioria, so classificados como fluidos pseudoplasticos (shear-
thinning), nos quais a viscosidade diminui com a taxa de deformacéo.

Outra caracteristica marcante destes fluidos, que decorre da viscoelasticidade, € a
presenca de diferencas de tensdes normais em escoamentos por cisalhamento. Em adicdo as
tensdes de cisalhamento, estes fluidos apresentam tensfes extras ao longo das linhas de
corrente, que derivam do estiramento e alinhamento das cadeias poliméricas ao longo das
linhas de corrente. Um experimento classico que permite visualizar este comportamento
consiste em submeter dois recipientes, um deles contendo um fluido newtoniano e outro
contendo um fluido polimérico, a agitaco por meio de um eixo rotatorio imerso no fluido. No
recipiente contendo o fluido newtoniano, se formara uma depressdo junto ao eixo do agitador,
devido a forca centrifuga. JA para um fluido polimérico, o resultado é contrastante e
impressionante. O fluido sobe junto ao eixo do agitador, na direcdo oposta a esperada. Na
Figural.l, pode-se visuaizar estas duas situacoes.

Em Bird et a. (1987) e Macosko (1994), pode-se encontrar uma série de experimentos
gue permitem visualizar diferentes efeitos decorrentes das caracteristicas reoldgicas que o0s
fluidos poliméricos apresentam.

O comportamento reoldgico dos fluidos poliméricos se deve basicamente a sua
constituicdo quimica. Estes materiais sdo congtituidos por longas cadeias, que podem ser
lineares ou ramificadas, com pesos moleculares tipicos entre 10000 a 1000000 g/mol. Estas
cadeias geramente estdo entrelagadas, formando estruturas complexas, que apresentam a
capacidade de serem modificadas sob a acéo de uma tensdo, podendo retomar uma posi¢ao
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atingida em um passado recente ap0s a remocao desta. O nimero de conformagdes que podem
ser atingidas € algo inimaginavel, devido ao grande comprimento e disposicaéo espacial das
cadeias de polimero.

Figural.1l. Experimento de "rod-climbing". A esquerda pode-se ver 0 comportamento de um
fluido polimérico e adireita o de um fluido newtoniano (Tanner, 1985)

1.2. Funcdbes Materiais

Muitos par@metros podem influir nas caracteristicas do escoamento de um fluido.
Estes podem ser propriedades fisicas do fluido ou parametros dependentes de caracteristicas
do movimento, tal como tensdo aplicada, velocidade nos contornos, dimensdes da geometria,
€tc.

Dentre o primeiro caso, destaca-se a viscosidade. No caso de fluidos newtonianos, esta
propriedade € constante para uma dada pressdo e temperatura, e € definida como uma
constante material. Sua definigdo vem dalel da viscosidade de Newton, dada a seguir:

t,=hg, (1.3)

onde tyyx € a tensdo de cisalhamento e g;,x € a taxa de deformacdo. Os sub-indices x e v,

correspondem as diregdes caracteristicas do escoamento, sendo x a direcdo de movimento do
escoamento ey a direcdo de variacdo do perfil de velocidade.

No caso de fluidos poliméricos, ndo se pode definir, ou ainda, medir constantes
materiais para caracterizar um escoamento (exceto a massa especifica), visto que as
propriedades do fluido sdo funcdes de varidveis tais como a taxa de deformacéo, tempo, entre
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outras. Desta forma, € mais correto definir-se as propriedades fisicas dos fluidos poliméricos
n&o como constantes, mas sim como fungdes materiais.

As funcbes materiais para fluidos poliméricos podem ser classificadas em duas
grandes classes. fungBes materiais para escoamentos por cisalhamento e fungbes materiais
para escoamentos livres de cisalhamento. Estas funcdes materiais podem ser dependentes do
tempo (em escoamentos transientes) ou ndo (em escoamentos estacionarios). Uma completa
apresentacao destas funces materiais pode ser encontrada em Bird et al. (1987).

A funcdo materia mais conhecida para fluidos poliméricos, caracteristica de

escoamentos por cisalhamento, € a viscosidade ndo-newtoniana h =h (g) , que é definida de
forma analoga a definicéo de viscosidade para fluidos newtonianos.

t, = h(g) gyx (1.4)

Para escoamentos por cisalhamento, outras fungdes materiais de grande interesse séo

os coeficientes de tensdes normais Y, = Yl(g) eyY,= Yz(g), que relacionam as diferencas
de tensdes normais t -ty etyy-t N0 escoamento com a taxa de deformagéo:

letxx_tyy =Y1(g) ng (15)

N2=tyy_tzz=Y2(g)gyx2 (16)

Esta diferenca de tensdes normais € a responsavel pelo fenbmeno visualizado na
Figural.l.

Destas trés fungbes materiais, a viscosidade € a mais fécil de se determinar
experimentalmente. Para muitas aplicagdes de engenharia, esta € a propriedade mais
importante dos fluidos poliméricos. Como ja citado, estes fluidos sdo pseudoplasticos, isto é,
sua viscosidade diminui com a taxa de deformacéo aplicada. Sob baixas taxas de deformacéo,
o fluido tem um comportamento newtoniano, tal que a viscosidade nesta regido é chamada de
“viscosidade a deformacdo nuld’ (zero-shear-rate viscosity). Aumentando a taxa de
deformagdo, atinge-se um dado valor limite no qual a viscosidade comega a diminuir com o
aumento desta. Este vaor limite € proprio de cada material, sendo dependente da sua
distribuicdo de pesos moleculares. Este comportamento pode ser visto nas curvas tipicas de
viscosidade mostradas na Figura 1.2, para diferentes temperaturas, sendo que a viscosidade
diminui com o aumento de temperatura, analogamente ao que ocorre com os fluidos de baixo
peso molecular no estado liquido em geral.

O primeiro coeficiente de tensdes normais tem o0 mesmo comportamento da
viscosidade frente a taxa de deformagdo. Este parametro tem um valor sempre positivo,
exceto raras exceges. O segundo coeficiente de tensdes normais € mais dificil de ser medido
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experimentalmente, e conhece-se pouco sobre valores experimentais deste parametro. Sabe-se
que este € menor que Y, em modulo e que sempre é negativo (Bird et a., 1987, Macosko,
1994). Estes dois coeficientes sdo nulos para fluidos newtonianos.

1 [Pa -

Figura 1.2. Curvas tipicas para viscosidade em funcéo da taxa de deformacéo para fluidos
poliméricos (neste caso, polietileno de baixa densidade), sob diferentes temperaturas (Bird et
al., 1987).

Em escoamentos livres de cisalhamento, tais como ocorre no processo de producédo de
filmes por sopro, também podem ser definidas fungdes materiais. Para escoamentos
estacionarios, definem-se duas funcbes viscosidade h; e hy, que sdo relacionadas as
diferencas de tensbes normais:

t_-t,=h,(ebe (17)

zz

t. -t =h,(ebe (1.8)

yy

onde e é a taxa de elongacdo e b é um pardmetro que define o tipo de escoamento. Por
exemplo, em um escoamento elongacional, tem-se b = 0; em um escoamento elongacional
planar tem-se b = 1. Uma descrigdo destes e outros escoamentos pode ser vista em Bird et al.
(1987).

Parab = 0, em um escoamento estacionario, tem-se que h, = 0, e h; € definida como a
viscosidade elongacional, também chamada de viscosidade extensional. Sob baixas taxas de
elongacdo, esta viscosidade elongacional é constante, e é igual a trés vezes a viscosidade a
deformagdo nula para escoamentos por cisalhamento. Com 0 aumento da taxa de elongacéo,
esta viscosidade aumenta, sendo este comportamento observado para a maioria dos polimeros,
sendo que em alguns casos, se tem um comportamento inverso, como para o polietileno de
alta densidade, por exemplo (Bird et al., 1987).



1.3 - DINAMICA DE FLUIDOS COMPUTACIONAL E FLUIDOS POLIMERICOS 7

1.3. Dinamica de Fluidos Computacional e fluidos
poliméricos

A dindmica de fluidos computacional, ou CFD (Computational Fluid Dynamics),
aplicada a fluidos poliméricos € uma ferramenta que pode ser utilizada para os mais diversos
fins na industria de transformac&o de polimeros. Pode ser usado, por exemplo, no projeto de
equipamentos de processamento de polimeros, evitando a necessidade de execucdo de
experimentos e criacdo de prototipos em escala de bancada, tarefas que consomem tempo e
envolvem altos investimentos. Pode-se também, determinar condi¢cBes Otimas de operacéo
para equipamentos ja existentes, buscando o aumento de producéo e/ou melhoria da qualidade
do produto.

Outra aplicacéo possivel € no desenvolvimento de novas tecnologias e processos de
transformac&o. Enfim, as possibilidades de uso deste tipo de ferramenta sdo muitas, e a
tendéncia € que as industrias de transformagdo comecem a utilizdla cada vez mais nos
préximos anos em suas atividades.

Para que o0 emprego desta ferramenta tenha sucesso, € necessario que ela sga
confiavel, ou sga, represente da melhor forma possivel o fenbmeno fisico. Para garantir esta
condicdo deve-se focar dois aspectos fundamentais.

Em primeiro lugar, deve-se ter um modelo matemético que seja capaz de representar
adequadamente a Situagéo a ser estudada. Este consiste nas equagdes de conservacdo, em uma
equacdo congtitutiva mecanica e condicdes de contorno. Em relacdo as equacBes de
conservagao praticamente ndo ha problemas, visto que estas ja séo bem consolidadas. Quanto
as condicdes de contorno, devem ser mais proximas possiveis da situacdo real, visto que em
muitas vezes se tornam necessarias aproximacdes, que se ndo forem redistas, levam a
resultados erréneos.

O ponto crucia com relacdo ao modelo matemético € a equacdo constitutiva mecanica
a ser usada. Esta equacdo estabelece a relagcdo entre o campo de tensbes e 0 campo de
velocidades (relacdo tensdo-deformacdo). Esta relacdo deve representar adequadamente as
caracteristicas reolégicas apresentadas pelo fluido em estudo, que no caso de fluidos
poliméricos, foram descritas no item anterior. Existe uma grande variedade de equactes
congtitutivas para estes fluidos, das formas mais simples as mais complexas. Porém, nenhuma
destas consegue contemplar toda a gama de caracteristicas reolégicas apresentadas pelos
fluidos poliméricos. N& existe uma equacdo multi-proposito, ou Sga, uma egquacao
constitutiva que se aplique a todos os casos, e a selecdo de uma equacdo depende de muitos
fatores, os quais sdo discutidos no capitulo a seguir.

O outro aspecto fundamental, e ndo de menor importancia, € a metodologia de solucéo
das equacbes. Uma vez obtidas as equagdes do modelo, estas devem ser entdo resolvidas. Na
grande maioria dos casos, 0 modelo final consiste em uma ou mais equacdes diferenciais
parciais, sendo que em poucos casos, onde sd0 feitas muitas aproximagdes, se consegue obter
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uma solucdo analitica. Desta forma se torna necessario obter uma solucdo aproximada por
meio de um método numérico. Este método numérico deve conduzir a uma solucdo com boa
precisdo, ndo consumindo muito tempo e recursos computacionais. Além disso, deve
apresentar uma boa robustez e versatilidade. Resumindo, 0 método deve ter o melhor balanco
possivel entre estas propriedades, e estar de acordo com 0s objetivos a serem a cancados pelo
SEU USO.

1.4. Estrutura da Dissertacao

O ponto chave deste trabalho € a utilizagdo da dindmica de fluidos @mputaciona na
solugdo de problemas envolvendo o escoamento de fluidos poliméricos. Mais
especificamente, é proposta uma metodologia numérica para a resolucdo das equacdes
diferenciais parciais do modelo, baseado no método dos volumes finitos com arranjo co-
localizado para as variaveis, usando aproximages de alta ordem para os fluxos médios. Sao
tratados escoamentos incompressiveis e isotérmicos de fluidos newtonianos e néo-
newtonianos. A estrutura do trabalho, dividido em 7 capitulos, € descrita nos paragrafos a

seguir.

No Capitulo 2 sdo apresentados os pontos fundamentais para a realizagdo do trabal ho.
A primeira parte enfoca a modelagem do problema, ou sgja, as equacdes a serem resolvidas e
os diferentes tipos de equacdes congtitutivas que podem ser utilizadas, assim como
caracteriticas, vantagens e desvantagens de cada grupo. A segunda parte enfoca o
procedimento de resolucdo numeérica das equactes do model o, abrangendo todas as etapas, ou
sgja, discretizacdo, aproximacao das varidveis e resolucdo do sistema de equactes algébricas
resultante. E dada maior énfase ao método dos volumes finitos, que é o método usado neste
trabalho.

Ainda neste capitulo, é feita uma revisdo bibliografica referente a trabalhos relativos a
simulacdo do escoamento de fluidos viscoelasticos, destacando a utilizagdo de modelos
diferenciais, no qual se enquadra a equagéo congtitutiva a ser utilizada no trabalho. Baseado
nesta revisao, € apresentada a proposta e justificativa do trabalho, buscando mostrar quais as
vantagens que o uso da metodologia proposta pode trazer.

No Capitulo 3 € descrito em detalhe o0 modelo matematico, ou sgja, as equacdes a
serem resolvidas para os problemas que sdo tratados nos capitulos subseqlentes. O
procedimento de adimensionalizacéo das equagtes também é tratado neste capitulo.

No Capitulo 4 é detalhada a metodologia numérica proposta, enfocando todos 0s
aspectos, dando destaque as aproximagdes de alta ordem usadas, que € o diferencial deste
trabalho em relacdo aos métodos convencionais.
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Nos capitulos subseqlientes sdo apresentados os resultados obtidos com a metodologia
proposta. No Capitulo 5, sdo tratados problemas envolvendo o escoamento de fluidos
newtonianos, mais especificamente, o escoamento de entrada em placas paralelas precedido
de uma superficie livre de cisalhamento (“dip-stick”), o escoamento de saida de placas
paralelas para uma superficie livre de cisalhamento (“stick-dip”) e o escoamento em cavidade
guadrada sob a¢&o de uma placa deslizante (“lid-driven”).

No Capitulo 6, s8o mostrados resultados para fluidos viscoeldsticos para dois
problemas, que sdo 0 escoamento de saida de placas paralelas para uma superficie livre de
cisalhamento (“stick-slip”) e 0 escoamento em uma contracdo plana.

Por fim, no Capitulo 7, sdo apresentadas as conclusbes tiradas neste trabaho e
algumas sugestdes para trabal hos futuros.

De modo a esclarecer melhor alguns topicos tratados nos capitul os citados, constam no
final do trabalho trés apéndices. O Apéndice 1 trata do processo de obtencdo das fungdes de
interpolacdo de alta ordem a serem usadas no trabalho, englobando todos os passos do
procedimento. O Apéndice 2 apresenta 0s erros de truncamento para todas as funcdes de
interpolacdo de alta ordem apresentadas. Por fim, o Apéndice 3 mostra as equagdes usadas
para a obtencdo de valores pontuais ao final do procedimento numérico a partir dos valores
meédios, via deconvolucéo.






Capitulo 2 Fundamentos e Reviséao
Bibliografica

Neste capitulo séo focados todos os fundamentos relativos a modelagem e a simulagéo
de escoamentos de fluidos. Referente & modelagem, sdo apresentadas as equagdes que
governam o escoamento de fluidos, assm como os diferentes tipos de equaces constitutivas
mecénicas usadas para descrever o comportamento reol égico dos fluidos poliméricos.

Na seqiéncia, é tratada a etapa de resolucdo numeérica das equacdes do modelo,
usando o méodo dos volumes finitos. Cada passo deste procedimento € mostrado, e sua
aplicacdo é ilustrada usando uma equacdo que possui a forma generalizada das equacdes de
transporte, para duas dimensdes, em coordenadas cartesianas.

Por fim, é feita uma revisdo bibliogréfica dos trabalhos na area da simulagdo de
escoamentos de fluidos viscoel ésticos, dando maior enfoque ao uso de modelos diferenciais e
ao emprego do método dos volumes finitos, visto que o presente trabalho se baseia nestes dois
aspectos.

2.1. Modelo Matematico

Neste trabalho sdo considerados apenas escoamentos incompressivels e isotérmicos de
fluidos. Deste modo, 0 sistema de equagbes que descreve matematicamente este tipo de
escoamento € composto pelas equacdes de conservacdo de massa, de conservacdo de
guantidade de movimento linear e por uma equacdo constitutiva mecénica que descreva a
relacéo entre tensdo e deformacdo. O modelo, além destas equactes, deve contemplar ainda as
condicdes de contorno (e iniciais, no caso de problemas transientes) que devem ser satisfeitas
pela solucéo.
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As equecies a serem resolvidas sGo mostradas a seguir, utilizando notagéo vetorial.

Conservacdo de massa para escoamento incompressivel (equagdo da continuidade):

| 22

» =0 2.1)

Conservacdo de quantidade de movimento linear (equacdo do movimento):

rg—y+v>4\lv::ﬂ><£-ﬂp+rg (2.2

ondev € o vetor velocidade, t € o tensor das tensdes, p € apressdo, I € a massa especificae g
a aceleracdo gravitaciona.

Para completar o sistema de equacdes do modelo necessitase de uma equacdo
congtitutiva. Para fluidos newtonianos, esta equacdo consiste em uma generalizacdo da Lei da
viscosidade de Newton (1.3), para qualquer tipo de escoamento e geometria

~

Ilé'

2
3

3

XV (233)

onde mé a viscosidade dindmica e 9 € 0 tensor taxa de deformacdo. Neste caso, a viscosidade

€ constante, ndo variando com a deformacéo sofrida pelo fluido. Para fluidos incompressivels,
esta equacdo reduz-se a

"l—F

=ny 2.4)

Como visto no Capitulo 1, fluidos poliméricos possuem um comportamento reol gico
bem distinto do apresentado por fluidos newtonianos, de modo que a equagdo dada por (2.3)
ndo pode ser aplicada para estes fluidos. Portanto, para que as caracteristicas reol6gicas dos
fluidos poliméricos sgjam levadas em conta, devem ser utilizadas equagdes constitutivas
apropriadas, assunto a ser explorado no proximo item.

2.2. Equacdes constitutivas para fluidos poliméricos

Existe um grande nimero de equacbes constitutivas mecanicas, que buscam descrever
o0 comportamento reoldgico dos fluidos poliméricos, pelo menos em parte. Estas equacdes
podem ser enquadradas em diferentes grupos de acordo com a sua forma do ponto de vista
matematico e sua capacidade de predicdo de determinadas funcBes materiais. Séo
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apresentados a seguir diferentes grupos de equagdes constitutivas para fluidos poliméricos, e
para cada um destes, suas caracteristicas principais, o tipo de funcBes materiais preditas e os
exemplos mais conhecidos e utilizados na literatura.

2.2.1. Fluido Newtoniano Generalizado (FNG)

Consiste na generalizacdo do modelo de fluido newtoniano para fluidos nos quais a
viscosidade é uma funcdo da magnitude do tensor taxa de deformacao g.

= hgég:g 2.5)

||+

sendo a magnitude g dada por

(2.6)

Os modelos para hga%g s80 empiricos, e uma grande variedade pode ser encontrada na
a

literatura, visto que este modelo € aplicado também a outros tipos de fluidos que apresentam
viscosidade dependente da taxa de deformacdo, como por exemplo, alimentos, suspensoes,
fluidos biol6gicos (sangue, por exemplo) entre outros.

O modelo mais simples e mais conhecido para a viscosidade dependente da taxa de
deformacdo € a Lei da Poténcia (Ostwald, 1925, de Waele, 1923), dada por:

n1

h=mg 2.7)

onde m e n sd0 parametros dependentes do fluido. Este modelo, por ter uma forma simples,
permite a obtencéo de solucbes analiticas para uma grande variedade de escoamentos destes
fluidos.

Outro modelo muito usado € o de Carreau-Yasuda (Carreau, 1968, Yasuda et a.,
1981), o qual descreve bem a viscosidade para uma ampla faixa de taxa de deformacéo.

n-1
——
a

= () (2.8)
8]
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onde a viscosidade a baixas deformagdes h, a viscosidade em altas taxas de deformacéo hy, a
constante de tempo | , e as constantes n e a sao parametros caracteristicos do fluido. O modelo
original de Carreau consideraa = 2, sendo este parametro introduzido na equacéo por Y asuda
(Bird et a., 1987).

O modelo de fluido newtoniano generalizado tem a deficiéncia de ndo predizer os
efeitos elasticos caracteristicos dos fluidos poliméricos. Este tem validade apenas para
escoamentos estacionarios por cisalhamento puro e em taxas de deformacdo elevadas,
dependendo da equacdo usada para a viscosidade. Devido a estas caracteristicas e a sua
simplicidade, este modelo € muito utilizado em aplicacfes industriais (estudo de processos de
extrusdo e injecdo), onde os efeitos da viscosidade ndo-newtoniana tém grande importancia no
escoamento.

2.2.2. Fluido viscoelastico linear (FVL)

O modelo mais simples para fluido viscoelastico, ou sgja, que contempla o caréter
Vviscoso e elastico de um fluido em uma Unica equacéo é o modelo para fluido viscoelastico
linear.

A primeira equagdo desenvolvida para descrever o comportamento viscoelastico
linear, foi 0 Modelo de Maxwell (Maxwell, 1867). Esta pode ser encarada como uma
combinacdo das equactes de Hooke para solido elastico e de Newton para a viscosidade,
lembrando que ambas s&o lineares em relagdo a tensdo, na deformagdo e taxa de deformacao,
respectivamente:

Tt
qt

+1

”!—F

= hog (2.9)

onde ho é a viscosidade a taxa de deformagdo nulae | uma constante de tempo chamada de
tempo de relaxacdo, que € um tempo caracteristico relacionado a relaxacéo das tensdes nas
cadeias poliméricas. Note que, paral = 0, recai-se nalel de Newton para a viscosidade.

Este modelo também pode ser escrito na forma integral:

t 4 <
t(t) = CET_OQ - 1)/ ég(t') dt’ (2.10)

y€

O modelo para fluido viscoelastico linear generalizado € dado por:

L) = tc‘p(t- t')g(t') dt’ (2.12)
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ou ainda, por:
t{t)=- QM (t- t')g(t') dt’ (2.12)

onde G(t-t") é chamado de mddulo de relaxacéo e M(t-t') € chamada de funcéo memdéria.

Pode-se ver, por esta forma, que o integrando da tensdo depende do produto de dois

fatores de naturezas diferentes. um depende da natureza do escoamento (g(t)) e outro
depende apenas do fluido. As funcbes G(t-t) e M(t-t) sdo funcBes que decrescem
monotoni camente, apresentando uma caracteristica de decaimento, ou melhor, relaxacéo. Para
o modelo de Maxwell, equacdo (2.10), podemos ver que 0 modulo de relaxagdo é dado por:

" .
G(t-t)=g2e O/ (2.13)
gl a

Este modelo contém apenas um modo de relaxagdo. Para que um maior nimero de
modos de relaxacdo sejam levados em conta, se utiliza uma fungdo G(t-t') que contemple esta
caracteristica, como por exemplo, 0 modelo de Maxwell generalizado:

¥ h
G(t-t)=8q l—ke*“’“k (2.14)

k=1 " gk

O modelo para fluido viscoelastico linear € valido apenas para pequenas deformagoes,
sendo utilizado no estudo de fungdes materiais na regido de viscoelasticidade linear
(escoamentos transientes e estacionarios). Estas funcfes materiais tém estreita relacdo com a
estrutura molecular, sendo que dai decorre a importancia deste modelo. Além disso, estas
equacbes sdo 0 ponto de partida para o estudo dos modelos viscoelasticos ndo lineares.
Alguns modelos n&o lineares sdo generalizacbes do modelo linear, buscando apresentar uma
melhor predicdo frente a fendbmenos fisicos, visto que o Ultimo ndo consegue descrever efeitos
ndo lineares, como viscosidade dependente da taxa de deformacdo e diferenca de tensdes
normais.

2.2.3. Fluido viscoelastico nao linear — Modelos diferenciais

Os modelos para fluido viscoelastico ndo linear permitem descrever, ab menos
qualitativamente e em parte, efeitos elésticos e caracteristicas ndo lineares, como diferencas
de tensdes normais e viscosidade ndo-newtoniana. Existe uma grande variedade de model os,
sendo que cada um € capaz de predizer um determinado conjunto de fenémenos, apresentando
deficiéncias em outros. Do ponto de vista matemético, podem se enquadrar em dois grupos.



16 CAPITULO 2 - FUNDAMENTOSE REVISAO BIBLIOGRAFICA

modelos diferenciais, os quais sdo descritos por equacdes diferenciais, e modelos integrais,
que sdo dados por equagdes integrais. O primeiro grupo é apresentado nesta se¢do, sendo que
0s modelos integrais sdo tratados na secéo 2.2.4.

Os modelos diferenciais podem ser obtidos a partir do modelo para fluido
viscoelastico linear, na sua forma diferencia. As modificagbes realizadas consistem na
substituicdo das derivadas em relacéo ao tempo pela derivada convectiva no tempo e/ou na
incluso de termos ndo-lineares e parametros nas equagdes. Estes podem também ser
derivados a partir da teoria cinética, sendo estes modelos mais satisfatérios em relacéo a
representar 0 comportamento reolégico destes materiais. Alguns dos modelos que séo
mostrados na sequiiéncia, como o0 modelo de Oldroyd-B (Oldroyd, 1950), o de Giesekus
(Giesekus, 1982) e o de Phan-Thien-Tanner (Phan-Thien, Tanner, 1977), podem ser derivados
a partir dos conceitos dateoria cinética.

A definicéo para a derivada convectiva no tempo do tensor das tensdes € dada por:

ty =t v - o 219

Generalizando, para a derivada convectiva de ordem n+1 do tensor das tensdes, tem-

D

t  =—t -{NVT>¢ }{t( >¢§|v} (2.16)
=(n+1) Dt = = =) (n) =

A definicBo desta derivada parte do principio que tensbes sdo produzidas somente
quando h& deformagdo do material, e ndo por simples rotacdo (Bird et al., 1987, Macosko,
1994).

Estes modelos ndo estdo limitados a pequenas deformacfes como é o caso do modelo
de fluido viscoelastico linear. S&o0 modelos mais redlisticos, que permitem obter, no minimo,
informacdes qualitativas em relacdo a efeitos viscoelasticos lineares e nado-lineares em
diversos escoamentos, dos mais ssimples aos mais complexos. Dependendo do modelo usado,
pode-se chegar a boa concordancia das funcBes materiais preditas com os valores reais,
determinados experimental mente.

O modelo diferencil mais conhecido e 0 mais smples, que combina efeitos
transientes e ndo-linearidades, € o modelo UCM (Upper-Convected-Maxwell) (Oldroyd,
1950), obtido pela generalizacdo do modelo de Maxwell que descreve a viscoelasticidade
linear, sendo dado pela equagdo a seguir.

t+lt, =heg (2.17)

As constantes desta equacdo tem o mesmo significado do modelo linear
correspondente. Para pequenas deformagdes, 0s termos ndo lineares desaparecem e a derivada



2.2 - EQUACOES CONSTITUTIVAS PARA FLUIDOS POLIMERICOS 17

convectiva se reduz a derivada substantiva e, conseqlentemente, chega-se a0 modelo de
Maxwell linear.

Outro modelo muito conhecido € o de Oldroyd-B (Oldroyd, 1950), também obtido por
generalizacdo do modelo correspondente para fluido viscoelastico linear, no caso, 0 modelo
de Jeffreys.

_n & 0
L+ ity =hoGorl .9, ° (2.18)

sendo g aderivada convectiva de ordem 2 do tensor da taxa de deformagéo el , um segundo
=(2)

tempo de relaxacéo.

Estes dois model os sdo capazes de predizer escoamentos transientes e efeitos elésticos,
porém predizem viscosidade e coeficientes de tensdes normais constantes (independentes da
taxa de deformacao) e viscosidade elongacional infinita sob determinadas taxas de elongacéo
finitas.

A inclusdo de termos ndo-lineares permite que os modelos também representem estas
caracteristicas, como por exemplo o0 modelo de White-Metzner (White e Metzner, 1963), que
é uma modificacd do modelo UCM. E inserida na equacdo, uma dependéncia da viscosidade
com a magnitude do tensor da taxa de deformacéo, de forma andoga ao modelo para fluido
newtoniano generalizado.

h(9)

t+="t, =h()g (2.19)

®

onde G é o médulo eastico. A vantagem deste modelo € ser simples e predizer razoavel mente
a dependéncia da viscosidade com a taxa de deformagédo e o primeiro coeficiente de tensoes
normais. Néo € recomendado para escoamentos livres de cisalhamento, j& que pode levar a
viscosidades elongacionais infinitas, fato ocorrido também no modelo UCM e de Oldroyd-B.

Alguns modelos diferenciais podem ser escritos em uma forma tal que a tensdo é
encarada como uma soma de duas contribui¢cBes, uma newtoniana e uma polimérica. Esta
forma também surge naturalmente a partir da teoria cinética para solucdes poliméricas
concentradas e polimeros fundidos (Bird et a., 1987). Pensando de outra maneira, se tem uma
superposi¢ao da contribuicdo do solvente e do polimero no tensor das tensoes.

Desta forma, tem-se para o tensor das tensdes.

"f—'-
"f—'-

Lo (2.20)

onde t . corresponde a contribuicdo newtonianae t o acontribuicao polimérica. O termo t . e
dado por:
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=h, 9 (2.21)

t
=N
onde hy é a contribui¢cdo newtoniana para a viscosidade.

Jat_ € dado de acordo com o modelo escolhido. Para o modelo de Oldroyd-B,
mostrado anteriormente € dado pela equacéo (2.18), tem-se a seguinte equacao:

t,+lt, =h.g 2.22)

P =PQ)

onde a constante hp é a contribuicdo do polimero para a viscosidade e | é o tempo de
relaxacao.

Outro modelo bem conhecido, e que traz predicdes mais realisticas comparado aos
anteriores, é o de Giesekus (Giesekus, 1982), que se caracteriza por apresentar termos nao
lineares dados pel os produtos entre o tensor das tensdes. Este € dado pela seguinte equacao:

| _ .
Lot * EP(l) aEtP >¢=P} - hpg (2.23)

A constante a é chamada de fator de mobilidade, e esta associada com 0 movimento
browniano e arraste hidrodinamico das moléculas de polimero no meio (Bird et a., 1987).
Com este modelo se obtém melhores resultados para escoamentos por cisalhamento,
comparado aos mostrados anteriormente, porém, ndo traz bons resultados em escoamentos
livres de cisalhamento (Bird et a., 1987, Macosko, 1994).

Um modelo muito usado em simulacfes numéricas € o de Phan-Thien-Tanner (Phan-
Thien e Tanner, 1977), também chamado de PTT. Este modelo € obtido a partir da teoria de
rede de solugbes concentradas e polimeros fundidos (“Network theory of concentrated
solutions and melts’) (Bird et al., 1987). Na sua forma simplificada, chamada de SPTT, que é
amais usada, é dada por

gl el tr(: 2L, = g (2.24)

onde tr(gp)éo traco do tensor t |, que leva em conta a energia elastica da rede e e € uma

constante relacionada a taxa de destruicéo da viscosidade extensional (Azaiez et al., 1996).
Este modelo traz bons resultados para uma grande variedade de escoamentos, porém pode
apresentar solugdes esplrias em alguns escoamentos, tal como no crescimento de tensdes

(Macosko, 1994). Além disso, no caso modificado, prediz a segunda diferenca de tensbes
normais igual a zero.
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Uma listagem mais completa de modelos para fluido viscoelastico néolinear, com uma
maior abordagem, e até mesmo, comparagdes entre eles, podem ser encontrados em Bird et a.
(1987), Macosko (1994) e Larson (1988).

O que se pode notar nos modelos diferenciais € que quanto maior a complexidade do
modelo, melhor a sua caracteristica preditiva, porém maior o nimero de parametros. Estes
podem ser estimados a partir de experimentos reol 6gicos lineares e ndo lineares.

Os modelos diferenciais ndo descrevem muito bem a viscoelasticidade linear, mesmo
gue este sgja 0 ponto de partida para o desenvolvimento destes modelos. Isto se deve ao fato
do modelo ter apenas um tempo de relaxagcdo. Este problema pode ser contornado
reformulando a equacdo passando-a para a forma integral, de forma a incluir mais de uma
constante de tempo. A outra opgao é realizar uma superposicéo de modelos, cada qual com
uma constante de tempo caracteristica (multi-modos), e tomando a tensdo como a soma das
contribuicdes de cada modo. Esta Ultima op¢do ndo € muito atraente, pois 0 nimero de
equacbes e de variaveis do problema aumenta consideravelmente, tornando inviavel a
obtencdo de solugdes numéricas.

2.2.4. Fluido viscoelastico ndo-linear — Modelos integrais

Estes modelos, assim como os diferenciais, sdo obtidos a partir da modificagdo do
modelo para viscoelasticidade linear, porém s&o escritos na forma de uma equagdo integral.

Os modelos conhecidos como “quasi-lineares’ consistem na modificacdo do modelo
linear através da substituicdo do tensor da deformagdo infinitesimal g(t,t’) por um dos tensores
da deformacao relativa, definidos por (Bird et al., 1987):

" _ _ 2 X ﬂxj (a1 . tt)=-d. + 2 m&
g[O]ij(I’,t,t)—dij am ﬂx'm ﬂx'm g 1 (r1 [ ) 1) am- ﬂX, ﬂXJ (2.25)

onder = r(X1, X2, X3) € aposicdo de uma particula de fluido em um tempo t, t’ € um instante de
tempo anterior at e d;; € o operador delta de Kroenecker.

De acordo com diferentes teorias moleculares e comparagdes com experimentos, a
forma mais apropriada ao uso nos modelos diferenciais é a g[O] (t,t") (Bird et a., 1987). O

significado do uso deste tensor € analogo ao significado do uso da derivada convectiva em
modelos diferenciais.

Assim, aforma geral para os modelos integrais quasi-lineares € a seguinte:
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t = (tl M(t-t)g (L t)d (2.26)

Onde M(t-t') é a funcdo memoria. No limite para pequenos gradientes de
deslocamento, a equacdo se torna igual a0 modelo viscoeléstico linear. A fungdo memoria
caracteriza cada tipo de modelo, assim como no caso linear. O modelo de Lodge (Lodge,
1964), que € o mais simples, e analogo ao modelo UCM na forma diferencial, € dado por:

h, & t-t

M(t-t)= l—e(p8 I (2.27)

e iy anid

Este modelo corresponde ainda a forma néo-linear do modelo de Maxwell para

viscoelasticidade linear, dado por (2.10). Suas limitagcbes sd0 as mesmas do seu
correspondente na forma diferencial.

Para chegar a modelos ndo lineares, basta introduzir n&o linearidades na equacéo
(2.26), como por exemplo invariantes do tensor da deformacéo de Finger (Bird et a. 1987) na
funcdo memoria, produtos do termo g[O] (t,t"), entre outras possibilidades.

Um exemplo, e um dos mais conhecidos, € a equacdo K-BKZ fatorizada (Kaye, 1962,
Bernstein, Kearsley e Zapas, 1963), do qual se derivam diversos modelos. Nestes modelos, a
funcdo memoaria é fatorada por um termo dependente do tempo e um termo dependente da
deformagdo. Dois exemplos sGo mostrados a seguir. O primeiro é o modelo de Wagner
(Wagner, 1979) e o segundo € o modelo PSM (Papanastasiou-Scriven-Macosko), de
Papanastasiou et al. (1983).

éo l\J -a 1+ b)le-3P5 .
t= Oed e e bres s one o o (2.28)

.¥ék Ik u

t £ AN
Co e-(t-t)/lkl;I a

t= 0 CHt)dt! 2.29
T xBxk I H(a' 3)+b|0'1 +(1-b)l, t) ( )

onde ax e | x s80 0 coeficiente de médulo de relaxacdo e o tempo de relaxacdo do modo k,
onde k € um nimero inteiro finito, a e b sdo constantes materiais, Ic € Ic-1 S80 0s primeiros
invariantes do tensor de Cauchy-Green C e de sua inversa, o tensor da deformacéo de Finger
C!, respectivamente. A definicdo e o significado destes tensores, que sdo relacionados com o
tensor da deformacéo relativa, podem ser encontrados em Macosko (1994) e Bird et al.
(1987).

Estes modelos se caracterizam por incluir a viscoelasticidade linear completamente e
tém grande aplicacdo na simulacdo de escoamentos viscoelasticos e na determinacdo de
fungbes materiais. Estes modelos geralmente apresentam melhores predigdes quantitativas
comparados aos modelos diferenciais, e sGo mais completos em relacdo ao nimero e tipos de
funcbes materiais preditas. Porém, ndo sdo perfeitos, pois ndo predizem corretamente algumas
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funcOes materiais, e aguns modelos, para aguns experimentos, levam a resultados
incoerentes do ponto de vista fisico. Do ponto de vista numérico, obter soluctes com model os
integrais € uma tarefa mais dificil comparado aos modelos diferenciais, porém, levam a
mel hores resultados.

2.2.5. Selecao de umaequacéao constitutiva

Foram apresentados, nas secOes anteriores, os diferentes grupos de equacgOes
congtitutivas, e péde-se ver que nenhuma equacdo consegue descrever todo 0 comportamento
reolégico dos fluidos poliméricos adequadamente. Ou sga, ndo existe uma equacdo
constitutiva multi-propdsito, que permita predizer seguramente qualquer uma das
caracteristicas reoldgicas do fluido e que possa ser empregada em qualquer situagdo. Existem
sim, diferentes tipos de equacdo, sendo capazes de predizer apenas um limitado conjunto de
propriedades. Em geral, quanto maior a complexidade de um modelo, maior 0 nimero de
propriedades preditas, e melhor a qualidade dos resultados obtidos. Porém, o esforco
matemético necessario para a resolucdo do problema aumenta consideravel mente.

Portanto, a escolha de uma equagdo constitutiva na resolucéo de um dado problema
deve levar em conta todos estes fatores. qual o tipo de funcdo material a ser predita ou o tipo
de funcdo material de maior importancia no processo; necessidade da obtencdo de resultados
gualitativos ou quantitativos; precisdo requerida nas predigdes; tratamento numérico das
equacdes e esforco computacional requerido para a resolucéo.

Neste trabalho, sGo usadas duas equagdes constitutivas diferenciais. Uma delas € o
modelo de Oldroyd-B, e 0 outro, 0 modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado. Estes foram
escolhidos pelo fato de serem dois dos mais usados na literatura em simulagdes numericas.
Além do mais, 0 modelo de Phan-Thien-Tanner é um dos que trazem melhores resultados
dentre os modelos diferenciais. Outro motivo, € que estes modelos contém em suas equagoes
0s termos ndo lineares mais comuns que aparecem em modelos diferenciais em gera, de
modo gque a metodologia a ser desenvolvida sgja de fécil extensdo ao uso de outras equactes
constitutivas pertencentes a este grupo.
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2.3. Metodologia pararesolugcao numerica do problema

Como visto no inicio deste capitulo, 0 modelo matematico consiste nas equacdes de
conservacdo de massa e de quantidade de movimento ((2.1) e (2.2)) e uma equacgéo
constitutiva, escolhida dentre as diversas opgdes mostradas no item 2.2. Deve ser resolvido
assim, um sistema de equacOes diferenciais parciais néo lineares, tal que a solucéo satisfaca as
condigdes de contorno impostas.

A obtencdo de solugdes anditicas para estas equacfes é, na maioria dos casos,
impossivel ou impraticavel, sendo possivel apenas para situacdes onde séo feitas diversas
aproximag0es. Para os demais casos se torna necess&ria a aplicagdo de um método numérico
para a resolucdo das equacoes.

Uma vez definido o sistema de equagbes a ser resolvido, 0 primeiro passo no
procedimento de resolucdo numérica deste problema é a discretizacdo do dominio e das
equacoes diferenciais. Em outras palavras, as equagdes diferenciais séo aproximadas por um
sistema de equagdes algébricas (simulagdo estacionaria) ou de equacdes algébrico-diferenciais
(smulacdo transiente), sendo estas localizadas em um conjunto de pontos ou regides discretas
no espaco e no tempo, compondo o que se chama de malha computacional.

O passo seguinte é entdo a resolucdo do sistema de equagdes gerado, obtendo assim 0s
valores para as varidveis nas regides ou pontos discretos criados pela discretizacdo do espaco
ao longo do tempo.

De posse desta solucdo, pode-se fazer uma andlise do problema estudado através do
tratamento dos dados e do uso de ferramentas gréficas. No primeiro caso, pode-se citar
calculo de vazdes e taxas de transferéncia, calculo da funcéo corrente e da vorticidade, forcas
sobre corpos (arraste, sustentacéo, etc), entre muitos outros exemplos. No segundo caso,
construcéo de graficos de curvas ou superficies de nivel, perfis em diferentes regides do
dominio, gréficos animados em problemas transientes, entre outros.

Existem diversos métodos para a discretizacdo de equacOes diferenciais parciais. Os
mais conhecidos e usados em CFD sdo o método das diferencas finitas, método dos volumes
finitos, método dos elementos finitos e método espectral (Maliska, 1995, Ferziger e Peric,
1999, Fletcher, 1988). Cada um destes métodos possui suas vantagens, desvantagens e
possibilidades de aplicacdo, sendo assim dificil afirmar se um deles é melhor que os outros.
Neste trabalho, a opcdo foi pelo método dos volumes finitos, devido as suas caracteristicas,
que sdo discutidas na sequiéncia.

O método dos volumes finitos é amplamente usado em Dinamica de Fluidos
Computacional para a solucéo de problemas de escoamentos compressivels e incompressivels,
para fluidos newtonianos e ndo-newtonianos (Patankar, 1980, Maliska, 1995, Ferziger e Peric,
1999). O sucesso deste método se deve a sua caracteristica de manter a conservagdo das
propriedades em nivel de volumes elementares, sua robustez, versdtilidade e relativa
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facilidade de implementacdo computacional. Pode ser empregado em geometrias simples,
com mahas ortogonais e mesmo em geometrias complexas, com mahas ndo-ortogonais,
utilizando a técnica de coordenadas generalizadas. Muitos pacotes comerciais utilizam
volumes finitos, como por exemplo o CFX 4 (AEA Technology, 2003) e o Phoenics (CHAM,
2003).

A relacdo direta do método de discretizagcdo com o conceito fisico de conservacéo das
propriedades no volume faz com que este segja facil de ser entendido e assimilado, comparado
a0 método dos elementos finitos, por exemplo. Deve-se a isto 0 grande sucesso e utilizagdo
deste método por engenheiros em diversas areas (Versteeg e Malalasekera, 1996, Ferziger e
Peric, 1999).

A vantagem principal do método dos volumes finitos em relagdo a diferencas finitas é
o fato do primeiro manter a conservacdo das propriedades em cada volume. Ainda em
comparacao a diferencas finitas, 0 método dos volumes finitos requer um esforco maior para
obtencdo das fungdes de interpolacdo quando se utiliza esquemas de mais ata ordem,
especialmente em trés dimensdes. Isto se deve a necessidade de dois niveis de aproximagao
no método dos volumes finitos: integracdo e interpolacéo.

Nas secOes a seguir sdo melhores exploradas as etapas da metodologia numeérica,
focada no método dos volumes finitos: discretizacdo, aproximacdo dos fluxos médios e
resolucéo do sistema de equacdes resultante.

Para exenplificagdo da metodologia, € usada a equacdo (2.30), cuja forma é uma
generalizacdo das equacdes de transporte (massa, quantidade de movimento, energia, etc.). A
equacdo abaixo € vaida para um escoamento bidimensional, em coordenadas cartesianas ,
y) e em estado estacionario:

Tevt)+ Tvf)=T o, T&I9 (2.30)
fix Ty fixe xe Tyé Tyo

onde f é a varidvel dependente, que pode ser a velocidade (conservacdo de quantidade de
movimento) ou atemperatura (conservacao de energia), por exemplo, r é a massa especifica e
G € uma propriedade de transporte.

2.3.1. Discretizacdo do espaco e arranjo das variaveis

Para a aplicacéo do método dos volumes finitos, deve-se primeiro dividir o dominio
em um determinado nimero de volumes elementares ou volumes de controle, ou sgja, criar
uma malha computacional. Neste trabalho, sdo usadas somente mahas cartesianas. Deve-se
definir entdo o arranjo das variaveis no volume, ou sgja, alocalizacdo destas nos volumes.



24 CAPITULO 2 - FUNDAMENTOSE REVISAO BIBLIOGRAFICA

Existem dois tipos de arranjos usados. Um deles é o arranjo co-localizado, no qual
todas as variaveis do problema estéo localizadas no centro dos volumes. O outro € o arranjo
desencontrado, no qual duas ou mais variaveis estdo localizadas em posicdes diferentes do
volume. Para exemplificar os dois arranjos, usamos o problema de escoamento de um fluido
newtoniano em duas dimensdes, no qual tem-se as duas componentes da velocidade e a
pressdo como variaveis dependentes. A ilustracdo destes arranjos sdo mostrados na Figura 2.1.

o | | o + et o+ o}

(a) (b)

Figura2.1. Arranjos (a) co-localizado e (b) desencontrado para as variaveis vy, vy e p.

A opcdo natural € o uso do arranjo co-localizado, porém, uma prética comum é utilizar
uma malha desencontrada na qual a pressao é localizada no centro do volume e as velocidades
nas interfaces do volume.

O uso do arranjo desencontrado foi muito usado durante anos no método de volumes
finitos devido ao trabalho pioneiro de Patankar (1980), o qual defendia a idéia de que
solugdes oscilatérias para a pressdo podem ocorrer usando o arranjo co-localizado. Esta
possivel dificuldade pode ser contornada usando a técnica conhecida por interpolacdo de
momento, idéia desenvolvida por Rhie e Chow (1982), e posteriormente aperfeicoada por
outros autores (Majundar, 1988, Miller and Schimidt, 1988). O método de interpolacéo de
momento consiste em fazer com que a velocidade nas interfaces, necessérias para o calculo
dos fluxos advectivos nestas, dependa das pressdes nos volumes vizinhos, “imitando” o
arranjo desencontrado. Desta forma, as velocidades nas interfaces sdo calculadas a partir de
uma equagdo que satisfaca esta condicdo, obtida a partir das equagbes de conservacdo de
quantidade de movimento.

Com o arranjo co-localizado, o uso de coordenadas generalizadas se torna mais
simplificado, podendo-se estender mais facilmente o uso do método dos volumes finitos a
problemas em geometrias mais complexas. A implementacdo de condi¢des de contorno se
torna relativamente mais simples, pois ndo ha problemas de “meios-volumes’ préximos ao
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contorno. Além do mais, o emprego de técnicas de malhas multiplas (multigrid) sb se tornam
vidveis usando este tipo de arranjo (Peric et al., 1988).

Outro exemplo de uso do arranjo desencontrado surge na resolucdo de problemas
envolvendo o escoamento de um fluido ndo-newtoniano, no qual as componentes do tensor
das tensbes sdo tomadas como variaveis. Problema similar ao que ocorre com o acoplamento
pressdo-velocidade pode ocorrer com 0 acoplamento tensdo-velocidade, causando assim, a
ocorréncia de perfis oscilatérios. Para evitar este problema, as tensdes e as velocidades séo
localizadas em pontos diferentes, assim como € feito para a pressdo. Pode-se usar uma
metodol ogia analoga a interpolacdo de momento para contornar estes problemas com o uso do
arranjo co-localizado, como pode ser visto em Oliveiraet al. (1998).

Neste trabalho é adotado o arranjo co-localizado, devido aos motivos citados. Toda a
abordagem dagui em diante é referente a este tipo de arranjo, apesar de muitos pontos serem
analogos para ambos os arranjos.

2.3.2. Discretizacao das equacdes

O método dos volumes finitos se baseia na aplicacdo das leis de conservacdo em nivel
de volumes elementares do dominio a ser estudado. Desta forma, o dominio deve entéo ser
dividido em volumes, sendo que para cada um destes sdo obtidas equages de conservagao,
gue se apresentam na forma de equacdes algébricas (simulagdo estacionaria) ou equacoes
algébrico-diferenciais ordinérias (simulacdo dinamica), e ndo mais equacdes diferenciais
parciais. Estas equagdes formam um sistema que deve entdo ser resolvido para se obter os
valores das varidveis desgjadas em cada volume.

a2 ® & @
j+1
j+112 . . ®
j
iz ] - &
i1/2 : +1/2 g 32

Figura 2.2. Volume elementar genérico e notacdo dos indices relativos as interfaces e pontos
centrais.

A principio, o conceito de volume se aplica a uma forma em trés dimensdes. Porém,
guando for tratado do método dos volumes finitos, sgja em uma ou duas dimensdes, as
divisdes da regido discretizada seréo sempre tratadas como volumes finitos.
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Para ilustrar a etapa de discretizacdo, considere a equacéo (2.30), a ser discretizada
para o volume finito mostrado em destague na Figura 2.2. A equacdo de conservacdo para o
volume é obtida partindo da equacdo na forma diferencial, e integrando-a no volume
elementar considerado:

Yida Xy Vi1 Xiyq y11x1+1 .. y|1XI+1

| 1o 71 a&.9f 0

—(r v,f Jdxdy + —\rv,f dxdy = —a%;—-:dxd + a=G jjxd 2.31
P?“( ixdy ??ﬂy( ixay = 0 7R ™ 0 0, Eoq Dy @31

A resolucdo das integrais conduz a uma expressdo contendo as taxas de transferéncia
advectiva e difusiva nas interfaces. As taxas de transferéncia nas interfaces i e j do volume
considerado na Figura 2.2, paralelas ay e a x, respectivamente, sdo definidos como:

Yj+1

Dyf | = ¢f (x,y+a)da (232
Yoy
x| = gf (x+a,y,)da 2.33)
J %
onde f = rv,f para o transporte advectivo e f = G.l%—f para o transporte difusivo da
X

propriedade f , nas interfaces ortogonais a uma dada direcéo x. As grandezas dadas por e

?X‘ correspondem aos fluxos médios de f nas interfaces i ej.
j

De acordo com estas definicdes, a equacgao (2.31) pode ser escrita como:

[ « [ Xia O e qf You
+|ir v, f )_+ - v f )]Dx é‘QG N &It _UQ/+
Coam £ 5§ W A

(2.34)

Desta forma, a expressdo resultante contém as taxas de transferéncia advectivas Fa k) =
—h s
B 0
(r v, f ) Dh edifusivas Fpx) = QGE—f ~ Dh nainterface k, sendo h adirecéo paralelae x a
X

.3
direcdo ortogonal ainterface. A equagdo (2.34) pode ser rescrita entdo como:

[FA(i+1> - FA(i)J+|.FA(J+l) - FA(])le.FD(i+1) - FD(i)J+|.FD(J+1) - FD(J)J (2.35)
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A proxima etapa do método dos volumes finitos é determinar o valor destas taxas nas
interfaces, que se resume na determinagéo dos fluxos médios nas interfaces. Para tanto, deve-
se fazer duas aproximagdes. a primeira consiste em aproximar a integral correspondente ao
fluxo médio em termos dos valores de f em um ou mais pontos na interface; na sequiéncia, 0s
vaores de f nestes pontos localizados nas faces devem ser aproximados em termos dos
valores das variaveis no centro dos volumes.

Existem diferentes formas de se fazer estas aproximacdes, tanto para a primeira como
para a segunda etgpa. S8 mostradas nos itens a seguir, duas metodologias para as
aproximacdes. a convencional, mais usada em trabalhos que usam o método dos volumes
finitos, baseada em aproximagdes de baixa ordem para os fluxos médios, e uma proposta por
K obayashi (1999), baseada em aproximacdes de alta ordem para os mesmos fluxos.

2.3.3. Aproximacdao dos fluxos médios: metodologia
convencional

A aproximagdo mais smples e também a mais usada, consiste em tomar o fluxo médio
de f nainterface i paralelaadirecdo h como o valor do fluxo no ponto central da interface,
sendo que esta é uma aproximagao de 22 ordem.

h.

Ofch » f, (2.36)
h.

|

=
Dh

N

J
s80, respectivamente, os fluxos advectivo e difusivo médios

nainterfacei, f, = (r vxf)ke f, ng%(g S840, respectivamente, o valor do fluxo advectivo e
4
difusivo no ponto k dainterface i, sendo x a dire¢do normal ainterface i.

Para se obter uma aproximacéo de maior ordem na integracéo, pode-se usar a regra de
Simpson, por exemplo, utilizando mais de dois pontos na aproximagdo. No exemplo abaixo, é
feita uma aproximacdo deste tipo para o fluxo médio em uma fronteira i, utilizando o ponto
central e os dois extremos da interface:

hj+1
T -1 Ofdh »%g’;‘hjﬂ+4fh +f,

o (2.37)

i

Uma vez aproximada a integral, deve-se obter os valores para fx em termos dos valores
das variaveis no centro de um ou mais volumes vizinhos, sendo isto feito por funcbes de
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interpolacdo. A definicdo para o valor médio no volume, centrado no volume, de acordo com
volume elementar genérico da Figura 2.2, é a seguinte:

—xy 1 X1 Yj+1
=—— O ¢f (x+b, y+a)dado (2.38)
i+%,j+% DyDx ?y(,j( y )

Geralmente, o valor da variavel no ponto central € considerado igual ao valor médio
desta no volume, ou sgja, uma aproximagdo de 2% ordem.

Os esguemas de interpolacdo mais utilizados no método dos volumes finitos consistem
em aproximacdes de 1% ou 2% ordem para fy, ou melhor, para as varidveis f e suas derivadas,
assumindo gue o campo de velocidades v e as propriedadesr e G sdo conhecidas em qualquer
ponto do dominio. Estas aproximagdes sdo usadas juntamente com a aproximacao (2.36) para
aintegral, ou sgja, 0 valor médio na interface € igual ao valor no centro da interface.

Para exemplificar as funcbes de interpolacdo que sdo mostradas a seguir, é
considerada a aproximagdo da variavel f em uma interface i+1, paraela a direcdo y, sendo vy
avelocidade na diregdo ortogonal ainterface.

Os esquemas de interpolacdo mais simples s30 o de diferencas centrais de 2 ordem
(CDS — ‘“central differencing scheme’) e o upwind (UDS — “upwind differencing scheme”)
(Patankar, 1980, Maliska, 1995, Ferziger e Peric, 1999).

O esguema UDS consiste em tomar o valor da variavel na interface igual ao valor da
variavel em um dos dois pontos vizinhos, dependendo da diregdo do escoamento.

1

i+l

\—

(2.39)

__f—y

i+l
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T
N

Este esquema é muito usado por ter a vantagem de garantir estabilidade incondicional
no processo de solucgdo, porém sua limitagdo € a baixa precisio na aproximagéo (12 ordem) e
o efeito de difusdo numérica (Patankar, 1980, Ferziger e Peric, 1999), mais pronunciado em
escoamentos na qual as linhas de corrente estdo em uma direcéo obliqua a malha.

Umaidéia natural € uilizar uma interpolacdo linear para obtencéo do valor da variavel
na interface a partir dos valores nos nés vizinhos. Este esquema corresponde ao CDS e tem
uma maior precisio (22 ordem) quando comparado ao UDS, porém pode provocar oscilagoes
na solucdo e instabilidade numérica em escoamentos dominados por convecgao.
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A partir deste dois esgquemas pode ser gerado um esguema conhecido como hibrido
(HDS - “hybrid differencing scheme”), no qual, dependendo do nimero de Reynolds (ou
numero de Peclet) do volume, € utilizado um ou outro esquema, aproveitando a caracteristica
de estabilidade do UDS e de maior preciséo do CDS.

O esguema LUDS (“Linear Upwind Differencing Scheme”) (Ferziger e Peric, 1999),
que é de 2° ordem, também combina estas caracteristicas (aproximacdo upwind + 2% ordem),
porém em uma Unica expressao, usando para tanto dois pontos a jusante ou a montante para a
aproximacdo em uma face.

1_ 0

if =§93f -F| LT v, >0

| i+1 i+ i-= =

i i Zf_g (2.41)
=g -] L v, <o

T i+l 28 i+— |+E'ﬂ

Outro esquema muito usado, que traz maior precisdo, € o QUICK (“Quadratic Upwind
Interpolative Convection Kinematics’) (Leonard, 1979), que é de 3% ordem para malhas
uniformes e, toma dois pontos & montante e um a jusante da interface na aproximagéo, ou
vice-versa, dependendo da direcéo do escoamento.

- 6— 3- 1-
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|' i+1 8 i+5 8 |+§ 8 "E 242
1y 6—-x 3% 1-x (2.42)
I f =—f +—f - =f v, <0

T i+1 8 i+§ 8 |+% 8 i+g

Porém, se a aproximagdo feita para o valor médio na interface é de 2% ordem, a
precisio global do método fica de 2% ordem, sendo que a diferenca entre os resultados obtidos
com o uso deste esquema e outro de 22 ordem citado acima € pequena. Pode-se conseguir uma
maior precisdo levando em conta também aproximagdo de termos na direcdo transversal,
como visto em Arampatzis e Assimacopoulos (1994). O nimero de pontos nodais envolvidos
na aproximacdo € bem maior devido aos termos de derivadas cruzadas que surgem na
aproximacdo de maior ordem. Neste trabalho sGo mostrados problemas onde o erro relativo
entre os resultados para a aproximagdo convenciona e a proposta diferem em até 9%, sendo
esta Ultima a melhor.

Apesar dos esquemas LUDS e QUICK melhorarem a precisdo dos resultados, trazem
problemas de convergéncia e de estabilidade, resultando na formagdo de oscilacOes irreais e
“overshoots’ na solucdo para determinadas situacbes (Versteeg e Malaasekera, 1996). E
possivel que o valor da variavel na interface sgja maior que nos pontos usados na
aproximacdo, gerando solucbes ndo limitadas. Para aiviar estes efeitos, foram criados
esguemas de interpolagdo chamados de HRS (“High Resolution Schemes”), que levam em
conta um critério de estabilidade, chamado de CBC (“Convection Boundedness Criterion”),
criado por Gaskell e Lau (1988). Este tipo de esquema de interpolacéo tem a caracteristica de
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combinar diferentes esquemas em um sO, de modo a obedecer o critério citado, evitando
assm, a obtencdo de solugbes com “overshoot” e mantendo a precisdo dos esguemas
originais. Exemplos destes esquemas, s8o 0 SMART (Gaskell e Lau, 1988) e o MINMOD
(Harten, 1983). O primeiro aproveita a estabilidade incondicional do UDS e a maior precisao
apresentada pelo QUICK, ja o segundo, combina as qualidades do UDS, o CDS e do LUDS,
respeitando o critério CBC. Estes esquemas levam a uma melhor precisdo e qualidade dos
resultados, eliminando os inconvenientes trazidos pelos esquemas originais, porém a ordem
de aproximacdo permanece a mesma dos esquemas originais. Outro critério usado para
criacdo de esquemas HRS, praticamente equivalente ao CBC e muito usado na literatura, é o
TVD (“Total Variation Diminishing”), introduzido por Harten (1983).

Ainda em relacdo a esquemas de interpolacdo que evitam a formacgéo de solucdes com
oscilagdes em regides de grande variagdo, deve-se citar os esquemas ENO (“Essentially Non-
Oscillatory”) (Harten et a., 1987), usados amplamente no método de diferencas finitas,
aplicado em especial & simulacdo de escoamentos compressiveis. S&0 esquemas de dta
ordem, baseados na proposicdo de diferentes conjuntos de pontos (“stencils’) para
aproximagdo das variaveis, e selecdo daquele que evite a utilizagdo de pontos juntos a
singularidades. Uma extensdo dos esquemas ENO sdo os esquemas WENO (“Weighted
Essentially Non-Oscillatory”) (Liu et al., 1994), que consistem em tomar a aproximagdo como
uma combinagcdo convexa das aproximagoes trazidas por cada um dos conjuntos de pontos
possivels, ao invés de selecionar apenas um conjunto dentre os demais.

Existem também esguemas que levam em conta 0 nimero de dimensdes do problema,
de modo a evitar os erros devido a0 uso de esquemas unidimensionais em problemas
bidimensionais. Um exemplo, dado por Raithby (1976), € o SUDS (Skew Upstream
Differencing Scheme). Este esquema faz com que a interpolacdo estgja alinhada com a
diregdo do vetor velocidade, e ndo com as linhas da malha. O inconveniente deste método é
sua complexidade, devido as muitas possibilidades de diregdo e sentido do escoamento e
necessidade de diversas interpolacfes. Além do mais, pode produzir oscilages na solucdo em
malhas mais grosseiras, e devido a todos estes fatores, € pouco utilizado (Ferziger e Peric,

1999).

Para a aproximacao dos fluxos difusivos médios (ou ainda, da derivada), geramente se
utiliza diferencas centrais de 2% ordem:
E y
x

e
== Gf”

. _ (2.43)
i+1 2 20

Esquemas de interpolagdo de ordem mais elevadas tem sido pouco exploradas no
método dos volumes finitos. Um exemplo de esquema de 4% ordem foi apresentado por Lilek e
Peric (1995). Foram feitas comparagOes entre resultados obtidos com os esquemas UDS e
CDS e o esguema de 4* ordem proposto, usando integracdo de 2% e de 4* ordem na
aproximagdo dos fluxos médios. Para manter a ordem global da aproximacdo, deve se usar
uma aproximacao da mesma ordem para a integral no calculo dos fluxos médios. Para malhas
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mais grosseiras, a solucdo obtida pelo esquema de 4% ordem apresentou oscilagGes, e somente
em malhas refinadas o esquema de 4* ordem se mostrou superior.

Para finalizar, pode-se ver que, apos aplicar os dois niveis de aproximagdes, ou sea,
dos fluxos médios em termos dos valores das variaveis nas interfaces, e das variaveis nas
interfaces em termos das variaveis nos centros dos volumes, as equacoes discretizadas passam
a ser escritas em termos destas Ultimas.

2.3.4. Aproximacgéo dos fluxos médios: metodologia de alta
ordem baseada em valores médios

Uma outra alternativa para a determinacéo dos fluxos médios nas interfaces € dada por
Kobayashi (1999). Estes sdo obtidos diretamente a partir dos valores médios nos volumes,
sendo possivel tomar aproximagdes de qualquer ordem.

Nesta metodologia, os fluxos médios podem ser aproximados por expressdes do tipo:
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onde m e n dependem da ordem de aproximagao desgjada. Estes esquemas de interpolagédo de
alta ordem sdo obtidos pelo seguinte procedimento.

Escolhida a ordem de aproximagéo, toma-se a expansdo em série de Taylor paraf em
torno de um ponto (X,Yo), truncadas na mesma ordem. Esta aproximacdo € inserida nas
expressdes para os fluxos médios, dadas por (2.32), e na expressao para os valores médios nos
volumes, dados por (2.38). Estas, por sua vez, sdo inseridas na funcdo de interpolagdo, que
tem a forma dada por (2.44). Sdo igualados os termos de ambos lados da equacdo que
contenham o mesmo fator comum, e obtém-se assim os valores dos coeficientes ax e by da
funcéo de interpolacéo.

Estes esquemas sdo chamados neste trabalho de esquemas de interpolacdo de
Lagrange. Os esquemas de interpolacdo deste tipo a serem usados sd0 apresentados no
Capitulo 4, e a metodologia de obtencéo dos coeficientes para estes € ilustrada no Apéndice 1.

Durante todo 0 processo de resolucdo se trabalha com os valores médios das variaveis
no centrdide do volume, e nd com os valores pontuais, como na metodologia convencional .
Estes sGo obtidos a partir dos valores médios apds o fina da resolugdo, na etapa de pos-
processamento, por um processo de deconvolucdo, descrito no Apéndice 3. Esta metodologia
simplifica 0 méodo como um todo, pois reduz o nimero de pontos vizinhos na aproximagao
para uma dada ordem, comparando com esquemas convencionais, e evita a necessidade de
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integragOes para reconstrucéo polinomial, o que ocorreria com a utilizacdo de valores pontuais
(Kobayashi, 1999, Pereiraet a., 2001).

Dentro desta metodologia, podem ser ainda utilizados esquemas compactos, também
chamados de esguemas de interpolacdo de Padé. Os esquemas compactos de interpolacéo, que
por natureza sdo de alta ordem, surgiram dentro do método de diferencas finitas, para a
simulagdo de escoamentos turbulentos. Estes esquemas, comparados aos esguemas de
interpolacdo tradicionais, levam a uma mehor representacdo de curtas escalas de
comprimento, 0 que é desgado em simulagcbes numeéricas diretas (DNS) de escoamentos
turbulentos (Lele, 1992). Esta € uma caracteristica de métodos espectrais, porém, estes séo
limitados a geometrias e condigdes de contornos simples. O uso de esquemas compactos leva
auma resolucdo “tipo” espectral, sendo mais simples de se trabalhar, comparado aos métodos
espectrais, e permitindo o uso de geometrias e condi¢des de contorno mais complexas (Lele,
1992, Pirrozali, 2002).

O interesse no uso deste esgquema aumentou a partir do trabalho de Lele (1992), tendo
crescido nos ultimos anos. Porém, seu uso na metodologia de volumes finitos € ainda pouco
explorado, sendo utilizado em problemas de el etromagnetismo por Gaitonde e Shang (1997) e
em mecanica de fluidos por Pereira et d. (2001). Uma familia de esquemas compactos de
ordem par para uso no método dos volumes finitos € apresentada em Kobayashi (1999). Estes
esquemas tem uma melhor resolucdo e melhor precisdo global comparados aos esquemas na
forma explicita, como os dados por (2.44), com a mesma ordem de precisdo. Neste trabalho
foi feito ainda um amplo estudo quanto & ordem de precisdo, resolugdo espectral, condicdes
de contorno e estabilidade para os dois tipos de esquema.

O esquema de interpolacdo compacto é dado por equacdes do tipo:
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Note que por esta forma gera se obtém apenas esquemas centrados, porém, podem ser
obtidos também esguemas “upwinded”, ou sgja, tomando a aproximacdo usando mais pontos
por um lado do que pelo outro.

Como se tem relagBes implicitas entre os valores médios na interface e nos centros,
para a determinacdo dos primeiros se necessita resolver um sistema de equacdes. Porém, pelo
fato da matriz resultante apresentar uma estrutura de banda (tridiagonal ou pentadiagonal),
ndo ha maiores dificuldades para a resolucdo, podendo ser empregados métodos especificos
que sdo rgpidos e econdbmicos, como por exemplo o TDMA (“Tri-Diagonal-Matrix-
Algorithm”) de Thomas (Patankar, 1980).
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2.3.5. Solucéao das equac0des discretizadas

ApGs a discretizaco e aproximagdo dos fluxos médios, chega-se a um conjunto de
equacles, que ao serem resolvidas, permitem obter o valor das varidveis nos centros dos
volumes, caso usada a metodologia convencional, ou o vaor médio das varidvels nos
volumes, caso sgja usada a metodol ogia de alta ordem.

O sistema de equacOes algébricas resultantes € formado por equagdes ndo lineares.
Pode-se seguir dois caminhos para a resolucéo deste sistema. Um deles consiste em linearizar
as equacOes e usar um procedimento iterativo (iteragbes de Picard), no qua um ou mals
sistemas de equacdes lineares s80 resolvidos a cada iteracdo, partindo de uma aproximacao
inicial até que sgja obtida a convergéncia. O outro é aplicar o método de Newton na resolugdo
do sistema ndo-linear. Em cada iteracdo deste método, se torna necessario também resolver
sistemas de equacOes algébricas lineares.

Como pode-se ver, qualquer que sgja o método utilizado, o ponto chave na resolucéo
do sistema de equactes € um eficiente método de solucdo de sistemas lineares. Estes métodos
podem e devem aproveitar a estrutura da matriz das equacfes do sistema, que geralmente é
esparsa, tornando o procedimento de solugdo mais eficiente. Para casos mais especificos,
como matrizes com estrutura de banda, pode-se usar métodos direcionados, como o TDMA de
Thomas (Patankar, 1980), tipicos para matrizes tridiagonais e podendo ser estendido a
matrizes pentadiagonais.

De um modo geral, tem-se duas classes de métodos para a resolucéo do sistema linear:
métodos diretos e métodos iterativos.

Os métodos diretos sdo o0s que trabalham com a inversdo da matriz completa, nos
guais se enquadram a eliminagcdo gaussiana e fatorizagdes (LU, Cholesky, etc.). Estes
métodos sao pouco usados em problemas de CFD por ter um custo computacional elevado,
sendo proporcional aN®, onde N é o nimero de equacdes (e variaveis) do sistema.

Os métodos iterativos sdo baseados na aplicagdo de um procedimento sistemético,
repetido diversas vezes, partindo de um chute inicial e conduzindo a solugdo desgjada. Estes
métodos sdo mais econdmicos, pois requerem um ndmero menor de operacdes e de meméria
computacional, sendo portanto amplamente usados em CFD, desde que sua convergéncia sga
relativamente répida. Exemplos sGo os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, sobre-relaxacoes
sucessivas (uma variagdo do Gauss-Seidel) e métodos de minimizagdo, como 0 método dos
residuos generalizado (GMRES), método do gradiente conjugado e seus derivados, tal como o
CGSTAB (gradientes conjugados estabilizado), entre muitos outros.

Um outro ponto a ser analisado € a forma como o sistema de equagdes discretizadas
proveniente de problemas de CFD é resolvido: de forma acoplada ou segregada.
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No primeiro caso, todas as equactes do sistema séo resolvidas simultaneamente, o que
pode ser feito a principio de duas maneiras. Pode-se resolver o sistema ndo-linear diretamente
por um método tipo Newton. Neste procedimento, o acoplamento entre as variaveis é
garantido, ndo necessitando tratamento adicional algum, como a geracéo de novas equacies a
partir das equacdes do modelo, usada no procedimento segregado. A outra op¢do € usar um
procedimento iterativo, no qual as equacdes sdo linearizadas em torno da solucéo da iteracdo
anterior, sendo os coeficientes do sistema atualizados a cada iteragéo.

No procedimento segregado, como o nome ja diz, cada sistema de equacdes é
resolvido individualmente, em um processo iterativo, até que se obtenha a convergéncia. As
equagOes sao linearizadas, de forma que sdo resolvidos apenas sistemas de equacdes lineares a
cada iteracdo. Na resolucdo de um sistema para obtencdo de uma dada variavel, so utilizados
0s Ultimos valores calculados das demais varidveis. Na resolugdo das equagOes e/ou na
atualizacéo das variaveis sdo usados fatores de relaxacéo, dos quais o desempenho do método
é fortemente dependente. Nesta metodologia se enquadra ainda a formulagdo pseudo-
transiente, no qual o termo dependente do tempo também é discretizado. As equacdes séo
resolvidas até que o estado estacionario sgja atingido. Esta formulagéo € totalmente andloga a
citada anteriormente, no qual a relaxacdo tem o papel do passo de tempo, ou sgja “amortecer”
0 processo e conduzir a solucdo até a convergéncia.

Ainda em relagdo ao procedimento segregado, para escoamentos incompressive's, que
correspondem aos problemas a serem resolvidos neste trabalho, surge uma dificuldade
adicional, que é a falta de uma equacdo no sistema para a obtencdo da pressdo de forma
explicita. Esta variavel aparece nas equactes de quantidade de movimento, que sdo as quais
se resolve para as velocidades, mas ndo aparece na equacdo que completa o0 modelo, que é a
equacdo da continuidade. Para contornar este problema, geralmente obtém-se uma equacdo de
Poisson para a pressdo a partir da equagéo de conservagdo de massa e das equacbes do
movimento. O objetivo € determinar um campo de pressdes que inserido nas equacdes de
conservacdo de movimento, leve a um campo de velocidades que satisfaga a conservacéo de
massa E nesta idéa que se baseiam os métodos implicitos de correciio de pressio,
amplamente utilizados na literatura com o método de volumes finitos. Os principais séo 0
SIMPLE (Patankar e Spalding, 1972), e seus derivados, SIMPLER (Patankar, 1980) e
SIMPLEC (Van Doorma e Raithby, 1984), e também o PRIME (Maliska, 1995) e o PISO

(Issa, 1986).

A resolucdo do sistema de forma acoplada é a opcdo natural. E a metodologia mais
robusta e adequada a problemas nos quais as ndo linearidades sdo de grande importancia, o
que é o caso dos problemas em questdo, especiamente, quando se resolve equacdes
congtitutivas viscoelasticas diferenciais (Fortin e Fortin, 1990). Neste tipo de problema, a
formulacéo segregada pode apresentar problemas de convergéncia, que sdo inerentes a sua
prépria natureza, de tratar de forma ndo acoplada as equaces.

Porém, a metodologia de solucdo acoplada tem um maior custo computacional
envolvido, quando comparado a metodol ogia segregada, o que fez com gque por muitos anos, a
ultima opcgdo fosse usada pela grande maioria da comunidade cientifica que trabalha com
CFD. Contudo, com as maiores capacidades de memaria e velocidade de processamento dos
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computadores atuais, mesmo em peguenas estacdes de trabalho, esta desvantagem pode ser
menos importante.

Uma comparacdo entre as duas metodologias pode ser encontrada em Hanby et al.,
(1996), no qual cada uma se mostrou melhor para determinados problemas. Porém como o
proprio trabalho afirma, esta comparacéo ndo é conclusiva em relacdo a decidir qual delas € a
melhor, visto que o desempenho de cada uma depende muito do problema e de outros pontos
caracteristicos da metodologia. Estes pontos correspondem aos fatores de relaxacdo utilizados
pela aproximagdo segregada, e no caso da acoplada, 0 méodo de solugdo dos sistemas
lineares e escolha da matriz de pré-condicionamento.

2.4. Revisao Bibliografica

Os primeiros trabalhos na simulacdo de fluidos viscoelasticos datam da segunda
metade da década de 70, havendo um grande crescimento na década de 80. Os métodos
numéricos mais utilizados nestes trabalhos sdo 0 método das diferencas finitas, método dos
volumes finitos e o0 método dos el ementos finitos.

O método das diferencas finitas foi 0 primeiro a ser empregado, nos trabahos
pioneiros de Crochet e Pilate (1976) e Perera e Walters (1977). Este método continuou a ser
explorado nos anos seguintes (Davies et al., 1979, Cochrane et a., 1982, Choi, 1988), mas seu
uso foi diminuindo, em favor do méodo dos elementos finitos e dos volumes finitos.

O método mais utilizado e mais explorado para a smulacdo de escoamentos de fluidos
viscoel asticos € o método dos elementos finitos, sendo que os primeiros trabahos a utilizé&1os
foram os trabalhos de Kawahara e Takeuchi (1977), Caswell (1979), Crochet e Bezy (1979),
Crochet e Keunings (1980) e Viriyayuthakorn e Caswell (1980). Algumas dificuldades foram
encontradas nestes trabalhos, que consistiam em instabilidade numérica devido as
aproximages usadas para 0s termos advectivos e na incapacidade de obtencdo de solugdes
guando a elasticidade passa a ter maior importancia, ou sgja, em numeros de Weissenberg
préximos da unidade. Nos anos subseqiientes, passaram a ser usadas diferentes formulactes,
de modo a contornar os problemas encontrados citados acima. Uma revisdo completa de todos
os desenvolvimentos que foram feitos a partir destes trabalhos iniciais pode ser encontrada em
Crochet et a. (1984) e Keunings (1989). Uma revisdo mais atual, que contempla trabalhos em
um periodo posterior a estas primeiras revisdes, pode ser encontrada em Baaijens (1998). O
desenvolvimento de novas metodol ogias em elementos finitos para aplicacéo em escoamentos
de fluidos viscoelasticos € um assunto ainda muito explorado, porém ndo é discutido aqui,
visto que este método ndo foi utilizado no trabalho em questéo.

Apbs o0 uso dos métodos das diferencas finitas e elementos finitos terem se
consolidado na &ea de simulacdo de escoamentos de fluidos viscoelésticos, uma nova
alternativa passou a ser usada, no inicio da década de 90. Esta alternativa foi 0 método dos
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volumes finitos, ja consagrado nesta época dentro da dindmica de fluidos computacional para
fluidos newtonianos. Era natural que isto acontecesse, devido as diversas vantagens trazidas
por este método comparado aos demais, assunto discutido em secdes anteriores.

Os primeiros trabalhos usando o método dos volumes finitos (Hu e Joseph, 1990, Y 0o
e Na, 1991, Sasmal, 1995, Xue et al., 1995) tinham em comum a utilizacdo de funcdes de
interpolagcdo de primeira ordem na aproximagdo do termo advectivo, a utilizacdo do arranjo
desencontrado e de métodos segregados baseados em equagdes de correcéo de pressdo, Como
0 SIMPLE (Patankar e Spalding, 1972) e o SIMPLER (Patankar, 1980).

Como visto neste capitulo, 0 arranjo co-localizado possui algumas vantagens em
relacdo ao arranjo desencontrado. Este primeiro também foi empregado, como pode ser visto
em Missirlis et a. (1998), utilizando a técnica de interpolagdo de momento para evitar o
problema de oscilacBes na pressao trazida pelo uso deste tipo de arranjo.

As equacles constitutivas usadas nos trabalhos com volumes finitos consistem em
modelos diferenciais, tais como o UCM, Oldroyd-B e Phan-Thien-Tanner simplificado. O uso
de modelos integrais é escasso, sendo gque o Unico trabalho encontrado na literatura € de Luo
(1996). Ja no método dos elementos finitos, 0 uso de modelos integrais é bem mais
disseminado.

O método dos volumes finitos passou a ganhar mais espago, sendo que alguns autores
que trabalhavam com este método e o método dos elementos finitos apontavam outras
vantagens trazidas pelo méodo dos volumes finitos, além das ja comentadas, que sd0 maior
estabilidade numeérica, menor quantidade de meméria requerida e menor tempo
computacional, para solugdes com mesma qualidade (Xue et a., 1995, 1999; Luo, 1996).

Gerdmente sdo tratados problemas isotérmicos nos trabalhos citados. Uma
metodologia usada para tratar também de problemas ndo-isotérmicos, com propriedades
dependentes da temperatura segundo uma equacéo WLF (Williams-Landell-Ferry), € dada em
Wachs e Clermont (2000).

A maioria dos trabalhos foi focada em geometrias bidimensionais, tais como contracéo
plana e axissimétrica (Yoo e Na, 1991, Sasmal, 1995, Luo, 1996) e expansdo plana (Darwish
et a., 1992, Missirlis et al., 1998). Solucdes para problemas tridimensionais foram obtidas por
Xue et a. (1998, 1999), para escoamentos em contragcdes, na geometria ‘stick-dlip” e sobre
juncoes.

Nos trabalhos citados, foram usadas somente malhas ortogonais. Porém, grande parte
dos problemas de interesse pratico recaem em geometrias mais complexas, onde se torna
inviavel a utilizacdo de mahas ortogonais. Para estes problemas, deve-se empregar malhas
ndo-ortogonais, usando a técnica de coordenadas generalizadas, ou malhas néo estruturadas
(Fletcher, 1988, Tucker 11I, 1989, Maliska, 1995). O trabalho de Huang et al.(1996) foi o
primeiro a levar em conta esta idéia, na solucéo de escoamentos de fluidos viscoelasticos
entre cilindros rotativos excéntricos, usando para tanto, malhas estruturadas ndo-ortogonais.
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Em Oliveira et a. (1998) € descrita uma metodologia baseada no arranjo co-localizado
de varidveis e em malhas ndo-ortogonais, sendo utilizadas em diversas situactes em traba hos
subseqguientes (Oliveira, 2001, Alves et a., 2001). Nesta metodologia € utilizado o método
SIMPLEC (Van Doormal e Raithby, 1984), baseado na correcéo de pressdo, para resolucéo
das equagdes discretizadas, e 0 método da interpolacdo de momento para evitar oscilagdes na
pressdo devido ao uso do arranjo desencontrado. S&o encontrados ainda problemas em relacéo
a0 acoplamento tensdo-velocidade, similares aos trazidos pelo acoplamento presséo-
velocidade com o uso do arranjo co-localizado. Para resolver este problema, € proposto um
método andlogo a interpolacdo de momento, para a determinacéo das tensdes nas interfaces.

Os trabalhos iniciais, assim como muitos trabalhos posteriores, utilizam os esquemas
de interpolagdo UDS (1% ordem) e HDS (hibrido UDS+CDS de 2 ordem). Estes esquemas
garantem estabilidade, mas levam a resultados imprecisos, devido aos efeitos de difusdo
numerica, especialmente quando as linhas de corrente do escoamento ndo estéo alinhadas com
a maha Para obter-se solucbes confiaveis, e representar bem alguns detalhes de um
escoamento, como por exemplo, formacao de vortices, deve-se usar malhas muito refinadas,
consumindo assim, um maior tempo computacional.

Outra opcéo, de melhor qualidade, é a utilizacdo de fungdes de interpolacdo de mais
alta ordem (Leonard, 1979, Maliska, 1995, Ferziger e Peric, 1999). Isto pode ser visto nos
trabalhos de Oliveira et a. (1998), Oliveira e Pinho (1999) e Oliveira (2001), no qual é
utilizado o esqguema LUDS. Entretanto, este esquema, assm como o QUICK, apesar de
melhorar a precisdo dos resultados, apresenta problemas de convergéncia e estabilidade,
ocasionando a formacdo de oscilagfes irreais na solucdo (Versteeg e Malalasekera, 1996).
Conforme discutido neste capitulo, o uso de esguemas de interpolacdo HRS (High Resolution
Schemes) contorna estes problemas, ao levar em conta o critério de estabilidade CBC —
Convection Boundedness Criterion (Gaskell e Lau, 1988) na interpolacéo, combinando
diferentes esquemas convencionais. Esquemas deste tipo séo 0 SMART (Gaskell e Lau,
1988) e 0 MINMOD (Harten, 1983), utilizados nos trabalhos de Darwish et a. (1992) e Alves
et a. (2000, 2001). Para estes esquemas, sdo obtidas solucdes mais precisas e de melhor
qualidade, visto que as deficiéncias dos esquemas originais desaparecem, porém a ordem de
aproximacdo permanece a mesma dos esquemas que 0 compde. Isto pode ser visto, por
exemplo, no trabalho de Alves et a. (2000), no qual € mostrado que 0 uso do esguema
MINMOD leva a melhores resultados, comparado ao esqguema LUDS, minimizando os
problemas de convergéncia apresentados por este Ultimo e melhorando a precisdo da solugéo.

Em Min et al. (2001) foi feito um estudo em relagdo ao uso de diferentes esquemas de
interpolacdo na aproximacdo do termo advectivo, em simulagdes numéricas diretas (DNS —
Direct Numerical Smulations) de escoamentos turbulentos de fluidos viscoelasticos. Foi
verificado que uso de esquemas baseados em diferencas centrais (CDS e compacto de 42
ordem), livres de difusdo numérica, apresentam problemas de convergéncia, especiamente
em numeros de Weissenberg mais elevados. Os esguemas UDS e AD (“second-order
artificial difusion scheme”) garantem estabilidade, mas levam a gradientes muito suavizados,
perdendo precisdo. Solugdes irreais foram obtidas pelos esquemas LUDS e QUICK, devido
aos problemas de solucdes ndo-limitadas. O esguema que apresentou melhor desempenho foi
o MCUD3 (“modified third-order compact upwind scheme’), que consiste em uma
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modificacdo do esgquema CUD3 (“third-order compact upwind schemé’) (Tolstykh e
Lipavskii, 1998), pela introducéo de um termo de difusdo artificial. Este esquema conduziu a
mel hores solugdes, mantendo a estabilidade, em relacdo aos demais testados.

Deve-se destacar ainda 0 uso de méodos hibridos volumes finitos/elementos finitos,
gue combinam os pontos fortes de cada método, como nos trabalhos de Sato e Richardson
(1994), Wapperom e Webster (1998, 1999) e Aboubacar e Webster (2001).

Uma dificuldade presente em todos estes trabahos, independente do método de
discretizacdo, do método iterativo de solucéo das equacdes e equagdes constitutivas utilizadas,
€ o conhecido HWNP (“High Weissenberg Number Problem”). Este consiste na dificuldade
de obtencdo de solucBes em nimero de Weissenberg ou Deborah elevados (Keunings, 1986,
Joseph, 1990). Estes nimeros adimensionais foram definidos no Capitulo 1, sendo dados pela
razéo entre o tempo caracteristico de relaxacdo do polimero e um tempo caracteristico do
escoamento, sendo que quanto maior este nimero, mais pronunciado € o efeito eléstico.

Em todos os trabalhos é encontrado um valor critico deste nimero adimensional, a
partir do qual, se torna dificil ou mesmo impossivel a obtencdo da solucéo. Este nimero varia
com o problema e com a metodologia numérica empregada. Deve ser citado, que de modo
geral, tem-se conseguido atingir mais altos nimeros de Weissenberg em trabalhos usando o
método dos elementos finitos. Isto deve-se as diferentes formulagtes que tendem a estabilizar
o método numeérico, através do aumento do caréter eliptico da equacdo do movimento, como
por exemplo o SU treamline-upwind) de Marchal e Crochet (1987), o EEME (explicitly
elliptic momentum equation), de King et al. (1988), o EVSS (elastic-viscous split-stress), de
Rajagopalan et a. (1990) e o AVSS (@daptive viscoelastic stress splitting), de Sun et al.
(1996). Isto provavelmente se deve também a forma como as equacOes aproximadas sao
resolvidas, ou sgja, simultaneamente, o que € mais adequado para problemas onde ha forte
acoplamento entre as variavels.

N&o existe uma palavra fina sobre as causas e solucdes para 0 HWNP, sendo que as
diferentes fontes causadoras possiveis sdo discutidas em Joseph (1990) e Keunings (1986,
1989).

2.5. Proposta da dissertacéo

Pode-se observar a partir da revisdo mostrada acima, que o uso do método dos
volumes finitos na simulagcéo do escoamento de fluidos viscoelasticos tem ainda ago a
melhorar. Este trabalho propde entdo, uma nova metodologia para a resolucéo das equagdes
governantes de escoamentos de fluidos viscoelésticos, baseada no método dos volumes
finitos, usando o arranjo co-localizado de variaveis. S8o utilizadas equacdes congtitutivas
diferenciais, mais especificamente, os modelos de Oldroyd-B e de Phan-Thien-Tanner
Simplificado, pelos motivos ja citados.
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Um dos pontos propostos € a utilizagdo de uma metodologia de ata ordem nas
aproximagdes dos fluxos difusivos e advectivos médios, apresentada no item 2.34. A
utilizacdo desta metodologia leva a uma melhor precisdo dos resultados, possibilitando a
utilizacdo de malhas mais grosseiras, comparadas as usadas com outros esquemas, reduzindo
assim o tempo computacional exigido. Como 0s esquemas de aproximagao convencionais sao
de primeira ou segunda ordem, geramente se necessita de malhas muito refinadas para captar
determinadas caracteristicas do escoamento, como recirculagbes, mudancas bruscas, entre
outros, que sdo ainda mais reforgcadas em presenca de uma maior elasticidade do fluido.

E proposto também o uso de um método de solucdo simultanea das equactes
discretizadas, sendo que em muitos trabalhos, a dificuldade de convergéncia apresentada
deve-se ao tipo de método numérico empregado para a solugcdo das equacOes discretizadas,
gue se basela na resolucdo segregada das equacgOes, em um processo iterativo, usando um
método para tratamento do acoplamento pressdo-velocidade. Isto busca melhorar a
convergéncia e a obtencdo de soluctes em numeros de Weissenberg mais elevados.

No capitulo seguinte, é mostrado 0 modelo matematico para 0s problemas que sdo
tratados e, na sequéncia, € descrita a metodologia numérica proposta para a resolucéo das
equacdes do modelo. Nos capitulos subseqlientes, sdo apresentados exemplos de aplicagdo
desta metodologia, para escoamentos de fluidos newtonianos e fluidos viscoel asticos.






Capitulo 3 Modelo Matematico

O sistema de equacdes que descreve matematicamente 0 escoamento isotérmico e
incompressivel de um fluido € composto pelas equacbes de conservacdo de massa e de
guantidade de movimento linear e por uma equacdo constitutiva mecénica que descreva a
relacdo entre tensdo e deformacdo. O modelo, além destas equacles, contempla ainda
condicbes de contorno e iniciais que a solugcdo deve satisfazer. As equacbes a serem
resolvidas nos problemas mostrados neste trabalho sio apresentadas a seguir e,
posteriormente, os tipos de condicbes de contorno utilizadas. Ao final é descrito o

procedimento de adimensionalizac8o das equagdes e das variaveis.

3.1. Equacdes do modelo

As equacdes a serem resolvidas sd0 as equacOes de conservagdo de massa e
guantidade de movimento, mostradas respectivamente a seguir.

0 (31

Ny

PB4 yofivd= - Np + Rix (32)
et @ =

onder éamassa especifica, v € o vetor velocidade, t € o tensor das tensdes e p € a presséo

Para um escoamento bidimensional, em estado estaciondrio, usando coordenadas
cartesianas, tém-se as seguintes equagdes correspondentes:

% oy (33)
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ra-[vx +V, ﬂvx +v ﬂng;_E+m_xx+ﬂ_yx (34)
T x “fys ™ x Ty

radi\/y+VX W, Mo P W, T, (35)
g It ™ "Wy Ty W W

sendo, que para um escoamento incompressivel as equagdes (3.4) e (3.5) podem ser rescritas
Como:

e L )er Ly )= P T T @9
Tt I Ty ™ Ty
W, 1 1 P, | T,
r—2+r—vv, J+r—(vyv, )=- —+—2L+ % 3.7

As variaveis sdo as velocidades na dire¢éo x ey, dadas respectivamente por vy e vy, a
presséo, dada por p, e os componentes do tensor das tensdes tyy, tyy (que Sdo as tensdes
normais nas direcdes x ey, respectivamente) e t,, (que € a tensdo de cisalhamento). Deve-se
lembrar que, como t € um tensor SImétrico, tyy = tyx.

No caso onde se tem fluidos viscoel&sticos, 0 tensor das tensdes pode ser dividido em
duas contribuic¢des, uma newtoniana e uma polimérica:

(3.8)

|| —+

=t +
=N

|| =+

P

sendo que a equacdo de conservacao de movimento passa a ser escrita na seguinte forma:

~

PEY vy 0= - p+ Rt + Rt (3.9)
et @ = =
A contribuicdo newtoniana é dada por:
t, = hNg (3.10)

Para fluidos newtonianos, a contribuicdo polimérica é igual a zero. Para fluidos
viscoelasticos, esta é dada por uma equacdo constitutiva que represente adequadamente as
suas caracteristicas reol ogicas.

Esta formulacdo € usada por dois motivos. Um deles € que as proprias equacdes
constitutivas podem ser escritas na forma dada por (3.8), como pdde ser visto no Capitulo 2.
A outra, e a mais importante, € que a presenca do termo da contribuicdo newtoniana, que é
difusivo, estabiliza consideravelmente o procedimento de obtencdo da solucéo. Resolver a
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equacdo na forma (3.2) € muito dificil do ponto de vista numérico, e quase nunca € feita nos
trabal hos encontrados na literatura.

De acordo com esta formulagéo, as equacdes (3.6) e (3.7) passam a ser escritas da
seguinte forma:

2 2 .. P P
rﬂvx+rl(vxvx)+rl(v vx):-ﬁ+hNaEﬂ V2X+ﬂvzxg+ﬂtXX RLEY (3.11)
X v’ x gﬂx vy ™ Ty
Tv q T P v, v, 0 M, M,.°
r—y+r—(vxv )+r—(vv):-—+hN(‘ i e (3.12)
Tt o Ty e Yy Ty

Como visto no Capitulo 2, seréo usados neste trabalho, os modelos de Oldroyd-B e
Phan-Thien-Tanner simplificado (SPTT). Na forma vetorial, estes modelos sGo dados pela

Seguinte equacao.

t+lt, +t i, )=h. g (313)

=P =P
sendo que, para o modelo de Oldroyd-B, tem-se:

flt.)=0 (3.14)

e parao modelo SPTT, tem-se

f@P)zg—‘:tr(gP)% (3.15)

Para o0 escoamento bidimensional, usando coordenadas cartesianas, temos trés
componentes para o tensor das tensdes, e as trés equacdes correspondentes para 0 modelo
SPTT s&o as seguintes:

Bt e, 0 Lo D) o a2

v
2h, —=
P x
§+|_6(th +tWP)%WP +] l(\/xtwp)” 1(Vytyyp)- ol txypi_ ol thM:
iy ° ks v k W @y
fiv, :
2h, —
iy
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gi+'e(txx'°+twp)9t SRR R P N P INPUR A A RO

e 5" Pt LA h CW (3.18)

av, v, 0 '
h,G—L + %=

x Tyg

As equagOes para 0 modelo de Oldroyd-B, séo as mesmas dadas por (3.16), (3.17), e
(3.18), tomando e = 0.

3.2. Condicdes de contorno

Existe uma série de condicbes de contorno possiveis de ocorrer em problemas
préticos, sendo que as mais comuns sd0 mostradas a seguir. Para ilustrar cada uma delas,
considere o contorno mostrado na Figura 3.1, sendo “n” a direcdo normal e “t” a direcéo
tangente ao plano do contorno. A variavel v corresponde a velocidade na direcéo i e tj; a
tensdo causada por uma forca na direcéo i sobre a superficie normal adirecéo j.

X”
X,
_—

Figura 3.1. Representacéo do contorno genérico com as diregdes normal e tangente.

3.2.1. Entradade massa

Em uma fronteira com entrada de massa tem-se conhecida a velocidade e as tensdes
em cada ponto a partir de um dado perfil conhecido. Entdo, os valores das varidveis no
contorno podem ser dadas por

{ v =0; Vo = Veg; tan = teom; it = teatts Tt = Lot } (3.19)

onde Ve, teenn, ot €1 et S30 Valores de velocidade e tensdo conhecidos no contorno.
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3.2.2. Saidade massa

Geralmente se considera que 0 escoamento esta plenamente desenvolvido na saida
(aproximacdo localmente parabdlica). Deve-se buscar impor a fronteira do dominio em uma
regido na qual a condicdo citada sgja assegurada. Desta forma, tem-se que as derivadas em
relacdo a direcdo do escoamento sdo iguais a zero, e as velocidades e as tensdes podem ser
tomadas como o valor no centro do volume junto a fronteira ou extrapolado dos volumes
internos.

dv, dv
{ v =0; Vqh = Ve, _I’;:(); dr: =0;thn =teemn te = teat; tre = tee } (3.20)

onde Vec, tcenn, teat © teont SA0 Valores de velocidade e tensdo no contorno obtidos por uma dos
caminhos citados acima.

3.2.3. Parede (nao-deslizamento)

A condicdo imposta junto & uma parede é a de ndo-deslizamento. Portanto a
velocidade na direcdo paralela a parede é igua a velocidade com que a parede se move; uma
situacdo especial € onde a parede € fixa, e a velocidade é entdo nula. Sendo a parede
impermeavel, a velocidade na direcdo normal a parede € nula. As derivadas em relacéo a
direcdo tangente é nula, e pela continuidade, a derivada da velocidade na direcdo normal em
relacdo a direcdo normal também é nula.

dv,

dv dv
{ M = Vparede; Vn = 0; E:O; "=

0; —=0;tm=teen, te=teat;tre =t 3.21
d[ dn nn ccnn tt cctt nt CCﬂt} ( )

onde Vparede € @ velocidade com que a parede se move (igual a zero para parede fixa), tceon, tect
e tent SA0 valores de tensdo no contorno obtidos ao impor as condigbes citadas acima na

I . dv, . .
equacdo congtitutiva. A derivada d—t deve ser aproximada de acordo com a metodologia
n

usada para a aproximacdo da derivada nos pontos internos, porém tomando pontos por apenas
um lado.
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3.2.4. Simetria

Em uma linha de simetria ndo ha fluxo de massa, portanto, a velocidade na direcéo
normal € nula. No processo de resolucdo numérica, as variaveis tal como a velocidade na
outra direcdo, pressdo e tensdes normais sdo determinadas usando regras de reflexdo em
volumes simétricos ficticios. A tensdo de cisalhamento € nula neste tipo de contorno.

dv, dv
= Ve \W=0; —=0;
{ M =Vee; W an at

s =0;thn =ten; te =tear; te =0} (3.22)

onde \, tcen € tot SA0 Valores de velocidade e tensdo no contorno obtidos pelo método

Vn

citado acima. A derivada

deve ser aproximada de acordo com a metodologia usada para

0S pontos internos, porém por pontos de um so lado.

3.3. Adimensionalizac&o das equacdes

As equacdes a serem resolvidas devem ser colocadas na forma adimensional, de modo
que todas as varidveis tenham a mesma ordem de grandeza. Este procedimento, também
chamado de escalonamento, traz uma série de vantagens. Uma delas € a introducéo de
nimeros adimensionais que representam caracteristicas importantes do problema, como é o
caso do nimero de Reynolds em mecénica de fluidos, e 0 nimero de Weissenberg, em
escoamentos de fluidos viscoelasticos. Neste caso, pode-se fazer comparacfes de um modo
mais eficiente quando sdo variados parametros das equactes, tal como propriedades fisicas.
Para exemplificar, considere um problema sob dado nimero de Reynolds, onde se pode ter
diferentes combinacbes de valores de massa especifica, viscosidade, velocidade e
comprimento caracteristico. Uma outra vantagem € evitar dificuldades numéricas na resolucao
das equacdes do problema, trazidas pela diferenca de ordem de grandeza das variaveis. Em
outras palavras, 0 escalonamento melhora o condicionamento da matriz formada pelo sistema
de equacbes algébricas discretizadas, condicdo necessaria para 0 sucesso ha aplicacdo de
métodos para solucdo de sistemas de equactes a gébricas.

A adimensionalizac8o das varidveis é feita ao dividi-las por um valor caracteristico,
como pode-se ver abaixo.

=~

_p' Po

N = ,h*:l, p="-" (3.23)
hO

il [P

<
*

]

Ill—l-
*

I

X*_ﬁ y*_
L!

<
Cli<

Dp

0

~—+
o

onde L, U, to, ho, po, Dpp sSd0, respectivamente, o comprimento, velocidade, tensdo,
viscosidade, pressdo e queda de pressdo caracteristicos. As variaveis adimensionalizadas sdo
indicadas pelo superescrito “ * .
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O valor caracteristico para 0 comprimento € obtido a partir da geometria do problema.
Para a velocidade, este é obtido pelas condicbes de contorno impostas.

Para a queda de pressdo e tensdo, os valores caracteristicos sdo determinados a partir
de alguns dos demais:

Dp, =t, = hOUT (3.24)

A pressdo foi adimensionalizada ndo por seu valor absoluto, mas sm pela sua
diferenca, que tem um significado fisico mais forte. O fator pp ndo atera a forma
adimensionalizada das equagOes, visto que nas equagdes originais aparecem apenas as
derivadas da presséo. Este € apenas um valor de referéncia, visto que na solucéo numeérica de
problemas envolvendo escoamentos incompressiveis ndo se tem sentido falar em pressoes
absolutas, apenas em pressoes relativas.

Para viscosidade toma-se um valor tipico, no caso de fluidos newtonianos o proprio
valor da viscosidade. No caso dos fluidos viscoelasticos, este valor € dado pela soma das
contribuicdes newtoniana e polimérica.

h,=h, +h, (3.25)

Para fluidos viscoel asticos, surgem ainda duas viscosidades adimensionais, dadas por
hV eh E-

hN
= 3.26
\Y hN+hP ( )
h,=— e (3.27)
h,+h,

Estas podem ser vistas como a fragdo da contribuicdo de cada parte (newtoniana e
polimérica) na viscosidade, sendo que a seguinte relacdo € vélida:

he+h, =1 (3.29)

S80 introduzidos também numeros adimensionais caracteristicos dos problemas. Na
adimensionalizagdo das equagdes do movimento, surge o nimero de Reynolds:

_ruL
h0

Re

(3.29)

Na adimensionalizacdo de equacles constitutivas viscoelasticas, surge 0 numero de
Weissenberg:
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U

Deste modo, a0 aplicar as mudancas de variavel citadas acima nas equacOes de
conservacao, chega-se as seguintes equagdes adimensionaizadas, a partir de (3.3), (3.11) e
(3.12) respectivamente:

LA L (331)
x vy

s N . - o o - P
Regﬂv_’:+i(vx*v*)+ 1 (vy*vx*)ug:-£+(l- hE)qu Y +ﬂVX 2+ ﬂtxx* +ﬂtxy* (3.32

g1 Uy 6 Cx? 'y Wy

_ ; * 0 an s o o
ReaY_ R VAV PR I VAV S L hE)gqT Vyz a Vyz Sy My (3.33)

gt Tx Ty g W R PO YA, 1% Tix

Ja a partir das componentes da equacdo constitutiva PTT, dadas por (3.16), (3.17) e
(3.18), chegam-se as seguintes equagdes, que sao as mesmas para 0 modelo de Oldroyd-B, ao
fazere=0:

h
o * * * (3.34)
€N ( - e 1 P p TV p v, U . \Y
Weg—-1\v, t , J+—1, t |- 2t —- 2t —y=2h -
e hr o, 8,
hE 4]
s ) (3.35)
" V « |V
Weél*(vxtwp +l*(vytwp*) 2t vy 2t,,” L G=2h. —
gTx y fix Ty g y
e 8
a
) ) * . D, @3
Wee (v, ¢, )+ iy, ) 1,7 g e Y A 2
afx iy ix v g AL A

Dagqui em diante, ser8o tratadas apenas as equacfes adimensionalizadas, sendo
omitidos os superescritos “ * “, por questdo de facilidade. Os componentes da contribuicéo
polimérica do tensor das tensdes, dados por tijp, serdo tratados apenas por tj;, pela mesma
razéo.



Capitulo 4 Metodologia Numérica

No Capitulo 2 foi descrita a metodologia basica para a resolucdo numérica das
equacdes governantes do escoamento de fluidos. Neste capitulo € detalhada a metodologia
proposta, em todos seus aspectos, e que é empregada nos exemplos de aplicacdo nos capitulos
subsequentes.

4.1. Discretizacao das equacoes

As equacOes a serem resolvidas, na forma adimensional, foram mostradas no Capitulo
3, mais especificamente no item 3.3. Nesta secdo, é descrita a etapa de discretizacdo destas
equacdes, usando o método dos volumes finitos. O arranjo utilizado para as variaveis nos
volumes de controle é o arranjo co-localizado, pelas razdes ja discutidas no Capitulo 2.

A discretizacéo é feita para o volume elementar destacado na Figura4.1.

j+32 . ® ®
j#1 [
J+1 2 L ] . -
]
p1i2 ® » ]
i=1/2 : +1/2 i+1 +3/2

Figura4.1. Volume elementar genérico e notacdo dos indices relativos as interfaces e aos
pontos centrais
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Assim, a partir da discretizagdo da equacdo de conservacéo de massa e das equagoes
de conservacéo de quantidade de movimento nas direces x e y, dadas por (3.27), (3.28) e
(3.29), tém-se as seguintes equacdes discretizadas:

g@:y v oy -V x=0 (4.1)
i+1 i g e j+1 i@
ahemv -Revxvxy 9:)y+g?-?evyvxx - RevyvxX 9Dx=-a$y - P’ 9Dy+
8 i+ i 9 e j+1 ig 8 i+1 i g
y y 0 X e 9
o | T S pgon i | T G @2)
i+ i 9 j+1 i g
& -t—y\t? & -t—*\ %
8xxi+1 XXiBDygxym Y1 g
Thevy, | - Rev,’| Dy Bevy,| - revy, | x=-8| -] b
8 V,V, » V,V, igDy g v,V » vV, J.ﬂx g » jgx
y —_—y 0 X X 9
G T LT B VRN R A B [ @3
g‘ﬂx R ¢y |, |-
i+1 i g j+1 i 9
g I I V- el I
gyy j+ W IN) 8xy i+1 i ig:)y

Para as eguacOes constitutivas a serem empregadas, ou sga, 0 modelo SPTT e
Oldroyd-B, que séo dadas por (3.30), (3.31) e (3.32), sendo e = 0 para 0 modelo de Oldroyd-
B, tem-se as seguintes equactes discretizadas:

U | | DXOy+——GCt .|, ,DOy+t t, |, ,DDy7+
i+§,j+E E i+=,j+= |+_2,j+5 B
Weff i, - wt” Gy +wedv 1, | - vytxxx‘ 9 - (4.9)
i+ i g e j*1 i g

v Y v Y ol s
et — DxDy - 2Wet ,, — D(Dy:2hE§/_xy -v,’ | oy

X L T | 1, i+1 i@

2172 PR



4.2 - APROXIMACAO DOSFLUXOSMEDIOS 51

t, I+l]+_DXIZ))/+ - Gtxxtyy |+_-+lDXDy+tWtW " _+iD<Dy++
22 E "2 213 ]
weF e | - vt \ weit ] -t \ x - (4.5)
g W i+1 W i gjy V\E(e; yow j+1 o IN)
Xy Xy
v v . — A
et , —~ DxDy - 2Net ,, — DxDy =2h.&v,"| - v,’| Sx
X1 v |, e’ lin i@
|+5,J+E H.? J+E
txy 1 l.lDXIDy+tWth 1. 1D(W;+
|+E J+— i+=, j+= i+, j+= ﬂ
V\/e§lxt ‘ Dy +Wel ‘ vt ‘ O -
N7
xy (4.6)
ﬂVy v
Wet  — DDy - Wkt DXDy =
T[X 1 1
i+—l,j+— |+—,j+—
2
x U
heecv - +& 7 -
Egé “lia & | Y .gjyﬂ

4.2. Aproximacao dos fluxos médios

Pode-se ver que as equacdes discretizadas consistem em expressdes que contém os
valores dos fluxos médios nas interfaces e dos valores médios de produtos de varidvels nos
volumes. O passo seguinte no procedimento, € expressar estes em termos do vaor das
variaveis nos volumes, por meio de fungdes de interpolacéo.

S80 usadas neste trabalho as duas metodologias citadas no Capitulo 2: a metodologia
convenciona e a metodologia de alta ordem baseada nos valores médios. No item 4.2.1 sdo
mostrados os esquemas de interpolacdo convencionais, usados para comparagdo com 0S
esguemas de alta ordem derivados no item 4.2.2 e 4.2.3.

Para a exemplificagdo dos esquemas, sd0 consideradas aproximacfes para uma
interface genérica i paraela a uma diregdo y e perpendicular a direcdo do escoamento, que é
dada por x, assim como em interfaces no contorno e proximas a este. S&0 consideradas
também aproximacdes para 0 volume centrado em i-1/2. Uma representacdo de uma fileira de
volumes na direco x, contendo os indices referentes as interfaces e aos volumes, usados nos
esquemas € dada na Figura4.2.
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0 | RV B i 5 S N-1 N

112 2 i-12 i+1:2 N-32 N=1:2

Figura4.2. Representacéo dos volumes e das interfaces nas quais sdo feitas as aproximagoes
dos valores médios, juntamente com os indices correspondentes

Na notagdo para os fluxos médios e valores médios nos volumes, foram omitidos os
indices paraadirecao y, visto que séo considerados apenas aproximacdes na direcdo x, sendo
que estas ndo necessitam de pontos na diregdo ortogonal. Ja para aproximagdes néo lineares,
assunto discutido no item 4.2.3, como se necessita de informagdes na diregdo y, os indices
correspondentes a esta diregdo sdo mostrados.

4.2.1. Metodologia convencional

Neste caso, € utilizada a aproximagdo de que o vaor do fluxo médio na interface é
igual ao vaor deste no ponto médio da interface, e de que o vaor de uma varidvel no ponto
central do volume é o valor médio no volume (ambas aproximacdes de 2% ordem).

Para aproximacdo dos termos f*| , sdo utilizados neste trabalho dois esquemas de

k
interpolacdo convencionais, que foram descritos anteriormente: 0 esquema CDS e 0 esquema
QUICK, dados respectivamente pelas expressies a seguir.

_ 2 _y| O
P =167 7] 2 4.7)
i 28 |—E |+—b
o I i e I
:, ) i i_ |—E 2_ |—E 2_ i+= (48)
i =-2F7| +=F | +=f| , v, <O
}ol 8 12 8 il 8 |-%

Para a aproximacao dos fluxos difusivos (derivadas), utiliza-se diferencas centrais de
2% ordem.

af 7 ® — 0
I =Le e = 4.9)
qIx i DXg i+= I-EQ
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O termo convectivo ndo-linear ff,| € linearizado daforma f,*
k k

aproximacdo de cada um destes termos a mesma funcdo de interpolacdo, que é uma das
citadas acima.

, usando para a

—X
fa
k

Para os termos correspondentes aos valores médios dos produtos de varidveis no

volume, faz-se um procedimento andlogo, ou sga, flfzXy € aproximado por

1
|+—,J+_
2

f_xy T N

1.1 2
i+=,j+=
27 2

, sendo cada um destes Ultimos aproximados pelo valor no centro do

1
|+_ J+_
2

volume (aproximacéo de 2° ordem).

4.2.2. Metodologia de alta ordem —termos lineares

Neste item, sd0 apresentados os esquemas obtidos pela metodologia de alta ordem
baseada em valores médios, dada em Kobayashi (1999), para a aproximacdo dos fluxos
advectivos e difusivos nas interfaces. S8 mostrados esquemas de interpolacéo de Lagrange
de 3 ordem e de 4* ordem e esquemas compactos de 4% ordem. Algumas funcdes para estes
dois ultimos tipos sdo mostrados também em Kobayashi (1999) e Pereira et al. (2001).

O procedimento de obtencdo dos coeficientes das fungdes de interpolacdo ja foi
comentado no Capitulo 2. No Apéndice 1, este procedimento € mostrado de uma forma
detalhada, na obtencdo dos coeficientes para o esgquema Lagrange de 3' ordem, sendo que
para a obtencdo dos demais, o procedimento € totalmente andl ogo.

Para o esquema de 3 ordem, sdo tomados, para a aproximagdo do fluxo advectivo
médio em uma interface, o valor médio em dois volumes a montante e um a jusante da
interface, de acordo com a direcdo do escoamento, de modo a ter expressdes do tipo:

0 =af Y| +bf Y| +cf”

_+0(h°) v, >0

Nl

1
2

_ _ (4.10)
' =af ” +0(h°) v, <0

3+bf_xy

j+—

—Xy
L7t cf
1+=
2

L
i

Aplicando a metodologia citada, determinam-se os coeficientes a, b e ¢, que sdo iguais
nas duas situactes, e a expressao resultante é dada por:

iz _ 1ow Sy 1—xy

(] =50 | avgl atsh [arom) w0

P I (4.11)
if _=-%fw_ +ngy %f” _+0(h*) v, <0

T | 1+ 1+= |-E
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Em aguns casos se torna necessario obter os valores médios nas interfaces dos
contornos, como por exemplo, a pressao em um contorno onde esta ndo é especificada.
Assim, paraos contornosi = 0 (leste) e i = N (oeste), de acordo com aFigura 4.2, tem-se:

F _1—1?Xy‘ Ly +5?Xy‘ +O(h%) (4.12)
o b6 16 3 5
2 2
| I +0(h?) (4.13)
N 6 o6 N2 3 N2
2 2 2
Note gque, se 0 escoamento ocorrer no sentido leste-oeste (vx > 0), noponto i = 1 a

aproximagao correspondente dada na equacéo (4.11) ndo pode ser feita, visto que ndo existiria
0 segundo volume a montante da interface. Fato andogo ocorre em i = N-1 quando se tem vy
< 0. Para se fazer a aproximacdo nesta interface, pode-se usar a expressdo equivalente a
direcdo oposta a do escoamento. Porém, isto pode trazer problemas de estabilidade na
obtencdo da solugdo. Uma melhor aternativa seria fazer uma aproximagédo levando em conta
o valor no contorno, que faria o papel do segundo ponto anterior a interface. As expressoes
correspondentes a esta aternativa, para as interfacesi = 1 e i = N-1 sdo dadas logo abaixo.

Pl =.1p +Efxy‘ L1579 romd (4.14)

1 2 o 4 12 4 12

2 2

-y 1y 5% 1—x
f =-= +=f +=f +0(h? 4.15
N-1 2 |y 4 N% 4 N—% (") ( )

Para a aproximagdo do fluxo advectivo médio, pode-se usar também um esquema de
4% ordem. Para os pontos internos, utilizam-se nas aproximagdes, dois volumes para cada lado
da interface. A aproximagao € centrada de modo que os coeficientes sgjam simétricos em
relacdo aos volumes, sendo dada por:

L
i-% 12

+ —
il 12
2

i 12

7Y 1 7 7 7 1 7Y

L +0(h*) (4.16)

i+—
2

1
i+=
2

Nas interfaces vizinhas aos contornos, esta aproximacdo ndo pode ser feita, pois
faltaria um volume em um dos lados. Nestas interfaces, o esquema utiliza 4 volumes, porém
um volume por um lado e trés volumes pelo outro, como pode ser visto nas aproximagoes
parai=1ei=N-1:

13-x

+—f
12
2

_Lpw
1 4

5ny

212
2

f_y

1 —x
Y ‘ +O(h? 417
T (h") (4.17)

N o
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ra I

N1 4

+Ef_xy
N—% 12

SO

1 7Y
N2 12
2

+
N5
2

+0(h*) (4.18)

N -

N~

No contorno, sdo tomados quatro volumes proximos para a aproximacdo. Para 0s
contornosemi =0ei =N, asfungdes de interpolacdo sdo dadas por:

_257% 23 13 % 1

P| =2, - 277+ o], - 377, vom) @19)
o 12 > 12 > 12 2 4 2
P =2 B B L9 somy (4.20)
N 12 N-% 12 N% 12 Ng 4 N-l2

Para a aproximacdo dos fluxos difusivos médios, sdo utilizados esquemas centrados de
4% ordem, cuja forma é andoga a dos esquemas nas aproximagoes dos fluxos advectivos
meédios. Para os pontos internos, tem-se a seguinte fungéo:

—y ~ _ ~ _ 5
T o 1&Bew _ Leo _Spw +ifxy‘ *+0(h*) (4.21)
Tx | Dxg4 i+% 12 i+g 4 i—% 12 |§5

Para 0s pontos préximos aos contornos, ou sga, emi = 1 e i = N-1, onde a

aproximacdo dada acima ndo se aplica, tém-se as seguintes expressies.

_ oo ) i ) s
=185 -lfxy1 §fxyg-ffxy5+ifxy7:+0(h“) (4.22)
x| Dxg3 h 2 B9 2ol s

., ) ) ) ) s

0 =280 il -Bel A S iel o) @)

Ix DX83 N-1 2 N-L 9 N-2 9 N-2 18 N-L T
N-1 2 2 2 2@

Note que as aproximagdes levam em conta o valor do fluxo advectivo na mesma
interface. Para a aproximagdo nos contornos, tem-se expressdes semelhantes, que também
fazem uso do valor do fluxo advectivo médio na propria interface.

Y & 25_ _ _ _ _y| O
AL :ig_ Ef Y +ﬁf Y 1_61f i +§f ol lfxy *+0(h*) (4.24)
x ng 6 lo 72 72 1272 128 Il
0 2 2 2 20
y o5 _ — — - — 0
W) 2 1e20py _AlSpw) [ 16lpw S5p0) g Xy‘ *+o(h')  (4.25)
Ix ng 6 In 72 N 72 n-2oT720 v 8 InL
N 2 2 2 20
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Nas aproximacfes dos fluxos advectivos e difusivos médios, podem ser usados
também esguemas compactos, que como visto no Capitulo 2, consistem em relacbes
implicitas entre os valores dos fluxos médios nas interfaces, aproximados pelos valores
médios nos volumes.

Para a aproximagdo do fluxo advectivo médio, usando este tipo de esgquema, tem-se a
Seguinte expressao:

| O
it o(h*) (4.26)

2@

i+—
2

Note que o valor da variavel na face i € calculada a partir dos valores nas faces
vizinhas i+1 ei-1, e dos valores médios nos volumes adjacentes.

Nas interfaces junto aos contornos, a funcdo de interpolacéo leva em conta o valor em
uma interface vizinha, como é visto abaixo, nas aproximagdesemi=0ei =N.

_ — 188 _ _ —y O
] +3f7| =ZQ7f | +8 |, - T |_T+0O(h*) (4.27)
0 1 6 1 3 5=+
2 2 2@
_ — 188 _ _ _ 0
| wa| =2Grf| | eef” 3-f”" _T+0(h*) (4.28)
N N1 6 N-2 N-> EE

Para a aproximacéo dos fluxos difusivos médios, tem-se uma expressdo analoga a dos
fluxos advectivos médios:

<V e e = o

R O ) T L} I T (4.29)
10 1x Tx | 10 1x Dx5g lg  lig
i-1 i i+ 2 20

As aproximagdes no contorno, além de usarem o valor médio na interface vizinha,
utilizam também o valor do fluxo advectivo na propria interface:

—y — e _ _ _w O

L +6ﬂ _11¢ 30f | -80F 7| +127f Xy‘ - 8f xy‘ T+0(h") (4.30)

x x Dx 18 ¢ 0 1 3 >

0 1 e 2g

ﬂ_fy ﬂ_fy 112 _y —xy —xy — Xy 9 4
Pl s | == —C30f | +8of - 127f +8f S+0(h") (43D
x X Dx18¢ I N-2 N3 N-2

N N-1 e 2 2 20
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Como pode-se ver nos esguemas compactos, os valores nas interfaces séo dados por
relacbes implicitas, sendo que estes sdo obtidos pela resolucdo de sistemas de equagdes.
Afortunadamente, estes sistemas tém a forma tridiagonal e podem ser resolvidos féacil e
rapidamente por um método especifico, como neste caso, 0 TDMA de Thomas. Em
problemas multidimensionais, as linhas e colunas podem ser resolvidas uma a uma, pelo fato
da aproximagdo ndo necessitar de vaores em volumes na direcdo ortogonal a face. Deste
modo, estas equacdes devem ser resolvidas juntamente com as equacOes de conservagao
discretizadas. Com isto, o tempo computacional exigido no procedimento de resolucéo
utilizando um esguema compacto de interpolacdo € maior se comparado aos esquemas
convencionais, que consistem apenas em relaces explicitas entre o valor nas interfaces e os
valores nodais.

Além do mais, 0 uso de esquemas compactos, devido a sua caracteristica de
dependéncia global, como no método espectral, leva a necessdade da inversdo de matrizes
densas, aumentando o custo computacional na resolucéo do problema. Para os esguemas de
interpolacdo de Lagrange, as matrizes a serem invertidas so esparsas, sendo que, ao aplicar
um método adequado & este tipo de matriz, o esforco computacional exigido € muito inferior
a0 necessario para as matrizes cheias obtidas com 0 uso do esquema compacto.

Deve-se citar ainda que os esguemas compactos possuem uma melhor qualidade de
aproximagdo comparados aos esquemas Lagrange, sendo que comparagdes neste sentido,
entre estes dois tipos, para esquemas de ordem par (4%, 6% 12%), podem ser encontrados em
Kobayashi et al. (1999).

Os termos de truncamento para todas as fungdes de interpolagcdo mostradas neste item
sd0 dadas no Apéndice 2.

4.2.3. Metodologia de alta ordem —termos né&o lineares

No item anterior, foram apresentados esquemas de 3' e 4* ordem, tipo Lagrange e
Pade, para a aproximacao dos fluxos advectivos e difusivos médios, sendo todos estes termos
lineares. Neste item s80 apresentadas as aproximagdes para 0s termos ndo lineares que surgem
na discretizacdo das equacoes.

Na eguacdo de conservacdo de quantidade de movimento na direcdo X, surge por

exemplo, o termo advectivo vxvxy , entre outros similares. Na equagdo constitutiva,

i
aparecem muitos termos néo-lineares, como por exemplo, na equacao para a componente t xx
Xy

fiv,

i+%, j+% I

xy

do tensor das tensdes, ostermos v, t . y‘ v bt

XX™ XX
I

1.1
i+=, j+=
272
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Para estes tipos de termos, a aproximagdo € um pouco mais elaborada. A idéiabéasica é
andoga a da aproximacdo pela metodologia convencional, que consiste em tomar a

aproximagao f,f, | em umainterface, pelo produto das aproximagdes de cada termo, ou sgja

k

—X
fa

f, | - Ou ainda, aproximar a média do produto de varidveis no volume f f, ? L pelo
k

k i+=,j+=
272

produto das médias, ou sgja, ny

Porém, se comparadas as expansdes em series de Taylor para as aproximacoes, como

f, | , pode-se ver que ha uma diferenca correspondente a
k k

termos de 2* ordem, sendo entdo esta a ordem de aproximag&o, independente da ordem usada
na aproximagéo de cada um dos termos. Deste modo, se forem usados esquemas de dta
ordem na aproximacao dos fluxos médios lineares, se necessita de uma aproximagao de maior
ordem para estes termos nao-lineares, para manter assim a ordem globa desgada na

aproximagao.

por exemplo, entre f ,f 2>< e ﬂx

Tem-se entdo, nas equacdes discretizadas mostradas no item 4.1, dois tipos genéricos
de aproximagdes para 0os termos n&o lineares, que sdo 0s seguintes:

=t |f,

+0(h?) (4.32)

+0(h?) (4.33)

A partir das comparagdes entre as expansoes em série de Taylor das aproximagdes dos
termos do dois lados das equactes (4.32) e (4.33), sdo determinados os termos de 2 ordem.
Truncando as aproximagdes em 4% ordem, tem-se as seguintes expressoes:

| =f0| |+ ;fy ?;y ?+ o(h*) (4.34)
(%0:¥0) (%.Y0) @
, ) )
Exy_l_]_:_xy l.l_xy.l.l+D1);a% Q%‘[% g+
R R I R & ™l yo @ Wloovn & @35)
Dy gaf.] =i, +O(h )
12 8 (xoyo)éﬂy (xoyo)ﬂ

onde Xp € Yo S0 0s pontos no qual € tomada a expansdo em série de Taylor.

A idéia entdo, é obter uma aproximagdo para estes termos de 2% ordem que resultam da
diferenca entre as aproximagdes, de modo que se tenha uma precisdo de 4% ordem. Esta
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metodologia foi introduzida por Pereira et al. (2001), para aproximacéo dos termos advectivos

X . .
e v,v, | , por exemplo. Neste item, e feita uma
k k

abordagem para aproximacdes de termos ndo lineares de uma forma mais geral.

~ . y
da equagdo do movimento, como Vv, v,

f

. 0 & 9
Deve-se buscar entdo, uma aproximagéo para os termos ¢—= e 62 i
y (Xo,yo)a gﬂy <x0,yo>5
no caso do fluxo ndo linear médio na interface, onde (Xo, Yo) corresponde ao ponto médio da
interface. Para as médias nos volumes, devem ser tomadas aproximagdes para 0s termos

__ _. ! !
an| ¢ @ o @ o @ ¢

T, onde (Xo, Yo) € O ponto
g‘ﬂx w0 8 & Wiy &Wlew s & Wl o

correspondente ao centréide do volume.

Para tanto, uilizam-se os valores médios em volumes vizinhos ou fluxos médios nas
interfaces vizinhas. Para manter a ordem das demais aproximagdes, pode-se utilizar uma
aproximagdo de 22 ordem.

L f 9
Para a aproximago do termo aql_ nainterface i, tem-se a seguinte expresso:
8ﬂy (%o, yo)a
0 ee__ _ _ _ o
Dyg‘“ ::Gaflxy_l_3+bflxy_l_1+cflxy L Hdf L LT (4.36)
EWlesp & 21" "2 "2 APy

Paraaderivadadef », a aproximacdo é andoga. Com o mesmo procedimento aplicado
na determinacdo dos coeficientes para a aproximagdo dos fluxos lineares, ja descrito
anteriormente, a aproximacao (4.36) ficaigua a

e

1
i+i,j+§ 4
22
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3.3 L1
i+—, j+— 4
2" 2

AL R Sl

T=s (4.37)
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Desta forma, a aproximagao para o termo néo linear dado por (4.34) ficaigua &

o _ _ o)
1. =t 7, +—9f -f,” +f. " 1,7 ™
ve i+1 ! i+l ? i+1 1928 |+—J+§ ! |+12]% ! |+—,j+§ ! i+§,' 2@
) (4.38)
@ _ _ - (0]
Xy xy ress Xy =
gf2 +1 ,+3 f2 +1' 1 +f +3 .+3 f2 .+3' 1_+O(h4)
& g 23 CRAPY ARy

Note que se as variaveis ndo variam ao longo da direcdo y, a correcdo dada ndo é

necesséria, sendo .f, | =7,|7,

k k
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Para 0s termos necessarios a aproximagdo dos termos ndo lineares médios nos
volumes, o procedimento de obtencdo € totalmente analogo, ou sga, sdo obtidas as
aproximagOes para as derivadas de f 1 e f 2 no ponto (Xo, Yo),e inseridas em (4.35).

4.3. Condicbes de contorno

Um ponto importante na etapa de aproximagdo das equacBes € a imposicdo das
condicdes de contorno. Os tipos de condi¢do de contorno que sdo encontradas nos exemplos
mostrados nos capitulos seguintes foram mostrados no Capitulo 3. O modo como estas
condicdes sdo impostas € tratado neste item.

Em contornos onde tem-se os fluxos advectivos e/ou difusivos especificados, como
por exemplo, as velocidades em uma parede fixa ou em uma fronteira com entrada de massa,
os valores conhecidos séo inseridos diretamente na equacdo discretizada.

Em contornos onde ndo sdo conhecidos os valores de determinadas variaveis, como
por exemplo a presséo, ou a velocidade em uma linha de simetria tangente a direcéo da
velocidade, o vaor das variaveis sdo extrapolados a partir de volumes internos usando algum
dos esgquema mostrados no item 4.2. As derivadas (fluxos difusivos), quando ndo conhecidas,
também sfo cal culadas de forma andloga.

A imposicdo de condicdo de contorno de pressdo em escoamentos incompressivels é
algo que deve ser comentado. A principio, s ha sentido falar em diferencas de presséo, e ndo
no valor absoluto desta no dominio. Porém, o valor da pressdo pode ser especificado em
algum ponto do dominio, de modo que a pressdo nos demais pontos sgam relativas a este
valor. Na metodologia que foi empregada, quando foram resolvidos problemas envolvendo
entrada e saida de massa, teve-se problemas de convergéncia devido a dificuldade de
estabelecer um nivel de pressdo. Para contornar esta dificuldade nestes problemas, a presséo
em uma das interfaces no contorno de saida de massa foi especificada, 0 que resolveu de
formatotal o problema. Em escoamentos onde estes tipos de condi¢do de contorno inexistiam,
ndo houveram problemas em relacéo a este assunto.

As equacdes constitutivas tém caracteristica hiperbdlica, sendo que em escoamentos
com entrada de massa em um dos contornos, condi¢cdes para as componentes do tensor das
tensdes sd0 impostas apenas nesta fronteira. Geralmente se tem um perfil uniforme ou
correspondente ao do escoamento plenamente desenvolvido. Neste Ultimo caso, os perfis sdo
obtidos a partir das proprias equagdes congtitutivas e da equacdo de conservacdo de
quantidade de movimento. Para o0 modelo de Oldroyd-B, estes podem ser obtidos
analiticamente. Ja para o0 modelo de Phan-Thien-Tanner, por ser mais complexo, os perfis sdo
obtidos numericamente, ao se resolver o problema de escoamento em placas paralelas e tomar
o perfil completamente desenvolvido na saida das placas. Como condi¢des de contorno na
entrada deste escoamento, utiliza-se os perfis correspondentes ao model o de Oldroyd.
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4.4. Solucao das equacdes discretizadas

Feita a discretizagdo das equagdes e as aproximagdes dos fluxos médios nas interfaces,
chega-se a um sistema de equacdes algébricas ndo lineares (sSsmulagdo estacionaria), que ao
ser resolvido, traz como resultado o valor médio das varidvels nos volumes. Pelos motivos
citados no Capitulo 2, as equacOes serdo resolvidas simultaneamente, ou sga de forma
acoplada.

Para tanto, é utilizado o método de Newton. Este méodo consiste em obter o valor de
X, solugdo de um sistema dado por F(x) = O, através de um processo iterativo, na seguinte
forma:

J(x¥)dx =-F(x¥) (4.39)

X = x* + dx (4.40)

onde x* é o vetor das incognitas na iteracdo k e J(x¥) é a matriz Jacobiana do sistema avaliada

em x*. Esta matriz é calculada via perturbacdo por diferencas finitas, sendo mantida fixa por
um determinado numero de iteracdes.

Note que em cada iteracdo € necessario resolver um sistema de equacdes lineares, para

a determinagao do vetor correcdo dx . Neste trabalho, estes sistemas foram resolvidos por um

método direto, mais especificamente, por fatoracdo LU.

O critério de convergéncia usado foi 0 seguinte:

1_r—:k||xk - x| <033 (4.41)

onde

I, (4.42)
sendo w; 0 vetor peso, dependente da tolerancia absoluta atol e relativartol usadas:
W = rtol|x | + atol (4.43)

onde >Ei € um valor representativo de x;. Os valores usados para as toleréncias foram atol =
rtol = 1" 10°8. A taxa de convergénciar y, tal que 0 <r < 1, é definida por:
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) L1k
XK - xK 1” 0
re» Gl w (4.44)
R A
e w @

Para finalizar, ha um comentario que deve ser feito. Como dito no Capitulo 2, métodos
diretos sdo pouco usados em problemas de mecanica de fluidos computacional, pelo fato de
terem um custo computacional maior. A opcao de utilizar um método direto neste trabalho
deveu-se a disponibilidade de um codigo computacional ja existente, visto que o foco
principal do trabalho € a metodologia para discretizacgo e aproximacdo das equactes. Desta
forma, como sera visto mais adiante, o ponto chave para tornar a metodologia apresentada
competitiva com as demais existentes, em relacéo ao esforco computacional necessario, sera
um eficiente méodo para solugcdo dos sistemas lineares, como por exemplo, um método
iterativo com pré-condicionamento.



Capitulo 5 Resultados para Fluidos
Newtonianos

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados para escoamentos de fluidos
newtonianos, com o objetivo de testar a metodologia apresentada no capitulo anterior. Sao
feitas comparacOes entre os diferentes esquemas de interpolacdo citados no capitulo anterior.
Trés problemas cléssicos em dinamica de fluidos computacional sdo estudados:

escoamento entre placas paralelas precedido de uma superficie livre de cisalhamento
(“dlip-stick”) ou escoamento de entrada;

escoamento de saida de placas para elas para uma superficie livre de cisalhamento (“stick-
dip”);

escoamento em uma cavidade quadrada sob acdo de uma placa deslizante no topo (“lid-
driven”).

Estes escoamentos, apesar de serem simples, trazem diversas dificuldades numéricas
na obtencdo de solucBes, como é visto mais adiante. Devido a isto, estes sdo0 considerados
problemas “benchmark” para testes de metodol ogias numéricas e esquemas de interpol acao.

Muitos aspectos da metodologia sdo avaliados, utilizando estes trés problemas como
exemplos. No item 5.1 sdo apresentados resultados para o problema do escoamento ‘dip-
stick”, em 5.2, 0 mesmo para o problema do escoamento “stick-dlip”, e finalmente em 5.3 para
0 escoamento em cavidade quadrada.
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5.1. Escoamento “Slip-Stick”

Este problema consiste no escoamento de um fluido entre duas placas paraelas
(“stick”) precedido de uma superficie livre de cisalhamento (“dlip”), onde ha condicdo de
deslizamento nos contornos. Este problema tem como caracteristica principal a presenca de
uma singularidade junto a parede na entrada das placas (juncdo dlip-stick), no qual a tensdo
seria teoricamente infinita. A condi¢do de contorno muda bruscamente, e a aproximagdo das
variaveis nesta regido é dificultada, especialmente pela presenca de saltos nos perfis das
variavels.

Uma representacdo esquematica da geometria deste escoamento é mostrada na Figura
5.1

ZH 2
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Figura5.1. Representacdo esquematica do escoamento “dlip-stick”.

Para reduzir o tamanho da malha, utiliza-se condi¢cdo de simetria na se¢éo horizontal
central, trabalhando-se assim com apenas metade do dominio. Na secdo anterior a entrada das
placas, as condi¢des de contorno nas linhas paralelas a direcdo x sdo de deslizamento, ou sgja,
uma condicéo de simetria. Junto a parede € usada a condicéo de ndo deslizamento. Na entrada
é especificado um perfil de velocidades uniforme, e na saida uma condicdo de escoamento
localmente parabdlica.

Nos testes e comparactes mostrados na sequiéncia, foi considerado um escoamento sob
nimero de Reynolds igual a 10, comprimento horizontal antes da singularidade L; = 3,
comprimento horizontal apds a singularidade L, = 7 e comprimento na diregcdo vertical H = 1.
O comprimento caracteristico é dado pela atura do cana H e a velocidade caracteristica pelo
valor da velocidade média na entrada do dominio.

As posicies x e y adimensionais sdo tomadas a partir do ponto sobre a linha de
simetria horizontal (y = 0) e da entrada das placas (x = 0). No contorno superior tem-sey = 1,
e posi¢oes X negativas sdo referentes a pontos antes da entrada das placas.

As malhas utilizadas, todas uniformemente espagadas, sdo coincidentes com a linha de
entrada junto a singularidade. Os tamanhos utilizados foram de 30x10 (nimero de volumes na
direcdo x ey, respectivamente), 30x20, 60x10, 60x20 e 60x40.
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S0 obtidas solugbes utilizando diferentes fungbes de interpolacdo, dentre as
apresentadas no Capitulo 4. O objetivo é verificar a qualidade da aproximagdo para o0s
diferentes esquemas, sendo que neste problema é dado um enfoque especial as fungdes de 3
ordem (QUICK e Lagrange).

Juntamente com o0 uso do esquema QUICK ou CDS para as aproximacoes dos fluxos
advectivos médios, é usada diferenca central de 2* ordem na aproximacéo dos fluxos difusivos
médios. E tomada aproximacdo de 2 ordem também para os termos ndo-lineares, para os
valores médios nas interfaces e para os valores médios nos volumes.

Outro conjunto de aproximagdes usado, fundamentado na metodologia de alta ordem
baseado em valores médios, consiste em usar o esguema Lagrange de 3% ordem para a
aproximagdo dos fluxos advectivos médios e o esquema Lagrange de 4° ordem para os fluxos
difusivos. Para os termos ndo lineares, utiliza-se aproximagdo de 4% ordem conforme mostrado
no item 4.2.3 (Capitulo 4). Nos proximos itens, este conjunto de aproximagdes € chamado de
esquema LAG34.

E mostrada na seqiiéncia, uma descri¢iio dos resultados obtidos na solucdo deste
problema, divididos em diferentes tdpicos.

5.1.1. Acoplamento presséo-velocidade

Como visto no Capitulo 2, é usado neste trabalho o arranjo co-localizado de variaveis,
gue pode levar a solucBes oscilatorias devido a falta de acoplamento entre a pressdo e a
velocidade em cada volume. Este problema pode ocorrer quando se utiliza uma aproximagao
de diferencas centrais de 22 ordem para a pressdo nas equaces do movimento. Outra causa
deste fenbmeno é o possivel mau condicionamento da matriz resultante do sistema de
equactes. Para exemplificar, considere a aproximacéo do termo referente ao gradiente de
pressdo na equacdo do movimento para a diregdo X:

y | .pY 0
e qp & | B

OﬁdXdY— - O DyDx (5.1)
R

Sendo que as aproximagdes (2* ordem) para a pressdo nas interfaces sio dadas por:
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x
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Inserindo as aproximagdes dadas em (5.2) no termo (5.1), chega-se a
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e 18y —xy| 9
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Pode-se ver ent&o que a aproximacao do gradiente de pressdo no volume independe da
pressdo no proprio, e esta falta de dependéncia é a causa da obtencdo de um campo de
pressdes oscilatorio (em zigue-zague). Este campo de pressdo é percebido pelos volumes
como um campo de pressdes constante, sendo que a pressdo has interfaces se mantém
constante.

Para visualizar este efeito, foi utilizado na aproximagdo das variaveis o esquema de
diferencas centrais de 2 ordem, e o perfil de pressdo ao longo da direcdo x, em y = 0.05
(volumes préximos a linha de simetria) € mostrado na Figura 5.2. S0 apresentadas duas
curvas. uma para a pressao no centro dos volumes e outro para a pressdo nas interfaces. A
malha utilizada é de 30x10.

1T sw wrmorom—— . . .

—<— centro
—o— interface

20

T

p (adim)

10

T

X (adim)

Figura5.2. Perfil de pressdo na diregdo horizontal em y = 0.05, sendo usados os valores no
centro dos volumes e nas interfaces, usando uma malha 30x10.

Note que os valores nas interfaces seriam 0s corretos, pois levam a um perfil de
pressdo suave antes da singularidade e linear na regido correspondente ao escoamento entre as
placas. A queda de pressdo calculada a partir dos valores nas interfaces € areal, e esta é que é
usada na aproximacdo da equacdo do movimento na direcdo X. O valor da pressdo em cada
volume ndo influi, gerando assim, um campo de pressdo oscilatorio que satisfaz as equactes
discretizadas.

Para evitar este problema, tradicionalmente se usa o arranjo desencontrado, sendo que
neste caso, o fendmeno ndo ocorre. Porém, para 0 uso do arranjo co-localizado, o qual tem
muitas vantagens sobre o desencontrado (ver Capitulo 2), deve-se utilizar uma técnica
adicional para contornar este problema. A mais usada é conhecida como método da
interpolacdo de momento (Rhie e Chow, 1982), que consiste em adicionar a aproximacao das
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velocidades nas interfaces um termo de correcdo, que forca a dependéncia da velocidade na
interface com a pressdo dos volumes vizinhos, analogamente a0 que ocorre No arranjo
desencontrado. Esta corregdo para a velocidade € obtida a partir das equacdes do movimento
discretizadas, e um exemplo de aproximacao para a velocidade vx em umainterface i norma a
direcéo x, € dado a seguir:

Mo
+V

X

—y C
V.

X

(5.4)

A aproximacdo € dada pela soma de uma aproximacdo a partir dos valores médios das
varidvels nos volumes, que pode ser qualquer uma das citadas no Capitulo 2 (geramente

—_y|M __vIC
UDS, CDS ou QUICK), dada por v, ’ , € um termo de corregdo, Vv, ’ . Que depende das

i
pressdes médias nos volumes e das pressdes médias nas interfaces. Este termo tem a seguinte
forma:
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Onde os termos fg dependem das dimensdes do volume e dos coeficientes das
equacOes discretizadas, escritas na forma geral usada para a solucdo segregada das equactes
por um método baseado em correcéo de pressdo como o SIMPLE ou SIMPLEC.

Usando esta idéia, pode-se resolver o problema de oscilagBes na pressdo, usando a

evy

metodol ogia em questdo. Para tanto, na aproximacdo dos termos de velocidade v—X ’

i i
presentes nas equactes discretizadas, usa-se uma expressao idéntica a (5.4), sendo a corregéo
dada por (5.5), no qual os fatores fg; sdo empiricos, sendo fg1 = fp = fyz =fq.

Para verificar a eficiéncia desta técnica, € mostrado na Figura 5.3 o mesmo perfil de
presséo dado na Figura 5.2, que € obtido com o esquema CDS, e o perfil obtido com o uso do
esquema CDS com dissipacédo, que corresponde ao emprego da técnica citada acima. Note que
com 0 uso do esquema CDS com dissipacao, o perfil de pressio se torna suave, ndo ocorrendo
0s problemas de oscilagéo.

Na metodologia convencional de volumes finitos os fatores fq vém das proprias
equacOes discretizadas, o que torna o procedimento mais robusto. No caso da metodologia em
guestdo, como ja dito, utiliza-se um valor empirico, que deve ser baixo, fazendo com que a
aproximagdo tenha a menor influéncia possivel do termo de correcdo. Em outras palavras, a

correcdo ndo deve afetar significativamente o perfil que seria obtido teoricamente com o
M

esguema de interpolacdo original, aplicado para \/_X ’ . Note que para um perfil constante ou
linear a correcdo dada por (5.5) € igua a zero, independente de fy, afetando a aproximagao
somente durante a convergéncia, fazendo apenas o seu papel de evitar a formacao de solugdes
oscilatorias.
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Figura 5.3. Perfil de presséo na direcéo horizontal em y = 0.05, para solug&o obtida com o
esguema CDS e CDS com dissipacdo, usando os valores no centro dos volumes.

Porém, este fator deve ter um valor limite, tal que com o uso de um valor inferior, ndo
Se consegue evitar a ocorréncia de solugdes oscilatorias. Ou sgja, deve-se buscar um ponto
otimo entre manter a precisdo e eficiéncia na remocéo de oscilagbes. Na Figura 5.4 sdo

mostrados diversos perfis de pressdo horizontais para y = 0.05, obtidos para valores de fqg
iguaisa 0 (CDS puro), 0.01 e 0.001.

26 T T T T

—— CDS puro

167 | —=— fd = 0.001
—— fd=0.01
14 I 1 1 I
-3 -2 -1 0 1 2

X(adim)

Figura 5.4. Perfil de presséo na diregdo horizontal em y = 0.05, obtido com esquema CDS
puro e CDS com dissipacédo parafy = 0.001 e fq = 0.01.

Pode-se ver que para um valor muito baixo fq = 0.001) ndo se consegue evitar a
formacao de uma solucdo oscilatéria, mesmo que a amplitude seja menor comparada a trazida
pelo uso do esquema CDS puro (g = 0). Para fg = 0.01 se consegue estabilizar a solucéo, e 0
perfil obtido é suave. Porém excedendo-se muito este vaor, a solucéo perde em precisio
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devido a ata dissipacdo incorporada na aproximacao. Para ilustrar este ponto, sdo mostrados
naFigura 5.5 perfis de velocidade vy nadirecéo x, em y = 0.05, para diferentes valores de fg.

15 . ; ~ ; 1.14
—— CDS puro —— CDS puro
1ak|— fd=0.001 1128 —— 1d=0.001
—— d=0.01 —e— 1d=0.01
—=— fd=0.1 LM == fd=01
1.3f
E
812

0-9 L 1 L 1 098 Iy ' r Iy '
-3 -2 -1 0 1 2 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
x(adim) x(adim)

Figura5.5. Perfis de velocidade v« na direcéo horizontal em y = 0.05, obtidos com esquema
CDS puro e CDS com dissipagéo parafq = 0.001, fy = 0.01 efy = 0.1.

Pode-se notar que com um fator fg muito alto a solucéo desvia consideravelmente da
solucdo que seria a correta, apesar de evitar a formagéo de oscilagcdes, devido ao fato da
introducdo da dissipacdo diminuir a ordem do esquema de interpol agéo.

Deve-se lembrar ainda, que a técnica de interpolacdo de momento € usada quando
utiliza-se um método segregado baseado em uma equag&o para correcao de pressdo (SIMPLE,
SIMPLEC, etc.). Portanto, independente da aproximagdo usada na determinacéo dos fluxos
advectivos, sera incorporada uma dissipacdo, correspondente ao termo de correcdo, que
diminui a precisdo da solucéo, e o uso de esquemas de alta ordem com esta metodologia perde
0 sentido. Este € um motivo pelo qua este método de solucdo ndo poderia ser usado neste
trabalho, cujo foco é a utilizacdo de aproximacdes de alta ordem.

Para finalizar, deve-se citar que estes problemas ocorreram também para outros
esguemas de aproximagdo que sdo centrados. Ou sgja, para o esguema tipo Lagrange de 4
ordem e Padé (compacto) de 4* ordem este fenémeno também ocorreu.

Usando esquemas de ordem impar, ou sgja esquemas “upwinded”, tais como 0 QUICK
e 0 esquema de Lagrange de 3% ordem, este fendmeno n&o ocorre. Na literatura, encontram-se
muitos trabalhos que utilizam o esguema QUICK para a aproximacdo das variaveis do
problema, exceto a pressdo, sendo que neste caso o0 problema de solucdes oscilatérias pode
ocorrer, sendo necessario o0 uso da técnica de interpolacdo de momento. Porém, se o esquema
de interpolacdo de ordem impar for usado também para a pressdo, o problema da falta de
acoplamento entre a presséo e a velocidade desaparece, sendo que a queda de pressdo em um
dado volume dependera da pressdo neste também.

NaFigura5.6 pode ser vista a solucéo para 0 mesmo perfil de pressdo apresentado nos
exemplos anteriores, obtido com o uso do esquema QUICK na aproximacdo das variaveis. O
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mesmo resultado é também obtido com o uso do esguema Lagrange de 3* ordem na
aproximagdo das variaveis.

25 L T T T
—— QUICK
—e— CDS/diss
20f
~15p
£
°©
&
Q_lo-.
5-.
0

2
x(adim)

Figura5.6. Perfil de pressdo na diregdo horizontal em y = 0,05, obtido com 0 esquema
QUICK, comparado com o obtido pelo esqguema CDS com dissipagéo (fq = 0.005).

Deste modo, sfo usados daqui para frente somente os esquemas de ordem impar, por
nao precisarem de técnica adicional para evitar problemas de oscilacdo de pressdo e terem
maior ordem de aproximacado, resultando em solucdes de maior precisdo se comparadas as
obtidas pelo esquema CDS.

5.1.2. Curvas de nivel

Neste item sdo apresentados graficos no qual mostram-se as curvas de nivel para o
escoamento em questdo. Estas foram obtidas, em uma malha 60x20,com o esquema hibrido
LAG34/CDS, que consiste na aplicagdo do esquema CDS nas aproximagdes em regides de
grande variacdo das variaveis, ou sga, junto a singularidade, e do esquema LAG34 no
restante do dominio. O motivo desta diferenciagdo sera descrito mais adiante. Sdo mostradas
entdo, na sequiéncia, da Figura 5.7 até a Figura 5.10, as curvas de nivel para a funcéo corrente,
velocidade na diregdo X, velocidade na diregdo y e presséo.

A partir destes gréficos pode-se ter uma idéa mais geral das caracteristicas do
escoamento. Observando a Figura 5.7, pode-se ver que antes da entrada das placas, as linhas
de corrente s0 paralelas ao eixo X, sendo que, junto a juncdo simetria-parede, ha mudancas
bruscas na dire¢do do escoamento. Em uma distancia mais afastada, as linhas de corrente se
tornam paralelas novamente, indicando que o escoamento esta desenvolvido.
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Figura5.7. Curvas de nivel para funcdo corrente no escoamento “dip-stick” (L =10, H = 1).
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Figura5.9. Curvas de nivel para velocidade vy no escoamento “dip-stick” (L =10, H = 1).

Pelas curvas de nivel para as velocidades, Figura 5.8 e Figura 5.9, pode-se ver que na
regido proxima a singularidade hd mudancas severas de velocidade, em ambas as diregdes. No
caso da velocidade vy, ha uma transicdo do valor 1 para 0, que € a velocidade junto a parede.
Em regides mais afastadas as linhas de velocidade vy se tornam paralelas e vy vai a zero, o que
indica que o escoamento esté plenamente desenvolvido.
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Figura5.10. Curvas de nivel para a presséo no escoamento “dip-stick” (L =10, H = 1).

Pelas curvas de pressdo, vistas na Figura 5.10, pode-se ver que na singularidade ocorre
o valor de pressdo méaximo, sendo que na regido posterior a esta, a queda de pressdo € linear,
ndo sentindo mais a influéncia da entrada.

5.1.3. Perfis nadirecao horizontal (x)

S80 mostrados nas figuras seguintes Figura 5.11 a Figura 5.14), perfis de diferentes
variaveis para uma linha horizontal em y = 0.975, obtidos com a metodologia em quest&o.
Neste caso, foi usado o esquema LAG34 com reducdo da ordem de aproximacdo junto a
singularidade (LAG34/CDS), em uma maha 60x20. O motivo de usar uma aproximacdo de
mais baixa ordem em pontos préximos a esta regido € um dos principais assuntos neste item,
sendo discutido mais adiante.

Os perfis de tensdes mostrados na Figura 5.14, sdo obtidos a partir do campo de
velocidades, baseado na Lei de viscosidade de Newton.

Nos perfis mostrados na Figura 5.11 a Figura 5.14, pode-se ver que h4 uma mudanca
brusca nas variaveis logo apés a singularidade na juncédo entre a parede e a superficie livre, 0
gue também pode ser visto nas curvas de nivel apresentadas no item anterior, e que traz
algumas dificuldades nas aproximagoes.
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Figura5.11. Perfil de velocidade v« na direcéo horizontal em y = 0.975, obtido com o esquema
LAG34/CDS em um malha 60x20.
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Figura5.12. Perfil de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.975, obtido com o esquema
LAG34/CDS em um malha 60x20.
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p (adim)
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Figura5.13. Perfil de presséo na direcéo horizontal em y = 0.975, obtido com 0 esquema
LAG34/CDS em um malha 60x20.

T T T T T
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Figura5.14. Perfis de tensdes t x, tyy, €ty Nadirecdo horizontal emy = 0,975, obtido com o
esquema LAG34/CDS em um malha 60x20.

Como foi citado no Capitulo 2, 0 esquema QUICK pode levar a solucfes ndo limitadas
na aproximagdo de uma solugdo que apresenta mudancgas severas, que se caracteriza pela
presenca de um “overshoot” nos perfis obtidos junto a singularidade. No problema em
quest&o, isto ocorre para o perfil da velocidade vy na direcéo horizontal, em regites proximas
ajuncédo, como pode-se ver no perfil de vy emy = 0.95, mostrado na Figura 5.15.

Note que a solucdo apresenta um “overshoot”, caracteristico de aproximacOes de
funcbes com descontinuidade por funcdes de ata ordem, tal como o QUICK. Se é desgjado
utilizar esquemas de maior ordem na aproximacao das variavels, pode-se evitar este problema



5.1- ESCOAMENTO “SLIP-STICK” 75

por dois caminhos. 0 natural seria refinar a malha nesta regido, porém, isto pode ser
inconveniente por aumentar o nUMero de pontos e conseglientemente 0 custo computacional .

0.02 T T T

| —— Quick 30x10 |

-2 -1 0 1 2
X(adim)

Figura5.15. Perfil de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.95, obtido com o esquema
QUICK.

A outra op¢do € usar um esquema de menor ordem na aproximagdo das variaveis na
regido proxima a singularidade, evitando com isto a formacdo destes picos. Por exemplo, se
utilizarmos uma aproximag&o por diferencas centrais de 2* ordem (CDS) ou upwind de F
ordem (UDS) nos volumes proximos a juncao, e pelo esqguema QUICK no restante, verifica-se
gque este problema desaparece, como pode ser visto na Figura 5.16. Nesta figura sdo
mostrados os perfis de vel ocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.95, obtidos com o uso do
esguema QUICK, e com 0 QUICK com CDS na regido proxima a singularidade, sendo este
ultimo chamado de esquema QUICK/CDS.

0.02

—— QUICK 30x10
—— QUICK/CDS 30x10

x(adim)

Figura5.16. Perfil de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.95, obtido com o esquema
QUICK e com o QUICK/CDS naregido proxima a singularidade.
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Porém, como é reduzida a ordem de aproximacdo, obviamente a precisdo da solucdo
néo seria a ideal. Para exemplificar, sdo mostrados na Figura 5.17, os perfis de velocidade vy
para a linha horizontal em y = 0.9 obtidos em diferentes malhas, sendo este ponto um pouco
mais afastado da parede, onde ja ndo ocorre problema de “overshoot”.

OAI::‘A;..—K t

-0.051

T

-0.1

v (adim)

—e— QUICK 30x10
-0.15H —+ QuiICK 30x20

—£— QUICK 60x20

—«— QUICK/CDS 30x10 | \!"

—¥— QUICK/CDS 30x20
0.2 QUICK/?DS 60x20

-1 -0.5 0 0.5 1
X(adim)

Figura5.17. Perfil de velocidade vy na direcéo horizontal em y = 0.9, obtido com o esquema
QUICK e com o QUICK/CDS naregido proxima a singul aridade para diferentes malhas.
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Figura 5.18. Perfil de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.95, obtido com o esquema
LAG34 e com 0 LAG34/CDS em pontos proximos a singularidade.

Tudo o que foi dito é vaido também para 0 esquema LAG34. Com 0 uso deste
esquema, se chegam a solugdes ndo limitadas, e o emprego de um esquema de menor ordem
na regido proxima a juncéo também resolve o problema, a exemplo do esquema QUICK. Isto
pode ser visto na Figura 5.18, que corresponde ao mesmo perfil mostrado na Figura 5.15
(obtido com o esguema QUICK), agora obtido com o uso do esquema de LAG34, aplicando o
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esguema CDS nos volumes proximos a juncdo, sendo neste caso, chamado de esguema
LAG34/CDS.

E, como ndo poderia deixar de ser, o uso de um esquema de baixa ordem diminui
também a precisdo da aproximagdo. Na Figura 5.19 sdo comparadas as solucdes obtidas com
e sem o uso de uma aproximagéo de 2 ordem (CDS) nos pontos préximos a singularidade,
para o perfil de vy em y = 0.9, onde ja ndo ha ocorréncia de ‘overshoots’, para diferentes
tamanhos de malha.

Os pontos nas interfaces nos quais foram usados a aproximacao de menor ordem estéo
localizados a direita da interface junto a singularidade. A prépria interface ndo foi usada, pelo
fato de néo trazer bons resultados, pois suaviza 0 pico em vy e torna instavel o perfil de
velocidade vy, como pode-se ver na Figura 5.20. S&o mostrados os perfis de velocidade vy e vy
na direcéo horizontal em y = 0.95, para uma situacdo onde se toma um ponto na prépria
interface junto a singularidade e mais dois pontos a direita e outra onde apenas se toma 0s
dois pontos a direita para aproximacéo com CDS, sendo no restante aplicado o esquema
LAG34.

O
-0.05 f
E
8-01f
>
>
LAG34 30x10
-0.15 LAG34 30x20
LAG34 60x20
LAG34/CDS 30x10
LAG34/CDS 30x20
02 . LAG34/CDS 60x20
"1 -0.5 0 0.5 1

X (adim)

Figura5.19. Perfil de velocidade vy nadiregdo horizontal em y = 0.9, obtido com o esquema
LAG34 e com 0 LAG34/CDS em pontos préximos a singularidade, para diferentes malhas.
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Figura 5.20. Perfis de velocidade vy (a) e vy (b) nadirecdo horizontal emy = 0.95, obtidos com

0 esquema LAG34, usando dois pontos e mais a interface em x = 0, e somente dois pontos
com esguema CDS.

Obviamente, para uma mesma malha, quanto maior o nimero de pontos usado pelo
esguema de baixa ordem, mais dificil a ocorréncia de “overshoots’, porém, menor precisdo do
resultado obtido, pois se usa em uma maior regido a aproximacao de mais baixa ordem. Deste
modo, deve-se usar um numero de pontos gque busque 0 compromisso entre resolver o
problema de formacédo de oscilacgo e obter a aproximagdo com a melhor precisdo possivel.
Por exemplo, usando uma malha 60x10, e usando 2, 4 ou 6 pontos com aproximacdo de 2
ordem se consegue evitar o problema, como pode-se ver ao tragar o perfil de velocidade vy ao
longo da linha horizontal y = 0.95, dado na Figura 5.21.:

0.05 T T T T T

v, (adim)

o
[
T

—— Lag34 60x10 7
—©— Lag34/CDS 2p 60x10
—t— Lag34/CDS 4p 60x10
—6— Lag34/CDS 6p 60x10

-0.15 : : : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X (adim)
Figura5.21. Perfil de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.95, obtido com o esquema

LAG34 e com 0 LAG34/CDS naregido proxima a singularidade, sendo usado para este
ultimo, diferentes nimeros de pontos com aproximagao de 2% ordem .
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Figura5.22. Perfil de velocidade vy na diregcéo vertical em x = 0.6667, obtido com o esquema
LAG34/CDS, com diferentes nimeros de pontos de aproximacdo de baixa ordem.

Ao andlisar o perfil de velocidade vy em uma linha vertical ap6s a singularidade, mais
especificamente em x = 0.6667, onde praticamente ja ndo ha influéncia desta, verifica-se que
guanto maior a regido de uso do esquema de ordem inferior, mais se perde em precisdo. Para
tanto na Figura 5.22, sdo comparados os perfis correspondentes ao uso de 2, 4 e 6 pontos de
baixa ordem ap0s a descontinuidade em uma malha 60x10 com o perfil obtido em uma maha
60x40 e 2 pontos de baixa ordem. Pode-se ver que quanto menor o himero de pontos usando
0 esquema de baixa ordem, melhor a precisdo do resultado, comparando com a solucéo em
malha mais refinada. Deste modo, deve-se evitar 0 uso de aproximagdes de baixa ordem em
regides onde ndo é necessario.

Para concluir este topico, deve-se citar que deve ser usado um critério confiavel no
gual se possa saber em quais volumes serdo usadas uma aproximacdo de menor ordem, de
modo a obter a melhor solugdo possivel, sem a presenca de oscilactes. Este critério pode ser 0
CBC, definido por Gaskell e Lau (1988), ja comentado no Capitulo 2. Neste trabaho, o
objetivo é de apenas verificar que a producdo de solugbes ndo limitadas com o uso dos
esquemas de interpolacdo usados pode ser evitada com 0 emprego desta técnica. Um esquema
tipo HRS (High-Resol ution-Scheme) pode entdo ser derivado a partir destas idéias, sendo isto
objeto de um estudo futuro.

5.1.4. Perfis nadirecdo vertical (y)

O objetivo neste item é a comparagdo dos esquemas QUICK e Lagrange de 3 ordem,
com uso de diferencas centrais de segunda ordem em pontos préoximos a singularidade
(QUICK/CDS e LAG34/CDS), levando em conta a precisdo dos resultados e o esforgo
computacional necessario. Para tanto, sd0 apresentados os perfis de vy, vy € p, obtidos para
diferentes tamanhos de malha. Perfis de velocidade vy na linha vertical dada por x = 0.6667
sd0 mostrados na Figura 5.23. Perfis de velocidade vk e de pressdo na mesma linha, séo



80 CAPITULO5- RESULTADOS PARA FLUIDOSNEWTONIANOS

mostrados na Figura 5.24 e na Figura 5.25, respectivamente. Os perfis sdo apresentados de
duas maneiras. 0 mostrado no lado esquerdo corresponde a curva completa, e o do lado
direito, uma ampliacdo em uma regido importante da curva de modo a visualizar melhor a
precisdo de cada solucdo dada.

1 ; ; ; o 0.7 T T T T T

0.8f 06p

—

AL —%— LAG34/CDS 2p 60x10
~ 06} £ 0.5 Vi/a —&— LAG34/CDS 2p 60x20 |1
£ —— LAG34/CDS 2p 60x10 | | 5 o LAGIAICDS 2p 6040
< 4~ LAG34/CDS 2p 60x20 | | & 5 -8 QUICK/CDS 2p 60x20
> 04} TS~ LAG34/CDS 2p 60x40 | > 0.4 QUICK/CDS 20 60x40 |

—+— QUICK/CDS 2p 60x10 p
—&— QUICK/CDS 2p 60x20
QUICK/CDS 2p 60x40
0.2f g 031 —~ 1
’\\'\K""\é\ \¢\
O 5
0 : : : e O] 02 I I I ' r
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 -0.08 -0.075 -0.07 -0.065 -0.06 -0.055 -0.05
v, (adim)

vy (adim)

Figura 5.23. Perfis de velocidade vy em x = 0.6667, obtidos com os esquemas LAG34/CDS e
QUICK/CDS para diferentes tamanhos de malha.
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Figura5.24. Perfis de velocidade v, em x = 0.6667, obtidos com os esquemas LAG34/CDS e
QUICK/CDS para diferentes tamanhos de malha.

Pode-se ver nestas figuras que com o esquema LAG34/CDS, a solugdo na maha
60x20 € praticamente a mesma obtida na malha 60x40. As solucdes obtidas com o
QUICK/CDS, tendem &s obtidas com o esgquema LAG34/CDS na medida em que se refina a
malha, sendo que mesmo com uma malha 60x40 ndo se consegue a mesma solucéo obtida em
uma malha 60x20 com o0 LAG34/CDS. Isto era de se esperar, visto que a aproximagdo para o
LAG34/CDS é de maior ordem comparado ao QUICK/CDS, tanto na aproximacédo dos fluxos
advectivos quanto difusivos.
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Figura5.25. Perfis de pressdo em x = 0.6667, obtidos com os esquemas LAG34/CDS e
QUICK/CDS para diferentes tamanhos de malha.

Em relacdo aos tempos computacionais exigidos, praticamente ndo houve diferenca
entre 0 UsO de um ou outro esquema para um dado tamanho de maha, sendo assm, o
esguema LAG34 é mais indicado para 0 uso na resolucdo dos problemas. Deve-se citar que,
em aguns casos, 0 tempo computacional exigido com o uso do esgquema LAG34 foi
consideravelmente menor. Se levar em conta o fato de que para se obter um resultado da
mesma precisdo do obtido com o esgquema LAG34, com o esquema QUICK, é necessario uma
malha mais refinada, entdo a superioridade deste primeiro é ainda mais explicitada. Na Tabela
5.1 sGo mostrados os tempos computacionais para a obtencdo da solucdo em diferentes
malhas, com o uso dos esguemas LAG34 e QUICK. Estes tempos foram adimensionalizados
pelo tempo levado pela resolucdo em uma malha 30x10 com o esquema QUICK, que foi de
7s. O computador usado nas simulagdes foi um PC Pentium 4 1.7MHz.

Tabela5.1. Tempos computacionais relativos para obtencdo da solugdo em diferentes malhas,
tendo Nvar varidveis em cada malha, com o uso dos esquemas LAG34 e QUICK

Malha Nvar tLaG3a touick
30x 10 900 1.1 1.0
60 x 10 1800 4.0 3.9
30 x 20 1800 7.0 8.4
60 x 20 3600 24.1 34.5
60 x 40 7200 151.4 230.8

Pode-se ver que nas malhas mais grosseiras 0s tempos sdo praticamente idénticos. Nas
malhas mais refinadas, o tempo com o uso do QUICK é maior devido ao fato de requerer um
nimero maior de iteracbes do método de Newton. Estes tempos sdo consideravelmente
elevados, e se devem ao fato de ser usado um método direto para solugdo dos sistemas
lineares.
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5.2. Escoamento “ Stick-Slip”

Este problema é similar ao tratado anteriormente, sendo que o escoamento ocorreria
no sentido contrario, ou seja, o fluido escoa entre duas placas paralelas (“stick”) e subitamente
encontra uma superficie livre de cisalhamento (“dip”). As dificuldades se repetem neste
problema. Uma representacéo esquemética da geometria € mostrada na Figura 5.26

b S e " W, W .

]Z‘

w
. -
o " i)

X L L.

W

Figura 5.26. Representacdo esquematica do escoamento “ stick-dlip”.

A caracteristica principal deste escoamento € andloga a do escoamento “dip-stick”, ou
sgja, h4 a presenca de uma singularidade na saida das placas, caracterizada pela brusca
mudanca de condic¢éo de contorno.

As condi¢cdes de contorno usadas sdo totalmente andlogas as do problema anterior,
exceto a condicdo de entrada, que neste caso corresponde ao perfil de velocidade para
escoamento plenamente desenvolvido. O comprimento horizontal antes da singularidade €
dado por L; = 3, o comprimento horizontal ap6s a singularidade é L, = 7 e 0 comprimento na
direcéo vertical € H = 1. Os valores caracteristicos para a adimensionalizacéo das equacdes e
variaveis sdo 0s mesmos do problema anterior. Foi considerado um nimero de Reynolds igual
a10.

Anaogamente ao problema anterior, as posicdes x e y adimensionais sdo tomadas a
partir do ponto sobre a linha de simetria horizontal (y = 0) e da saida das placas (x = 0). No
contorno superior tem-sey = 1.

Foram utilizadas malhas uniformemente espacadas, em diferentes tamanhos. 30x10
(nimero de volumes na diregdo X ey, respectivamente), 30x20, 60x10, 60x20 e 60x40.

Os conjuntos de aproximagdes usados foram os mesmos do problema anterior. Neste
item, apresentase 0s resultados obtidos com a metodologia e comparar novamente o
desempenho do uso dos esquemas.
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5.2.1. Curvas de nivel

As curvas de nivel das varidveis para este problema, sGo mostradas na seqiiéncia, da
Figura 5.27 até a Figura 5.30. Estas foram obtidas com o esquema LAG34 em uma maha
60x10.

0.936
0876
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0.746
0 G496
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0516
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0396
0336
0275
0.215
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0.095
0.035

[ ]

Figura5.27. Curvas de nivel para funcéo corrente no escoamento “stick-dip” (L = 10, H = 1).
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Figura5.28. Curvas de nivel para velocidade vx no escoamento “stick-dlip” (L = 10, H = 1).

A partir destas figuras, pode-se visualizar as caracteristicas principais do escoamento.
Pela funcdo corrente, pode-se ver que apos a saida das placas o fluido tende a se distribuir de
forma uniforme, devido a imposicdo da condicdo de dedizamento (simetria) nos dois
contornos.

Nas curvas de velocidade vy, dadas na Figura 5.28, h4 uma mudanca brusca junto a
juncdo, visto que a velocidade é extremamente baixa junto a parede, e a0 encontrar a
superficie livre tende a aumentar significativamente. Para vy, (Figura 5.29), percebe-se que
também h& uma mudanca repentina junto a singularidade, o que reflete a distribuicdo do
fluido na secéo posterior a esta.
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Figura5.29. Curvas de nivel para velocidade vy no escoamento “stick-slip” (L = 10, H = 1).
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Figura 5.30. Curvas de nivel para pressdo no escoamento “stick-dlip” (L = 10, H = 1).

Para a pressdo, cyas curvas sdo mostradas na Figura 5.30, h& uma significativa queda
préximo a juncdo, sendo que esta tende a aumentar um pouco apos o fluido passar por esta
regido, até atingir um valor constante.

5.2.2. Perfis nadirecao horizontal (x)

Nas sequéncia, da Figura 5.31 até a Figura 5.34 sdo mostrados aguns perfis de
variaveis na direcdo horizontal, para y = 0.9, obtidos com os dois esquemas em questdo e
diferentes tamanhos de malhas.
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Figura5.31. Perfis de velocidade vy na diregdo horizontal em y = 0.9, obtidos com os
esguemas QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha.
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Figura5.32. Perfis de velocidade vy nadiregéo horizontal em y = 0.9, obtidos com os
esquemas QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha.
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Figura 5.33. Perfis de pressdo na direcdo horizontal em y = 0.9, obtidos com os esquemas
QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha.

Nestes gréficos pode-se ver que ha variagbes severas junto a regido de transicéo,
semelhante ao que ocorre no problema anterior, e como ja visto nas curvas de nivel mostrada
no item anterior.

t (adim)

_5 Il r r

X (adim)

Figura 5.34. Perfis de tensdo tyy , tyy, txy € nadiregdo horizontal em y = 0.9, obtidos a partir do
campo de velocidades calculado.

Os resultados obtidos pelos esquemas usados sao muito semelhantes entre si. Porém, a
andlise mais detalhada, nas regibes de maior variagdo, mostra que ha diferencas quanto as
aproximacoes. Para exemplificar, € mostrada na figura seguinte, o0 mesmo perfil mostrado na
Figura5.32, para a velocidade vy, porém focado na regido proxima a singularidade.



5.2 - ESCOAMENTO “STICK-SLIP” 87

0.1p —— QUICK 60X10
—B— QUICK 60X20
0.09t v QUICK 60X40
—— LAG34 60X10
0.08F —— LAG34 60X20
LAG34 60X40
£ 0.07¢
=
— 0.061
>
>
0.05F
0.04r
0.03f
-0.5 1

X (adim)

Figura 5.35. Perfis de velocidade vy nadiregdo horizontal em y = 0.9, paraaregido proximaa
singularidade, obtidos com os esquemas QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha.

Pode-se ver que, ao contrario do que poderia se pensar visualizando a Figura 5.32, ha
diferenca entre os resultados obtidos para cada esquema. As solugdes obtidas com o esquema
LAG34 sdo quase 0s mesmos para as mahas estudadas, enquanto para as solugdes obtidas
com o esquema QUICK, pode-se observar que, com o refinamento da malha, a solucéo tende
a solucao obtida com o esquema LAG34.

Em relacdo a0 escoamento “dlip-stick”, ha uma diferenca a ser considerada nos
resultados, que é a auséncia de “overshoot” ou ‘undershoot” nas solucfes. Desta forma ndo
foi necessario utilizar aproximacéo de ordem reduzida na regido junto a singularidade. Mesmo
assm foram obtidos resultados com esta técnica, e verificou-se que as solugdes sao
praticamente as mesmas, sendo melhores com o uso do esgquema original nha forma pura.

5.2.3. Perfis nadirecao vertical (y)

Como visto nos resultados mostrados até agora, o esquema LAG34 tem se mostrado
superior em relacdo ao esquema QUICK. Esta superioridade € ressaltada ao observar os
resultados obtidos para os perfis na direcdo vertical para as diferentes variavels, dados da
Figura5.36 até a Figura 5.38.



88

CAPITULO5- RESULTADOS PARA FLUIDOSNEWTONIANOS

1 T
—&— QUICK 60X10
—B- QUICK 60X20
—— QUICK 60X40
0.8r — AG34 60X10 |
—o— LAG34 60X20
LAG34 60X40
~ 0.6
E
©
&
> 0.4F
0.2f
0
0.6 1.4

v, (adim)

Figura5.36. Perfis de velocidade vy na direcéo vertical em x = 0.6667, obtidos com os
esguemas QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha

\?\el\, T T T
H\v\ﬁ
0.8
—o— QUICK 60X10
—~ 0.6} | = Quick 60x20
£ —% QUICK 60X40
T —— LAG34 60X10
— —— LAG34 60X20
> 04t LAG34 60X40
0.2f
= . , . .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
vy (adim)

Figura5.37. Perfis de velocidade vy na diregéo vertical em x = 0.6667, obtidos com os
esguemas QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha
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Figura 5.38. Perfis de pressdo na diregéo vertical em x = 0.6667, obtidos com os esquemas
QUICK e LAG34 em diferentes tamanhos de malha.

Como no item anterior, fica dificil ressatar as diferencas entre as solucfes obtidas.
Para ter uma melhor visualizagdo da diferenca entre as solugdes, € mostrada na Figura 5.39,
apenas aregido de maximo do perfil de velocidade vy que é dado na Figura 5.37.
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Figura 5.39. Perfis de velocidade vy na diregéo vertical em x = 0.6667, para aregido proximaa
y = 0.6 (regido de maximo) obtidos com os esquemas QUICK e LAG34 em diferentes
tamanhos de malha.

Pode-se ver que as solugdes obtidas com o esquema LAG34 sdo praticamente
independentes da malha utilizada. Ja as solucbes obtidas com 0 esquema QUICK ndo tém a
mesma qualidade, e se aproximam da solucdo dada pelo esquema LAG34 de acordo com o
aumento do nimero de pontos na diregéo y.
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Os tempos computacionais utilizados nas simulagbes, foi da mesma ordem de
grandeza que os utilizados na resolucéo do problema anterior (escoamento “dip-stick”), para
uma mesma malha

5.3. Escoamento em cavidade quadrada

O escoamento em uma cavidade quadrada sob acdo de uma placa dedlizante no topo,
conhecido na literatura como “lid-driven”, se caracteriza pela grande recirculacéo de fluido e
pela formacdo de vortices nas extremidades, especialmente sob nimeros de Reynolds mais
elevados. Uma representacdo esquemética da geometria deste escoamento € mostrada na
Figura 5.40.

S80 aplicadas condicdo de ndo dedizamento em todos os contornos, sendo a
velocidade nula em todas as paredes, exceto na placa que desliza a uma velocidade constante
V.

Os comprimentos nas direcdo x ey, sdo iguais e dados por L = 1, sendo este o proprio
comprimento caracteristico. A velocidade caracteristica € dada pela velocidade V com qual a
placa superior se move.

V=N

X

—_—

RN N WY

e Vi s W, T Y

1_11 MO R NN N NN

X L

Figura 5.40. Representacdo esquematica do escoamento em cavidade quadrada.

S8o utilizadas diferentes malhas, uniformemente espacadas, com 0 mesmo ndmero de
volumes nas duas diregdes. Os tamanhos utilizados foram de 10x10, 20x20, 30x30, 40x40 e
50x50.

O objetivo deste problema é comparar as solucdes obtidas com o uso dos esquemas de
4% ordem de Lagrange (LAG44) e de Padé (PADE44) para aproximagado dos fluxos advectivos
e difusivos. Desta forma, é usada nos dois casos a metodologia de alta ordem baseada nos
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valores médios, e para a aproximacao dos termos ndo lineares a aproximacdo de alta ordem
apresentada no item 4.2.3.

Para tracar os perfis, foi usado um nimero maior de pontos em relacéo aos usados na
aproximagdo, sendo estes valores obtidos pelo processo de deconvolugdo descrito no
Apéndice 3, para uma precisio de 4% ordem.

5.3.1. Curvas de nivel para Re =400

Em primeiro lugar, sdo mostradas as curvas de nivel para a fungdo corrente,
velocidades na direcdo X e y e pressao, para 0 escoamento em cavidade com um ndmero de
Reynolds igual a 400. Foi usada uma malha 40x40 e o esquema LAG44 para a obtencdo das
solucdes. Estas séo dadas na seqiiéncia, da Figura 5.41 até a Figura 5.44.

Nas curvas de nivel para a funcdo corrente, pode-se observar o padréo do escoamento
na geometria em questdo. O fluido sofre recirculagdo na cavidade sob a acéo da placa
superior, no sentido hor&rio. Ha formagdo de dois vortices secundarios nas extremidades
inferiores, sendo o do canto direito o de maior intensidade.
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-4 4 00E-04

Figura5.41. Curvas de nivel para funcdo corrente no escoamento em cavidade (Re = 400).
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Figura5.42. Curvas de nivel para velocidade vk no escoamento em cavidade (Re = 400).
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Figura5.43. Curvas de nivel para velocidade vy no escoamento em cavidade (Re = 400).

Andisando as curvas para a velocidade vy, verificase que ha duas regides de maior
valor em modulo. Uma delas, proxima a placa que se move, e a outra logo abaixo a linha
central, no sentido oposto ao da placa, refletindo o movimento de circulagdo de fluido que
ocorre.

Fato similar ocorre para a velocidade vy, onde cada um dos valores maximos em
maodulo se ddo em diferentes lados da cavidade divididos por uma linha vertical central. Para
avelocidade na direcéo positiva (no eixo y) tem-se o lado esquerdo, e para a direcdo negativa,
o lado direito.
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Figura5.44. Curvas de nivel para pressdo no escoamento em cavidade (Re = 400).

Pode-se ver assim que os perfis de velocidades vy e vy nestas regifes séo
representativos na caracterizagdo do escoamento. Deste modo, costuma-se utilizar na
literatura, o perfil de velocidade vy na linha vertical central (x = 0.5) e o perfil de vy na linha
horizontal central (y = 0.5) para testar metodologias numéricas e efetuar comparagdes entre
solucdes obtidas.

Outro tipo de comparagdo que pode ser feita € baseada no valor destas velocidades
minimas e/ou maximas, assim como no valor das coordenadas x € y no ponto onde este
maximo/minimo ocorre.

Comparacles nestes estilos, baseadas na metodologia em questdo, sdo mostradas nos
itens seguintes.

5.3.2. Comparacdes das velocidades maximas nas linhas
centrais horizontal e vertical para Re =100

Neste item sdo feitas comparactes entre solucdes obtidas pela metodologia em questéo
e solugdes obtidas por outros autores, que usam metodologias diferentes e também diferentes
tipos de malha, para um nimero de Reynolds igual a 100.

Para esta comparacéo, sdo usados os resultados de Botella e Peyret (1998), o qual usa
um método (espectral) de colocacdo de Chebyshev; de Ghia et a. (1982), que usa 0 método
de diferencas finitas e uma técnica “multigrid”; de Deng et a. (1994), que usa 0 método dos
volumes finitos; de Bruneau e Jouron (1990).
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Na Tabela 5.2 sGo mostrados os resultados da literatura, referentes as referéncias
citadas acima, para a velocidade minima vk na linha vertical central e o ponto correspondente
no eixo y, e para as velocidades vy maxima e minima na linha horizontal central, e os pontos
correspondentes no eixo x. Sdo citadas também o tamanho das malhas utilizadas para a
obtenc&o das soluges.

Os resultados obtidos com a metodologia em questéo, sGo mostrados entdo na Tabela
5.3 para 0o esquema LAG44 e na Tabela 5.4 para o esquema PADE44.

Pode-se ver que as solucdes obtidas pela metodologia estdo mais proximas das
solucdes apresentada por Botella e Peyret (1998), que usa uma metodologia de alta preciséo,
baseada em um método espectral, e as solucdes apresentadas por Deng et al. (1998), obtidas
por extrapolagdo de Richardson. Comparados aos resultados obtidos por Ghia et al. (1982) e
por Bruneau e Jouron (1990), pode-se ver que as solucdes obtidas sdo melhores, mesmo em
malhas muito mais grosseiras comparadas as usadas por estes (129x129), considerando a
solucdo dada por Botella e Peyret (1998) a mais correta.

Tabela5.2. Valores das velocidades minimas e maximas (vx min, vy min, vy max) nas linhas
centrais e coordenadas (y min, x min, X max) correspondentes, para trabalhos da literatura.

Botella Ghia | Bruneau Deng_

malha 48x481 | 120x129 | 129x129 | extrap?
ymin | 04581 | 04531 | 04531 -
v_min | -0.2140 | -0.2109 | -0.2106 | 0.2141
x mn | 08104 | 08047 | 08125 -
v, min | -0.2538 | -0.2453 | -0.2521 | -0.2540

X Mmax 0.2370 0.2344 | 0.2344 -
v, max | 0.1796 0.1753 | 0.1786 | 0.1795

1 o resultado foi obtido com malhas de diferentes tamanhos, sendo com uma malha 48x48 se obtém a mesma
qualidade de uma malha 96x96, e com 32x32 se consegue uma sol ug&o quase idéntica a estas. 2 resultado obtido
por extrapolagdo de Richardson.

Tabela5.3. Valores das velocidades minimas e maximas (vx min, vy min, vy max) nas linhas

centrais e coordenadas (y min, x min, X max) correspondentes, obtidos com o esquema
LAG44.

LAG 44 20x20 30x30 40x40 50x50
y min 04562 | 0.4583 | 0.4578 | 0.4575
v, min | -02129 | -0.2136 | -0.2138 | -0.2139
X min 0.8094 | 0.8104 | 0.8109 | 0.8100
v, min | -02526 | -0.2536 | -0.2537 | -0.2537

X max 0.2344 | 0.2375 | 0.2375 | 0.2375
vymax [ 01798 | 0.1794 | 01794 | 0.1794
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Tabela 5.4. Vaores das velocidades minimas e maximas (vyx min, vy min, vy max) nas linhas

centrais e coordenadas (y min, X min, X max) correspondentes, obtidos com o0 esquema
PADE44

PADE 44| 20x20 [ 30x30 | 40x40
y min | 04562 | 0.4583 | 0.4578
v, min | -0.2144 | -0.2143 | -0.2142
X min | 0.8094 [ 0.8104 | 0.8109
v, min | -0.2534 | -0.2541 | -0.2540

X max 0.2344 0.2375 | 0.2375
v, max | 0.1808 0.1801 | 0.1798

Comparando as solugdes obtidas pelos dois esquemas usados, pode-se ver que séo de
mesma qualidade, sendo os valores obtidos, muito préximos entre si. Um dos esquemas leva a
um melhor resultado que o outro em alguma(s) das aproximacoes, e vice-versa. No proximo
item, pode-se ver que com o aumento do nimero de Reynolds, comecam a surgir diferencas
entre as aproximacdes com os distintos esgquemas.

5.3.3. Comparacdes dos perfis centrais para Re =400

Neste item sdo comparados & perfis vertical central de velocidade vy e horizontal
central de velocidade vy, obtidos com os esquemas PADE44 e LAG44, para um nimero de
Reynolds igua a 400. De forma a ilustrar as soluges obtidas, s5o mostrados os perfis de

forma completa na Figura 5.45 , para qua se utilizou uma malha 40x40 e 0 esquema
PADE44.
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Figura 5.45. Perfil de velocidade vy vertical central (a) e perfil de velocidade vy horizontal
central (b) para Re = 400.



96 CAPITULO5- RESULTADOS PARA FLUIDOSNEWTONIANOS

N&o foram tracados perfis obtidos com os diferentes tamanhos de maha porque,
visualizando-os como um todo, ndo trazem muita informacdo em relacdo a precisdo obtida,
como pode ser visto nos exemplos apresentados no item 5.2. Na sequéncia séo mostradas
comparagoes entre as solucdes obtidas a partir de uma ampliagcdo nas regides de velocidades
maximas e minimas (ou maximas no sentido negativo). As diferentes solucdes obtidas para o
perfil vertical central de vx s0 mostradas na Figura 5.46, destacando a regido de velocidade
méxima em modulo. E feito o mesmo para o perfil horizontal central de vy, destacados nas
regides de velocidade maxima e minima, na Figura 5.47 e na Figura 5.48, respectivamente.
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Figura5.46. Perfis de velocidade vy vertical central obtidos com os esquemas LAG44 e
PADE44 para diferentes malhas, proximo ay = 0.3 (regido de maximo).
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Figura5.47. Perfis de velocidade vy horizontal central obtidos com os esquemas LAG44 e
PADE44 para diferentes malhas, proximo ax = 0.25 (regido de méximo).
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Figura 5.48. Perfis de velocidade vy horizontal central obtidos com os esquemas LAG44 e
PADE44 para diferentes tamanhos de malha, proximo ax = 0.85 (regido de velocidade
minima).

Pode-se ver por estes resultados, que o esquema PADE44 leva a solugbes muito
similares em malhas 30x30 e 40x40. Ao observar a solucdo dada por uma malha 20x20,
percebe-se que com o refinamento da malha a solugdo avanca rapidamente em direcdo a
solucdo correta.

Com o esguema LAG44, as solucdes obtidas tendem a solucéo obtida com o esquema
PADE44, sendo que a aproximagdo melhora com o refinamento da malha, porém mesmo com
uma malha 50x50 ndo se consegue chegar a solugdo obtida em uma maha 30x30 com o
esquema PADE44.

No entanto, a grande desvantagem do esquema PADE44 é o ato tempo computacional
necessario na resolucdo das equagdes, pelo fato de se trabalhar com matrizes densas. O
esguema LAG44 resulta em uma matriz esparsa com dominancia diagonal, sendo desta forma
necessario menor esfor¢o computacional comparado a situacdo citada acima.

Para se ter uma idéia, a razéo entre 0s tempos necessarios para a obtencdo da solucdo
com o esguema PADE44 em uma maha 30x30 e com o esquema LAG44 em uma malha
50x50 € de 4, ou sgja, a aplicacdo do esquema PADE44 leva a tempos computacionais muito
maiores. Assim, se levarmos em conta 0s dois aspectos, tempo computacional e precisdo, 0
uso do esquema LAG44 se mostra mais vants 0so.

Porém, pode-se investir na melhoria do método numérico quando usar o esguema
compacto, de modo a melhorar a eficiéncia da aplicacdo deste. Um exemplo é aplicacdo de
um meétodo iterativo com pré-condicionamento, de modo a tornar mais rdpida a solucéo do
sistema linear.
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5.4. Conclusodes

Neste capitulo foram resolvidos trés problemas usando a metodologia descrita no
capitulo anterior. A partir dos resultados obtidos, foi possivel tirar muitas conclusoes.

O primeiro ponto estudado foi a ocorréncia de solugdes oscilatdrias para a pressao,
fato que ocorre com 0 uso do arranjo desencontrado. Foi visto que isto ocorre somente quando
se usa esquemas centrados na aproximacdo das variaveis. Para solucionar este problema foi
proposta a utilizacdo de um esquema de ordem impar na aproximagdo das variaveis, e foi
verificado que as solucfes obtidas sdo totalmente i sentas destas oscil acoes.

Pelos dois primeiros problemas pode-se ver que o uso da metodologia baseada em
valores médios, com o esguema de Lagrange de 3% ordem na aproximacdo dos fluxos
advectivos médios e com o de Lagrange de 4 ordem na aproximacdo dos fluxos difusivos
médios, foi muito superior em relacdo a qualidade das solucdes obtidas, comparado a
metodologia convencional, na qual, para se exemplificar, utilizou-se o esquema QUICK na
aproximagdo dos fluxos advectivos médios e de diferencas centrais de 2* ordem na
aproximacao dos fluxos difusivos médios. 1sso era esperado, pelo fato de se ter aproximagoes
de maior ordem, porém o que foi verificado € que o tempo computacional para a obtencéo das
solugdes € praticamente equivaente, considerando uma mesma maha. Se for comparada
solugdes de mesma qualidade, na qual se necessita de uma malha mais refinada com o uso da
metodologia convencional, o uso da metodologia de alta ordem se mostra ainda melhor.

No escoamento “dlip-stick”, verificou-se que houve problemas em relacdo a
aproximacdo das variaveis junto a descontinuidade, o que € comum guando se empregam
esquemas de alta ordem na aproximacdo das varidveis. Para evitar isto, foi proposta a
utilizacdo de um esguema de menor ordem em pontos proximos a singularidade, e verificou-
se que este problema foi resolvido. Verificou-se também que o nimero de pontos usados deve
buscar o equilibrio, entre evitar a formacéo de solucbes oscilatorias e obter a solugdo com a
maior precisdo possivel, ou sgja, usando o nimero minimo possivel de pontos com redugédo de
ordem na aproximacao. Para tanto, é recomendado a utilizacdo de um critério para a definicéo
de quando usar ou ndo o esquema de menor ordem. Este critério pode ser o CBC de Gaskell e
Lau (1988), e baseado neste, pode-se criar um esquema tipo HRS envolvendo a metodologia
citada.

Para 0 escoamento “stick-dlip” este problema ndo ocorreu, conseguindo-se boas
solugdes sem a necessidade de empregar a técnica citada acima.

Desta forma, é recomendada a utilizacgdo da metodologia de ata ordem, mais
especificamente com o esquema LAG34, naresolugdo do escoamento de fluidos newtonianos,
devido as vantagens trazidas, mostradas neste capitulo. No capitulo seguinte, esta
metodologia é empregada na resolucéo de problemas envolvendo o escoamento de fluidos
viscoel asticos.
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O problema do escoamento em cavidade serviu para comparar a metodologia de ata
ordem com resultados da literatura, obtidos por diferentes métodos. O que se concluiu € que
0s resultados apresentam boa concordancia com os apresentados por Botella e Peyret (1998),
gue usaram um método espectral de colocacdo de Chebyshev, ou sgja, um método de ata
precisdo, em diferentes malhas e com os apresentados por Deng et a.(1994), que utilizou um
método de volumes finitos e a técnica de extrapolacdo de Richardson para obtencdo dos
valores. Considerando que estas soluces sG0 as mais corretas, as solucdes obtidas em uma
malha 30x30 foram muito superiores as obtidas por Ghia et a. (1982) e Bruneau e Jouron
(1990), ambas usando uma malha 129x129.

Este problema foi usado também para comparar os esquemas de Lagrange de 4° ordem
e de Padé de 4' ordem na aproximacdo dos fluxos advectivos e difusivos médios. Para o
problemaem Re = 100 ndo houveram diferencas significativas entre os resultados obtidos.
Para um numero de Reynolds mais elevado, como se viu para Re = 400, o esquema de Padeé se
mostrou superior a0 Lagrange, sendo que a solugdo obtida em uma maha 30x30 com o
esquema Padé se mostrou superior a solucéo obtida em uma maha 50x50 com o esguema
Lagrange. Porém, o uso do esquema Padé tem o0 inconveniente de aumentar
consideravelmente o tempo computacional, o que torna praticamente inviavel a sua aplicacéo
na solucdo de problemas em malhas mais refinadas, a ndo ser que se utilize um método
iterativo com pré-condicionamento, que torne a resolucéo dos sistemas lineares das equactes
discretizadas mais eficiente.






Capitulo 6 Resultados para Fluidos
Viscoeléasticos

No capitulo anterior foram mostrados resultados para problemas envolvendo fluidos
newtonianos em duas geometrias distintas. Foi possivel avaliar muitos aspectos da
metodologia, e as conclusdes tiradas foram apresentadas ao final do capitulo.

Baseado nestes resultados, € proposta a utilizagdo do esquema LAG34 nas
aproximagdes para os problemas envolvendo escoamentos de fluidos viscoelasticos.
Relembrando, o esgquema LAG34 corresponde ao uso do esquema de Lagrange de 3 ordem
para aproximacado dos fluxos advectivos e Lagrange de 4* ordem para aproximacdo dos fluxos
difusivos. E usada ainda a metodologia de aproximacdo dos termos ndo lineares descrita no
item 4.2.3, sendo que estes passam a ter grande importancia nos problemas deste capitul o.

S80 mostrados entdo, neste capitulo, resultados para escoamentos de fluidos
viscoelasticos, utilizando a metodologia proposta. Como ja dito, sdo usadas duas equactes
constitutivas, que séo o modelo de Oldroyd-B e o modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado
(SPTT).

Os problemas estudados foram o escoamento de saida de placas paraelas para
superficie livre de cisalhamento (“stick-dip”), sendo os resultados apresentados no item 6.1, e
0 escoamento em uma contragdo plana, tratado no item 6.2. Ao final, sGo mostradas as
conclusdes tiradas referentes a estes problemas.

Neste capitulo, quando se fala em tensdes, representadas pelas componentes tj; do
tensor das tensdes, na verdade se refere apenas a contribuicdo polimérica na tensdo total, dada
por t"; j» Visto que estas sfo varidveis dependentes do problema
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6.1. Escoamento “Stick-Slip”

A descricdo deste problema foi feita no item 5.2, visto que este foi estudado também
para fluidos newtonianos. Este pode ser encarado como uma primeira aproximacdo do
processo de extrusdo, no qual o fluido escoa por uma matriz, saindo desta para uma superficie
livre. Porém, como é sabido, para fluidos poliméricos ocorre um fendmeno chamado de
inchamento do extrudado (“die-swell”), no qual a se¢éo vertical do escoamento aumenta em
tamanho ap0s a saida da matriz, devido a elasticidade do fluido. No problema em questéo,
este fenbmeno ndo é levado em conta, mas existem muitos trabalhos nas literatura que
resolvem este problema (secéo de inchamento) juntamente com o escoamento que precede a
saida

Como visto no capitulo anterior, este problema apresenta dificul dades na sua resolucéo
numeérica, que consiste na aproximacdo das variaveis na regido proxima a singularidade. No
caso de fluidos viscoel &sticos, este problema é mais grave ainda, visto que as componentes do
tensor das tensbes poliméricas passam a ser variavels dependentes, e devem entdo ser
aproximadas. Estas tensbes apresentam atos valores, em especia nas regifes proximas a
singularidade e, além disso, os gradientes também sd0 muito severos nesta regido, sendo estas
caracteristicas t8o mais acentuadas quanto maior a elasticidade do fluido, refletidas pelo
nimero de Weissenberg.

6.1.1. Perfis desenvolvidos

Antes de resolver o problema em questdo, foi resolvido o escoamento na parte da
geometria referente apenas a regido anterior a singularidade, que € o escoamento entre placas
paralelas, usando o modelo de Oldroyd-B. O objetivo era verificar a qualidade da
aproximacdo de alta ordem do perfil de tensbes desenvolvido.

Para o fluido de Oldroyd-B, o perfil de tensdo normal t € uma equagdo de 2° grau no
comprimento, e € dependente do nimero de Weissenberg, 0 que ndo ocorre para os perfis de
tensdo de cisahamento e velocidade na direcdo x. Deste modo, este foi calculado para
diferentes nimeros de Weissenberg e, para qualquer valor usado, foi obtido o perfil exato. Na
Figura 6.1. sGo mostrados alguns perfis obtidos, considerando a viscosidade hg = 0.5 na
equacdo constitutiva.
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Figura6.1. Perfis de tensdo normal tyx no escoamento plenamente desenvolvido para
diferentes nimeros de Weissenberg, usando o modelo de Oldroyd-B.

Pode-se ver que quanto maior o nimero de Weissenberg, maior o valor da tenséo,
assim como 0 seu gradiente na direcdo y. Para visualizar melhor os perfis para mais baixos
We, sd0 mostrados apenas estes na Figura 6.2.
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Figura6.2. Perfis de tensdo normal t,« Nno escoamento plenamente desenvolvido para nimero
de Weissenberg iguaisa 0.1 e 1, usando o modelo de Oldroyd-B.

Estes perfis sdo também afetados pelo valor da viscosidade hg, que reflete a
contribuicdo polimérica na viscosidade do fluido, sendo que quanto maior este valor, mais
acentuada é a caracteristica elastica e, portanto, maior a tensdo. Para visualizar este efeito, sdo
mostrados na Figura 6.3 os perfis obtidos para diferentes valores deste parametro,
considerando We = 10.
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Figura 6.3. Perfis de tensdo normal t v« no escoamento plenamente desenvolvido para nimero
de Weissenberg igual a 10 e para diferentes valores de hg , usando o modelo de Oldroyd-B.

Para 0 modelo SPTT verifica-se comportamento totalmente andlogo, sendo os perfis
obtidos muito semelhantes a estes. Uma diferenca a ser citada € a dependéncia da velocidade
Vx € da tensdo de cisalhamento com o nimero de Weissenberg, o que ndo ocorre para o
modelo de Oldroyd-B. Isto se deve ao fato da viscosidade ser constante para 0 modelo de
Oldroyd-B, e ser dependente do campo de velocidades para o modelo SPTT.

6.1.2. Efeito dos parametros das equacdes constitutivas

Neste item sdo verificados os efeitos dos parametros das equactes constitutivas usadas
nas solugdes obtidas para 0 escoamento “stick-slip”, assm como séo feitas comparagdes entre
as solugbes para cada modelo. Para tanto, a geometria considerada possui comprimentos
anterior e posterior a singularidade iguais a 6 e atura do canal igual a 1. O nimero de
Reynolds usado € igual a 0.1, o nimero de Weissenberg é igual a 0.1 e a malha utilizada é de
36x10.

NaFigura 6.4, sdo verificados os efeitos do parametro hg do modelo de Oldroyd-B no
perfil de tensdo t« ao longo dalinha horizontal em y = 0.95. Verifica-se que quanto maior hg,
maior é o valor da tensdo na regido de escoamento entre placas paralelas, o que pode ser visto
também nos perfis mostrados na Figura 6.3 (para We = 10). Verificase ainda que quanto
maior este parametro, maior o pico de tensdo, sendo que a razéo entre o valor no pico e o
valor no escoamento desenvolvido, se mantém praticamente constante para todas as situacoes,
em torno de 2.6.
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Figura 6.4. Perfis de tensdo normal t« nadirecdo horizontal em y = 0.95, para nimero de
Weissenberg igual a 0.1 e para diferentes valores de hg, referente ao modelo de Oldroyd-B.

Outro ponto a ser analisado €, que quanto maior o vaor de hg, mais dificil se torna as
aproximagoes das variaveis, visto que mais pronunciado é o efeito elastico. Para observar esta
influéncia, € mostrado na Figura 6.5 o perfil de velocidade vy horizontal para'y = 0.95, obtidos
para diferentes valores de hg, e na Figura 6.6 0 mesmo com destague na regido de saida das
placas.
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Figura 6.5. Perfil horizontal de velocidade v, paray = 0.95, We = 0.1 e diferentes valores de
he, referente a0 modelo de Oldroyd-B.
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Figura 6.6. Mesmo perfil apresentado na Figura 6.5, com destague na regido da saida das
placas, proximo a singularidade.

Pode-se ver que quanto maior o valor do pardmetro, mais dificil se torna a
aproximacao, surgindo as oscilacbes (“undershoots’) caracteristicas da aproximacéo de alta
ordem na regido proxima a singularidade. Apds esta regido, o perfil ndo apresenta problemas
de estabilidade.

O modelo de Phan-Thien-Tanner contém o mesmo parametro hg, inclusive com o
mesmo significado, e os resultados com a variagdo deste sdo totalmente analogos. Porém, este
modelo contém também o parametro e. Para verificar a influéncia deste no perfil de tensdo
normal t« horizontal, s8o mostrados na Figura 6.7, estes perfis obtidos para diferentes valores
do parametro e, sendo hg = 0.5.
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Figura6.7. Perfis de tensdo normal t x na diregdo horizontal emy = 0.95, para We= 0.1 e para
diferentes valores de e, referente ab modelo de Phan-Thien-Tanner.
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Pode-se ver gue com 0 aumento deste parametro, a intensidade do pico diminui, sendo
gue o valor da tensdo no escoamento desenvolvido também é menor quanto maior o valor do
pardmetro. A razdo entre o valor da tensdo no pico e na regido de escoamento desenvolvido
também diminui com o aumento do parametro.

O valor de e também influi no perfil de velocidades na direcdo x. Para verificar, é
mostrado na Figura 6.8 o perfil de velocidade vy na direcdo horizontal destacado na regido
proxima a singularidade. No restante do dominio, o perfil apresenta a mesma tendéncia
observada na Figura 6.5, gue corresponde ao fluido Oldroyd-B.
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Figura 6.8. Perfis de velocidade vy na direcéo horizontal em y = 0.95, para nimero de
Weissenberg igual a 0.1 e para diferentes valores de e, referente ao model o de Phan-Thien-
Tanner.

Comparando o perfil de tensdo t« na direcdo horizontal, para os dois model os, pode-se
verificar que ha diferencas entre eles. O perfil predito pelo modelo SPTT apresenta um pico
menor, assim como menor tensdo na regido de escoamento desenvolvido, para um mesmo
valor de he. Deve-se lembrar que o modelo de Oldroyd-B pode ser encarado como um limite
do modelo SPTT para e = 0, sendo que o0 aumento deste parametro suaviza o pico conforme
visto na Figura 6.7. Para visualizar estas diferencas, sdo mostrados na Figura 6.9, os perfis
obtidos para os dois modelos parahg = 0.5.

Pode-se ver que quanto maior o nimero de Weissenberg, maior a diferenca entre os
picos preditos pelos modelos, e este € o motivo pelo qual se consegue obter solucbes em
maiores nimeros de Weisseberg usando o modelo SPTT do que com o modelo de Oldroyd-B.
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Figura6.9. Perfis de tensdo normal t« nadirecdo horizontal emy = 0.95, para nimero de
Weissenberg igual a 0.1, usando os modelos de Oldroyd-B e SPTT (e = 0.25).

Outro ponto a ser ressatado € que a atura do pico, obviamente é dependente do
refinamento da malha junto a singularidade. Para verificar isto, foi obtido o perfil de tensdo
tx, com 0 modelo de Oldroyd-B para uma malha 60x10 e comparado ao perfil obtido por uma
malha 36x10, sendo os dois perfis mostrados na Figura 6.10.
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Figura 6.10. Perfis de tensdo normal t « na direcéo horizontal em y = 0.95, para niUmero de
Weissenberg igual a 0.1, usando o modelo de Oldroyd-B (hg = 0.5), para malhas 36x10 e
60x10.
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6.1.3. Dificuldade na obtencao de solugcdes em altos
nuameros de Weissenberg

Pbde-se notar que nos exemplos utilizados até agora, excetuando-se o simples
escoamento entre placas paralelas, foi considerado um numero de Weissenberg baixo.
Verificou-se, no item 6.1.1, ou mais especificamente, na Figura 6.1, que quanto maior este
nimero adimensional, maiores as tensdes no fluido e, também, maior o gradiente. No
escoamento em questdo, esta caracteristica fica ainda mais acentuada, devido aos saltos nos
perfis de tensdes junto a singularidade. Para capturar-se bem estes satos, e evitar a
propagacdo de oscilagbes devido a erros nas aproximagdes, deve-se utilizar malhas muito
refinadas junto a esta regido, como muitas encontradas na literatura (Esselaoui et al. 2000,
Moatassime e Jouron, 2001). Estas malhas geramente sdo de espacamento variavel, sendo
mais concentradas na regido junto a singularidade.

Desta forma, pelo modo que foi implementada a metodologia, a obtencdo de solucbes
a altos nimeros de Weissenberg tem um elevado custo computacional. Os esquemas foram
desenvolvidos para espacamento uniforme, de modo que para se obter uma malha refinada
junto a singularidade, deve-se refinar todo o restante da malha. Com isto o nimero de
variaveis fica muito grande, de modo que o custo computacional para solucdo dos sistemas
lineares de equacdes discretizadas torna-se proibitivo.

Isto ndo quer dizer que a metodologia ndo sirva para resolucdo de escoamentos a
maiores We, pois 0s inconvenientes citados acima podem ser facilmente contornados. Por
exemplo, pode-se derivar esquemas de aproximacdo para mahas de tamanho variavel,
baseados no mesmo principio dos desenvolvidos neste trabalho. Pode-se ainda melhorar o
desempenho da etapa de resolucéo do sistema de equagdes discretizadas, pelo emprego de um
método iterativo com um pré-condicionamento eficiente na resolucéo dos sistemas lineares,
ou pelo calculo da matriz Jacobiana de forma analitica, visto que esta é calculada atualmente
por perturbagdes, 0 que acarreta um maior custo computacional.

Na literatura, o nUmero de Weissenberg méaximo obtido neste problema é variavel para
cada caso. Como exemplos, tem-se Wemnax = 17 em Essaloui et a. (2000) e Wenax = 10 em
Moatassime e Jouron (2001), ambos com 0 uso do modelo SPTT. As malhas usadas sdo
mostradas em cada trabalho, tendo em comum o espacamento variavel e ata concentragéo de
pontos préximos a regido de interesse.

Para We = 0.1 e Re = 0.1, conseguiram-se boas solugdes, como pode ser visto nos
exemplos mostrados no item 6.1.2. Com 0 aumento deste, a solucdo passou a apresentar
oscilagbes na parte anterior a singularidade, sendo que na regido posterior nd houve
problemas. Verificou-se que com o aumento do comprimento da regido anterior, ha uma
melhora da solucdo, porém ndo suficiente para resolver o problema, apenas suavizando os
efeitos de oscilacdo. Isto provavelmente deve-se a0 maior amortecimento das oscilacoes
provenientes do pico no perfil, quando se tem maiores comprimentos.
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Desta forma, sGo mostrados na Figura 6.11, os perfis de tensdo tyx na direcéo
horizontal em y = 0.95 para diferentes nimeros de Weissenberg, obtidos com o0 modelo de
Oldroyd-B e hg = 0.5, para um nimero de Reynolds igual a 1. O comprimento anterior a
singularidade é de 12, e posterior igual a 8, e a malha usada € de 40x10. Deve-se citar, que as
oscilagbes na solugdo, como as presentes neste caso, em We = 0.25, ocorreram da mesma
forma paraWe = 0.2, quando se tinha um comprimento anterior a singularidade igual a 6.

4 T T T T

Figura6.11. Perfis de tensdo t .« na direcdo horizontal em y = 0.95 para diferentes nUmeros de
Welissenberg, usando o modelo de Oldroyd-B (hg = 0.5).
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Figura6.12. Mesmos perfis da Figura6.11, destacado na regido anterior a singularidade.

Pela Figura 6.11, verifica-se que em We = 0.25 surgem oscilaces na solugdo, o que
ndo ocorre paraWe = 0.1. Para We = 0.2, estas oscilagcBes comecam a surgir, porém com uma
menor intensidade. Para conferir melhor este comportamento, os perfis mostrados na Figura
6.11 sdo destacados na regido anterior a singularidade na Figura 6.12.
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Estas oscilacBes também ocorrem para as demais varidveis do problema. Para
exemplificar, sdo mostrados na Figura 6.13 os perfis de velocidade vx na mesma linha
horizontal, para os diferentes valores de We. Na Figura 6.14 € destacada a regido anterior a
singularidade, de modo a verificar melhor a presenca das oscilagdes.
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Figura 6.13. Perfis de velocidade vy na direcdo horizontal em y = 0.95 para diferentes niUmeros
de Weissenberg, usando o modelo de Oldroyd-B (hg = 0.5).
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Figura 6.14. Mesmos perfis da Figura 6.13, destacados na regido anterior a singularidade.

Da mesma forma gque para a tensdo, verifica-se que a solugdo em We = 0.25 apresenta
oscilagdes na solucdo, assim como em We = 0.2, porém em menor intensidade. Para We = 0.1
a solucéo é livre de oscilagOes.

6.2. Escoamento em contracao plana
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Este problema consiste no escoamento de um fluido em um duto retangular de
profundidade infinita, que sofre uma stbita diminuicéo da secéo vertical. Uma representacéo
da geometria deste escoamento € mostrada na Figura 6.15.

Y

Py

0 T W W W

Frrrersrys

N,

~

Figura 6.15. Representacdo esquemética do escoamento em contracdo plana.

Contragdes slbitas como esta sdo caracteristicas de diversas geometrias encontradas
em processos de transformacao de polimeros, tais como na extrusao e na injecao.

S80 aplicadas condigdes de simetria na secao horizontal central, sendo necessario
trabalhar apenas com metade do dominio. Nas paredes se impdem a condicdo de ndo
dedlizamento, ou sgja, velocidades nulas. Na entrada, sGo impostos perfis de velocidade vy e
de tensbes para escoamento plenamente desenvolvido. Na saida, se considera escoamento
localmente parabdlico.

Para os resultados que serdo mostrados a seguir, foi considerado um comprimento
anterior a contragdo L; = 20 e posterior L, = 15. A atura do cana antes da contracdo € de H =
3, sendo a atura do canal apds esta dada por H, = 2, ou sgja, tem-se uma razéo de contracéo
3:2. O nimero de Reynolds considerado foi de 0.1, e foram usados diversos nimeros de
Weissenberg, entre 0.1 e 0.7. Foi usado o modelo de Oldroyd-B, com hg = 0.25.

A maha usada foi de 35x15, igualmente espacada, sendo que na regido arterior a
contracdo tem-se uma malha 20x15 e na posterior uma malha 15x10.

6.2.1. Aproximacgdes junto a contracao
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A regido do escoamento préxima a contracdo é caracterizada pela presenca de altos
gradientes para as varidve's, especiamente para as componentes do tensor das tensdes. Deste
modo, as dificuldades encontradas nos problemas anteriores, para fluidos newtonianos e
viscoel sticos, repetem-se neste caso.

As solucdes encontradas com o uso do esguema LAG34 caracterizaram-se pela
presenca de “overshoots’ e “undershoots’ para os perfis, na regido proxima a contracdo. Foi
natural entdo, tentar utilizar um esguema de baixa ordem (CDS) nos pontos que se localizam
nesta regido critica, € como ocorreu no problema do escoamento ‘dip-stick”, para fluidos
newtonianos (no item 5.1), isto resolve o problema.

Assim sd0 mostradas na sequéncia, da Figura 6.16 a Figura 6.19, os perfis para
velocidade vy e para as tensdes tyy, tyy € tyy, na direcéo horizontal, em y = 1.9, obtidos pelo
esquema LAG34 e pelo esquema LAG34/CDS. Em cada figura, se tem no lado esquerdo uma
visdo completa do perfil em questdo, sendo destacada a regido onde ocorrem as oscilacoes e,
no lado direito, apenas uma ampliacdo desta regido.

Pode-se ver que em todas as situacdes mostradas, as solucdes obtidas com o esquema
LAG34 apresentaram oscilagdes, que sdo caracteristicas de aproximactes de ata ordem em
perfis com mudancas subitas. Ao aplicar um esguema de menor ordem, que foi o CDS, em
dois pontos a direita da contracdo, para a aproximacdo das variaveis, verifica-se que este
problema é resolvido. Porém, como ja dito no capitulo anterior, o ideal seria aplicar um
critério confiavel para decidir em quais pontos se usaria a aproximacdo de menor ordem,
conseguindo assim obter a solucdo com a melhor precisdo possivel.
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Figura 6.16. Perfis de velocidade vy na diregdo horizontal, em y =1.9, paraWe = 0.2, usando
os esquemas LAG34 e LAG34/CDS.
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Figura 6.17. Perfis de tensdo normal t« na direcéo horizontal, emy =1.9, para We = 0.2,
usando os esquemas LAG34 e LAG34/CDS.
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Figura 6.18. Perfis de tensdo normal tyy nadiregcdo horizontal, emy =1.9, para We = 0.2,
usando os esquemas LAG34 e LAG34/CDS.
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Figura 6.19. Perfis de tensdo de cisalhamento t,, na direcéo horizontal, em y =1.9, para\We =
0.2, usando os esquemas LAG34 e LAG34/CDS.
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6.2.2. Comparacdes paradiferentes numeros de
Weissenberg

Houve dificuldade na obtencdo de solugdes a nimeros de Weissenberg mais altos, de
forma andloga a ocorrida para o problema anterior. No caso estudado, as solucdes para We =
0.2 mostraram-se de boa qualidade, e em We = 0.5, comegcam a surgir oscilagdes, porém nao
muito significativas. Para We = 0.7 a solucdo apresenta muitas oscilagdes, e ndo foram
buscadas solucdes a valores mais altos.

Para visualizar os efeitos do aumento do nimero de Weissenberg nas solucfes, sdo
mostrados, da Figura 6.20 a Figura 6.22, os perfis horizontais de tensdes em y = 1.9, obtidos
pelo esquema LAG34/CDS.

Figura 6.20. Perfis de tensdo normal t« na direcéo horizontal, emy =1.9, para diferentes
numeros de Wei ssenberg.

Pode-se ver, na Figura 6.20, que quanto maior o nimero de Weissenberg, maior a
variagdo na tensdo normal ty, e mais dificil torna-se a aproximacdo. As solucdes para We =
0.1 e We = 0.2 sfo isentas de oscilacdes, porém em We = 0.5, comegcam a surgir oscilacdes, e
em We = 0.7, estas sG0 muito mais pronunciadas. Para visuaizar melhor a presenca destas
oscilagdes, a regido proxima a contracéo do perfil mostrado na Figura 6.20, é mostrada na
Figura 6.23.
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Figura6.21. Perfis de tensdo normal ty na dire¢do horizontal, emy =1.9, para diferentes

nuimeros de Wei ssenberg.
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Figura 6.22. Perfis de tensdo de cisalhamento ty na dire¢éo horizontal, emy =1.9, para
diferentes niUmeros de Weissenberg.
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Figura 6.23. Mesmos perfis da Figura 6.20, destacados na regido proxima a contragao.

Comportamento totalmente andlogo € verificado para os pefis das demais
componentes do tensor das tensdes. Na Figura 6.21, correspondente a tensdo normal tyy, nem
€ necessario tomar um aumento da regido proxima da contracdo para verificar a presenca das
oscilagdes. Para o perfil datensdo de cisalhamento ty, € mostrado na Figura 6.24, o perfil na
regido anterior a contracao, o qual € mostrado de forma completa na Figura 6.22.
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Figura 6.24. Mesmos perfis da Figura 6.22, destacados na regido proxima a contragao.

Para finalizar, deve-se citar que para as demais varidveis do problema teve-se o
mesmo comportamento. Para maiores nimeros de Weissenberg, deve ser aumentado também
0 comprimento anterior e posterior a contracdo, para que na regido de entrada e saida, sgjam
satisfeitas as condi¢des de escoamento plenamente desenvolvido.
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A dificuldade de obtencdo da solucdo em maiores We pode ser contornada ao
concentrar pontos da malha na regido proxima a contracéo. Como ja comentado no problema
anterior, pelo modo como foi implementada a metodologia, para se fazer um refinamento da
malha na regido proxima a contragdo, obrigatoriamente deve-se refinar todo o restante da
malha, pelo fato dos esquemas estarem restritos a espacamento uniforme. Com isto, 0 nimero
de variaveis € muito grande, tornando inviavel a resolucdo do problema. SolucBes para este
impedimentos também ja foram discutidas no problema anterior.

6.3. Conclusdes

Neste capitulo, foram mostrados exemplos de aplicacdo da metodologia proposta neste
trabalho para a solucdo de escoamentos de fluidos viscoelasticos. As solucdes obtidas para
baixos nimeros de Wei ssenberg foram plenamente satisfatorias para os problemas estudados.

Porém, teve-se dificuldades na obtencdo de solucdes para valores de We mais
elevados, sendo que os problemas estudados se caracterizavam pela presenca de atos
gradientes das variaveis em algumas regifes, que sd0 mais acentuados com o0 aumento da
elasticidade do fluido. Para tornar possivel a obtencdo de solugdes nestas situacdes, deve-se
utilizar malhas com espagamento variavel, sendo mais concentradas nas regifes de maior
variagao das variavels.

Porém, a implementacdo da metodologia usada foi baseada em aproximacdes para
malhas com espacamento uniforme. Assim, se for utilizado um nimero de pontos adequado
para uma boa aproximagdo nas regides criticas, por consequéncia, 0 niUmero de volumes em
todo o dominio ird aumentar. Com isto se torna computacionalmente proibitiva a solu¢do do
sistema de equacdes resultante.

Para contornar esta dificuldade, podem ser obtidos esgquemas de interpolacdo para
malhas com espacamento variavel, baseadas nas mesmas idéias apresentadas neste trabalho.
Além disso, para melhorar a eficiéncia da resolucdo do sistema de equacOes, pode-se
empregar métodos iterativos na resolugédo dos sistemas lineares, juntamente com o uso de uma
matriz de pré-condicionamento adequada. Outra melhoria consiste em calcular a matriz
jacobiana de forma analitica, visto que nos exemplos mostrados, esta matriz é calculada via
perturbacdo das variaveis.

Finalmente, a implementacdo realizada neste trabalho poderia ser aproveitada em um
esquema de blocos multiplos, ou multiblocos (Maliska, 1995), onde o dominio é dividido em
sub-dominios (ou blocos), cada qual com uma maha uniforme, mas com espacamentos
diferentes para cada um. Para tanto, bastaria implementar o equacionamento de conex&o entre
os blocos que compde o dominio. Isto permitiria também a utilizacdo da metodologia em
geometrias mais complexas.



Capitulo 7 Conclusdes e sugestdes para
trabalhos futuros

7.1. Conclusdes e sugestoes

Foi proposta neste trabalho, uma nova metodologia para a solugdo das equagOes
governantes do escoamento de fluidos viscoelasticos, usando equacBes constitutivas
diferenciais. Esta é baseada no método dos volumes finitos, usando arranjo co-localizado para
as variaveis, e na utilizacdo de aproximacdes de alta ordem para os fluxos médios lineares e
nao-lineares, assim como para outros termos ndo lineares que surgem da discretizagdo das
equactes congtitutivas. Nesta metodologia, trabalha-se com os valores médios das variaveis
nos volumes durante todo o processo de resolucdo, sendo que, se necessario, valores pontuais
sd0 obtidos ao final do procedimento via deconvolucdo. O sistema de equaces ndo lineares
resultante da discretizagdo é resolvido de forma simultdnea pelo método de Newton, ndo
necessitando de equacéo adicional para a presséo.

Foram utilizadas duas equagdes constitutivas diferenciais neste trabalho, que sdo o
modelo de Oldroyd-B e o modelo de Phan-Thien-Tanner Simplificado. Esta opcdo se deu pelo
fato que muitos trabalhos na literatura utilizam estes modelos e, principalmente, pelo fato
destes modelos apresentarem, nas suas equacOes, diferentes tipos de termos ndo lineares
comum a outros modelos, que devem ser aproximados pela metodologia, de modo que a
implementacdo de outras equagdes constitutivas seja direta.

No Capitulo 5 foram mostrados alguns resultados da metodol ogia para escoamentos de
fluidos newtonianos. Como € usado o arranjo co-localizado, pode haver a presenca de
oscilagdes para a pressao na solucgdo. 1sso foi contornado ao empregar um esguema de ordem
impar na aproximacdes das varidvels, evitando a falta da dependéncia do gradiente de presséo
no volume com a pressdo no proprio, que € a causa do problema citado. Por este motivo,
decidiu-se usar o esquema de Lagrange de 3* ordem na aproximacdo dos fluxos advectivos
médios. Para os fluxos difusivos, foi empregado o esquema de Lagrange de 4° ordem. Para os
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termos ndo lineares, também utiliza-se uma aproximagdo de 4 ordem, para manter a ordem
global de aproximagdo. Este conjunto de aproximagdes foi chamado de esquema LAG34,
sendo empregado na resolucdo de dois problemas, que foram 0 escoamento entre placas
paralelas precedido de uma superficie livre de cisalhamento, também conhecido como ‘Sip-
stick” e 0 escoamento de saida de placas paralelas para uma superficie livre de cisalhamento,
chamado de “stick-dlip”.

No escoamento “stick-dip” a metodologia se mostrou eficiente, sendo feitas
comparagoes entre solugdes obtidas pelo esquema LAG34 com as obtidas pelo uso do
esquema QUICK na aproximacdo dos fluxos advectivos e CDS na aproximagao dos fluxos
difusivos. O esquema LAG34 se mostrou superior em relacdo a qualidade de aproximagdo
para uma dada malha, sendo que o tempo computacional necess&rio para os dois casos é
praticamente 0 mesmo. Se considerar que para obter-se solugbes de mesma qualidade
necessitase de uma maha mais refinada com o esguema QUICK, entdo a metodologia
apresentada torna-se muito superior.

No escoamento “dlip-stick” foi verificado o mesmo comportamento em relagdo a
qualidade de aproximacdo, porém, foram obtidas solucbes com satos (“overshoots’) na
regido proxima a singularidade, sendo esta uma caracteristica de aproximagoes de ata ordem
para este tipo de problema. Verificou-se que este problema pode ser contornado ao utilizar
uma aproximacdo de menor ordem, por exemplo, diferencas centrais de 2% ordem, em pontos
proximos a esta regido. O esguema resultante foi chamado de LAG34/CDS, sendo que 0s
saltos na solucdo desaparecem com 0 uso deste. O nimero de pontos usados na aproximacao
de baixa ordem deve ser minimo, para que tenha a melhor precisdo possivel para a solucéo.
Foi verificado, na resolucéo deste problema, a perda de qualidade da solugdo com o aumento
do nimero de pontos com aproximacdo de baixa ordem. Portanto, fica a sugestdo de criar um
esquema que obedeca a um critério confiavel que determine a utilizagdo de um ou outro tipo
de aproximacdo em cada volume. Este critério pode ser o CBC, usado em alguns esguemas
tipo HRS, como o SMART (Gaskell e Lau, 1988). Outra sugestdo, com o objetivo de obter
solugdes livres de oscilagdes, € 0 uso dos esquemas de alta ordem propostos neste trabalho
para a criagdo de um esquematipo ENO ou WENO (Liu et a., 1994).

Para confrontar os resultados obtidos com a metodologia baseada em valores médios
com resultados da literatura, foi resolvido ainda, para fluidos newtonianos, o escoamento em
uma cavidade quadrada. Este problema também foi usado para comparar os resultados
apresentados por esguemas de 4 ordem na aproximacdo dos fluxos advectivos e difusivos,
que sdo os esguemas de Lagrange (LAG44) e Padé (PADE44). Sob um nimero de Reynolds
igual a 100, ambos os esguemas levaram a solucdes de mesma qualidade, e se mostraram
superiores a aguns trabalhos da literatura, mesmo em mahas relativamente grosseiras
comparadas as usadas por estes Ultimos. Estes resultados se equiparam aos obtidos por um
método espectral, mostrado em Botella e Peyret (1998). O problema foi resolvido também
para um numero de Reynolds igual a 400. Verificou-se que o esquema PADE44 é superior em
relacéo ao LAG44 em relacdo a qualidade de aproximacdo, sendo necessarias malhas mais
refinadas para se obter solugdes de mesma qualidade com este Ultimo. O inconveniente do uso
do PADE44 é o fato de ter que se trabalhar com matrizes densas, consumindo um tempo
computacional muito alto em mahas mais refinadas. Este problema pode ser minimizado ao
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se empregar um método iterativo com pré-condicionamento na solugdo dos sistemas lineares,
tornando o uso deste esgquema muito mais competitivo.

Visto que o esgquema LAG34 obteve éxito na sua aplicacéo a escoamentos de fluidos
newtonianos, este foi empregado também para problemas envolvendo o escoamento de
fluidos viscoelasticos, sendo que a aproximacao dos termos ndo lineares passam a ter maior
importancia neste caso. Foram estudados dois problemas, que sdo o0 escoamento “stick-dlip” e
0 escoamento em contracdo plana

Em ambos os problemas, as solucdes obtidas para baixos nimeros de Weissenberg
foram muito boas, mesmo na presenca de grandes gradientes na solugdo, como 0s que surgem
na regido proxima a singularidade, no primeiro problema, e na regido proxima a contragao,
para o segundo problema.

Porém, com o aumento do nimero de Weissenberg, os gradientes nestas regides
crescem consideravelmente, sendo que se torna necessario utilizar malhas mais refinadas
junto a estas. Como a metodologia foi baseada em malhas com espacamento uniforme, um
refinamento junto a estas regibes implica no refinamento de toda a malha, e isto leva a
necessidade de elevados tempos computacionais, tornando impraticavel esta opcdo. Para
solucionar este problema, e possibilitar a obtencdo de solucBes em maiores nimeros de
Weissenberg, pode-se recorrer a duas alternativas. Uma delas é desenvolver esquemas de alta
ordem para malhas com espacamento variavel, baseadas nas mesma idéas apresentadas neste
trabalho. A outra é usar a técnica de multiblocos (Maliska, 1995), onde divide-se o dominio
em blocos, cada qual com uma maha com espacamento uniforme, sendo o problema
resolvido para cada bloco, estabelecendo um equacionamento de conex@o entre os diversos
blocos.

N&o ha duvidas de que a metodologia apresertada € muito promissora. Porém, varios
pontos podem ser melhorados na metodologia, além dos ja citados, em especia na parte
referente a resolucdo das equacOes discretizadas. Esta é feita de forma simultanea, por um
método de Newton, sendo que a etapa que tem maior influéncia no desempenho do método é
a resolucdo dos sistemas lineares. O uso de um método iterativo, como o GMRES (Saad e
Schultz, 1986), por exemplo, com um pré-condicionamento adequado, na solucéo destes,
tornar4 a metodol ogia competitiva com as que usam a solugdo segregada das equacles, que €
mais econdmica do ponto de vista computacional, porém, menos robusta em problemas néo
lineares.

Outra sugestdo para trabalhos futuros é a utilizacdo de técnicas para aumentar a
caracteristica eliptica das equacdes de conservacdo de quantidade de movimento, quando se
resolve problemas para fluidos viscoelésticos. Estas técnicas, que sdo mais disseminadas
dentro do método dos elementos finitos, como por exemplo o EVSS de Rajagopalan et al.,
(1990) e 0 AVSS, de Sun et al., (1996), permitem a obtencdo de solucdes sob maiores
numeros de Weissenberg.
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Apéndice 1. Obtencéo do esquema de
Lagrange de 3% ordem

Apl.1 Definicbes

Foram mostrados no capitulo 4, diversos esquemas de interpolacdo de 3 e 4* ordem
baseados na relacdo entre fluxos médios e valores médios nos volumes. No capitulo 2 foi
explicado o procedimento para obtencdo destes esquemas. Neste apéndice, é apresentado um
exemplo, de modo a tornar mais clara esta metodologia. O caso mostrado é o esquema
Lagrange de 3 ordem, para aproximagdo dos fluxos advectivos médios em interfaces internas
e em interfaces no contorno.

Todo o procedimento mostrado abaixo foi feito com o uso do software Maple V
(Maplesoft, 2003), que consiste em um sistema de computacdo algébrica.

Antes de apresentar o procedimento, devem ser esclarecidos alguns pontos em relacéo
a sintaxe do Maple. Para cada comando de entrada, é retornada uma saida. Neste apéndice, as
entradas estéo escritas em negrito, e a expressdo subsequente € a saida correspondente a cada
entrada.

Os termos D[i](u)(x,y), como escritos nas entradas, ou como no formato de sida,
Di(u)(x,y), correspondem a derivada da funcéo u(x,y) em relacdo a variavel x, casoi = 1, ou a

variavel y, caso i = 2. Paraexemplificar, o termo D[1](u)(x,y) é equivalente a ﬂlu(x, y).
X

Derivadas de maior ordem DJi j,k,...](U)(X,y) sdo tomadas de forma analoga, sendo que
i,j,K,.. podem ser iguais a 1 ou 2. Por exemplo, o termo D[1,1,2](u)(X,y) € equivaente a

T
u(X, .
Ty (% Y)
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Apl.2 Obtencao dos coeficientes da aproximacgao

O passo inicial do procedimento é tomar uma expansdo em série de Taylor da funcéo
u(x,y), que é funcdo a ser aproximada nas interfaces.

Desta forma, a expansdo em série de Taylor para uma funcdo u(x,y) em torno de um
ponto (x0,y0), truncada em termos de 4% ordem € definida abaixo.

TTS:=(x,y)->u(x0,y0)+(x-x0)* D[1] (u)(x0,y0)+(y-y0)* D[ 2] (u)(x0,y0)+(x-x0)* (y-y0)* D[1,2] (u)(x0,y0) +1/2* (x-
x0)"2*D[1,1](u)(x0,y0)+1/2* (y-y0)"2* D[ 2,2] (u)(X0,y0)+1/2* (x-x0)"2* (y-y0)* D[ 1,1,2] (u)(X0,y0) +1/2* (x-

X0)* (y-y0)*2* D[ 1,2,2] (u)(x0,y0)+1/6* (x-x0)3* D[ 1,1,1] (u)(x0,y0)+1/6* (y-y0)"3* D[ 2,2,2] (u)(X0,y0);

1
TTE = (n p) —ulzo, po) +(x = 20) Dy ()(xo, po) +(p = po) Dolulizo, poi + (x = xo) (p — po) Dy olulize, po) +§(x— m:'z Dy lullxe, po)

1 1 1 1
+§(y —yo)2 DQ, Az, yo) +5(x— xo)2 (p—pel Dl, 1, Az, yo) +§(x— xo) (p —yo)2 Dl, 2, Shu iz, pe) +E(I— X0)3 Dl, 1, (hudie, yo)

1
+6—UJ —_yo)3 Dl 2 (ulixe, po)

Deve ser calculada entdo, o fluxo médio de u(x, y) em uma interface i, de acordo com

sua definicdo dada por (2.32), usando a aproximagdo em série de Taylor de u(x,y). Este fluxo
médio é definido entdo pela variavel medfC:

medfC:=expand(1/DY*int(T T S(xo,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2));
dfc = Lprp
medfic = 11{xo,yo}+24 2, 2l lxe, po)

Usando esta expansdo, podem ser calculadas também os valores médios de u(x,y) nos
volumes vizinhos, a partir da definicdo de média no volume dada por (2.38). Estes valores
médios sdo definidos nas variaveis medvi, onde i = L para o primeiro volume a esquerda, i =
LL para o segundo volume a esquerda e assim por diante, i = R para o primeiro volume a
direita, i = RR para o segundo volume adireita e assim por diante.

medvL :=expand(L/(DX*DY)*int(int(T T S(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=-DX..0));
medvl =

1 X3 1 X2 1 Y2 1 1 }’2
_ﬂD Dl,l,l(u)(xo,}o)+gD Dl,l(u]l(xo,‘yo)—@DXD Dl,z,z(u)(xo,}o)—EDXDI(H)(xo,yo)+u(xo,‘yo)+ﬂD Dz,z(u)(m,yo)

medvL L :=expand(1/(DX*DY)*int(int(TTS(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=-2* DX..-DX));
medvLL =

5 X3 7 X2 1 Y2 3 1 Y2
_gD Dl,l,l(u)(xo,_yo)+gD DI,I(“)(NJOJ_EDXD Dl,2,2(14)(xo,yo)—EDXDl(u)(xo,_yo)+u.(xo,}o)+£D Dz,z(u)(m,yo)

medvL L L :=expand(1/(DX*DY)*int(int(T T S(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=-3*DX..-2* DX));
medvlLL =

65 3 182 L 5 12

—24D DI,I,I(H)(XO’-J"O)"'ﬁD Dl,l(u)(xo,yo)—quXD Dl,z,z(u)(xo,yo)—zDXDI(H)(xo,yo)+u.(xo,yo)+24D Dz,z(u)(xo,yo)

medvR:=expand(1/(DX* DY )*int(int(T T S(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=0..DX));
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medvR =
.D)r3 Dy 1 gl po) +5 0P Dy i, I+ SDEDP D, 5 koo +5 > DEDy(u}30, o) +uo, yo) + 37 DY2 Dy e, yo)

medvRR:=expand(1/(DX*DY)*int(int(TT S(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=DX..2* DX));

medv iR =

2nr L) Lo 3 1or

8.D Dl,l,l(u)(m,_}lo)+6D Dl,ltu)(xo,}lo)+16DXD DI’Q,Q(H)(XO,_JJO)+2DXD1(H)(IO,_}IO)+U.(XO,_}IO)+24D Dz,z(u}l(m,_}lo)

medvRRR:=expand(1/(DX*DY)*int(int(TTS(xo+zeta,yo+eta),eta=-DY/2..DY/2),zeta=2* DX..3* DX));

medvRRR =
DX3 Dy 1, g, o) + o Z e D, i, yo)+—DXDF2 Dy 5 ooy + = DED (w10, o) + {0, po) + 57 DY2 Dy yla)zo, o)

A partir destas definicoes de fluxo médio e valor médio nos volumes, pode-se obter os
coeficientes do esquema de interpolacdo desgjado. Neste caso, desgja-se obter os coeficientes
para 0 esquema Lagrange de 3* ordem. Para comegar, considere a aproximagdo dos fluxos
advectivos médios nas interfaces internas.

Neste esquema, o fluxo médio na interface é relacionado com os valores médios nos
dois volumes a esquerda e no volume a direita. Desta forma, a partir das definicBes destes
termos, pode-se escrever:

eqf:=expand(medfC=a*medvL L +b* medvL +c* medvR);
egf = u{xo,yo]l+21—4DF2 Dl 2(&)(xo,yo)=—ia DX3D1 1, l(u]l{xo,_yo)+1a DX2D1 1{1.!){):0,_}10)—1—& DXDI’2 Dl 2, 2(1.!]!(:{0,_}!0}

: v e Y
—Ea DXDI{H}(m Fol4a iz, yo]l+ rzD D2 EI:L!:II:XO yol- EJD Dl 1, I(H}{xo Fol + EJD Dl lliu]l(xo yol

;EEJDXDY2 Dl 2, zﬂuj(m _;uo}l— EJDXDI(H]I{J:G Jol+hbuixo, yo}+ EJDI’2 Dg z{u)(m yo}+ cDXa Dl 1, l(u}{m yol

1 1
+6—c DX2 Dl, liuj{xo,yo} +Ec DXD}’2 Dl, 2, gliu]l(xo,yo]l +-¢ DXDI(H}(m,yo} + e i xe, po) +£c DF2 DI!, gliu]l(xo,m}

2

onde a, b e ¢ sdo os coeficientes do esquema. Para determina-los, basta tomar os termos
comuns nos dois lados da equacéo, e resolver o0 sistema resultante:

eqfl:=expand(coeff(lhs(eqf),(u)(xo,yo))=coeff(r hs(eqf),(u)(xo,y0)));
egfi =l=a+b+e
eqf2:=expand(coeff(lhs(eqf),D[1](u)(x0,y0))/DX* 2=coeff(r hs(eqf),D[ 1] (u)(x0,y0))/DX* 2);
egfd =0=-S3a-b4+e
eqf3:=expand(coeff(lhs(eqf),D[1,1] (u)(x0,y0))/DX" 2* 6=coeff(r hs(eqf),D[1,1] (u)(x0,y0))/ DX/ 2* 6);
egff =0=Ta+h+e
sol:=solve({egfl,eqf2,eqf3} {a,b,c});

O esguema resultante € dado pela equacdo (4.8). O termo de truncamento da
aproximacao € dado por:

subs(sol,rhs(eqf)-lhs(eqf));

1
EDXS Dl, 1, lliujuixo,_}lo]l
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O outro caso se refere a determinacdo do fluxo médio na interface a partir do valor
meédio dos volumes préximos a esta. Para uma interface localizada préxima ao contorno oeste,
tem-se entéo:

eqf::expand(medfC:a*medvR+b*medvRR+c*medvRRR)'
sgf'= e, po) + 57 D}’2 Dy ofalie, yo)— aDX3 Dy 1 qlu), }lo)+ ! of Dy qlulie, yo)+1—a DEDY Dy 5 oo, 30)

1 ¥ Ve e
+2aDXD1{u}{xo Joi4a iz, }lo}+ rzD DE 2{1.!}{)&:- yo}+ L Dl 1 lliujllixo }lo]l+ LN Dl l{u}{m yol

1 v : ¥ Y
lﬁbDXD Dl 2, z{u){m Fol+z EJDXDI(H]I{m Joi+bulxe, yo]l+ EJD D2 z{u}(xo _;uo]l+ -:D Dl 1, l{u}(m Fol

] 5
-:DX2 Dl l{u}{xo yo}+—c DXD}"2 Dl 2, 2{1.:}{)&:- L) cDXDl{u}{m Pl +eulxe, yo}+ -:D}‘"2 D2 z{u}{xo yel

Tomando os termos comuns nos dois lados da equacdo, e resolvendo o sistema
resultante, chega-se ao valor dos coeficientes a, b e .

eqfl:=expand(coeff(lhs(eqgf),(u)(xo,y0))=coeff(r hs(eqf),(u)(xo,y0)));
egfi=l=a+h+e
eqf2:=expand(coeff(lhs(eqf),D[1] (u)(x0,y0))/DX* 2=coeff(r hs(egf),D[ 1] (u)(x0,y0))/DX*2);
egfd =0=a+3b+5¢c
eqf3:=expand(coeff(lhs(eqf),D[1,1] (u)(x0,y0))/DX" 2* 6=coeff(r hs(eqf),D[1,1] (u)(x0,y0))/DX" 2* 6);
egff =0=a+T7h+19¢

sol:=solve({eqfl,eqf2,eqf3}.{a,b,c});

sol = fe=Fa="73b="7)
O esquema resultante é dado pela equacéo (4.9). O termo de truncamento € dado por:
subs(sol,rhs(eqf)-Ihs(eqf));
jIDXS Dy 4 ylulio,po)

Para as demais aproximacfes o procedimento é totalmente equivalente, e deve-se ter
somente o cuidado de pegar as expansdes em s&ie de Taylor nas interfaces e volumes
corretos.



Apéndice 2. Erros de truncamento para os
esquemas de alta ordem

Neste apéndice sGo mostrados os erros de truncamento dos esquemas de interpolacdo
de dta ordem mostrados no capitulo 4. O modo como eles sdo obtidos pode ser visto no
apéndice 1.

Para cada esquema, sGo mostrados os erros de truncamento, o tipo de aproximacao

correspondente, e o nimero da equacdo encontrada no capitulo 4 referente a0 esquema em
questdo.

Quando se tratar da aproximagdo dos fluxos difusivos, esta informagdo é explicitada.

Caso contrério, subentenda-se que 0 esquema se refere a aproximacao dos fluxos advectivos
medios.

Ap2.1  Esquema Lagrange de 3% ordem

Tabela Ap2.1. Erros de truncamento para o esquema de Lagrange de 3% ordem.

Tipo de Aproximagdo Erro de truncamento
pontos internos — upwinded, (4.8); 1 5T
pontos internos - downwinded*, (4.8). EDX F
contorno oeste, (4.9); 1_,Tu
contorno leste*, (4.10). 2 Dx W
préximo ao contorno oeste, (4.11); 1 Tu
proximo ao contorno leste*, (4.12). 24 F

* 0 erro de truncamento € dado pelo mesmo mostrado, porem com sinal trocado.
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Ap2.2

Esquema Lagrange de 4% ordem

TabelaAp2.2. Erros de truncamento para o esquema de Lagrange de 4% ordem.

Tipo de Aproximagdo Erro de truncamento

pontos internos, (4.13). 1 Ot ﬂ

30 x*
préximo ao contorno oeste, (4.14); 1, T
préximo ao contorno leste, (4.15). 20 ."7
contorno oeste, (4.16); 1,9
contorno leste, (4.17). "5 X’
Fluxo difusivo, internos, (4.18); proximos ao contorno 1 . Tu
oeste, (4.19); proximos ao contorno leste (4.20); " 1920 Dx oy’
contorno oeste (4.21); contorno leste (4.22).

Ap2.3

Esquema Padé de 4° ordem

Tabela Ap2.3. Erros de truncamento para o esquema de Pade de 4% ordem.

Tipo de Aproximacéo Erro de truncamento

pontos internos, (4.23). 1 Dx 1*u

120 qx*

contorno oeste, (4.24); 1,7

contorno leste, (4.25). ) %DX W
Fluxo difusivo, pontos internos, (4.26). Lo T°u 1 Dx?Dy? Tu 1 .%u
1600 xfy* 240 "3y 120 >
Fluxo difusivo, contorno oeste, (4.27); 7 Dy Tu leszZ TPu Lo Tu
contorno leste, (4.28). 1920 ° fxfy* 8 o2 4 e




Apéndice 3. Deconvolucéo dos valores
medios

Neste apéndice, s8o mostradas as equacdes para a deconvolucéo dos valores médios,
que sdo obtidos ao fina da resolucdo numeérica, quando usada a metodologia de alta ordem
baseada em valores médios.

A idéia deste procedimento é determinar o valor das variaveis nos vértices dos
volumes a partir dos valores médios nas interfaces vizinhas a0 ponto em questdo. Por
exemplo, para a determinacdo do valor de uma variavel f em um ponto (i, j), com uma
precisdo de 4% ordem, pode-se tomar os valores médios nas interfaces cujo centro é dado por
(-2, j), (i-3/2, )), (i+1/2, j) e (i+3/2, j). Note que foram usados valores em interfaces na
direcdo horizontal; porém, o mesmo pode ser feito para interfaces na direcéo vertical .

j+312 ® " ”
J+1
172 ° ® -
J
172 . @ °
- i i+1/2 i+ i+3/2

Figura Ap3.1. Representacdo de um volume elementar genérico, com os indices referentes as
interfaces e centros dos volumes
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A metodologia para obtencdo das equacdes para determinacdo dos valores pontuais €
totaimente andloga a usada para obtencdo dos esguemas de interpolacdo de ata ordem
(Apéndice 1). As equagdes obtidas para 3* e 4% ordem sdo mostradas na sequéncia.

Ap3.1. Deconvolucéo de 3% ordem

Para manter a coeréncia com 0s esquemas de interpolacéo usados, os pontos usados na
aproximacdo também sdo dependentes da direcdo do escoamento. Desta forma, busca-se
equacdes do tipo:

.i.f|i:af_x_3+bf_xll+cfx_ v, >0
? _ I-E _ I-E . I+E (Ap31)
if| =af | _+bf | +cf| v, <O
t "2 "2 2
Através da metodologiaja citada, chega-se as seguintes equacoes.
\| _ 1—X 5—)( 1—x
{f|i—'6f |_§+Ef i_l+§f 1 v, >0
i 1ol By 1 (Ap3.2)
Ifl =-=f7| j+=f | ++=f | v, <0
1 6 |+E 6 |+E 3 |—E
Nos pontos de contorno, tem-se equacdes similares:
TIEE= A L
6 12 6 2 3 12
2 2
11 7-x 1-x
fl, =— - —f =f Ap3.3
|N 6 N-% 6 N-g 3 N-g (Ap3:3)

Na determinacdo dos valores pontuais em pontos proximos ao contorno, no qual
faltaria um ponto na aproximagdo, de acordo com a diregdo do escoamento, pode-se usar as
seguintes expressoes:

(Ap3.4)
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1 5-x 1-x
f|N—l:-Ef| +Zf N_%'i'zf

(Ap3.5)

N

N-—

Ap3.2. Deconvolucdo de 4% ordem

Para manter a precisdo de 4* ordem quando usado o esquema de Lagrange ou de Padé
de 4% ordem, utiliza-se as seguintes expressdes para obtencdo dos valores pontuais, também
com 4% ordem de precisdo.

Para os pontos internos, tem-se:

[l == 7|+ L] - 2F (Ap3.6)
' 12 2 12 i 12 E o120 13
2 2 2 2
Para 0s pontos proximos ao contorno, tem-se equacdes do tipo:
1-x|  132«x 5 =x 1 -«
f| ==f —f |, - =f — Ap3.7
il U L T (Ap3.7)
2 2 2
1-x 13 ~x 5 -x 1-x
f =—f +=f - —f — Ap3.8
|N'1 4 Nt o120 N2 12 N2 120 NI (Ap3.8)
2 2 2 2
Para os pontos no contorno, as equactes sao dadas por:
[, =27 - 27| 27 - I (Ap3.9)
12 12 12 212 2 4 12
[, =20 -2 +2p| i (Ap3.10)
12 N-% 12 N-% 12 In-2 4 N-%




