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Resumo

A teoria de regularidade de solugoes de equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
tem tido grande importancia ao longo das dltimas décadas. Neste trabalho,
iremos considerar uma das mais importantes equacgoes parabolicas do tipo

degenerado, a Equacao de Meios Porosos, (PME)
uy — div(m|u|™'Vu) = f, m > 1.

Como resultado principal desta dissertagao, iremos mostrar que solucoes
fracas localmente limitadas da equacao de meios porosos nao-homogénea sao

X
localmente C®7 no espaco e C%% no tempo, com

 in 20 r(2¢ —d) — 2q
7= {2+(m—1)a0’q[mr—(m—1)]

},9:=2+7(1—m),

onde 0 < ap < 1 denota o expoente Holder 6timo de solucoes do caso homo-
géneo. A prova deste resultado é feita através de um lema de aproximacgao,
onde aproximamos solugoes da PME nao-homogénea por solugoes da equacao
homogénea, e num processo geométrico iterativo, usando a escala apropriada

para a equagao.
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Abstract

The regularity theory for solutions of Partial Differential Equations (PDE’s)
has been of great importance over the last few decades. In this work, we
consider one of the most important parabolic equations of the degenerate
type, the Porous Medium Equation, (PME)

uy — div(m|u|™'Vu) = f, m > 1.

As the main result of this thesis, we show that locally bound weak soluti-
ons of the non-homogeneous porous media equation are locally C%7 in space

and C%7 in time, with

— in 20 r(2¢ —d) — 2q
7= {2+(m—1)a0’q[mr—(m—1)]

},9::2+’y(1—m).

where 0 < ay < 1 denotes the optimal Holder exponent of solutions of the
homogeneous case. The proof of this result is made through an approxima-
tion lemma, where we approximate solutions of the inhomogeneous PME by
solutions of the homogeneous equation, and in an iterative geometric process,

using the appropriate scale for the equation.
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Convergéncia fraca

Hn



Capitulo 1
Introducao

A tarefa de obter resultados sobre a regularidade 6tima de solugoes fracas
de EDP’s é um dos temas mais importantes nesta area. Um progresso consi-
deravel acerca deste tema ocorreu nas décadas de 50 e 60, com os resultados

de DeGiorgi [9] e Moser [11], que mostraram que solugbes fracas de

{uerif(E ECR?

),
(Aijte,;)e; =0 em F

sao localmente Holder continuas, assumindo apenas que os coeficientes da
matriz (a;;) sdo mensuraveis e satisfazem uma certa condicdo de eliptici-
dade. Alguns anos depois, estes resultados foram estendidos para equagoes

quasilineares da forma

u € Wp,l'(E), p>1
div A(z,t, Du) + B(z,t,Du) =0 em E,

onde A e B satisfazem certas as condigoes estruturais

A(z,t, Du) - Du > A DulP — p(z), qtp Er, p>1
Az, t, Du)| < A|DulP~" + o(x),
|B(x,t, Du)| < A|DulP~" + (),



para contantes 0 < A < A dadas e p(z) € L2.(E) nao negativa.

Tais resultados sao validos também para o protétipo da equacao do p-
Laplaciano evolutivo, u; — div(|Vu[P~>Vu) = 0 e para a equagiao de meios
porosos (porous medium equation ou "PME"), u; — div(m|u|/™'Vu) = 0. A
teoria de regularidade para ambas equacgoes tem se desenvolvido em paralelo
e os resultados geralmente possuem certa semelhanca, devido a similaridade
de ambas equacoes.

Em [14], mostrou-se que as solugoes do p-Laplaciano evolutivo sao Holder

continuas com expoente

(pg — d)r — pq
gl(p —1)r — (p —2)]

que depende de p, da dimensao d e do espaco L?" a qual a fonte pertence.
Neste trabalho temos um objetivo semelhante: utilizando a técnica de

aproximacao tangencial ([14], [15]), apresentamos e detalhamos os resultados

recentes obtidos em [1] e [6]. Ambos trabalhos consideram a Equagao de

Meios Porosos (PME) nao homogénea
uy — div (mlu|™'Vu) = f, m>1, (1.1)

com termo fonte f € L9 (Ur) = L"(0,T; LY(U)), devendo valer a condigao

de integrabilidade minima padrao

1 d

-+ — <1, 1.2

T * 2q (12)
a fim de que se possa garantir a existéncia de solucoes fracas limitadas Hol-
der continuas. Em [1] mostra-se que solucoes fracas limitadas de (1.1) sdo
localmente C%7 no espaco e C%# no tempo, com

yzmin{a—o, r(2g—d) =2 },6::2+’y(1—m),

m " g[mr — (m —1)]




onde 0 < o < 1 denota o expoente Holder 6timo de solugées de (1.1) quando

f=0. Jaem [6], conclui-se que devemos ter

_ min 20 r(2¢ —d) — 2q
= {2+(m—1)ao’q[mr—(m—1)]}'

Embora bastante semelhantes, o segundo resultado melhora o primeiro.

Observe que, embora ainda desconhecido o expoente g 6timo, sabe-se que

60 < min {1, L} (1.3)

m—1

com a igualdade sendo satisfeita quando o espago possui dimensdo 1 (c.f
[2]). Note que quando m — 1, temos v — 2 — <§+%> el — 2, em
ambos resultados, obtendo a regularidade 6tima para a equacao do calor,
como esperado. Porém, diferenca se torna significante quando m — oo.

Denotemos por v = 2(2 + (m — 1)ap)~!. Devido a (1.3), o coeficiente

2 2 1
V>maxq —,—— » > —, (1.4)
3’ m+1 m

como podemos ver em na Figura 1.1.

1
| \ﬂur]

Figura 1.1: A curva inteira, y = f(m) < v, representa a estimativa feita em 1.4 para

v. A curva tracejada, y = -, representa o coeficiente obtido em [1]. O gréfico (ndo

representado na figura) de v(m) esta acima da curva y = f(m) e abaixo de y = 1.



Observe ainda que

i (FEIZDZ2 2

e portanto, recorrendo novamente a (1.3), vemos que, para ¢, r suficiente-

mente grandes, u € C%? para todo 3 < vag, enquanto que em [1] obtém-se

0, a0
que u € C%° para todo 5 < 0,



Capitulo 2
Definicoes e resultados auxiliares

Nas duas primeiras secoes deste capitulo definimos e mostramos alguns
resultados classicos no estudo de EDP’s e Espacos de Sobolev. Nas secoes
seguintes do capitulo, abordamos a Equacao de Meios Porosos e definimos,

de duas maneiras equivalentes, o que é uma solucao fraca para esta equacao.

2.1 Definicoes

Defini¢ao 2.1.1. Para 0 < T < co e £ C R? um conjunto limitado, deno-

taremos por Ep o conjunto
Er={zeR": 2 € Ex(0,T}.

Definigao 2.1.2. Dizemos que a fungao u(x,t) pertence ao espago vetorial
L7(0,T; LY(FE)) com r,q > 1 quando para quase todo ¢,0 < t < T a fungao

pertence & LY(E) e ainda

1
T

el = ( / ' ([ .o dz);dt> <o,

Ainda, u(z,t) pertence a L] (0,T; L (F)) se para todo compacto K C E

loc loc



e todo subintervalo [tq,ts] C (0,7] temos

to g
/ </ |ul? dx) dt < 0.
t1 K

Definigao 2.1.3. Dizemos que a fungao u(x, t) pertence ao espaco de Sobolev
parabolico L™(0,t; W'P(E)) com r,p > 1 quando para quase todo ¢, 0 < t <

T a fungao pertence & W'P?(E) e ainda

T v
/ (/ lul? + |Vu|pdx> dt < o0.
0 B

Definigao 2.1.4. Seja v € L'(Er) e seja 0 < h < T. A média de Steklov
vp(+,t) & dada por:

% t+hv(-,7)d7, set € (0,7 — hl,
Uy =
" 0, sete (T —hT]

Definicao 2.1.5. Seja 0 < a < 1. Uma funcao u: £ — R é dita Holder

continua no ponto xy se existir uma constante C' > 0 tal que
|u(z) — u(xo)| < Clz — x|,

para todo x € E. Se essa propriedade é satisfeita, dizemos que u é Holder

continua em E com expoente «, e escrevemos u € C*(E).

Definigao 2.1.6. O espago C*“(E) sdo subespagos de C®(E) formado pelas
funcoes cujas derivadas parciais de ordem menor do que ou igual & k£ sao

Holder continuas em E com expoente «, isto é,

CH(E) = {u € C*(E); D’u € C*(E), V|B| < k}.



2.2 Resultados auxiliares

Proposicao 2.2.1. Seja v € L (Er). Entio v, — v em LY (Ep_.), para
todo € € (0,T), quando h — 0. Se v € C(0,T; LY(E)), entdo
vp(+,t) = v(-,t) em LI(E) para todo t € (0,1 — €) para todo € € (0,T).

Demonstracao. A demonstragdo pode ser vista em [8, se¢ao 1.4]. O

Teorema 2.2.2. (Arzela-Ascoli) Se uma sequéncia f, em C(X), onde X ¢
um compacto, € limitada e equicontinua entdo ela possui uma subsequéncia

uniformemente convergente.

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser vista em [13, Apéndice A|. ]

Este teorema seré utilizado na secao 2 do capitulo 3, durante a demons-

tracao do Lema de aproximacao. Neste mesmo lema serd utilizado a

Proposigao 2.2.3. Seja E espaco vetorial e (x,) € E. Se (x,) =z em E

entao (r,) = x em E.

Demonstracao. Seja f : E — E* um operador linear limitado, onde E*

denota o espaco dual de E. Vale que

1f (n) = @) = 1 (zn — )| < ([ fIlll2n = 2]].

m
Teorema 2.2.4. (Desigualdade de Young) Seja 1 < p,q < oo, %—i—% = 1.
Entao
a? bl
ab< —+ —  paraa,b>0.
p q
Demonstragao. A demonstragdo pode ser vista em |7, Apéndice B]. O

Teorema 2.2.5. (Desigualdade de Hélder) Seja 1 < p,q < oo, %—I— =1.
Entao, se u € LP(E), v € L1(E), temos que

Q=

/uvdx < lull oz vl Loy
E

7



Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser vista em [7, Apéndice B]. O

Teorema 2.2.6. (Teorema da convergéncia dominada) Seja X um espago
de medida qualquer, dotado de um o-dlgebra e de uma medida p. Sejam
fi, fo, f3, ...+ X — C fungoes mensurdveis tais que f, — f em p-q.t.p.
Suponha que ezista g : X — [0,400] integravel tal que |f,(z)] < g(x) em p
q¢.t.p. Entao [, fn du— [y f dp.

Demonstracao. Para fins de notacao, denotaremos fX fdu =Z(f). Modi-
ficando f,, f e g em um conjunto de medida nula(se necesséario), podemos
supor que f,(x) — f(z) e |fu(z)] < g(x) < 400 em todo ponto z € X.
Entio temos que |f(z)] < g(z), Ve € X, Z(|ful) < Z(g) e Z(|f]) < Z(q).

Se f, f1, fa,... : X = R, como g > 0, temos +f, < g=0< g+ f, pois
0<(g=£/fu) = (g£ /)

Como Z(g £ f) < liminfZ(g £+ f), valem

T(g) + I(f) < liminf(Z(g) + Z(f,)) = T(g) + limint T(f,)
= Z(f) < liminf Z(f,)

e

I(g) — Z(f) < liminf(Z(g) — Z(fn)) = Z(g) — limsup Z(f,)
= Z(f) > limsup Z( f,).

Logo, temos

I(f) > limsupZ(f,) > liminf Z(f,) > Z(f)
= Z(f) = im Z(f,).

Agora, ZEO}, fi, fa,... : X — C, podemos reescrever f(z) = (a(z),b(z)),
fulz) = (an(z),by(x)), com a,b,a,,b, : X — R. Temos que f, — [ &
(a, — a) e b, = b. Como |f,(z)| < g(z), vem que existe uma constante
c > 0 tal que |a,(z)|] < cg(z) e |by(z)] < cg(x),Vr € X. Aplicando o caso
visto & pouco para as fung¢oes a,,a e b,,b, obtemos que Z(a,) — Z(a) e

Z(b,) — Z(b), o que implica que

Z(fn) = Z(an) +iZ(b,) — Z(a) +iZ(b) = Z(f)



O

Teorema 2.2.7. (Tonelli-Fubini) Sejam (X, A, u) e (Y, B,v) espacos de me-
dida o-finitos e C a o-dlgebra gerada por .Seja f : X xY — [0,400] uma
funcao C-mensurdvel e considere a medida-produto n = p X v com dominio

em C. Entao

o= [ (e w)on | ([ )

Demonstracao.

/. (/ e d“) in= Zan V(Co))d

:Zan'(ﬂxy)(cn): fd(pxv)

XxXY

2.3 Equacoes de Meios Porosos

Nesta secao apresentamos a formulacao para da Equagao de Meios Po-
rosos do tipo parabdlico, que serd o tema principal deste trabalho. Além
disso, definimos também o que é uma solucao fraca da PME, de duas ma-
neiras equivalentes, sendo a segunda(solucao fraca por médias de Steklov)
conveniente em alguns casos por envolver u; em sua definigao.

Seja E um aberto contido em R? e para T' > 0 seja Er o cilindro £ x (0, T

Considere a equacao diferencial parabolica da forma
—div A(z, t,u, Vu) = B(x,t,u, Vu) (2.1)

onde as funcoes A : Ep x R — R? e B : Fr x R — R sdo mensuréveis

e satisfazem as seguintes condigoes:



A(z,t,u, Vu) - Vu > Com|u|™ ! Vul? — C?|u|™?
|A(z, t,u, Vu)| < Cyml|u|™ " Vu| + Clu™ (2.2)
|B(x, t,u, Vu)| < Cmlu|™ Y Vu| + C?|u™

onde m > 0, Cy e (' sdo constantes positivas dadas e C' € uma constante nao
negativa dada. Quando C' = 0 dizemos que a equagao é do tipo homogéneo.
As duas primeiras desigualdades da estrutura (2.2) surgiram na década de
60, no trabalho de Moser [11]|. Neste estudo, a regularidade obtida era para
equagoes do tipo homogéneo. A terceira desigualdade se torna necessaria ao
trabalhamos com equagoes nao-homogéneas.
Para este trabalho, iremos considerar o seguinte prototipo desta classe de

equacoes parabodlicas:
uy — div(ml|u|™'Vu) = f,m > 1, fracamente em Er (2.3)

com termo fonte f € L"(0,7T; LY(U)) satisfazendo

1 d

-+ —x<1

r  2q
que é a condicao de integrabilidade minima padrao que garanta a existéncia
de solucoes fracas limitadas e suas regularidades Holderiana.

Esta equacao ¢ um dos exemplos mais classicos de equagoes nao lineares
do tipo parabdlico, e a inspiracao para estudo de sua teoria surge principal-
mente do seu prototipo mais famoso, a equacao do calor, vy — Au = f, que
ocorre quando m — 1.

Existem diversas aplicagoes fisicas onde este modelo é utilizado de forma
natural, sendo a principal delas descrever o fluxo de um gas isentropico atra-
vés de um meio poroso(dai a origem do nome da equacao). Além disso,
também é utilizada para descrever processos envolvendo fluxo de fluidos,

transferéncia de calor ou difusdo.
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2.3.1 Solucao fraca

Definig¢ao 2.3.1. (Solugao fraca) Dizemos que uma fungao localmente limi-
tada
w € Cuacl0, T3 Lo (U)): ul 37 € L3, (0. T3 W2(U)

loc loc loc

é uma solugao local de (1.1) se para todo compacto K C U, e para quase
todo t1,t € (0,7, com t; < ty temos

to t2
/ugpdx +/ /{—ugot+m|u|m_1Vu-Vg0}d:Bdt:/ /fcpdzdt
K t1 K t1 K
(2.4

4)
para todas as fungoes teste

t2
1

t

@ € Wi0,T; L*(K)) N Ly, (0, T; Wy (K)).

oc loc

2.3.2 Solucao fraca por médias de Steklov

Definigao 2.3.2. (Solucao fraca por médias de Steklov) Dizemos que uma

funcao localmente limitada

w € Croe(0, T L2 (U)); |u| ™ € L2 (0, T; WEX(U))

loc loc loc

é uma solucao local de (1.1) se para todo compacto K C U, e todo

0<t<T—h, tem-se

/ {(un)ep + (m|u[""'Vu)y, - Vo}dr = / fupdr - (2.5)
Kx{t}

Kx{t}
para toda ¢ € Wol’2.

Observacao 2.3.3. As definicoes 2.4 e 2.5 sao equivalentes. Esta demons-

tracao pode ser encontrada em [12]
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Capitulo 3

Aproximacao por solucoes do

problema homogéneo

Iremos obter na primeira secao deste capitulo, a chamada Estimativa
de Caccioppoli, que fornece uma desigualdade integral que serd de extrema
importancia para, na se¢do seguinte, aproximarmos solugoes de (1.1) por

solucoes da PME com termo fonte identicamente nulo.

3.1 Estimativa de Caccioppoli

Nessa se¢do iremos obter uma estimativa de energia (conhecida comu-

mente como Estimativa de Caccioppoli) para solucoes fracas de (1.1).

Teorema 3.1.1. Seja u solugdo fraca de (1.1) e K X [t1,t5] C U x (0,T].

FEziste uma constante C, dependendo apenas de m,d e K X [t1,t5], tal que

to to to m+1
sup / u252+/ / " V2 < o/ / e / / W (|VEPE) O
t1<t<toJ K t1 JK t1 JK th JK
(3.1)

para toda £ € C°(K X (t1,t2)) tal que 0 < & < 1.

12



Demonstracao. Utilizando a definicao de solucao por médias de Steklov e

denotadando por u; a média de Steklov da funcao u, temos:

/j /K (un)edardt + /: /K (mlul™ V),V (¢)ddt = /j /K frodud.

Tomando ¢ = ux&?, com € € CF°(K x (t1,12)),0 < € <1 temos:

to to to
/ /(uh)tuh§2dxdt+/ /(m|u|m_1Vu)hV(uh£2)dxdt—/ / frup€dadt.
t1 K t1 K t1 JK

) fftuh

// d Uh5 gftuhdxdt—i-/ / (m|u|™ 'V u), V(upé?)dazdt = /ttQ/thuh§2dxdt_

Utilizando o Teorema de Fubini no primeiro termo da igualdade obtemos:

1/2
2 /K

Reescrevendo (up)iupé? = (

2| dzx + / 2/(m\u|m1Vu)h[V(uh)£2 + 286(VE&)uy|dzdt :/ 2/£§tuid:1:dt—|—
t1 t1 JK th JK

[2)
- / / frup&idadt.
t1 JK

Tomando o limite com h — 0 em ambos lados da equagao, segue que

hm
h—0 2

d:c+/ / (m|u|™ 'V u)n [V (up)€ + 26V Euy|dzdt =

to to
lim/ /fftuidxdt—l—/ /fhuhSdedt.
h—0 t1 JK t1 JK

13



Aplicando o Teorema da convergéncia dominada obtemos

1
- li 2 ¢#2
Q/K Hm s

to to
dx—i—/ / lim (mu|™ V), Bm [V (uy)€2 + 26V eu, dodt =
t 4 K h—0 h—0

to to
/ /lim E&ud dadt +/ /lim Frup€2dadt.
t K h—0 t Kh—0

Como uy, converge para u, temos:

1
—/U2€2
2 Jk

to to to
da;+/ /(mlulm‘lvu)v(u)§2dxdt+/ /2m|u|m_1Vu§V§udxdt:
21 t1 JK t1 JK

to to
/ / §§tu2dxdt+/ / fu&?dxdt,
t1 K t1 K

ou ainda,

1
_/u2§2
2 Jk

to to

to
dx—i—/ /m|u|m_1(Vu)2§2dxdt: —2/ /m]u|m_1Vu§V§udxdt+
K t1 K

t1 t1
to to
+/ /f&quxdt—i-/ / fu&daxdt.
t1 JK t1 JK

Aplicando a func¢ao modulo em ambos lados da equacao, obtemos:

1 2¢2
oA

to

to to
da:—l—/ /m\u!ml(Vu)2£2dmdt' = —2/ /m!u\m1Vu§V§udxdt+
t1 JK t JK
t2 to
+/ /gftuzdxdtﬂL/ /qudedt‘.
t1 K t1 K

Como o modulo da integral é menor do que ou igual a integral do moédulo,

t1

temos:

1 22
2/1(“5

to to t2
d:c+/ /m|u|m1]Vu]2§2dxdt§ 2/ /m|uym1|vu|yguvg\|uydxdt+
K t1 K

t1 t1

14



to [2)
[ teledi?iazar [ [ 7)ot
t1 JK t1 JK

E portanto

1 2¢2
Q/K“f

to

to to
dm—l—/ /m\u!m1|Vu\2§2dxdt§/ /Zm\u]m]VquHVﬂdxdt—i-
t1 JK t1 JK

to t2
T / / 116 a2 dedt + / / llall€|dadt.
t1 JK t, JK

lu|"" e multiplicando ambos lados da desigual-

t1

Reescrevendo |u|™ = |u|"2~

dade por 2, obtemos:

/K 2

2 t2 t2 1 m—1
2 dx—l—/ /2m|u|m_1|Vu|2§2dxdt§/ /4m|u|m;|u|2|Vu||§||V§|dxdt—l—
t1 t1 JK tn JK

to to
+ [ 2lelili?idzat + [ [ 2Ap)ulig?ldod
t1 JK t1 JK

Aplicando a desigualdade de "Young com €" para p = g = 2 e € = m no
primeiro termo do lado direito da desigualdade, e para p = mT“ eq=m+1

no terceiro termo do lado direito da inequacgao, obtemos:

to to t2
/ 2¢2 d:v+/ /2m|U|m_1|VU|2§2d$dt§/ /m|u|m‘1IVu|2|€|2+
K £ th JK t1 JK
42

2IUI’”"’“IV( OF
2(2m)?/?

w2 [ [ iellenelasars
I, [b;'%l s ] 2/6% dut,

dzdt+
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que podemos reescrever da seguinte forma

to
/ U252
K t

to to
dw+/ /2m|u|m_1]Vu]2§2dxdt§/ /m|u!m_1|Vu|2]§\2dmdt—|—
t1 JK

Sl V(e “ T el
/tl / 2(2m)%/2 dz dt+2/ /|§||§t||u |dxdt+

m+1/ / f ’"vflézdmwf—/ / |+ 2 ddt.

Subtraindo ttfme\u|m‘1|Vu|2|§\2 de ambos lados da desigualdade, e utili-

2 .
zando o fato de que =5 < 4m pois m > 1, vale que

Joe

to

to to
dm+/ /|u|m_1|Vu|2|§|2dxdt §4m/ /|u|m+1|V§|2dxdt+
11 K

t2
= /|§H5t||u21dxdt+—/ [ 1715 v
t1 K
to
+4m/ /|u|m+1§2dxdt.
t1 K

t1

E portanto

Jos

t2

to to
dx+/ / lu|™ | V€| Pdadt < 4m/ / || [[Vf]z + 52] drdt+
t1 JK t1 VK

b2 2 t2 m+1
+2/ /|§||§t||u2|d:vdt+—m/ /|f| =2 2 .
t1 JK m_l_]‘ t, JK

Agora, utilizando o fato de que 0 < ¢ < 1, temos

to
/ u2€2
K th

t1

to to
dx+/ / lu|™ | V€| Pdadt < 4m/ / || [[VS]Q + 52] drdt+
t1 JK t1

to )
+2//|§||&||u2|dmt+_//1|f|dedt
t1 JK

16



Dai, aplicando a desigualdade de Hélder no ultimo termo do lado direito da

desigualdade para p = q e seu conjugado de Lebesgue, obtemos

/K 2

to to t2
iy / a1 [Vul2lé Pdadt < 4m / / a1 [IVE[? + €] dadi+
t1 11 K tl

m+1
2 t2 m+1 _gm q
m+1 J, K
t2
+2/ / €116 12| dadt.
i1 K

Realizando algumas simplificagoes e utilizando o fato de que K é limitado,

temos

to
/ u2€2
K t1

to to
dw+/ /]u|m1’Vu’2‘£’2d$dt < 4m/ /’u‘erl UVSP +€2] drdt+
t1 JK t1 JK

t2

to om mA41
+2 w?|dzdt+ | K| —— 1 T dt.
J A e AL

Novamente, utilizando a desigualdade de Holder no tdltimo termo do lado

direito da desigualdade para p =

/K 2

to to t2
2 dat / / [l [V ul?|¢[Pdadt < 4m / / [ul ™ [| Ve[ + €7] dadt+
t t K t1 JK

m+l—rm

t2 —rm
+|K Vi dt
IR m+ 1 (/ ' )

m—+1

to m+1 _rm m t2
([ i) ™ vz [ leleliliasa
t1 t1 JK

Por fim, como o intervalo [t1,%5] é limitado e realizando algumas simplifica-

¢oes, concluimos que

to
/ U252
K

t1

to to
d$+/ /]u|m—1yvu’2‘§|2d$dt < 4m/ /’u‘m-i-l [[V§]2+£2] drdi+
t1 JK t1 VK

17



2m m+l—rm m+1
ty — b)) o
(e — )5 I+

to
1 / / 1162\ ddt.
t1 K

m4+1l—rm

Por fim, tomando C' = max{4m, |K|2% (|t — t;|) — , 2} e tomando

+ K|

o supremo no intervalo (¢, t2] temos:

to to
sup /u2§2dx—|—/ /|u|m_1|Vu|2|§|2dazdt§C/ /|f||§t|u2dxdt+
t1<t<ts JK t, JK t1 JK
to
+C/ /|u|erl [[VE]P+ €] dudt+
t1 JK

m+1
+ON AN e

3.2 Lema de aproximacao

Nesta se¢ao, iremos aproximar solucoes da PME nao-homogénea por so-
lugoes da equagoes homogénea. Isto nos garante absorver, de certo modo,
a regularidade ja conhecida (ver [5]) de tais solugbes. Este resultado sera
fundamental na construcao da iteracao geométrica, que serd o método que
nos garantira concluir o resultado principal deste trabalho.

Para obtermos tais resultados, definimos um conjunto auxiliar: dado p >
0 el < 6 < 2aser definido posteriormente, definimos o §—cilindro parabélico

do seguinte modo:

G, = (—p",0) x B,(0) C (—00,0) x R™.

18



Lema 3.2.1. Dado § > 0, eriste 0 < € < 1 de modo que, se ||f||per <€ eu

for solugao local de (1.1) em Gy entdo existe ¢ tal que

¢y — div(m|d|" 'V p) =0 em Gi)2 (3.2)

v = @llc,cypp < 0. (3.3)

Demonstracao. Por contradicao, suponha que para algum Jy, existam se-

quencias (u/); e (f7); com

m+1

€ Lige(—1,0; Wil (B1))

Uj € Cloc(_lao; LIQOC(Bl))’ ’uj

e fI € L (G,) tal que

w] — div(m|uw! " 'Vu!) = f7 em Gy, (3.4)
[t/ ]l <1 e (3.5)

j 1
| f HL‘”(Gl) < 3 (3.6)

mas, para qualquer j e qualquer solugao ¢ da equagdo homogénea em G s,

ainda se tenha,

1w = Bllc.c1 /2 > do- (3.7)

Considere a funcao teste £ € C3°(Gq) tal que £ € [0,1],£ =1 em Gyyp e

¢ = 0 perto de 9,G;. Pela estimativa de Caccioppoli, temos que

19



0 0
/ P VP < sup / ()26 + / 7 | P
—1JB; By —1JB;

—1<¢<0

0 0
<c [ [wygsire [ [ wimaqee v
—1 B1 —1 B1
. om+l
+ P,

ja que u/ é solugao de (1.1).
Agora, como valem (3.4) e (3.6) e £ € [0, 1], podemos limitar esta desigual-

dade por uma constante do seguinte modo:

0 0 0
| [wrivepe <c [ [ wygarse [ [ wimagege v e
-1J B —-1JB -1/ B
. om+l
+ O iy

- 1
<cH+ Wb g, + c”;

=C.
(3.8)
Defina agora v/ == |uf|"2" .

Deste modo, podemos calcular

; 1 e ,
vol = (M) Wl e,

concluindo

. 1\? ,
Vi = (%) |V,

Agora, utilizando (3.8), podemos concluir entdo que |[|[Vo?||3, Gy, € limi-

tada, pois

20



0
VB, = [ VP
—1/2 J By s
0 .
< / / |Vo! |22 dadt
—-1JB;
0 1 2 ) )
_ m+ |U‘7|m_1|vu]|2§2dﬂjdt
1JB 2
2
<5(m—+1) .
- 2

Deste modo, tomando uma subsequencia, se necessario, obtemos
VUJ N w

fracamente em L?, Gy 5.

Observe que, como cada (u?) satisfaz (3.4), é entdo solu¢do de uma equa-
¢ao de meios porosos, sendo deste modo Holder continua [4, capitulo 5, se¢do
16.1]. Deste modo, temos que v’ ¢ equicontinua e equilimitada. Assim, pelo

Teorema de Arzela-Ascoli, existe ¢ tal que
u = ¢
uniformemente em G/, para outra (se necessaria) subsequéncia renomeada.

Devido a convergéncia uniforme

- om—+41 m+1

v = || 27 = |p| 2 =,

existe o gradiente fraco da v. Desta forma, podemos identificar ¢ = Vv

Finalmente, passando o limite em (3.4) obtemos
b — div(m|¢["T'V¢) = 0 em Gy

Ou seja, ¢ é solugdo da PME homogénea, contradizendo assim (3.7). O
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Capitulo 4
Iteracao Geométrica

Neste capitulo, iremos realizar o processo de iteracao geométrica no ci-
lindro dimensionado pela PME. Os dois primeiros resultados garantem por
meio do processo de inducao, que sob certas circunstancias, temos um con-
trole de [|u|o,c,, para A < 1/4 e todo k natural. O 1ltimo resultado garante

estas limitagoes para todo cilindro parabolico G,., r € (0, ).

4.1 Iteracao Geométrica

Lema 4.1.1. Eziste € > 0 ¢ 0 < X\ < 1/4, ambos dependendo de m,d e
tais que: se ||f||rer.c, < € e u € localmente solugdo fraca de (1.1) em Gy,

com ||u|oo.c, <1 entao
1
| t]|oo.cy < AT quando |u(0,0)] < ZM‘

Demonstracao. Tome 0 < § < 1 a ser escolhido. O lema de aproximacgao
(Lema 3.2.1) garante que podemos obter 0 < € < 1 ¢ uma ¢ solucao de (3.2)
em G /o tal que

lu = 6l < 0. (4.1)

Como ¢ é solucao de (3.2), segue da teoria de regularidade (c.f [4]) que
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¢ é localmente C'Y° N C’tao/Z, com 0 < ag < 1. Desta forma, para (z,t) € G,

com A\ < 1 a ser escolhido, temos:

6z, ) — ¢(0,0)] =[é(z,t) — $(0,1) + ¢(0, ) — ¢(0,0)|
<l¢(z,t) = ¢(0,1)] + [6(0,) — ¢(0,0)]
<epla —0]% + et — 07 (4.2)
<A 4 AT
<CONT.

Podemos agora, estimar

sup |u| < sup |u — ¢| + sup |¢ — ¢(0,0)| + [¢(0,0) — (0, 0)| + |u(0,0)]
G)\ G1/2 G)\

§5+Cﬁ?+5+im,
(4.3)
pois vale (4.1), (4.2) e como A < 1/4, garantimos que G C G1/s.
Agora, aumentando o valor de C, se necessario, podemos escolher A > 0

e 0 > 0 adequados, do seguinte modo:

2
= N

23



Finalmente, substituindo estes valores em (4.3), obtemos

o 1
sup [u| <&+ CNF 46+ ZXV

G
. T,
*0v==y apf—27
= o — -
) i (40) i

ol I T IO U SN S (Y JU R

VR

VR

VR
al-
~
Q
<
|
y
+
e~ =
~
N
sl -
~_
Q
o
>
b
)

|
VR
al-
~~
i
2

Aqui é crucial observarmos que, como queremos controlar (4.3), devemos

tomar
v < 0%. (4.4)

]

Teorema 4.1.2. Ezxiste e > 0 e 0 < A < 1/4, ambos dependendo de m,d e
7y tais que: se || fllrarcy) < € e u € localmente solugdo fraca de (1.1) em Gy,
com ||u]|co.cy <1 entdo

lullse.y < (A7, quando [u(0,0)] < -(X")7,

A~ =

para todo k € N.

Demonstracao. Prova por indugao em k. O primeiro passo, para k = 1 foi

24



feito no Lema 4.1.1. Suponha entao que o resultado vale para k e mostraremos

que vale para k 4 1. Considere a funcao v : G; — R definida por:

u( Nz, \Mt)  u(z,t)
v(z,t) = T =

Temos, deste modo
Ut(xa t) = )\k@—'ykzut/<z7 t,)>

Viyv(z,t) = 7%V iu(z, t)
e

u(z,t)
A7k

div(a) (m|v(:v,t)|m—1VU(x,t)) = div(y) (m

m—1
u(z,t)
V() )

— AR\ iy (m |u(z, t’)]m_IV(x)u(%t/))
A diviey (mu(z )l 1N

kK s nm—1 (Ou(z,t')  Ou(z,t)
=\ )\kd1v(x)(m‘u(z,t)‘ ( 92 o

n /
= wom [m > (B

1=

ou(z,t) N im—2 . ou(z,t')
+ 0=, (m = 1)|u(z,t)|" “sign (u)a—zzk
_ )\k(lffym) [m )\k‘U(Z,t/)|m_2 Z (ag(zg t ) ‘U(Z,tl>‘m—|—
i=1 Zi%i

(%5 o)

= \k(@=m) div,) (m‘u(z,t’)‘mflv(z)u(z,t'» )

onde v(z,t), Vipv(z,t) e div)(mlo(z,t)|" ' Vu(z,t)) sdo calculados no
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sentido fraco. Assim, deve valer que

o= div(mfo|" Vo) = Nz, 1) = N divi (mfuCz, )] V(s 1)

no sentido fraco.

Fazendo A\F0—7% = \FC=1) vemos que devemos ter
0=2+~(1—m). (4.5)
Dai, como u ¢ solucao de (1.1) em Gy, obtemos

v — div(m|v|™ " Vo) =AM [y, (2, ) - divg, (m‘u(z,t’)}m_lv(z)u(z,t’))}
= NETMf (2 t)
=g(x,1).

Agora, podemos calcular

° i
HQHTLW(GI):/ < \g(x,t)\qda:) dt

-1 B

’ i
= / ( / Aq’“(Q‘W)|f(>\’“x,A’“%)Pdax) dt

-1 B

0 :
_/—1 /'BAIC

NIFE=m) =R f (3 AME) |qu> dt
0
_ \(ah(2—m)—dk)? / /
-1 B,k

0
:A(qk(Z'ym)dk);kQ/ /
—)\kO B)\k

—ym)— L—kt T
— \(@k@—ym)—dk) g~k ||fHLllvT(G>\k)

Q3

|f(z, )\’“"t)|qu> dt

r
q

|f(x, t)|qu) dt

Como A\ < 1, queremos que (gk(2 — ym) — dk‘)g — kO > 0, para que se
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tenha ||g||zarc1) < || fllLarc,) Utilizando @ escolhido em (4.5), obtemos
(qh(2 — ym) — dk)g — k(2 +4(1—m)) >0,

r(2g—d)—2q

Afirmamos que devemos ter v < dbmr—(m=1)]

, pois, se
(h(2 = ym) = k) = k(2-+7(1 = m)) 20,
entdo, somando k(2 + (1 — m)) em ambos lados da desigualdade, obtemos
(ah(2 = ) = k)2 > k(2 -+ (1 = m))

Como k > 0, ao dividirmos ambos lados da desigualdade por £, temos

T
(¢(2 =ym) —d)= > 2+~vq —ym.

()

Como ¢ > 0, multiplicando ambos lados da desigualdade por ¢, temos
(q(2 —ym) — d)r > 2q + vq — yqm.

Realizando as multiplicacoes, devemos ter
2qr — ymqr — dr > 2q + vq — yqm.

Reorganizando a desigualdade acima, e isolando ~, obtemos

r(2q—d)—2q>
mqr —qm+q

Que podemos reescrever do seguinte modo,

r(2q — d) — 2q
dmr —(m—-1] > "
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Concluindo a afirmacgao.

Deste modo, podemos concluir que
19l 2ar ey S N fllzar@, ) < N fllzarc) <€
Observe agora que, devido a hipotese de indugao, ||v||lc.q, < 1, pois

[0llco.60 = sup [v(, )]

G1
lu(Nez, \FO¢)|
S
\VF
= F
=1.

Deste modo, v satisfaz as hipoteses do Lema 4.1.1. Note ainda que

()\k+1)7
(AF)

<ty
— 4

1
4

u(0,0)

20,0 = | 7375

Portanto, pelo Lema 4.1.1,
[0lloc.cn <A

Por fim, temos que

—~k
AT Huuoo,G)\kH = Ssup A7k
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Dai, como A% > 0, concluimos que

HUHoo,GAkH < A+

Finalizando a inducao. ]

Observacao 4.1.3. Substituindo em (4.4) o valor de 6 encontrado em (4.5),

devemos ter
_ 209 + (1 —m)ay

2 Y

Isto é,
20(0

< .
2+ (m— 1)0&0

g (4.7)

Teorema 4.1.4. Se u € uma solugdo de (1.1) em G, entdo, para todo

0<r <A, temos
1
| t]|co,c, < C17, quando |u(0,0)| < Z—lr'y.
Demonstracao. Seja v : Gy — R definida por
/U(x’ t) = pu (pax’ p((m71)+2a)t) — ,Ou(z,t/),
com p e a a serem definidos. Deste modo, temos:
v, t) = p" 2 uy (2,1,

Vv = pa+1V(z)u (z, t,)
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e

div(y) (m|v(z, 6)[™" 'V igyo(z, 1)) =div(, <m lpu(z, )™ p“lV(z)u(z’,t’))

— divey (mpmflpa+1 u(z, )™V iulz, t’))

. m1 [ Ou(z,t) ou(z,t)
_ ,m+ta / 1 )
= p" i (g <m lu(z,t')] ( I

" ou(z, t!
=pmt [m —a( )p“IU(Z, t)|"
- Y

ou(z, t’)>2

om = ) sign s -4 (2]

= o [Ou(z, 1)
— ym+a a nm=2 [ Z=\= " /) /
— [m;|u(z,t)] ( o LCLOLEs

+(m — 1) sign(u) (%)2”

= pmtie div ) (m|u(z, t')|m_1V(z)u(z,t'))

onde vy(z,t), Vv e div(y (mlo(z, t)|"'Vo(z,t)) sdo calculados no sentido

fraco. Observamos ainda que

v = divie (mo|" TV @yv) = " g (2, 1) — p" T divey (mlu(z, )TV u(z, 1)
= p" 2 up (2, 1) — dive) (mlu(z, )" Vu(z, t))]
=p" g (2, 1)
= g(ZL‘, t)

no sentido fraco.
Ou seja, v é solugao fraca da PME com termo fonte g(x,t) = p™ 2 f(z, 1),
para p e a fixos.

Temos ainda, da definicao de v, que
[0llsccr < pllullsc,cn
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Calculando

0 q
Nl ey = / / \g(x,t)l%x) it
—1 B1

/ |pm+2af(pax’ p((m_1)+2a)t)|qd;p) q g
By

T

/ p(m+2a)q|f<;0a$, p((m1)+2a)t)|qu> a4 dt
By

q

0
:/ (/ p(m+2a)q—ad|f($’p((m—1)+2a)t)|qu) dt
Bpa

0
_ plomt20)a—ad; / /
1 \/B,a
2 d|~ 0
:p[(m+ a)g—a ]q/ pf(mfl)an /
_p((’mfl)+2a) B
0
[(m+2a)q—ad];—m+1—2a/ /
_p((m71)+2a) B

[(m+2a)q—ad]2—m+l—2a||f qu ”

q

QU

|f(z, p((m—1)+2a)t)‘qu> ¢

T

q

|f(z, t)]qu) dt

p@
T

q

|f(x, t)]‘%lx) dt

=p

pa
=p —pm=1+2a 0)x B ,a)
Escolhendo a de modo que
[(m + 2a)g — ad]~ —m + 1 — 2a > 0,
q
isto é,
m(l—r)—1

0 que é sempre possivel, para m, d, r e q fixos, teremos

”9”24’T(G1) < ||f||2qm((7p(m—l)+2a,0)pra)'
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E, ainda, tomando p suficientemente pequeno, de modo que tenhamos

[vlloc.cy <1 e flgllzari) < e

Garantimos as hipoteses do Teorema 4.1.2. Por fim, dado 0 <7 < A < i,
existe k£ € N de modo que
ML < <R (4.8)

Agora, se [u(0,0)| < 117, temos

u(0,0)] < = (A%

Ny

Pelo Teorema 4.1.2, segue que
[ulloo,ye < (AF).

Finalmente, usando o fato que G, C Gy devido a desigualdade (4.8) e to-

mando C' = A7 e, concluimos que

plan v N\
ol < Tl < 047 = (*5) = (5) =0
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Capitulo 5

Regularidade fina para a Equacao

de Meios Porosos

Neste capitulo, utilizando os resultados do capitulo anterior, iremos mos-
trar que solugoes de (1.1) sdo localmente holder continuas, explicitando o

expoente holder.

5.1 Regularidade C% e C%¥

Nesta se¢ao, iremos apresentar o resultado principal deste trabalho.

Teorema 5.1.1. Seja u solugao local de (1.1) em Gy, com f € LY" satisfa-
zendo (1.2) (condi¢iao minima de integrabilidade). Entao u é de classe C*7

no espaco e CO% no tempo, com

~ min 20 r(2¢ —d) — 2q
7= {2+(m— Dao glmr — (m — 1)]

},9:2—1—7(1—771).
Demonstracao. Iremos mostrar que existe uma constante universal K tal que

lu = u(0,0) [0, < K17 (5.1)
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Como u é solugao local de (1.1), sabemos que u é continua. Deste modo,

podemos definir
1
po= (4|u(0,0)])> >0 (5.2)

Tome um raio r tal que, 0 < r < \. Iremos analisar os trés possiveis casos

e Se i < r < X entdo, pelo Teorema 4.1.4 e por (5.2)

sup [u(a, £) — u(0, 0)] < sup [uz, )] + [u(0,0)|
n G’l’

T

< Cr7 + |u(0,0)]

1 5.3
<COr7 + =17 (5:3)
4
1
—(c+=)m
(e+3)r
e Se 0 <r < u, iremos considerar a funcao auxiliar
0
t
w(z,t) = u(pe, pt)
Iu’Y
Deste modo, temos
we(z,t) = 1™ uye,(ux, 10’
t(@,t) = 7 wyey(p, (' t) (5.4)

= p we, (pa, 1t),

Vw(a,t) = ™" Vigu(pa, l’t)p
= M(l_v) v(um)“(:uxmuet)a

m|w|m_1v(x)w(x7 t) = mHM_WU(N% ﬂ’et)]m_l |M(1_7)V(ux)u(:ux> ﬂ’et)
—’ym-i-’yﬂ(l—’y) |U(IU.CE, ,Uet) ’m_lv(,u:v)u(,ux> /Let)

= " fu(p, g™V gy, 101)

(5.5)
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€,

div(yy (mlw[™ 'V w(z,t)) = dive) (" u(pz, 1) "'V wyu(p, 1't))

|m—1

= p " diviey [Ju(pa, 1t)

Ou(pz, p°t)  Qupw, ji°t)
8,ua:1 T Quay,

" ou(pz, 1°t) .
3 [P+

=1 a'uxz'uxz
. B Ou(px, 1t ?
+(m — 1)sign(u)u(uz, p’t)|"* u <%> ]
Ou(px, pft -
2 vm m—1
Zl[ Pz, !u(uwu O™+
. mo [ Ou(pz, 1)\ 2
+(m — V)sign(u)|u(pa, p't)]™ > (%) ]

= 2" div () (Ju(pe, )08)|" 7V ayu(pz, 1ft)) .
(5.6)

Onde wy, Vpyw e diviys (m|w|™ 'V yw(z,t)) sao calculados no sen-

tido fraco.

Dai, como 0 — v =2 — ym e utilizando (5.6) e (5.4), temos que

— divgy (m|w|™ ' Vw) = pm (w0, (px, 1°t)—
= div () (Ju(pa, 10"V ayu(p, (1°))]
= u® f (e, pt)

- ¢($,t>
(5.7)

Pois u é solu¢ao da PME em G.
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Agora, observe que

~ u(0,0)
w(0,0) = o

_ u(0,0)
((4]u(0,0)))7)
1

T4

Portanto, .
u<07 O) = Zlvﬂ

Logo, podemos aplicar o Teorema 4.1.4, concluimos que

ulloo,, < Cp” (5.8)
Portanto, da defini¢cdo de w e por (5.8), temos

[wlloo.cr = Il " ulp, 1) |0,
7 u(p, 1) oo,
pCp?

C

(5.9)

IN

Sabemos ainda, devido a (5.7), que w € C%*. Além disso, como visto
a pouco, w(0,0) = %L. Logo, podemos concluir que exite um raio p, tal
que

e 1) > 5 (5.10)

Ora, (5.9) e (5.10) implicam que w é solu¢do em G,, de uma equagao

uniformemente paraboélica na forma

wy — div(a(z,t)Vw) = f € L7,
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onde os coeficiente de a(x,t) sdo continuos e satisfazem a limitagao
0 < ¢ <a(z,t) < ey Deste modo, vale que (c.f [14])
2 d
weC™, comp=1- (—+——1)
roq

que é a regularidade Holder 6tima para solucoes da equacao do calor

com fonte em L?"  que satisfaca (1.2). Logo, deve valer

sup |w(wz,t) —w(0,0)| < CZP, VO <z < @,
(z,t)EG, 2
Isto é,
ot 0,0
sup wlpe, pt)  w(0,0) < C2P, V0<z<@,
(z.1)EG. p p 2
Observe agora que 3 > v, pois
r(2¢ —d) —2q  r(2qr —dr —2q)
= gq[mr —(m—1)]  rglmr —m+1)
2qr—dr—2q
mr—m+1
_Tgl _2
m—24 1
2, d
_ 1—(=+ i 1)
m(—L4+1)+ 1+

m(—++1)+1

afinal, h(m) = m(—% +1) —i—% ¢ uma funcdo crescente em m para r fixo

e m > 1. Além disso, lim,, ,1+ h(m) = 1.
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Logo, vale

0
“up u(pa, p°t) — u(0,0) <O, Vo< z<

(x,)€C uy Y 2

Multiplicando ambos lados da desigualdade por |p7| = u? > 0 e fazendo

uma mudanca de varidveis, temos

sup Ju(x,t) —u(0,0)] < Clzp)?, WO <zp< 2y,
(z,t)EG2p 2
Por fim, denotando zpu = r, temos
sup |u(z,t) —u(0,0)| < Cr7, VO <r< %u. (5.11)

(z,t)€Gr
e Se u%o <r < u, temos
sup Ju(z, 1) — u(0,0)] < sup |u(z,) — u(0,0)

(z,t)eG, (z,t)eGy

<o

v
<o(?
Po

= CfoT”Y

(5.12)

Devido a (5.3) e a hipotese de que p2 <.

Agora, tomando K = max{C'+%, Co} e usando (5.3), (5.11) e (5.12), obtemos
a desigualdade (5.1) para todo 0 < r < A, como queriamos. ]
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