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RESUMO

Este trabalho apresenta algumas contribuições para métodos de controle baseados em
dados obtidos em apenas um experimento, a fim de torná-los mais atrativos quanto à apli-
cação em processos industriais. A partir de dados obtidos emexperimentos no processo,
os métodos baseados em dados estimam os parâmetros de um controlador de estrutura
fixa por meio da minimização do erro entre a saída do sistema real em malha fechada
e uma saída desejada, dada por um modelo de referência. O método Virtual Reference
Feedback Tuning- VRFT é o método mais expressivo na literatura que estima os parâ-
metros do controlador usando apenas uma batelada de dados, mas o mesmo apresenta
alguns inconvenientes em sua formulação que limitam a sua aplicação. Neste trabalho,
o método VRFT é modificado de forma que se obtém um método VRFT flexível, o qual
minimiza um critério flexível, pelo qual são estimados tantoos parâmetros do controlador
quanto os parâmetros do numerador do modelo de referência; assim, caso a planta que
se deseja controlar seja de fase não-mínima, o critério é capaz de estimar esses zeros e
os mesmos devem ser incluídos no modelo de referência que será utilizado no projeto do
controlador. Além disso, em sistemas com ruído, o método VRFT necessita de uma variá-
vel instrumental para que a estimativa dos parâmetros do controlador seja não-polarizada.
Para eliminar a necessidade de usar variáveis instrumentais, um novo método de controle
baseado em dados é proposto, o qual é descrito sob a ótica de identificação. Este método
pode ser visto como a identificação de um sistema, no qual a função de transferência do
processo é reparametrizada em função do controlador ideal edo modelo de referência.
Além disso, estende-se a teoria de projeto de experimento com solução baseada em res-
trições LMI para o caso da identificação do controlador ótimo. Todas essas contribuições
são ilustradas através de simulações.

Palavras-chave: Controle baseado em dados, Identificação de sistemas, Processos de
fase não-mínima, Projeto de experimentos.



ABSTRACT

This work presents some contributions to data-based control methods where data is
obtained in only one experiment, in order to make them more attractive to industrial pro-
cess applications. Using data from experiments on the process, data-based methods es-
timate the parameters of fixed structure controller, through the minimization of the error
between the closed loop response of the system and the desired response, given by a
reference model. The Virtual Reference Feedback Tuning - VRFT method is the most
expressive method in the literature that estimates the controller parameters using only
one batch of data, but this method presents some inconveniences in its formulation which
limit its application. In this work, the VRFT method is modified in order to obtain a flex-
ible VRFT method, which minimizes a flexible criterion, and then obtains the controller
parameters together with the parameters related to the reference model numerator; thus,
if the plant which we want to control is non-minimum phase, then the criterion is able
to estimate these zeros and they need to be included in the reference model that will be
used in the control design. Besides, when dealing with noisysystems, the VRFT method
needs an instrumental variable so the controller parameters estimate is unbiased. In order
to eliminate this necessity, a new data-based control is proposed in this work, which is
formulated using identification theory. This method can be seen as the identification of a
system, where the process transfer function is reparameterized as a function of the ideal
controller and the reference model. Besides, we extend the experimental design theory
where the problem is solved using LMI constraints to the caseof the optimal controller
identification method. All these contributions are illustrated through simulations.

Keywords: Data-based control, System Identification, Non-minimum phase pro-
cesses, Experiment design.
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1 INTRODUÇÃO

Projetar um controlador para um sistema significa obter uma função matemática ou
alguns parâmetros de um dispositivo industrial com o objetivo de fazer com que esse sis-
tema se comporte de uma forma desejada, respeitando certos requisitos de desempenho.
Técnicas de controle são aplicadas aos mais diversos sistemas, desde um simples controle
de temperatura em uma sala ou em um processo químico, como em pilotos automáti-
cos de aviões (QUEINNEC; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) ou sistemas não-lineares
como reatores CSTR (GAMBOA-TORRES; FLORES-TLACUAHUAC, 2000). Dessa
forma, quanto mais complexo for o processo, mais informações são necessárias para que
o sistema de controle seja capaz de fazer com que o sistema em malha fechada apresente o
comportamento desejado. Consequentemente, em processos mais simples, ou cujos requi-
sitos de desempenho são mais modestos, controladores com menor grau de complexidade
são suficientes para atingir o objetivo desejado.

Nesse grupo encontram-se os controladores proporcional-integral-derivativo (PID), os
quais são ajustados através de apenas três parâmetros. As fórmulas de Ziegler & Nichols
(ZIEGLER; NICHOLS, 1993) para sintonia de controladores PID contribuíram na po-
pularidade destes, uma vez que os ganhos do controlador são determinados com base
no conhecimento de apenas algumas características do sistema, sem a necessidade de
um modelo matemático do mesmo. Apesar da facilidade de aplicação dessas fórmulas,
várias malhas de controle nas indústrias permanecem mal sintonizadas (ÅSTRÖM; HÄG-
GLUND, 1995). Muitas vezes, os ganhos são sintonizados manualmente, provocando um
desempenho do sistema bastante inferior do que seria no casoem que o controlador fosse
sintonizado adequadamente. Além disso, a simplicidade da sintonia baseada nas fórmu-
las de Ziegler & Nichols acarreta, muitas vezes, em desempenhos com um sobrepasso
elevado, o que normalmente não é o desejado para a resposta deum sistema de controle.

Métodos de controle adaptativo também surgem como uma possibilidade para o pro-
jeto de controladores quando não se conhece o modelo do processo. Uma abordagem
interessante é conhecida por controle dual, a qual visa obter um compromisso entre o de-
sempenho do sistema de controle e pequenos erros de estimação (ÅSTRÖM; WITTEN-
MARK, 1989). Nesse método, as incertezas nos parâmetros estimados são consideradas
no projeto do controlador. O problema é então formulado através da minimização de
uma função custo, cuja solução é dificil de ser encontrada. Emalguns casos simples,
esta função pode ser solucionada através da Equação de Bellman (ÅSTRÖM; WITTEN-
MARK, 1989). Porém, nesses casos, o controle é dado por um estimador não-linear e
uma realimentação de controle.

As dificuldades em atingir requisitos mais rígidos e controlar sistemas mais complexos
impulsionaram o aparecimento de técnicas de controle baseadas em modelo. Nesse caso,
o projeto do controlador consiste de dois passos: primeiramente, um modelo matemático
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do sistema é obtido; a partir deste modelo, projeta-se o controlador baseado nos requisitos
de desempenho. Este modelo pode ser obtido através da identificação do sistema baseada
em dados obtidos do mesmo. Nesse caso, são necessárias algumas escolhas a fim de
propiciar uma identificação de um modelo adequado: escolha do sinal de entrada a ser
aplicado no sistema; escolha da classe de modelos a ser utilizada e escolha do método de
identificação a ser utilizado. Essa metodologia de projeto ébaseada em duas premissas
(Van den Hof, 2001). Do ponto de vista de identificação, assume-se que o sistema real
pode ser identificado exatamente a partir dos dados do experimento. E do ponto de vista
de projeto de controle, essa situação significa que o controlador é baseado em um modelo
que reflete exatamente o comportamento dinâmico do processoque se deseja controlar.

No entanto, garantir que o sistema real pertença à classe de modelos escolhida de-
pende da escolha correta da estrutura de modelos bem como a ordem do processo. Muitas
vezes uma ordem elevada é escolhida a fim de garantir que essa premissa seja satisfeita; no
entanto, o projeto do controlador baseado em um modelo de ordem elevada normalmente
necessita de um procedimento de redução de ordem, ou do modelo ou do controlador.
Assim, a identificação de um modelo adequado para o projeto decontroladores envolve
bastante conhecimento por parte do projetista, que deve fazer diversas escolhas com o in-
tuito de “tentar acertar” na escolha da classe de modelos. Esse procedimento é geralmente
custoso e demorado, e nem sempre é possível aplicá-lo em ambientes industriais.

Por outro lado, se o modelo é apenas uma aproximação do sistema real, então a quali-
dade do modelo depende da aplicação ao qual o mesmo será submetido (GEVERS, 2006).
Se o objetivo do modelo é servir de base para o projeto de um controlador, então o cor-
reto é projetar de experimento a fim de assegurar que o erro de modelagem seja tal que
deteriore o projeto de controle o menos possível. No caso de identificação para controle,
o que realmente importa é o desempenho obtido quando o controlador baseado no mo-
delo é aplicado ao sistema real, e não a qualidade do modelo emrelação ao processo real
(GEVERS, 2005).

Idealmente, um procedimento de identificação para controlepoderia ser formulado
da seguinte forma: dado um objetivo de desempenho do sistemade controle, projetar
o procedimento de identificação de forma que o desempenho atingido pelo controlador,
que foi projetado baseado no modelo, aplicado ao sistema real seja o melhor possível
(GEVERS, 2005).

Em uma abordagem parecida, surgiram os métodos de controle baseados em dados.
Através de dados de entrada e saída coletados do sistema e como objetivo de atingir um
desempenho em malha fechada dado por ummodelo de referência, o controlador é esti-
mado; porém, o grande diferencial destes métodos é que os mesmosnãoutilizam o passo
intermediário de obtenção do modelo do sistema. Apesar de não serem explicitamente
tratados dessa forma, os métodos de controle baseados em dados podem ser vistos como
métodos de identificação do controlador, já que os mesmo são baseados em um conjunto
de dados, em uma classe de modelos candidatos (neste caso a classe de controladores) e
em algum método que relacione os dois a fim de obter o controlador baseado no modelo
de referência de malha fechada escolhidoa priori.

Entre os métodos baseados em dados, existem métodos iterativos, que utilizam vários
experimentos, e os métodos diretos, baseados em apenas um experimento. Os métodos
iterativos (HJALMARSSON et al., 1998; KAMMER; BITMEAD; BARTLETT, 2000;
KARIMI; MISKOVI Ć; BONVIN, 2003a) são considerados métodos mais seguros que
os métodos diretos porque, a cada experimento, o controlador presente no sistema é re-
sintonizado, de modo que os valores dos parâmetros não mudamdrasticamente em cada
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iteração. No entanto, muitas vezes, são necessários váriosexperimentos até que o método
atinja o controlador ótimo, o que torna esses métodos bastante perturbadores do ponto de
vista de produção. Na literatura, existe apenas um método decontrole baseado em da-
dos obtidos de apenas um experimento. É o método VRFT (Virtual Reference Feedback
Tuning) (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002), o qual minimiza uma função custo
quadrática a fim de obter os parâmetros de um controlador linear. Porém, este método
ainda necessita de alguns ajustes para que possa ser utilizado em processos industriais, de
forma que se tenha certas garantias de que o controlador resultante deste método não ins-
tabilize o sistema quando colocado em operação e proporcione o desempenho esperado.
Devido a essa necessidade, o objetivo desta tese é elaborar certas melhorias, de modo
que os métodos de controle baseados em apenas um experimentopara obtenção dos da-
dos sejam mais seguros e, portanto, mais bem aceitos para a sintonia de controladores de
processos industriais.

A primeira contribuição deste trabalho é a inclusão de um critério flexível ao critério
minimizado pelo método VRFT de maneira que o mesmo possa ser utilizado em plan-
tas de fase não-mínima. Quando o projeto do controlador for baseado em um modelo
de referência, é importante que os possíveis zeros de fase não-mínima do processo a ser
controlador sejam incluídos no modelo de referência utilizado. Caso isto não seja feito,
o sistema em malha fechada com o controlador projetado pode resultar inclusive em ins-
tabilidade. Assim, controladores baseados em dados, que por sua vez são baseados em
modelo de referência, falham se a planta contém um ou mais zeros de fase não-mínima
que não foram incluídos no modelo de referência. Caso a planta seja de fase não-mínima,
é necessário o conhecimento desses zeros para sua inclusão no modelo de referência. Para
solucionar este problema, este trabalho apresenta um procedimento que estima os zeros
do modelo de referência, juntamente com os parâmetros do controlador. Assim, caso a
planta contenha zeros de fase não-mínima, estes zeros aparecerão como zeros do mo-
delo de referência. De posse desse conhecimento, o modelo dereferência é corretamente
escolhido e o método VRFT pode ser utilizado com segurança.

A segunda contribuição da tese envolve controle baseado em um experimento de da-
dos, quando esses dados são afetados por ruído. Da maneira como é formulado o método
VRFT, quando os dados utilizados são afetados por ruído, a estimativa dos parâmetros
do controlador énão-polarizadasomente quando é utilizada uma variável instrumental.
Isso significa que um segundo experimento deve ser realizado, ou um modelo do processo
deve ser obtido. Nesta tese, o problema de controle baseado em dados é formulado como
um problema de identificação do controlador ótimo em um sistema afetado por ruído.
Como será mostrado, as propriedades estatísticas como polarização e variância da esti-
mativa dependem da estrutura do sistema e da classe de modelos. Uma vez que o sistema
a ser controlado pertence à classe de modelos escolhida, então com apenas uma batelada
de dados é possível obter uma estimativa não-polarizada do sistema. Além disso, como
o projeto do controlador agora é um problema de identificação, a teoria de identificação
de sistemas pode ser estendida e as técnicas para obtenção demelhorias nas estimativas
podem ser usadas.

De fato, o projeto de experimento é uma ferramenta utilizadaem identificação de sis-
temas com o objetivo de obter estimativas que respeitem certas restrições. Usualmente,
projeta-se um experimento de forma a minimizar a variância da estimativa ou, de forma a
garantir certas normas que consideram os modelos estimados. O projeto de experimento
consiste basicamente em “escolher” as variáveis de um experimento, como por exemplo
o sinal a ser aplicado e o seu tamanho. Além disso, uma formulação desse problema
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baseada em restrições LMI é apresentada em (JANSSON, 2004).Assim, o projeto de
experimento é estendido ao problema de identificação do controlador ótimo e, portanto,
algumas aplicações de projeto de experimento, utilizando restrições LMI, são apresenta-
das.

Este trabalho é apresentado da seguinte forma: no Capítulo 2são apresentados alguns
conceitos base usados na formulação dos métodos baseados emdados, como a formula-
ção de problemas de controle baseada em otimização e baseadaem modelo de referência.
Além disso, é apresentada uma revisão sobre os métodos existentes. Nesse caso, dá-se
maior ênfase ao método VRFT, uma vez que este é um método que utiliza apenas um
experimento para obtenção dos dados e é neste campo que se deseja contribuir. Uma
revisão bibliográfica sobre alguns conceitos importantes de identificação de sistemas é
apresentada no Capítulo 3. Apresentam-se as condições que devem ser respeitadas sobre
os elementos de um problema de identificação a fim de que se possa estimar as proprieda-
des da estimativa, como os erros de polarização e variância.Além disso, apresentam-se
os conceitos de projeto de experimento, o qual é utilizado para uma possível minimização
do erro da estimativa.

No Capítulo 4 é apresentado o método de sintonia baseado em referência virtual para
processos de fase não-mínima. Apresenta-se a formulação docritério flexível que deve
ser utilizado, o método iterativo para estimativa dos parâmetros, o procedimento proposto
e alguns exemplos ilustrativos. O método de identificação docontrolador ótimo é in-
troduzido no Capítulo 5, onde são apresentadas as condiçõespara se obter estimativas
não-polarizadas e as fórmulas da variância, que pode ser reduzida através de um projeto
de experimento. Vários exemplos ilustrativos são apresentados, mostrando a eficiência do
método em estimar os controladores. Além disso, no Capítulo6 é apresentada a extensão
da teoria de projeto de experimento para o caso de identificação do controlador ótimo;
alguns exemplos ilustram essa extensão. Por fim, as conclusões gerais são apresentadas
no Capítulo 7.
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2 PROJETO DE CONTROLADORES BASEADO EM DA-
DOS

2.1 Introdução

O projeto de controle baseado em dados consiste em ajustar osparâmetros de um
controlador com estrutura fixa usando dados de entrada e saída coletados de um processo.
Estes dados podem ser obtidos através de ensaios específicos, ou, em alguns casos, apenas
com o processo operando em malha fechada com algum controlador. Nesse caso, os
softwaressupervisórios utilizados no meio industrial já têm esses dados arquivados, o
que incentiva o uso destes métodos por não ser necessário interromper a produção a fim
de obter os dados para projetar um novo controlador.

O ajuste é feito diretamente, isto é, sem o uso intermediáriode um modelo identificado
do processo, e o objetivo é obter um controlador tal que a resposta do sistema em malha
fechada seja tão próxima quanto possível de uma resposta desejada, dada por um modelo
de referência. Os métodos de controle baseados em dados podem ser relacionados ao
método de controle adaptativo baseado em modelo de referência (MRAC) (GOODWIN;
SIN, 1984), pois utilizam a mesma formulação de otimização de um critérioH2. Porém,
diferenciam-se conceitualmente do MRAC, pois o ajuste dos parâmetros do controlador
não é feito a cada instante de tempo, mas somente após coletaruma batelada de dados.

Esses métodos são utilizados para projetar controladores com estrutura fixa, ou seja, a
estrutura do controlador é escolhidaa priori e um problema de otimização é solucionado
para encontrar os parâmetros deste controlador. Dessa forma, esses métodos podem ser
utilizados para sintonizar controladores PID, que são largamente encontrados na indústria,
cujas malhas na maioria das vezes são mal sintonizadas (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1995).

Neste capítulo são apresentadas as definições de sistemas, que serão utilizadas em
todo este trabalho, alguns conceitos utilizados pelos métodos baseados em dados, os mé-
todos baseados em dados existentes na literatura e algumas estruturas de controladores
comumente utilizadas.

2.2 Definições do sistema

Considere um processo SISO (single-input, single-output) de tempo discreto e invari-
ante no tempo

y(t) = G0(z)u(t) + ν(t), (1)

ondez é o operador de avanço, definido como

zx(t) , x(t+ 1),



19

G0(z) é a função de transferência pulsada do processo,u(t) é a entrada de controle eν(t)
é o ruído do processo.

Seja o operador̄E[·] definido por

Ē[f(t)] , lim
N→∞

1

N

N∑

t=1

E[f(t)]

comE[·] denotando esperança (LJUNG, 1999). Um sinal é dito quasi-estacionário se a
média e autocorrelação do mesmo convergem para um valor finito quando o tamanho da
amostra cresce, conforme a definição a seguir.

Definição 2.1 (LJUNG, 1999) Um sinals(t) é um processo quasi-estacionário se

• Ē[s(t)] = ms(t), |ms| ≤ C, ∀t;

• Ē[s(t)s(r)] = Rs(t, r), |Rs(t, r)| ≤ C, ∀t, r;

• limN→∞
1
N

∑N
t=1 Rs(t, t− τ) = Rs(τ), ∀τ,

ondems(t) é o valor médio do sinals(t) eRs(t, r) é a covariância do sinals nos instantes
t e r.

O ruído é um processo quasi-estacionário, que pode ser escrito comoν(t) = H0(z)e(t),
ondee(t) é ruído branco com variânciaσ2

e . Ambas funções de transferência,G0(z) e
H0(z), são racionais e causais. Assume-se queH0(∞) = 1, ou seja, a resposta impulsiva
do filtroH0(z) satisfazh(0) = 1.

Esse processo é controlado por um controlador linear e invariante no tempo que per-
tence a uma classeC de funções de transferência lineares, definida pelo usuário, conforme
apresentado na Figura 1. Essa classe é tal queC(z)G0(z) tem grau relativo positivo para
todoC(z) ∈ C; equivalentemente, o sistema em malha fechada possui necessariamente
atraso. O controlador é parametrizado por um vetor de parâmetrosρ ∈ R

n, de forma que
a ação de controleu(t) pode ser escrita como

u(t) = C(z, ρ)(r(t) − y(t)), (2)

onder(t) é o sinal de referência, o qual assume-se ser quasi-estacionário e descorrelacio-
nado com o ruído, ou seja

Ē [r(t)e(s)] = 0 ∀t, s.

O sistema (1)-(2) em malha fechada torna-se

y(t, ρ) = T (z, ρ)r(t) + S(z, ρ)ν(t),

T (z, ρ) =
C(z, ρ)G0(z)

1 + C(z, ρ)G0(z)
,

S(z, ρ) =
1

1 + C(z, ρ)G0(z)
,

onde é explicitada a dependência do vetor de parâmetros do controladorρ no sinal de
saíday(t, ρ).
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Figura 1: Sistema em malha fechada com controlador.

2.3 Problema de controle baseado em otimização

Um problema de controle pode ser definido em função de uma resposta desejada para o
sistema em malha fechada. Dessa forma, deseja-se encontrarum controlador que, quando
aplicado ao processo, produza uma resposta em malha fechadaque seja tão próxima da
resposta desejada quanto possível.

Uma maneira bastante comum de solucionar este problema é escrevê-lo como uma
função custo a ser minimizada através de um problema de otimização. Assim, a função
custo depende da diferença entre a saída do sistema em malha fechada e da saída desejada.
Uma forma clássica de escrever a função custo é por meio do erro quadrático da diferença
entre a saída do sistema em malha fechada e da saída desejada.(ANDERSON; MOORE,
1971). A função custo pode ser dada por

J(ρ) = Ē
{
[y(t, ρ) − yd(t)]

2
}
, (3)

ondeyd(t) é a saída desejada do sistema.
Se for desejado que o problema de otimização minimize tambémo esforço de controle

é possível acrescentar mais um termo nesta função custo

J(ρ) , Ē
{
λ[y(t, ρ) − yd(t)]

2 + (1 − λ)u(t, ρ)2
}
,

ondeλ ∈ [0 1] é uma constante pré-definida pelo projetista que determina um peso entre
o seguimento do modelo de referência e a minimização do esforço de controle. Por outro
lado, o esforço de controle pode ser minimizado indiretamente através da escolha de uma
resposta em malha fechada desejada menos exigente. Por estemotivo, neste trabalho será
considerada a função custo (3), sem o termo relativo ao esforço de controle.

Este tipo de função custo é utilizado por muitos métodos de projeto de controladores
baseados em modelo, tais como LQR/LQG (ANDERSON; MOORE, 1971; GOODWIN;
GRAEBE; SALGADO, 1984) e controle preditivo generalizado (BITMEAD; GEVERS;
WERTZ, 1990), nos quais a solução de (3) pode ser obtida utilizando ferramentas como
equações de Riccati, Inequações Matriciais Lineares (LMI), Inequações Matriciais Bili-
neares (BMI) (BOYD et al., 1994).

Considerando que o sinal de referência e o ruído são descorrelacionados, a função
custo (3) pode ser dividida em duas partes (GOODWIN; SIN, 1984; BAZANELLA et al.,
2008):

J(ρ) = JMR(ρ) + JE(ρ), (4)

onde cada termo representa um objetivo de controle conceitualmente diferente:

• seguimento de referência:

JMR(ρ) = Ē
{
[[T (z, ρ) −M(z)]r(t)]2

}
, (5)
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ondeM(z) é uma função de transferência escolhida pelo projetista cuja resposta é
a desejada para o sistema em malha fechada, isto é,yd(t) = M(z)r(t).

• rejeição ao ruído:
JE(ρ) = Ē

{
[S(z, ρ)ν(t)]2

}
.

A partir de (4), verifica-se a possibilidade de minimizar somente uma parte do critério,
o que é usualmente feito por diferentes métodos de controle.Se o objetivo é o seguimento
de referência, então realiza-se um projeto de controle baseado em modelo de referência.
Se o objetivo é apenas rejeição ao ruído, realiza-se o projeto de controle de mínima va-
riância. Além disso, também é possível realizar o projeto docontrolador que considera
esses dois objetivos conjuntamente.

Escolhidos os objetivos de controle, o problema de otimização é solucionado atra-
vés da minimização da função custo (3), apresentando como resultado os parâmetros do
controlador. Assim, o projeto do controlador é definido por:

min
ρ
J(ρ) (6)

J(ρ) , Ē
{
[(y(t, ρ) − yd(t)]

2
}
.

2.3.1 Controle baseado em modelo de referência

Em um sistema de controle, usualmente as especificações de desempenho são dadas
em função de tempo de resposta, sobrepasso, tempo de subida da resposta do sistema
em malha-fechada, entre outras (BAZANELLA; GOMES DA SILVA Jr, 2006). Por ou-
tro lado, todos estes requisitos de desempenho podem estar implicitamente especificados
através de uma função de transferência de malha fechada, a qual é conhecida pormodelo
de referênciana literatura, dada porM(z).

Neste caso, em um problema de controle pode-se desejar que o sistema em malha
fechada atinja certo desempenho, o qual é especificado através do modelo de referência:

yd(t) = M(z)r(t), (7)

ondeyd(t) denota a resposta desejada de malha fechada. Assim, o controlador deve ser
tal que o sistema em malha fechadaT (z, ρ) se aproxime o tanto quanto for possível do
modelo de referênciaM(z).

2.3.1.1 Escolha deM(z)

Teoricamente, a escolha do modelo de referência parece uma tarefa fácil. Uma es-
colha bastante simples seria utilizar polos reais, de formaque o sistema não apresente
sobrepasso e posicioná-los de forma a respeitar as restrições de tempo de acomodação.
Na prática, porém, se o modelo de referência escolhido não considerar certas característi-
cas do processoG0(z), o controlador obtido através de algum método baseado em modelo
de referência pode provocar um comportamento indesejado aosistema, podendo causar
inclusive a instabilidade do mesmo.

Para analisar esses possíveis problemas, considera-se queo controlador tenha uma
estrutura livre, de forma que o sistema em malha fechada com este controlador possa ser
exatamente igual ao modelo de referência escolhido. Nesse caso, a primeira restrição que
se deve respeitar é quanto ao grau relativo do modelo de referência, que deve ser igual
ou maior ao grau relativo da plantaG0(z), a fim de garantir a causalidade do controlador.
Isso pode ser verificado no exemplo abaixo.
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Seja o processo a ser controlado dado por

G0(z) =
1

(z − a)(z − b)
,

cujo grau relativo é 2, e o modelo de referência escolhido

M(z) =
1 − c

z − c
,

cujo grau relativo é 1. Nesse caso, o controlador que faria com que o sistema em malha
fechada com o controlador fosse exatamenteM(z) é

C(z) =
(1 − c)(z − a)(z − b)

z − 1
,

que é um controlador não causal. Já no caso em que o processo é dado por

G0(z) =
1

(z − a)

e o modelo de referência é o mesmo apresentado anteriormente, ou seja, o modelo de
referência tem o mesmo grau relativo que o processo, o controlador é então dado por

C(z) =
(1 − c)(z − a)

z − 1
,

cuja propriedade de causalidade é mantida e o mesmo pode então ser aplicado em sistemas
reais.

Além disso, outra situação indesejada em sistemas de controle é o cancelamento entre
polos e zeros instáveis. Caso o processo contenha zeros de fase não-mínima, ou seja,
zeros instáveis, então o modelo de referência deve conter osmesmos zeros instáveis da
planta. Caso contrário, o controlador tende a cancelar esses zeros com polos instáveis.
Essa situação é exemplificada a seguir.

Seja o processo dado por

G0(z) =
z − n

(z − a)(z − b)
.

SeM(z) não contiver o zeroz = n, então o controlador terá um polo neste lugar de forma
a atingir o modelo de referência. Se este zero for de fase não-mínima, então o controlador
será instável.

Assim, caso o modelo do processo seja desconhecido, a escolha do modelo de referên-
cia requer o conhecimentoa priori de pelo menos um limitante superior do grau relativo
do processo e da posição exata dos zeros instáveis, se os mesmos existirem. Através deste
conhecimento, é possível escolher um modelo de referência,para o qual o controlador
proporcionará um comportamento senão ideal, bastante próximo disto, sem enfrentar os
problemas apresentados acima.

2.3.1.2 Projeto do controlador

Após escolhido o modelo de referência, parte-se então para oprojeto do controlador.
Considere o caso ideal, no qual o sistema não apresenta ruído. Além disso, considere que
o objetivo de controle seja apenas o seguimento de referência. Assim, ocontrolador ideal
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Cd(z) é aquele que faz com que o sistema em malha fechada se comporteexatamente
como o modelo de referência escolhido. Nesse caso, tem-se que

M(z) =
Cd(z)G0(z)

1 + Cd(z)G0(z)
, (8)

e, isolando-seCd(z) em (8), o controlador ideal é então dado por

Cd(z) =
M(z)

G0(z)(1 −M(z))
. (9)

Se o modelo do processoG0(z) for conhecido e o controlador não tiver restrições
quanto à sua estrutura, basta então aplicar a fórmula (9) para obter o controlador.

Porém, os sistemas reais usualmente se comportam de forma a violar essas premissas.
Primeiramente, na maioria dos casos,G0(z) não é conhecida e a mesma deve ser obtida
através de modelagem matemática e/ou estimada através de algum método de identifica-
ção. Além disso, como nos sistemas reais normalmente há presença de ruído, a estimativa
do modelo do processo terá certas variações devido ao mesmo e, nesse caso, o controla-
dor obtido através de (9) não necessariamente fará com que o sistema em malha fechada
se comporte como o modelo de referência previamente escolhido. Por fim, a estrutura
dos controladores usados na prática raramente é flexível para garantir que (9) possa ser
utilizada; em grande parte dos problemas de controle, a estrutura do controlador é fixa e
apenas os ganhos do controlador podem ser ajustados.

Devido a essas características dos sistemas reais, o projeto de controladores normal-
mente não é baseado em (9); uma forma usual de se obter o controlador é através da
minimização da função custoJMR(ρ). Esta função custo representa os requisitos de
desempenho do sistema em malha fechada, de forma que quanto menor o custo, mais
próximo está o sistema em malha fechada do comportamento queé desejado, sem ne-
cessariamente tentar impor que o mesmo seja exatamente igual ao modelo de referência
escolhido.

ConsiderandoΓ o conjunto de todos os parâmetros do controlador que tornam osis-
tema em malha fechada BIBO-estável, pode-se reescrever a parcela do seguimento de
referência utilizando o teorema de Parseval. Seρ ∈ Γ, então:

JMR(ρ) =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣T (ejω, ρ) −M(ejω)
∣∣∣
2
Φr(e

jω)dω. (10)

ondeΦr(e
jω) é o espectro de frequência do sinal de referência eT (ejω, ρ) é a transformada

de Fourier discreta (DFT) do sistema em malha fechadaT (z, ρ).

2.3.2 Controle de mínima variância

O projeto de controladores pela minimização do custo associado ao ruído -JE(ρ) -
é tópico clássico na literatura conhecido porcontrole de mínima variância. Uma versão
adaptativa do problema é apresentada em (ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1973). Dado um
sistema com referência nula, deseja-se que o efeito do ruídoν(t) presente no sistema seja
atenuado. A solução para este problema, quandoG0(z) é de fase mínima, é dada pelo
seguinte controlador (ÅSTRÖM, 1970):

Ce(z) =
H0(z) − 1

G0(z)
. (11)
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Novamente pode-se utilizar o teorema de Parseval para escrever a parcela da minimi-
zação de ruído, paraρ ∈ Γ, como:

JE(ρ) =
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣S(ejω, ρ)
∣∣∣
2
Φν(e

jω)dω.

ondeΦν(e
jω) é o espectro de frequência do sinal do ruído.

2.4 Controle baseado em dados

Muitos métodos de controle baseados na solução de problemasde otimização ne-
cessitam do conhecimento completo do processo e das características das perturbações
do mesmo. Frequentemente ainda é necessário que a estruturado controlador possa ser
livremente escolhida para que os métodos possam ser aplicados. Estes requisitos comu-
mente não são observados na prática, o que motivou o desenvolvimento de métodos de
projeto de controladores de estrutura fixa para processos dos quais os modelos são par-
cialmente ou completamente desconhecidos. Nestes métodoso problema de otimização
é realizado diretamente a partir de dados coletados de um ou mais experimentos, o que
motiva a denominação decontrole baseado em dados.

Estes métodos podem ser classificados em dois grupos. Existem os métodos iterativos,
nos quais são realizados um ou mais ensaios no processo, o controlador é atualizado e o
processo se repete até que o valor da função custo atinja um valor mínimo. E existem
métodos não iterativos, ou seja, através de uma única batelada de dados, o mesmo obtém
os parâmetros do controlador.

Usualmente, métodos iterativos utilizam algoritmos do gradiente e/ou de Newton para
encontrar os mínimos da função custo. O algoritmo do gradiente utiliza apenas infor-
mação do gradiente da função custo enquanto que os outros algoritmos necessitam de
informações adicionais como a matriz Hessiana. O algoritmodo gradiente foi proposto
inicialmente por Cauchy (CAUCHY, 1847; POLAK, 1973) para encontrar soluções de
sistemas de equações não-lineares. Neste algoritmo as iterações são dadas por:

ρi+1 = ρi − γi∇J(ρi), (12)

onde∇J(ρ) = ∂J(ρ)
∂ρ

eγi > 0 é o tamanho do passo dado a cada iteração. O raciocínio por
trás deste algoritmo é simples: sucessivas atualizações são feitas no sentido do gradiente
mas em sua direção oposta. Com isso, pelo menos paraγi pequeno o suficiente, um valor
menor do custo é alcançado a cada iteração.

Através do uso de métodos iterativos, pequenas modificaçõessão feitas nos parâme-
tros do controlador a cada passo. Dessa forma, espera-se queo comportamento do sistema
em malha fechada mude apenas um pouco a cada iteração. Essa operação possui vanta-
gens do ponto de vista de segurança do processo, pois mudanças bruscas nos parâmetros
do controlador podem ser vistas como perturbações no processo, que podem causar com-
portamentos indesejáveis. Porém, como esses métodos utilizam algum algoritmo iterativo
também para o cálculo dos parâmetros, e a função custo raramente é convexa, os mesmos
podem convergir para mínimos locais da função custo. Esse problema é estudado a fundo
em (ECKHARD, 2008).

Dentre os diferentes métodos iterativos, podem ser citadoso método IFT -Iterative Fe-
edback Tunning(HJALMARSSON et al., 1998), o método FDT (Frequency Domain Tun-
ning) (KAMMER; BITMEAD; BARTLETT, 2000) e o método CbT (Correlation based
Tuning) (KARIMI; MISKOVI Ć; BONVIN, 2004). Basicamente, estes métodos diferem
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entre si, pois os mesmos propõem metodologias diferentes para o cálculo do estimador do
gradiente da função custo.

Por outro lado, existe também um método que não é iterativo. Ométodo VRFT (Vir-
tual Reference Feedback Tuning) (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002) utiliza apenas
um ensaio para a obtenção dos parâmetros do controlador. Devido a sua formulação, este
método minimiza uma função custo quadrática nos parâmetrospara a obtenção do con-
trolador. Assim, o mínimo da função é global e não há riscos dese obter mínimos locais
como no caso dos métodos iterativos. Por este motivo, necessita de apenas um ensaio,
sendo mais vantajoso que os métodos iterativos do ponto de vista de custo de produção.

A seguir, serão apresentadas as características principais de cada método citado acima.

2.4.1 IFT - Iterative Feedback Tuning

O método de projeto de controladoresIterative Feedback Tuningfoi proposto inici-
almente em (HJALMARSSON; GUNNARSSON; GEVERS, 1994); uma discussão pro-
funda é encontrada em (HJALMARSSON et al., 1998) e (HJALMARSSON, 2002), e
a extensão que engloba características de robustez em (PROCHAZKA et al., 2005). O
método utiliza um algoritmo iterativo para minimizar uma função custoH2, como apre-
sentada em (3), com o objetivo de encontrar um controlador baseado no modelo de refe-
rência escolhido previamente. Através da minimização de (3), o controlador encontrado
será uma combinação deCd(z) (9) eCe(z) (11), já que o método minimiza o custo de
seguimento de referência e de rejeição ao ruído conjuntamente.

Para isso, o método propõe a obtenção de um estimador não polarizado do gradiente
da função custo diretamente de dados de experimentos realizados no processo operando
em malha fechada. Esta estimativa do gradiente é utilizada no algoritmo do gradiente para
encontrar um mínimo da função custo.

O gradiente da função custo (3) pode ser escrito como

∇J(ρ) = 2Ē[ỹ(t, ρ)∇ỹ(t, ρ)]. (13)

onde∇ é o operador de derivada parcial com relação ao vetor de parâmetros do controla-
dor∇ = ∂

∂ρ
e

ỹ(t, ρ) = y(t, ρ) − yd(t). (14)

Em (13), pode-se notar que∇J(ρ) depende dẽy(t, ρ), que é a diferença entre a saída
do sistema em malha fechada e a saída desejada, e do gradientedeste sinal,∇ỹ(t, ρ). A
partir de um experimento realizado em malha fechada os dadossão coletados e o sinal
ỹ(t, ρ) é obtido. O sinal do gradiente∇ỹ(t, ρ) pode ser computado utilizando também
dados coletados de experimentos realizados em malha fechada, como descrito a seguir.

Em relação a∇ỹ(t, ρ), derivando-se (14) tem-se a seguinte expressão (HJALMARS-
SON; GUNNARSSON; GEVERS, 1994):

∇ỹ(ρ) =
1

C(z, ρ)
∇C(z, ρ)[T (z, ρ)r(t) − T (z, ρ)y(t, ρ)]. (15)

Nessa expressão, as quantidadesC(z, ρ), ∇C(z, ρ) e r(t) são conhecidasa priori,
enquanto queT (z, ρ) e y(t, ρ) dependem de informações do processo que é desconhe-
cido. Assim, para o cálculo de∇ỹ(ρ) é necessário obter informações sobre os termos
T (z, ρ)y(t, ρ) eT (z, ρ)r(t) presentes em (15).

Para computar esses termos, o método IFT utiliza dois experimentos. O primeiro
experimento é realizado em malha fechada, do qual se obtém o sinal de saída

y1(t, ρ) = T (z, ρ)r(t) + S(z, ρ)ν1(t),
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onde o índice1 indica que o sinal foi obtido no primeiro experimento. O erroobtido entre
o sinal de referência e este sinal de saída é utilizado como sinal de referência no segundo
experimento, de forma a obter

y2(t, ρ) = T (z, ρ)(r(t) − y1(t, ρ)) + S(z, ρ)ν2(t).

Como pode-se ver, o sinaly2(t, ρ) é composto pelos termosT (z, ρ)r(t) eT (z, ρ)y1(t, ρ),
os quais procura-se conhecer, adicionado do ruído filtradoS(z, ρ)ν2(t).

O sinaly2(t, ρ) é então utilizado para gerar a seguinte estimativa:

∇̂ỹ(t, ρ) =
∇C(z, ρ)

C(z, ρ)
y2(t, ρ). (16)

A partir dos sinais definidos acima, uma estimativa do gradiente∇̂J(ρ) pode ser ob-
tida por

∇̂J(ρ) =
2

N

N∑

t=1

ỹ(t, ρ)∇̂ỹ(t, ρ).

Além disso, comõy(t, ρ) é descorrelacionado dê∇ỹ(t, ρ), uma vez quẽy(t, ρ) é ob-
tido com dados do primeiro experimento ê∇ỹ(t, ρ) do segundo (ver (16)), tem-se que

E[∇̂J(ρ)] = ∇J(ρ).

A partir desta informação, pode-se então aplicar um algoritmo iterativo (12) para obter
os parâmetros do controlador.

2.4.2 FDT -Frequency Domain Tuning

O método de projeto de controladoresFrequency Domain Tuningfoi proposto primei-
ramente em (KAMMER; BITMEAD; BARTLETT, 2000). Este é um método iterativo
utilizado para melhorar o desempenho de sistemas em malha fechada somente com rela-
ção ao ruído presente no mesmo. Dessa forma, o método considera sistemas com refe-
rência nula, ou seja, não trata do problema de seguimento de referência. A partir de uma
análise espectral do problema, é proposto um estimador não polarizado para o gradiente
da função custo.

Assim como o método IFT, o método FDT descreve um estimador para o gradiente da
função custo. Porém, neste caso, a função custo é dada por:

J(ρ) = JE(ρ).

A partir do Teorema de Parseval esta função custo pode ser descrita por

J(ρ) =
1

2π

∫ π

−π
Φy(e

ω, ρ)dω.

Como a referência tem valor nulo,Φy(e
ω, ρ) pode ser escrito como

Φy(e
ω, ρ) =

∣∣∣∣∣
H0(e

ω)

1 +G0(eω)C(eω, ρ)

∣∣∣∣∣

2

σ2
e .

O gradiente da função custo é então calculado como (KAMMER; BITMEAD; BAR-
TLETT, 2000):

∇J(ρ) =
1

2π

∫ π

−π

[
−2Φy(e

ω, ρ)ℜ
{

G0(e
ω)

1 + C(eω, ρ)G0(eω)

∂C(eω, ρ)

∂ρ

}]
dω. (17)
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onde
G0(e

ω)

1 + C(eω, ρ)G0(eω)

é a parcela desconhecida a ser estimada.
Realizando um experimento em malha fechada com uma referência estacionária pode-

se obter o espectro cruzado entrer(t) ey(t):

Φyr(e
ω, ρ) =

C(eω, ρ)G0(e
ω)

1 + C(eω, ρ)G0(eω)
Φr(e

ω). (18)

Assim, a partir de (18) pode-se obter a parcela desconhecidaatravés de

G0(e
ω)

1 + C(eω, ρ)G0(eω)
=

Φyr(e
ω, ρ)

C(eω, ρ)Φr(eω)
.

Como todas as parcelas são conhecidas pode-se calcular o estimador para o gradiente
da função custo utilizando-se (17). Esta estimativa é entãoutilizada no algoritmo do
gradiente (12) para procurar um mínimo da função custo.

Em (KAMMER; BITMEAD; BARTLETT, 2000) também é apresentada uma forma
de calcular uma estimativa para a matriz Hessiana da função custo de forma a utilizar o
algoritmo de Newton em vez do algoritmo do gradiente.

2.4.3 CbT -Correlation based Tuning

O método de projeto de controladoresCorrelation based Tuningtambém é um mé-
todo iterativo baseado em um problema de otimização utilizando o algoritmo do gradiente
(KARIMI; MISKOVI Ć; BONVIN, 2004). Uma aplicação em um sistema de suspensão
magnética é apresentado em (KARIMI; MISKOVIĆ; BONVIN, 2003a). A prova da con-
vergência local do método é apresentada em (KARIMI; MISKOVIĆ; BONVIN, 2002).
A ideia principal do método é minimizar a correlação cruzadaentre o sinal de referência
r(t) e o sinalỹ(t, ρ) (14), que é o erro entre a saída desejada e a saída efetiva do sistema,
ao invés de procurar o critério que minimiza o custoH2.

A aplicação do método é explicada da seguinte forma: seja um controlador inicial
aplicado ao sistema real, o qual é excitado por um sinal de referênciar(t). Então, o sinal
ỹ(t, ρ) contém os efeitos de erro de modelagem e do ruído presente no sistema. Os erros de
modelagem são correlacionados com o sinal de referência, diferentemente do erro devido
à presença do ruído. Assim, a re-sintonia do controlador deve ser capaz de compensar o
efeito de erro de modelagem ao ponto que o sinalỹ(t, ρ) contenha apenas ruído filtrado.
Para isso, basta tornarỹ(t, ρ) independente do sinal de referência. Assim, o problema
de otimização é baseado em encontrar os parâmetros do controlador que solucionam a
seguinte equação de correlação

N∑

i=1

ξ(t)ỹ(t, ρ) = 0,

ondeN é o tamanho dos dados do experimento eξ(t) é uma variável instrumental que
deve ser correlacionada com a referência e descorrelacionada com o ruído.

Este sistema de equações é não-linear e uma forma de solucioná-lo é utilizado o algo-
ritmo do gradiente para encontrar o argumento que solucionao sistema de equações. O
gradiente é calculado como:

∇J(ρ) =
N∑

i=1

ξ(t, ρ)ỹ(t, ρ).



28

A variável instrumental pode ser escolhida de diferentes maneiras, mas a que tem
gerado melhores resultados é uma estimativa do gradiente dosinal de saída com relação
aos parâmetros do controlador (KARIMI; MISKOVIĆ; BONVIN, 2003b). Neste caso, é
obtido um modelo reduzido da planta e a variável instrumental é obtida através de

ξ(t, ρ) = ∇ỹ(t, ρ) =
B̂(z)

Â(z)S(z, ρ) + B̂(z)R(z, ρ)
φT (t, ρ), (19)

onde o modelo reduzido da planta é dado porĜ(z) = B̂(z)

Â(z)
, o controlador presente na ma-

lha de controle quando realizado o ensaio é dado porC(z, ρ) = R(z,ρ)
S(z,ρ)

e o vetor regressor é
dado porφ(t, ρ) = [−u(t− 1) . . . − u(t− nS) − y(t) . . . − y(t− nR)]. Dessa forma,
é utilizado o seguinte gradiente para a função custo

∇J(ρ) =
N∑

i=1

ỹ(t, ρ)∇ỹ(t, ρ). (20)

Apesar desse método partir de uma ideia diferente dos métodos anteriores, sua imple-
mentação é muito parecida com o método IFT. A diferença entreos dois métodos está no
modo pelo qual é computado o vetor∇ỹ(t, ρ). Enquanto que no método IFT esse vetor
é calculado a partir de dados de dois experimentos, no métodoCbT ele é computado a
partir de um modelo reduzido identificado do processo.

Como no método FDT, o método CbT também apresenta uma forma deestimar a
Hessiana da função custo, de forma que o algoritmo de Newton pode ser utilizado para
resolver o problema de otimização (KARIMI; MISKOVIĆ; BONVIN, 2004).

2.4.4 VRFT - Virtual Reference Feedback Tuning

O método VRFT -Virtual Reference Feedback Tuning, que pode ser traduzido como
“Método de sintonia baseado em referência virtual”, apresenta uma alternativa aos mé-
todos iterativos para sintonia de controladores, o qual nãoapresenta esse problema de
mínimos locais e ao mesmo tempo não requer iterações. Aliás,o fato do método neces-
sitar de apenas um experimento o torna bastante atraente no sentido de que a produção
é menos prejudicada em comparação aos métodos iterativos, quando é necessária a exe-
cução de vários experimentos. É, portanto, um método direto, cujo objetivo é minimizar
o custo de seguimento de referência. O método VRFT consiste na minimização de uma
função custo diferente, cujo mínimo é o mesmo do mínimo desejado (mínimo deJMR(ρ))
sob certas condições ideais. Essa nova função é quadrática,e portanto sua minimização é
feita através da aplicação do método dos mínimos quadrados.

Este método foi primeiramente apresentado em (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI,
2002). Em (LECCHINI; CAMPI; SAVARESI, 2002) foi apresentada uma extensão do
método que minimiza também um custo relacionado à sensibilidade de malha fechada,
porém a solução utiliza um controlador com dois graus de liberdade. O método foi então
aplicado a um sistema físico (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2003), cujo problema
de controle é solucionado através de um controlador de ordemelevada. Uma aplicação
a um sistema de temperatura utilizando controlador PID é apresentada em (ECKHARD
et al., 2009). E a extensão para processos não lineares é apresentada em (CAMPI; SAVA-
RESI, 2006). Uma aplicação do método para processos multivariáveis é apresentada em
(NAKAMOTO, 2005).

O método VRFT pode ser descrito como a seguir. Através de um experimento em
malha aberta ou fechada são coletados dados de entradau(t) e saíday(t) do processo,
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Figura 2: Sistema utilizado para obtenção dos dados e construção da referência virtual.

conforme apresentado na Figura 2. Dado o sinal medidoy(t), é definido o sinal derefe-
rência virtual r̄(t):

M(z)r̄(t) = y(t).

Esse sinal é tal que, se o sistema estivesse em malha fechada com o controlador ideal
e a referência virtual̄r(t) fosse aplicada, então o experimento resultaria como sinal de
saída o sinaly(t) obtido no experimento. Caso os dados tivessem sido coletados dessa
forma, o erro de seguimento de referência seria dado por

ē(t) = r̄(t) − y(t).

Esse sinal̄e(t) é o sinal que deveria alimentar o controlador ideal nesse experimento
virtual. Assim, estão disponíveis os dados de entrada e saída (̄e(t) eu(t) respectivamente)
do controlador idealCd(z) e estes dados podem ser usados para identificá-lo.

A identificação é realizada através da minimização do seguinte critério

JV R(ρ) = Ē [u(t) − C(z, ρ)ē(t)]2

= Ē

[
u(t) −

(
C(z, ρ)

1 −M(z)

M(z)

)
y(t)

]2

(21)

Seja o controladorC(z, ρ) linear emρ, isto é

C(z, ρ) = ρTβ(z),

então o critério em (21) é uma função quadrática do vetor de parâmetrosρ e portanto, a
solução deste problema de otimização pode ser obtida através da aplicação do método de
mínimos quadrados, isto é, através do seguinte cálculo:

ρ̂ = Ē
[
ϕ(t)ϕ(t)T

]−1
Ē [ϕ(t)u(t)] (22)

ondeϕ(t) = β(z)ē(t). Esta é a vantagem principal do critério VRFT (21) sobre o critério
de seguimento de referência (3), e portanto, a vantagem do método VRFT sobre outros
métodos baseados em dados, como o IFT e o CbT, os quais são iterativos.

Considere que o controlador ideal (9) pertença à classe de controladores considerada,
isto é, que a seguinte premissa seja satisfeita.
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Premissa 2.1Cd(z) ∈ C ou, equivalentemente,

∃ρd : C(z, ρd) = ρT
d β(z) = Cd(z).

Sob a Premissa 2.1, o valor do parâmetroρd é o mínimo global para ambos os critérios,
(3) e (21), uma vez que ambos resultam em zero quandoρ = ρd. Também é fácil de
demonstrar que, sob essa premissa, o mínimo global é único, para ambos critérios, desde
que o vetor regressor seja persistentemente excitante (BAZANELLA et al., 2008; CAMPI;
LECCHINI; SAVARESI, 2002). Quando a Premissa 2.1 não for satisfeita, o mínimo dos
dois critérios não é o mesmo. Com o intuito de tornar esses mínimos próximos, os autores
sugerem o uso de um filtro nos sinaisu(t) e ē(t), como exposto a seguir.

2.4.4.1 Projeto do filtroL(z)

Utilizando (8), após algumas manipulações, o critério de seguimento de referência
(10) pode ser escrito como

JMR(ρ) =
1

2π

∫ π

−π
|G0(e

ω)|2 |C(eω, ρ) − Cd(e
ω)|2

|1 +G0(eω)C(eω, ρ)|2
Φr(e

jω)

|1 +G0(eω)Cd(eω)|2 dω.

Além disso, quando utilizado o filtro nos sinaisu(t) e ē(t), o critérioJV R(ρ) (21) é
escrito na forma

JV R(ρ) = Ē [L(z)(u(t) − C(z, ρ)ē(t))]2 ,

= Ē

[
L(z)

(
u(t) −

(
C(z, ρ)

1 −M(z)

M(z)

)
y(t)

)]2

,

a qual, utilizando o Teorema de Parseval e algumas manipulações é reescrita na forma

JV R(ρ) =
1

2π

∫ π

−π

|G0(e
ω)|2 |C(eω, ρ) − Cd(e

ω)|2 |1 −M(eω)|2 |L(eω)|2
|M(eω)|2 Φu(ω)dω.

Assim, para tornarJV R(ρ) = JMR(ρ), L(eω) deve ser escolhido como (CAMPI;
LECCHINI; SAVARESI, 2002):

|L(eω)|2 =
|M(eω)|2

|1 +G0(eω)C(eω, ρ)|2
Φr

Φu

, ∀ω ∈ [−π; π],

ondeΦu é o espectro de potência do sinalu(t) e Φr é o espectro de potência do sinal de
referênciar(t). Porém, comoG0(z) é desconhecido, aproxima-se|1+G0(e

ω)C(eω, ρ)|2
por |1 +G0(e

ω)Cd(e
ω)|2 e o filtro utilizado no projeto é finalmente dado por

|L(eω)|2 = |1 −M(eω)|2|M(eω)|2 Φr

Φu

, ∀ω ∈ [−π; π]. (23)

Nesse caso, o vetor de parâmetrosρ é estimado por

ρ̂ = Ē
[
ϕL(t)ϕL(t)T

]−1
Ē [ϕL(t)uL(t)] (24)

ondeϕL(t) = L(z)ϕ(t) euL(t) = L(z)u(t).
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A formulação do filtroL(z) (23) é baseada na aproximação|1 + G0(z)C(z, ρ)|2 ≈
|1 + G0(z)Cd(z)|2 (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002). O uso do filtro, então, é
válido para casos em que o controlador ideal, apesar de não pertencer à classe escolhida,
não seja muito diferente dos controladores pertencentes a esta. Assim, deve-se tomar
cuidado quando utilizar o método VRFT nos casos em que a Premissa 2.1 não é satisfeita,
pois caso essa aproximação não seja válida, o comportamentoobtido com o controlador
projetado pode ser bastante diferente do desejado.

2.4.4.2 Uso de dados com ruído

A formulação do método VRFT é baseada em sistemas que não apresentam ruído.
No caso de dados com ruído, a estimativa através de (22) ou (24) é polarizada, conforme
apresentado mais adiante, no Capítulo 5; os autores sugerema utilização de uma variável
instrumental para obter uma estimativa não-polarizada (LJUNG, 1999; CAMPI; LEC-
CHINI; SAVARESI, 2002). A variável instrumental é dada por

ζ(t) = β(z)
(
M−1(z) − 1

)
y′(t). (25)

Os parâmetros do controlador são então estimados por

ρ̂IV = E
[
ζ(t)ϕ(t)T

]−1
E [ζ(t)u(t)] . (26)

Em (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002), os autores propõem duas escolhas di-
ferentes para obtery′(t), a fim de obter a variável instrumental (25). A primeira garante
queρ̂IV = ρ̂ assintoticamente. Porém, é necessário um experimento adicional na planta.
A segunda não garante queρ̂IV = ρ̂ rigorosamente, mas presume-se que o erro residual
seja pequeno. Nesse caso, não é necessário ensaio adicionalna planta. As duas maneiras
propostas podem ser descritas por:

• Experimento adicional. Realiza-se um segundo experimento na planta, utilizando
o mesmo sinal de entrada{u(t)}t=1,...,N e coleta-se a sequência de dados da saída
correspondente{y′(t)}t=1,...,N . Com estes dados, obtém-se a variável instrumental
através de (25).

Nota-se que{y′(t)}t=1,...,N é diferente de{y(t)}t=1,...,N , uma vez que as duas sequên-
cias são afetadas por realizações diferentes de ruído. Assim, assume-se que os ruí-
dos nos dois experimentos são descorrelacionados e, portanto, (25) proporcionâρ
assintoticamente, como no caso sem ruído.

• Identificação da planta. Identifica-se um modelôG(z) da planta por meio dos
dados{u(t), y(t)}t=1,...,N e simula-se o sistema, obtendoy′(t) = Ĝ(z)u(t). Então,
constrói-se a variável instrumental como em (25).

Devido ao erro na estimativa dêG(z), este método não garante que a estimativa
tenda assintoticamente paraρ̂.

Outra forma de se obter uma estimativa não-polarizada é apresentada em (SALA;
ESPARZA, 2005a). Neste trabalho, sugere-se a minimização do critério

JIV R(ρ) = Ē
[
C−1(z, ρ)L(z)u(t) − L(z)ē(t)

]2
(27)
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ao invés de minimizar (21). Nesse caso, o filtroL(z) é definido como

|L(z)|2 = |M(z)|4 Φr

Φy

;

os dados são obtidos em malha aberta e o controlador é obtido com algoritmos OE
(SALA; ESPARZA, 2005a).

2.5 Estruturas de controladores

O projeto de controladores baseado em dados depende, além dos dados do ensaio no
processo e de um modelo de referência de malha fechada, de umaclasse pré-determinada
de controladores que será utilizada no projeto. A escolha daclasse do controlador nada
mais é do que a determinação de uma estrutura que considera a ordem do controlador e a
liberdade dos polos e zeros do mesmo.

Seguindo este raciocínio, uma classe de controladores menos restritiva é aquela na
qual apenas a ordem do controlador é fixa, sendo que os polos e zeros do mesmo são
determinados através da solução do problema de otimização.É possível, também, fixar
alguns polos ou zeros do controlador. Por exemplo, se o desejo é o seguimento de referên-
cia tipo degrau, adiciona-se um polo em 1 no controlador, caso o processo não contenha
este polo. E por fim, os controladores podem ter todos os polosfixos e apenas os zeros e
o ganho serem determinados através do problema de otimização. Nesse caso, diz-se que
os controladores são lineares nos parâmetros.

2.5.1 Controladores baseados no princípio do modelo interno

O princípio do modelo interno é uma das maneiras mais usuais de se garantir o segui-
mento de referência e a rejeição de perturbações. A ideia principal por trás deste princípio
é gerar um sinal com as mesmas características do sinal de referência/perturbação dentro
da malha de controle. Partindo do pressuposto que os sinais aserem seguidos/rejeitados
são exatamente caracterizados, os polos instáveis (principalmente os marginalmente está-
veis, isto é,|z| = 1) do sinal a ser seguido/rejeitado são introduzidos no laço de controle.

Teorema 2.1 (CHEN, 1970)Considere o sistema realimentado dado por (1) e(2). O
sinal de referênciar(t) e o ruídoν(t) são modelados comôr(z) = Nr(z)/Dr(z) e
ν̂(z) = Nν(z)/Dν(z). Sejaκ(z) o mínimo denominador comum entre os polos instáveis
de r̂(z) e ν̂(z). Se nenhuma raiz deκ(z) for um zero deG0(z), então existe um com-
pensador com uma função de transferência própria tal que o sistema em malha fechada
é assintoticamente estável e atinge seguimento de referência e rejeição à perturbação
assintoticamente.

⋄

Uma das vantagens desta formulação é que a garantia de seguimento/rejeição é insen-
sível às variações paramétricas da planta, garantindo assim seguimento com erro nulo e
rejeição de perturbações de maneira robusta.

O procedimento para o projeto do controlador consiste em dois passos:

1. introdução de1/κ(z), o modelo dos sinais de referência e ruído, no laço de controle,
o qual é conhecido comoprincípio do modelo interno;



33

COMPENSADOR

Figura 3: Sistema em malha fechada com controlador.

2. estabilização do sistema em malha fechada pela introdução do compensadorC(z).

O sistema em malha fechada com o controlador resultante é apresentado na Figura 3.
Uma vez que os sinais de referência mais usualmente aplicados em problemas de controle
são degraus, é apresentado a seguir o princípio do modelo interno aplicado a este caso
particular, ou seja, a introdução de um integrador no controlador de forma a garantir o
seguimento de referência.

Assim, o controlador é dado por

C(z, ρ) =
Bc(z, ρ)

Ac(z, ρ)

=
bc1z

n + bc2z
n−1 + . . .+ bcn+1

(zm−1 + ac1z
m−2 + . . .+ acm−1)(z − 1)

, (28)

onde
ρ = [bc1 bc2 . . . bcn+1 ac1 . . . acm−1 ]

T . (29)

2.5.2 Controladores lineares nos parâmetros

Um controlador linear nos parâmetros é dado por

C(z, ρ) = ρTβ(z), ρ ∈ R
p, (30)

ondeβ(z) é um vetor coluna de funções racionais fixas. Assim, todos os polos do contro-
lador são fixos e o vetor de parâmetrosρ determinam o ganho e os zeros do controlador. A
grande vantagem de escolher uma classe onde os controladores são lineares nos parâme-
tros está na facilidade de solucionar o problema de minimização das funções custo. Por
exemplo, no método VRFT, o fato do controlador ser linear nosparâmetros possibilita
a aplicação do método dos mínimos quadrados para achar os parâmetros do controlador.
Além disso, o cálculo do gradiente também é facilitado quando o controlador é linear nos
parâmetros, no caso de se utilizar métodos iterativos.

De fato, qualquer controlador estável pode ser aproximado por uma base de fun-
ções estáveis dada por uma soma finita de modelos, como modelos de Laguerre, Kautz
(WAHLBERG, 1991), ou GOBF (ROSA; CAMPELLO; AMARAL, 2009). Além disso,
estruturas de controladores comumente utilizadas podem ser linearmente parametrizadas,
como por exemplo o controlador PID com polo derivativo fixo.

2.5.3 Controladores PI/PID

Apesar da tecnologia atual proporcionar a aplicação de técnicas sofisticadas no pro-
jeto de controladores e, consequentemente, diferentes tipos de controladores, controla-
dores proporcional-integral-derivativo (PID) ainda são largamente utilizados em laços de
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controle na indústria. Estes controladores são suficientespara controlar diversos tipos
de processos, particularmente nos quais os requisitos de desempenho são modestos (ÅS-
TRÖM; HÄGGLUND, 1995).

O controlador PID é capaz de eliminar erros de regime permanente, através da ação
integral, bem como antecipar o comportamento do processo, por conter uma ação deri-
vativa. Por sua vez, a ação proporcional faz com que o sistemareaja ao erro presente
no sistema mais imediatamente quanto maior for seu valor (BAZANELLA; GOMES DA
SILVA Jr, 2006). Assim, percebe-se a facilidade que um operador tem de entender a
funcionalidade deste controlador, o que também é responsável pela manutenção de tais
controladores na indústria.

Além disso, o controlador PID é facilmente descrito como umafunção linear nos
parâmetros. Uma forma de descrevê-lo é dada por

C(z, ρ) = [kp ki kd]
[

1 z
z−1

z−1
z

]T
.

2.6 Considerações Finais

Métodos de controle baseados em dados são ferramentas interessantes do ponto de
vista prático para a solução de problemas de controle de processos, cujos dados de ope-
ração normalmente são armazenados porsoftwares supervisóriose que podem, muitas
vezes, ser utilizados no projeto. Dentre os métodos existentes, verifica-se que apenas o
método VRFT não necessita de iterações na busca pelo controlador. A grande vantagem
de um método direto, como o VRFT, está no fato de que a planta é utilizada para obten-
ção de dados o menor tempo possível: ou apenas uma batelada dedados é utilizada (duas
no caso de sistemas com ruído para a construção da variável instrumental), ou os dados
de operação já armazenados são utilizados. Nesse caso, a produção não é interrompida,
proporcionando menores prejuízos.

Por outro lado, o método VRFT ainda precisa de algumas melhorias para ser utilizado
na prática. Os problemas encontrados foram:

• A formulação do método é baseada na Premissa 2.1, sob a qual a função custo mi-
nimizada tem o mesmo mínimo da função que se quer minimizar. Se esta premissa
não for satisfeita, utiliza-se o filtroL(z), o qual depende de uma aproximação, e o
controlador obtido pode proporcionar um desempenho bastante ruim ao sistema;

• O método não pode ser utilizado em processos de fase não-mínima. Caso o processo
contenha um zero de fase não-mínima e o mesmo não estiver presente no modelo
de referência, o controlador obtido pode causar até a instabilidade no sistema;

• Em sistemas com ruído, o VRFT depende do uso de uma variável instrumental a
fim de obter uma estimativa não-polarizada do controlador.

Assim, verifica-se a possibilidade de contribuições na áreade métodos diretos de con-
trole baseado em dados. Por exemplo, uma solução para que o método VRFT seja uti-
lizado em processos de fase não-mínima é apresentada em (SALA; ESPARZA, 2005b),
onde é proposto que se realize uma identificação prévia do processo, para verificar a pre-
sença do zero de fase não-mínima a fim de incluí-lo no modelo dereferência. Outra
solução para este problema é apresentada no Capítulo 4, ondepropõe-se a utilização de
um procedimento iterativo no qual os zeros do controlador e do modelo de referência
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são estimados conjuntamente, sem a necessidade de obtençãode um modelo prévio do
processo.

Além disso, o método VRFT trata o problema de controle comoidentificação do con-
trolador, através da utilização dos dados de entrada e saída do controlador. Por este mo-
tivo, alguns conceitos essenciais de identificação de sistemas são apresentados no próximo
capítulo e um novo método direto baseado nesse conceito, formulado diretamente para da-
dos com ruído, é apresentado no Capítulo 5. Nesse novo método, não é necessário o uso
de filtros nem de variáveis instrumentais a fim de obter uma estimativa não-polarizada.
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3 CONCEITOS DE IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS

3.1 Introdução

O problema de identificação de sistemas pode ser visto como a construção de modelos
matemáticos de sistemas dinâmicos baseada em dados coletados do sistema em opera-
ção. Para solucionar este problema são necessários basicamente três elementos (LJUNG,
1999):

1. Um conjunto de dadosZN obtido do sistema em operação;

2. Uma classe de modelos candidatosM;

3. Uma regra (ou método) que relacione o modelo candidato como conjunto de dados
ZN .

Além disso, para que o modelo matemático obtido seja adequado, existem certos re-
quisitos sobre estes três elementos que devem ser satisfeitos.

Analisando estes elementos, pode-se dizer que os métodos decontrole baseados em
dados apresentados anteriormente são métodos de “identificação do controlador”, já que
os mesmo são baseados em um conjunto de dadosZN , em uma classe de modelos candi-
datos (neste casoC) e em algum método que relacione os dois a fim de obter o controlador
baseado em um modelo de referência de malha fechada escolhido a priori. Consequente-
mente, os elementos envolvidos nestes métodos devem respeitar os mesmos requisitos de
um problema de identificação já que o mesmo pode ser considerado como um problema
de identificação do controlador.

Assim, devido a esta forte ligação entre controle baseado emdados e identificação de
sistemas, serão apresentados neste capítulo os principaiselementos da teoria de identifi-
cação de sistemas e suas características, a fim de possibilitar uma análise dos resultados
obtidos com os métodos de controle baseados em dados como é feita nos problemas de
identificação.

3.2 Conjunto de dados

O conjunto de dados de entrada e saída do processo pode ser coletado com o processo
em operação ou também através de um experimento especialmente projetado para a iden-
tificação do mesmo. Nesse caso, o usuário pode determinar quais sinais medir e quando
os medir, além de escolher o sinal de entrada a ser aplicado noexperimento. Estas es-
colhas fazem parte doprojeto de experimento, cujo objetivo é fazer com que os dados
coletados tornem-se informativos ao máximo, considerandocertas restrições existentes.
Esse assunto merece uma atenção especial e será mais explorado na Seção 3.5.
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Por outro lado, se o projeto de experimento não for considerado por algum motivo,
ou seja, se os dados forem coletados com o processo em operação normal, o conjunto
de dados utilizado na identificação deve ao menos respeitar certas condições para que a
identificação seja possível.

3.2.1 Restrições ao conjunto de dados

O conjunto de dados coletado com o processo em operação (malha aberta ou fechada)
é dado por

ZN = {u(1), y(1), . . . , u(N), y(N)} .
Uma vez que a análise das propriedades da estimativa obtida no procedimento de iden-

tificação é realizada paraN → ∞, as condições necessárias aos dados são relacionadas
ao conjuntoZ∞ (LJUNG, 1999).

Premissa 3.1O conjunto de dadosZ∞ é tal que, para certos filtros
{
d

(i)
t (k)

}
, os sinais

y(t) eu(t) podem ser descritos como

y(t) =
∑∞

k=1 d
(1)
t (k)r(t− k) +

∑∞
k=0 d

(2)
t (k)e(t− k), (31)

u(t) =
∑∞

k=0 d
(3)
t (k)r(t− k) +

∑∞
k=0 d

(4)
t (k)e(t− k), (32)

ou seja, por uma soma dos sinaisr(t) e e(t) filtrados por filtros lineares. Nesse caso,

1. r(t) é um sinal de entrada externo, limitado e determinístico;

2. e(t) é ruído branco com média zero e momentos de ordem4 + δ limitados para
algumδ > 0.

Além disso,

3. a família de filtros
{
d

(i)
t (k)

}∞
k=1

, i = 1− 4; t = 1, 2, . . . é uniformemente estável;

4. os sinaisy(t) eu(t) são conjuntamente quasi-estacionários.

Os sinaisy(t) e u(t) sãoconjuntamente quasi-estacionáriosse os dois sinais são
quasi-estacionários (ver definição 2.1) e se, além disso, a função de covariância cruzada

Ryu = Ē{y(t)u(t− τ)}

existe.

3.2.2 Informação do conjunto de dados

O conjunto de dadosZN deve possibilitar a identificação do modelo adequado entre
diferentes modelos em algum conjunto de modelosM pré-determinado. Para isso, o sinal
utilizado na identificação deve excitar o sistema e o forçar amostrar suas propriedades.
Em outras palavras, o conjunto de dados deve sersuficientemente informativocom relação
ao conjunto de modelosM. Um conjunto de dados é suficientemente informativo se o
mesmo é capaz de distinguir o modelo adequado entre dois quaisquer modelos dentro da
classe de modelos escolhida (LJUNG, 1999).

O conceito de conjunto de dados informativo está intimamente ligado ao conceito de
persistência de excitação de um sinal.
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3.2.2.1 Persistência de excitação

Definição 3.1 (LJUNG, 1999) Um sinal quasi-estacionáriou(t), com espectroΦu(ω) é
dito persistentemente excitante de ordemn se, para todos os filtros da forma

Mn(z) = m1z
−1 + . . .+mnz

−n

a relação

|Mn(eω)|2Φu(ω) ≡ 0 implica emMn(eω) ≡ 0.

Em outras palavras, o sinal é persistentemente excitante deordemn se o seu espectro
for diferente de zero emn frequências no intervalo−π < ω ≤ π. Considere, por exemplo,
um sinal formado por uma soma den senoides diferentes

u(t) =
n∑

k=1

µk cos(ωkt), ωk 6= ωj, ∀k 6= j, ωk 6= 0, ωk 6= π (33)

Cada senoide possui duas componentes no espectro emωk e em−ωk (LJUNG, 1999).
Portanto, este sinal é persistentemente excitante de ordem2n. Se alguma frequência for
igual a zero ouπ, a ordem de excitação do sinal cai para2n − 1, uma vez que a senoide
apresenta apenas uma componente no espectro.

Outra forma de caracterizar a persistência de excitação de um sinal é em termos da
função de covariânciaRu(τ) (LJUNG, 1999).

Sejau(t) um sinal quasi-estacionário, e sejaRun
uma matrizn× n definida por

Run
,




Ru(0) Ru(1) . . . Ru(n− 1)
Ru(1) Ru(0) . . . Ru(n− 2)

...
...

. . .
...

Ru(n− 1) Ru(n− 2) . . . Ru(0)




(34)

Entãou(t) é persistentemente excitante de ordemn se e somente seRun
for não-singular.

Um requisito básico do experimento para obtenção dos dados éque o mesmo seja
suficientemente informativo com respeito a todos modelos pertencentes à classe de mo-
delos escolhida. Assim, a ordem necessária da persistênciade excitação do sinal aplicado
é igual ao número de parâmetros que devem ser estimados, de onde resulta o seguinte
corolário:

Corolário 3.1 (LJUNG, 1999) Um experimento em malha aberta é suficientemnte infor-
mativo se o sinal de entrada for persistentemente excitante.

3.3 Classe de modelos

Uma classe de modelos é especificada por um conjunto de modelos dentro do qual
será procurado o modelo que melhor represente o sistema que se quer identificar. Esta é a
escolha mais difícil em um procedimento de identificação de sistemas. É nesta etapa que
se torna necessário combinar todo conhecimento e intuição do engenheiro com relação ao
processo “desconhecido” e as propriedades formais do modelo.

Uma classe de modelos pode ser escolhida de diferentes formas. Por exemplo, um
modelo com parâmetros físicos desconhecidos é construído,através da aplicação de leis
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físicas e outras relações. Em outros casos, modelos lineares podem ser usados, sem re-
ferência alguma aos princípios físicos envolvidos no processo. Essa classe de modelos é
conhecida como “caixa preta”. E por fim, pode-se utilizar umacombinação dos dois tipos
de modelos, cuja identificação é conhecida como identificação “caixa cinza”.

Em termos gerais, uma estrutura de modelo é um mapa parametrizado das entradas e
saídas passadasZt−1 no espaço de modelos:

ŷ(t|θ) = g(θ, Zt−1),

ondeθ é um vetor de dimensão finita usado para parametrizar o mapa.
Seja o sistema a ser identificado linear e invariante no tempo, o modelo parametrizado

pelo vetor de parâmetrosθ é dado por

y(t) = G(z, θ)u(t) +H(z, θ)e(t) (35)

fe(x, θ) a PDF dee(t); e(t) é ruído branco. (36)

3.3.1 Estruturas de modelos

Provavelmente a maneira mais intuitiva de parametrizarG eH é representá-las como
funções racionais e colocar os parâmetros como coeficientesdo numerador e denominador
destas funções. Existem diferentes estruturas de modelos lineares possíveis de serem
utilizadas, as quais podem ser representadas através de umaestrutura generalizada, dada
por

A(z)y(t) =
B(z)

F (z)
u(t) +

K(z)

D(z)
e(t), (37)

onde

A(z, θ) = 1 + a1z
−1 + · · · + ana

z−na ,

B(z, θ) = b1z
−1 + · · ·+ bnb

z−nb ,

F (z, θ) = 1 + f1z
−1 + · · · + fnf

z−nf ,

K(z, θ) = 1 + k1z
−1 + · · ·+ knc

z−nk ,

D(z, θ) = 1 + d1z
−1 + · · ·+ dnd

z−nd .

Porém, a estrutura (37) é geral demais para a maioria das aplicações. Um ou vários
polinômios devem ser fixados em1 nas aplicações em geral. Assim, os casos mais comuns
de (37) são apresentados na Tabela 1 (LJUNG, 1999), onde os polinômios da primeira
coluna são os polinômios que serão identificados de (37), sendo que os outros são fixados
em1.

3.3.2 Restrições à classe de modelos escolhida

A fim de que o procedimento de identificação de um sistema resulte em um modelo
adequado, deve-se tomar alguns cuidados. Primeiramente, énecessário que o conjunto de
dados (condições experimentais) seja suficientemente informativo, a fim de distinguir o
modelo do sistema real dentro da classe de modelos. Além disso, a estrutura do modelo
deve ser escolhida de forma que não existam diferentes valores deθ que proporcionam
modelos iguais. Esse fator está relacionado àidentificabilidadedo modelo. Assim, para
que o procedimento de identificação resulte num modelo adequado ao sistema, é necessá-
rio que a estrutura de modelos escolhida seja identificável.
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Tabela 1: Estruturas de modelos SISO comumente utilizadas como casos especiais de
(37).

Polinômios em (37) Nome da estrutura de modelos
B FIR

AB ARX
ABK ARMAX
AK ARMA

ABK ARARX
ABKD ARARMAX

BF OE
BFKD BJ

Assim, uma estrutura de modeloM églobalmente identificável emθ∗ se

M(θ) = M(θ∗), θ ∈ DM ⇒ θ = θ∗, (38)

ondeDM é o conjunto de modelos no qual o procedimento de identificação seleciona o
modelo mais adequado para o propósito em questão.

3.3.3 Identificabilidade da estrutura de modelos (37)

O fato de um modelo ser identificável relaciona-se diretamente com propriedades na
estrutura de modelo escolhida. Esta relação é apresentada no Teorema a seguir.

Teorema 3.1 (LJUNG, 1999) Considere a estrutura de modelosM correspondente a
(37), ondeθ é o vetor de coeficientes dos polinômios envolvidos. Os grausdos polinômios
sãona, nb e assim por diante. Essa estrutura de modelos é globalmente identificável em
θ∗ se, e somente se, as premissas (i) a (vi) são válidas.

i. Não existe fator comum entreznaA∗(z), znbB∗(z) eznkK∗(z).

ii. Não existe fator comum entreznbB∗(z) eznfF ∗(z).

iii. Não existe fator comum entreznkK∗(z) ezndD∗(z).

iv. Se,na ≥ 1, então não deve existir fator comum entreznfF ∗(z) ezndD∗(z).

v. Se,nd ≥ 1, então não deve existir fator comum entreznaA∗(z) eznbB∗(z).

vi. Se,nf ≥ 1, então não deve existir fator comum entreznaA∗(z) eznkK∗(z).

Os polinômios demarcados por∗ correspondem aθ∗.

3.4 Identificação por minimização do erro de predição

Após escolhida a classe de modelos a ser utilizada para identificar o processo, é neces-
sário então escolher qual será o método que relaciona esta classe com o conjunto de dados
obtidos em um experimento, a fim de finalmente obter um modelo do processo. Em outras
palavras, neste momento é decidido como será utilizada a informação contida emZN a
fim de selecionar um valor adequado ao vetor de parâmetrosθ̂N , e consequentemente, um
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elementoM(θ̂N) adequado do conjuntoM∗. Escrevendo-se isso formalmente, deve-se
determinar um mapeamento dos dadosZN no conjuntoDM:

ZN → θ̂N ∈ DM.

Existem diferentes métodos que realizam este mapeamento, ou seja, métodos de esti-
mação do parâmetrôθN . Neste trabalho, será abordado talvez o método mais comumente
utilizado, conhecido porMinimização do Erro de Predição.

3.4.1 Estimativa de parâmetros

Seja o sistema realS descrito por (1), ou seja

y(t) = G0(z)u(t) +H0(z)e(t). (39)

Este sistema é descrito pelo modelo paramétrico

M : y(t) = G(z, θ)u(t) +H(z, θ)e(t), (40)

ondee(t) representa ruído branco com média zero e variânciaσ2
e , e as funçõesG eH têm

formas racionais como descritas em (37).
Os polinômiosA(z, θ) − F (z, θ) são parametrizados pelo vetor realθ ∈ R

n dado por

θ =
[
a1, . . . , ana

, b1, . . . , bnb
, k1, . . . , knk

, d1, . . . , dnd
, f1, . . . , fnf

]T
. (41)

A abordagem de erro de predição para a identificação de sistemas com critério qua-
drático tem como objetivo minimizar o erro de predição

ε(t, θ) , y(t) − ŷ(t, θ), (42)

com respeito ao vetor de parâmetros, onde a predição um passoà frente para o modelo
(40) é dada por

ŷ(t, θ) = H−1(z, θ)G(z, θ)u(t) +
[
1 −H−1(z, θ)

]
y(t). (43)

O erro de predição é medido através da seguinte norma:

VN(θ) =
1

N

N∑

t=1

1

2
ε2(t, θ). (44)

A estimativaθ̂N é então definida como a minimização de (44):

θ̂N = arg minVN(θ). (45)

Devido a distúrbios desconhecidos e a quantidade limitada de dados, o modelo obtido
sempre irá conter erros, mesmo nos casos em que a classe de modelos for suficiente-
mente flexível para descrever o sistema. Alguns resultados de propriedades estatísticas da
estimativâθN são apresentados a seguir.
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3.4.2 Incertezas nas estimativas dos parâmetros

A qualidade das estimativas é comumente medida através de suas propriedades esta-
tísticas. Para isto, é necessário que o tamanho do experimento N seja suficientemente
grande, de forma que possam ser utilizadas expressões assintóticas para as propriedades
estatísticas da estimativa.

Sejaθ∗ o limite de convergência da minimização do erro de predição,isto é

lim
N→∞

θ̂N = θ∗. (46)

Sejam os vetores

Q(z) = [G0(z) H0(z)]
T , Q̂N(z) = [G(z, θ̂N ) H(zθ̂N )]T . (47)

A qualidade da estimativa pode ser calculada em termos da diferença (SOLARI, 2005)

∆QN (z) , Q̂N(z) −Q(z),

a qual pode ser separada em erro de polarização e erro de variância:

∆QN (z) , Q̂N(z) −Q∗(z)︸ ︷︷ ︸
erro de variância

+ Q∗(z) −Q(z)︸ ︷︷ ︸
erro de polarização

(48)

ondeQ∗(z) = [G(z, θ∗) H(z, θ∗)]T .
Se o experimento é realizado em malha aberta, ou seja, quandou(t) e e(t) são des-

correlacionados e seG(z, θ) e H(z, θ) são parametrizados de forma independente, ou
seja,

θ =

[
ρ
η

]
, G(z, θ) = G(z, ρ), H(z, θ) = H(z, η), (49)

entãoG0(z) pode ser estimada de forma consistente, independentementedeH0(z) per-
tencer ou não à classe de modelos (LJUNG, 1999). Nesse caso, oerro entre o processo
real e o modelo estimado é dado pelos erros de polarização e devariância da estimativa
(GEVERS, 1995, 2006), onde

erro de variância = G(z, θ̂N ) −G(z, θ∗), (50)

erro de polarização= G(z, θ∗) −G0(z). (51)

Dessa forma, o erro de polarização relaciona a diferença entre o modelo obtido em
θ∗ (que é o melhor modelo que o algoritmo escolhido pode encontrar) e o processo real
G0(e

ω), enquanto que o erro de variância é a diferença entre o melhormodelo possível
G(eω, θ∗) e o modelo estimadoG(eω, θ̂N). Esses erros podem ser considerados impor-
tantes propriedades da estimativa na análise do modelo obtido.

Claramente, o ideal na solução de um problema de identificação é obter um modelo
do processo livre desses erros. Para tentar atingir esse ideal, existem diferentes escolhas
que podem ser feitas, como o sinal que será utilizado no experimento, e a classe de mo-
delos que será utilizada para caracterizar o processo. Conforme pode ser visto em (48),
(51) e (50), o erro de polarização está ligado diretamente à escolha da classe de modelos:
se a classe for tal que o sistema real pertença a esta classe e osinalu(t) for persisten-
temente excitante, então o erro de polarização será zero, visto queG0(z) = G(z, θ∗) e
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H0(z) = H(z, θ∗). Nesse caso, o modelo é capaz de representar exatamente o sistema
real e esta situação é frequentemente chamada decaso matched. Já o erro de variância
está associado ao sinal de entrada que é aplicado no experimento, variando com o tama-
nho do experimento e com a persistência de excitação do sinal, bem como na relação sinal
ruído dos sinais, já que normalmente um sistema real apresenta algum tipo de ruído de
medição.

Por outro lado, quando a classe de modelos escolhida não contém o processo a ser
identificado, não se pode zerar o erro de polarização. Este é ocaso unmatchede o ob-
jetivo da identificação é encontrar um modelo cujo comportamento mais se aproxime do
comportamento do sistema real.

Seja o sistema real pertencente à classe de modelos(S ∈ M), ou seja, existe um
parâmetroθ0 tal queG(z, θ0) = G0(z) eH(z, θ0) = H0(z). Então sob algumas hipóteses
(LJUNG, 1999), a estimativâθN possui uma distribuição assintótica, a qual respeita

√
N(θ̂N − θ0) → N (0, Pθ) quandoN → ∞, (52)

limN→∞N(θ̂N − θ0)(θ̂N − θ0)
T = Pθ, (53)

Pθ = σ2
e

(
Ē
[
ψ(t, θ0)ψ

T (t, θ0)
])−1

, (54)

ψ(t, θ0) = ∂
∂θ
ŷ(t, θ)|θ=θ0. (55)

Neste caso,N (0, Pθ) denota uma distribuição normal com média0 e variânciaPθ. As-
sim, quando o sistema real pertence à classe de modelos escolhida, a estimativa converge
paraθ0 e a covariância da estimativa é dada por

Covθ̂N ∼ 1

N
Pθ.

3.4.2.1 Covariância dos parâmetros

Contudo, não é somente o tamanho do experimento que influencia a precisão da es-
timativa. O espectroΦχ0 , definido em (56) também influencia a precisão da estimativa,
como mostrado no seguinte lema (GEVERS, 1995; JANSSON, 2004; BOMBOIS et al.,
2004):

Lema 3.1 Seja o espectro

Φχ0 =

[
Φu Φue

Φ∗
ue σ2

e

]
(56)

ondeΦu é o espectro do sinal de entrada eΦue é o espectro cruzado entreu(t) e e(t).
O inverso da matriz de covariância,P−1

θ , é uma função linear do espectroΦχ0 dada
por

P−1
θ =

1

2πσ2
e

∫ π

−π
F(eω, θ0)

[
Φu(ω) Φue(ω)
Φ∗

ue(ω) σ2
e

]
F∗(eω, θ0)dω (57)

onde

F(eω, θ0) =

[
H−1(θ0)

dG(θ0)

dθ
H−1(θ0)

dH(θ0)

dθ

]
. (58)

ComoPθ é uma medida do tamanho dos erros nos parâmetros, o Lema 3.1 mostra
exatamente como este erro está relacionado com o espectroΦχ0 , e especialmente com
o espectro do sinal de entradaΦu e o espectro cruzadoΦue. É importante ressaltar que
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somenteΦu e Φue são medidas que podem ser utilizadas para minimizarPθ. As outras
medidas são dependentes do sistema desconhecido.

O espectro cruzado é zero quando o sistema opera em malha aberta, sob a hipótese de
que o ruído é descorrelacionado com o sinal de entradau(t). Nesse caso, o espectro do
sinal de entrada é a única medida que influencia a matriz de covariância.

3.4.2.2 Intervalo de confiança para os parâmetros identificados

Seja a estimativaθN uma estimativa assintótica normal que respeite (52-55), então

(θ̂N − θ0)P
−1
N (θ̂N − θ0) → χ2 quandoN → ∞, (59)

com
PN = Pθ/N (60)

e portanto,
Uθ =

{
θ|(θ̂N − θ0)P

−1
N (θ̂N − θ0) ≤ χ2

α

}
. (61)

ondeχ2
α é uma distribuição Qui-quadrado com probabilidadeα, ou seja, é um intervalo

de confiança que inclui assintoticamente o parâmetroθ0 com probabilidadeα (GEVERS,
1995; JANSSON, 2004). Com outras palavras, as estimativas são assintoticamente cen-
tradas emθ0 e estão dentro de um elipsoide definido porPN e χ2

α com probabilidadeα.
A Tabela 2 mostra alguns valores deχ2 para alguns valores de probabilidadesα e dife-
rentes graus de liberdade, ou seja, quantidade de parâmetros que serão identificadosn
(SPIEGEL, 1992).

Tabela 2: Distribuiçãoχ2 para alguns valores de probabilidadesα e diferentes graus de
liberdaden.

H
H

H
H

H
H

n
α

90% 95% 97.5% 99% 99.5%

1 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349 7.8794
2 4.6052 5.9915 7.3778 9.2104 10.5965
3 6.2514 7.8147 9.3484 11.3449 12.8381
4 7.7794 9.4877 11.1433 13.2767 14.8602
5 9.2363 11.0705 12.8325 15.0863 16.7496
6 10.6446 12.5916 14.4494 16.8119 18.5475
7 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777

3.5 Projeto de experimento

Projeto de experimento pode ser visto como aescolha das variáveisa serem medidas e
manipuladas quando for realizado o experimento para identificação do sistema. O objetivo
é ajustar as condições de experimento a fim de que uma quantidade máxima de informação
seja obtida através do experimento (ROJAS et al., 2007) a serrealizado com base nessas
variáveis. Duas variáveis muito importantes são o sinal de entradau(t) (ou r(t) no caso
de um experimento em malha fechada) a ser aplicado bem como o seu tamanhoN .

Dois aspectos diferentes são associados à escolha do sinal de entradau(t). Um é
relacionado a propriedades de segunda ordem do sinal, como seu espectro de potência
Φu(ω) e o espectro cruzadoΦue(ω) entre o sinal de entrada e o ruído de medição. O outro
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aspecto relaciona-se com o “formato” do sinal. Pode-se trabalhar com sinais formados
por somas de senoides, ruído branco filtrado, sinais pseudo-randômicos ou ainda sinais
binários (LJUNG, 1999).

Por fim, ainda é necessário escolher o tamanho do experimentoN , ou seja, o número
de medidas de sinais de entrada e saída que serão coletados.

Uma vez que as incertezas das estimativas estão intimamenteligadas ao tamanho do
experimentoN e ao espectro dos sinais de entrada do processoΦu e Φue, o projeto de
experimento é a ferramenta que considera a alteração destasvariáveis com o intuito de
minimizar a incerteza do sistema identificado, em termos de suas funções de transferência
G(z, θ̂N ) eH(z, θ̂N) ou em termos do vetor de parâmetrosθN .

Para a identificação de sistemas lineares, existem três fatos básicos que governam a
escolha dos sinais (LJUNG, 1999):

• as propriedades assintóticas da estimativa (polarização evariância) dependem so-
mente do espectro do sinal de entradaΦu, e não da forma de onda do sinal;

• o sinal de entrada deve ter amplitude limitada:u ≤ u(t) ≤ u.

• sinais periódicos podem ser compostos de acordo com a ordem de persistência de
excitação necessária para a identificação do sistema.

3.5.1 Sinais de entrada comumente aplicados

Existem alguns sinais que são tipicamente aplicados em identificação de sistemas, os
quais serão descritos a seguir, bem como suas principais vantagens e desvantagens.

3.5.1.1 Ruído branco filtrado

Uma escolha simples de sinal é gerar ruído gaussiano e após filtrá-lo através de um
filtro linear. Assim, é teoricamente possível atingir qualquer espectro do sinal através de
uma escolha adequada do filtro. Como o sinal é geradooff-line, pode-se aplicar filtros não-
causais e eliminar o efeito transiente do sinal, o que proporciona melhor comportamento
espectral (LJUNG, 1999).

3.5.1.2 Sinal binário randômico

Um sinal binário randômico é um processo randômico que assume apenas dois valo-
res, e pode ser gerado de diferentes maneiras. A maneira maissimples de obtê-lo é gerar
ruído branco gaussiano com média zero, filtrá-lo adequadamente e utilizar apenas o sinal
(positivo ou negativo) do sinal obtido. Após isto, pode-se adequar o sinal à amplitude
desejada. Porém, pegando-se apenas o sinal (positivo ou negativo) do sinal filtrado, o
espectro de frequência é alterado. Isso não é desejável uma vez que o objetivo é modelar
justamente o espectro do sinal. Dessa forma, é recomendávelverificar o espectro obtido
antes de aplicar o sinal ao sistema.

3.5.1.3 Sinal binário pseudo-randômico, PRBS

Um sinal binário pseudo-randômico é um sinal periódico, determinístico com propri-
edades de ruído branco. É gerado através de

u(t) = res(A(z)u(t), 2) = res(a1u(t− 1) + . . .+ anu(t− n), 2) (62)
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onderes(x, 2) é o resíduo dex dividido por 2. Dessa forma,u(t) assume valores en-
tre 0 e 1. Após, é possível adequar os limites do sinal aos valores desejados. O vetor
de entradas passadas[u(t− 1) . . . u(t− n)] apresenta apenas2n valores diferentes e a
sequênciau(t) é periódica, com um período máximoM = 2n − 1. Desde queA(z) seja
escolhido adequadamente (LJUNG, 1999), o sinalu(t) obtêm a máxima periodicidade
M . O espectro deste sinal é dado por

Φu(ω) =
2πu2

M

M∑

k=1

δ(ω − 2πk/M), 0 ≤ ω < 2π. (63)

Na faixa0 ≤ ω < 2π existemM − 1 picos de frequência (excluindo-seω = 0).
Isto mostra que um sinal PRBS com período máximoM comporta-se como um “ruído
gaussiano periódico”, e é persistentemente excitante de ordemM − 1.

3.5.1.4 Múltiplas senoides

Uma escolha de sinal de entrada bastante natural e prática é um sinal formado por uma
soma de senoides

u(t) =
d∑

k=1

ak cos(ωkt+ φk). (64)

Desconsiderando os efeitos transitórios do sinal, o espectro é dado por

Φu(ω) = 2π
d∑

k=1

a2
k

4
[δ(ω − ωk) + δ(ω + ωk)] . (65)

Através da escolha ded, ak eωk é possível aplicar a energia do sinal precisamente em
frequências desejadas.

3.5.1.5 Considerações sobre sinais periódicos

Alguns dos sinais descritos possuem uma característica inerente de periodicidade,
como o sinal PRBS e a soma de senoides. Outros, porém, podem ser feitos periódicos
por simples repetição. Sinais periódicos de períodoM podem ter um espectro de no má-
ximoM frequências diferentes. Nesse sentido, sinais de entrada não-periódicos são mais
excitantes se considerados o mesmo período de tempo.

Quando uma entrada periódica é aplicada ao sistema, sejaK períodos de tamanhoM ,
é recomendável que se trabalhe apenas com um período de dados. Assim, divide-se os
dados emK bateladas, cada uma de tamanhoM , e trabalha-se com a média obtida a partir
dessas bateladas em cada instante de tempo. Isso permite utilizar menos dados para obter
o modelo, fazendo com que a relação sinal/ruído seja aumentada porK, e o tamanho dos
dados diminuído pelo mesmo fator (PINTELON; SCHOUKENS, 2001).

Além disso, um sinal de entrada periódico permite a estimativa do nível de ruído do
sistema. Quando o sistema entra em regime permanente, as diferenças na resposta do
sistema nos diferentes períodos podem ser atribuídas ao ruído.

3.5.2 Minimização de variância

Quando o método de identificação baseado em erro de predição éutilizado com uma
estrutura de modelo de ordem completa, ou seja, quando o modelo é tal queS ∈ M,
o vetor de parâmetros converge conforme (52)-(55), onde a matriz de covariância dos
parâmetrosPθ pode ser estimada através dos dados.
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SejaX um vetor que contém todas as variáveis a serem escolhidas associadas ao
experimento. O objetivo do projeto de experimento é encontrar um conjunto para o qual a
matriz de covariânciaPθ(X ) seja minimizada. Assim, o problema de projeto de um sinal
de entrada ótimo pode ser definido como

min
X∈X

β(Pθ(X )) (66)

considerando restrições no sinal de entrada e/ou no sinal desaída.β(P ) é uma medida es-
calar do tamanho da matrizP eX é um conjunto de projetos possíveis. Exemplos comuns
dessa medida são (JANSSON, 2004; BARENTHIN, 2006; GEVERS, 1995, 2005)

Tr Pθ (67)

λmax(Pθ) (68)

detPθ (69)

Tr WPθ, (70)

ondeW é uma matriz não-negativa.
A variância em determinado componente deθ será pequena se o sistema identificado

for sensível àquele componente. Assim, deve-se escolher assaídasy(t) e as entradas
u(t) de tal forma que a saída do sistema seja sensível em relação aos parâmetros que são
importantes para a aplicação em questão (LJUNG, 1999).

Apesar do experimento poder ser projetado diretamente com relação ao sinal de en-
trada no espaço do tempo (u(1), . . . , u(N)), essa ideia gera um problema de otimização
não-linear complexo envolvendo um grande número de variáveis. Este problema é sim-
plificado significativamente se o sinal for quasi-estacionário, o qual pode ser representado
por uma densidade espectralΦu(ω) (GEVERS; BOMBOIS, 2006).

De fato, em se tratando de identificação em malha aberta, o inverso da matriz de cova-
riância pode ser escrita em função do espectro do sinal de entrada, pois o espectro cruzado
é zero (veja (57)). Essa fórmula mostra que o tamanho do experimentoN e o espectro do
sinal de entradaΦu(ω) aparecem linearmente na expressão e que, para um dado tamanho
N de experimento, o espectro do sinal de entrada é a única variável que pode ser manipu-
lada a fim de manipular a matriz de covariância do parâmetro. Assim, uma abordagem de
projeto de experimento bastante comum é minimizar alguma métrica dePθ com relação a
Φu(ω), respeitando alguma restrição emΦu(ω). Consequentemente, um sinal de entrada
ótimo é definido como uma realização de tamanhoN de um sinal quasi-estacionáriou(t)
cuja densidade espectral é dada porΦopt

u (ω) (GEVERS; BOMBOIS, 2006).
A solução para o elevado número de variáveis necessárias para identificar um sinal

de entrada adequado é parametrizar o espectroΦu(ω) de forma que o inverso da matriz
de covariância possa ser expresso através de um número finitode parâmetros. Diferentes
soluções foram apresentadas em (ZARROP, 1979; MEHRA, 1974), cujas propostas são
utilizar momentos trigonométricos e espectro discreto, respectivamente.

3.5.3 Projeto de experimento para controle robusto

Critérios de estabilidade e desempenho robustos de um sistema em malha fechada
com relação a incertezas de modelo são tipicamente descritos através de expressões com
ponderações em frequência do erro de variância da função de transferência. Usualmente,
uma restrição de estabilidade robusta é formulada por (GEVERS; BOMBOIS, 2006)

VarG(eω, θ̂N) ≤ b(eω) ∀ω, (71)
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ondeb(eω) é uma função de ponderação na frequência que considera as propriedades de
malha fechada do sistema. Uma maneira bastante utilizada para expressar a covariância da
função de transferência é através da aproximação pelo primeiro termo da série de Taylor:

VarG(eω, θ̂N ) ≈ ∂G∗(eω, θ0)

∂θ
Pθ

∂G(eω, θ0)

∂θ
. (72)

Alguns problemas de projeto de experimento baseados nesta fórmula são apresenta-
dos em (JANSSON; HJALMARSSON, 2004a,b), onde mostra-se quediferentes projetos
baseados no critérioH∞ podem ser reformulados como problemas sujeitos a restrições
LMI. Um projeto de experimento em malha aberta ótimo pode serformulado como:

min
Φu(ω)

max
ω

Tr[W (eω)Pθ]

sujeito a
∫ π

−π
Φu(ω)dω ≤ α, (73)

Φu(ω) ≥ 0 ∀ω,

ondeα é uma constante positiva eW (eω) é função da estrutura do modelo e reflete os
objetivos de robustez. Através da aplicação do complementode Schur, o problema pode
ser reformulado como um problema de otimização convexo, sujeito a restrições LMI.
Além disso, o problema será de dimensão finita (e portanto solucionável) se o espectro
do sinal de entradaΦu(ω) for parametrizado de forma finita. Uma forma de se obter um
sinal de entrada parametrizado de forma finita é através do uso de ruído branco filtrado por
filtros FIR (LINDQVIST; HJALMARSSON, 2001; JANSSON, 2004).Esta abordagem
será apresentada mais detalhadamente na Seção 3.5.4.

Outra maneira de se formular um projeto de experimento para garantir robustez no
projeto de controle é baseada no uso de regiões elipsoidais da incerteza, os quais depen-
dem diretamente da matriz de covariânciaPθ, conforme apresentado em (61). Os resul-
tados apresentados em (BOMBOIS; GEVERS; SCORLETTI, 2000; BOMBOIS et al.,
2001; GEVERS et al., 2003) permitem a formulação de problemas de projeto de experi-
mento para garantir robustez no projeto de controle em termos de alguma função deUθ.
Assim, conecta-se medidas de estabilidade e desempenho robustos a regiões elipsoidais
de incertezaUθ e evita-se utilizar a aproximação em série de Taylor ou o limite superior
para definir a região, os quais introduzem conservadorismo no projeto.

Em (HILDEBRAND; GEVERS, 2001) é apresentado um projeto de experimento em
malha aberta ótimo baseado diretamente no uso da região elipsoidalUθ. A estabilidade
robusta é garantida neste caso utilizando o pior caso da métricaν-gapδWC(G(z, θ̂N ),D)
entre o modelo identificadoG(z, θ̂N ) e todos os modelos obtidos por erro de predição
contidos no conjuntoD , {G(z, θ)|θ ∈ Uθ}:

δWC(G(z, θ̂N ),D) = sup
θ∈Uθ

δν(G(z, θ̂N ), G(z, θ)), (74)

onde a métricaν-gap é definida em (VINNICOMBE, 1993). Uma vantagem de se usar
essa métrica é que a mesma está diretamente relacionada ao tamanho da região dos con-
troladores que estabilizam o sistema: quanto menor for o valor de δWC(G(z, θ̂N ),D),
maior é o conjunto de controladores que estabilizam todos osmodelos emD.
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3.5.4 Problema de dimensão finita

A maior contribuição do trabalho de (JANSSON, 2004) é a tradução dos problemas
de projeto de experimento em programas de otimização convexa, ou seja, que podem ser
solucionados através do uso de restrições LMI. Os projetos de experimento considerados
no trabalho de Jansson são definidos por

min
ΦX0

(ω)
objetivo

sujeito a restrições de qualidade e (75)

restrições no sinal

ou seja, podem ser formulados como problemas de otimização que incluem restrições na
qualidade do modelo e nos sinais a serem aplicados. As restrições de qualidade geral-
mente são funções da matriz de covariânciaP . Dessa forma, é natural utilizar o espectro
do sinal de entradaΦu e algumas vezes o espectro cruzadoΦue como variáveis de pro-
jeto. As restrições no sinal devem ser utilizadas para que osproblemas não resultem em
soluções de sinais com energia infinita. Essas restrições incluem restrições na energia do
sinal bem como na escolha de faixa de frequência do mesmo.

Na forma original, a formulação dos problemas de projeto de experimento é intratável,
por diversas razões:

• as restrições são tipicamente não-convexas, as quais são difíceis de solucionar atra-
vés de problemas de otimização;

• as restrições são, em muitos casos, de dimensão infinita;

• o sinal de entrada deve ser escolhido de forma que o seu espectro de frequência seja
adequado;

• a variância assintótica depende dos parâmetros reais do sistema, o que é desconhe-
cido, ou sejaPθ = P (θ0).

A solução dos três primeiros itens é obtida através de algumas adaptações são realiza-
das em (JANSSON, 2004), de forma que o projeto de experimentos possa ser solucionado.
Para isso, o espectro do sinal de entrada, e algumas vezes do espectro cruzado, é parame-
trizado de forma linear e de dimensão finita, tornando o problema de otimização convexo
e, como conseqüência, tratável. Porém, não é possível solucionar o último item sem o
conhecimento prévio do sistema, ou ao menos uma estimativa do mesmo.

Assim, o projeto de experimento é solucionado através de dois passos: primeiramente,
um ensaio inicial é realizado para obtenção de uma estimativa do sistema; após, com esta
estimativa, realiza-se o projeto de experimento que resulta no sinal “adequado” a ser
aplicado ao sistema para obtenção do modelo final.

3.5.4.1 Restrições no sinal de entrada

Para que os projetos de experimentos sejam factíveis é necessário incluir restrições no
sinal. Diferentes tipos de restrições podem ser incluídas,desde que sejam lineares com
relação ao espectro dos sinais envolvidos. Estas restrições podem ser na energia do sinal,
dada por

1

2π

∫ π

−π
|Wu(e

ω)|2Φu(ω)dω ≤ 1 (76)
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ou restrição na faixa de freqüência

αu(ω) ≤ Φu(ω) ≤ βu(ω) ∀ω. (77)

Genericamente, o espectro do sinal de entrada pode ser descrito por

Φu(ω) =
∞∑

k=−∞

c̃kB(eω) (78)

para alguma base de funçõesB. Sem perda de generalidade, assume-se queB−k = B∗
k, de

forma quec−k = ck e o espectro é caracterizado unicamente porc0, c1, c2, . . .. Assume-
se também queBk(e

−ω) = B∗
k(e

ω) de forma queck ∈ R. Os coeficientesck precisam
ser tais que

Φu(ω) ≥ 0, ∀ω. (79)

Se a base de funções for do tipoBk(e
ω) = e−ω, então os coeficientes̃ck são equiva-

lentes à autocorrelação do sinal no instantek

c̃k = rk , Eu(t)u(t− k). (80)

Porém, para o problema de otimização ser tratável, o espectro (78) precisa ser carac-
terizado por uma uma realização de dimensão finita:

Φu(ω) =
M−1∑

k=−(M−1)

c̃|k|Bk(e
ω). (81)

Uma forma de se obter uma parametrização de dimensão finita para o espectro do sinal
de entrada é através do uso de filtros FIR. Nesse caso, tem-se queBk = ejωk. Esta abor-
dagem é baseada no lema de Kalman-Yakubovich-Popov (lema KYP). A ideia é postular
que o espectro possa ser realizado utilizando um filtro FIR deordemM . Como qualquer
espectro pode ser aproximado por um processo FIR, com qualquer precisão, esta abor-
dagem é em princípio genericamente aplicável. Contudo, quandoM se torna grande, a
complexidade computacional se torna um problema.

A fim de garantir que o espectro seja positivo (79), usa-se o seguinte resultado:

Lema 3.2 SejaA, B, C, D uma realização controlável no espaço de estados da parte
positiva real do espectro de entrada,Ψ(ejω) =

∑M−1
k=0 ckBk(e

jω). Então existeQ = QT

tal que

K(Q,A,B,C,D) =

[
Q−ATQA −ATQB
−BTQA −BTQB

]
+

[
0 CT

C D +DT

]
≥ 0 (82)

se e somente se

Φu(ω) =
M−1∑

k=0

ck
[
Bk(e

jω) + B∗
k(e

jω)
]
≥ 0

Prova: Aplicação do lema KYP (YAKUBOVICH, 1962).

A ideia é utilizar a realização no espaço de estadosA, B, C, D da parte positiva do
espectro onde os coeficientesck apareçam linearmente emC eD. O Lema acima então é
utilizado para garantir a positividade do espectro, por meio da inequação linear matricial.
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Quando a entrada é moldada por um filtro FIR a escolha natural da descrição no espaço
de estados da parte positiva do espectro é

A =

[
01×M−2 0
IM−2 0M−2×1

]
(83)

B =
[

1 0 · · · 0
]T

(84)

C =
[
c1 c2 · · · cM−1

]
(85)

D = c0 (86)

Com esta parametrização os parâmetrosck aparecem linearmente emC eD e (82) torna-
se uma LMI.

Com o espectro do sinal de entrada parametrizado de forma finita, o inverso da matriz
de covariânciaP−1

θ é dada por uma função afim nas variáveisck, as quais parametrizam
o espectro de entrada. Assim

P−1
θ = R0(θ0) +

M−1∑

k=0

ckB
P
k (θ0), (87)

onde

BP
k (θ0) =

1

2πσ2
e

∫ π

−π
Fu(e

ω, θ0)
[
Bk(e

jω) + B∗
k(e

jω)
]
F∗

u(eω, θ0)dω, (88)

e

R0(θ0) =
1

2π

∫ π

−π
Fe(e

ω, θ0)F∗
e (eω, θ0)dω. (89)

3.5.4.2 Restrições de qualidade em regiões elipsoidais

Em problemas de controle, usualmente são utilizadas métricas em frequência do erro
da estimativa da função de transferência estimada. Uma dessas métricas é dada por
(HJALMARSSON, 2005):

∆(eω, θ) = T (eω)
G0(e

ω) −G(eω, θ)

G(eω, θ)
, (90)

ondeG0(e
ω) é o sistema real,G(eω, θ) é o modelo estimado eT (eω) é uma função de

ponderação. QuandoT (eω) é a função de malha fechada desejada, a normaH∞ de (90) é
considerada uma medida de estabilidade e desempenho robustos (MORARI; ZAFIRIOU,
1989; ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995; JANSSON, 2004); por exemplo, ||∆(θ)||∞ < 1
é uma condição de estabilidade robusta clássica. Uma vez queo modelo identificado
G(eω, θ) pertence a uma região de incerteza, torna-se adequado projetar o experimento
de identificação tal que∆(θ) seja minimizado para todos modelos pertencentes a essa
região.

Considere a medida do pior caso de∆ em um conjunto de modelos pertencente a um
intervalo de confiança:

max
ω, θ∈U

|∆|2, (91)

Uθ = {θ|N(θ − θ0)
TP−1

θ (θ − θ0) ≤ χ}. (92)
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Considerando essa medida é possível garantir que certa porcentagem (definida porχ)
de todos modelos identificados satisfaçam essa restrição dequalidade. Essa medida de
qualidade pode ser escrita através da medida generalizada,definida como

F (ω, η) ≤ γ, ∀ω & ∀η ∈ Υ, (93)

Υ =
{
η|(η − η0)

TR(η − η0) ≤ 1
}
.

onde

F (ω, η) =
[WnG(η) +Xn] ∗ Yn [WnG(η) +Xn] +Kn

[WdG(η) +Xd] ∗ Yd [WdG(η) +Xd] +Kd

(94)

No caso em queWn = Wd = Yd = 1,Xn = −G0, Yn = T eXd = Kn = Kd = 0, tem-se
que

F (ω, η) =
|G(η) −G0|2|T |2

|G(η)|2 = |∆|2. (95)

A medida de qualidade (93) é uma restrição da norma máxima deF (ω, η) com res-
peito a todoω e para todoη no elipsoideΥ. Porém, para este problema ser tratável, deve-
se formulá-lo como um problema convexo. Para isso, considere a estrutura de modelo
(40), parametrizada pelo vetorθ. Particiona-seθT = [ηT ξT ] de maneira queG(θ) = G(η)
e queG(η) seja parametrizada por

G(η) =
ZN(z)η

1 + ZD(z)η
(96)

ondeηT = [a1 · · ·ana
b1 · · · bnb

] e

ZN = z−nk [0 · · · 0 1 z−1 · · · z−nb+1], (97)

ZD = [z−1 · · · z−na 0 · · · 0 1]. (98)

enk é o atraso.

Lema 3.3 SejaF (ω, η) definido por (93) eG(η) parametrizado por (96). Então

F ≤ γ ⇔
[
η
1

]T

(γF0(ω) − F1(ω))

[
η
1

]
≥ 0 (99)

ondeF0(ω) = (Md(ω) +Md(ω)) eF1(ω) = (Mn(ω) +Mn(ω)) e onde

Md(ω) = Z∗
V xdx

∗
dZV , (100)

Mn(ω) = Z∗
V T (ω)xnx

∗
nZV , (101)

com

Z∗
V =

[
Z∗

N Z∗
D 0

0 0 1

]
, (102)

x∗d =
[

1 Xd(e
jω) Xd(e

jω)
]

(103)

e xn definido analogamente axd. Além dissof(ω) é o mínimo múltiplo comum dos
denominadores deMd(ω) eMn(ω).

Prova: A prova deste lema é encontrada em (JANSSON, 2004).
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Este lema é explorado no próximo teorema.

Teorema 3.2 Assume-se queF (ω, η) <∞ para todoω. Assume-se ainda queγF0(ω)−
F1(ω) não é semi-definido positivo. Então as duas expressões seguintes são equivalentes

1.

F (ω, η) ≤ γ ∀ω ∈ [−π, π] & ∀η ∈ Υ, (104)

Υ =
{
η|(η − η0)

TR(η − η0) ≤ 1
}

; (105)

2. ∃τ(ω) > 0, τ(ω) ∈ R tal que

τ(ω)(γF0(ω) − F1(ω)) − E ≥ 0 ∀ω, (106)

E ,

[
−R Rη0

η0R 1 − ηT
0 Rη0

]
. (107)

Prova: A prova deste teorema é encontrada em (JANSSON, 2004).

Considerando o projeto do sinal de entrada, a variávelR pode ser proporcional à
inversa da matriz de covariância. Além disso, a inversa da matriz de covariância é afim no
espectro do sinal de entradaΦu e no espectro cruzadoΦue. Com a parametrização linear
do espectro,R também se torna linearmente parametrizada. Logo, este teorema estabelece
que o pior caso da norma máxima da restrição de desempenho pode ser traduzido na
condição do teorema, o qual é uma LMI emτ eR para cadaω quandoγ é fixo.

Existem dois problemas associados a esta formulação. Primeiramente,τ é uma fun-
ção desconhecida deω. Além disso, esta é uma restrição de dimensão infinita, já que
a restrição deve valer para qualquer frequência. Assim, o Lema 3.2 pode ser utilizado
para transforma a restriçãoτ(ω) > 0 em um problema de dimensão finita, o que permite
reduzir (107) a uma LMI de dimensão finita.

Lema 3.4 SejamF0(ω), F1(ω) eE como definidos anteriormente e seja introduzido

Λ(ω) , τ(ω)(γF0(ω) − F1(ω)) −E. (108)

Quandoτ(ω) é definido por

τ(ω) = Ψ(ejω) + Ψ∗(ejω), (109)

Ψ∗(ejω) =
Mτ−1∑

k=0

τkBk(e
jω). (110)

para alguma baseBk, k = 0, · · · , K − 1, então existe uma sequênciaΛk tal que

Λ(ω) ≥ 0 ∀ω ⇔
p∑

k=0

Λk(e
jω + e−jω) ∀ω, (111)

onde as variáveisτk e os elementos deR aparecem linearmente emΛk.

A partir de (111) pode-se utilizar o Lema 3.2 para transformar a restrição (93) em uma
LMI.
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Teorema 3.3 Assume-se queF (ω, η) <∞ para todoω. Assume-se ainda queγF0(ω)−
F1(ω) não é semi-definido positivo. Sejaτ(ω) como definido no Lema 3.4.

Então existe uma realização no espaço de estadosAτ , Bτ , Cτ , Dτ da parte real po-
sitiva deτ(ω) onde os parâmetrosτk aparecem linearmente emCτ , Dτ . Similarmente,
existe uma realização no espaço de estadosAΛ, BΛ, CΛ, DΛ da parte real positiva de
Λ(ω) onde os parametrosτk e os elementos deR aparecem linearmente emCΛ, DΛ.

Além disso, tem-se que

F (ω, η) ≤ γ ∀ω & ∀η ∈ Υ, (112)

Υ =
{
η|(η − η0)

TR(η − η0) ≤ 1
}
, (113)

se existemQτ = QT
τ eQΛ = QT

Λ tal que

K(Qτ , Aτ , Bτ , Cτ , Dτ ) ≥ 0, (114)

K(QΛ, AΛ, BΛ, CΛ, DΛ) ≥ 0. (115)

Este teorema é bastante poderoso para problemas de projeto de experimentos. Note
que (115) é LMI emQτ , QΛ, τk k = 0, · · · ,Mτ − 1 e nos elementos deR. QuandoR =
P−1

θ , esta quantidade se torna linearmente parametrizada se o espectro for linearmente
parametrizado como proposto em (JANSSON, 2004).

Por fim, o problema de otimização para o projeto de experimento é dado por

min
Qτ ,Qλ,τ0...τMτ ,c0,...,cM

α (116)

sujeito a K(Qτ , {Aτ , Bτ , Cτ , Dτ}) ≥ 0

K(Qλ, {Aλ, Bλ, Cλ, Dλ}) ≥ 0

K(Q, {A,B,C,D}) ≥ 0

QT
τ = Qτ

QT
λ = Qλ

QT = Q

c0 ≤ α.

Essa formulação será utilizada nos exemplos ilustrativos do Capítulo 6, com as de-
vidas modificações para um projeto de experimento para o problema de identificação do
controlador ótimo.

3.6 Considerações Finais

Através da análise dos conceitos de identificação de sistemas apresentados neste ca-
pítulo, verifica-se que a qualidade da estimativa está diretamente ligada às propriedades
assintóticas da mesma, como variância e erro de polarização. Assim, formular o problema
de controle baseado em dados como um problema de identificação do controlador facilita
a análise destas propriedades bem como projetar o experimento a fim de melhorá-las.

No caso de considerar o problema de controle como identificação do controlador, é
necessário considerar a presença do ruído desde o início da formulação do problema, visto
que as propriedades assintóticas da estimativa estão diretamente ligadas à sua presença.
Uma solução para isso, considerando o método VRFT, seria reformulá-lo considerando a
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presença do ruído. Assim, seria possível obter uma expressão da variância da estimativa
(caso fosse não-polarizada) e projetar um experimento baseado nesta expressão. Porém,
como será visto no Capítulo 5, a estimativa obtida com o método VRFT é polarizada,
inviabilizando o projeto de experimento com o intuito de melhorar a qualidade da estima-
tiva.

Por outro lado, surge a possibilidade de formulação de um outro método, também ba-
seado em apenas uma batelada de dados, onde o projeto do controlador nada mais é do
que a identificação da planta reparametrizada em função do controlador idealCd(z) base-
ado em um modelo de referênciaM(z) escolhido previamente. Assim, pode-se aplicar os
conceitos de identificação de sistemas, bem como pode-se realizar um projeto de experi-
mento com o intuito de melhorar a qualidade da estimativa em relação a alguma métrica
desejada, como uma métrica que garanta robustez, por exemplo. De fato, esse novo mé-
todo é apresentado no Capítulo 5 e uma aplicação do projeto deexperimento apresentado
na Seção 3.5.4 (JANSSON, 2004) para este método é apresentada no Capítulo 6.
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4 MÉTODO DE SINTONIA BASEADO EM REFERÊNCIA
VIRTUAL PARA PROCESSOS DE FASE NÃO-MÍNIMA

4.1 Introdução

Sempre que o projeto de controladores baseado em modelo de referência for utilizado,
é importante que os possíveis zeros defase não-mínimado processo a ser controlado
sejam incluídos no modelo de referência utilizado. Caso isto não seja feito, o sistema
em malha fechada com o controlador projetado pode resultar inclusive em instabilidade.
Constata-se, assim, que o conhecimento dos zeros de fase não-mínima da planta (quando
existentes) é crucial para o sucesso do projeto.

Assim, controladores baseados em dados, que por sua vez são baseados em modelo de
referência, falham se a planta contém um ou mais zeros de fasenão-mínima que não foram
incluídos no modelo de referência. É importante salientar que este obstáculo é devido à
formulação do problema de controle baseado em modelo de referência e não da natureza
do projeto baseado em dados. A única forma de se evitar este problema em projetos
baseados em modelo de referência é através da inclusão dos zeros de fase não-mínima
no modelo de referência. Portanto, no momento de escolher o modelo de referência que
será utilizado, é necessário o conhecimento da posição exata deste zero. Essa mesma
constatação é relatada em (SALA; ESPARZA, 2005b), onde os autores sugerem uma
identificação do processo como primeiro passo e, caso encontrados zeros de fase não-
mínima, a inclusão dos mesmos no modelo de referência a ser usado com o método VRFT.

A fim de superar esta dificuldade no caso do método IFT, foi proposto um procedi-
mento em (LECCHINI; GEVERS, 2002). Este procedimento consiste na extensão da
formulação do modelo de referência através da adição de um termo no critério clássico
H2, o qual penaliza o erro médio quadrático entre a saída obtidado sistema em malha
fechada e ummodelo de referência flexível, cujos polos são os mesmos do modelo de
referência desejado porém os zeros são totalmente livres.

Na verdade, o polinômio do numerador deste modelo de referência flexível possui
todos seus parâmetros livres. O critério global é uma versãona qual pode-se escolher o
peso entre o critério clássico e estecritério flexível: o critério contem os parâmetros do
controlador e os coeficientes do modelo de referência flexível. Assim, o critério global
é minimizado em relação a esses dois vetores de parâmetros. Aanálise de convergência
deste critério IFT modificado é bastante difícil; uma análise foi feita em (LECCHINI; GE-
VERS, 2002) apenas para o caso no qual o controlador é projetado apenas para referências
do tipo degrau. Mesmo assim, as simulações mostraram que este esquema modificado
funciona notavelmente bem: no caso em que a planta contém zeros de fase não-mínima,
as simulações mostram que os parâmetros do modelo de referência flexível convergem
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para os valores que reproduzem os zeros de fase não-mínima daplanta.
O primeiro objetivo do trabalho apresentado neste capítuloé investigar se uma ideia si-

milar pode ser desenvolvida ao método VRFT (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002).
A aplicação de um critério baseado em um modelo de referênciaflexível ao VRFT pa-
rece ser mais difícil, pois o método VRFT minimiza um critério diferente do critério que
se deseja realmente minimizar. Porém, os resultados obtidos, apresentados neste capí-
tulo, mostram que um modelo de referência flexível pode de fato ser adaptado ao método
VRFT para a sintonia de controladores. Similarmente ao casodo método IFT com critério
flexível, é proposto um critério VRFT flexível, o qual contém um modelo de referência
cujo numerador é um polinômio parametrizado através de um vetor de parâmetros livre.
Assim, este resultado é uma extensão do método VRFT para o caso de plantas de fase
não-mínima, inspirado pela solução proposta ao método IFT para o mesmo caso.

4.2 Critério flexível para o método VRFT

Uma solução para a limitação da formulação do projeto de controle baseado em mo-
delo de referência quando aplicado a processos de fase não-mínima foi proposta em (LEC-
CHINI; GEVERS, 2002) para ser aplicada ao método IFT. Esta solução consiste em usar
um modelo de referência cujo numerador é parametrizado, de forma que todos os zeros
são livres. Um modelo de referência com estas características pode ser descrito como

M(z, η) = ηTF (z), (117)

ondeη ∈ ℜq é o vetor de parâmetros eF (z) é um vetor de ordemq de funções racionais.
Assim, define-se uma classe de modelos de referência, ao invés de apenas um único mo-
delo de referência. Quando se permite que o numerador do modelo de referência seja de-
terminado, o processo de otimização pode “achar” os zeros doprocesso, e particularmente
os zeros de fase não-mínima. Vale ressaltar que através desta formulação, apenas parte da
função de transferência de malha fechada é fixada. Mais especificamente, o denominador
é fixado e, se o números de parâmetros livresq for igual à ordem do numerador, então o
numerador é completamente livre e esta formulação torna-seconceitualmente equivalente
ao projeto de controladores por alocação de polos.

Utilizando esta ideia no critério VRFT, obtém-se o seguintecritério de otimização
(CAMPESTRINI; GEVERS; BAZANELLA, 2009)

JV R
0 (η, ρ) = Ē

{
L(z)

[
u(t) −

(
1 −M(z, η)

M(z, η)
C(z, ρ)

)
y(t)

]}2

= Ē [uL(t) − C(z, ρ)ēL(η, t)]2 (118)

ondeēL(η, t) = L(z)ē(η, t). Quando aplicado o método VRFT clássico, a premissa sobre
o controlador ideal - Premissa 2.1 - é crucial. A análise paraeste novo critério de projeto
requer uma premissa similar. A Premissa 4.1 abaixo diz que existe, dentro da classe
de modelos de referência considerada, um modelo de referência para o qual existe um
controlador ideal.

Premissa 4.1Existe um par(η∗, ρ∗) tal queJV R
0 (η∗, ρ∗) = 0, ou, equivalentemente,

∃η∗, ρ∗ : C(z, ρ∗) =
M(z, η∗)

[1 −M(z, η∗)]G0(z)
. (119)
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Sob a Premissa 4.1,minη,ρ J
V R
0 (η, ρ) = 0 e arg minη,ρ J

V R
0 (η, ρ) = (η∗, ρ∗). Assim,

segue que

arg min
η,ρ

JV R
0 (η, ρ) = arg min

η,ρ

(η,ρ) 6={0, 0}

J̃V R
0 (η, ρ) (120)

onde

J̃V R
0 (η, ρ) = Ē [L(z)M(z, η)u(t) − L(z)C(z, ρ)(1 −M(z, η))y(t)]2 , (121)

que foi obtido multiplicandoJV R
0 (η, ρ) porM(z, η).

Dada a parametrização linear do controlador e do modelo de referência, tem-se que

J̃V R
0 (0, 0) = 0.

Assim, a multiplicação porM(z, η) criou um mínimo global adicional - e não dese-
jado - na origem. Esta é a razão pelo qual o lado direito de (120) é sujeito a uma restrição
cujo objetivo é excluir este mínimo indesejado(η, ρ) = {0, 0}. Na maioria das aplica-
ções de controle, porém, uma restrição natural existente automaticamente faz exatamente
isto: o modelo de referência deve ter ganho em regime permanenteM(1, η) = 1. Assim,
M(z, η) pode ser parametrizado considerando essa restrição.

A seguir, é mostrado que a minimização de (120) resulta em um mínimo (η∗, ρ∗) tal
queM(z, η∗) contém todos os zeros de fase não-mínima deG0(z).

Teorema 4.1 SejaB(z) o mínimo denominador comum dos elementos deβ(z) e seja
G0(z) = nG(z)

dG(z)
uma fatorização coprima deG0(z). Seja a Premissa 4.1 satisfeita. Então

os zeros de fase não-mínima deG0(z) são também zeros deM(z, η∗).

Prova 4.1 De (119) tem-se que

C(z, ρ∗) =
nM(z, η∗)dG(z)

[dM(z) − nM(z, η∗)]nG(z)
. (122)

Uma vez queG0(z) tem ganho estático diferente de zero,nG(z) não possui zeros em
z = 1. Como os polos deC(z, ρ∗) (i.e. as raízes deB(z)) estão ou emz = 1 ou
estritamente dentro do círculo de raio unitário, segue queB(z) e nG(z) não possuem
raízes instáveis comuns. Assim, visto que o lado esquerdo de(122) é estável, qualquer
raiz instável denG(z) deve ser cancelada por uma raiz denM(z, η∗).

Assim, inserindo (117) em (121), pode-se escrever o custo como

J̃V R
0 (η, ρ) = Ē{ηTF (z)[uL(t) + ρTβ(z)yL(t)] − ρTβ(z)yL(t)}2 (123)

A expressão em (123) é biquadrática nos parâmetrosη e ρ. Isto quer dizer que, para um
valor fixo deρ, a minimização de (123) com respeito aη é obtida através do método dos
mínimos quadrados, já que (123) é quadrático no parâmetroη:

η∗(ρ) , arg min
η
J̃V R

0 (η, ρ)

= Ē
{
[F (z)w(ρ, t)][F (z)w(ρ, t)]T

}−1
Ē {[F (z)w(ρ, t)][C(z, ρ)L(z)y(t)]} (124)
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ondew(ρ, t) , L(z)[u(t) + ρTβ(z)y(t)]. Nota-se quew(ρ, t) pode ser gerado a partir
dos dados, poisu(t), y(t), L(z) eC(z, ρ) são todos conhecidos. Similarmente, para va-
lores fixos deη a minimização de (123) com respeito aρ é obtida através do método dos
mínimos quadrados:

ρ∗(η) , arg min
ρ
J̃V R

0 (η, ρ)

= Ē
{
[β(z)v(η, t)][β(z)v(η, t)]T

}−1
Ē {[β(z)v(η, t)][M(z, η)L(z)u(t)]} (125)

ondev(η, t) , L(z)[1 − ηTF (z)]y(t).
Assim, como o argumento em (123) é bilinear emη eρ, a minimização dẽJV R

0 (η, ρ)
pode ser tratada como uma sequência de problemas de mínimos quadrados (LJUNG,
1999):

η̂(i) = arg min
η
J̃V R

0 (η, ρ̂(i−1)) (126)

ρ̂(i) = arg min
ρ
J̃V R

0 (η̂(i), ρ) (127)

onde cada passo de mínimos quadrados é solucionado através das expressões (124)-(125)
acima.

Este método de mínimos quadrados sequencial converge garantidamente, pelo menos
a um mínimo local (LJUNG, 1999; SöDERSTRöM; STOICA, 1989).

Teorema 4.2 O algoritmo (126)-(127) converge a um extremo deJ̃V R
0 (η, ρ).

Prova 4.2 A prova é baseada na teoria de Lyapunov, usando-se a função deLyapunov
J̃V R

0 (η, ρ), que por definição é positiva definida. Fica claro a partir da própria definição
do algoritmo queJ̃V R

0 (η, ρ) é uma função estritamente decresente da sequênciaη̂(i), ρ̂(i).
Assim, a convergência do algoritmo é um resultado clássico da teoria de Lyapunov (KHA-
LIL, 1992).

Quando os dados são obtidos com o sistema operando em malha fechada, é natural que
se use os parâmetros do controlador que está na malha de controle durante o experimento
como valor inicial do algoritmo, mas esta não é a única escolha possível. O algoritmo
também necessita de um valor inicial para o filtroL(z), o qual depende deM(z, η). Uma
possível escolha é usar̄M(z) para este propósito. Além disso, é importante ressaltar
que, apesar do algoritmo de minimização ser iterativo, os dados utilizados são coletados
apenas uma vez, mantendo a propriedade do método VRFT de ser um método direto, não
iterativo.

4.2.1 Aplicação do método em sistemas com ruído

O método VRFT é formulado para sistemas que não apresentam ruído. Quando este
se faz presente no sistema, os autores propõem a utilização de variáveis instrumentais
para que a estimativa dos parâmetros do controlador seja não-tendenciosa. Seguindo este
raciocínio, neste trabalho é proposta a utilização de variáveis instrumentais também para
o critério VRFT flexível, quando os dados utilizados pelo mesmo são afetados por ruído.

Seja o critério VRFT flexível solucionado a partir de (124) e (125). Nesse caso, para
o cálculo deη∗(ρ), o vetor regressor é dado por

ϕη(t, ρ) = F (z)w(t, ρ),

= F (z)L(z)[u(t) + ρTβ(z)y(t)]. (128)
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Para que a estimativa seja não tendenciosa, a variável instrumental deve ser escolhida
de forma que seja correlacionada com o vetor regressor, porém descorrelacionada com o
ruído (LJUNG, 1999). Uma forma de se obter esse resultado é realizando dois ensaios em
malha aberta no sistema, aplicando o mesmo sinal de entrada.No primeiro, são coletados
os dados de entradau(t) e de saíday(t); já no segundo, somente os dados de saíday′(t)
são coletados, já que os dados de entrada são iguais. Assim, os dados de saída dos dois
ensaios são diferentes um do outro devido aos ruídos presentes nos dois sinais serem
descorrelacionados um do outro. A variável instrumental é então construída como

ξη(t, ρ) = F (z)wIV (t, ρ),

= F (z)L(z)[u(t) + ρTβ(z)y′(t)]. (129)

No caso de um ensaio em malha fechada, como o vetor regressor éafetado também por
u(t), que contém ruído já que o mesmo é obtido em malha fechada, a variável instrumental
deve ser computada como

ξη(t, ρ) = F (z)L(z)[u′(t) + ρTβ(z)y′(t)],

ondeu′(t) é o sinal de entrada do segundo experimento (SöDERSTRöM; STOICA, 1989).
Este sinal é diferente do sinal de entrada do primeiro experimento devido aos ruídos pre-
sentes nos dois sinais serem descorrelacionados.

Analogamente, para o cálculo deρ∗(η), o vetor regressor é dado por

ϕρ(t, η) = β(z)v(t, η),

= β(z)L(z)[1 − ηTF (z)]y(t). (130)

Portanto, a variável instrumental para este problema é dadapor

ξρ(t, η) = β(z)vIV (t, η),

= β(z)L(z)[1 − ηTF (z)]y′(t), (131)

ondey′(t) é obtido como no caso anterior. Nota-se que neste caso, não faz diferença se o
ensaio é realizado em malha aberta ou fechada, já quev(t, η) não depende deu(t).

Assim, para o caso de sistemas com ruído, o algoritmo (126)-(127) é solucionado
através de

η∗(ρ) = Ē
{
[ξη(t, ρ)ϕ

T
η (t, ρ)]−1ξη(t, ρ)[C(z, ρ)L(z)y(t)]

}
(132)

= Ē
{
[F (z)wIV (ρ, t)][F (z)w(ρ, t)]T

}−1
Ē
{
[F (z)wIV (ρ, t)][C(z, ρ)L(z)y(t)]

}

e

ρ∗(η) = Ē
{
[ξρ(t, η)ϕ

T
ρ (t, η)]−1ξρ(t, η)[M(z, η)L(z)u(t)]

}
(133)

= Ē
{
[β(z)vIV (η, t)][β(z)v(η, t)]T

}−1
Ē
{
[β(z)vIV (η, t)][M(z, η)L(z)u(t)]

}

4.2.2 Procedimento baseado em dois passos

O método recém apresentado pode ser aplicado em plantas de fase não-mínima, nas
quais a aplicação do método VRFT clássico falha. Por outro lado, quando o processo é de
fase mínima, o projeto baseado em modelo de referência (polos e zeros fixos) é factível, o
que permite ao projetista partir para o critério VRFT clássico, onde existe uma vantagem
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considerável quanto à simplicidade do método. Porém, sem o conhecimento prévio do
processo, o projetista não deve tomar nenhuma decisão quanto ao método que irá utilizar.

Para os casos nos quais não se sabea priori se existem zeros de fase não-mínima ou
não e quantos são, é proposto o seguinte procedimento baseado em dois passos. Para
simplificar a apresentação deste procedimento e dos resultados de simulação na próxima
seção, é definido o seguinte critério genérico de projeto inspirado em (LECCHINI; GE-
VERS, 2002):

JV R
λ (η, ρ) = (1 − λ)JV R

0 (η, ρ) + λJV R(ρ). (134)

ondeλ = 0 ouλ = 1. Quandoλ = 1, este critério torna-se o critério VRFT clássico (21);
quandoλ = 0, este critério então representa o critério VRFT modificado para plantas de
fase não-mínima (118).

O procedimento baseado em dois passos pode então ser descrito como a seguir.
Passo 1.Minimize JV R

λ (η, ρ) em (134) comλ = 0. Defina os parâmetros minimizados
como(η̂, ρ̂) e verifique os zeros deM(z, η̂).
Passo 2.SeM(z, η̂) obtido no Passo 1 tem zeros de fase não-mínima, então modifique
o modelo de referênciāM(z) de forma que este contenha os zeros de fase não-mínima.
Se não, mantenha o modelo de referênciaM̄(z) escolhido previamente. Então, aplique o
método VRFT clássico com̄M(z), i.e. useλ = 1.

Nota-se que seM(z, η̂) contém zeros de fase não-mínima, então quando é utilizado o
modelo de referência modificadōM(z) no método VRFT clássico, é necessário lidar com
um filtro instável, uma vez que a referência virtual é calculada utilizando o inverso de
M̄(z). Uma maneira de lidar com esse empecilho é através do uso de umfiltro passa-tudo
La, com o qual o mínimo da função custoJV R(ρ) (21) permanece igual (HJALMARS-
SON et al., 1998).

SejaM̄(z) fatorado como

M̄(z) =
nu(z)ns(z)

d(z)
,

onde o fatornu

nu(z) =
m∏

k=1

(z − xk)

contém todos os zeros instáveis e nada mais. SejaLa(z) o seguinte filtro passa-tudo

La(z) ,
nu(z)

n∗
u(z)

ou seja, um filtro de módulo igual a1 para todas as frequências, onde

n∗
u(z) =

m∏

k=1

(xkz − 1).

Assim, o critérioJV R(ρ) é levemente modificado de forma que se possa utilizar um filtro
estável para calcular a referência virtual. Seja

M̄a(z) =
n∗

u(z)ns(z)

d(z)
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uma função de transferência de módulo igual ao módulo deM̄(z), porém com zeros
estáveis. Então,

JV R
a (ρ) = Ē

[
La(z)u(t) −

(
C(z, ρ)

1 − M̄a(z)

M̄a(z)

)
La(z)y(t)

]2

é o custo a ser minimizado, cujo mínimo é igual ao mínimo deJV R(ρ), para encontrar
os parâmetros do controlador quando o modelo de referência contém zeros de fase não-
mínima.

4.3 Exemplos ilustrativos

Nesta seção são apresentados alguns resultados de simulação utilizando o método
VRFT flexível proposto. Se a planta tem zeros de fase não-mínima, o método proposto
estima estes zeros e então estes podem ser incluídos no modelo de referência fixo.

4.3.1 Processo com um zero de fase não-mínima

Supõe-se um projeto de controlador para um processo cuja função de transferência é
dada por

G1(z) =
(z − 1.2)(z − 0.4)

z(z − 0.3)(z − 0.8)
. (135)

Deseja-se controlar este processo com um controlador PID

C(z, ρ) = ρTβ(z) = [ρ1 ρ2 ρ3]




z2

z2−z
z

z2−z
1

z2−z


 . (136)

O experimento que gerou os dados para serem utilizados pelo método é um expe-
rimento em malha-fechada, onde um degrau é aplicado como sinal de referência, e o
controlador presente na malha de controle é dado por

Cinit(z) =
−0.7(z − 0.4)(z − 0.6)

z2 − z
. (137)

4.3.1.1 A Premissa 4.1 é satisfeita

Considere o seguinte modelo de referência flexível, para o qual a Premissa 4.1 é satis-
feita:

M(z, η) =
η1z

2 + η2z + η3

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
. (138)

Para o modelo de referência fixo, foram escolhidos os mesmos polos, porém todos os
zeros foram posicionados na origem e utilizou-se ganho em regime permanentēM(1) =
1,

M̄(z) =
0.07061z2

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
. (139)
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Tabela 3: Evolução deM(z, η), C(z, ρ) (por meio de seus numeradores - ganhos e zeros)
e J̃V R

0 (η̂, ρ̂) (após aplicar (126) na coluna 3 e após (127) na coluna 5) no procedimento
iterativo para o processoG1(z).

i num(M(z, η̂(i))) J̃V R
0 (η̂(i), ρ̂(i−1)) num(C(z, ρ̂(i))) J̃V R

0 (η̂(i) , ρ̂(i))
(×10−6) (×10−6)

1 −1.07760(z − 1.182)(z − 0.6404) 1.6772616 −0.76020(z − 0.7448)(z − 0.5292) 12.928054
2 −0.87825(z − 1.186)(z − 0.5686) 6.4634327 −0.71172(z − 0.7704)(z − 0.4509) 1.8210199

10 −0.63076(z − 1.196)(z − 0.4291) 0.0104166 −0.61096(z − 0.7963)(z − 0.3245) 0.0086147
20 −0.59617(z − 1.199)(z − 0.4061) 0.0002024 −0.59312(z − 0.7996)(z − 0.3038) 0.0001776
21 −0.59512(z − 1.200)(z − 0.4054) 0.0001411 −0.59256(z − 0.7997)(z − 0.3031) 0.0001240
30 −0.59084(z − 1.200)(z − 0.4022) 0.0000064 −0.59026(z − 0.8000)(z − 0.3004) 0.0000057

Este é o modelo de referência desejado na ausência de qualquer conhecimento sobre o
zero de fase não-mínima. Assim, se o critério VRFT clássico for utilizado, com o modelo
de referência (139), o controlador obtido é

C(z, ρ) =
−2.2693(z2 − 1.655z + 0.7007)

z2 − z
,

o qual causa um sistema em malha fechada instável, conforme pode ser visto na função
de transferência de malha fechada

T (z, ρ) =
−2.2693(z − 1.2)(z − 0.4)(z2 − 1.655z + 0.7007)

(z − 0.3909)(z2 − 1.774z + 0.7905)(z2 − 2.204z + 2.47)
,

cujos polos são

p =




1.1020 + 1.1206
1.1020 − 1.1206
0.8872 + 0.0583
0.8872 − 0.0583
0.3909



.

Essa instabilidade é causada devido à presença do zero de fase não-mínima no processo,
mas não no modelo de referência. Assim, o modelo de referência fixo (139) deve ser
abandonado.

A ideia é, então, utilizar o procedimento em dois passos proposto. Utiliza-seλ = 0
em (134) e minimiza-sẽJV R

0 (η, ρ) em relação aη e ρ utilizando-se o procedimento
iterativo (126)-(127). As respostas ao degrau deM(z, η̂(i)) e do sistema em malha fe-
chadaT (z, ρ̂(i)) obtidas nas iterações1 e 30 são apresentadas na Figura 4. Nota-se que
M(z, η̂(30)) eT (z, ρ̂(30)) são praticamente indistinguíveis. A Tabela 3 mostra a evolução
dos parâmetros correspondentes, através dos numeradores do controlador e do modelo de
referência flexível, obtidos em diferentes iterações.

Os valores deM(z, η̂(30)) eC(z, ρ̂(30)) na iteração30 são:

M(z, η̂(30)) =
−0.59084(z − 1.2)(z − 0.4022)

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
,

C(z, ρ̂(30)) =
−0.59026(z − 0.8)(z − 0.3004)

z2 − z
.

Observa-se na Tabela 3 queM(z, η̂(30)) reproduz os dois zeros deG1(z) com boa
precisão, e o controladorC(z, ρ̂(30)) é tal que seus zeros cancelam os polos do processo.
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Figura 4: Respostas ao degrau do modelo de referência fixo (139) (M̄ ), do modelo flexível
M(z, η̂(i)) (M(ηi)) e do sistema em malha fechadaT (z, ρ̂(i)) (T (ρi)) para o processo
G1(z) comλ = 0 obtidos nas iterações 1 e 30.

Nota-se ainda que uma boa estimativa do zero de fase não-mínima já se faz presente
na iteraçãoi = 21, enquanto que a convergência para o zero de fase mínima é mais
lenta. Esta observação é consistente com os resultados apresentados em (MÅRTENS-
SON, 2007; MÅRTENSSON; HJALMARSSON, 2009), onde é mostradoque os zeros de
fase não-mínima são mais fáceis de estimar que os zeros de fase mínima.

Este resultado é bastante satisfatório e mostra a eficiênciado critério de projeto flexível
para controlar processos com zeros de fase não-mínima. Enquanto que o controlador
projetado através do método VRFT clássico causa a instabilidade do sistema em malha
fechada, o controlador obtido através do método proposto proporciona um sistema em
malha fechada estável cujo comportamento assemelha-se ao comportamento desejado,
especificado pelo modelo de referência fixo.

Entretanto, pode-se fazer com que o comportamento em malha fechada seja ainda
mais próximo do modelo de referência fixo. De fato, quando se aplica o modelo de re-
ferência flexível, os dois zeros do processo não são alterados e os mesmos aparecem
na função de transferência em malha fechada. Mas apenas um desses zeros é de fase
não-mínima e precisa estar presente; o outro zero de malha fechada pode ainda ser deter-
minado pelo projetista. Assim, uma vez que se sabe que o processo realmente tem um
zero de fase não-mínima e onde está localizado este zero,M̄(z) é alterada a fim de incluir
este zero de fase não-mínima e então é utilizado o critério (134) comλ = 1, ou seja, o
método VRFT clássico. Este novo modelo de referência é definido por

M̄m(z) =
−0.35303(z − 1.2)z

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
, (140)

onde o ganho é escolhido para garantirM̄m(1) = 1. A Figura 5 mostra as respostas ao
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degrau obtidas no final do Passo 1 comT (z, ρ̂(30)) = M(z, η̂(30)) e ao final do Passo 2
comT (z, ρ̂) ondeρ̂minimiza (22), assim como a resposta ao degrau deM̄m(z). Observa-
se ainda que as respostas deT (z, ρ̂) eMm(z) são bastante similares, porém paraλ = 1 é
obtida uma resposta inversa menor.

Figura 5: Respostas ao degrau obtidas no Passo 1: resposta dosistema em malha fechada
obtida na iteração 30, igual à resposta do modelo de referência flexível T (z, ρ̂(30)) =
M(z, η̂(30)) (T (ρ30) -> λ = 0); e no Passo 2: resposta do sistema em malha fechada
T (z, ρ̂) (T (ρ) -> λ = 1) paraλ = 1 obtida com o modelo de referência modificado (140)
(M̄m) para o Passo 2.

4.3.1.2 A Premissa 4.1 não é satisfeita

No exemplo anterior, o modelo de referência (138) foi escolhido de forma que a con-
dição (119) é satisfeita para algum par(η∗, ρ∗). Como o processoG1(z) é desconhecido,
não é garantido que o projetista possa escolher os polos deM(z, η) tal que a Premissa 4.1
seja satisfeita. Por isso, nesta seção analisa-se como o método comporta-se perante esta
situação.

Supõe-se então que o mesmo processo (135) será controlado, porém é escolhido um
modelo de referência fixo diferente

M̄f(z) =
0.064z2

(z − 0.6)3
, (141)

onde o subscritof significa mais rápido (do inglêsfaster), assim como um modelo de
referência flexível, definido por

Mf (z, η) =
η1z

2 + η2z + η3

(z − 0.6)3
,

para o qual a Premissa 4.1 não é satisfeita. Paraλ = 0 obtém-se, em30 iterações,
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Tabela 4: Evolução deMf (z, η),C(z, ρ) (por meio de seus numeradores - ganhos e zeros)
e J̃V R

0 (η̂, ρ̂) (após aplicar (126) na coluna 3 e após (127) na coluna 5) no procedimento
iterativo para o processoG1(z).

i num(Mf (z, η̂(i))) J̃V R
0 (η̂(i), ρ̂(i−1)) num(C(z, ρ̂(i))) J̃V R

0 (η̂(i) , ρ̂(i))
(×10−6) (×10−6)

1 −0.95696(z − 1.136)(z − 0.5078) 1.3176005 −0.69039(z − 0.7452)(z − 0.2133) 9.5254229
2 −0.83134(z − 1.161)(z − 0.5205) 4.6132843 −0.66593(z − 0.7628)(z − 0.1892) 1.7675536

10 −0.63683(z − 1.194)(z − 0.4821) 0.0731824 −0.59054(z − 0.7870)(z − 0.0980) 0.0683009
20 −0.57682(z − 1.196)(z − 0.4349) 0.0240805 −0.54914(z − 0.7910)(z − 0.0352) 0.0231907
30 −0.54223(z − 1.197)(z − 0.4021) 0.0108115 −0.52336(z − 0.7932)(z + 0.0091) 0.0105319

Mf (z, η̂
(30)) =

−0.54223(z − 1.197)(z − 0.4021)

(z − 0.6)3
,

C(z, ρ̂(30)) =
−0.52336(z − 0.7932)(z + 0.0091)

z2 − z
.

As respostas ao degrau obtidas nas iterações1 e 30 são apresentadas na Figura 6. A
Tabela 4 apresenta os numeradores do controlador e do modelode referência flexível,
obtidos em diferentes iterações. Nota-se que, apesar da Premissa 4.1 não ser satisfeita,
o zero de fase não-mínima ainda é identificado com boa precisão através da minimiza-
ção deJ̃V R

0 (η, ρ). Além disso, o sistema em malha fechadaT (z, ρ̂(30)) apresenta uma
resposta que não é exatamente igual, mas muito próxima da resposta do modelo de refe-
rênciaMf(z, η̂

(30)) (ver Figura 6). Neste caso, pode-se ainda aplicar o segundo passo do

Figura 6: Respostas ao degrau do modelo de referência fixo (141) (M̄ ), do modelo de
referência flexívelMf(z, η̂

(i)) (M(ηi)) e do sistema em malha fechadaT (z, ρ̂(i)) (T (ρi))
para o processoG1(z) comλ = 0 nas iterações 1 e 30.

procedimento proposto, modificando-se o modelo de referência fixo de forma a incluir o
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Figura 7: Respostas ao degrau obtidas no Passo 1: resposta dosistema em malha fechada
na iteração 30, a qual é bastante próxima da resposta do modelo de referência flexível
T (z, ρ̂(30)) ≈ Mf (z, η̂

(30)) (T (ρ30) -> λ = 0); e no Passo 2: resposta em malha fechada
T (z, ρ̂) (T (ρ) -> λ = 1) paraλ = 1 obtida com o modelo de referência modificado (142)
(M̄m) para o Passo 2.

zero de fase não-mínima recém identificado. O modelo de referência fixoM̄f,m(z) deve
então ser definido como

M̄f,m(z) =
−0.3249z(z − 1.197)

(z − 0.6)3
. (142)

Paraλ = 1, encontra-se o seguinte controlador

C(z, ρ) =
−0.33598(z + 0.5622)(z − 0.8066)

z2 − z
.

A Figura 7 apresenta as respostas ao degrau dos modelos de referência obtidos paraλ = 0
e λ = 1. Novamente,M̄f,m(z) permite que o sistema apresente uma resposta inversa
menor, mais próxima à resposta especificada pelo modelo de referência originalM̄f(z).

4.3.1.3 Dados afetados por ruído

Considere o processoG1(z) (135), utilizado na Seção 4.3.1. Considere também o
mesmo objetivo de controle apresentado na Seção 4.3.1.1, ouseja, deseja-se sintonizar
um controlador PID (136) baseado no modelo de referência flexível (138), através da
minimização do critérioJV R

0 (η, ρ).
Da mesma forma que no exemplo anterior, os dados são coletados com o sistema

operando em malha fechada com o controlador (137). Porém agora os dados coletados
são afetados na saída por ruído branco, cuja variância éσ2

e = 0.1.
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O objetivo desta seção é demonstrar a aplicabilidade do método em sistemas com
ruído. Assim, foi utilizado o exemplo apresentado anteriormente pelo fato de que o va-
lor ótimo dos parâmetros já é conhecido, e o mesmo pode ser usado para comparar os
resultados obtidos.

A fim de apresentar os resultados obtidos, foram utilizados 50 ensaios Monte Carlo1

para calcular os valores médios e a variância de cada elemento dos parâmetrosη e ρ.
Além disso, o algoritmo (126)-(127) utilizou 80 iterações.Um número bem menor de
iterações seria suficiente na maioria dos ensaios, mas um número alto foi escolhido a
fim de garantir que os parâmetros já haviam convergido para(η∗, ρ∗) em cada ensaio
Monte Carlo, já que estes são realizados automaticamente. Primeiramente, foi utilizado
o algoritmo sem variáveis instrumentais, com o objetivo de comprovar que o resultado é
polarizado. Nesse caso, foi obtido como valor médio deη̂(80), considerando 80 iterações,

η̂(80)
m = [−0.1214 − 0.0787 0.2707]T ,

cujo modelo de referência correspondente é

M(z, η̂(80)
m ) =

−0.1214(z − 1.2039)(z + 1.8520)

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
, (143)

e a variância dessa estimativa é dada por

varη̂ =




0.0277 −0.0596 0.0318
−0.0596 0.1280 −0.0684

0.0318 −0.0684 0.0366


 . (144)

Da mesma forma, valor médio dêρ(80) correspondente é

ρ̂(80)
m = [−0.2808 0.1212 0.0836]T ,

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂(80)
m ) =

−0.2808(z − 0.8025)(z + 0.3708)

z2 − z
. (145)

A variância dessa estimativa é dada por

varρ̂ =




0.0093 −0.0161 0.0069
−0.0161 0.0279 −0.0121

0.0069 −0.0121 0.0053


 . (146)

Ao comparar (143) e (145) com os valores obtidos no exemplo anterior, apresentados
na Tabela 3, percebe-se que o resultado obtido com dados com ruído é polarizado. Porém,
o zero de fase não-mínima do processo é estimado com boa precisão; assim como o polo
mais lento do controlador. Poder-se-ia pensar então que o efeito do ruído não é prejudicial,
já que o objetivo desta etapa do projeto é identificar o zero defase não-mínima e este foi
estimado com sucesso. Porém, o outro zero do modelo de referência está muito longe do
valor ótimo (que é igual ao outro zero do processo -0.4). De fato, o valor encontrado

1Em sistemas reais, usualmente se observa apenas uma amostrade um certo tamanhoN , que proporci-
ona uma estimativa. Ensaios Monte Carlo são situações fictícias, onde é possível replicar a situação realM

vezes. Assim, é possível calcular a estimativaM vezes e a distribuição dessas estimativas aproxima-se ao
sistema real.
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poderia ser até outro zero de fase não-mínima, e a inclusão deste no modelo de referência
fixo seria prejudicial, já que o mesmo não é zero do processo.

Sendo assim, apresenta-se então os resultados obtidos aplicando o algoritmo (126)-
(127), porém agora utilizando variáveis instrumentais. Assim, foi obtido como valor
médio deη̂(80), considerando 80 iterações,

η̂(80)
m = [−0.5957 0.95787 − 0.29157]T ,

cujo modelo de referência correspondente é

M(z, η̂(80)
m ) =

−0.5957(z − 1.2)(z − 0.4078)

(z − 0.885)(z2 − 0.706z + 0.32)
, (147)

e a variância dessa estimativa é dada por

varη̂ =




0.0204 −0.0442 0.0238
−0.0442 0.0958 −0.0516

0.0238 −0.0516 0.0278


 . (148)

Da mesma forma, valor médio dêρ(80) correspondente é

ρ̂(80)
m = [−0.5944 0.6561 − 0.1444]T ,

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂(80)
m ) =

−0.5944(z − 0.8001)(z − 0.3037)

z2 − z
. (149)

A variância dessa estimativa é dada por

varρ =




0.0064 −0.01074 0.0045
−0.0107 0.0181 −0.0076

0.0045 −0.0076 0.00323


 . (150)

Agora, ao comparar (147) e (149), obtidos com o uso de variáveis instrumentais, com
os valores obtidos no exemplo anterior, apresentados na Tabela 3, constata-se que, neste
caso, as estimativas dos parâmetros não são polarizadas, sendo que os resultados obtidos
de dados com ruído é bastante próxima da obtida com dados sem ruído. Verifica-se assim
que o uso de variáveis instrumentais é imprescindível nestasituação para que os zeros de
fase não-mínima do processo sejam corretamente identificados. A partir do conhecimento
destes zeros, parte-se então para o Passo 2, conforme proposto na Seção 4.2.2 e aplicado
nos exemplos acima. As respostas ao salto do modelo de referência e do controlador obti-
dos com e sem o uso de variáveis instrumentais são apresentadas na Figura 8, comparadas
com a resposta ao salto do modelo de referência obtido com sinais sem ruídoM(z, η̂(30)).
Verifica-se também, com este auxílio gráfico a vantagem de se utilizar variáveis instru-
mentais. Apesar de os dados apresentarem ruído, os resultados são apresentados como se
o mesmo não estivesse presente no sistema para facilitar a análise dos resultados.

4.3.2 Processo com dois zeros de fase mínima

Finalmente, o método foi aplicado a um exemplo no qual os doiszeros da planta são
de fase mínima:

G2(z) =
(z + 0.2)(z − 0.4)

z(z − 0.3)(z − 0.8)
. (151)
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M(η30) − sem ruido
M(η80) − com VI
C(ρ80) − com VI

M(η30) − sem ruido
M(η80) − sem VI
C(ρ80) − sem VI

Figura 8: Respostas ao salto do modelo de referênciaM(z, η̂(30)) (M(η30) - sem ruído)
obtido através de dados sem ruído, do modelo de referência (143) (M(η80) - sem VI)
e do controlador (145) (C(ρ80) - sem VI) obtidos através de dados com ruído e sem
utilizar variáveis instrumentais e do modelo de referência(147) (M(η80) - com VI) e
do controlador (149) (C(ρ80) - com VI) obtidos através de dados com ruído utilizando
variáveis instrumentais.

A planta está inicialmente em malha fechada com um controlador PID

Cinit(z) =
0.7(z − 0.4)(z − 0.6)

z2 − z
,

o qual se deseja re-sintonizar de forma que a resposta do sistema em malha fechada seja
o mais próxima possível de um dadōM(z), usando-se um controladorC(z, ρ) da forma
apresentada em (136).

4.3.2.1 A Premissa 4.1 é satisfeita

Neste caso, o modelo de referência fixo é dado por

M̄(z) =
0.46009z2

(z − 0.6673)(z2 + 0.3063z + 0.07661)
,

e o modelo de referência flexível é escolhido como

M(z, η) =
η1z

2 + η2z + η3

(z − 0.6673)(z2 + 0.3063z + 0.07661)
,

para o qual a Premissa 4.1 é satisfeita. No Passo 1 os zeros deM(z, η), estimados através
de (126)-(127), convergem para os zeros deG2(z), porém mais lentamente que no caso de
zeros de fase não-mínima: ver Tabela 5. Uma vez queM(z, η̂(40)) não apresenta zeros de
fase não-mínima, pode-se partir para o Passo 2 de forma segura, e usar o método VRFT
clássico sem modificar o modelo de referência escolhido previamente.
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Tabela 5: Evolução deM(z, η), C(z, ρ) (por meio de seus numeradores - ganhos e zeros)
e J̃V R

0 (η̂, ρ̂) (após aplicar (126) na coluna 3 e após (127) na coluna 5) no procedimento
iterativo para o processoG2(z).

i num(M(z, η̂(i))) J̃V R
0 (η̂(i), ρ̂(i−1)) num(C(z, ρ̂(i))) J̃V R

0 (η̂(i), ρ̂(i))

1 0.68335(z − 0.4565)(z + 0.2618) 31.3183375 0.68557(z − 0.8190)(z − 0.2473) 5.5740771
2 0.68326(z − 0.4554)(z + 0.2584) 5.4351676 0.68539(z − 0.8189)(z − 0.2494) 5.1229686
5 0.68315(z − 0.4515)(z + 0.2483) 4.2398648 0.68498(z − 0.8180)(z − 0.2559) 3.9979539

10 0.68309(z − 0.4449)(z + 0.2330) 2.8060046 0.68441(z − 0.8155)(z − 0.2661) 2.6413208
30 0.68210(z − 0.4253)(z + 0.1933) 0.4965922 0.68219(z − 0.8074)(z − 0.2930) 0.4657815
40 0.68152(z − 0.4198)(z + 0.1833) 0.2196505 0.68134(z − 0.8052)(z − 0.2999) 0.2075660

4.3.2.2 A Premissa 4.1 não é satisfeita

Supõe-se agora que outro modelo de referência fixo seja escolhido:

M̄f(z) =
0.216z2

(z − 0.4)3
, (152)

e um modelo flexível contendo os mesmos polos denotado porM̄f (z):

Mf (z, η) =
η1z

2 + η2z + η3

(z − 0.4)3
.

ComMf(z, η) e com o controlador (136), a Premissa 4.1 não é satisfeita. Então o Passo
1 leva a

Mf (z, η̂
(10)) =

0.68702(z2 − 0.9865z + 0.3009)

(z − 0.4)3
,

Cf(z, ρ̂
(10)) =

0.67926(z − 0.8134)(z − 0.1744)

z2 − z
.

Nota-se queMf(z, η̂
(10)) está distante dēMf (z) (ver Figura 9), porém o mesmo não

apresenta zeros de fase não-mínima. Pode-se então, de formasegura, partir para o Passo
2 e aplicar o método VRFT clássico com o modelo de referência fixo (152). O controlador
obtido é

C(z, ρ̂) =
0.19874(z + 0.5094)(z − 0.7791)

z2 − z
.

A resposta em malha fechada obtida com este controlador é comparada com a resposta do
modelo de referência fixōMf (z) na Figura 9.

4.4 Considerações finais

Neste capítulo, foi apresentada uma extensão da metodologia de projeto VRFT com
o objetivo de suprir as dificuldades quanto à aplicação do método a plantas de fase não-
mínima. Este objetivo foi atingido através do uso de um critério de otimização flexível,
no qual o numerador do modelo de referência não é totalmente especificado, ou seja, é
parametrizado de forma que o mesmo se auto-ajuste de acordo com os zeros da planta.

Foi proposto um procedimento em dois passos no qual a possível presença de zeros de
fase não-mínima no processo, bem como sua localização, é detectada no primeiro passo.
O segundo passo é então a aplicação do método VRFT clássico, porém com um modelo
de referência que considera a presença destes zeros de fase não-mínima, caso existirem,
detectados no primeiro passo.
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Figura 9: Respostas ao salto do modelo de referência fixo (152) (M̄ ), do modelo de
referência flexívelMf (z, η̂

(10)) (M(η10)) obtido após 10 iterações no Passo 1 e do sistema
em malha fechadaT (z, ρ̂) (T (ρ)) obtido no Passo 2 sem modificar o modelo de referência.

Como continuação deste tópico, é possível a extensão da análise teórica ao caso em
que o controlador ideal não pertença à classe de controladores, caso no qual as simulações
já indicam bom desempenho do método.

Alguns destes resultados foram publicados em (CAMPESTRINI; GEVERS; BAZA-
NELLA, 2009) e submetidos para a revista Automatica.
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5 IDENTIFICAÇÃO DO CONTROLADOR ÓTIMO

5.1 Introdução

Conforme visto no Capítulo 2, métodos de controle baseados em dados são méto-
dos de ajuste (ou reajuste) dos parâmetros do controlador com o objetivo, na maioria das
vezes, de aproximar o desempenho do sistema em malha fechadacom um modelo de
resposta em malha fechada escolhidoa priori. Porém, estes métodos também podem ser
vistos como métodos de identificação da dinâmica de um controlador ideal. Essa aborda-
gem é apresentada neste capítulo, onde apresenta-se a solução do problema de controle
através da solução de um problema de identificação. Assim, utiliza-se os conceitos de
identificação de sistemas apresentados no Capítulo 3 para embasar o método proposto.

De fato, o método VRFT apresentado em (CAMPI; LECCHINI; SAVARESI, 2002)
trata o problema como um problema de identificação, onde o sinal de errōe(t) é o sinal de
entrada eu(t) é o sinal de saída da função de transferência do controlador que será iden-
tificada. A desvantagem deste método é que o mesmo é formuladopara sistemas ideais,
ou seja, que não apresentam sinais com ruído. Quando há ruídonos dados medidos, os
autores sugerem o uso de variáveis instrumentais, o que torna o processo de identificação
mais custoso, devido à necessidade de novos experimentos oua obtenção de um modelo
prévio do processo. Em (SALA; ESPARZA, 2005a), a possibilidade de identificar o in-
verso do controlador, ou seja1

C(z,ρ)
, é levantada como solução para sistemas com ruído,

porém ainda é necessário o uso de um filtroL(z). Além disso, demonstra-se particular in-
teresse no método VRFT por este ser um método direto, o qual não necessita de iterações
para a obtenção do controlador.

Percebe-se então a vantagem de se formular um método direto de controle baseado
em dados (ou identificação do controlador) que considere diretamente na formulação o
fato do sistema ser afetado por ruído. Assim, pode-se utilizar toda teoria de identificação
como estruturas de modelos, análise de propriedades estatísticas bem como realizar um
projeto de experimento para que a estimativa esteja dentro de níveis desejados.

5.2 Método de identificação do controlador ótimo

Através de dados de entradau(t) e dados de saíday(t) do processo (1), deseja-se
identificar um controlador que faz com que a saída do processocomporte-se o mais pró-
ximo possível de uma resposta desejada. Além disso, deseja-se que este controlador seja
encontrado sem a necessidade do uso de um procedimento iterativo. E por fim, o método
é desenvolvido sob a ótica de identificação, com o intuito de possibilitar o uso de todos
os conceitos e propriedades da estimativa existente nesta área.

A ideia do método é bastante simples: através de dados de entrada e saída obtidos em
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algum experimento ou simples operação do processo (1), é realizada a identificação do
sistema

y(t) = G0(z)u(t) +H0(z)e(t).

Porém,G0(z) é parametrizada em função do controlador e do modelo de referência,
tanto no caso de um controle baseado em modelo de referência,como no caso de um
controle de mínima variância.

5.2.1 Controle baseado em modelo de referência

Assim como os outros métodos de controle baseados em dados apresentados no Ca-
pítulo 2, a resposta desejada em um critério de seguimento dereferência é dada por uma
função de transferência em malha fechada desejada, denotada porM(z). Além disso,
quando o projeto de controle é baseado em modelo de referência, o controlador ideal é
dado por (9). Isso significa que, quando o controlador ideal écolocado na malha de con-
trole, o desempenho do sistema é exatamente igual à respostadeM(z) considerando o
objetivo de seguimento de referência, ou seja,JMR(ρ) = 0.

Uma vez que o controlador idealCd(z) depende do processoG0(z) (veja (9)), pode-se
descrever o processo como uma função deCd(z), apenas manipulando (9):

G0(z) =
1

Cd(z)

M(z)

1 −M(z)
. (153)

Substituindo (153) em (1), o sistema a ser identificado é dadopor

y(t) =
1

Cd(z)

M(z)

1 −M(z)
u(t) +H0(z)e(t). (154)

Seja

C̃d(z) =
1

Cd(z)
, (155)

e

ũ(t) =
M(z)

1 −M(z)
u(t). (156)

Então (154) pode ser escrita como

Sc : y(t) = C̃d(z)ũ(t) +H0(z)e(t). (157)

Este é o sistema a ser identificado, ou seja, a função de transferência a ser identifi-
cada não é mais a função do processoG0(z), mas sim do controlador que proporciona
exatamente o desempenho desejado, dado poryd(t). No caso do método proposto aqui,
a função de transferênciaH0(z) também deve ser identificada. Veja a semelhança de
(157)-(158) e (39)-(40). Dessa forma, o próximo passo é escolher uma classe de modelos

Mc : y(t, θ) = C̃(z, ρ̃)ũ(t) +H(z, ξ)e(t). (158)

ondeθ = [ρ̃ ξ]T . Neste trabalho, considera-se que seja utilizado o método de minimização
por erro de predição para estimar o vetor de parâmetrosθ.

Após escolhida a classe de modelos paraC̃(z, ρ̃) eH(z, ξ), o método de otimização
é utilizado para identificar os parâmetros destas duas funções de transferência. Quando a
classe de modelos for escolhida de forma que o controlador ideal (9) pertença à classe, o
controlador ótimo obtido será o próprio controlador ideal.Note que seG0(z) for de fase
não-mínima, entãoM(z) deve conter os zeros de fase não-mínima para queCd(z) não
seja instável.
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5.2.2 Controle de mínima variância

Assim como no controle baseado em modelo de referência, no caso de projeto de um
controlador de mínima variância, também pode-se definir umafunção de sensibilidade
desejada, ondeyd(t) = Sd(z)ν(t), eSd(z) é dada por

Sd(z) =
1

1 + Ce(z)G0(z)
(159)

de onde se obtém o controlador ideal de mínima variância

Ce(z) =
1 − Sd(z)

Sd(z)G0(z)
. (160)

Veja que quandoSd(z)H0(z) = 1, então (160) equivale ao controlador (11), apresentado
no Capítulo 2. Similarmente ao caso do controlador ideal para seguimento de referência,
Ce(z) é função deG0(z) e do modelo de referênciaSd(z) definidoa priori. Parame-
trizando a função de transferência do processoG0(z) em função deCe(z) manipulando
(160), tem-se

G0(z) =
1

Ce(z)

1 − Sd(z)

Sd(z)
. (161)

Logo, substituindo (161) em (1), o sistema a ser identificadoé dado por

y(t) =
1

Ce(z)

1 − Sd(z)

Sd(z)
u(t) +H0(z)e(t). (162)

Seja

C̃e(z) =
1

Ce(z)
, (163)

e

ũ(t) =
1 − Sd(z)

Sd(z)
u(t). (164)

Então (162) pode ser escrita como

Sce : y(t) = C̃e(z)ũ(t) +H0(z)e(t). (165)

Este é o sistema a ser identificado no caso de um controle de mínima variância. Tanto a
função de transferência do controladorC̃e(z) comoH0(z) devem ser identificados, como
no caso anterior. No caso em que o desejado forSd(z)H0(z) = 1,

G0(z) = C̃e(z)(H0(z) − 1),

e, portanto, um método iterativo deve ser usado para obterC̃e(z) eH0(z). A partir deste
ponto, tratar-se-á apenas do problema de seguimento de referência. Na próxima seção,
serão apresentadas as propriedades da estimativa obtida através deste método para dife-
rentes classes de modelos.
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5.3 Propriedades da estimativa

Como visto no Capítulo 3, a estimativa de um modelo depende basicamente do con-
junto de dados obtido do processo, da classe de modelos escolhida e do algoritmo utili-
zado para obter a estimativa. Assim, sob certas restrições nestes elementos, as proprieda-
des da estimativa podem ser mais facilmente analisadas.

Premissa 5.1Seja o conjunto de dados

ZN = [u(1), y(1), . . . , u(N), y(N)]

gerado de acordo com o sistema (1). Assume-se que os dados{u(t), y(t)} são processos
quasi-estacionários paraN → ∞, que o sinal de entrada é persistentemente excitante
e que o conjunto de dadosZN é suficientemente informativo com respeito à classe de
modelos escolhidaMc.

Considerando a Premissa 5.1, se os filtrosC̃(z, ρ̃) e H(z, ξ) forem funções suaves
(diferenciáveis) do vetor de parâmetrosθ = [ρ̃ ξ] e uniformemente estáveis (LJUNG,
1999; SöDERSTRöM; STOICA, 1989), então

θ̂N → arg min
θ∈DMc

V̄ (θ), w.p.1 asN → ∞. (166)

onde

V̄ (θ) = Ē
1

2
ε2(t, θ). (167)

O erro de prediçãoε(t, θ) é dado por (42) e logo, no caso do método de identificação
do controlador,̂y(t, θ) é dado por

ŷ(t, θ) = H−1(z, ξ)C̃(z, ρ̃)ũ(t) +
[
1 −H−1(z, ξ)

]
y(t). (168)

O resultado de convergência (166) afirma que a estimativaθ̂N converge, quandoN →
∞, para a melhor aproximação possível do sistema disponível na classe de modelos
(LJUNG, 1999). Uma vez que o algoritmo converge para um mínimo, deseja-se agora
determinar como a estimativa do sistema difere do sistema real, através dos erros de po-
larização e de variância.

Sejaθ∗ o ponto de convergência da estimativa do erro de predição, ouseja

lim
N→∞

θ̂N = θ∗. (169)

Sejam os vetores

Qc(z) = [C̃d(z) H0(z)]
T , Q̂cN

(z) = [C̃(z, θ̂N ) H(z, θ̂N )]T . (170)

A qualidade da estimativa pode ser calculada em termos da diferença

∆QcN
(z) , Q̂cN

(z) −Qc(z),

a qual pode ser separada em erro de polarização e erro de variância:

∆QcN
(z) , Q̂cN

(z) −Q∗
c(z)︸ ︷︷ ︸

erro de variância

+ Q∗
c(z) −Qc(z)︸ ︷︷ ︸

erro de polarização

(171)
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ondeQ∗
c(z) = [C(z, θ∗) H(z, θ∗)]T .

Assim como apresentado no Capítulo 3, se o experimento é realizado em malha aberta,
ou seja, quandou(t) ee(t) são descorrelacionados e comoC(z, ρ̃) eH(z, ξ) são parame-
trizados de forma independente, entãoC̃d(z) pode ser estimado de forma consistente,
independentemente deH0(z) pertencer ou não à classe de modelos. Nesse caso, o erro
entre o controlador ideal e o controlador estimado é dado por

erro de variância = C̃(z, θ̂N ) − C̃(z, θ∗), (172)

erro de polarização= C̃(z, θ∗) − C̃d(z). (173)

(174)

5.3.1 O caso ideal -Sc ∈ Mc

Conforme pode ser visto em (171), o erro de polarização está ligado diretamente à es-
colha da classeMc, assim como apresentado no Capítulo 3. Quando a classe de modelos
Mc é escolhida de forma queSc ∈ Mc, o sistema (157) pode ser descrito como

Sc : y(t, θ0) = C̃(z, ρ̃d)ũ(t) +H(z, ξ0)e(t), (175)

onde

θ0 =

[
ρ̃d

ξ0

]
. (176)

O valor esperado do parâmetro estimadoθ̂N é uma variável cujo valor esperado difere do
parâmetroθ0. No caso em queSc ∈ Mc, os erros de polarização e variância são dados
diretamente em função dos parâmetros, ou seja

erro de polarização= θ0 − θ∗, (177)

erro de variância = θ∗ − θ̂N . (178)

Considere os seguintes conjuntos:

Definição 5.1 SejamDMc
o conjunto de todos os parâmetrosθ que parametrizam (158),

eDTc
(Sc,Mc) o conjunto de todos parâmetrosθ cujo modelo é igual ao sistema real, ou

seja

DTc
(Sc,Mc) =

{
θ ∈ DMc

|C̃(eω, θ) = C̃d(e
ω); H(eω, θ) = H0(e

ω), −π ≤ ω ≤ π
}
.

Com o auxílio dessas definições, apresenta-se o seguinte teorema considerando a con-
sistência da estimativa.

Teorema 5.1 (LJUNG, 1999) Suponha que o conjunto de dadosZ∞ seja obtido de um
sistema linear e que satisfaça a Premissa 3.1. SejaMc uma classe de modelos lineares
e estáveis tal queSc ∈ Mc. Assuma queZ∞ é suficientemente informativo em relação a
Mc. Se o sistema opera em malha fechada, então assuma também queexiste um atraso
no controlador ou no processo. Então

DSc
, arg min

θ∈DMc

V̄ (θ) = DTc
(Sc,Mc).
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Se, além disso, a classe de modelos é globalmente identificável emθ0 ∈ DTc
(Sc,Mc),

então

DSc
= {θ0}.

Dessa forma, tem-se quêθN → DSc
, w.p. 1 quandoN → ∞, e portanto a estimativa

é consistente (θ∗ = θ0), ou seja,

C̃(z, ˆ̃ρN ) → C̃d(z),

H(z, ξ̂N) → H0(z), w.p. 1 quandoN → ∞. (179)

⋄

A prova deste teorema segue a prova apresentada em (LJUNG, 1999), com as devidas
substituições.

Prova 5.1 Sejaθ0 ∈ DTc
e considere, para todoθ ∈ DMc

,

V̄ (θ) − V̄ (θ0) = Ē {[ε(t, θ) − ε(t, θ0)]ε(t, θ0)} +
1

2
Ē[ε(t, θ) − ε(t, θ0)]

2. (180)

Uma vez queθ0 ∈ DTc
,

ε(t, θ0) = −H−1
0 (z)C̃d(z)ũ(t) +H−1

0 (z)y(t) = e(t),

de acordo com (175). Além disso, a diferença

ε(t, θ) − ε(t, θ0) = ŷ(t|θ0) − ŷ(t|θ)

depende apenas de dados de entrada e saída até o instante de tempot− 1 e, portanto, é
independente dee(t). Assim, o primeiro termo de (180) é zero. O segundo termo

Ē[ε(t, θ) − ε(t, θ0)]
2 = Ē[ŷ(t|θ0) − ŷ(t|θ)]2

é estritamente positivo seθ e θ0 corresponderem a modelos diferentes, uma vez que o
conjunto de dados é suficientemente informativo. Porém, como a classe de modelos é
globalmente identificável emθ0, implica queDTc

= {θ0}, fazendo com quēV (θ) =
V̄ (θ0).

⋄

Quando a estimativa é não-polarizada, o erro de variância é diretamente relacionado à
matriz de covariância, dada por (SöDERSTRöM; STOICA, 1989;LJUNG, 1999)

Pθ = σ2
e [Ēψ(t, θ0)ψ

T (t, θ0)]
−1, (181)

onde

ψ(t, θ0) =
d

dθ
ε(t|θ)|θ=θ0. (182)
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A matriz de covariância pode ser estimada através de um conjunto de dados por

P̂θ = σ̂2
e

[
1

N

N∑

t=1

ψ(t, θ̂N )ψT (t, θ̂N)

]−1

(183)

σ̂2
e =

1

N

N∑

t=1

ε2(t, θ̂N) (184)

De (183) percebe-se que o erro de variância depende do tamanho do experimentoN
e da variância do ruído presente no sistemaσ2

e . A seguir, são analisadas as características
da estimativa de acordo com diferentes escolhas de estruturas de modelos para estimar os
parâmetros do controlador e do modelo do filtro do ruído.

5.3.1.1 Estrutura ARX

A grande vantagem em descrever um sistema utilizando uma estrutura ARX está no
fato de que o método dos mínimos quadrados é utilizado para estimar os parâmetros do
sistema. No caso de se utilizar uma estrutura ARX, a funçãoVN (θ) (44) é uma função
quadrática em relação aos parâmetros, e assim o mínimo global θ0 é obtido sem a neces-
sidade de iterações.

Seja o sistema real descrito através de um modelo ARX:

y(t) =
B(z)

A(z)
u(t) +

zna

A(z)
e(t), (185)

com

A(z) = zna + a1z
na−1 + . . .+ ana

,

B(z) = b0z
nb + . . .+ bnb

,

comnb < na. Além disso, inserindo-se (156) em (158), tem-se que

y(t, θ) = C̃(z, ρ̃)
M(z)

1 −M(z)
u(t) +H(z, ξ)e(t). (186)

Portanto, para modelar o sistema (186) através de uma estrutura ARX basta definir

A(z, θ) , den

(
C̃(z, ρ̃)

M(z)

1 −M(z)

)
, (187)

B(z, θ) , num

(
C̃(z, ρ̃)

M(z)

1 −M(z)

)
. (188)

Teorema 5.2 Se a classe de modelos escolhida for de estrutura ARX, comA(z, θ) e
B(z, θ) definidos por (187) e (188), se o sistema (157) for tal queSc ∈ Mc e se o sinal de
entrada for informativo com relação à estrutura, então a estimativaθ̂N é não-polarizada.

Prova 5.2 Uma vez queSc ∈ Mc, se o modelo é definido por (187) e (188), então o
sistema real deve ser dado por (185), onde

A(z) , den

(
C̃d(z)

M(z)

1 −M(z)

)
, (189)

B(z) , num

(
C̃d(z)

M(z)

1 −M(z)

)
, (190)
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e portanto, o modelo do filtro do ruído é dado por

H0(z) =
zna

A(z)
=

zna

den
(
C̃(z, ρ̃d)

M(z)
1−M(z)

) . (191)

Com essa estrutura,Sc ∈ Mc e como o sinal de entrada é persistentemente excitante, a
estimativa obtidâθN é não-polarizada.

⋄

A estrutura queH0(z) deve ter para que a estimativa seja não-polarizada parece ser
bastante restrita. Considerando que exista ruído presentena saída do sistema, o método
dos mínimos quadrados produz uma estimativa não-polarizada somente se esta condição
for satisfeita1.

Porém, como o problema de identificação do controlador ótimonada mais é que a
identificação deG0(z) reparametrizada, a condição sob a estrutura do filtro do ruído
(H0(z) = zna

A(z)
) é a mesma restrição do caso de identificação de sistemas de estrutura

ARX.
O Teorema 5.2 pode ser ilustrado através do seguinte exemplo. Seja o processo de

primeira ordem

G0(z) =
a

z − b

a ser controlado por um controlador do tipo PI

C(z, ρ) =
ρ1z + ρ2

z − 1
= ρ1

z + ρ2

ρ1

z − 1
.

Deseja-se que o sistema em malha fechada comporte-se como

M(z) =
1 − d

z − d
.

Nesse caso, o controlador ideal é dado por

Cd(z) =
1 − d

a

z − b

z − 1
.

Assim, a fim de utilizar o método de identificação proposto, o controladorC̃(z) é dado
por

C̃(z, ρ̃) =
1
ρ1

(z − 1)

z + ρ2

ρ1

=
ρ̃1(z − 1)

z + ρ̃2

,

ondeρ̃ = [ρ̃1 ρ̃2]
T , ρ̃d = [ a

1−d
− b]T e

M(z)

1 −M(z)
=

1 − d

z − 1
.

Portanto, o sistema real deve ter

A(z) = den

(
C̃(z, ρ̃d)

M(z)

1 −M(z)

)
= z − b,

1Considerandou(t) persistentemente excitante;ψ(t) e e(t) descorrelacionados.
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e, comona = 1,

H0(z) =
z

A(z)
=

z

z − b
.

Assim, considerando que uma estrutura ARX é dada por (185), basta queH0(z) =
zna

A(z)
para que a estimativa seja não-polarizada. Uma vez queM(z) é conhecida, utiliza-se

(156) para estimar̃C(z, ρ̃). A variância da estimativa é dada por (181).

5.3.1.2 Estrutura ARMAX

É uma estrutura mais flexível que a estrutura ARX, pois descreve a equação de erro
como uma média móvel (moving average) do ruído branco. Neste caso, tem-se o sistema

y(t) =
B(z)

A(z)
u(t) +

K(z)

A(z)
e(t), (192)

com

K(z) = zna + k1z
na−1 + . . .+ kna

.

Formula-se, então, o seguinte teorema:

Teorema 5.3 Se a classe de modelos escolhida for de estrutura ARMAX, comA(z, θ) e
B(z, θ) definidos por (187) e (188), e

K(z, θ) = zna + k1z
na−1 + . . .+ kna

; (193)

se o sistema (157) for tal queSc ∈ Mc, Mc for globalmente identificável emθ∗ e o sinal
for informativo com relação à estruturaMc, então a estimativâθN é não-polarizada.

Prova 5.3 Uma vez queSc ∈ Mc, se o modelo é definido por (187), (188) e (193), então
o sistema real deve ser dado por (192), onde

A(z) , den

(
C̃d(z)

M(z)

1 −M(z)

)
, (194)

B(z) , num

(
C̃d(z)

M(z)

1 −M(z)

)
, (195)

K(z) = zna + k1z
na−1 + . . .+ kna

. (196)

e portanto, o modelo do filtro do ruído é dado por

H0(z) =
K(z)

A(z)
=

K(z)

den
(
C̃(z, ρ̃d)

M(z)
1−M(z)

) . (197)

Com essa estrutura, garante-se queSc ∈ Mc.
Uma vez queMc é globalmente identificável emθ∗ (ver Teorema 3.1), garante-se que

não há cancelamentos de polos e zeros e portantoθ̂N = θ∗ é o mínimo global.
Assim, como o sinal de entrada é persistentemente excitante, a estimativa obtidâθN é

não-polarizada.

⋄
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Se o modelo for sobreparametrizado (SöDERSTRöM; STOICA, 1989), ocorrem can-
celamentos entre polos e zeros. Nesse caso, a funçãoV̄ (θ) tem um conjunto de mínimos
globais e a matriz de informaçãōEψ(t, θ0)ψ

T (t, θ0) é singular.
A identificação de estruturas ARMAX pode ser feita através dométodo dos mínimos

quadrados estendido (ELS)(LJUNG, 1999). Nesse caso, o vetor regressor é dado por

ϕ(t) = K(z)ψ(t), (198)

e o preditor é representado por
ŷ(t) = ϕT (t, θ)θ, (199)

o qual é computado recursivamente. Se

Re
1

K(eω, θ0)
≥ 1

2
, ∀ ω (200)

então o método ELS converge paraθ0 (LJUNG, 1999; GOODWIN; SIN, 1984). Isto pode
ser visto como uma condição ondeK(eω, θ0) é perto da unidade. Se isto for satisfeito,
então a variância da estimativa é dada por (181).

5.3.1.3 Estrutura Box-Jenkins

As estruturas ARX e ARMAX, apresentadas anteriormente, correspondem a descri-
ções do sistema nos quais as funções de transferênciaG(z) eH(z) possuem o polinômio
A(z) como um fator comum em seus denominadores. Uma forma mais realista de mo-
delar um sistema é parametrizando as funções de transferência do controladorG(z) e do
ruídoH(z) independentemente e como funções racionais. Esta forma é conhecida como
estrutura Box-Jenkins (BJ) e é dada por

y(t) =
B(z)

F (z)
u(t) +

K(z)

D(z)
e(t), (201)

com

F (z) = znf + f1z
nf−1 + . . .+ fnf

,

D(z) = znd + d1z
nd−1 + . . .+ dnd

.

Para o método de identificação do controlador ótimo proposto, tem-se que

B(z)

F (z)
= C̃(z, ρ̃)

M(z)

1 −M(z)
,

K(z)

D(z)
= H(z, ξ).

Nota-se que, neste caso, o modelo do ruídoH(z, ξ) é completamente livre. Assim,
não é necessária uma estrutura particular paraH(z, ξ), como acontece nos casos de se
utilizar estruturas ARX e ARMAX, para que a estimativa seja não-polarizada. Porém, a
estrutura Box-Jenkins tem a desvantagem da possibilidade da estimativa cair em algum
mínimo local, já que a estimativa é computada iterativamente.

Enuncia-se, então, o seguinte teorema:

Teorema 5.4 Se o sistema (157) é modelado através de uma estrutura Box-Jenkins, se
a estrutura de modelo for globalmente identificável emθ∗ e se o sinal de entrada for
informativo, então a estimativâθN é não-polarizada.
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Prova 5.4 Uma vez que o filtroH(z, ξ) é independente do modelo do processo, a es-
trutura deste filtro não necessita ser de uma forma definida para que a estimativa seja
não-polarizada. Como o sinal de entrada é persistentementeexcitante, a estimativâθN

será não polarizada se o modelo do sistema for globalmente identificável, conforme apre-
sentado no Teorema 3.1.

⋄

Para que a estrutura de modelo seja globalmente identificável, a mesma deve respeitar
as restrições apresentadas na Seção 3.3.3. A necessidade domodelo ser globalmente
identificável motiva o uso de outras estruturas mais simples, pois se o sistema for do
tipo ARX e um modelo BJ for utilizado na identificação, o mesmonão será globalmente
identificável; existirá mais de um modelo que caracterize o sistema.

Estruturas de erro de saída (OE) são casos particulares de estruturas Box-Jenkins, para
o caso em queH0(z) = 1.

5.3.2 O caso “quasi-ideal” -C̃d ∈ C
No caso do método apresentado para identificação do controlador, usualmente são

identificados tanto o controlador idealCd(z) como do filtro do ruídoH0(z). Porém, o
importante é identificar o controlador, que será inserido posteriormente na malha de con-
trole; o filtro do ruído não é utilizado no projeto do controlador. Essa situação é tratada
neste trabalho como o caso “quasi-ideal”, ondeC̃d ∈ C, porémH0(z) /∈ Mc.

Para que o controlador ideal seja identificado adequadamente, é necessário que algu-
mas premissas sejam satisfeitas. Assim como no caso de identificação (LJUNG, 1999),
tem-se então o seguinte resultado:

Teorema 5.5 (LJUNG, 1999) Suponha que o conjunto de dadosZ∞ seja obtido de um
sistema linear e que satisfaça a Premissa 3.1. SejaMc uma classe de modelos lineares e
estáveis, tal quẽC(z) eH(z) sejam independentemente parametrizados,

θ̂ =

[
ρ̃
ξ

]
C̃(z, θ) = C̃(z, ρ̃), H(z, θ) = H(z, ξ)

e tal que o conjunto
Dc(S,M) =

{
ρ̃|C̃(z, ρ̃) = C̃d(z)

}

não seja vazio.
Assuma queZ∞ é suficientemente informativo em relação aMc e que os dados sejam

obtidos do sistema operando em malha aberta, ou seja,u(t) e e(t) são descorrelaciona-
dos.

Seja

θ̂N =

[
ˆ̃ρN

ξ̂N

]

obtido através do método de erro de predição. Então a estimativa deC̃(z, θ̂N ) é consis-
tente, ou seja,

C̃(z, θ̂N ) → C̃d(z), w.p. 1 quandoN → ∞. (202)

A prova deste teorema segue a prova apresentada em (LJUNG, 1999), com as devidas
subtstituições.
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Prova 5.5 Considere a funçãōV (θ) dada por (44). Assim, o erro de predição no caso da
identificação do controlador ótimo é dado por

ε(t, θ) = H−1(z, ξ)[y(t) − C̃(z, ρ̃)ũ(t)] (203)

= H−1(z, ξ)[(C̃d(z) − C̃(z, ρ̃))ũ(t) +H0(z)e(t)] (204)

= ũF (t, ξ, ρ̃) + eF (t, ξ). (205)

Uma vez queu(t) e e(t) são descorrelacionados, tem-se que

V̄ (θ) = V̄ (ρ̃, ξ) =
1

2

[
Ēũ2

F (t, ξ, ρ̃) + Ee2F (t, ξ)
]
.

O primeiro termo é igual a zero quandõρ ∈ Dc(Sc,Mc), e o segundo termo é indepen-
dente dẽρ. Assim

arg min
ρ̃
V̄ (ρ̃, ξ) = Dc(Sc,Mc) = {ρ̃d},

independentemente deH(z).

Nota-se que, apesar dẽC(z, ρ̃) eH(z, ξ) serem independentemente parametrizados
em (158), quando se trata de estruturas ARX e ARMAX, a estrutura deH(z, ξ) depende
do vetor de parâmetros̃ρd, o que mostra que estas estruturas não são independentemente
parametrizadas nesses casos. Assim, estruturas do tipo ARXou ARMAX irão produzir
estimativas não-polarizadas somente no caso deSc ∈ Mc. Por outro lado, estruturas do
tipo BJ e OE são independentemente parametrizadas e portanto, possuem a vantagem de
queC̃(z, ρ̃) é consistentemente estimado mesmo quando o modelo escolhido para o filtro
do ruído não é capaz de reproduzir o sistema real (LJUNG, 1999).

5.4 Características do método VRFT

Assim como o método de identificação do controlador ótimo, o método VRFT é um
método baseado em dados utilizados para a identificação do controlador que faz com
que o comportamento do sistema em malha fechada seja o mais próximo possível de
M(z). Por esse motivo, é interessante analisar as propriedades estatísticas da estimativa
obtida através deste método. Porém, uma grande diferença entre os dois métodos é que
a formulação do método VRFT é baseada na utilização de sinaisobtidos de um processo
que não é afetado por ruído. Nesta seção será analisado o que acontece quando o sistema
é afetado por ruído, onde a saída da plantay(t) é dada por (1), e o método VRFT é
usado para estimar os parâmetros do controlador. De acordo com (21), o método VRFT
considerau(t) como o sinal de saída de um problema de identificação do controlador, e
ē(t) como o sinal de entrada.

Para essa análise, pode-se escrever (39) inversamente, considerandou(t) como o sinal
de saída ey(t) como o sinal de entrada. Assim, tem-se que

Sinv : u(t) =
1

G0(z)
y(t) − 1

G0(z)
H0(z)e(t). (206)

A fim de atingir o comportamento dado pelo modelo de referênciaM(z), o método VRFT
procura pelo controlador ideal dado por (9). Pode-se então representarG0(z) como em
(153). Dessa forma, o sistema representado por (206) pode ser escrito como



85

Sinv : u(t) = Cd(z)
1 −M(z)

M(z)
y(t) − 1

G0(z)
H(z)e(t), (207)

e a classe de modelos é então definida como

Minv : u(t) = C(z, ρ)
1 −M(z)

M(z)
y(t) − 1

G0(z)
H(z, ξ)e(t). (208)

Se não existe ruído presente no sistema (207) (e(t) = 0) e se o controlador for linear-
mente parametrizado, então (207) corresponde exatamente ao sistema que é identificado
quando minimiza-seJV R(ρ) (21). Nota-se que (207) e (154) são bastante semelhantes; a
formulação é a mesma, apenas o tratamento dos sinaisu(t) e y(t) como entrada e saída é
invertido nas duas. Porém, o fato de tratar o sinaly(t), quando afetado por ruído, como
sinal de entrada, acarreta em certas desvantagens.

Formula-se então o seguinte teorema:

Teorema 5.6 Quando os dados são afetados por ruído, o método VRFT produz uma es-
timativa polarizada através de (22).

Prova 5.6 Uma vez quey(t) é o sinal de entrada do sistema, o vetor regressorϕ(t) será
descorrelacionado com o ruídoe(t) se for formado apenas por valores passados dey(t)
(SöDERSTRöM; STOICA, 1989), o que é possível somente se

1

G0(z)
= Cd(z)

1 −M(z)

M(z)

for estritamente próprio. Porém, para1
G0(z)

ser estritamente próprio,G0(z) deveria ser
impróprio, o que é uma situação irreal. Assim, a estimativa obtida com o método VRFT
será sempre polarizada se o sinaly(t) for afetado por ruído.

⋄

Por esse motivo, verifica-se a necessidade de se utilizar variáveis instrumentais para
estimar os parâmetros do controlador sempre que o sistema for afetado por ruído, para
que a estimativa seja não-polarizada. Esta é a solução proposta pelos autores em (CAMPI;
LECCHINI; SAVARESI, 2002). Porém, vale ressaltar que o uso de variáveis instrumen-
tais nem sempre é uma solução segura, pois, acima de tudo, acarreta na necessidade da
escolha da variável instrumental, a qual pode ser obtida de diferentes maneiras.

Na Seção 2.4.4.2 do Capítulo 2, foram apresentadas duas opções escolhas para variá-
veis instrumentais. Uma solução é obter a variável instrumental através de um modelo
do processo. Além de ser um procedimento custoso e que necessita de um certo conheci-
mento do engenheiro nas escolhas das variáveis de identificação, a obtenção de um mo-
delo é justamente o que se quer evitar quando se usa um método de controle baseado em
dados. Além disso, não é garantido que essa solução seja não-polarizada (CAMPI; LEC-
CHINI; SAVARESI, 2002). Outra solução seria realizar um ensaio adicional, o qual gera
uma variável instrumental com a qual a estimativa é não-polarizada, porém nem sempre é
possível realizar ensaios adicionais em um ambiente industrial, onde muitas vezes a pro-
dução não pode ser interrompida. Sendo assim, apesar de o usode variáveis instrumentais
ser uma solução para estimar parâmetros utilizando dados afetados por ruído, nem sempre
é possível obter uma variável instrumental que garanta a consistência da estimativa.



86

No caso de usar variáveis instrumentais, a variância da estimativa é dada por

Pρ = σ2
e

{
Ē[ζ(t, ρd)ϕ

T (t, ρd)]
}−1

×
{
Ē[ζ(t, ρd)ζ

T (t, ρd)]
} {

Ē[ϕ(t, ρd)ζ
T (t, ρd)]

}−1
. (209)

5.5 Exemplos ilustrativos

Nesta seção são apresentados alguns exemplos de simulação utilizando o método de
identificação do controlador ótimo para estimar o controlador baseado no modelo de refe-
rência escolhido e também para estimar a função de transferênciaH(z, ξ). São apresen-
tados exemplos com diferentes estruturas de controladores.

Primeiramente, são utilizados controladores com estrutura fixa. Nesse caso, são apre-
sentados sistemas com diferentes estruturas: um sistema deestrutura ARX, para compa-
rar com resultados obtidos aplicando o método VRFT; um sistema com estrutura BJ, onde
identifica-se um modelo BJ e um modelo OE, para exemplificar oscasos ideal e quasi-
ideal; e também outro exemplo com controlador PID, no qual o sistema não está na classe
de modelos escolhida. Por fim, é apresentado um exemplo onde éestimado um controla-
dor de ordem cheia, no qual apenas a ação integral é fixa com o objetivo de garantir erro
nulo em regime permanente.

5.5.1 Controlador com estrutura fixa

A formulação do método de identificação do controlador idealpermite utilizar con-
troladores de estrutura fixa, como controladores PI ou PID, nos quais todos os polos são
fixos. Além dos controladores PI e PID serem largamente utilizados na indústria, ou-
tro fato que colabora para o uso destes controladores é que osmesmos são lineares nos
parâmetros, facilitando a identificação de seus parâmetrosquando utilizados métodos de
controle baseados em dados (HJALMARSSON, 2002; CAMPI; LECCHINI; SAVARESI,
2002). Nesses casos, tem-se que

C(z, ρ) =
bc1z

n + bc2z
n−1 + . . .+ bcn+1

zn−1(z − 1)
, (210)

onde um controlador PI é obtido comn = 1 e um controlador PID comn = 2. O
controladorC̃(z, ρ̃) correspondente é dado por

C̃(z, ρ) =
1

bc1

zn−1(z − 1)

zn +
bc2

bc1
zn−1 + . . .+

bcn+1

bc1

(211)

C̃(z, ρ̃) = Kc

zn−1(z − 1)

zn + b̃c2z
n−1 + . . .+ b̃cn+1

(212)

onde

ρ̃ = [Kc b̃c2 . . . b̃cn+1]
T . (213)

Reescrevendo (157), tem-se então que

y(t) = Kc

1

zn + b̃c2z
n−1 + . . .+ b̃cn+1

ũF (t) +H(z, ξ)e(t). (214)
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ondeũF (t) = zn−1(z − 1)ũ(t).
Para a obtenção dos dados nos exemplos mostrados a seguir, foi aplicado um sinal

PRBS como sinal de entrada de um experimento em malha aberta com amplitude±1, e
foram coletados1000 amostras dos sinais de entrada e saída do processo.

5.5.1.1 Controlador PID - estrutura ARX

Deseja-se projetar um controlador para um sistema afetado por ruído cujas funções de
transferências são dadas por

G0(z) =
z

(z − 0.9)(z − 0.8)
, H0(z) =

z2

(z − 0.9)(z − 0.8)
, (215)

ou seja, o sistema possui uma estrutura do tipo ARX, e a variância do ruído branco é
σ2

e = 0.01. Note queH0(z) possui um ganho alto em baixa frequência, e a variância do
ruídoν(t) é estimada em̂σ2

ν = 0.9. Deseja-se que o sistema em malha fechada comporte-
se como um modelo de referência, escolhidoa priori, dado por

M(z) =
0.4

z − 0.6
. (216)

Nesse caso, o controlador ideal é dado por

Cd(z) =
0.4(z − 0.9)(z − 0.8)

z2 − z
. (217)

Nota-se que o controlador ideal é um controlador do tipo PID eportanto, o problema
de identificação a ser solucionado pertence ao caso ideal. Além disso, como o sistema
possui uma estrutura ARX, o método dos mínimos quadrados pode ser utilizado para
estimar o controlador de forma consistente.

Uma vez que os dados são afetados por ruído, a análise da estimativa deve ser feita
através da média e da variância da mesma, considerado um determinado número de re-
alizações. Usualmente utiliza-se um número alto de realizações, já que a estimativa da
variância é correta paraN → ∞. Nos exemplos apresentados nesse trabalho foi esco-
lhido realizar apenas100 ensaios Monte Carlo, para que os dados apresentados nas elipses
e nos elipsoides sejam melhor visualizados. Por isso, foramrealizados100 ensaios Monte
Carlo, para os quais foi obtido como valor médio do parâmetro

ˆ̃ρm = [2.5000 − 1.6999 0.7199]T , (218)

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂m) =
1

2.5000

z2 − 1.6999z + 0.7199

z2 − z
=

0.4000(z − 0.9000)(z − 0.7999)

z2 − z
. (219)

A variância dessa estimativa é dada por

var ˆ̃ρ = 1 × 10−5 ∗




0.5005 0.0027 −0.0005
0.0027 0.0402 −0.0398

−0.0005 −0.0398 0.0401


 . (220)

Porém, em uma aplicação prática, apenas um ensaio é realizado e o controlador obtido
neste ensaio será inserido no sistema e não o controladorC(z, ρ̂m). Assim, a Figura 10



88

mostra a resposta ao degrau do sistema em malha fechada com umcontrolador obtido em
um desses ensaios, dado por

C(z, ρ̂) =
0.4005(z − 0.9003)(z − 0.7996)

z2 − z
. (221)

Para fins de análise de desempenho, a Figura 10 apresenta a resposta em malha fechada
do sistema com e sem ruído. Verifica-se que, se o sistema não tivesse ruído, o sistema
em malha fechada obtido se comportaria exatamente como o modelo de referência. As
variações apresentadas são devido ao ruído e não a um erro de projeto. Os sinais de
controle desses sistemas (com e sem ruído) são apresentadosna Figura 11.
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Figura 10: Respostas ao degrau do sistema em malha fechadaT (z, ρ) com o controlador
PID obtida em um ensaio e do modelo de referênciaM(z).

Além disso, os resultados dos 100 ensaios Monte Carlo são apresentados na Figura
12. O parâmetrỗρ obtido em cada ensaio é representado por um asterisco e o valor médio
ˆ̃ρm é representado por um ponto vermelho. Na mesma figura, é apresentado o elipsoide
que representa um intervalo de 95% de confiança, ou seja, 95% das estimativas estão
dentro desse intervalo. Esse elipsoide é centrado emˆ̃ρm e representa a covariância dos
parâmetros.

Suponha agora que o método VRFT seja utilizado para obter os parâmetros do con-
trolador PID. A Tabela 6 mostra uma comparação dos valores médios dos parâmetros
obtidos através do método proposto neste trabalho com o método VRFT, para diferentes
valores de variância do ruído presente no sistema. Esses valores médios são obtidos atra-
vés de100 ensaios Monte Carlo, em ambos os casos. O método de identificação proposto
estimaC̃(z, ρ̃), cujos parâmetros são diferentes deC(z, ρ); a fim de comparar os resulta-
dos, o vetorρ é calculado a partir dẽρ, no caso do método de identificação do controlador,
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Figura 11: Sinal de controle dos sistemas em malha fechada apresentados na Figura 10.

através da relação:

ρ̃ = [ρ̃1 ρ̃2 ρ̃3]
T , ρ = [

1

ρ̃1

ρ̃2

ρ̃1

ρ̃3

ρ̃1
]T .

Os dados apresentados mostram que quando a variânciaσ2
e é pequena, o erro da esti-

mativa obtida através do método VRFT é mínimo; porém, conforme a variância do ruído
aumenta, o fato de que a estimativa é polarizada fica bastanteexplícito. Por outro lado,
para qualquer valor de variância do ruído, o método de identificação do controlador ótimo
apresenta um valor médio muito próximo ao valor ideal, o que comprova a propriedade
de consistência da estimativa através da utilização deste método.

Tabela 6: Valor médio dos parâmetros estimados em 100 ensaios Monte Carlo, através do
método de identificação do controlador ótimo e do método VRFT(sem utilizar variáveis
instrumentais) para o controlador PID para o sistema (215) com diferentes valores de
variância do ruídoσ2

e .

σ2
e Identificação do controlador ótimo VRFT (sem VI)

0 ρd = [0.4000 − 0.6800 0.2880]T ρd = [0.4000 − 0.6800 0.2880]T

0.01 [0.3998 − 0.6796 0.2878]T [0.3960 − 0.6728 0.2848]T

0.1 [0.4003 − 0.6802 0.2879]T [0.3638 − 0.6174 0.2611]T

0.25 [0.3997 − 0.6795 0.2878]T [0.3194 − 0.5407 0.2282]T

0.5 [0.3998 − 0.6792 0.2875]T [0.2661 − 0.4492 0.1892]T

1 [0.3988 − 0.6773 0.2865]T [0.2008 − 0.3386 0.1428]T
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Figura 12: Asteriscos: parâmetros do controlador PID estimados pelo método de identi-
ficação do controlador ótimo para um sistema de estrutura ARXobtidos através de 100
ensaios Monte Carlo. Elipsoide: intervalo de 95% de confiança da estimativa dêρ, cen-
trada emρ̂m representado por um ponto vermelho.

5.5.1.2 Controlador PI - sistema com estrutura BJ

Neste caso, deseja-se projetar um controlador para um sistema afetado por ruído cujas
funções de transferências são dadas por

G0(z) =
0.5

z − 0.9
, H0(z) =

z

z − 0.3
, (222)

ou seja, o sistema real possui uma estrutura do tipo BJ, e a variância do ruído branco
é σ2

e = 0.005. Neste caso, a variância estimada deν(t) foi de σ̂2
ν = 0.02. Deseja-se

que o sistema em malha fechada comporte-se o mais próximo possível de um modelo de
referência, escolhidoa priori, dado por

M(z) =
0.4

z − 0.6
.

Nesse caso, o controlador ideal é dado por

Cd(z) =
0.8(z − 0.9)

z − 1
. (223)

Nota-se que o controlador ideal é um controlador do tipo PI. Para que o problema
de identificação a ser solucionado pertença ao caso ideal, ouseja, para queSc ∈ Mc, o
sistema foi modelado com uma estrutura BJ, onde a classe do controlador escolhida é do
tipo PI

C(z, ρ) =
ρ1z + ρ2

z − 1
, (224)

e o modelo do ruído deve ser
H(z, ξ) =

z

z + ξ1
. (225)

A identificação foi realizada utilizando a funçãobj do toolboxident do Matlab.
Foram realizados100 ensaios Monte Carlo, para os quais foi obtido como valor médio do
parâmetro

θ̂m = [1.2501 − 0.9000 − 0.2962]T , (226)
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cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂m) =
1

1.2501

z − 0.9000

z − 1
=

0.7999(z − 0.9000)

z − 1
, (227)

e o modelo do ruído obtido é

H(z, ξ̂m) =
z

z − 0.2962
. (228)

Estes resultados são apresentados nas Figuras 13 e 14. A Figura 13 apresenta os
parâmetros estimados em cada ensaio Monte Carlo, bem como o elipsoide que representa
um intervalo de 95% de confiança da estimativa deθ̂, centrada em̂θm. A variância dessa
estimativa é dada por

varθ̂ = 1 × 10−3 ∗




0.0180 0.0011 0.0123
0.0011 0.0002 0.0012
0.0123 0.0012 0.7495


 . (229)
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Figura 13: Asteriscos: parâmetros do sistema (C(z, ρ), H(z, ξ)) estimados pelo método
de identificação do controlador ótimo para um sistema de estrutura BJ obtidos através de
100 ensaios Monte Carlo. Elipsoide: intervalo de 95% de confiança da estimativa dêθ,
centrada em̂θm representado por um ponto vermelho.

Uma vez que o interesse do método proposto é a identificação docontrolador, apesar
do modeloH(z, ξ) ser corretamente estimado, o conhecimento do mesmo é irrelevante
para o projeto de um controlador cujo objetivo é o seguimentode referência. Por esse
motivo, apresenta-se na Figura 14 apenas os componentes do vetor θ̂ relativos ao contro-
lador, ou sejẫρ. Assim, são apresentados os parâmetrosˆ̃ρ obtidos nos 100 ensaios Monte
Carlo, o valor médiỗρm correspondente e a elipse que representa o intervalo de 95% de
confiança.

A resposta ao degrau do sistema em malha fechada com um controlador obtido em um
desses ensaios é apresentada na Figura 15. Novamente são apresentadas respostas com e
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representado por um ponto vermelho.

sem ruído, para fins de análise do desempenho do controlador identificado. O controlador
utilizado neste caso foi

C(z, ρ̂) =
0.8017(z − 0.8999)

z − 1
. (230)

Verifica-se que, novamente, o controlador projetado faria osistema em malha fechada,
caso não houvesse ruído na saída, atingir exatamente o comportamento do modelo de
referência escolhido.

Considere agora um caso diferente. Suponha que o modelo do ruído seja escolhido
de forma queH(z, ξ0) /∈ Mc, ou seja, apenas̃Cd ∈ C, que caracteriza-se como um caso
quasi-ideal. Na verdade, esse é o caso mais realista no caso do método proposto: já que
o objetivo é identificar um controlador para seguimento de referência, o conhecimento
deH0(z) é irrelevante. De fato, se o experimento para obtenção dos dados for realizado
em malha aberta, então o controlador ideal ainda pode ser identificado consistentemente,
independentemente da estimativa deH(z, ξ) (ver Teorema 5.5).

Esse caso é apresentado a seguir. Seja o modelo do ruído escolhido comoH(z, ξ) = 1,
ou seja, o sistema possui uma estrutura BJ, mas é escolhido ummodelo de estrutura OE
para a identificação. Nesse caso, a identificação foi realizada utilizando a funçãooe do
toolboxident do Matlab. Novamente, foram realizados100 ensaios Monte Carlo em
um sistema com ruído cuja variância é igual ao caso anterior,ou seja,σ2

e = 0.005, para
os quais foi obtido como valor médio do parâmetro

ˆ̃ρm = [1.2501 − 0.9000]T (231)
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Figura 15: Respostas ao degrau do sistema em malha fechadaT (z, ρ) com o controlador
PI obtida em um ensaio e do modelo de referênciaM(z).

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂m) =
1

1.2501

z − 0.9000

z − 1
=

0.7999(z − 0.9000)

z − 1
, (232)

exatamente igual ao valor obtido quandoH(z, ξ) foi modelado e estimado corretamente.
A variância dessa estimativa é dada por

var ˆ̃ρ = 1 × 10−4 ∗
[

0.1687 0.0131
0.0131 0.0020

]
. (233)

Assim, mesmo que o modelo do filtro do ruído seja incorreto, o controlador ideal é identi-
ficado de maneira consistente e o sistema em malha fechada se comporta como o modelo
de referência escolhido.

5.5.1.3 Controlador PID -̃Cd /∈ C
Supõe-se que, agora, deseja-se projetar um controlador para outro sistema, cujas fun-

ções de transferência são

G0(z) =
0.2(z − 0.7)

(z − 0.9)(z − 0.5)
, H0(z) =

z

z − 0.3
. (234)

e o ruído branco tem variânciaσ2
e = 0.1. Deseja-se que o sistema em malha fechada

comporte-se como um modelo de referência, dado por

M(z) =
0.36z

(z − 0.6)2
. (235)
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O controlador ideal neste caso é dado por

Cd(z) =
0.8z(z − 0.9)(z − 0.5)

(z − 1)(z − 0.36)(z − 0.7)
, (236)

porém deseja-se projetar um controlador PID, parametrizado por

C(z, ρ) =
ρ1z

2 + ρ2z + ρ3

z2 − z
. (237)

Está claro que o controlador ideal (236) não pertence à classe de controladores que será
utilizada no projeto, que são controladores tipo PID. Além disso, o modelo do ruído é
escolhido comoH(z, ξ) = 1, também fazendo com queH0(z) esteja fora da classeMc.
ComoH(z, ξ) = 1, foi aplicado o método proposto, utilizando uma estrutura OE a fim
de obterC(z, ρ). Portanto, a identificação foi realizada utilizando a funçãooe do toolbox
ident do Matlab.

Foram realizados100 ensaios Monte Carlo em um sistema com ruído cuja variância é
deσ2

e = 0.1 (σ̂2
ν = 0.1), para os quais foi obtido como valor médio do parâmetro

ˆ̃ρm = [0.9162 − 0.2987 − 0.3906]T , (238)

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂m) =
1

0.9162

z2 − 0.2987z − 0.3906

z − 1
=

1.0915(z − 0.7919)(z + 0.4932)

z2 − z
. (239)

A variância dessa estimativa é dada por

var ˆ̃ρ =




0.0028 −0.0016 −0.0014
−0.0016 0.0021 −0.0004
−0.0014 −0.0004 0.0020


 . (240)

O controlador obtido em um desses ensaio é dado por

C(z, ρ̂) =
0.94301(z − 0.8402)(z + 0.4537)

z2 − z
, (241)

e a Figura 16 apresenta as respostas ao degrau do modelo de referênciaM(z) e do sistema
em malha fechadaT (z, ρ) obtida com este controlador. Note que mesmo no gráfico sem
ruído, o sistema em malha fechada não apresenta um comportamento igual ao modelo de
referência, apenas próximo a este. Além disso, a Figura 17 apresenta os sinais de controle
obtidos nesse projeto. Novamente, para fins de comparação, éapresentado também o sinal
de controle em um sistema sem ruído, para verificar a influência deste no sinal. Uma
vez que o controlador ideal não pertence à classe de controladores escolhida, não faz
sentido apresentar o elipsoide de certo intervalo de confiança já que o parâmetro ideal e o
parâmetro estimado não estão no mesmo espaço de parâmetros.Ao invés disto, compara-
se a resposta em frequência dada pelo diagrama de Bode de cadacontrolador PID obtido
com a resposta em frequência do controlador ideal (236). Assim, a Figura 18 apresenta os
diagramas de Bode dos controladores obtidosC(z, ρ̂), do controlador correspondente ao
valor médio obtido do parâmetro estimadoC(z, ρ̂m) e do controlador idealCd(z). Note
que o módulo da resposta em frequência dos controladores obtidos nos 100 ensaios Monte
Carlo é bastante próximo ao módulo doCd(z); já a fase é próxima à fase deCd(z) até
uma frequência de0.2 rad/s, quando a diferença da mesma torna-se mais significativa.
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Figura 16: Respostas ao degrau do sistema em malha fechadaT (z, ρ) com o controlador
PID obtida em um ensaio Monte-Carlo e do modelo de referênciaM(z).

5.5.2 Controlador com ação integral fixa

Normalmente, deseja-se que o sistema em malha fechada apresente erro nulo em re-
gime permanente, ou seja,M(1) = 1. Uma vez que esse desempenho é obtido através da
ação integral do controlador, pode-se definir o controladorcom um polo fixo em 1. Veja
que isto é exatamente o que ocorre em controladores PI e PID, utilizados no exemplo
anterior. Seja

C(z, ρ) =
Bc(z, ρ)

Ac(z, ρ)
(242)

=
bc1z

n + bc2z
n−1 + . . .+ bcn+1

(zm−1 + ac1z
m−2 + . . .+ acm−1)(z − 1)

. (243)

De (155) tem-se que

C̃(z, ρ) =
1

bc1

(zm−1 + ac1z
m−2 + . . .+ acm−1)(z − 1)

zn +
bc2

bc1
zn−1 + . . .+

bcn+1

bc1

(244)

C̃(z, ρ̃) = Kc

(zm−1 + ac1z
m−2 + . . .+ acm−1)(z − 1)

zn + b̃c2z
n−1 + . . .+ b̃cn+1

(245)

onde

ρ̃ = [Kc ac1 . . . acm−1 b̃c2 . . . b̃cn+1]
T . (246)
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Reescrevendo (157), tem-se que

y(t) = Kc

zm−1 + ac1z
m−2 + . . .+ acm−1

zn + b̃c2z
n−1 + . . .+ b̃cn+1

ũI(t) +H(z, ξ)e(t). (247)

ondeũI(t) = (z − 1)ũ(t).

5.5.2.1 Controlador de ordem cheia

Os exemplos apresentados anteriormente utilizam controlador PI e PID, por sua larga
utilização na indústria, mas também pelo fato de serem bastante utilizados em trabalhos
sobre controle baseado em dados. Como dito anteriormente, são largamente utilizados
pela sua propriedade de serem lineares nos parâmetros. Porém o método de identificação
do controlador ótimo apresentado aqui permite que sejam utilizados controladores cujos
polos também podem ser estimados, não somente os zeros do controlador. Assim, para
o projeto do controlador para o sistema (234), foi escolhidauma classe de controladores
mais flexível que um controlador PID, de forma que o sistema a ser identificado pertença
a essa classe. Seja o controlador ideal, obtido através de (9), escrito na forma

Cd(z) =
0.8z(z − 0.9)(z − 0.5)

(z − 1)(z − 0.36)(z − 0.7)
,

então a classe de controladores é escolhida de forma queC̃d ∈ C, assim como o modelo
do filtro do ruído.

Foram realizados 100 ensaios Monte-Carlo, cada um com tamanhoN = 5000 (devido
ao maior número de parâmetros a ser identificados), de um sistema cuja variância do ruído
σ2

e = 0.01, para os quais foi obtido como valor médio do parâmetro
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θ̂m =




1.2488
−0.8770

0.0387
−1.0422

0.1072
0.0211

−0.3000




(248)

cujo controlador correspondente é dado por

C(z, ρ̂m) =
0.8007(z − 0.8964)(z − 0.2427)(z + 0.0969)

(z − 1)(z − 0.6549)(z − 0.0474)
, (249)

e o filtro do ruído por

H(z, ξ̂m) =
z

z − 0.3000
. (250)
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A variância dessa estimativa é dada por

var
θ̂

= 1 × 10−2∗



0.0086 −0.0259 0.0082 −0.0126 0.0078 0.0027 −0.0004
−0.0259 55.0657 −33.7804 44.0443 −41.8160 2.2544 −0.0199

0.0082 −33.7804 20.7517 −27.0262 25.6867 −1.4054 0.0117
−0.0126 44.0443 −27.0262 35.2443 −33.4692 1.8105 −0.0149

0.0078 −41.8160 25.6867 −33.4692 31.8195 −1.7492 0.0135
0.0027 2.2544 −1.4054 1.8105 −1.7492 0.1180 −0.0002

−0.0004 −0.0199 0.0117 −0.0149 0.0135 −0.0002 0.0141




.

(251)

Nota-se que a variância dos parâmetrosθ̂2 − θ̂5 é bastante elevada se comparadas
aos valores dos outros parâmetros. De fato, o controladorC(z, ρ̂m) possui zeros e polos
bastante diferentes dos zeros e polos do controlador idealCd(z), dado em forma de zeros
e polos em (236).

Seja um controlador obtido em um ensaio dado por

C(z, ρ̂) =
0.80427(z − 0.9318)(z − 0.8442)(z − 0.06151)

(z − 1)(z − 0.9077)(z − 0.5759)
. (252)

Pode-se perceber que tanto o ganho quantos o zero e o polo maislentos são próximos ao
valor destes parâmetros apresentados emC(z, ρ̂m) e emCd(z), sendo que os outros polos
e zeros variam bastante. Apesar disso, a resposta em frequência dos controladores obtidos
nos100 ensaios Monte Carlo é bastante próxima, tanto se comparada entre os100 con-
troladores quando comparadas à resposta em frequencia deCd(z), conforme apresentado
na Figura 19.

5.6 Considerações finais

Neste capítulo é apresentado um método de controle baseado em dados direto (sem
necessidade de iterações) que consiste na identificação do controlador ótimo, o qual faz
com que o sistema em malha fechada comporte-se como um modelode referência es-
colhido previamente. Esse problema é solucionado por uma identificação do sistema
y(t) = G(z, θ)u(t) + H(z, θ)e(t), ondeG(z, θ) é reparametrizada em função do con-
troladorC(z, ρ) que se quer identificar e de uma parte fixa, dependente do modelo de
referênciaM(z).

Também é apresentada uma análise do método VRFT, que é o método baseado em da-
dos direto existente na literatura. Verifica-se que, quandoos dados são afetados por ruído,
a estimativa é não-polarizada somente se for utilizada uma variável instrumental, sendo
necessário um ensaio adicional no processo, ou a obtenção deum modelo para a criação
da mesma. Além disso, se o controlador ideal não pertencer à classe de controladores
escolhidaCd(z) /∈ C, é necessário o uso de um filtroL(z) que aproxima a função custo
que é minimizadaJV R(ρ) com a função que se quer realmente minimizarJMR(ρ). Esse
filtro é baseado em uma aproximação cuja validade depende de quão longe o controlador
estimado está do controlador ideal, conforme apresentado no Capítulo 2.

Por outro lado, o método de identificação do controlador ótimo proposto neste traba-
lho não necessita de variáveis instrumentais; a estimativaobtida é não-polarizada desde
que a classe de modelos (C para experimentos em malha aberta eMc para experimentos
em malha fechada) seja escolhida adequadamente, ou seja, deforma que o sistema real
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Figura 19: Diagramas de Bode dos controladores genéricos obtidos nos 100 ensaios
Monte Carlo e do controlador idealCd(z) (Cd).

pertença a essa classe. Essa é uma condição essencial em qualquer problema de identifi-
cação. Além disso, diferentemente do método VRFT, quandoCd(z) /∈ C, não é necessário
projetar um filtro. O erro obtido do sistema em malha fechada em relação ao desempenho
desejado é relacionado à escolha de um modelo incapaz de reproduzir o sistema real e não
ao fato de se estar lidando com duas funções custo diferentes.

Outra vantagem do método proposto é que este permite escolhas mais amplas quanto
à classe do controlador; é possível identificar controladores lineares nos parâmetros, con-
troladores de ordem cheia (polos e zeros), controladores com alguns parâmetros fixos e
outros livres, etc. Verificou-se que quanto maior o número deparâmetros a identificar,
maior a covariância dos parâmetros; porém, as respostas em frequência de 100 ensaios
Monte Carlo dada pelo diagrama de Bode (Figura 19) são muito próximas à resposta em
frequência do controlador ideal. Verificou-se ainda que, osparâmetros relativos ao ganho
e aos polo e zero mais lentos possuem uma variância menor, enquanto que os polos e
zeros mais rápidos não são corretamente identificados.

Por fim, como a identificação do controlador ótimo nada mais é do que a identificação
deG(z, θ) reparametrizada, a aplicação de um projeto de experimento para melhorar a
estimativa é direta. Alguns resultados dessa aplicação sãoapresentados no capítulo a
seguir.
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6 PROJETO DE EXPERIMENTO PARA IDENTIFICAÇÃO
DO CONTROLADOR

6.1 Introdução

A grande vantagem de métodos diretos baseados em dados, comoo VRFT e o método
de identificação do controlador proposto neste trabalho, é ofato de que estes interferem
menos na operação do processo em relação a métodos iterativos. Pensando nisso, o pro-
jeto de experimento é uma ferramenta interessante pelo fatode que permite a obtenção de
um sinal de tamanho fixo que garanta que a estimativa obtida pertença a certo intervalo de
confiança, de forma a minimizar o erro de variância da estimativa. Dessa forma, é possí-
vel fixar o tamanho do experimentoN , por exemplo, e projetar o sinalu(t) com a menor
energia possível (também com o intuito de minimizar as perturbações na operação), que
garanta a qualidade da estimativa desejada.

Portanto, esse capítulo apresenta alguns exemplos onde sãoaplicados diferentes pro-
jetos de experimento para posterior uso do método de identificação do controlador ótimo
com o sinal de entrada projetado, para garantir certa qualidade na estimativa da identifi-
cação.

6.2 Formulação do problema

Suponha que o método de identificação do controlador ótimo apresentado no Capítulo
5 seja utilizado para projetar um controlador. Suponha que seja realizado um experimento
de tamanho limitadoN no sistema real

y(t) = G0(z)u(t) +H0(z)e(t),

para obtenção dos dados{u(t), y(t)}.
O projeto do controlador ideal é a identificação deG(z, θ) e H(z, θ), comG(z, θ)

reparametrizada em função do parâmetro do controladorρ, tal que

G(z, ρ) = C̃(z, ρ̃)
M(z)

1 −M(z)
, (253)

, C̃v(z, ρ̃)

[
C̃f(z)

M(z)

1 −M(z)

]
, (254)

ondeC̃v(z, ρ) e a parte do controlador dependente deρ̃ e C̃f (z) é a parte fixaa priori
(como um integrador para garantir erro de seguimento nulo emregime, por exemplo).
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Deseja-se projetar um experimento em malha aberta com o objetivo de minimizar o
erro de variância da estimativa (172). Conforme visto no Capítulo 5, esse erro é usual-
mente calculado através da matriz de covariância assintótica da estimativa, cuja inversa é
dada por

P−1
θ =

(
1

σ2
e

1

2π

∫ π

−π
Fu(e

ω, θ0)Fu(e
ω, θ0)

∗Φu(ω)dω

)

+
(

1

2π

∫ π

−π
Fe(e

ω, θ0)Fe(e
ω, θ0)

∗dω
)
, (255)

onde

Fu(z, θ0) = H−1(z, ξ0)C̃f(z)
M(z)

1 −M(z)

∂C̃v(z, ρ̃)

∂θ
, (256)

Fe(z, θ0) = H−1(z, ξ0)
∂H(z, ξ)

∂θ
. (257)

Com essa formulação para o inverso da matriz de covariância,e parametrizando o
espectro do sinal de entrada e consequentementeP−1

θ de forma finita, conforme apresen-
tado na Seção 3.5.4 do Capítulo 3, pode-se aplicar o projeto de experimento proposto
por (JANSSON, 2004) ao problema de identificação do controlador ótimo, com as devi-
das substituições. Diferentes métricas envolvendo a matriz de covariância da estimativa
podem ser utilizadas no projeto de experimento.

A seguir, serão apresentadas duas métricas utilizadas: umaé a minimização do erro
de variância de cada parâmetro do controlador e outra é a formulação para o problema
que considera restrições de qualidade em regiões elipsoidais.

6.2.1 Minimização da variância do parâmetro

Neste caso, o objetivo do projeto de experimento é encontraro sinal de entrada de
duração fixaN e de menor energia, tal queλmin(P−1

θ ) ≥ αP I com certa probabilidade.
Por exemplo, seαP = 10000, então os parâmetros identificados terão precisão igual ou
melhor que

1√
αP

= 0.01,

ou seja, os parâmetros estarão dentro de uma bola de raio0.01 com probabilidade dada
pela distribuiçãoχ2 (ver Tabela 2), conforme (61). O projeto de experimento é então
formulado como:

min 1
2π

∫ π
−π Φu(ω)dω

Φu

sujeito a P−1
θ ≥

[
αp 0
0 αp

] . (258)

6.2.2 Restrições de qualidade em regiões elipsoidais

No caso da identificação do controlador ótimo, comG(z, θ) definida por (253) eG0(z)
dada por

G0(z) = C̃d(z)
M(z)

1 −M(z)
, (259)
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ondeC̃d(z) , 1
Cd(z)

. Então, tem-se que (90) é dada por

∆(eω, ρ) = M(eω)
C̃d(e

ω) − C̃(eω, ρ̃)

C̃(eω, ρ̃)
, (260)

Note que essa métrica considera apenas o erro do controladorestimado, não importando o
erro deH(z, ξ). Em outras palavras, se o projeto de experimento é baseado nesta métrica,
o mesmo contempla sinais que minimizam o erro de estimação docontrolador e não do
vetor de parâmetros completo (formado pelos parâmetros do controlador e do modelo do
filtro do ruído).

Considere a medida do pior caso de∆ em um conjunto de modelos pertencente a um
intervalo de confiança:

max
ω, θ∈U

|∆|2, (261)

U = {θ|N(θ − θ0)
TP−1

θ (θ − θ0) ≤ χ}. (262)

Considerando essa medida é possível garantir que certa porcentagem (definida por
χ) de todos modelos identificados satisfaçam essa restrição de qualidade. A formulação
generalizada para essa medida é dada por

F (ω, ρ) ≤ γ, ∀ω & ∀η ∈ Υ, (263)

Υ =
{
ρ|(ρ− ρd)

TR(ρ− ρd) ≤ 1
}
,

onde

F (ω, ρ) =
[WnG(ρ) +Xn] ∗ Yn [WnG(ρ) +Xn] +Kn

[WdG(ρ) +Xd] ∗ Yd [WdG(ρ) +Xd] +Kd

. (264)

No caso em queWn = Wd = Yd = 1, Xn = −G0, Yn = M eXd = Kn = Kd = 0,
tem-se que

F (ω, ρ) =
|G(ρ) −G0|2|M |2

|G(ρ)|2 = |∆|2.

Note queU é um elipsoide emθ, ou seja, que considera a qualidade da estimativa
tanto deC̃(z, ρ̃) quanto deH(z, ξ). No entanto, como∆ (260) é uma métrica apenas de
C̃(z, ρ̃), utiliza-se o elipsoideΥ, o qual considera somente a covariância do parâmetroρ,
dada porR ao invés deP−1

θ .
A medida de qualidade (263) é uma restrição da norma máxima deF (ω, ρ) com res-

peito a todoω e para todoρ no elipsoideΥ. Porém, para este problema ser tratável,
deve-se formulá-lo como um problema convexo. Para formularo problema como con-
vexo, escreve-seG(ρ) como

G(ρ) =
ZN(z)ρ̃

1 + ZD(z)ρ̃
(265)

ondeρ̃T = [ãc1 · · · ãcna
b̃c1 · · · b̃cnb

] é o vetor que parameterizãCv(z, ρ̃) = Bc(z,ρ̃)
Ac(z,ρ̃)

e

ZN = z−nk num

(
C̃f (z)

M(z)

1 −M(z)

)
[0 · · · 0 1 z−1 · · · z−nb+1], (266)

ZD = den

(
C̃f(z)

M(z)

1 −M(z)

)
[z−1 · · · z−na 0 · · · 0 1]. (267)
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enk é o atraso.
Assim, utilizando os conceitos apresentados nos Lemas 3.3 e3.4 e nos Teoremas 3.2

e 3.3, pode-se aplicar a formulação do projeto de experimento proposta por (JANSSON,
2004) para o caso da identificação do controlador ótimo.

O problema de otimização para o projeto de experimento do controlador ótimo é dado
por

min
Qτ ,Qλ,τ0...τMτ ,c0,...,cM

α (268)

sujeito a K(Qτ , {Aτ , Bτ , Cτ , Dτ}) ≥ 0

K(Qλ, {Aλ, Bλ, Cλ, Dλ}) ≥ 0

K(Q, {A,B,C,D}) ≥ 0

QT
τ = Qτ

QT
λ = Qλ

QT = Q

c0 ≤ α,

que é exatamente igual ao projeto de experimento apresentado no Capítulo 3 para o
caso da identificação deG(z, θ); porém, neste caso, utiliza-seG(z, θ) reparametrizada
de forma que apenas uma parte (relativa ao controlador ideal) deve ser identificada.

6.3 Exemplos ilustrativos

Nesta seção são apresentados alguns exemplos ilustrativosda aplicação de um projeto
de experimento para ser utilizado com o método da identificação do controlador ótimo. É
apresentado um exemplo considerando a minimização da variância de cada parâmetro da
estimativa e dois exemplos (um para um controlador PI e outropara um controlador PID)
considerando a minimização da métrica∆ (260).

Note que para a realização do projeto de experimento, uma primeira estimativa do
sistema (G0(z) eH0(z)) seria necessária. No entanto, nos exemplos apresentados neste
trabalho, o sistema real foi utilizado no lugar desta estimativa.

6.3.1 Controlador PI - minimização da variância de cada parâmetro

Primeiramente é apresentado um projeto de experimento relativamente simples. Con-
sidere o sistema ARX, dado por

y(t) =
0.5

z − 0.9
u(t) +

z

z − 0.9
e(t), (269)

ondee(t) é ruído branco com variânciaσ2
e = 0.1. Deseja-se identificar um controla-

dor PI que faça com que o sistema em malha fechada comporte-secomo um modelo de
referência, dado por

M(z) =
0.4

z − 0.6
. (270)

Assim, o controlador ideal para este problema é dado por

Cd(z) =
0.8(z − 0.9)

z − 1
. (271)
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O projeto de experimento para esse caso é descrito como a seguir. Seja o tamanho do
experimento em malha aberta realizado em (269) igual aN = 5000. Deseja-se encontrar
um sinal de entradau(t) para que a identificação do controlador aplicando o método de
identificação do controlador ótimo resulte em uma estimativa cuja precisão dos parâme-
tros seja igual ou melhor a0.01. Dessa forma, aplica-se o projeto apresentado em (258),
porém, para isso, é necessário parametrizar o espectro do sinal de entrada de forma finita.
Nesse caso, o espectro foi parametrizado utilizando parametrização espectral de dimensão
finita com baseBk = ejωk:

Φu(ω) =
19∑

k=0

ck
[
ejωk + e−jωk

]
.

A restrição na covariância torna-se, conforme (87), em

P−1
θ = R0 +

19∑

k=0

ckB
P
k (θ0) > I ∗ 10000. (272)

Novamente para garantir a positividade do espectro é utilizado o Lema KYP. Como a
parte real positiva é

Ψ(ejω) =
19∑

k=0

cke
jωk

uma realização deste sinal pode ser feita com

A =

[
01×18 0
I18 018×1

]
(273)

B =
[

1 0 · · · 0
]T

(274)

C =
[
c1 c2 · · · c19

]
(275)

D = c0 (276)

e a restrição de positividade pode ser definida por

K(Q,A,B,C,D) > 0

comQ = QT ∈ R.
A parametrização da restrição em energia torna-se então

1

2π

∫ π

−π
Φu(ω)dω = c0 < α

Portanto o problema a ser solucionado é simplificado para

min
c0,··· ,c19,Q

c0

sujeito a

R0 +
∑19

k=0 ckB
P
k (θ0) > I ∗ 10000

K(Q,A,B,C,D) > 0

Solucionando este problema através doLMI toolbox do Matlab, o espectro do sinal
u(t) é obtido, cujos coeficientesck são dados por
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[c0 · · · c19] = [3.7613 − 0.2674 − 0.2184 − 0.1779 − 0.1445 − 0.1169 − 0.0943

−0.0757 − 0.0604 − 0.0479 − 0.0377 − 0.0295 − 0.0228 − 0.0173

−0.0130 − 0.0095 − 0.0066 − 0.0044 − 0.0026 − 0.0011],

e a magnitude do espectro do sinal no espaço da frequênciaΦu(ω) é então apresentado
na Figura 20. Note que o sinal é do tipo passa-alta, o que pode comprometer os atua-
dores caso esse sinal seja aplicado na prática. A aplicação de um lema KYP modificado
apresentado em (IWASAKI; MEINSMA; FU, 2000), o qual permiteespecificar a faixa de
frequência do sinal, poderia ser uma solução para esse tipo de problema.
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Figura 20: Magnitude do espectro do sinal de entrada obtido no projeto de experimento
que garante uma precisão de0.01 aos parâmetros identificados com o método de identifi-
cação do controlador ótimo.

Assim, o sinal formado por ruído branco filtrado pelo filtro FIR, cujo espectro é dado
pelos coeficientesc0 · · · c19 encontrados, foi aplicado ao sistema (269) e foram realizados
1000 ensaios Monte Carlo. O resultado destes ensaios é apresentado na Figura 21. O
valor médio do parâmetrõρ obtido foi

ˆ̃ρm = [1.2499 − 0.9001]T .

Através destes resultados, verifica-se que o sinal de entrada obtido com o projeto de
experimento realmente proporciona a variância esperada decada parâmetro do controla-
dor. Uma vez que a identificação é realizada para um problema pertencente à classe de
modelos escolhida (o sistema é ARX e a classe de modelos escolhida é tal queSc ∈ Mc),
então minimizar a variância de cada parâmetro faz sentido.
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Figura 21: Asteriscos: parâmetros do controlador estimados pelo método de identifica-
ção do controlador ótimo para o sistema (269) obtidos através de 1000 ensaios Monte
Carlo; Elipse vermelha: elipse projetada para intervalo de95% de confiança; Elipse azul:
intervalo de 95% de confiança da estimativa deˆ̃ρ obtida aplicando-se o sinal projetado,
centrada em̂̃ρm, representado por um ponto vermelho.

6.3.2 Controlador PI - minimização da métrica∆ considerando regiões elipsoidais

Considere agora o projeto de controle apresentado na Seção 5.5.1.2. Nesse problema
é identificado um controlador PI para um sistema de estruturaBox-Jenkins.

O objetivo do projeto de experimento é encontrar o sinal de entrada de duração fixa
N = 500 amostras, de menor energia, tal que o controlador identificado respeite a restri-
ção (260). O modelo de referência desejado é descrito por

M(z) =
(1 − 0.6)z−1

1 − 0.6z−1
.

O problema pode ser expressado por

min
Φu

α (277)

sujeito a ‖MCd − C(ρ)

C(ρ)
‖2 ≤ 0.12 ∀ω (278)

(ρ− ρd)
TP−1

N (ρ− ρd) ≤ 5.99 (279)

Φu ≥ 0 ∀ω (280)
1

2π

∫ π

−π
Φu(ω)dω ≤ α. (281)

Para escrever as restrições em forma LMI, parametriza-se o espectro do sinal de en-
trada utilizando parametrização espectral de dimensão finita com baseBk = ejωk com
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M = 20:

Φu(ω) =
19∑

k=0

ck
[
ejωk + e−jωk

]

Novamente, para garantir a positividade do espectro é utilizado o Lema KYP. Como a
parte real positiva é dada por

Ψ(ejω) =
19∑

k=0

cke
jωk,

uma realização deste sinal pode ser obtida com

A =

[
01×18 0
I18 018×1

]
(282)

B =
[

1 0 · · · 0
]T

(283)

C =
[
c1 c2 · · · c19

]
(284)

D = c0 (285)

e a restrição de positividade pode ser definida por

K(Q,A,B,C,D) > 0

comQ = QT ∈ R.
A parametrização da restrição em energia torna-se então

1

2π

∫ π

−π
Φu(ω)dω = c0.

Utilizando o Teorema 3.3, pode-se escrever a condição de qualidade com restrição
em regiões elipsoidais na forma de LMI, conforme (264). Paratornar a dimensão do
problema finita,τ(ω) é parametrizado linearmente. Neste exemplo foi utilizada aseguinte
parametrização

τ(ω) =
14∑

k=0

τk(e
jωk + e−jωk).

Sabe-se que, quanto maior o número de coeficientes deτ(ω), menos conservadora será
a solução do problema (JANSSON, 2004). Portanto, o problemaa ser solucionado é
simplificado para

min
c0,··· ,c19,τ0,··· ,τ14,Q,Qτ ,Qλ

c0

sujeito a

K(Q,A,B,C,D) > 0

K(Qτ , Aτ , Bτ , Cτ , Dτ ) > 0

K(QΛ, AΛ, BΛ, CΛ, DΛ) > 0

Solucionando-se esse problema de otimização, obtêm-se

[c0 · · · c19] = [0.0574 0.1133 0.1099 0.1049 0.0983 0.0905 0.0818

0.0725 0.0630 0.0536 0.0445 0.0360 0.0282 0.0213

0.0155 0.0106 0.0068 0.0039 0.0019 0.0007],
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[τ0 · · · τ14] = 104∗ [0.9128 1.6831 1.5330 1.3830 1.2372

1.0977 0.9655 0.8409 0.7237 0.6135

0.5094 0.4103 0.3143 0.2182 0.1165],

e a magnitude do espectro do sinal no espaço da frequênciaΦu(ω) é então apresentado
na Figura 22. Novamente, o sinal formado por ruído branco filtrado pelo filtro FIR, cujo
espectro é dado pelos coeficientesc0 · · · c19 encontrados, foi aplicado ao sistema (269) e
foram realizados1000 ensaios Monte Carlo. O resultado destes ensaios é apresentado na
Figura 23. O valor médio do parâmetroθ obtido foi

θ̂m = [1.2524 − 0.8997 − 0.2945]T .

Note que, apesar do projeto de experimento garantir uma certa qualidade ao parâme-
tro ρ, relativo ao controlador, quando o método de identificação do controlador ótimo é
aplicado, identifica-se também o parâmetro relativo aH(z, ξ).
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Figura 22: Magnitude do espectro do sinal de entrada obtido no projeto de experimento
do controlador PI que garante que95% das estimativas estão dentro da restriçãoγ = 0.1.

A Figura 23 apresenta a restrição que se quer respeitar, dadapela curva de nível
γ = 0.1 e os ensaios (dentre os1000 realizados) que resultaram em estimativas den-
tro e fora dessa restrição. Note que, apesar do projeto garantir que95% das estimativas
respeitem a restrição, os resultados obtidos são mais conservadores: estima-se que esse
conservadorismo seja dependente do número de parâmetros deτ(ω). Porém, realizar essa
variável com um número maior de parâmetros foi inviável neste caso.

6.3.3 Controlador PID - minimização da métrica∆ considerando regiões elipsoi-
dais

Por fim, apresenta-se aqui um projeto de experimento que considera a minimização
de∆ considerando a identificação de um controlador PID para um sistema com estrutura
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Figura 23: Asteriscos: parâmetros do controlador estimados pelo método de identificação
do controlador ótimo para o sistema (222) obtidos através de1000 ensaios Monte Carlo;
asteriscos azuis: parâmetros que respeitam a restrição imposta; asteriscos pretos: parâme-
tros que não respeitam a restrição. Elipse: intervalo de 95%de confiança da estimativa
de ˆ̃ρ obtida aplicando-se o sinal projetado, centrada emˆ̃ρm, representado por um ponto
vermelho. Curva de nívelγ = 0.1.

ARX. Este é o problema apresentado na Seção 5.5.1.1.
Novamente, o objetivo do projeto de experimento é encontraro sinal de entrada de

duração fixaN = 500, de menor energia, tal que o controlador identificado respeite a
restrição (260). O modelo de referência desejado é descritopor

M(z) =
(1 − 0.6)z−1

1 − 0.6z−1
.

O problema, nesse caso, pode ser expressado por

min
Φu

α (286)

sujeito a ‖MCd − C(ρ)

C(ρ)
‖2 ≤ 0.12 ∀ω (287)

(ρ− ρd)
TP−1

N (ρ− ρd) ≤ 7.815 (288)

Φu ≥ 0 ∀ω (289)
1

2π

∫ π

−π
Φu(ω)dω ≤ α. (290)

Nesse caso, parametriza-se o espectro do sinal de entrada com M = 10 e τ(ω) com
Mτ = 10. Novamente, a utilização deMτ maior com o objetivo de tornar a solução
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menos conservadora tornou-se computacionalmente inviável. Solucionado o problema de
otimização, foram obtidos

[c0 · · · c9] = [0.3813 0.5479 0.3565 0.1429 − 0.0461

−0.1760 − 0.2313 − 0.2164 − 0.1525 − 0.0702],

[τ0 · · · τ9] = 105∗ [0.8527 1.6297 1.4583 1.2312 0.9786

0.7244 0.4883 0.2871 0.1343 0.0389].

A magnitude do espectro do sinal no espaço da frequênciaΦu(ω) é apresentado na Figura
24. Novamente, o sinal formado por ruído branco filtrado pelofiltro FIR, cujo espectro
é dado pelos coeficientesc0 · · · c9 encontrados, foi aplicado ao sistema (215) e foram
realizados1000 ensaios Monte Carlo. O resultado destes ensaios é apresentado na Figura
25. O valor médio do parâmetrõρ obtido foi

ˆ̃ρm = [2.4994 − 1.6999 0.7199]T .
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Figura 24: Magnitude do espectro do sinal de entrada obtido no projeto de experimento do
controlador PID que garante que95% das estimativas estão dentro da restriçãoγ = 0.1.

Por fim, a Figura 25 os parâmetros do controlador PID obtidos nos 1000 ensaios
Monte Carlo realizados. Note que, apesar do projeto garantir que95% das estimativas
respeitem a restrição, os resultados obtidos são mais conservadores:100% respeitou essa
restrição, pois não existem asteriscos pretos, diferentemente do caso anterior (ver Figura
23). Note que para o projeto do experimento neste caso, o número de coeficientes deτ(ω)
é ainda menor que no caso anterior (controlador PI).
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Figura 25: Asteriscos: parâmetros do controlador estimados pelo método de identificação
do controlador ótimo para um sistema de estrutura BJ obtidosatravés de 1000 ensaios
Monte Carlo. Elipsoide: intervalo de 95% de confiança da estimativa deˆ̃ρ, centrada em
ˆ̃ρm representado por um ponto vermelho.

6.4 Considerações finais

Através dos exemplos de aplicação de um projeto de experimento voltado ao método
de identificação do controlador ótimo apresentado no Capítulo 5, verificou-se que o pro-
jeto de experimento é uma forma viável de garantir qualidadeà estimativa, dada por certas
métricas, principalmente em função da matriz de covariância da estimativaPθ.

Além disso, verificou-se que algumas soluções ainda são um pouco conservadoras
(ou seja, resultam em sinais com energia maior que a necessária) devido à dificuldade
de processamento computacional, principalmente em se tratando da minimização de∆,
norma que garante certa robustez ao projeto.
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7 CONCLUSÕES GERAIS

Neste trabalho, foram apresentadas algumas contribuiçõesaos métodos baseados em
dados que utilizam apenas um experimento. Essas contribuições visam a melhor aceita-
ção destes métodos no meio industrial, de forma que sua aplicação seja segura, ou seja,
que o resultado obtido com o controlador em malha fechada nãoseja muito diferente do
esperado. Pode-se dizer que este trabalho apresentou duas grandes contribuições nessa
área.

A primeira contribuição foi a adaptação do método VRFT de forma que este possa
ser utilizado em processos de fase não-mínima. Constatou-se que, na sua formulação
original, o método VRFT, quando aplicado a processos de fasenão-mínima, proporciona
um desempenho inadequado ao sistema, podendo inclusive levá-lo à instabilidade, o que
seria um resultado desastroso. Porém, se aplicado o método proposto, o qual minimiza
um critério flexível, é possível estimar os zeros de fase não-mínima do processo. Então,
esses zeros são incluídos no modelo de referência e o projetodo controlador através do
método VRFT é mais seguro. Além disso, todo esse procedimento é realizado com dados
de apenas um experimento (ou dois no caso de sistemas com ruído, para obtenção da
variável instrumental), mantendo a característica do método de perturbar pouco o sistema
se este estiver em operação.

A segunda grande contribuição desta tese foi escrever o problema de controle base-
ado em dados como um problema de identificação do controladorótimo. Assim, quando
o sistema é afetado por ruído, o que acontece em praticamentetodos os processos re-
ais, as condições necessárias para que a estimativa seja não-polarizada são claramente
verificadas. Nesse caso, não é necessário utilizar variáveis instrumentais, como no caso
do método VRFT. Outra vantagem é a possibilidade de estimar controladores de estru-
turas variadas, não apenas lineares nos parâmetros. Além disso, quando o sistema a ser
identificado não pertence à classe de modelos escolhida, o método de identificação do
controlador ótimo não necessita de um filtro como no caso do método VRFT; apenas
identifica um modelo aproximado do ideal, como no caso de identificação de sistemas.

Para finalizar, pelo fato do método de controle ser descrito como um método de iden-
tificação do controlador, é possível aplicar diversas ferramentas desenvolvidas para iden-
tificação com o intuito de melhorar as propriedades estatísticas da estimativa. Uma dessas
ferramentas é o projeto do experimento. Assim, o problema deprojeto de experimento
com solução via restrições LMI foi estendido ao método de identificação do controlador
ótimo. O sinal de entrada do experimento é projetado com o objetivo de minimizar a
variância da estimativa ou garantir que alguma norma de robustez seja satisfeita.

A partir dos resultados obtidos neste trabalho, uma extensão interessante seria verificar
a possibilidade de unir as duas contribuições, ou seja, incluir um modelo de referência
flexível ao método de identificação do controlador ótimo. Dessa forma, seria possível
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projetar controladores para sistemas de fase não-mínima e afetadas por ruído utilizando
apenas um experimento para obtenção dos dados.

No caso da aplicação de projeto de experimento para o método de identificação do
controlador, deve-se verificar a possibilidade de aplicação de outras métricas para mi-
nimizar a variância da estimativa, cujos resultados sejam menos conservadores que os
resultados obtidos com a formulação para respeitar a restrição∆ ≤ γ.

Além disso, no caso do método de identificação do controlador, é necessário analisar
matematicamente o caso em que o sistema não pertence à classede modelos escolhida
(Sc /∈ Mc). Assim, talvez seja possível prever o que acontece com o desempenho do
sistema nesse caso e verificar as condições para minimizar oserros de variância e de
polarização. Teoricamente, uma solução possível seria projetar um experimento cujo
objetivo é minimizar esses dois erros. Atualmente, o projeto de experimento apresentado
na literatura é formulado somente para o caso em que o sistemapertence à classe de
modelos escolhida, e portanto não considera o erro de polarização.
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KARIMI, A.; MISKOVI Ć, L.; BONVIN, D. Convergence analysis of an iterative
correlation-based controller tuning method. In: IFAC WORLD CONGRESS, 15, 2002,
Barcelona, Spain.Anais. . . Tarrytown; NY: IFAC, 2002. p.413–418.
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