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RESUMO

FORCELINI, M. Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancora-
gem em meios marítimos através da teoria da análise limite. 2023. 203p. Tese (Doutorado
em Engenharia) – Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

As atividades de exploração de petróleo e gás em meios offshore requerem a instalação de
diversos equipamentos sobre o leito marítimo, sendo estes usualmente suportados por fundações
superficiais denominadas placas de ancoragem ou mudmats. Devido às cargas impostas tanto
pelo ambiente como pela utilização destes equipamentos, bem como a necessidade de extração
destes após o fim da vida útil da estrutura, o projeto deste tipo de fundação comumente é
governado pela sua capacidade de carga ao arrancamento, que deve ser otimizada de modo
a suportar as cargas durante sua utilização sem impôr grandes dificuldades à sua remoção.
O presente trabalho tem como objetivo estudar a capacidade de carga ao arrancamento destes
elementos de fundação através da abordagem cinemática da análise limite, permitindo estimativas
rigorosas do limite superior da carga de arrancamento vista como carga última do sistema material
considerado. Para tanto, o problema será analisado tanto via uma abordagem em tensões totais
quanto em tensões efetivas, evidenciando as grandezas mecânicas envolvidas em cada uma
das abordagens. O método cinemático da análise limite é empregado para avaliar a carga de
arrancamento baseando-se na investigação de mecanismos de ruína especificamente elaborados
para tais sistemas materiais. No contexto da análise em tensões efetivas do problema, um modelo
simplificado para avaliar os esforços de sucção gerados durante o arrancamento é implementado,
estendendo a formulação original para placas retangulares. Os resultados apresentados permitem
obter estimativas da carga de arrancamento bem como avaliar a influência de cada um dos
principais parâmetros relevantes ao problema.

Palavras-chave: placas de ancoragem, análise limite, carga de arrancamento, tensões totais,

tensões efetivas.



ABSTRACT

FORCELINI, M. Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancora-
gem em meios marítimos através da teoria da análise limite. 2023. 203p. Tese (Doutorado
em Engenharia) – Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil, Universidade Federal do
Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

The offshore oil and gas exploration activities require several sub-sea infrastructures to be
installed over the ocean floor, this equipment being commonly supported by shallow foundations
namely anchor plates or mudmats. Due to the environmental conditions, live loads imposed, and
the requirement for extraction processes after its end of life, the design practice for anchor plates
strongly relies on the evaluation of the vertical uplift capacity of the foundation system, which
should be optimized to support the structural loads without imposing great difficulties on its
removal. The present work aims to evaluate the extraction bearing capacity of these foundation
elements based on the theoretical framework of limit analysis and its related kinematic appoach,
providing rigorous upper bound estimates for the uplift load„ viewed as ultimate load for
the considered material system. The problem will be analyzed using both total and effective
stresses frameworks, emphasizing the mechanical quantities involved in each approach. The
kinematic approach of limit analysis will be employed to evaluate the uplift bearing capacity
by investigating failure mechanisms specifically developed for such material systems. In the
context of the effective stress analysis, a simplified model will be implemented to evaluate the
suction forces developed during the anchor extraction, extending the original formulation for
rectangular anchors. The results presented allow to obtain upper bound estimates of the uplift
bearing capacity as well to evaluate the influence of the main relevant parameters present in the
problem.

Keywords: plate anchors, limit analysis, uplift bearing capacity, total stresses, effective stresses.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CONTEXTUALIZAÇÃO DA PROBLEMÁTICA

Ao final do século XIX, com a invenção do motor de combustão interna, o petróleo tornou-se
uma das principais matrizes energéticas do mundo. Contando com uma demanda atual de cerca
de 98 milhões de barris por dia (Mb/d) e uma demanda futura estimada em 106 Mb/d até 2030
(IEA, 2019), este hidrocarboneto é fundamental no setor de transportes, além de ser o principal
responsável pela geração de energia elétrica em diversos países.

Ao passo em que a exploração petrolífera em terra tornou-se mais escassa no século XX, as
operações de extração voltaram-se para alto mar. As primeiras operações em meio marítimo
bem sucedidas foram realizadas nos anos de 1930 a 1950 na Venezuela e no Golfo do México,
enquanto que, no Brasil, o primeiro campo offshore foi descoberto em 1968 no Sergipe. Atual-
mente, uma grande parte do suprimento mundial de petróleo é proveniente de operações em alto
mar, com grandes investimentos anunciados por alguns países, como Estados Unidos, Brasil,
Canadá e Noruega.

A exploração em grandes profundidades necessita de diversos equipamentos que subsidiam as
operações de extração e transporte em alto mar, como válvulas, bombas, conexões, terminais,
manifolds, dormentes para as tubulações rígidas, além de equipamentos de interligação e proteção,
configurando assim uma vasta gama de componentes a serem instalados sobre o leito oceânico,
como pode ser observado pela Figura 1.1. Tais equipamentos se encontram comumente apoiados
sobre fundações superficiais no solo marinho, denominadas placas de ancoragem ou mudmats

(Figura 1.21). Estas fundações são normalmente constituídas de placas de aço pré-fabricadas
com dimensões que variam usualmente de 2 a 10 m, podendo chegar a mais de 40 m, onde os
equipamentos são frequentemente integrados à estrutura, favorecendo assim a sua instalação em
águas profundas (CHANDLER et al., 2017; FAGUNDES, 2010).

A etapa de instalação destes equipamentos sob o leito marinho é uma operação importante
para a determinação do comportamento da estrutura. Inicialmente, o sistema integrado de
fundação e equipamento é içado e descido através de cabos de aço de forma controlada até
próximo ao solo marinho, sendo monitorado por sensores e/ou veículos submarinos operados
remotamente (ROVs) de modo a garantir a sua orientação e nivelamento. Ao se aproximar do
leito, o içamento final é realizado lenta e gradualmente a fim de permitir a fuga da água e
1 Disponível em <http://safelink.eng.br/prelude-offshore-installation/>, acessado em 11/06/2019.

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite
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Figura 1.1 – Exemplo da configuração de leito marinho nas imediações
de plataformas offshore. Fonte: (LAI, 2009).

evitar que o seu deslocamento produza erosão ao solo de fundação. Finalmente, uma inspeção
submarina é realizada para verificar a condição geral do equipamento após a instalação, sendo
também verificado o deslocamento vertical do solo e a inclinação da estrutura (LAI, 2009). Este
deslocamento vertical, que garante o embutimento da estrutura, é produto do assentamento do
mudmat, que varia tipicamente entre 0,1 a 2 m (5 a 20% da base do mudmat), podendo alcançar
profundidades maiores em casos especiais (RANDOLPH et al., 2011).

Devido à importância dos equipamentos integrados à este tipo de fundação no processo de
extração de petróleo e gás, bem como os prejuízos relacionados a eventuais paralisações e os
riscos ambientais atrelados a possíveis vazamentos no meio marítimo, o dimensionamento de
mudmats é prática que requer atenção.

Via de regra, o conjunto de carregamentos presentes sobre estas fundações compreende o peso
próprio submerso do equipamento instalado, bem como o peso de suas conexões, esforços hori-

Mateus Forcelini (forcelini.mateus@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023.
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Figura 1.2 – Exemplo de fundação superficial do tipo mudmat. Fonte:
Safelink (2016).

zontais provenientes de correntes marítimas, eventuais cargas de equipamentos interconectados e
expansão térmica das tubulações, que em geral governam o dimensionamento em comparação
às cargas verticais (SHEN et al., 2017). A magnitude do peso próprio dos equipamentos pode
variar consideravelmente em função da sua finalidade e capacidade de operação, oscilando de
poucas toneladas para equipamentos de conexão, até mais de 2000 toneladas em manifolds de
larga capacidade. (LAI, 2009; CHANDLER et al., 2017).

Além destes carregamentos impostos durante a vida útil da estrutura, a resolução n° 27/2006
da Agência Nacional do Petróleo, Gás Natural e Biocombustíveis (ANP) estabelece que toda a
infraestrutura presente sob o leito oceânico deve ser removida ao final das operações, prática
conhecida como descomissionamento, de modo a mitigar impactos ambientais sobre o bioma
marinho, exigência adotada da mesma forma por outros órgãos internacionais. Esta remoção
também pode ser desejada quando há necessidade de manutenção ou troca de algum equipamento.
Assim sendo, é pertinente que a resistência à extração da fundação seja avaliada durante o seu
dimensionamento.

Boa parte da infraestrutura offshore está ou esteve em serviço por muitos anos, e logo serão
descomissionadas. A título de exemplo, mais de 550 plataformas (e consequente infraestrutura
presente sobre o leito oceânico) já haviam sido descomissionadas até 2017, cerca de 7% de todas
as instalações no Mar do Norte, sendo previstas muitas mais destas operações para as próximas
três décadas. No sudeste asiático, por exemplo, cerca de 50% das 1700 instalações em alto mar
possuem mais de 20 anos e encontram-se próximas do fim de sua vida útil (CHANDLER et al.,
2017).

Tais operações de remoção representam uma etapa adversa devido às grandes profundidades em
relação ao nível d’água envolvidas em processos de exploração offshore, que em geral exigem a
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mobilização de equipamentos especiais e, consequentemente, altos investimentos. Desta forma,
almeja-se que o dimensionamento da fundação minimize a sua resistência ao arrancamento,
favorecendo assim o descomissionamento da estrutura. Por este motivo, comumente adotam-se
perfurações na base do mudmat, que além de facilitar o processo de extração, reduzem também
a quantidade de material, diminuindo o custo e facilitando o manuseio durante a instalação,
uma vez que a estrutura torna-se menos suscetível à ação de forças hidrodinâmicas. Resultados
experimentais de arrancamento em placas de ancoragem indicam que mesmo uma pequena razão
de perfuração (como 3,1% da área da base do mudmat) pode reduzir a resistência ao arrancamento
em aproximadamente 50% (LIENG; BJORGEN, 1995) através de uma significativa redução nos
esforços de sucção desenvolvidos na base da placa (LI et al., 2014).

O dimensionamento atual de mudmats tem como principal referência à normatização interna-
cional API RP 2A - Recommended Pratice for Planning, Designing and Constructing Fixed

Offshore Platforms - Working Stress Design, publicada pelo American Petroleum Institute (API)
(API, 2002). Este documento estabelece que o dimensionamento destas fundações deva atender a
critérios de estabilidade (capacidade de carga e deslizamento), deformações estáticas e dinâmicas,
estabilidade hidráulica (erosão e piping) e remoção da estrutura, apresentando assim um método
de dimensionamento à compressão baseado nas teorias clássicas de capacidade de carga de
Terzaghi. Observa-se que tal método proposto não atende às complexidades apontadas, além de
se basear principalmente em abordagens empíricas ou simplificações exacerbadas do problema.

A problemática se acentua quando deseja-se prever a capacidade ao arrancamento destes elemen-
tos, necessária ao descomissionamento da estrutura ou eventuais manutenções. O arrancamento
de fundações superficiais consiste em uma importante área de estudo para a comunidade geo-
técnica, sendo abordado desde a década de 50 por diversos autores, uma vez que tal temática é
relevante a diversas aplicações, como por exemplo, torres de transmissão, estruturas de contenção,
pontes, aerogeradores, entre outros.

As teorias de dimensionamento convencionais sugerem que a resistência ao arrancamento
(uplifting) pode ser obtida de maneira similar à compressão, realizando-se modificações nos
fatores de capacidade de carga empregados. Contudo, a bibliografia atual não é conclusiva quanto
à determinação destes fatores, principalmente no que tange os efeitos geométricos da fundação,
variação da resistência ao cisalhamento com a profundidade, incorporação de esforços de sucção
e a relevância de efeitos viscosos durante o arrancamento. Desta forma, esta temática vem sendo
objeto de constantes revisões pela literatura devido à sua complexidade (ROWE, 1978; ROWE;
DAVIS, 1982; DAS; PICORNELL, 1987; MERIFIELD et al., 1999; MERIFIELD et al., 2001;
MERIFIELD et al., 2003; KHATRI; KUMAR, 2009; MERIFIELD; SMITH, 2010; FENG et al.,
2014; ARDEBILI et al., 2016).

A experiência mostra que a resistência ao arrancamento é altamente dependente da velocidade

Mateus Forcelini (forcelini.mateus@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023.



31

empregada, que governa a poropressão negativa (sucção) gerada e sua consequente dissipação,
especialmente relevante em materiais de baixa permeabilidade como argilas encontradas no leito
oceânico (LI, 2015). Entretanto, devido à complexidade atrelada à avaliação deste fenômeno,
observa-se que os métodos tradicionais ignoram o mecanismo de poropressão negativa e baseiam
sua análise na hipótese de que a interface solo/fundação é incapaz de sustentar esforços de tração;
ou que esta possui aderência perfeita ao solo, desprezando uma eventual resistência à tração que
possa se desenvolver durante a ruptura.

A grande parte dos estudos presentes na literatura se baseia sob resultados obtidos através de
métodos numéricos ou análises em equilíbrio limite, sustentados por resultados experimentais
que, por consequência, tornam o dimensionamento baseado amplamente em métodos empíricos
(MEYERHOF; ADAMS, 1968; ALI, 1968; DAS, 1980; DAS et al., 1994). De modo a simplificar
o problema, usualmente adotam-se abordagens em deformações planas, que desprezam a natureza
tridimensional das geometrias adotadas na prática. Mais recentemente, técnicas baseadas nos
teoremas da análise limite vêm sendo empregadas, demonstrando-se uma boa técnica para
a estimativa de carga de arrancamento de placas de ancoragem. Contudo, a bibliografia não
incorpora os efeitos do mecanismo de sucção desenvolvidos durante o arrancamento nesta
abordagem, além de tratar o solo como um material coesivo com resistência ilimitada à tração, o
que pode levar a estimativas desfavoráveis quanto à capacidade de carga ao arrancamento.

Poucos estudos teóricos são encontrados na literatura que visam quantificar a resistência desen-
volvida por esforços de sucção durante a extração de corpos assentes sob o leito oceânico. Em
geral, estes estudos consideram o arrancamento de um corpo simplesmente apoiado sob o solo
marinho e, através de simplificações do problema, são capazes de estimar os esforços de sucção
e o consequente comportamento que é altamente dependente do tempo envolvido no processo
(FODA, 1982; MEI et al., 1985; HUANG et al., 2010; CHANG et al., 2015). Contudo, estudos
que levem em consideração o embutimento destas fundações ainda são necessários a fim de
melhor compreender o fenômeno de arrancamento de placas de ancoragem.

Tendo em vista a relevância para a comunidade geotécnica da avaliação da capacidade de carga
durante à extração de placas de ancoragem, o presente trabalho buscará estudar o comportamento
destes elementos de fundação através da abordagem cinemática da análise limite, tanto para
casos em estado plano de deformações como levando em consideração a natureza tridimensional
do problema, buscando incorporar os esforços de sucção desenvolvido sob a base da placa
durante tal processo. Complementarmente ao considerado hoje como estado da arte no tema,
a resistência à tração do solo será levada em consideração nas análises deste trabalho, dando
ênfase a fundações superficiais com baixa profundidade de embutimento, conforme é o caso
observado na experiência de fundações para infraestrutura de plataformas offshore.
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1.2 DIRETRIZES GERAIS DA PESQUISA

1.2.1 Tema

Esta tese tem como tema central o estudo da capacidade de carga ao arrancamento de placas de
ancoragem rasas em meios marítimos, caracterizadas por baixas razões de embutimento além
da presença de água, fazendo com que a resistência à extração destes elementos seja altamente
dependente da sucção ou adesão gerada na interface solo/placa.

1.2.2 Metodologia

A metodologia consiste no emprego da Abordagem Cinemática da Teoria da Análise Limite
ao problema de arrancamento supracitado, permitindo um tratamento teórico do problema que
conduz a estimativas rigorosas do limite superior da capacidade de carga.

A avaliação dos esforços de sucção desenvolvidos foi realizada através de uma teoria simplificada
considerando-se a natureza poroelástica do leito oceânico. Métodos numéricos foram empregados
para a aproximação das equações diferenciais encontradas quando necessário. Os resultados
obtidos serão verificados ou validados por meio de resultados numéricos ou experimentais de
acordo com sua disponibilidade na literatura.

1.2.3 Objetivos

O objetivo geral desta pesquisa consiste em avaliar a capacidade de carga ao arrancamento de
placas de ancoragem adotadas em meios marítimos, levando em consideração os esforços de
sucção desenvolvidos.

Como objetivos específicos, pode-se destacar:

a) Estimar a carga de ruptura ao arrancamento de placas rasas tanto para geometrias
circulares e retangulares quanto para o estado plano de deformações;

b) Verificar ou validar os resultados obtidos através de resultados numéricos e experi-
mentais presentes na literatura, respectivamente;

c) Incorporar o efeito da sucção desenvolvida na interface entre o solo e a base da
âncora, cuja gravidade impera em diversos processos de arrancamento em meios
marítimos.
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1.2.4 Delimitações

Em geral, o mecanismo de ruptura observado durante a extração de elementos inseridos no solo
é altamente dependente da profundidade envolvida, alternando entre deslocamentos puramente
verticais quando a profundidade é relativamente baixa até mecanismos de cisalhamento local
para razões de embutimento maiores. Como em meios marítimos as profundidades envolvidas
tendem a ser baixas (inferiores à 50% da maior dimensão da placa), este trabalho irá se limitar
em estudar placas de ancoragem rasas, cuja resistência é afetada diretamente pela distância até
superfície livre, não sendo localmente contido.

Apesar do solo ser um meio particulado, em muitos casos, seu comportamento global pode ser
aproximado efetivamente como um meio contínuo. A despeito também da complexa distribuição
de suas propriedades, que em geral variam espacialmente, neste trabalho o solo será considerado
como um material contínuo, homogêneo, isotrópico e dotado de peso específico. Sua resistên-
cia será modelada seguindo o Critério de Tresca truncado em tração nas análises em tensões
totais, devido à independência da pressão na resistência observada nestes casos; ou pelo Critério
de Mohr-Coulomb truncado em tração nas análises em tensões efetivas.

Devido às baixas razões de embutimento supracitadas, os parâmetros de resistência do material,
como coesão e ângulo de atrito interno, serão considerados constantes com a profundidade,
uma vez que a adoção de um gradiente para estas grandezas não parece produzir uma grande
influência sobre os resultados nas configurações adotadas dadas as baixas razões de embutimento
adotadas.

A âncora será modelada como um elemento de placa rígido, de espessura muito pequena quando
comparada às outras dimensões, cujos efeitos de perturbação durante a instalação na profundidade
analisada serão desconsiderados (whised-in-place). O peso próprio do elemento de fundação
bem como da estrutura integrada serão descritos nas formulações gerais porém desconsiderados
nos resultados apresentados, uma vez que estes podem ser facilmente acrescentados quando na
estimativa do arrancamento destes elementos. A interface entre o solo de fundação e a base da
âncora será modelada através de uma lei de interface específica, de modo a simular quaisquer
esforços de adesão que venham a se desenvolver durante o arrancamento.

Nas análises em tensões efetivas, o efeito da poropressão desenvolvida no maciço durante
a extração da âncora será negligenciado uma vez que espera-se que os esforços de sucção
desenvolvidos na interface possuam magnitude muito maior. Esta premissa será considerada
razoável uma vez que o baixo embutimento das mudmats conduzem também a baixos volumes
onde a poropressão realiza trabalho, além das dificuldades em se avaliar sua distribuição e
intensidade sem o auxílio de métodos numéricos.
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1.2.5 Organização da tese

O delineamento do trabalho será dado pelas seguintes etapas:

a) Pesquisa bibliográfica sobre os métodos usuais de avaliação da resistência ao arran-
camento de placas de ancoragem;

b) Pesquisa bibliográfica sobre o estado da arte dos efeitos de sucção nas interações
solo-estrutura;

c) Breve contextualização dos principais conceitos empregados na Teoria da Análise
Limite;

d) Avaliação da capacidade de carga de âncoras rasas sob uma abordagem em ten-
sões totais, bem como uma comparação com resultados numéricos e experimentais
presentes na literatura;

e) Apresentação da teoria empregada para a avaliação dos esforços de sucção gerados
sob a base da âncora;

f) Avaliação da capacidade de carga à extração de âncoras rasas sob uma abordagem
em tensões efetivas.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 AVALIAÇÃO DA CAPACIDADE DE CARGA EM PLACAS DE ANCO-

RAGEM

A determinação do comportamento de sistemas estruturais soterrados sob a ação de esforços
de arrancamento, como fundações superficiais em torres de transmissão, muros de arrimo,
tubulações enterradas, fundações de estruturas assentes sobre o leito marinho, âncoras de sucção,
entre outros, representa uma grande área de interesse da engenharia geotécnica. Aos elementos
sujeitos a este tipo de carregamento, tanto verticais quanto horizontais, refere-se em geral como
"placas de ancoragem", ou simplesmente, "âncoras".

Os trabalhos pioneiros sobre este tema remetem a meados da década de 1950, onde as primeiras
publicações quanto à resistência ao arrancamento de placas de ancoragem foram realizadas,
baseadas exclusivamente em correlações empíricas com resultados experimentais. Mais for-
malidade sobre o tema foi introduzida a partir do trabalho de Balla (1961) que determinou o
mecanismo de ruptura observado em placas de ancoragem rasas em areias densas, propondo
um método racional para a análise dos esforços de arrancamento baseado nos formatos das
bandas de cisalhamento observadas. Posteriormente, autores como Baker e Kondner (1966) e
Mariupol’skii (1965) observaram que os mecanismos de ruptura em placas próximas à superfície
diferem dos mecanismos envolvidos na cinemática de arrancamento de placas localizadas em
grandes profundidades, propondo então procedimentos diferentes para a análise destes casos.

Com o crescente interesse na exploração e utilização de recursos localizados em alto mar, tornou-
se necessário compreender o mecanismo de arrancamento de placas de ancoragem também
em materiais argilosos saturados, similares aos encontrados em ambientes marinhos. Estes se
caracterizam por apresentarem comportamento não drenado perante os tempos característicos
utilizados e um perfil crescente de resistência não drenada com a profundidade, além de de-
senvolverem poropressões negativas durante os processos de extração (CHEN et al., 2012). As
primeiras aplicações em solos argilosos foram propostas por Ali (1968) e Bhatnagar (1969), que
demonstraram a importância dos esforços de sucção gerados em argilas moles.

De forma geral, a avaliação da resistência à extração de corpos soterrados e submersos é con-
sequência de diversos fatores envolvidos no processo de arrancamento. Para um solo coesivo
submerso, Vésic (1969) cita as principais componentes presentes nestes mecanismos de arranca-
mento (ver Figura 2.1):
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a) O peso submerso do objeto W ′;

b) O peso submerso da massa de solo mobilizada no mecanismo de ruptura W ′s ;

c) Os esforços de cisalhamento desenvolvidos ao longo da superfície de ruptura R;

d) A componente vertical dos esforços de adesão entre a superfície do objeto e o solo
adjacente Ca;

e) Os esforços de sucção desenvolvidos que se opõem ao movimento vertical do sistema
(usualmente evidenciados porém não quantificados) PW .

F

W's

W'

R R

PW ,Ca

N.A.

Figura 2.1 – Fatores envolvidos na extração de um corpo qualquer sob
o leito marinho (adaptado de Vésic (1969).

Em geral a capacidade da âncora é tipicamente expressa em termos de fatores de capacidade
de carga, em concordância com a prática usual do dimensionamento de fundações superficiais
à compressão. Via de regra, estes fatores são função do formato da placa, da profundidade de
embutimento, da sobrecarga e das propriedades do solo, de modo a incorporar as diferentes
variáveis envolvidas no sistema (MERIFIELD et al., 1999).

Em seu trabalho, Vésic (1969) propõe que a carga de arrancamento F de uma âncora circular
pode ser estimada extrapolando-se a sua solução para o problema de expansão de uma cavidade
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cilíndrica em um material rígido plástico, através da seguinte expressão:

F =W ′+πR0 (H−R+R0) f0 +
π/4

(
R2−R2

0
)

1−0.5tanϕ
pu (2.1)

onde W ′ é o peso submerso da âncora, R e R0 correspondem, respectivamente, ao raio da placa
e o raio inicial da cavidade cilíndrica (delimitado pelo raio da haste de ligação com a placa de
ancoragem), H é a profundidade de embutimento, f0 é a resistência unitária de atrito lateral da
haste, ϕ é o ângulo de atrito interno do solo e pu é a pressão última de expansão da cavidade
cilíndrica, obtida através de:

pu =CN′c + γ
′HN′q (2.2)

onde C é a coesão do solo, γ ′ é o peso específico submerso e os fatores N′c e N′q são relacionados
à expansão de uma cavidade cilíndrica, obtidos através de:

N′q = (1+ sinϕ)

(
Ir

2cosφ

) sinφ

1+sinφ

(2.3)

N′c =
(
N′q−1

)
cotϕ (2.4)

com Ir representando o índice de rigidez do solo, definido em função dos parâmetros de resistência
C e φ , e do módulo cisalhante elástico do solo G por:

Ir =
2G

C+ γ ′H tanϕ
(2.5)

pressupondo-se que não ocorra variação volumétrica na zona plástica ao redor da cavidade.
Vésic (1969) então segue apresentando a aplicação do seu modelo a resultados experimentais;
no entanto, as magnitudes dos resultados obtidos pelos método apresentado não apresentam boa
concordância com os dados avaliados, além de desconsiderar explicitamente os efeitos de adesão,
sucção, taxa de arrancamento e os diferentes mecanismos observados para placas de ancoragem
rasas e profundas.

Um estudo mais rigoroso sobre o problema foi realizado por Rowe e Davis (1982). Em seu
trabalho, os autores apresentam uma análise baseada em elementos finitos sobre o comportamento
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não drenado de placas de ancoragem em uma argila homogênea e isotrópica. As análises
realizadas seguem as condição do estado plano de deformações em uma âncora corrida de largura
B, rígida, fina e imersa a uma profundidade H em um material elastoplástico seguindo o critério
de Tresca. Segundo os autores, a tensão de arrancamento qu necessária para causar a ruptura não
drenada da placa pode ser expressa por:

qu = SuN′c (2.6)

onde Su é a resistência ao cisalhamento em condições não drenadas e N′c representa um fator
adimensional de capacidade de carga da placa de ancoragem. Devido ao fato deste fator ser
altamente dependente dos esforços de sucção e adesão atuantes na placa, o autor se limita então
a analisar dois casos extremos distintos:

a) A interface inferior da placa de ancoragem é incapaz de sustentar esforços de
tração, ou seja, não existe nenhuma forma de aderência entre a base da placa e o
solo adjacente, como se a base da âncora fosse "ventilada". Portanto, haveria uma
separação imediata (immediate breakaway) da placa com o solo assim que a carga de
tração fosse aplicada. Neste cenário, N′c = Nc + γH/Su, sendo a resistência descrita
por um coeficiente intermediário Nc;

b) O solo é completamente aderente à placa de ancoragem, não havendo separação entre
estes elementos em nenhum momento (no breakaway). Esta situação aconteceria
caso a interface tivesse uma resistência suficientemente grande à tração, devido a
esforços de adesão. Nestas condições, nomeia-se N′c = N∗c .

Rowe e Davis (1982) citam que, na prática, o mecanismo real deve se situar entre os dois
extremos delimitados por Nc e N∗c , em função dos esforços de sucção e adesão atuantes na placa,
comentando que estes efeitos poderiam levar a uma resposta similar à da interface resistente à
tração até que a cavitação na base da placa ocorra ou a capacidade de carga à tração seja superada
pelos esforços de arrancamento. Contudo, devido à indeterminação da redistribuição de esforços
após a separação e as incertezas quanto a real magnitude dos esforços de sucção, os autores
sugerem muita cautela ao se projetar levando em consideração estes efeitos.

A partir das análises em elementos finitos para diversas profundidades e tamanhos de placas,
Rowe e Davis (1982) reportam que, apesar da carga última ser claramente visível para todos os
casos, a deformação devido ao fluxo plástico necessária para atingir este estado pode ser tão
grande que a falha do sistema provavelmente já haveria acontecido. Desta forma, os autores
definem arbitrariamente um critério de falha denominado k4, onde a carga última é obtida pela
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interseção da curva carga vs. deslocamento com uma reta de inclinação quatro vezes inferior
à rigidez elástica inicial da estrutura, determinando um método prático para a utilização no
dimensionamento de âncoras. Os autores ressaltam que para placas rasas, a carga k4 é equivalente
à carga última, uma vez que estas atingem um patamar de escoamento antes.

Desta forma, Rowe e Davis (1982) apresentam valores de Nc e N∗c através dos resultados de
análises numéricas em elementos finitos para os dois casos de interface supracitados. Tais
resultados obtidos pelos autores podem ser observados pela Figura 2.2.
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H/B
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* c

Critério de Falha k4

Carga última

Interface sem resistência à tração - Nc

Interface resistente à tração - N*
c

(Perfeitamente aderente)

Figura 2.2 – Variação dos fatores de capacidade da âncora com a razão
de embutimento H/B (adaptado de Rowe e Davis (1982)).

Observando-se a formação das zonas plásticas e os vetores de velocidade, Rowe e Davis (1982)
verificam que dois mecanismos distintos podem predominar em virtude da razão de embutimendo
H/B das placas. Para âncoras com H/B < 3 a 4, notou-se que a extensão do solo mobilizado
no mecanismo atinge a superfície, sendo a capacidade de carga ao arrancamento proporcional a
H/B. Já, acima desta margem, nenhum acréscimo na capacidade da âncora foi observado, uma
vez que a zona plástica permanece confinada na massa de solo caracterizando uma ruptura local.
Exemplos destes mecanismos pode ser observado pela Figura 2.3 para o caso onde a interface é
perfeitamente aderente, e pela Figura 2.4 para o caso onde a interface não possui resistência à
tração em placas rasas.

Assim sendo, o comportamento das placas de ancoragem pode ser dividido em dois casos:
âncoras rasas ou âncoras profundas, conforme a Figura 2.5. A placa é classificada como rasa se,
na sua ruptura, o mecanismo de ruptura atinge a superfície do solo (Figura 2.5(a)), enquanto que
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Figura 2.3 – Resultados de formação de zonas plásticas para âncoras (a)
rasas e (b) profundas e campos de velocidade para ânco-
ras (c) rasas e (d) profundas considerando uma interface
perfeitamente aderente. Fonte: Rowe e Davis (1982).

Figura 2.4 – (a) Zona plástica e (b) campos de velocidades obtidos nu-
mericamente para placas de ancoragem rasas considerando
que a interface não possui resistência à tração. Fonte: Rowe
e Davis (1982).

uma âncora profunda (Figura 2.5(b)) não é afetada pela distância à superfície, apresentando cisa-
lhamento localizado nas suas vizinhanças. Logo, nestas análises o valor máximo de capacidade
de carga é atingido a partir de uma profundidade crítica Hcr (Figura 2.5(c)) (MERIFIELD et al.,
1999).

Baseado em ensaios em modelos físicos do problema, Rowe e Davis (1982) concluem que
a adoção do critério k4 se demonstra promissora para a avaliação da capacidade de carga ao
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Figura 2.5 – Mecanismos de ruptura para placas de ancoragem (a) ra-
sas e (b) profundas e (c) comportamento esperado para os
mecanismos (adaptado de Merifield et al. (1999)).

arrancamento de placas de ancoragem, e que este critério, em conjunto com fatores de segurança
da ordem de 2,5 a 3, apresentariam cargas de trabalho próximas do tramo linear e, portanto, os
deslocamentos poderiam ser estimados por soluções elásticas.

As primeiras aplicações baseadas nos teoremas da análise limite para o problema de placas
de ancoragem remetem ao trabalho de Merifield et al. (1999). Nele, os autores empregaram
procedimentos numéricos de forma a obterem-se os limites superior e inferior da carga de
arrancamento em âncoras corridas (estado plano de deformação) para um solo homogêneo,
isotrópico e perfeitamente plástico seguindo o critério de Tresca em tensões totais, adotando-se a
condição em que a interface entre o solo e a base da âncora não possui resistência à tração.

As soluções adotadas para o limite inferior se baseiam na técnica desenvolvida por Sloan (1988)
no contexto da hipótese de deformações planas, que consiste em obter campos de tensões
estaticamente admissíveis utilizando uma técnica de elementos finitos, onde descontinuidades
de tensão podem ocorrer entre elementos adjacentes. Nestas análises, são incluídos elementos
de extensão nos contornos, permitindo que o campo de tensões se estenda sobre o domínio
semi-infinito sem violar as condições de contorno, equilíbrio, ou critério de ruptura, assim
garantindo que o campo de tensões seja verdadeiramente estaticamente admissível e uma análise
rigorosa do limite inferior seja possível (MERIFIELD et al., 2001).

Já o limite superior do problema foi obtido explorando-se campos de velocidade cinematicamente
admissíveis através da abordagem desenvolvida por Sloan e Kleeman (1995), que consiste em
discretizar o domínio em prismas, onde cada aresta descreve um campo de descontinuidade de
velocidade descrita por quatro parâmetros. A solução passa por aplicar uma velocidade vertical
unitária nos nós ao longo da âncora horizontal (ou uma velocidade horizontal se a âncora for
vertical) e resolver o problema de otimização das descontinuidades que minimizam a potência
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dissipadora em relação à potência das forças externas, não necessitando assim que um mecanismo
de ruptura seja pressuposto inicialmente.

Através de suas análises em elementos finitos para o limite inferior, Merifield et al. (1999)
concluem que o fator N′c da Equação 2.6 para o caso de uma interface sem resistência à tração
(N′c = Nc) pode então ser estimado para placas de ancoragem corridas horizontais com H/B≥ 1
através da seguinte expressão:

Nc = 2.46ln
(

2.21
H
B

)
(2.7)

no caso em que a sobrecarga devido ao peso da massa de solo sobre a placa é desprezado.
Posteriormente, investigando-se o efeito desta sobrecarga, os autores concluem que a capacidade
última de arrancamento aumenta linearmente com a sobrecarga do solo até um valor limite,
que reflete a transição entre os modos de ruptura de âncoras rasas e profundas previamente
apresentados, podendo este ser obtido através da seguinte expressão:

Nc =

(
qu

Su

)
γ ′ 6=0

= Nc0 +
γ ′H
Su

(2.8)

onde γ ′ representa o peso específico submerso do material. Merifield et al. (2001) apresentam
uma aproximação para a obtenção do fator de capacidade de referência Nc0, obtido quando
γ ′ = 0, através dos teoremas da análise limite para H/B≥ 1:

Nc0 = 2.56ln(2H/B) para o limite inferior (2.9a)

Nc0 = 2.76ln(2H/B) para o limite superior (2.9b)

Com diferenças entre os limites situando-se abaixo de 10% para valores de 1 ≤ H/B ≤ 10,
evidenciando uma boa estimativa para a avaliação do fator de capacidade de carga quando a
interface é incapaz de sustentar tração. Já, o valor limite (N∗c ) encontrado pelos autores para esta
condição, correspondendo a uma âncora em grandes profundidades, é de 11.16, enquanto que
para outras razões de embutimento, este fator pode ser obtido através do ábaco apresentado pela
Figura 2.6.

A partir das abordagens numéricas desenvolvidas por Sloan (1988) e Sloan e Kleeman (1995),
Merifield et al. (2001) apresentam um estudo mais rigoroso apoiado sobre os conceitos da análise
limite, complementando a análise anterior de forma a se levar em consideração uma variação
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Figura 2.6 – Efeito da sobrecarga no fator de capacidade ao arranca-
mento (adaptado de Merifield et al. (1999)).

linear da resistência não drenada ao cisalhamento Su(z) com a profundidade de embutimento da
seguinte forma:

Su(z) = Su0 +ρz (2.10)

onde z é a profundidade, Su0 é a resistência não drenada para z = 0, e ρ = dSu/dz descreve a
taxa de variação da resistência não drenada com a profundidade. Para este caso, a Equação 2.8
pode então ser reescrita como:

Nc =

(
qu

Su0

)
γ ′ 6=0,ρ 6=0

= Nc0ρ +
γ ′H
Su0

(2.11)

com o coeficiente Nc0ρ definido como:

Nc0ρ =

(
qu

Su0

)
γ ′=0,ρ 6=0

(2.12)
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podendo este ser estimado por:

Nc0ρ = Nc0

[
1+0.408

ρB
Su0

(
2H
B
−1
)]

(2.13)

E o seu valor limite dado por Nc∗ρ , aproximado por:

Nc∗ρ = Nc∗+

(
1+

ρH
Su0

)
= 11.16

(
1+

ρH
Su0

)
(2.14)

Assim sendo, um método de dimensionamento de placas de ancoragem horizontais proposto por
Merifield et al. (2001) consiste nas seguintes etapas:

a) Determinar os parâmetros do material Su0, ρ e γ ′;

b) Definir uma dimensão B para a âncora e uma profundidade de embutimento H.
Calcular a razão de embutimento H/B e a razão de sobrecarga γ ′H/Su0;

c) Calcular o fator Nc0 através da Equação 2.9a;

d) Calcular o fator Nc0ρ através da Equação 2.13;

e) Calcular o fator de capacidade de carga ao arrancamento Nc pela Equação 2.11;

f) Calcular o valor limite para o fator de capacidade de carga através da Equação 2.14.

– Se Nc ≥ Nc∗p então a placa de ancoragem é profunda, logo a capacidade ao
arrancamento pode ser obtida através da Equação 2.6 com N′c = Nc∗p;

– Se Nc ≤ Nc∗p então a âncora se comporta como rasa e a capacidade ao arranca-
mento é obtida pela Equação 2.6 com N′c calculado na etapa (e).

Posteriormente, Merifield et al. (2003) ampliaram sua abordagem utilizada para a determinação da
capacidade de carga ao arrancamento em âncoras corridas para o caso tridimensional, permitindo
assim a avaliação de placas de ancoragem circulares e retangulares. Tais formatos são mais
próximas à geometria real do problema, uma vez que a hipótese de deformações planas apresentou
valores inferiores aos observados em âncoras circulares ou quadradas. As análises empregadas
pelos autores se baseiam no teorema do limite inferior da análise limite, utilizando uma técnica
de discretização do domínio, e abrangem o caso onde o solo não apresenta variação da resistência
com a profundidade e a interface solo/base da âncora não possui resistência à tração.

Nestas condições, os autores concluem que o fator de arrancamento Nc0 para âncoras quadradas
é aproximadamente 70% maior do que a obtida em deformações planas, aumentando com a
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profundidade e atingindo um valor limite de 11,9 para uma razão de embutimento de H/b≈ 7,
enquanto que para âncoras corridas (estado plano de deformações) este valor foi observado para
H/B≥ 10, indicando que a transição de comportamento entre placas rasas e profundas também
difere no caso tridimensional. Para placas quadradas, este fator pode ser aproximado por:

Nc0 = S
[

2.56ln
(

2
H
B

)]
(2.15)

onde S é um fator dado pela razão entre o fator Nc0 para o caso tridimensional e o caso em
estado plano de deformações que ajusta a aproximação do limite inferior (Equação 2.9a) para
considerar-se os efeitos tridimensionais, podendo este ser obtido através da Figura 2.7.
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Figura 2.7 – Fator de correção para placas de ancoragem quadradas
(adaptado de Merifield et al. (2003)).

Já, para o caso de âncoras circulares, os autores observaram que o fator de capacidade ao
arrancamento atinge um valor constante de aproximadamente 12,56 para H/D ≈ 7, sendo a
resistência em geral da ordem de 10% maior da que a observada para âncoras quadradas. Para a
avaliação de Nc0 nestes casos, o fator S da Equação 2.15 pode ser obtido através da Figura 2.8.
Os autores reportam também que, placas retangulares com razão entre as dimensões L/B maior
que 10, se comportam essencialmente como âncoras corridas, apresentando uma solução em
forma de ábaco em função das dimensões da placa e da razão de embutimento para valores de
L/B≤ 10.
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Figura 2.8 – Fator de correção para placas de ancoragem circulares
(adaptado de Merifield et al. (2003)).

A capacidade de arrancamento de âncoras circulares em argilas também foi analisada por
Khatri e Kumar (2009), considerando o efeito do acréscimo linear da resistência não-drenada
com a profundidade através da abordagem estática da análise limite, utilizando o método dos
elementos finitos. Para as análises propostas, os autores reforçam que a magnitude de Nc aumenta
continuamente com H/B até um certo valor de embutimento crítico Hcr/B onde então permanece
praticamente constante, fornecendo ábacos para a obtenção dos fatores de capacidade em função
da razão de embutimento e da taxa de crescimento da resistência com a profundidade.

Outra abordagem é baseada em soluções de expansão de cavidade para a determinação da carga
de arrancamento de placas de ancoragem, conforme apresentada por Yu (2000) sob a hipótese de
um estado plano de tensões. Nestas análises, o autor considera que o arrancamento da âncora
ocorre quando o limite da zona plástica devido aos esforços de arrancamento (calculados pela
teoria da expansão de cavidade) atinge a superfície do solo. Em outras palavras, a ruptura ocorre
quando o fluxo plástico não é mais confinado pela zona elástica adjacente e se torna livre (YU,
2000). A geometria do problema analisado é apresentada pela Figura 2.9

Pressupondo que a tensão de arrancamento p é igual a pressão de expansão da cavidade cilíndrica
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Figura 2.9 – Geometria do problema de expansão de cavidade analisado
por Yu (2000) (adaptado de Yu (2000)).

quando o raio da região plástica Rp é igual à profundidade H, Yu (2000) demonstra que:

Nc0 =
p− p0

Su
= 2k ln

(
Rp

a

)
+

2k
1+ k

(2.16)

onde p0 é o estado de tensão do solo antes do arrancamento e k é um fator de forma considerado
igual a 1 para âncoras corridas e 2 para placas circulares. Esta solução proposta pelo autor apre-
senta uma estimativa simples que condiz razoavelmente bem com outros métodos encontrados
na literatura e resultados experimentais reportados (KUPFERMAN, 1971; ALI, 1968; DAS et
al., 1994).

A tecnologia da concepção de placas de ancoragem também se modificou ao longo dos anos. De
modo a dimensionar mudmats para a infraestrutura marítima do campo de exploração de Heidrun,
na Noruega, Lieng e Bjorgen (1995) realizaram ensaios em modelo reduzido da extração destes
elementos seguindo uma nova concepção para as placas de ancoragem, adotando perfurações
na base da placa de modo a minimizar os esforços de extração durante o reposicionamento da
mudmat e diminuir os esforços hidrodinâmicos durante o içamento. Lieng e Bjorgen (1995)
concluem que a geometria proposta apresentou uma redução na força de arrancamento de
aproximadamente 50% para uma mudmat com 3,1% de sua área vazada em comparação com
placas sem aberturas, adotando uma velocidade de extração constante igual a 40 cm/min. Apesar
dos resultados serem limitados, esta técnica foi incorporada em diversos outros trabalhos de
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modo a minimizar os esforços de arrancamento no dimensionamento de mudmats.

Outra abordagem mais recente ao dimensionamento das placas de ancoragem coube a Feng et al.
(2014). Em seu trabalho, os autores propõem que o dimensionamento seja baseado em envelopes
de ruptura dos esforços horizontal, vertical, torsor e momento, propondo assim expressões
algébricas para uma fundação retangular submetida a um carregamento tridimensional sobre uma
camada de argila em que a resistência aumenta linearmente com a profundidade. As análises se
baseiam no método dos elementos finitos, de forma a investigar a capacidade de carga perante
combinações das solicitações propostas (esforços horizontais, verticais, momentos e torção) em
um solo elastoplástico que se comporta segundo o modelo de Tresca em condições não drenadas,
com a interface da base da âncora sem resistência à tração.

Os autores apresentam então um procedimento para o dimensionamento aplicando-se expressões
para a verificação das capacidades uniaxiais de cada carregamento, seguido de métodos de
redução devido aos efeitos tridimensionais de momento e torção sobre a âncora, reduzindo a
interação dos seis graus de liberdade do sistema a um envelope de ruptura bidimensional de
esforços horizontais e momento. Posteriormente, Shen et al. (2017) apresentam uma continuação
deste trabalho para o caso em que o solo é completamente aderido à base da âncora.

Uma análise levando em consideração a poropressão desenvolvida no solo durante o arrancamento
de elementos estruturais foi realizada por Li (2015). Em seu trabalho, o autor modelou o
arrancamento de fundações corridas simplesmente apoiadas sobre o solo (que podem ser vistas
como placas de ancoragem rasas sem embutimento) em condições não drenadas, utilizando
uma sapata rígida e de interface perfeitamente aderente assente em um solo saturado seguindo
o modelo constitutivo cam-clay modificado. Através de uma análise por elementos finitos
acoplando deslocamentos e poropressão, o autor observou que independentemente do valor
do coeficiente de empuxo K0, a resistência à compressão e ao arrancamento apresentaram o
mesmo valor na ruptura, com N∗c = 5,30, ligeiramente superior ao teórico de 5,14 para cargas
de compressão, sendo a resposta carga-deslocamento mais rígida no arrancamento do que na
compressão. Os mecanismos observados nos dois casos remetem ao mecanismo de Prandtl, como
pode ser observado pela Figura 2.10.

Apesar da capacidade de carga ser similar nos casos de compressão e arrancamento, diferentes
níveis de poropressão foram observados nas simulações, que variam também com a magnitude
de K0. Li (2015) observa que o excesso de poropressão up desenvolvido pelas variações na tensão
média é positivo para o caso de compressão e negativo durante o arrancamento, enquanto que as
poropressões uq, geradas devido ao cisalhamento, são positivas em ambos os casos. Durante a
compressão, tanto up quanto uq contribuem para o desenvolvimento de excesso de poropressão
positivo durante a mobilização da capacidade de carga. Em contraste, durante o arrancamento,
up é negativo e contrapõe uq de forma que a magnitude absoluta da poropressão negativa gerada
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Figura 2.10 – Distribuições de deformação cisalhante normalizada ob-
servadas através de uma análise em elmentos finitos até a
ruptura para (a) compressão e (b) arrancamento. Fonte: Li
(2015).

durante o arrancamento é inferior do que o excesso de poropressão positiva desenvolvido durante
a compressão (LI, 2015). Uma ilustração dos resultados de poropressão observados pelo autor
podem ser visualizados na Figura 2.11.

Para taxas de arrancamento inferiores, onde efeitos de drenagem parcial são esperados, o autor
observou que a capacidade de carga à compressão aumenta com a redução da velocidade, ao
passo que a resistência ao arrancamento diminui. Ambos efeitos são relacionados à dissipação do
excesso de poropressão, que no primeiro caso aumenta a sua tensão efetiva, e consequentemente
sua resistência, e no segundo diminui o nível de poropressão negativa gerado e consequentemente
a resistência ao arrancamento. Para este último caso, os efeitos da taxa empregada na resistência
e poropressão desenvolvidas podem ser observados em função da velocidade adimensional V ∗ =

vB/cv pela Figura 2.12, onde v é a velocidade de arrancamento empregada e cv é o coeficiente
de consolidação vertical do solo, enquanto que ure f e qu,re f são os valores de poropressão e
resistência obtidos em condições não drenadas, respectivamente.

Através da adoção de uma centrífuga geotécnica, Li (2015) realizou ensaios de arrancamento
de fundações circulares e quadradas em escala reduzida, possibilitando assim a observação
dos efeitos de sucção desenvolvidos bem como os mecanismos de ruptura. Os resultados em
função do deslocamento relativo w/D reportados pelo autor para três velocidades distintas
são observados na Figura 2.13, com os pontos de desprendimento entre a fundação e o solo
devidamente destacado, onde pode-se observar uma súbita queda nos valores medidos. Percebe-
se que para maiores velocidades a resistência última ao arrancamento qu, considerada como a
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Figura 2.11 – Distribuições do excesso de poropressão normalizada
durante a ruptura para (a) compressão e (b) arrancamento.
Fonte: Li (2015).

resistência de pico do ensaio, é maior devido aos efeitos viscosos atrelados aos mecanismos de
sucção, como esperado.

Li (2015) também observa o efeito da redução da capacidade de arrancamento ao adotarem-se
perfurações na base da fundação. A partir das suas análises, percebe-se que um grande número de
perfurações pequenas reduziu a resistência ao arrancamento em cerca de 74% quando comparado
à não perfurada, enquanto que um pequeno número de grandes perfurações reduziu em cerca
de 45%. Em contraponto, fundações não perfuradas porém carregadas excentricamente, se
demonstraram mais efetivas na redução da resistência à extração, reduzindo a resistência de pico
entre 66% a 79% em função da excentricidade. A combinação de ambas as técnicas se provou
capaz de reduzir em 93% a resistência ao arrancamento em comparação ao caso de carregamento
vertical sem perfurações na base da fundação para os casos analisados.

Comparando-se os seus resultados numéricos com os obtidos experimentalmente através de
ensaios de arrancamento em centrífuga adotando-se uma razão de embutimento de 20%, Li (2015)
verifica que o modelo numérico apresentou certa capacidade preditiva dos dados experimentais.
Estes resultados são apresentados pela Figura 2.14, onde U é o grau de adensamento do ensaio,
obtido pela razão entre o adensamento da fundação w no instante do arrancamento e seu
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Figura 2.12 – Curvas de resistência e poropressão negativa na base
da fundação em função da velocidade normalizada V ∗

Adaptado de Li (2015).

adensamento final w f em um período de tempo suficientemente grande. Cada uma das figuras
apresentadas representa um nível de sobrecarga inicial q aplicado sobre o modelo, normalizado
por uma capacidade de carga não drenada qu,re f , onde os ensaios de centrífuga foram realizados
variando-se o grau de adensamento na ruptura sendo o valor qu obtido pela carga máxima
observada durante o ensaio. O autor justifica que a resistência obtida em seu modelo físico seria
controlada por efeitos de consolidação e rearranjo do solo devido à inserção e sobrecarga da placa,
não levados em conta pela modelagem em elementos finitos, sendo somente possível observar a
tendência de crescimento da capacidade de carga com o aumento do grau de adensamento.

É importante observar que em todos os trabalhos numéricos observados, a interface entre o solo
e a base da âncora situa-se entre os dois extremos: sem resistência à tração ou completamente
aderente. Contudo, em arrancamentos reais, observa-se que inicialmente a fundação apresenta
certa aderência ao solo, devido aos esforços de adesão e sucção gerados, e após certo desloca-
mento, ocorre o desprendimento entre o mudmat e o solo de fundação, sendo este altamente
dependente da taxa de arrancamento empregada e da geometria da placa de ancoragem. Desta
forma, a maioria dos autores concordam que um modelo de interface mais avançado ainda é
necessária para simular o comportamento observado fenomenologicamente.
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Figura 2.13 – Medidas de capacidade ao arrancamento e excesso de
poropressão gerada durante o arrancamento de fundações
superficiais (a) circulares e (b) quadradas em ensaios de
centrífuga (adpatado de Li (2015).)

2.2 EFEITOS DA SUCÇÃO NA INTERFACE

Dado que a maioria das análises apresentadas até o momento desconsideram o efeito da sucção
na base da placa durante o arrancamento, espera-se que as estimativas apresentadas anteriormente
superestimem (no caso de uma aderência perfeita) ou subestimem (no caso de uma interface sem
resistência à tração) a capacidade de carga das placas de ancoragem, simplificando o problema
através dos dois casos extremos conforme discutido na seção anterior.

Ressalta-se que outros tipos de fundação adotadas na prática da engenharia offshore como as
chamadas “caixas de sucção” (suction caissons) também adotam o emprego deste tipo de esforços
durante sua etapa de instalação, porém de forma artificial e com a finalidade principal de fornecer
uma maior inserção do elemento no leito marinho. Desta forma, a análise da estrutura não se
preocupa com a sucção desenvolvida na extração uma vez que esta pode ser facilmente vencida
injetando-se água no sentido contrário ao da aplicação da pressão negativa da fase inicial. Assim
sendo, esta seção destina-se a investigar primordialmente o adicional de resistência observado
quando na extração de placas submersas.

É fácil de intuir que, durante a aplicação de uma força de arrancamento sobre uma âncora
embutida no solo, o solo imediatamente acima da âncora é comprimido, enquanto que o maciço
abaixo da âncora apresenta um alívio de tensões. Assim, um acréscimo na poropressão acima
e um decréscimo abaixo do objeto irão ocorrer, salvo casos em que o solo seja permeável o
suficiente para responder quase que imediatamente às diferenças de tensão. Esta diferença de
poropressões acima e abaixo do objeto são responsáveis pelo desenvolvimento de esforços de
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Figura 2.14 – Comparação entre os resultados experimentais em cen-
trífuga e as predições do modelo numérico para (a)
q/qu,re f = 0.2, (b) q/qu,re f = 0.4, (c) q/qu,re f = 0.6 e (d)
q/qu,re f = 0.8 (adpatado de Li (2015).)

sucção (VéSIC, 1969).

Descrições rigorosas sobre tais efeitos de sucção gerados e seu consequente mecanismo de
dissipação em placas de ancoragem são raros na literatura, sendo a grande maioria relatada
por dados experimentais que, em geral, mais evidenciam o fenômeno do que o quantificam. O
problema de extração de corpos assentes sobre o leito oceânico também tem um papel importante
em outras atividades como recuperação de objetos e resgate de navios naufragados ou ainda
manobras de embarcações submarinas, motivando análises em outras áreas de conhecimento
como na mecânica dos fluídos e engenharia naval. Assim, esta seção destina-se a apresentar uma
revisão do estado da arte acerca deste fenômeno.

A primeira vez que esta problemática foi trazida à tona no contexto do descomissionamento de
plataformas petrolíferas em alto mar coube ao trabalho de Pliskin (1979), no qual o autor ressalta
a grande parcela de resistência à extração de estruturas offshore devido aos esforços de sucção
desenvolvidos e propõe que sejam usados métodos de jateamento ou desestabilização química
do solo de fundação para auxiliar o processo.

Historicamente, diversos autores também reportam o surgimento de esforços de sucção ou adesão
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durante a extração de fundações assentes sob solos argilosos como os comumente encontrados
no leito marinho (LIU, 1969; VéSIC, 1969; NINOMIYA et al., 1973; RODERICK; LUBBAD,
1975; BYRNE; FINN, 1978; CRAIG; CHUA, 1990; LEHANE et al., 2008; GOURVENEC et
al., 2009; MANA et al., 2013; LI, 2015), de modo que estes dois termos, sucção e adesão, são
usados indiscriminadamente: enquanto a adesão é gerada por esforços de grandeza molecular
entre o solo e o material constituinte da âncora e depende primordialmente de tais características
e o tempo de consolidação após a inserção da placa no solo, a sucção é um fenômeno de natureza
viscosa devido à presença de água nos poros do leito oceânico, na interface entre a âncora e no
ambiente marinho, sendo sua magnitude função essencialmente das velocidades empregadas
durante a extração do elemento bem como da permeabilidade do solo de fundação (CRAIG;
CHUA, 1990).

Em geral, resultados experimentais obtidos através de ensaios de arrancamento em laboratório
demonstram que inicialmente a força de arrancamento registrada aumenta rapidamente com
o deslocamento até o ponto onde a componente de adesão/sucção na interface é vencida e a
água penetra efetivamente entre o solo de fundação e a base da âncora. Posteriormente, uma
rápida queda na resistência ao arrancamento é observada mesmo que o solo permaneça em
condições não drenadas, caracterizada pelo desprendimento da placa, como pode ser observado
pela Figura 2.13, sendo este pico de resistência também virtude da velocidade de extração
empregada no ensaio.

De fato, a resistência desenvolvida pela sucção durante a extração na interface âncora/solo de
fundação possui magnitude relevante, apresentando uma componente adicional na resistência
observada de 5 a 10 vezes o produto da área de fundação pela resistência não drenada do leito
marinho, dependendo das condições do solo considerado (GOURVENEC et al., 2009; MANA et
al., 2013; LI, 2015; CHANDLER et al., 2017). Assim sendo, é extremamente pertinente à diversos
aspectos da engenharia de fundações que os efeitos deste fenômeno sejam compreendidos e
incorporados na prática de dimensionamento.

Em seu trabalho, Lehane et al. (2008) apresentam os resultados de uma série de ensaios de
arrancamento realizados em centrífuga geotécnica, variando-se o solo de fundação, a velocidade
de arrancamento, a inclinação do deslocamento e a razão de embutimento, enquanto se registrava
a força necessária para produzir este movimento. Os ensaios conduzidos pelos autores baseiam-
se em dois modelos físicos distintos, descritos na Figura 2.15. Observa-se que em ambas as
configurações foi utilizado um material arenoso para o embutimento da fundação, com o nível
d’água localizado junto a superfície livre, sendo que no caso (a) adotou-se uma areia para o solo
de fundação e no caso (b) um material argiloso caolinítico sobreadensado (OCR = 5).

O programa de ensaios conduzido pelos autores abrangeu três placas de ancoragem quadradas
com dimensões de 30, 45 e 60 mm a uma profundidade fixa de 40 mm (H/B =1,33; 0,89 e
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Figura 2.15 – Configurações adotadas nos ensais de arrancamento em
centrífuga por Lehane et al. (2008) com solo de fundação
(a) arenoso e (b) argiloso.

0,67, respectivamente) enquanto que a taxa de arrancamento variou entre 0,03 a 100 mm/s com
ângulos de inclinação θ =5, 10 e 15°. Os resultados obtidos para um carregamento puramente
vertical (θ = 0°) podem ser observados para as placas de 30 e 60 mm pelas Figura 2.16(a) e (b),
respectivamente. Percebe-se que com o aumento da velocidade de arrancamento é registrado
um aumento da força necessária à extração Fu das placas apoiadas sobre materiais argilosos,
enquanto que para os casos assentes sobre uma fundação arenosa, a capacidade ao arrancamento
não demonstrou uma dependência relevante da taxa de arrancamento, como pode ser observado
na Figura 2.16.

Lehane et al. (2008) atribuem este fenômeno aos efeitos da sucção desenvolvida nas placas
assentes sobre solos argilosos, uma vez que a resistência obtida para v = 0,003 mm/s nestes
materiais se aproxima da obtida em solos arenosos, onde este fenômeno não é esperado, indicando
que sob esta velocidade o arrancamento se deu em condições próximas à drenagem completa.
Segundo os autores, a distância vertical entre a linha tracejada horizontal (correspondente à
resistência em fundação arenosa) e a linha de tendência dos resultados em argila seria uma
medida aproximada da sucção desenvolvida, tais valores atingindo aproximadamente 70 kPa
para uma taxa de arrancamento de 100 mm/s, abaixo da pressão de cavitação (85 a 100 kPa).
Investigando-se o solo de fundação após o arrancamento, os autores observaram uma camada
argilosa aderida à base da placa após o arrancamento para os ensaios de 30 e 100 mm/s, com
espessura de aproximadamente B/3, enquanto este comportamento não foi observado para taxas
de arrancamento inferiores.

Uma abordagem teórica sobre o desenvolvimento de tais esforços de sucção é apresentada no tra-
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Figura 2.16 – Resistência ao arrancamento em função da velocidade em-
pregada para placas de (a) 30 mm e (b) 60 mm. (Adaptado
de Lehane et al. (2008)).

balho pioneiro de Foda (1982). Nele, o autor se propõe a analisar o problema do desprendimento
de uma placa submersa e inicialmente assente sobre um material poroelástico, se deslocando
verticalmente com uma velocidade W =W (t)ez, como demonstrado pela Figura 2.17, enquanto
o vão ∆ formado é preenchido pela água tanto periférica quanto advinda do material poroso que
constitui o leito marinho. As análises se baseiam na teoria da poroelasticidade de Biot (1941) e
na teoria da lubrificação, oriunda das equações de Navier-Stokes.

Leito poroso

W(t)

Δ

x

z
2a

Figura 2.17 – Modelo esquemático proposto por Foda (1982): ao passo
que o vão ∆ e o leito poroso expandem, a água flui late-
ralmente pelas periferias do vão bem como verticalmente
pelos poros do leito. A deflexão vertical do material po-
roso é devido à força de arrasto exercida pelo fluxo de
água dentro dos poros. (Adaptado de Foda (1982)).

Como a espessura do vão ∆ é considerada muito menor do que a dimensão horizontal deste
(∆ << a), uma aproximação pela teoria da lubrificação pode ser adotada para descrever o
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movimento. Mais detalhes da formulação adotada pelo autor são descritas no Capítulo 7. Ademais,
das premissas impostas no trabalho de Foda (1982), destacam-se:

a) O esqueleto sólido, constituído de grãos incompressíveis, é elástico linear;

b) O fluxo de fluido através do meio poroso obedece à Lei de Darcy;

c) A placa de ancoragem é rígida;

d) Os efeitos inerciais são desconsiderados.

Foda (1982) argumenta então que, devido à baixa permeabilidade dos solos em questão, o
deslocamento relativo do fluído em relação à matriz no meio poroso é notável apenas em finas
camadas limite próximas à superfície livre, sendo que abaixo desta camada este movimento
relativo é altamente resistido e tanto o fluído como o sólido se deslocam essencialmente com
a mesma velocidade. Assim, o autor desenvolve uma aproximação dada pela soma de duas
componentes: uma solução exterior e uma correção de camada limite, formando um sistema de
equações transientes acopladas. A resolução do sistema passa por uma série de simplificações
devido às complexidades envolvidas. Porém, os resultados permitem capturar a maior parte das
características essenciais do problema como, por exemplo, estimar os esforços de sucção que se
desenvolvem abaixo do corpo sendo extraído e a expansão do vão entre a placa e o leito sob a
ação tanto de um força de arrancamento prescrita quanto de um deslocamento prescrito.

A Figura 2.18 exemplifica a evolução de expansão da média espacial do vão ∆̄ em função do
tempo t para um corpo bidimensional com 10 m de comprimento sendo extraído de um leito
oceânico com coeficiente de permeabilidade k = 10−9 m2Pa−1s−1 e módulo cisalhante G = 107

Pa, sob a ação de uma força de arrancamento Fp(t) prescrita aplicada segundo:

−Fp(t) =
t

1+ t
Fm (2.17)

onde Fm é o valor máximo da força de arrancamento atingido quando t→ ∞ (ver canto superior
direito da Figura 2.18). É interessante observar da Figura 2.18 que, para todas as curvas, ∆̄

permanece pequeno (≤ 10−3 m) pela maior parte do processo de arrancamento e depois aumenta
drasticamente até que o tempo de desprendimento tb é alcançado, quando as forças de sucção
são vencidas e o solo perde completamente sua “adesão” à placa, demonstrando a dependência
do tempo no modelo desenvolvido. Cada curva apresentada na Figura 2.18 corresponde a um par
de força e tempo de arrancamento, e consequentemente um ponto na relação força mobilizado
vs. tempo necessário ao desprendimento. Algumas dessas relações podem ser observadas pela
Figura 2.19 para um problema similar variando-se também a permeabilidade k do solo.
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Figura 2.18 – Evolução da expansão do vão médio abaixo de uma placa
bidimensional. As linhas intermitentes representam um
fluído com saturação completa em relação à bolhas de
ar enquanto as linhas contínuas representam saturação
ligeiramente menor que a unidade. Fonte: Foda (1982).

Outro resultado interessante apresentado pelo autor pode ser observado pela Figura 2.20, que
mostra a evolução da força de sucção Fp desenvolvida em função do tempo por diversos valores
prescritos para a taxa de arrancamento W (t)≈ ¯̇

∆ de uma placa circular de raio igual a 1 metro.
Nesta figura, cada curva é associada a uma taxa constante W distinta. O autor ressalta que durante
as fases iniciais a maior parte da água que preenche o vão é oriunda do meio poroso, com muito
pouco fluxo periférico oriundo das laterais do vão formado. Com o aumento da diferença entre a
pressão no vão e no fluido do meio, mais água irá fluir advinda do perímetro da placa reduzindo
o fluxo pelo meio poroso. Este mecanismo sendo descrito na Figura 2.20 pelo pico observado
nas curvas.

Ainda que apresentando diversas simplificações, a teoria apresentada pelo trabalho de Foda
(1982) demonstra-se capaz de reproduzir as principais características envolvidas no processo
de arrancamento de placas assentes sobre o leito marinho, capturando os efeitos das variáveis
essenciais do problema. Apesar da ausência de dados experimentais que possam corroborar os re-
sultados obtidos, o trabalho consegue fornecer um melhor entendimento do mecanismo envolvido
no desenvolvimento dos esforços de sucção. Posteriormente, Mei et al. (1985) apresentaram uma
extensão do trabalho desenvolvido por Foda (1982), simplificando as deduções apresentadas por
Foda (1982) para placas bidimensionais e apresentando resultados experimentais que corroboram
os resultados obtidos por ambos os autores, assim validando a aplicação desta teoria.

Huang et al. (2010) analisaram o arrancamento de objetos assentes sobre um leito poroso e
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Figura 2.19 – Relação entre força de arrancamento e o tempo em que o
desprendimento ocorre. As linhas intermitantes represen-
tam um fluído com saturação completa enquanto as linhas
contínuas representam saturação ligeiramente menor do
quea unidade. Fonte: Foda (1982).

rígido, considerando o efeito de um levantamento inclinado do objeto, metodologia largamente
aplicada na prática de modo a minimizar os esforços de sucção. Os autores argumentam que, ao
invés de se adotar a lei de Darcy como em outros trabalhos, as equações de Brinkman devem
ser adotadas para descrever a percolação, uma vez que a componente rotacional da velocidade
de fluxo não altera a pressão do fluxo acima do leito oceânico. Como a lei de Darcy se aplica
somente para fluxos do meio poroso que se conectam com o fluxo potencial fora deste, as
equações de Brinkman são capazes de melhor descrever os efeitos viscosos do fluxo nos poros
interconectados (HUANG et al., 2010). Ademais, os autores demonstram também que o fluxo
próximo aos cantos não é puramente paralelo ao leito oceânico como considerado por Foda
(1982), e a resistência devido à sucção decai drasticamente na medida em que o corpo é inclinado
antes do completo desprendimento.

Mais recentemente, Chang et al. (2015) estenderam as análises a um corpo bidimensional
apoiado sobre um leito oceânico poroso e rígido sendo extraído verticalmente deste (Figura 2.21),
sustentando a adoção da equação de Brinkman para o fluxo no meio poroso e um fluxo de Stokes
para o fluído periférico ao vão, uma vez que o problema do processo de arrancamento é lento
e o fluído é considerado incompressível. Assim, as equações que governam o fluxo periférico
podem ser escritas como:

div U (1) = 0 (2.18a)
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Figura 2.20 – Histórico da força de sucção desenvolvida em função
do tempo para diversas taxas de arrancamento distintas
(em m/s). Linhas contínuas correspondem a G = 107 Pa e
linhas intermitentes a G = 105 Pa. Fonte: Foda (1982).

y

Δ << a

2a
W

x
o

Figura 2.21 – Modelo da análise proposta por Chang et al. (2015).
(Adaptado de Chang et al. (2015)).

−∇p(1)+µ∇
2U (1) = 0 (2.18b)

onde U é a velocidade do fluído, p é pressão no fluído, ∇2 é o operador laplaciano e o sobrescrito
(1) representa a região do vão entre o corpo e o leito poroso. Os autores adotam então uma
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função corrente ψ , de modo que:

U (1)
x =−∂ψ(1)

∂y
, U (1)

y =
∂ψ(1)

∂x
(2.19)

Aplicando o rotacional da Equação 2.18b juntamente com as condições dadas pela Equação 2.19,
observa-se que:

∇
2
(

∇
2
ψ

(1)
)
= 0 (2.20)

Já para o meio poroso, adotando-se as condições supracitadas e as equações de Brinkman:

div U (2) = 0 (2.21a)

−∇p(2)+µ∇
2U (2)−µbU (2) = 0 (2.21b)

onde b = φ/kp, φ é a porosidade lagrangeana, kp a permeabilidade específica e o sobrescrito (2)
denota a região do meio poroso. Adotando-se novamente a função de corrente ψ e realizando-se
os procedimentos anteriores, verifica-se que:

∇
2
(

∇
2
ψ

(2)
)
−b∇

2
ψ

(2) = 0 (2.22)

Assim, as equações que governam o problema em termos de velocidade do fluido são descritas
por duas equações diferenciais parciais de quarta ordem dadas pelas Equações 2.20 e 2.22 que,
juntamente com as condições de contorno do problema, permitem resolver as equações para
ψ(1) e ψ(2). Uma vez que estes são avaliados, as pressões p(1) e p(2) são deduzidas a partir
das velocidades U (1) e U (2) associadas utilizando-se as equações 2.18b e 2.21b. Os campos de
velocidade do problema e a força de arrancamento da placa são determinados então a partir de
U (1) e U (2). Limitando-se a analisar apenas metade da placa devido à sua simetria, Chang et al.
(2015) adotam as seguintes condições de contorno:

a) Nos contornos do vão:

– Da simetria em torno do eixo y têm-se:

U (1)
x = 0,

∂U (1)
y

∂x
= 0, em x = 0, 0≤ y≤ ∆ (2.23)
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– Na face superior do vão:

U (1)
x = 0, U (1)

y =W, em y = ∆, 0≤ x≤ a (2.24)

– Como a abertura do vão ∆ é pequena, na periferia deste Chang et al. (2015)
assumem que o fluxo completamente é paralelo. Assim:

∂U (1)
x

∂x
= 0, U (1)

y = 0, em x = a, 0≤ y≤ ∆ (2.25)

– A pressão do fluido fora do vão pode ser negligenciada:

p(1) = 0, em x = a, 0≤ y≤ ∆ (2.26)

b) Nos contornos do meio poroso:

– Da simetria em torno do eixo y:

U (2)
x = 0,

∂U (2)
y

∂x
= 0, em x = 0, −∞≤ y≤ 0 (2.27)

– Não há perturbação no fundo do leito poroso:

U (2)
x = 0, U (2)

y = 0, em y =−∞, 0≤ x≤ a (2.28)

– Na periferia do vão:

∂U (2)
x

∂x
= 0, U (2)

y = 0, em x = a, −∞≤ y≤ 0 (2.29)

– E, da Equação 2.29:

p(2) = 0, em x = a, −∞≤ y≤ 0 (2.30)

c) Na face do leito poroso:

– A continuidade do fluxo requer que:

U (1) = φU (2), em y = 0, 0≤ x≤ a (2.31)

– A continuidade de tensões normais no fluido:

−p(1)+2µ
∂U (1)

y

∂y
=−p(2)+2µ

∂U (2)
y

∂y
, em y = 0, 0≤ x≤ a (2.32)

– E a continuidade de tensões tangenciais no fluido:

∂U (1)
x

∂y
+

∂U (1)
y

∂x
=

∂U (2)
x

∂y
+

∂U (2)
y

∂x
, em y = 0, 0≤ x≤ a (2.33)
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Os autores validam então seu modelo com dados experimentais de arrancamento em areias
apresentados por Mei et al. (1985), apresentando boa concordância com os resultados obtidos.
Chang et al. (2015) demonstram através dos seus resultados que, no caso de um leito rígido
impermeável, a força de arrancamento tende ao infinito quando o vão ainda é muito pequeno,
em consonância com o caso do problema de separação de duas placas rígidas e impermeáveis
com uma das faces inicialmente em contato. Tal resultado pode ser observado pela Figura 2.22
juntamente a carga necessária para produzir a extração de um corpo bidimensional assente sobre
um leito poroso sendo extraído sob uma velocidade constante de 10−5 m/s. Como pode ser
observado, a força necessária tende a ser constante com o aumento da abertura do vão ∆ até
um certo ponto onde esta cai rapidamente, caracterizando o completo desprendimento da placa.
Apesar dos resultados se concentrarem na faixa granulométrica de areias, estes comprovam
a experiência de que materiais mais finos desenvolvem maiores esforços de sucção durante o
arrancamento.
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Figura 2.22 – Força por unidade de área registrada durante o levanta-
mento de um corpo bidimensional sob velocidade cons-
tante W (t) = 10−5 m/s em função da abertura do vão.
Fonte: Chang et al. (2015).

Já, variando-se a velocidade de extração em um material, a Figura 2.23 apresenta os resultado
obtidos por Chang et al. (2015), de onde fica evidente que ao passo em que se aumenta a taxa
de arrancamento, a força necessária para a extração também aumenta. Apesar de os resultados
apresentados pelos autores não demonstrarem o tamanho do vão ∆ no desprendimento para
velocidades acima 2,3 ·10−5, estes argumentam que é essencialmente o mesmo independente da
velocidade.
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Figura 2.23 – Força por unidade de área registrada durante o levanta-
mento de um corpo bidimensional em função da abertura
do vão para um mesmo material variando-se a velocidade
de extração. Fonte: Chang et al. (2015).

Assim, os resultados de Chang et al. (2015) também ilustram que, apesar da força de arrancamento
e o tempo até o desprendimento variarem largamente em função das propriedades do material
constituinte do meio poroso, a abertura do vão no desprendimento verificada é essencialmente a
mesma. Acrescentando que, apesar de nos primeiros instantes o fluxo de água ser essencialmente
oriundo do fluído intersticial, quando ocorre o desprendimento o fluxo é cerca de 98% oriundo
das periferias do corpo.

Apesar dos desenvolvimentos teóricos recentes apresentados, a literatura carece ainda de valida-
ções para o desprendimento em solos de baixa permeabilidade como os comumente encontrados
em campos de exploração offshore e, principalmente, que levem em conta a natureza embutida
de muitos destes elementos, raramente encontrados simplesmente apoiados sobre o leito mari-
nho. Na próxima seção será apresentada uma breve revisão acerca do aumento da resistência
evidenciada em solos argilosos sob condições não drenadas em virtude do aumento da taxa de
deformação.
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3 ELEMENTOS FUNDAMENTAIS DA TEORIA DA ANÁLISE LI-
MITE

Os problemas em mecânica dos solos são usualmente divididos em dois grupos distintos: pro-
blema de análise de estabilidade e problemas de análise em deslocamento. Os problemas de
análise de estabilidade lidam com condições de falha ou ruptura do solo, onde a determinação da
carga máxima suportável pelo solo é essencial, como por exemplo, problemas de capacidade
de carga de fundações e estabilidade de taludes. Já em problemas de análise em deslocamento,
os esforços se concentram em determinar os deslocamentos e as tensões do solo quando não há
ruptura envolvida, esta categoria abrange, por exemplo, a estimativa de acréscimo de tensões
e recalques em fundações e muros de arrimo, deformações em túneis ou escavações, entre
outros. Neste contexto, a adoção de técnicas da análise limite se refere ao primeiro grupo, onde a
estimativa da carga de ruptura do sistema é desejável.

As primeiras referências à utilização do cálculo à ruptura (yield design) remetem aos trabalhos
de Galileu Galilei (1638) em seu livro Discorsi, onde Galileu se propõe a determinar a carga
máxima suportável por uma viga de madeira em balanço (Figura 3.1) partindo da resistência em
tração das fibras longitudinais. Mediante esta abordagem, Galileu estimou a carga máxima que
pode ser aplicada na extremidade livre da viga realizando a compatibilidade entre a equação
de equilíbrio de momentos e a resistência à tração da madeira, avaliando assim o carregamento
limite suportável através de uma abordagem "estática"(SALENÇON, 1990).

Durante os séculos seguintes, esta técnica governou a maior parte das análises de estabilidade
geotécnica, principalmente em virtude dos trabalhos de Coulomb (1773), que contribui para
análises de estabilidade em escavações e muros de arrimo, considerando por alguns autores como
um texto precursor do cálculo à ruptura. A abordagem empregada por Coulomb serviu como
base para o desenvolvimento de técnicas de equilíbrio limite, que culminaram em estimativas
cruciais para a mecânica dos solos, a exemplo dos trabalhos desenvolvidos por Rankine (1857),
Prandtl (1920), Fellenius (1927) e Terzaghi (1943).

A história mostra que o cálculo à ruptura provavelmente surgiu na engenharia civil a partir de
raciocínios intuitivos baseados no modo de ruptura observado fenomenologicamente, muito antes
da formulação das teorias da elasticidade e plasticidade. Os mecanismos de ruptura observados
em obras geotécnicas, por exemplo, tanto em escala real como em modelos reduzidos, colocam
em evidência a formação de "bandas de cisalhamento"(Figura 3.2), permitindo a visualização
dos campos de descontinuidade de velocidade e, consequentemente, escrever o equilíbrio das
forças motrizes e resistentes ao movimento nestas faixas através de uma abordagem cinemática
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Figura 3.1 – Viga engastada estudada por Galileu (1638). Fonte: Salen-
çon (1990).

do problema (SALENÇON, 1990).

Figura 3.2 – Compressão de uma fundação superficial em um material
friccional. Fonte: Salençon (2002).

Com o avanço da teoria da elastoplasticidade, tornou-se então possível fornecer uma resposta
a questões não resolvidas pelo cálculo à ruptura através da formalização da análise limite. Na
hipótese de um sistema constituído de materiais elásticos e perfeitamente plásticos obedecendo
ao princípio do trabalho plástico máximo, a presunção de estabilidade proporcionada pelo cálculo
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à ruptura é transformada em certeza pela análise limite, validada experimentalmente por séculos
de aplicação em obras clássicas (SALENÇON, 1983).

A existência de um carregamento máximo que um sistema composto de materiais elásticos e
perfeitamente plásticos pode suportar surge como resultado necessário entre compatibilidade e
equilíbrio do sistema e a condição de plasticidade perfeita do material constitutivo. Desta forma,
o objetivo da análise limite é a determinação direta das cargas máximas suportáveis para que o
sistema seja estável (SALENÇON, 2013).

Estas análises se apoiam simplesmente sobre os dados de geometria do sistema analisado, do
modo de carregamento (dependente de um número finito de parâmetros) e das capacidades
de resistência dos materiais constitutivos, usualmente obtidas de forma mais acessível do que
parâmetros de deformabilidade necessários ao emprego de cálculos elastoplásticos.

Garantindo-se a compatibilidade entre o equilíbrio de um campo de esforços internos esta-
ticamente admissíveis e as condições impostas pela capacidade de resistência dos materiais
envolvidos em todos os pontos do sistema, permite-se obter os carregamentos potencialmente
suportáveis do sistema, através de uma abordagem "estática"do problema. Já, por uma duali-
zação matemática do princípio das potências virtuais, permite-se colocar em evidência uma
abordagem "cinemática": todo carregamento cuja potência de um campo de velocidade virtual
cinematicamente admissível com o modo de carga é superior à potência resistente máxima, não
é suportável.

Logo, este capítulo destina-se a introduzir os conceitos fundamentais da análise limite, apresen-
tando as abordagens estáticas e cinemáticas utilizadas durante a resolução de um problema em
análise limite.

3.1 DOMÍNIO DE RESISTÊNCIA DO MATERIAL

A capacidade de resistência de qualquer ponto contido em um sólido pode ser definida pelo
seu respectivo domínio de resistência do material constitutivo, ou seja, o domínio de todos os
possíveis estados de tensão σ (x) admissíveis do material. Isto posto, considera-se um sólido
tridimensional de volume Ω ⊂ R3 e contorno ∂Ω submetido a um modo de carregamento Q,
onde suas componentes Q j ( j = 1, ...,n) representam a intensidade das ações externas atuantes
sobre o sistema, conforme ilustrado pela Figura 3.3(a), onde x corresponde a um ponto material
qualquer de volume infinitesimal dΩ.

De um modo geral, o campo de tensões internas σ induzido no corpo pelas ações externas deve
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Figura 3.3 – (a) Geometria do sistema analisado e (b) domínio de resis-
tência do material.

respeitar localmente o equilíbrio do estático, expresso por (SALENÇON, 1990):

divσ +ρ f = 0 (3.1)

onde ρ f são as forças de volume atuantes sobre o corpo, como por exemplo, devido à ação de
um campo gravitacional.

A resistência do material pode então ser definida em qualquer ponto x do sistema pelo domínio de
resistência do material, denotado por G(x) contido no espaço R6 (Figura 3.3(b)). Este domínio
é dito invariável, ou seja, independente do tempo e das solicitações atuantes, e sua extensão
abrange todos os estados de tensão interna σ (x) admissíveis: estados de tensões que não violam
o critério de resistência do material (SALENÇON, 2013). Do ponto de vista prático, o critério
de resistência pode ser definido por uma função escalar f

(
x,σ (x)

)
, análoga ao domínio de

elasticidade de um material perfeitamente plástico, onde somente os estados definidos por f ≤ 0
são admissíveis, tal que:

σ (x) ∈ G(x)⊂ R6⇔ f
(

x,σ (x)
)
≤ 0 (3.2)

Consequentemente, σ (x) /∈ G(x) ∴ f
(

x,σ (x)
)
> 0 é um estado de tensões impossível para o

material, pois este viola o seu critério de resistência. De modo a garantir a pertinência de G(x),
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este deve possuir ainda as seguintes propriedades (SALENÇON, 1990):

{
∀σ

1
(x) ∈ G(x) ,∀σ

2
(x) ∈ G(x) ,∀α ∈ [0,1]

α σ
1
(x)+(1−α)σ

2
(x) ∈ G(x)

(3.3)

σ (x) = 0 ∈ G(x) (3.4)

que descrevem matematicamente a convexidade de G(x) e a admissibilidade de um estado de
tensões nulo no domínio pelas equações 3.3 e 3.4, respectivamente.

3.2 CARREGAMENTOS POTENCIALMENTE SUPORTÁVEIS DO SIS-

TEMA

A análise limite consiste em uma ferramenta que tem por objetivo determinar se um sistema
submetido a um modo de carregamento Q, dependente de n parâmetros, é estável, ou seja, se as
cargas Q são suportáveis pelo sistema dadas as condições de resistência do material constituinte.
Assim sendo, pode-se denotar que:

Sistema "potencialmente estável"sob Q

m

compatiblidade entre

{
equilíbrio estático sob Q

capacidade de resistência do material

(3.5)

É importante ressaltar que o termo "potencialmente" adotado se remete ao fato de que as defor-
mações necessárias para mobilizar a resistência dos elementos do sistema devem ser fisicamente
compatíveis, o que implica que os elementos devem apresentar ductilidade suficiente, além do
que as hipóteses de mudanças desprezíveis na geometria deve ser mantida (SALENÇON, 2013).
Feita esta ressalva, o termo "potencialmente"será desconsiderado doravante por simplicidade.

Como consequência da condição (3.5), permite-se colocar em evidência a existência de um
domínio invariável K denominado conjunto das cargas admissíveis, que delimita a estabilidade
do sistema sobre uma geometria fixa. Este conjunto é contido no espaço Rn, onde n corresponde
ao número de componentes do carregamento Q = Q j ( j = 1, ...,n). Assim, em comparação com
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o domínio de resistência do material têm-se que (SALENÇON, 1990):


Localmente (elemento material):
σ (x) ∈ G(x)⇔ σ (x) é suportável pelo elemento do material em x.

No sistema:
Q ∈ K⇔ Q é suportável pelo sistema na geometria dada.

(3.6)

Logo, para que um carregamento Q seja suportável, este deve respeitar a condição:

Q ∈ K ⊂ Rn⇔∃σ (x)

{
Estaticamente admissível (E.A.) com Q

σ (x) ∈ G(x) ,∀x ∈Ω
(3.7)

que expressa a compatibilidade entre o equilíbrio e a capacidade de resistência do material
constituinte.

A Figura 3.4 exemplifica o domínio K. Neste espaço, os carregamentos situados ao interior de K

são ditos suportáveis pelo sistema, por outro lado, carregamentos externos a K são certamente
instáveis, e consequentemente não podem ser suportados pelo sistema. Os carregamentos Qx,
situados na fronteira ∂K do domínio, são denominados carregamentos extremos e caracterizam
as cargas limites que o sistema pode suportar.

Figura 3.4 – Conjunto das cargas suportáveis de um sistema.

Através da linearidade da aplicação σ ↔ Q
(

σ

)
∈ Rn, da definição (6.2), da linearidade da

condição (3.1) e das propriedades (3.3) e (3.4) pode-se, de forma análoga à G(x), definir-se as
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seguintes propriedades de K:

{
∀Q1 ∈ K,∀Q2 ∈ K,∀α ∈ [0,1]

αQ1 +(1−α)Q2 ∈ K
(3.8)

Q = 0 ∈ K (3.9)

que definem a convexidade de K e a estabilidade do sistema perante um modo de carregamento
nulo. Salençon (2013) apresenta as seguintes características aos carregamentos limites Qx ∈ ∂K:

a) São independentes do estado de tensões iniciais;

b) São independentes da trajetória de carregamento no interior de K;

c) São independentes das propriedades elásticas do material constitutivo;

d) Podem ser determinados diretamente a partir do estado inicial conhecido, não sendo
necessária a resolução incremental de procedimentos em elasticidade.

Como a análise limite se ocupa em encontrar os carregamentos máximos de um sistema, a
determinação das fronteiras ∂K é crucial. Contudo, à medida que os sistemas vão ficando mais
complexos, a sua determinação analítica não é sempre possível, e torna-se necessário então
aproximar o domínio. Estas abordagens de aproximação visam construir o domínio pelo interior
e pelo exterior, sendo denominadas, respectivamente, abordagens estática e cinemática.

3.3 CONSTRUÇÃO DE K PELO INTERIOR: ABORDAGEM ESTÁTICA

Como já descrito anteriormente, o conceito de carregamento suportável é baseado na compa-
tibilidade necessária entre equilíbrio estático do sistema e as capacidades de resistência do
material constitutivo. Logo, se for possível construir um campo de tensões σ (x) que respeite

essas condições, o carregamento Q = Q
(

σ

)
atrelado a ele será suportável. Logo:

σ (x)E.A. com o modo
σ (x) ∈ G(x) ,∀x ∈Ω

}
⇒ Q

(
σ

)
∈ K (3.10)

Conforme Chen (1975),o teorema do limite inferior, que serve de base para a abordagem estática,
pode ser formulado da seguinte forma: "Se uma distribuição de tensões em equilíbrio por todo o
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volume puder ser encontrada de forma a balancear as cargas aplicadas sem violar o critério de
resistência, então não haverá colapso do sistema". Na prática isto implica que o domínio K pode
ser aproximado pelo interior construindo-se campos de tensão σ (i) que satisfaçam a condição
3.10.

Como a estabilidade é garantida para estes campos, logo eles situam-se no interior de K ou em
sua fronteira. Desta forma, pode-se adotar o seguinte procedimento para a construção de K pelo
interior:

a) Construir um campo de tensão σ (i) que satisfaça as condições de equilíbrio e con-
torno, baseado na intuição, experiência e imaginação;

b) Assegurar que σ (i) respeite as condições de resistência, logo a carga Q(i) será
suportável, i. e., Q(i) ∈ K;

c) Repetir os procedimentos anteriores enquanto desejável de modo a se obter uma
nuvem de pontos Q(1),Q(2), ...,Q(n) contidos em K (Figura 3.5(a));

d) Como K é convexo, o envelope convexo Ks desta nuvem de pontos é contido em K

(Figura 3.5(b)).

Figura 3.5 – Construção de K através da abordagem estática: (a) nu-
vem de carregamentos admissíveis e (b) envelope convexo
formado.

De modo geral, a determinação exata de K necessitaria uma exploração completa de todos os
campos σ satisfazendo (3.10). Contudo, na prática este trabalho não é trivial, uma vez que a
determinação destes campos é de difícil implementação em muitas situações. Portanto, torna-se
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necessário a adoção de um método complementar, que permita construir o domínio a partir de
um limite superior.

3.4 CONSTRUÇÃO DE K PELO EXTERIOR: ABORDAGEM CINEMÁ-

TICA

O objetivo da abordagem cinemática da análise limite consiste em construir o domínio K pelo
exterior, ou seja, fornecer limites superiores das cargas limites admissíveis pelo sistema baseando-
se na construção de campos de velocidade virtuais Û cinematicamente admissíveis (C.A.) com o
problema (SALENÇON, 1990).

Em um problema estático, o princípio das potências virtuais - a forma de taxa do princípio dos
trabalhos virtuais - constitui uma condição de equilíbrio do sistema, onde a soma da potência das
forças externas e internas deve ser nula, ou seja:

Pext +Pint = 0 logo,
Pext =−Pint = Pde f ∀ movimento virtual

(3.11)

onde Pext é a potência das forças externas, Pint a potência das forças internas e Pde f a potência de
deformação. A potência das forças externas é expressa por:

Pext = Q
(

σ

)
· q̇
(
Û
)

(3.12)

onde q̇
(
Û
)

expressa a velocidade generalizada da carga Q através da aplicação linear Û →
q̇
(
Û
)
∈Rn. Desta forma, para qualquer Û cinematicamente admissível, o princípio das potências

virtuais pode ser escrito como:

∀σ E.A. com Q
(

σ

)
e ∀Û C.A. com q̇

(
Û
)

Pext = Pde f

⇓
Q
(

σ

)
· q̇
(
Û
)
=
∫

Ω

σ (x) : d̂(x)dΩ+
∫

Σ

[[
Û (x)

]]
·σ (x) ·n(x)dΣ

(3.13)

onde d̂ é a taxa de deformação virtual do sistema, associada ao campo de velocidades virtuais Û ,
e
[[

Û (x)
]]

representa a descontinuidade de velocidade atuante em um ponto x de normal n(x)

com a superfície de descontinuidade Σ.
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Conforme abordado anteriormente, a capacidade de resistência do material é limitada pela
envoltória de G(x) em qualquer ponto x ∈ Ω (Equação 3.2). De modo a levar em conta esta
limitação, introduzem-se as "funções π", que representam a densidade da potência resistente
máxima que pode ser desenvolvida em x por d̂ ou

[[
Û (x)

]]
de acordo com a restrição em

σ (x) ∈ G(x) imposta pelo critério de resistência (SALENÇON, 2013). Tais funções podem ser
obtidas por:

π
(
x,d(x)

)
= sup

{
σ (x) : d(x) |σ (x) ∈ G(x)

}
(3.14)

π
(
x,n(x) ,

[[
Û (x)

]])
= sup

{[[
Û (x)

]]
·σ (x) ·n(x) |σ (x) ∈ G(x)

}
(3.15)

que, do ponto de vista matemático, constituem as funções de apoio do convexo G(x) (SALEN-
ÇON, 2013). Partindo destas definições, para qualquer campo de velocidade virtual Û , a potência
resistente máxima Prm que pode ser desenvolvida é expressa como:

Prm
(
Û
)
=
∫

Ω

π
(
x, d̂
)

dΩ+
∫

Σ

π
(
x,n(x) ,

[[
Û (x)

]])
dΣ (3.16)

Conduzindo ao raciocínio cinemático da análise limite: todo carregamento em que a potência de
um campo de velocidade cinematicamente admissível e plasticamente admissível é superior a
potência resistente máxima não será suportável pelo sistema (SALENÇON, 2013). Ou seja:

Se ∃Û C.A. Q · q̇ >
∫

Ω

π
(
x, d̂
)

dΩ+
∫

Σ

π
(
x,n(x) ,

[[
Û (x)

]])
dΣ⇒ Q /∈ K (3.17)

Logo, para que o carregamento seja suportável pelo sistema é necessário que a seguinte condição
seja garantida:

{
∀Q ∈ K,∀ Û C. A.

Q · q̇
(
Û
)
≤
∫

Ω
π
(
x, d̂
)

dΩ+
∫

Σ

(
x,n(x) ,

[[
Û (x)

]])
dΣ

(3.18)

Que pode ser escrito como:

{
∀Û C.A. e correspondendo a q̇

(
Û
)

K ⊂
{

Q · q̇
(
Û
)
−Prm

(
Û
)
≤ 0
} (3.19)
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Constituindo assim um método de construção de K pelo exterior, que fornece um limite superior
das cargas limites. Este método é efetivo uma vez que se escolha um campo Û cinematicamente
admissível tal que Prm

(
Û
)

possua um valor finito e q̇
(
Û
)
6= 0. Para estes campos, a inequação

(3.18) define no espaço Rn um plano exterior à K, como ilustrado pela Figura 3.6.

Figura 3.6 – Exemplo de domínio formado pela abordagem cinemática

Desta forma, objetiva-se buscar campos de velocidades virtuais cinematicamente admissíveis
que minimizem Prm

(
Û
)
, assim aproximando o domínio K pelo domínio convexo formado pelos

planos mais restritivos (SALENÇON, 1983).

A abordagem cinemática garante que campos de velocidade em que a potência das forças externas
for maior que a potência resistente máxima será certamente instável. Desta forma, é possível
uma implementação prática para a construção do domínio K pelo exterior, consistindo em:

a) Escolher um mecanismo de ruptura virtual Û(i) cinematicamnte admissível baseado
na intuição, experiência e imaginação do modo de ruptura;

b) Calcular Pext =Q· q̇
(

Û(i)
)

e Prm

(
Û(i)
)

obtendo-se assim Q(i) tal que K⊂
{

Q(i) · q̇
(

Û(i)
)
≤ Prm

(
Û(i)
)}

formando um plano limite como apresentado pela Figura 3.7(a);

c) Repetir as etapas anteriores enquanto desejável de modo a se obterem diversos planos
q̇
(

Û(1)
)
, q̇
(

Û(2)
)
, ..., q̇

(
Û(n)

)
externos a K Figura 3.7(b);

d) Como K é convexo, o envelope convexo Kc formado pelo interior destes planos
contem K, i.e., K ⊂ Kc.
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Figura 3.7 – Construção de K através da abordagem cinemática: (a)
plano formado por q̇

(
Û(i)
)

e (b) domínio formado por
diversos planos.

A abordagem cinemática apresentada permite a construção do domínio K por uma abordagem
exterior, baseada na construção de campos de velocidade cinematicamente admissíveis. Para a
construção de campos pertinentes, muitas vezes é útil inspirar-se na intuição ou no conhecimento
experimental de casos reais de ruptura do sistema, de modo a reproduzirem-se os mecanismos
observados (SALENÇON, 2013). Na prática, esta abordagem é utilizada largamente uma vez
que a determinação dos mecanismos de ruptura é mais intuitiva do que a distribuição de tensões
num corpo empregada pela abordagem estática.

3.5 ESTUDO DAS FUNÇÕES π

Dado um tensor de taxa de deformação virtual d̂(x) simétrico, o valor de π (x, ·) se obtém a partir
das definições apresentadas pela Equação 3.14. A obtenção das funções de apoio π consiste em
buscar o máximo valor do produto escalar σ (x) : d̂(x), buscando-se estados de tensão σ∗ (x)

localizados sobre a fronteira de G(x) em que a normal externa é colinear com d̂(x) (SALENÇON,
2013). A Figura 3.8 apresenta esquematicamente dois casos típicos encontrados durante o cálculo
destas funções.

As funções de apoio podem ser obtidas para os dois casos da Figura 3.8 da seguinte forma:
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Figura 3.8 – Casos típicos para determinação de π
(
x, d̂(x)

)
. Adaptado

de Salençon (1983).

a) Caso 1: Se não houver um σ∗ (x) a uma distância finita colinear na direção de
d̂(x), o supremo em (3.14) conduz a um valor infinito, uma vez que o material não
apresentará ruptura para o dado d̂(x). Assim:

π
(
x,d(x)

)
=+∞ (3.20)

b) Caso 2: Se o domínio convexo G(x) for limitado na direção de d̂(x), o supremo em
(3.14) é sempre um máximo. Esta condição também é valida para qualquer d̂(x) se
G(x) for limitado em todas as direções de R6. Logo, a função conduz a um valor
finito:

π
(
x,d(x)

)
= σ

∗ (x) : d(x) (3.21)

O estudo da obtenção das funções π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
se desenvolve de maneira similar através

do vetor T
(

n(x) ,σ (x)
)
= σ (x) ·n(x) de forma que quando σ (x) percorre G(x), T percorre

um domínio g(x,n(x)) ⊂ R3, que possui as mesmas propriedades do domínio G(x). Assim a
Equação 3.15 pode ser reescrita como (SALENÇON, 2013):

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
= sup

{
T ·
[[

Û(x)
]]
|T ∈ g(x,n(x))

}
(3.22)
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E a determinação do valor de π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
se dá como escrito para a determinação de

π
(
x,d(x)

)
adotando-se o domínio convexo g(x,n(x)).

Ademais, as funções de apoio apresentam as seguintes propriedades:

a) π (x, ·) é positiva, uma vez que a potência resistente máxima deve ser sempre positiva:

{
∀d̂(x) , π

(
x,d(x)

)
≥ 0

∀
[[

Û(x)
]]
, π

(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
≥ 0

(3.23)

b) π (x, ·) é positivamente homogênea de grau 1 em relação a d̂(x) e
[[

Û(x)
]]

:

{
∀d̂(x) , ∀α ≥ 0, π

(
x,α d̂(x)

)
= απ

(
x, d̂(x)

)
∀
[[

Û(x)
]]
, ∀α ≥ 0, π

(
x,n(x) ,α

[[
Û(x)

]])
= απ

(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
(3.24)

c) π (x, ·) é convexa em d̂(x) e
[[

Û(x)
]]

;

d) π (x, ·) pode tomar valores infinitos, conduzindo a potências máximas também infini-
tas. Contudo, o campo Û só será relevante se

{
π
(
x, d̂(x)

)
<+∞

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
<+∞

(3.25)

Em geral as funções π (x, ·) são obtidas a partir dos critérios usuais de resistência para materiais
isótropos. No contexto de materiais isótropos, o critério de resistência expresso pela Equação 3.2
depende apenas das tensões principais ou seus invariantes, ou seja:

f
(
d
)
= f (σI,σII,σIII) (3.26)

onde σI,σII e σIII correspondem, respectivamente, as tensões principais maior, intermediária e
menor.

A seguir serão apresentados os critérios de resistência utilizados no desenvolvimento desta tese,
bem como suas respectivas funções de apoio, e o critério de interface adotado. Outros critérios
comumente utilizados na análise limite podem ser encontrados em Salençon (1983, 2002, 2013).
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3.5.1 Critério de Tresca

O critério de Tresca foi proposto por Henri Tresca na segunda metade do século XX, inicialmente
para representar o comportamento observado em corpos de prova de chumbo. Atualmente, este
critério é largamente utilizado para modelar a resistência de metais e geomateriais não friccionais,
como por exemplo, solos saturados em condições não drenadas em análises de tensões totais.

O domínio de resistência do critério de Tresca f
(

σ

)
≤ 0 é definido por:

f
(

σ

)
= sup

{
σi−σ j−σ0|i = I, II, III; j = I, II, III

}
(3.27)

onde σ0 representa o limite de resistência em tração simples, podendo ser correlacionado a
coesão C do material através de:

C =
σ0

2
(3.28)

Este critério também é conhecido por alguns autores como critério de "cisalhamento máximo",
uma vez que ele limita a resistência do material através da máxima tensão cisalhante τ que este
pode suportar:

|τ| ≤ σ0

2
(3.29)

No espaço R3 das tensões principais, o domínio de resistência de um material do tipo Tresca
é um prisma hexagonal regular de eixo hidrostático H = (H,H,H) e um hexágono no plano
desviador, como pode ser observado pela Figura 3.9, podendo este ser truncado em tração caso
desejável.

Utilizando-se a abordagem descrita anteriormente no item 3.5, obtêm-se as funções π
(
x, d̂
)

como:

{
π
(
x, d̂
)
=+∞ se tr d̂ 6= 0

π
(
x, d̂
)
= σ0

2

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
se tr d̂ = 0

(3.30)

É importante ressaltar o significado físico por trás da Equação 3.30: um material que obedece
ao critério de Tresca só apresentará ruptura sob uma condição de conservação volumétrica(
tr d̂ = 0

)
, como em casos de cisalhamento puro, caso contrário, sua potência resistente máxima
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Figura 3.9 – Representação gráfica do critério de Tresca no (a) espaço
tridimensional de tensões principais e (b) plano desviador.

será infinita. Já as funções de apoio das descontinuidades de velocidades podem ser expressas
por:

{
π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=+∞ se

[[
Û(x)

]]
6= 0

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
= σ0

2

∣∣[[Û(x)
]]∣∣ se

[[
Û(x)

]]
= 0

(3.31)

Que descrevem matematicamente que o material de Tresca só apresentará ruptura se a descon-
tinuidade de velocidade for perpendicular a normal n(x). Como apresentado anteriormente, o
campo Û adotado só será pertinente se as funções de apoio conduzirem a valores finitos, ou seja:

Ûpertinente se

{
trd(x) = 0[[

Û(x)
]]
·n(x) = 0

(3.32)

3.5.2 Critério de Tresca truncado em tração

O critério de Tresca apresentado anteriormente também pode ser limitado por uma resistência
máxima que o material pode suportar sob esforços de tração . Assim, para um material isotrópico,
este domínio de resistência convexo é definido como a intersecção do domínio dado pelo critério
de Tresca e um domínio que restringe a tração isótropa máxima à um limite de resistência à
tração T . Desta forma, o domínio de resistência do critério de Tresca truncado em tração é
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definido por:

f
(

σ

)
= sup

{
σi−σ j−σ0,σi−T |i = I, II, III; j = I, II, III

}
(3.33)

E suas respectivas funções π:

{
π
(
x, d̂
)
=+∞ se tr d̂ < 0

π
(
x, d̂
)
=C

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|− trd

)
+T trd se tr d̂≥ 0

(3.34)

{
π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=+∞ se

[[
Û(x)

]]
·n < 0

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=C

(∣∣[[Û(x)
]]∣∣− [[Û(x)

]]
·n
)
+T

[[
Û(x)

]]
·n se

[[
Û(x)

]]
·n≥ 0

(3.35)

3.5.3 Critério de Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb amplia a resistência ao cisalhamento apresentada no critério de
Tresca de modo a incorporar em sua formulação uma parcela friccional definida pela tensão
normal de contato. Este critério é amplamente empregado para modelar o comportamento de
geomateriais cuja resistência depende diretamente da confinante ao qual o corpo está submetido,
como resistência de solos e rochas em tensões efetivas, concreto, entre outros.

O domínio de resistência do critério de Mohr-Coulomb f (σ)≤ 0 é definido por:

f (σ) = sup
{

σi(1+ sinφ)−σ j(1− sinφ)−2C cosφ | i = I, II, III; j = I, II, III
}

(3.36)

onde φ é o ângulo de atrito interno do material e C sua coesão. No espaço das tensões principais o
domínio de resistência de um material de Coulomb é uma pirâmide hexagonal de eixo hidrostático
e um hexágono no plano desviador, tal qual no critério de Tresca, também podendo ser truncado
em tração caso desejável.

As funções π para este critério podem ser escritas como:

{
π
(
x, d̂
)
=+∞ se tr d̂ <

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
sinφ

π
(
x, d̂
)
= C

tanφ
tr d̂ se tr d̂≥

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
sinφ

(3.37)

{
π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=+∞ se

[[
Û(x)

]]
·n <

∣∣[[Û(x)
]]∣∣sinφ

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
= C

tanφ

[[
Û(x)

]]
·n se

[[
Û(x)

]]
·n≥

∣∣[[Û(x)
]]∣∣sinφ

(3.38)
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3.5.4 Critério de Mohr-Coulomb truncado em Tração

Ampliando-se o critério de resistência apresentado na subseção subseção 3.5.3 para apresentar
uma limitação em tração, o domínio de resistência do critério de Coulomb truncado em tração é
definido por:

f (σ) = sup
{

σi(1+ sinφ)−σ j(1− sinφ)−2C cosφ ,σi−T | i, j = I, II, III
}

(3.39)

Cujas respectivas funções π são dadas por:


π
(
x, d̂
)
=+∞ se tr d̂ <

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
sinφ

π
(
x, d̂
)
=C

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|− tr d̂

)
tan
(

π

4 +
φ

2

)
+

T
1−sinφ

[
tr d̂−

(
d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
sinφ

]
se tr d̂≥

(
|d̂1|+ |d̂2|+ |d̂3|

)
sinφ

(3.40)


π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=+∞ se

[[
Û(x)

]]
·n <

∣∣[[Û(x)
]]∣∣sinφ

π
(
x,n(x) ,

[[
Û(x)

]])
=C

(∣∣[[Û(x)
]]∣∣− [[Û(x)

]]
·n
)

tan
(

π

4 +
φ

2

)
+

T
1−sinφ

([[
Û(x)

]]
·n−

∣∣[[Û(x)
]]∣∣sinφ

)
se
[[

Û(x)
]]
·n≥

∣∣[[Û(x)
]]∣∣sinφ

(3.41)

3.5.5 Interface com resistência à tração

Da mesma forma que o material constituinte do sistema estrutural poderá desenvolver uma
potência máxima na ruptura devido às suas limitações de resistência dadas por um critério de
ruptura, as interfaces presentes no problema também podem contribuir para a resistência do
sistema em função de suas características.

De modo a simular os efeitos de adesão/sucção desenvolvidas durante o arrancamento de placas
de ancoragem, pode-se adotar uma interface com resistência à tração limitada, permitido assim
avaliar a parcela de resistência mobilizada por esta componente durante a ruptura do sistema. O
domínio de resistência para tal classe de interface é então descrito por:

f
(

σ ·n
)
= n ·σ ·n− ti (3.42)

onde ti representa a resistência à tração da interface. Buscando-se o supremo da função, define-se
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então a função π do critério como:

π
(
n,
[[

Û
]])

= ti
[[

Û
]]
·n se

[[
Û
]]
·t = 0 e

[[
Û
]]
·n > 0 (3.43)

Sendo pertinente apenas se a componente normal da descontinuidade de velocidade for positiva
(representando o desprendimento da interface) e a componente tangencial nula.

Ressalta-se que ambos os comportamentos usuais encontrados na literatura, onde a interface
apresenta aderência perfeita ao solo de fundação ou então não apresenta nenhuma resistência
à tração, podem ser expressos por essa lei de comportamento de interface assumindo ti = ∞ e
ti = 0, respectivamente.
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4 CARGA DE ARRANCAMENTO DE PLACAS DE ANCORAGEM:
FORMULAÇÃO EM TENSÕES TOTAIS

Este capítulo consiste em apresentar a problemática de estabilidade de placas de ancoragem
submetidas a esforços de arrancamento em meios marítimos, objeto principal desta tese, bem
como implementar o teorema cinemático da análise limite de modo a se obterem estimativas
da carga última destes sistemas adotando-se de uma formulação em tensões totais. Neste tipo
de análise a capacidade de carga não depende explicitamente das poropressões desenvolvidas
no maciço durante a ruptura, sendo largamente implementada em problemas geotécnicos que
envolvem materiais de baixa permeabilidade, como as argilas marinhas, onde as velocidades
empregadas e o tempo evolvido permitem garantir que não ocorra drenagem significativa durante
a fase de carregamento.

Inicialmente o problema em análise será exposto, apresentando as principais variáveis envolvidas
no sistema bem como as geometrias e hipóteses adotadas ao longo do desenvolvimento deste
trabalho. Posteriormente, mecanismos descrevendo a ruptura do sistema serão propostos e
investigados através do teorema cinemático da análise limite, conduzindo assim a estimativas do
limite superior da capacidade de carga através de uma abordagem pelo exterior do domínio das
cargas suportáveis.

4.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Fundamentalmente, o objetivo principal deste capítulo consiste na avaliação da carga última
de uma placa de ancoragem sendo extraída do solo marítimo adotando-se uma formulação
em tensões totais para descrever o comportamento do solo de fundação. Visando levar em
consideração as geometrias comumente encontradas na prática de engenharia, três configurações
distintas serão analisadas, sendo estas:

a) Placas circulares: a configuração tridimensional de uma âncora circular será simplifi-
cada através da revolução completa de uma geometria bidimensional em torno do
eixo vertical, de modo que as condições de axissimetria se aplicam e o problema
pode ser definido apenas pelas suas coordenadas verticais e radiais;

b) Placas retangulares: onde a geometria da âncora torna necessária a consideração das
três dimensões espaciais para descrever completamente o problema;
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c) Estado plano de deformação: onde o sistema correspondente a um domínio original-
mente tridimensional é simplificado a uma configuração bidimensional partindo da
suposição que o comportamento de uma âncora muito longa em uma direção pode
ser analisada como uma sucessão de fatias bidimensionais de espessura unitária, de
modo que as deformações estejam contidas no plano analisado.

A Figura 4.1 ilustra esquematicamente os três casos supracitados em análise. Em todos os
cenários, o sistema material Ω é composto pelo volume de solo Ωs bem como da placa de
ancoragem Ωp, ou seja:

Ω = sistema material =


Ωs

+

Ωp

(4.1)

De modo que a superfície livre do leito oceânico em z = H representa ∂Ω, enquanto que as
fronteiras dos domínios materiais da placa e do solo são dadas, respectivamente, por ∂Ωp = Γ

e ∂Ωs = ∂Ω∪Γ. De modo genérico, os campos de velocidade virtual Û(x) agindo no sistema
podem ser divididos nas diferentes fases por:

Û(x) =

{
U s(x) em Ωs

U p(x) em Ωp (4.2)

A velocidade U p da placa de ancoragem descreve sempre um movimento de corpo rígido,
correspondendo então a d = 0 em Ωp. Na análise apresentada neste trabalho, restringe-se à
situação de uma translação vertical (i.e, paralela ao eixo z) U p para descrever o movimento
virtual da placa. De forma genérica, a potência das forças externas, definida pelo modo de
carregamento do sistema, é composta pela força de arrancamento F aplicada no centroide da
placa; o peso próprio da âncora; a força peso do maciço de solo mobilizado durante o movimento
e pela sobrecarga atuante sobre o leito oceânico em virtude do peso da coluna d’água sobre este.
Assim, a potência das forças externas pode ser descrita como:

Pext
(
Û
)
= F ·Û−

∫
Ωs

γ ·ÛdΩ
s−
∫

Ωp
γ

p ·ÛdΩ
p−

∫
∂Ω

γwdez ·ÛdS (4.3)

onde γ = γez representa as forças de volume do solo, descritas pelo seu peso específico γ ,
γ p = γ pez é a força peso do peso próprio da placa de ancoragem, γw é o peso específico da água
e d é a altura de lâmina d’água sobre a superfície do solo marítimo.
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Figura 4.1 – Ilustração esquemática das geometrias analisadas. Placas
(a) em estado plano de deformações, (b) circulares e (c)
retangulares.

Nos mecanismos de ruptura analisados neste trabalho, o sistema estrutural é composto por uma
placa de ancoragem rígida, fina, embutida sob uma profundidade H no leito oceânico, sendo
continuamente extraída do solo com uma velocidade constante U p = Uez sob a aplicação de
uma força de arrancamento F = Fez aplicada em seu centroide até a ruptura. Em todos os casos,
será considerado que a massa de solo localizada acima da placa e mobilizada nos mecanismos se
desloca juntamente com a âncora, de modo que U s =U p =Uez nesta zona.

Em todos os casos, a potência resistente máxima será calculada especificamente para cada uma
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das classes de mecanismos propostas através da seguinte expressão:

Prm =
∫

Ωs
π

s(d)dΩ
s +
∫

Σ

π
s(n,

[[
Û
]]
)dΣ+

∫
Γ+

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS+

∫
Γ−

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS (4.4)

onde πs e π int representam as funções de apoio do domínio de resistência do material e da
interface, respectivamente, Σ representa as descontinuidades de velocidade ocorrendo no volume
de solo, enquanto Γ+ e Γ− representam as interfaces acima e abaixo da âncora, respectivamente.
No caso específico deste trabalho,

∫
Γ+ π int(n,

[[
Û
]]
)dS = 0

Nas análises em tensões totais apresentadas nesta seção, o solo será modelado como um material
homogêneo e isotrópico, obedecendo ao critério de Tresca truncado em tração, tal como apre-
sentado na subseção 3.5.2, de modo que πs pode ser obtido conforme as equações 3.34 ou 3.35,
enquanto a interface será modelada como apresentando uma resistência limitada à tração, de
modo que π int pode ser obtido conforme Equação 3.43.

Como em geral as âncoras usualmente encontradas em meio marítimos apresentam baixa razão de
embutimento (em geral inferiores à 50% da maior dimensão da placa) este trabalho se limitará a
estudar placas de ancoragem denominadas "rasas"ou "superficiais", situação em que a resistência
ao arrancamento é função direta da profundidade em que a placa se encontra abaixo da superfície
livre do solo, em contraponto à âncoras profundas, onde um cisalhamento local é predominante
durante o estado último e a capacidade de carga é independente da profundidade H. Deste modo,
apenas mecanismos de ruptura que contemplem estas condição serão investigados durante o
desenvolvimento deste trabalho

Ademais, os parâmetros de resistência abordados serão considerados constantes com a profundi-
dade, não apresentando variação com o aumento desta. Apesar da experiência demonstrar que em
geral alguns parâmetros como a coesão dos solos marinhos tende a aumentar com a profundidade,
este gradiente vertical será desconsiderado uma vez que se acredita que tal acréscimo possui
pouca influência na resistência das placas de ancoragem usualmente encontradas em meios
marítimos devido à sua baixa razão de embutimento.

Nas próximas subseções serão apresentados os mecanismos de ruptura analisados de modo a
se obterem limites superiores da carga de arrancamento em âncoras circulares, retangulares e
corridas (estado plano de deformação), adotando-se a formulação em tensões totais descrita
anteriormente.

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
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4.2 ÂNCORAS CIRCULARES

De modo a levar em consideração a natureza tridimensional do comportamento de placas de
ancoragem circulares, esta seção destina-se a apresentar limites superiores de resistência ao
arrancamento de âncoras rasas possuindo geometria circular (Figura 4.1(b)), sendo este resultado
também um limite superior de qualquer placa retangular que possa ser inscrita em uma âncora
circular.

Três classes de mecanismos de ruptura distintos serão investigados. Inicialmente será apresentado
um mecanismo de bloco em translação, onde as superfícies de descontinuidade de velocidade na
ruptura ocorrem em superfícies cônicas. Em seguida, uma extensão do primeiro mecanismo será
apresentada, onde as descontinuidade agora serão formadas por uma sucessão destes trechos
cônicos, visando obter uma melhor aproximação do limite superior da carga última. Por fim,
um mecanismo otimizado será proposto, onde as descontinuidades de velocidade são descritas
por uma função inicialmente indeterminada que deve ser obtida de modo a minimizar a forma
funcional de F . Como as análises através do teorema cinemática da análise limite conduzem
sempre a um limite superior da força de arrancamento, a minimização de F perante os parâmetros
geométricos pertinentes aos respectivos mecanismo conduz a uma melhor aproximação do
domínio atual de resistência do sistema.

4.2.1 Placa circular: Mecanismo de ruptura com dois blocos cônicos em trans-

lação

A classe de mecanismos de ruptura propostos nesta análise pode ser observado pela Figura 4.2,
onde o volume que compõe a geometria tridimensional é obtida pela revolução completa da
superfície apresentada pela Figura 4.2(a) em torno do eixo z, sendo os blocos superior e inferior
volumes cônicos de eixo oz se apoiando nas superfícies circulares da placa. A cinemática
do mecanismo de ruptura é então descrita por dois blocos, delimitados pelos volumes 1 e
2, se deslocando verticalmente num movimento de corpo rígido com velocidade uniforme
U s

1 =U s
2 =Uez, enquanto que, o volume 3, representativo do resto do maciço não mobilizado

na ruptura, permanece em repouso (U s
3 = 0). Assim, duas superfícies de descontinuidade de

velocidade são formadas nesta classe de mecanismos: uma dada pela geometria cônica que
delimita a superfície de ruptura abaixo da âncora, caracterizada pelo ângulo β ; e outra dada pela
revolução da descontinuidade acima da âncora, que compõe um tronco de cone de abertura 2α .

Inicialmente, a interface solo/âncora será considerada perfeitamente aderente, de modo com que
a zona 2 se desloca conectada à placa de ancoragem, enquanto o caso de uma interface com
resistência à tração limitada será posteriormente incorporada a análise. Desta forma, a potência
das formas externas descrita pela Equação 4.3 pode ser reescrita para a classe de mecanismos de
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Figura 4.2 – Mecanismo de ruptura tridimensional para placas circula-
res formado por descontinuidades cônicas: (a) superfície
gênese do sólido de revolução e (b) ilustração tridimensio-
nal.

ruptura em questão por:

Pext = FU− γU
πH
3
(
3R2 +3RH tanα +H2 tan2

α
)
−

πγwd(R+H tanα)2− γU
πR3

3
cotβ − γ

pU |Ωp|
(4.5)

Como o mecanismo proposto descreve um movimento de corpo rígido o solo não apresenta
taxa de deformação e, consequentemente, a potência resistente máxima será descrita apenas
pelas parcelas referentes às descontinuidades de velocidade

[[
Û
]]

13 e
[[

Û
]]

23, ou seja, pelas
superfícies cônicas formadas devido à revolução completa das linhas de descontinuidade acima
e abaixo da âncora. Desta forma, a potência resistente máxima da descontinuidade superior[[

Û
]]

13 =U s
3−U s

1 é dada por:

Psup
rm =

πUH (H senα +2Rsenα)

cos2 α
[C+(T −C)senα] (4.6)

sujeita à condição de pertinência do critério:

[[
Û
]]

13 ·n13 ≥ 0 ∴ senα ≥ 0 (4.7)
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Já, a potência resistente máxima da descontinuidade inferior
[[

Û
]]

12 = U s
2−U s

1, dada pela
superfície cônica abaixo da âncora circular:

Pin f
rm =

πUR2

senβ
[C+(T −C)senβ ] (4.8)

sujeita à condição de pertinência:

[[
Û
]]

12 ·n12 ≥ 0 ∴ senβ ≥ 0 (4.9)

Adotando-se então a abordagem cinemática da análise limite descrita pela Equação 3.18 e
substituindo os valores apresentados nas Equações 4.6, 4.8, e 4.5, chega-se na inequação que
fornece a condição necessária à estabilidade do sistema perante uma força de arrancamento F

em função dos ângulos de abertura α e β do mecanismo apresentado:

F
πR2C

≤ H (H senα +2Rcosα)

R2 cos2 α

[
1+
(

T −C
C

)
senα

]
+

1
senβ

[
1+
(

T −C
C

)
senβ

]
+

γ

R2C

[
H
3
(
3R2 +3RH tanα +H2 tan2

α
)
+

R3

3
cotβ

]
+

γwd
R2C

(R+H tanα)2 +
γ p|Ωp|
πR2C

(4.10)

De modo que a Equação 4.10 representa um limite superior da carga suportável do sistema,
a minimização dos parâmetros α e β perante as condições de pertinência do critério adotado
conduzem a melhores estimativas do domínio das cargas admissíveis. Como no mecanismo
proposto estes ângulos podem ser minimizados separadamente, verifica-se que o valor mínimo
de F sem violar a Equação 4.9 ocorre para β = π/2, ou seja, a ruptura da placa de ancoragem
ocorre sob o solo de fundação imediatamente abaixo da âncora, mobilizando a sua resistência à
tração. Assim, a Equação 4.10 se reescreve como:

F
πR2C

≤ H (H senα +2Rcosα)

R2 cos2 α

[
1+
(

T −C
C

)
senα

]
+

γH
3R2C

(
3R2 +3RH tanα +H2 tan2

α
)
+

γwd
R2C

(R+H tanα)2 +
T
C
+

γ p|Ωp|
πR2C

(4.11)

Como a minimização de F perante o ângulo α não se dá de forma trivial na Equação 4.11, esta
será realizada numericamente utilizando a função brute da biblioteca scipy.optimize
para a linguagem de programação Python. Através deste algoritmo, o valor de α que minimiza a
Equação 4.11 é obtido pelo método discreto de grelha, ou seja, computando o valor da função
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para cada valor da variável em um grid de pontos de modo a encontrar o mínimo global dentro
de um intervalo determinado, sempre respeitando a condição dada pela Equação 4.7. Apesar
de simples, esta técnica é muito efetiva em problemas envolvendo a minimização de poucas
variáveis uma vez que a exploração completa do domínio permite que o mínimo global seja
encontrado com acurácia.

Adotando-se uma lei de interface com resistência à tração como a apresentada na subseção 3.5.5,
o valor do limite superior de F passa então a depender de como o desprendimento da placa
irá ocorrer, podendo ser este por falta de resistência à tração no solo de fundação, ou então na
interface devido à sua limitação em tração, qual for menor. Assim, a forma final para F pode ser
escrita como:

F
πR2C

≤ H (H senα +2Rcosα)

R2 cos2 α

[
1+
(

T −C
C

)
senα

]
+

γH
3R2C

(
3R2 +3RH tanα +H2 tan2

α
)

+
γwd
R2C

(R+H tanα)2 +
γ p|Ωp|
πR2C

+
min(T, ti)

C
(4.12)

onde a minimização de F perante α conduz à melhor estimativa possível para esta classe de
mecanismos de ruptura.

4.2.2 Placa circular: Superfície de ruptura definida por uma sucessão de trechos

cônicos

Uma extensão natural do mecanismo desenvolvido na subseção 4.2.1 consiste em descrever tanto
as superfícies de descontinuidade de velocidade superiores quanto inferiores pela revolução
de um conjunto de retas consecutivas, visando assim obter uma melhor aproximação do limite
superior da força de arrancamento.

Uma ilustração genérica do problema proposto pode ser observado pela Figura 4.3, onde o
mecanismo tridimensional é obtido pela revolução completa da Figura 4.3(a) em torno do eixo z.
Como pode ser observado, a descontinuidade superior é descrita por uma sucessão de n cones
caracterizados pela sua semi-abertura αi e altura Hi, de modo que o embutimento total H é dado
pela soma das n alturas intermediárias que compõe o sistema, ou seja, H = ∑

n
i=1 Hi. Por sua

vez, a superfície de descontinuidade inferior é descrita por n trechos cônicos, descritos pela sua
semi-abertura βi e sua projeção radial Ri, de modo que R = ∑

n
i=1 Ri.

A cinemática do mecanismo na ruptura é a mesma já disposta anteriormente: os volumes 1 e
2 se deslocam verticalmente num movimento de translação vertical sob a ação de uma força F

aplicada no centroide de uma âncora circular de raio R, enquanto o volume 3, não envolvido
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Figura 4.3 – Mecanismo tridimensional composto por uma seção de
trechos cônicos para placas circulares: (a) superfície gênese
do sólido de revolução e (b) ilustração tridimensional.

ativamente na ruptura, permanece em repouso. Como as parcelas de resistência desenvolvidas
devido as descontinuidades acima e abaixo da âncora podem ser descritas de forma independente
uma da outra, o limite superior da carga ultima pode ser escrito pela soma destas parcelas, uma
acima da placa de ancoragem Fsup e outra abaixo da âncora Fin f . Assim:

F ≤ Fsup +Fin f (4.13)

Aplicando-se a abordagem cinemática da análise limite, a parcela de resistência dada pelas
descontinuidades de velocidade acima da âncora Fsup pode ser escrita da seguinte forma para a
classe de mecanismos em questão:

Fsup

πR2C
=

1
3R2C

n

∑
i=1

{
3γHi

(
Rsup

i
)2−3γH2

i tanαiR
sup
i + γH3

i tan2
αi+

3Hi

cosαi

(
2Rsup

i −Hi tanαi
)
[C+(T −C)senαi]

}
+

γwd
(
Rsup

n
)2

R2C
+

γ p|Ωp|
πR2C

(4.14)

com:

Rsup
i = R+

i

∑
j=1

H j tanα j (4.15)
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Enquanto a parcela dada pela descontinuidade inferior:

Fin f

πR2C
=

1
R2C

{
γ

3

n−1

∑
i=1

[
Ri

tanβi

(
r2

i + riri+1 + r2
i+1
)]

+
γR3

n
3tanβn

+

(
r2

i − r2
i+1
)

senβi
[C+(T −C)senβi]+

R2
n

senβn
[C+(T −C)senβn]

} (4.16)

onde:

ri =

n

∑
j=i

R j (4.17)

sujeitas ao critério de pertinência descrito pela Equação 3.35 em que, necessariamente, senαi ≥ 0
e senβi ≥ 0. Desta forma, considerando-se uma interface com resistência limitada em tração bem
como a separação entre Fsup e Fin f (Equação 4.13), o limite superior da força de arrancamento
descrita por este mecanismo é dada por:

F ≤ Fsup +min
(
Fin f ,πR2T,πR2ti

)
(4.18)

onde Fsup e Fin f podem ser obtidos pelas Equações 6.20 e 6.23 respectivamente. Percebe-se do
segundo termo do lado direito da Equação 4.18 que a ruptura pode ocorrer tanto mobilizando a
interface inferior entre o solo e âncora, quanto o solo de fundação abaixo desta. Neste último
caso, o desprendimento pode ainda ocorrer mobilizando um volume de solo tal qual o descrito
pelo volume 2 na Figura 4.3, ou ainda apenas envolvendo uma fina camada aderida à placa, cuja
resistência é descrita apenas pela resistência à tração T do critério.

Evidencia-se ainda que, de modo a se obter a melhor estimativa da carga última para a classe de
mecanismos propostos, haverá 2n−1 parâmetros a serem minimizados para n trechos cônicos
em cada uma das parcelas (acima e abaixo da âncora), sendo estes dados pelos n parâmetros
αi (ou βi) e n− 1 alturas (ou raios) intermediários, uma vez que a última altura Hn (ou raio
Rn) é obtido juntamente ao comprimento total. Tais parâmetros devem ser obtidos de modo a
minimizar F e obter uma melhor estimativa do limite superior da resistência ao arrancamento.

Como o tempo envolvido na implementação de métodos de minimização em grelha aumenta
exponencialmente com o número de parâmetros de minimização, esta será realizada numerica-
mente através do método de ponto interior, uma classe de algoritmos consagrada na otimização
de problemas de diversas variáveis sujeitas à restrições. A título de exemplo, a adoção desta
estratégia através da biblioteca cyipopt, disponível em python, leva em geral poucos minutos
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para a minimizar F com 58 parâmetros de minimização (n = 15 tanto para as descontinuidades
superiores quanto inferiores) em um computador de uso doméstico.

4.2.3 Placa circular: Otimização da superfície de ruptura

A classe de mecanismo de ruptura proposto nestas análises pode ser observado pela Figura 4.4,
onde o sólido da Figura 4.4(b) é obtido pela revolução completa da superfície apresentada
pela Figura 4.4(a) em torno do eixo z. Tal qual descrito nas subseções anteriores, a cinemática
de ruptura do mecanismo consiste nos volumes 1 e 2 se movimentando verticalmente com
velocidade constante

(
U s

1 =U s
2 =Uez

)
tal qual a âncora que se desloca sob a ação de uma força

F = Fez aplicada em seu centroide. Complementarmente, o volume 3, marginal ao mecanismo,
permanece em repouso

(
U s

3 = 0
)
.

Figura 4.4 – Mecanismo tridimensional otimizado para placas circu-
lares: (a) superfície gênese do sólido de revolução e (b)
ilustração tridimensional.

Na análise proposta, as descontinuidades de velocidade são consideradas ocorrendo ao longo
de superfícies inicialmente desconhecidas, a serem determinadas de forma a minimizar a forma
funcional da força F desenvolvida na ruptura do sistema. A geometria da descontinuidade
superior (localizada acima da placa) é dada pela revolução completa ao longo do eixo z de uma
função qualquer z= f (r), com r∈ [R,Rsup] onde Rsup é o valor da função para z=H, delimitando
a superfície ∂Ω, enquanto a descontinuidade inferior é obtida pela revolução completa de uma
função z = g(r), com r ∈ [0,R] também ao longo do eixo z. Estas funções sendo sujeitas às

Mateus Forcelini (forcelini.mateus@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023.



95

condições de contorno:

z(R) = f (r = R) = g(r = R) = 0 (4.19a)

z(Rsup) = f (r = Rsup) = H (4.19b)

Adotando-se todas as condições previamente descritas nas delimitações do trabalho para a placa
de ancoragem e o solo de fundação, a potência das forças externas do mecanismo é então dada
por:

Pext = FU−2πU
{∫ Rsup

R
[γ (H− f (r))+ γwd]rdr+

∫ R

0
γ|g(r)|rdr

}
−

πR2U (γH + γwd)− γ
pU |Ωp|

(4.20)

Enquanto que as potências resistentes máximas para o mecanismo sob estudo são descritas para
as parcelas acima e abaixo da âncora por:

Psup
rm = 2πU

∫ Rsup

R

[
C
√

1+ f ′(z)2 +T −C
]

rdr (4.21a)

Pin f
rm = 2πU

∫ R

0

[
C
√

1+g′(r)2 +T −C
]

rdr (4.21b)

Sujeitas às condições de pertinência do critério de Tresca truncado em tração (Equação 3.35):

f ′(r)≥ 0 ∀r ∈ [R,Rsup] (4.22a)

g′(r)≥ 0 ∀r ∈ [0,R] (4.22b)

Doravante, as dependências f = f (r) e g = g(r) serão omitidas por simplicidade. Aplicando a
abordagem cinemática do limite superior da análise limite (Pext ≤ Prm):

F ≤ 2π

∫ Rsup

R

[
C
√

1+ f ′2 +T −C+ γ(H− f )+ γwd
]

rdr+

2π

∫ R

0

[
C
√

1+g′2 +T −C+ γ|g|
]

rdr+πR2 (γH + γwd)+ γ
p|Ωp|

(4.23)
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Que expressa a força de arrancamento em função de dois funcionais não convexos onde as
funções f (r) e g(r) devem ser encontradas de forma a minimizar F . Este problema se assemelha
ao problema de minimização descrito na subseção 4.2.2 na medida em que o número de seg-
mentos cônicos n tende ao infinito. Devido à independência dos funcionais descritos, estes serão
minimizados separadamente nas próximas seções.

4.2.3.1 Obtenção da descontinuidade superior r = f (z)

A obtenção da função r = f (z) que descreve a descontinuidade superior do mecanismo apresen-
tado na subseção 4.2.3 passa pela minimização do primeiro funcional presente no lado direito
da Equação 4.23 respeitando a condição descrita pela Equação 4.22a. Desta forma, o funcional
J = J(r, f (r), f ′(r)) que descreve a forma funcional de Fsup é dado por:

J(r, f (r), f ′(r)) =
∫ Rsup

R

[
C
√

1+ f ′2 +T −C+ γ(H− f )+ γwd
]

rdr (4.24)

Seguindo os procedimentos descritos por Petrov (1968) para a minimização de funcionais sujeitos
a restrições tais quais a apresentada no problema, a solução ótima do problema conduz a uma
curva composta no domínio. Assim, divide-se o domínio z ∈ [0,H] em dois subdomínios: um
dado por 0 ≤ z ≤ H0, onde H0 é uma altura intermediária de modo que H0 ∈ [0,H], onde a
a função apresentará um valor constante onde r = R ∀z ∈ [0,H0]; e outro subdomínio para
z ∈ [H0,H] onde a curva ótima é descrita pela condição de estacionariedade do funcional, dada
pela equação de Euler-Lagrange:

∂J
∂ r
− d

dr

(
∂J

∂ f ′(r)

)
= 0 (4.25)

Deste modo, a parcela de F relativa à superfície de descontinuidade superior pode ser reescrita
como:

Fsup = 2π

∫ Rsup

R

[
C
√

1+ f ′2 +T −C+ γ(H− f )+ γwd
]

rdr+

πR2 (γH + γwd)+2πRCH0 + γ
p|Ωp|

(4.26)

Aplicando-se a condição de estacionariedade do funcional (Equação de Euler-Lagrange) para
a obtenção da curva que minimiza F no segundo subdomínio, obtém-se a seguinte equação
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diferencial ordinária não linear de segunda ordem:

f ′′(r) =
γ

C

(
1+ f ′(r)2)3/2− f ′(r)

1+ f ′(r)2

r
(4.27)

Que, juntamente com as condições de contorno descritas pela Equação 4.19, descrevem um
problema de valor de contorno (PVC) a ser resolvido. Dado que uma solução analítica para
a Equação 4.27 não parece trivial, esta será aproximada numericamente adotando-se uma
discretização por diferenças finitas, onde o domínio original é dividido por N pontos em N−1
subdomínios de tamanho h, de modo que as derivadas de primeira e segunda ordem da EDO são
substituídas por aproximações obtidas pela expansão em séries de Taylor no intervalo considerado
(ASCHER et al., 1995). Assim, seguindo o método das diferenças finitas, as seguintes diferenças
centrais podem ser adotadas para a aproximação das derivadas nos pontos i = 2, ...,N−1:

f ′i =
fi+1− fi−1

2h
(4.28a)

f ′′i =
fi+1−2 fi + fi−1

h2 (4.28b)

que, substituindo na Equação 4.27, permite escrever um sistema de N−2 equações da forma:

fi+1−2 fi + fi−1

h2 − γ

C

(
f 2
i+1−2 fi+1 fi−1 + f 2

i−1 +4h2

4h2

)3/2

+

( fi+1− fi−1)
(

f 2
i+1−2 fi+1 fi−1 + f 2

i−1 +4h2)
8h4(i−1)

= 0 ∀i = 2, ...,N−1

(4.29)

possuindo N incógnitas referentes aos valores de fi em cada ponto da discretização a serem
determinadas. As duas equações restantes necessárias para a determinação do sistema são então
dadas pelas condições de contorno em que f (H0) = R e f (H) = Rsup. Assim, o sistema é então
determinado com o acréscimo das seguintes equações:

f1 = R (4.30)

fN = Rsup (4.31)

Descrevendo assim um sistema de equações não lineares que permite a aproximação de f (r)

nos N pontos do domínio, podendo este ser resolvida pela implementação numérica do método
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iterativo de Newton (LEVEQUE, 2007). Como a obtenção de Fsup pela Equação 4.26 necessita
ainda da integração dos resultados obtidos no sistema de equações, esta será realizada através da
regra de Simpson composta, de modo que a integral pode ser aproximada pela seguinte forma:

∫ Rsup

R
J(r)≈ h

3

(
J(R)+2

N/2−1

∑
j=1

J(r2 j)+4
N/2

∑
j=1

J(r2 j−1)+ J(Rsup)

)
(4.32)

adotando-se a mesma discretização utilizada na aproximação da EDO por diferenças finitas
para a aproximação da integral. Contudo, percebe-se ainda que os valores de H0 e Rsup não são
conhecido a priori e, portanto, como a adoção de qualquer valor pertinente a estes parâmetros
conduz a um limite superior da força de arrancamento F , estes serão tratados como parâmetros
de minimização da Equação 4.26, buscando assim uma melhor aproximação do limite superior
de Fsup.

Desta forma, uma rotina em python foi desenvolvida para a obtenção da geometria da desconti-
nuidade superior e o consequente valor de Fsup, onde tanto a resolução numérica da EDO quanto
sua subsequente integração numérica são obtidas em um laço de minimização contendo H0 e
Rsup, buscando assim encontrar o valor destes parâmetros geométricos que minimizam a forma
funcional da parcela de força desenvolvida devido à descontinuidade superior. Um exemplo de
superfície obtida numericamente para γ = 17 kN/m³, C = 85 kPa, T = 0 kPa e H/D = 0,5 é
apresentada pela Figura 4.5 para fins ilustrativos.

2 1 0 1 2 2
1

0
1

2
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

Figura 4.5 – Exemplo de superfície de descontinuidade superior obtida
para placas circulares com descontinuidades desconhecidas.
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4.2.3.2 Obtenção da descontinuidade inferior z = g(r)

De forma similar, a obtenção da função z = g(r) que descreve a geometria da superfície onde
ocorre a descontinuidade de velocidade abaixo da placa de ancoragem (Figura 4.4) consiste em
minimizar o funcional presente na segunda integral do lado direito da equação Equação 4.23,
respeitando a restrição imposta pela Equação 4.22b em que necessariamente g′(r)≥ 0 ∀r ∈ [0,R].
Desta forma, o fucional J = J (r,g(r),g′(r)) a ser minimizado nesta análise é dado por:

J(r,g(z),g′(z)) =
∫ R

0

[
Cr
√

1+g′2 +(T −C)r− γrg
]

dr (4.33)

Adotando-se os mesmos procedimentos anteriores, a minimização do funcional irá conduzir a
uma curva composta no domínio r ∈ [0,R], onde um trecho será dado pela restrição e, consequen-
temente, z = g(r) = A para z ∈ [0,R0], onde A é uma constante de integração, a ser determinada
de modo a garantir a continuidade com o segundo trecho, e R0 é um ponto intermediário contido
entre 0 e R; enquanto o segundo trecho será dado pela condição de estacionariedade do funcional,
descrito pela equação de Euler-Lagrange. Assim, a parcela de força mobilizada no mecanismo
proposto devido à descontinuidade inferior (abaixo da placa de ancoragem):

Fin f = πR2
0 (T − γg(R0))+2π

∫ R

R0

[
Cr
√

1+g′2 +(T −C)r− γrg
]

dr (4.34)

A condição de estacionariedade do funcional descrito conduz então a seguinte equação diferencial
ordinária não linear de segunda ordem:

g′′(r) =− γ

C

(
1+g′(r)2)3/2−g′(r)

(
1+g′(r)2

r

)
(4.35)

sujeita às condições de contorno g(r = R) = 0 e g′(r = 0) = 0, uma vez que a adoção deste valor
inicial para a derivada da função conduz a menores valores de Fin f na Equação 4.34. Dadas
estas condições, a obtenção da superfície de descontinuidade abaixo da placa pode ser vista
então como um problema de valor de contorno (PVC). Desta forma, a solução da Equação 4.35
será aproximada numericamente adotando-se uma discretização por diferenças finitas, tal qual
a descrita na Equação 4.28. Substituindo-se então as aproximações por diferenças finitas na
Equação 4.35 é possível escrever um sistema de N−2 equações para os N pontos da discretização
da forma:

gi+1−2gi +gi−1

h2 +
γ

C

(
g2

i+1−2gi+1gi−1 +g2
i−1 +4h2

4h2

)3/2

+

(gi+1−gi−1)
(
g2

i+1−2gi+1gi−1 +g2
i−1 +4h2)

8h4(i−1)
= 0 ∀i = 2, ...,N−1

(4.36)

possuindo N incógnitas a serem determinadas que aproximam o valor da g(x) para cada ponto da
discretização. As duas equações restantes para a determinação do sistema são então dadas pelas
condições de contorno, ou seja, g′(0) = 0 e g(R) = 0. Adotando-se a fórmula das diferenças

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite



100

progressivas para a obtenção da primeira derivada no ponto inicial i = 1 do sistema, este é então
completo através do acréscimo das seguintes equações:

g2−g1 = 0 (4.37)

gN = 0 (4.38)

Descrevendo assim um sistema de equações não lineares que permite a aproximação de g(r) nos
N pontos do domínio, podendo ser resolvido pela implementação do método iterativo de Newton.
A solução completa do problema se dá de forma análoga à desenvolvida na subseção 4.2.3.1,
realizando-se a integração pela regra de Simpson composta e buscando-se o valor de R0 que
minimiza a parcela de força desenvolvida devido à presença da descontinuidade abaixo da placa
de ancoragem. Uma superfície de descontinuidade típica obtida pela resolução do sistema pode
ser observada pela Figura 4.6.

0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.4
0.2

0.0
0.2

0.4

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004
0.002
0.000

Figura 4.6 – Exemplo de superfície de descontinuidade inferior obtida
para placas circulares com descontinuidades desconhecidas.

Lembrando que esta solução é válida enquanto a interface solo/âncora possuir aderência suficiente
para garantir que o menor limite superior do mecanismo será descrito pela formação desta
superfície de descontinuidade de velocidade. De forma mais genérica, o limite superior da força
de arrancamento última do mecanismo proposto considerando-se também uma lei de interface
como a descrita na subseção 3.5.5 e a possibilidade de ausência de resistência à tração no solo
pode ser descrita como:

F ≤ Fsup +min
(
Fmin, πR2T, πR2ti

)
(4.39)
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onde Fsup e Fin f são as parcelas de força mobilizadas devido à mobilização do solo acima e
abaixo da placa de ancoragem, respectivamente, e obtidas numericamente pelos procedimentos
previamente descritos.

4.3 ÂNCORAS RETANGULARES

Esta seção destina-se a aplicar o teorema cinemático da análise limite para se estimar a carga de
ruptura em âncoras retangulares através de uma abordagem em tensões totais, onde a natureza
tridimensional do problema não pode ser simplificada em uma configuração bidimensional.
Duas classes de mecanismos de ruptura serão investigados, tanto adotando-se uma sucessão de
blocos em translação como investigando-se a formação de uma superfície de descontinuidade de
velocidade otimizada através da forma funcional de F em relação aos parâmetros geométricos
do problema.

4.3.1 Placa retangular: Superfície de ruptura definida por uma sucessão de

trechos planos

Nesta subseção, avalia-se a carga última de arrancamento de placas de ancoragem retangulares
adotando-se uma classe de mecanismos de ruptura onde as superfícies de descontinuidade são
descritas por uma sucessão de trechos planos, como ilustrado de forma esquemática pelas Figuras
4.7 e 4.8.

Figura 4.7 – Visualização esquemática da superfície tridimensional for-
mada por uma sucessão de trechos planos.

De maneira análoga à desenvolvida na subseção 4.2.2, cada uma das n superfícies da descon-
tinuidade superior (acima da placa) é caracterizada pela sua altura Hi, tal que a profundidade
de embutimento total da placa é dada pela soma de todas as alturas intermediárias, ou seja,
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Figura 4.8 – Seções transversais passando pelos planos (a) Oyz e (b)
Oxz do mecanismo formado por uma sucessão de planos.
Ambas as figuras apresentam simetria em relação ao eixo z.

H = ∑
n
i=1 Hi, além dos ângulos αL,i, para as descontinuidades ocorrendo nos planos paralelos a

Oxz, e os ângulos αB,i para as descontinuidades dos planos paralelos a Oxy. De forma análoga,
as descontinuidades inferiores são descritas por n superfícies planares caracterizadas pelos seus
comprimentos intermediários Bi (ou Li) bem como os ângulos de abertura βB,i (ou βL,i)

A cinemática do mecanismo analisado na ruptura consiste mais uma vez pelos volumes 1 e 2
se deslocando apenas verticalmente como um corpo rígido, com velocidade U s =Uez, tal qual
a âncora que se desloca com a mesma velocidade sob a ação de uma força vertical F = Fez

aplicada no centroide de uma placa retangular com comprimento 2L e largura 2B. Como o
volume 3, representativo de todo o solo não mobilizado durante o arrancamento, permanece no
repouso, formam-se então as superfícies de descontinuidade de velocidade consideradas nesta
classe de mecanismo.

Aplicando-se o teorema cinemático da análise limite para a classe de mecanismos proposta e
dividindo-se as parcelas de resistência mobilizada pelas descontinuidades acima e abaixo da
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placa, a parcela superior pode ser escrita como:

Fsup = 2

n

∑
i=1

{
[C (1− sinαL,i)+T sinαL,i]

(
2BHi +H2

i tanαB,i

cosαL,i

)
+

[C (1− sinαB,i)+T sinαB,i]

(
2LHi +H2

i tanαL,i

cosαB,i

)
+

γHi

6
[
Bsup

i−1Lsup
i−1 +4

(
Bsup

i −Hi tanαB,i
)(

Lsup
i −Hi tanαL,i

)
+Bsup

i Lsup
i
]}

+

4γwdBsup
n Lsup

n + γ
p|Ωp|

(4.40)

onde:

Bsup
i = B+

i

∑
j=1

H j tanαB, j (4.41a)

Lsup
i = L+

i

∑
j=1

H j tanαL, j (4.41b)

com Bsup
0 = B e Lsup

0 = L. Já, a parcela de força mobilizada abaixo da placa no caso em estudo:

Fin f = 4

n

∑
i=1

{
[C (1− sinβL,i)+T sinβL,i]


(

Bin f
i−1 +Bin f

i

)
Li

2sinβL,i

+
[C (1− sinβB,i)+T sinβB,i]


(

Lin f
i−1 +Lin f

i

)
Bi

2sinβB,i

+
3γLi

2tanβL,i

[
Li

(
Bin f

i−1 +Bin f
i

)
+Bi

(
Lin f

i−1 +Lin f
i

)]}
(4.42)

onde:

Bin f
i = B−

i

∑
j=1

B j (4.43a)

Lin f
i = L−

i

∑
j=1

L j (4.43b)

com Lin f
0 = L e Bin f

0 = B. A melhor aproximação para o limite superior da carga de ruptura dado
por esta classe de mecanismos consiste então em encontrar os ângulos de abertura (αL,i,αB,i, βB,i

e βL,i) bem como os parâmetros geométricos intermediários (Hi,Bi e Li) que minimizem Fsup e
Fin f respeitando-se o critério de pertinência do critério de Tresca truncado em tração, que pode
ser reescrito para o problema em questão por:

sinαL,i ≥ 0 e sinαB,i ≥ 0 (4.44a)
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sinβL,i ≥ 0 e sinβB,i ≥ 0 (4.44b)

Além da pertinência geométrica em que H = ∑
n
i=1 Hi, B = ∑

n
i=1 Bi e L = ∑

n
i=1 Li. Desta forma, o

limite superior da força de arrancamento considerando também uma interface com resistência
limitada em tração para a classe de mecanismos considerada será dada por:

F ≤ Fsup +min
{

Fin f ,4BLti,4BLT
}

(4.45)

Ressalta-se que, adotando-se n parâmetros para descrever as descontinuidades acima e abaixo da
placa, têm-se um total de 5n+1 parâmetros a serem minimizados de modo a obter-se a melhor
estimativa para o mecanismo considerado. Tal qual descrito anteriormente para âncoras circulares,
a minimização destes será realizada numericamente através do método de ponto interior, onde a
adoção desta estratégia através da biblioteca cyipopt, disponível em python, leva em geral poucos
minutos para minimizar a expressão com 76 parâmetros (n = 15) em um computador de uso
doméstico. Uma ilustração típica do resultado obtido para as descontinuidades superiores pode
ser observado pela Figura 4.9 para n = 15 retas.

x

1.000.750.50 0.250.00 0.25 0.50 0.75 1.00

y

1.000.750.500.250.000.250.500.751.00
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0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

Figura 4.9 – Superfícies de descontinuidade de velocidade para uma
placa retangular obtida através da adoção de 15 trechos
planos.

4.3.2 Placa retangular: Otimização da superfície de ruptura

Assim como demonstrado para placas circulares, é possível obter-se uma superfície de desconti-
nuidade de velocidade que minimize a forma funcional da força de arrancamento mobilizada
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durante o estado último do sistema para placas tridimensionais retangulares. Esta subseção
destina-se a analisar o caso onde as as superfícies de descontinuidade são dadas por funções
inicialmente desconhecidas, devendo estas serem obtidas de modo à minimizar tal resistência
dada pelo teorema cinemático da análise limite, buscando assim uma melhor aproximação do
domínio de cargas de ruptura do sistema pela abordagem exterior.

A cinemática do mecanismo de ruptura é a mesma admitida anteriormente: uma placa retangular
rígida deslocando-se verticalmente com velocidade constante através da aplicação de uma
força em seu centroide. Uma parte do solo é mobilizada neste mesmo movimento de corpo
rígido enquanto outra permanece em repouso, resultando no surgimento de superfícies de
descontinuidade de velocidade que irão determinar a resistência ao arrancamento da placa.
Inicialmente a interface inferior da placa é considerada perfeitamente aderente de modo a
mobilizar também o solo abaixo desta e, posteriormente, uma lei de interface será adotada para
a determinação do mecanismo completo. O solo mais uma vez é modelado como um material
de Tresca truncado em tração, apresentando peso específico. Como a obtenção das superfícies
de descontinuidade acima e abaixo da âncora podem ser obtidas separadamente, estas serão
apresentadas nas próximas subseções.

4.3.2.1 Superfícies de descontinuidade acima da placa de ancoragem

Assumindo os dois planos de simetria de uma placa retangular como a apresentada pela Figura 4.7
(Oxz e Oyz), é possível então analisar-se apenas um quadrante da placa, conforme ilustrado pela
Figura 4.10. Assim, será admitido que a superfície de descontinuidade paralela ao plano Oyz

será descrita por uma função onde z = g(r,θ), enquanto a descontinuidade em face paralela ao
plano Oxz é dada por uma z = f (r,θ), de modo que f (r,θ) = g(r,θ) no plano passando pela
origem e pelos pontos (L,B,0) e (Lsup,Bsup,H), ou seja, em coordenadas cilíndricas, quando
θ = arctan(B/L).

Sob tais condições, a parcela de resistência mobilizada devido às descontinuidades acima da
âncora pode ser descrita através das seguinte forma funcional:

Fsup

4
= γBLH +

∫
φ

0

∫ Lsup
cosθ

L
cosθ

C

√
1+ f 2

,r +
f 2
,θ

r2 +T −C+ γ (H− f )

rdrdθ+

∫ π

2−φ

0

∫ Bsup
cosθ

B
cosθ

C

√
1+g2

,r +
g2
,θ

r2 +T −C+ γ (H−g)

rdrdθ +BLdγw +
γ p|Ωp|

4

(4.46)

onde φ = arctan(B/L). De modo a encontrar as funções que minimizam as integrais da Equa-
ção 4.46, estas devem obedecer à condição de estacionariedade do funcional, descritas pelas
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Figura 4.10 – Problema em análise para superfícies de descontinuidade
superior otimizada em placas retangulares. Dada a simetria
da superfície, apenas um quadrante será utilizado.

equações de Euler-Lagrange. Aplicando-se esta condição ao funcional acima, chega-se então nas
seguintes equações diferenciais parciais não lineares:

f,r

(
r2 f,r f,rr + f,θ f,rθ −

f 2
,θ

r

)
+ f,θ

(
f,r f,θ +

f,θ f,θθ

r2

)
r
(

1+ f 2
,r +

f 2
,θ

r2

)3/2 −
r (r f,rr + f,r)+ f,θθ

r

√
1+ f 2

,r +
f 2
,θ

r2

+

γr
C

= 0

(4.47a)

g,r

(
r2g,rg,rr +g,θ g,rθ −

g2
,θ

r

)
+g,θ

(
g,rg,θ +

g,θ g,θθ

r2

)
r
(

1+g2
,r +

g2
,θ

r2

)3/2 −
r (rg,rr +g,r)+g,θθ

r

√
1+g2

,r +
g2
,θ

r2

+

γr
C

= 0

(4.47b)

onde f,r =
∂ f (r,θ)

∂ r , f,rθ = ∂ 2 f (r,θ)
∂ r∂θ

, e assim sucessivamente. As condições de contorno a serem
respeitadas pelas funções são dadas por:

f (L/cosθ ,θ) = 0 ∀θ ∈ [0,φ ] (4.48a)

f (Lsup/cosθ ,θ) = H ∀θ ∈ [0,φ ] (4.48b)

g(B/cosθ ,θ) = 0 ∀θ ∈ [0,π−φ ] (4.48c)
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g(Bsup/cosθ ,θ) = H ∀θ ∈ [0,π−φ ] (4.48d)

f (r,φ) = g(r,π/2−φ) ∀r (4.48e)

sendo que Bsup e Lsup (Figura 4.10) podem ser vistos como parâmetros de minimização jun-
tamente com a altura intermediária H0 ∈ [0,H] de modo a obter-se uma melhor estimativa do
limite superior da carga última para a classe de mecanismos em questão.

A resolução do problema foi executada através da implementação de um software em diferenças
finitas para a resolução das equações diferenciais parciais (Equação 4.47) em python, seguido
pela integração numérica através da regra de Simpson da Equação 4.46 em um laço de repetições
minimizando Fsup em relação aos parâmetros geométricos Bsup, Lsup e H0. Um exemplo do
resultado típico obtidos através do programa pode ser observados pela Figura 4.11.

Figura 4.11 – Exemplo de resultado obtido através da otimização das
superfícies de descontinuidade superiores para uma placa
retangular.

4.3.2.2 Superfícies de descontinuidade abaixo da placa de ancoragem

Ao considerar-se que a interface entre a base da âncora e o solo de fundação possuem uma
aderência perfeita, espera-se que superfícies de descontinuidade de velocidade se formem abaixo
da placa, separando a parcela de solo mobilizado durante o arrancamento de sua vizinhança que
permanece em repouso. Uma ilustração do problema proposto nesta classe de mecanismos de
ruptura pode ser observada pela Figura 4.12.

Após uma série de testes, percebeu-se que adoção de uma superfície única da forma z =

f (x,y) apresentou melhores resultados quando comparado a duas funções em coordenadas
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Figura 4.12 – Problema em análise para superfícies de descontinuidade
inferior otimizada em placas retangulares.

cilíndricas tais quais as apresentadas na subseção 4.3.2.1. Isto se deve provavelmente ao fato
da limitação imposta nas premissas, onde as funções f (r,θ) e g(r,θ) são iguais em um plano
passando pela origem e pelos pontos (L,B,0), o que limita a formação de uma superfície de
descontinuidade completamente livre que possa minimizar da forma mais efetiva a parcela
de resistência desenvolvida pelas descontinuidades inferiores. Deste modo, a seguinte forma
funcional para a parcela de força referente ao solo mobilizado sob a placa de ancoragem Fin f

pode então ser obtida através da abordagem cinemática da análise limite:

Fin f =
∫ B

−B

∫ L

−L

[
C
√

1+ f 2
,x + f 2

,y +T −C− γ f
]

dxdy (4.49)

Aplicando-se a condição de estacionariedade ao funcional, têm-se então à seguinte equação
diferencial parcial para a curva dada por z = f (x,y):

f,xx
(
1+ f 2

,y
)
−2 f,xy f,x f,y + f,yy

(
1+ f 2

,x
)(

1+ f 2
,x + f 2

,y
)3/2 =− γ

C
(4.50)

Sujeita às condições de contorno:

f (L,y) = f (−L,y) = 0 (4.51a)

f (x,B) = f (x,−B) = 0 (4.51b)

Tal qual descrito em mais detalhes nas seções anteriores, a resolução da Equação 4.50 foi
aproximada numericamente através do método das diferenças finitas, realizando-se a integração
numérica da forma funcional de Fin f através da regra de Simpson composta, conforme já
comentado. Uma ilustração típica dos resultados obtidos pode ser observado na Figura 4.13.
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Figura 4.13 – Exemplo de resultado obtido através da otimização das
superfícies de descontinuidade inferiores para uma placa
retangular.

4.4 MECANISMOS EM ESTADO PLANO DE DEFORMAÇÕES

Uma terceira análise pertinente à resistência ao arrancamento de placas de ancoragem compete
a estimativa da carga última das chamadas âncoras corridas, onde o comprimento em uma
direção de uma placa retangular é muito superior quando comparado a sua largura. Sob estas
circunstâncias, o domínio originalmente tridimensional pode ser simplificado a uma configuração
bidimensional partindo da suposição que o comportamento de uma âncora muito longa em uma
direção pode ser analisada como uma sucessão de fatias bidimensionais de espessura unitária, de
modo que todas as deformações estejam contidas no plano analisado.

Assim, duas classes de mecanismos de ruptura distintas serão investigadas para uma âncora
em estado plano de deformações. Inicialmente será apresentado um mecanismo de bloco em
translação, onde as superfícies de descontinuidade de velocidade na ruptura ocorrem em linhas
retas, de modo que o ângulo de inclinação destas superfícies deve ser obtido de modo a minimizar
a potência desenvolvida durante a ruptura do mecanismo proposto e o consequente valor da força
de arrancamento F . Em seguida, um mecanismo otimizado será proposto onde as superfícies
de descontinuidade são descritas por uma função que deve ser obtida de forma a minimizar a
forma funcional de F . De forma simplificada, apenas a condição em que o solo se encontre
seco ou então o nível d’água se encontre junto à superfície do solo será analisada, permitindo
assim a comparação com resultados clássicos encontrados na literatura. Ou seja, nas análises
apresentadas nesta seção, a altura da coluna d’água será considerada igual a zero (d = 0).

4.4.1 Mecanismo formado por descontinuidades retas

O mecanismo de ruptura proposto nesta análise pode ser observado pela Figura 4.14. A cinemática
deste mecanismo consiste em um bloco trapezoidal, delimitado pela zona 1, e um bloco triangular
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(zona 2), ambos se deslocando sob uma velocidade constante puramente vertical U s
1 =U s

2 =Uez

em um movimento de corpo rígido, enquanto a zona 3, que descreve o solo nas vizinhanças,
permanece em repouso (U s

3 = 0). Isto posto, assume-se que descontinuidades de velocidades
ocorrem ao longo das retas AB e A′B′ bem como BD e B′D durante a ruptura do sistema, cuja
abrangência é função dos ângulos de abertura α e β , apresentando simetria em torno do eixo z.
Inicialmente a interface solo/âncora será considerada perfeitamente aderente, de modo com que
a zona 2 se desloque conectada à placa de ancoragem, posteriormente a possibilidade de uma
interface com resistência limitada em tração será incorporada à análise.

Figura 4.14 – Mecanismo de ruptura formado por descontinuidades de
velocidade retas em estado plano de deformações.

Assim, na classe de mecanismos considerada, a potência virtual das forças externas dada pela
Equação 4.3 se escreve:

Pext = FU− γU
(

BH +H2 tanα +
B2

2
tanβ

)
− γ

pU |Ωp| (4.52)

onde o último termo da Equação 4.52 refere-se ao peso da placa para um dado comprimento
transversal Como o mecanismo de ruptura proposto descreve um movimento de corpo rígido, o
solo não apresenta taxa de deformação e consequentemente a potência resistente máxima será
descrita apenas pela parcela referente às descontinuidades de velocidade ocorrendo ao longo das
linhas AB e BD, bem como A′B′ e B′D′ por simetria. Desta forma, a potência resistente máxima
do mecanismo pode ser obtido segundo a Equação 4.4 como:

Prm = 2U
H

cosα
(C+(T −C)sinα)+2U

B
cosβ

(C+(T −C)cosβ ) (4.53)
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Sujeitas às condições de pertinência do critério para ambas as descontinuidades:[[
Û
]]

12 ·n12 ≥ 0 ∴ sinα ≥ 0 (4.54a)

[[
Û
]]

23 ·n23 ≥ 0 ∴ cosβ ≥ 0 (4.54b)

Adotando-se então a abordagem cinemática da análise limite descrita pela Equação 3.18 e
substituindo os valores apresentados nas Equações 4.52 e 4.53, chega-se na inequação que
fornece a condição necessária à estabilidade do sistema perante uma força de arrancamento F

em função dos ângulos de abertura α e β do mecanismo apresentado:

F
BC
≤ 2

cosα

H
B

(
1+
(

T −C
C

)
sinα

)
+

1
cosβ

(
1+
(

T −C
C

)
cos(β )

)
+

γH
C

(
1+

H/B
tan(α)

+
B

2H
tanβ

)
+

γ p|Ωp|
BC

(4.55)

De modo que os ângulos independentes α e β devem ser obtidos de forma a minimizar a potência
desenvolvida na ruptura do sistema. Derivando-se F em relação a β , verifica-se que o os valores
de β que minimizam F são dados por βmin = arcsin(−γB/2C). Contudo, como γ , B e C são
sempre positivos, tal minimização conduz sempre a valores negativos para β , violando a condição
de pertinência do mecanismo em que 0≤ β < π/2 e evidenciando então que o valor de β que
minimiza F garantindo a pertinência é dada por β = 0, ou seja, para este mecanismo a ruptura
acontece com a movimentação de uma camada limite do solo localizado imediatamente abaixo
da base da âncora, mobilizando a sua resistência à tração T .

Da mesma forma, minimizando-se F em relação a α e considerando o critério de pertinência do
mecanismo dado pela Equação 4.54a, duas conclusões são possíveis:

a) Se C ≥ T + γH/2, a abertura α que minimiza F é dada por:

α = arcsin
(

2C−2T − γH
2C

)
(4.56)

E a consequente força de arrancamento que fornece um limite superior de resistência
para o mecanismo proposto:

F
BC
≤ H

B

√
(2T − γH)(4C−2T − γH)

C
+

γH +T
C

+
γ p|Ωp|

BC
(4.57)

b) Se C ≤ T + γH/2, a minimização de α perante a condição de pertinência conduz ao
extremo α = 0, logo as descontinuidades ocorrerão em linhas puramente verticais.
O limite superior da força de arrancamento para este caso é dado então por:

F
BC
≤ 2H

B
+

γH +T
C

+
γ p|Ωp|

BC
(4.58)
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Outra análise pertinente consiste em considerar uma interface com resistência à tração limitada
por um valor ti, como apresentado na subseção 3.5.5. Verifica-se então que neste caso a ruptura
acontece ou no solo imediatamente abaixo da âncora devido a mobilização de sua resistência à
tração; ou na interface solo/âncora, dependendo qual dos dois parâmetros apresenta magnitude
menor. Perante estas condições, conclui-se que a condição necessária à estabilidade do sistema
dada por este mecanismo é descrita por:

{
F

BC ≤
H
B

√
(2T−γH)(4C−2T−γH)

C + γH+min(T,ti)
C + γ p|Ωp|

BC se C ≥ T + γH/2
F

BC ≤
2H
B + γH+min(T,ti)

C + γ p|Ωp|
BC se C ≤ T + γH/2

(4.59)

4.4.2 Mecanismos de blocos em translação com otimização das linhas de

ruptura

A classe de mecanismos de ruptura proposta nesta análise é apresentado pela Figura 4.15. A
cinemática da ruptura se dá de forma similar às apresentadas anteriormente, onde as zonas 1 e
2 se deslocam verticalmente num movimento de corpo rígido com U s

1 =U s
2 =Uez enquanto a

zona 3 permanece em repouso. Contudo, neste mecanismo, as descontinuidades de velocidade
são consideradas ocorrendo sobre superfícies inicialmente indeterminadas, devendo estas serem
obtidas de forma a minimizar a resistência à extração da placa de ancoragem. Desta forma, as
coordenadas da descontinuidade de velocidade superior AB (acima da âncora) são descritas por
uma função qualquer x = f (z), enquanto a descontinuidade inferior BD (abaixo da placa) é dada
por uma função z = g(x). As descontinuidades A′B′ e B′D são obtidas pela simetria em relação
ao eixo z do modelo. Novamente, a interface será inicialmente modelada perfeitamente aderida
ao solo de fundação delimitado pela g(x).

Figura 4.15 – Mecanismo formado por descontinuidades desconhecidas
em estado plano de deformações.

Consequentemente, a potência das forças externas deste mecanismo será dada por uma parcela
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referente à potência gerada pela força de arrancamento F , bem como pelas forças de volume
das áreas acima e abaixo da placa de ancoragem e o peso próprio da âncora, como descreve a
expressão:

Pext = FU−2γU
(∫ H

0
f (z)dz+

∫ B/2

0
|g(x)|dx

)
− γ

pU |Ωp| (4.60)

Mais uma vez, o mecanismo não apresenta taxa de deformação do solo, de forma que as potências
resistentes máximas de cada descontinuidade serão dadas pela Equação 3.35. Portanto, para cada
uma das descontinuidades:

a) Descontinuidade
[[

Û
]]

13 =U s
3−U s

1:

PAB∪A′B′
rm = 2U

∫ H

0

[
C
√

1+ f ′(z)2 +(T −C) f ′(z)
]

dz (4.61)

Sujeita a condição de pertinência do critério:[[
Û
]]

13 ·n23 ≥ 0 ∴ f ′(z)≥ 0 ∀z ∈ [0,H] (4.62)

b) Descontinuidade
[[

Û
]]

23 =U s
3−U s

2:

PBD∪B′D
rm = 2U

∫ B/2

0

[
C
√

1+g′(x)2 +T −C
]

dx (4.63)

Sujeita também a condição de pertinência:[[
Û
]]

23 ·n23 ≥ 0 ∴ U ≥ 0 (4.64)

Automaticamente verificada pela positividade de U no mecanismo de arrancamento
considerado.

Aplicando-se o teorema cinemático da análise limite, a seguinte condição necessária à estabili-
dade do sistema pode ser escrita:

F ≤ 2
∫ H

0

[
C
√

1+ f ′(z)2 +(T −C) f ′(z)+ γ f (z)
]

dz+

2
∫ B/2

0

[
C
√

1+g′(x)2 +T −C+ γ|g(x)|
]

dx+ γ
p|Ωp|

(4.65)

Descrevendo assim uma forma funcional de F onde as funções f (z) e g(x) devem ser encontradas
de forma a minimizar a resistência à extração, sujeitas as condições de pertinência descritas pelas
equações 4.62 e 4.64. Novamente, como a obtenção de ambas as funções é independente uma
da outra, estas serão tratadas separadamente nas próximas subseções, de modo que a força de
arrancamento F será composta de duas parcelas, uma acima da placa de ancoragem Fsup e outra
abaixo da âncora Fin f .
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4.4.2.1 Obtenção da linha de descontinuidade superior x = f (z)

A obtenção da superfície de descontinuidade entre os pontos A e B (bem como A′ e B′, por
simetria), é dada pela minimização do funcional não convexo descrito pelo primeiro termo do
lado direito da Equação 4.65, sujeito a condição de pertinência dada pela Equação 4.62, impondo
que necessariamente f ′(z)≥ 0 dentro do domínio considerado.

Seguindo os procedimentos de minimização de funcionais sujeitos à restrições, percebe-se
que a equação f ′(z) = 0 descreve uma fronteira no domínio admissível onde a função que
extremiza o funcional deve ser encontrada. Assim, assume-se a equação da fronteira f ′(z) = 0 e
consequentemente f (z) = A, onde A é uma constante de integração. A inequação original dada
pela condição de pertinência pode então ser reescrita a partir de uma troca de variáveis da forma
h2(z) = f (z)−A. Sob estas circunstâncias, a equação que fornece a condição de estacionariedade
de funcional J = J(z, f (z), f ′(z)) é dada por (PETROV, 1968):

2h(z)
(

∂J
∂ f (z)

− d
dz

(
∂J

∂ f ′ (z)

))
= 0 (4.66)

Levando a duas equações que garantem a pertinência de 4.66: h= 0 e consequentemente f (z)=A,
ou seja, a fronteira do domínio admissível dado pela restrição; e a equação de Euler-Lagrange
que fornece a condição de estacionariedade do funcional. Assim sendo, o extremo do funcional
submetido à condição supracitada pode ser alcançado por uma curva composta no domínio da
variável independente z, formada por uma parcela de cada uma das condições evidenciadas pela
Equação 4.66.

A solução para a minimização do funcional consiste então em dividir o domínio da variável
independente em dois segmentos, delimitados por um ponto intermediário H0 contido entre 0 e
H que conduz a uma curva composta no domínio. O primeiro sendo relativo ao trecho z ∈ [0,H0]

onde f ′(z) = 0 e consequentemente f (z) = B/2 (de modo a anteder à condição de contorno), e
o segundo para z ∈ [H0,H] onde a f (z) que minimiza a forma funcional de Fsup é obtida pela
equação de Euler-Lagrange. Desta forma, a parcela de resistência fornecida pela geometria acima
da placa de ancoragem no mecanismo pode ser escrita como:

Fsup = 2
{∫ H0

0
Cdz+

∫ H

H0

[
C
√

1+ f ′(z)2 +(T −C) f ′(z)+ γ f (z)
]

dz
}
+ γBH0 + γ

p|Ωp|

(4.67)
Analisando-se a condição de estacionariedade da segunda integral da equação acima, dada pela
equação de Euler-Lagrange, chega-se a seguinte equação diferencial ordinária não-linear de
segunda ordem, cuja solução constitui em uma função de curvatura constante dada pela razão
γ/C:

f ′′(z)

(1+ f ′(z)2)
3/2 =

γ

C
(4.68)
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Integrando-se uma vez a Equação 4.68 por separação de variáveis e substituição trigonométrica:

C
γ

f ′(z)√
1+ f ′(z)2

+K1 = z (4.69)

onde K1 é uma constante de integração que, pela condição de pertinência descrita pela Equa-
ção 4.62, verifica-se que obrigatoriamente K1 ≤ H0. Reescrevendo a equação acima:

( f ′(z))2 =
γ2(z−K1)

2

C2− γ2(z−K1)2 (4.70)

Como z∈ [H0,H], o numerador sempre será positivo ou igual a zero. Logo, para que seja possível
obterem-se raízes reais do lado direito da equação e a solução seja pertinente perante o critério
de ruptura do material, deve-se garantir que:

γH0 +C
γ

≤ K1 ≤ H0 (4.71)

Assumindo esta condição, a solução final para a Equação 4.68 é dada por:

f (z) = K2−
1
γ

√
C2− γ2(z−K1)2 (4.72)

onde K2 é uma constante de integração que deve respeitar a continuidade entre os dois trechos
dada a condição de contorno f (z = H0) = B/2. Assim, a equação final que descreve o trecho
H0 ≤ z≤ H é dado pela cônica:

f (z) =
γB+2

√
α

2γ
+

√
C2− γ2(z−K1)2

γ
(4.73)

onde α =C2− γ2(H0−K1)
2. Substituindo esta forma de f (z) na Equação 4.67 chega-se então

na condição necessária à estabilidade do mecanismo de ruptura superior perante a ação de F :

Fsup = 2CH0 +
C2

γ
arcsin

(
γ(
√

α(H−K1)−
√

β (H0−K1))

C2

)
+

√
α

γ
(2γH− γH0−

γK1 +2T −2C)+

√
β

γ
(γK1− γH−2T +2C)+BγH + γ

p|Ωp|

(4.74)

onde β =C2− γ2(H−K1)
2. Minimizando F em relação a K1 e H0 mantendo-se as restrições

descritas pela Equação 4.71, verifica-se que estes assumem os seguintes valores em função das
propriedades do material e da profundidade H da âncora:

K1 =
γH−C+T

γ
,H0 = 0 se C ≥ γH +T

K1 = H0 =
γH−C+T

γ
se T ≤C ≤ γH +T

K1 = H0 = H se C ≤ T

(4.75)

Descrevendo assim quando a superfície de descontinuidade será dada apenas pelo trecho não
linear oriundo da condição de estacionariedade do funcional, apenas por linhas retas verticais ou
uma configuração composta entre estes extremos. Em suma:
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a) Se C ≥ γH +T : a superfície será descrita pela função encontrada dada a condição
de estacionariedade do funcional, uma vez que H0 = 0. Assim:

Fsup

BC
=

1
γB

[
C arcsin

(√
α(C−T )+

√
β (γH−C+T )

C2

)
+
√

α

(
γH−C+T

C

)
+

√
β

(
C−T

C

)]
+

γH
C

+
γ p|Ωp|

BC
(4.76)

onde α = (γH + T )(2C− γH − T ) e β = T (2C− T ). A função que descreve a
descontinuidade AB é então dada por:

x = f (z) =
γB+2

√
α

2γ
−
√
(γH− γz+T )(2C+ γz−T − γH) (4.77)

Sendo A′B′ encontrada por simetria em relação ao eixo z.

b) Se T ≤C≤ γH +T : A superfície será descrita por um trecho constante (condição de
contorno do extremo) até uma altura H0 ∈ [0,H] = γH−C+T

γ
e um trecho dado pela

estacionariedade do funcional:

Fsup

BC
=

2
B

(
γH−C+T

γ

)
+

C
γB

arcsin
(

C−T
C

)
+√

T (2C−T )
γB

(
C−T

C

)
+

γH
C

+
γ p|Ωp|

BC

(4.78)

onde a função que descreve a geometria da descontinuidade AB é dada por:

x = f (z) =

{
B/2 se z≤ γH−C+T

γ

γB+2
√

α

2γ
−
√
(γH− γz+T )(2C+ γz−T − γH) se z≥ γH−C+T

γ

(4.79)

c) Se C ≤ T : A superfície será descrita somente por uma reta vertical constante em
todo o domínio uma vez que H0 = H. Logo:

Fsup

BC
= 2

H
B
+

γH
C

+
γ p|Ωp|

BC
(4.80)

E a geometria da descontinuidade AB:

x = f (z) =
B
2

(4.81)

Uma ilustração esquemática da minimização das descontinuidades superiores para a cinemática
de ruptura proposta pode ser observada pela Figura 4.16. A obtenção da superfície de ruptura
abaixo da placa de ancoragem será descrita na próxima subseção.
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Figura 4.16 – Geometria obtida pela minimização do funcional que
descreve as descontinuidades superiores do mecanismo de
ruptura em estado plano de deformações.

4.4.2.2 Obtenção da linha de descontinuidade inferior z = g(x)

De forma análoga, a obtenção da superfície BD (e B′D por simetria) onde ocorre a desconti-
nuidade de velocidade abaixo da placa de ancoragem é obtida pela minimização do funcional
J = J(x,g(x),g′(x)) abaixo:

J =
∫ B/2

0

[
C
√

1+g′(x)2 +T −C− γg(x)
]

dx (4.82)

Apesar de, neste caso, a condição de pertinência do critério de resistência do material não
impor nenhuma restrição diretamente sobre a g(x), de modo a levar em conta o formato da
descontinuidade proposta, onde a função g(x) não decresce no domínio x ∈ [0,B/2], a condição
de que g′(x)≥ 0 será adotada.

Desta forma, a extremização do funcional será dada de forma afim à realizada anteriormente para
as descontinuidades superiores, assumindo um trecho linear para x ∈ [0,B0] com B0 sendo um
ponto intermediário contido entre 0 e B/2, e outro trecho dado pela condição de estacionariedade
do funcional, como pode ser observado na Figura 4.17. Logo, o limite superior da força de
arrancamento será dado por:

F ≤ 2
(

B0T − γB0 ·g(B0)+
∫ B/2

B0

[
C
√

1+g′(x)2 +T −C− γg(x)
]

dx
)
+Fsup. (4.83)

onde Fsup é a força de arrancamento obtida na subseção 4.4.2.1 para as descontinuidades superi-
ores em função dos três casos descritos anteriormente. Tomando-se a integral da Equação 4.83,
pode-se aplicar o procedimento convencional para extremização de funcionais segundo o cálculo
das variações, conduzindo à seguinte equação diferencial:

g′′(x)
(1+g′(x)2)3/2 =− γ

C
(4.84)
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Resolvendo-se a EDO, encontra-se então a equação que fornece a superfície de descontinuidade
de velocidade BD para o trecho dado por x ∈ [B0,B/2]:

g(x) =
1
γ

(√
βi−

√
C2− γ2(K1 + x)2

)
(4.85)

onde βi =C2−γ2(K1+B/2)2 e K1 é uma constante de integração que deve respeitar as seguintes
condições de pertinência do mecanismo e integrabilidade da equação diferencial:

K1 ≥−B0 e − 2C− γB
2γ

≤ K1 ≤
C− γB0

γ
(4.86)

De modo a manter a continuidade entre os dois trechos, o trecho linear descrito por x ∈ [0,B0] é
dado então por:

g(x) =
1
γ

(√
βi−

√
C2− γ2(K1 +B0)2

)
(4.87)

Substituindo a forma da g(x) para o segundo trecho, dada pela Equação 4.85 na Equação 4.83
e minimizando K1 respeitando as condições 4.86, verifica-se que o valor que minimiza F em
relação a K1 é dado por K1 = −B0, sendo que a minimização de B0 conduz a três valores em
função das condições previamente descritas:

B0 =


0 se C ≥ γB/2
γB−2C

2γ
se 2γB

(8−π) ≤C < γB/2
B
2 se C < 2γB

(8−π)

(4.88)

Conduzindo então a três conclusões distintas para o mecanismo de ruptura ocorrendo imediata-
mente abaixo da âncora:

a) Se C ≥ γB/2, a superfície de ruptura será descrita apenas pelo trecho não linear
obtido pela minimização do funcional uma vez que B0 = 0. Assim:

Fin f

BC
=

C
γB

arcsin
(

γB
2C

)
+

1
2C

√
C2− γ2B2

4
−
(

C−T
C

)
(4.89)

enquanto a geometria da descontinuidade para x ∈ [0,B/2]:

g(x) =
1
γ

(√
C2− γ2B2

4
−
√

C2− γ2x2

)
(4.90)

b) Se 2γB/(8−π)≤C < γB/2, a superfície será descrita por um trecho constante para
x ∈ [0,B0] e outro trecho não linear para x ∈ [B0,B/2], com B0 = (γB− 2C)/2γ .
Assim, a descontinuidade DB (e B′D por simetria) é dada por:

g(x) =


−C

γ
se 0≤ x≤ γB−2C

2γ

−1
γ

√
C2− γ2

(
x− γB−2C

2γ

)
se γB−2C

2γ
≤ x≤ B

2

(4.91)
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Com o respectivo limite superior da força de arrancamento devido à descontinuidade
inferior sendo dado por:

Fin f

BC
=

C(π−8)
2γB

−C+T
C

(4.92)

c) Se C < (2γB)/(8−π), têm-se que B0 = B/2 e, consequentemente, g(x) = 0 ∀x,
de modo que a ruptura acontece mobilizando o solo imediatamente abaixo da âncora
e sua consequente resistência à tração:

Fin f

BC
=

T
C

(4.93)

Assim, a Figura 4.17 apresenta uma representação esquemática da geometria obtida para ambas
descontinuidades

Figura 4.17 – Geometria obtida pela minimização do funcional que
descreve as descontinuidades superior e inferior do meca-
nismo de ruptura otimizado em estado plano de deforma-
ções.

É importante salientar que estas condições são válidas sempre que a resistência à tração da
interface ti for suficientemente grande para suportar a massa de solo mobilizada abaixo da âncora
e garantir a continuidade de velocidade entre as zonas 2 e 3. Assim, para um caso genérico,
levando-se em consideração também uma resistência à tração ti limitada na interface, o limite
superior da força de arrancamento é dado por:

F ≤ Fsup +min
(
Fin f ,Bti

)
(4.94)
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onde Fin f é a parcela de força desenvolvida devido à mobilização da descontinuidade inferior
descrita nesta seção. A Equação 4.94 caracteriza assim que a ruptura pode ocorrer na inter-
face, devido a uma falta de resistência à tração; mobilizando a resistência à tração do solo
imediatamente abaixo da âncora; ou ainda desenvolvendo as superfícies de descontinuidade
obtidas.
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5 APLICAÇÃO NUMÉRICA: ABORDAGEM EM TENSÕES TOTAIS

Este capítulo destina-se a apresentar os resultados obtidos a partir da implementação numérica
dos limites superiores da força de arrancamento desenvolvidos nos mecanismos de ruptura em
tensões totais apresentados no Capítulo 4. Simulações numéricas foram realizadas de modo a
tanto comparar as diferentes classes de mecanismos para cada uma das geometrias sob análise e
investigar os efeitos dos principais parâmetros envolvidos no problema, quanto comparar as pre-
dições obtidas com dados experimentais e numéricos disponíveis na literatura, respectivamente,
validando e verificando assim sua aplicação a placas de ancoragem rasas.

Para tanto, rotinas utilizando a linguagem python foram desenvolvidas pelo autor em cada um dos
casos específicos, com exceção da minimização pelo método do ponto interior onde a biblioteca
cyipopt (disponível em https://cyipopt.readthedocs.io/en/stable/ ) foi adotada. Cabe ressaltar
que, após diversos testes de modo a determinar o tamanho das discretizações adotadas para as
aproximações das equações diferenciais bem como o tamanho dos incrementos das minimizações,
os seguintes parâmetros foram adotados nas análises:

a) Discretização do domínio em 5 000 intervalos no método das diferenças finitas,
utilizando-se os mesmos pontos para a integração numérica pela regra de Simspson;

b) 10 iterações para a resolução do sistema de equações não lineares pelo método de
Newton;

c) Incrementos de tamanho ∆H0 = H/100 para a minimização de Fsup, quando perti-
nente;

d) Incrementos de tamanho ∆Rsup = Rsup/100 para a minimização de Fsup nos mecanis-
mos de ruptura de âncoras circulares, adotando-se um Rsup máximo igual a 5R, a não
ser quando evidenciado que o mínimo se encontra além deste limite. Um raciocínio
análogo se aplica para a minimização de Bsup e Lsup para placas retangulares.

A adoção destes valores permitiu garantir boa precisão na convergência dos resultados obtidos
sem sobrecarregar demasiadamente o tempo de execução das rotinas desenvolvidas, que, em
geral, permaneceu na ordem de grandeza de minutos para um computador de uso doméstico.

Ademais, nas análises paramétricas, serão apresentados resultados para os mecanismos analisando-
se três situações distintas:
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a) A resistência à tração na interface é nula (ti = 0) e consequentemente não há mobili-
zação de resistência no solo de fundação;

b) A resistência à tração na interface é igual à coesão do solo (ti = C), caso onde o
mecanismo de ruptura pode ocorrer mobilizando a interface ou no solo de fundação;

c) A resistência à tração na interface é infinita (ti =∞) e logo a ruptura se dá mobilizando
o solo abaixo da âncora.

Estas configurações de interface serão analisadas juntamente a três valores de resistência à
tração do solo: T = 0, T = C, e T = ∞, de modo a fornecer padrões de comportamento das
placas que permitam observar a influência dos principais parâmetros envolvidos na sua extração.
Os resultados destas análises serão apresentados e discutidos nas próximas subseções para
âncoras circulares, retangulares e corridas (estado plano de deformações) sob uma abordagem
em tensões totais. Cabe ressaltar que todos os resultados aqui apresentados correspondem a
limites superiores da força de arrancamento, dado que o teorema cinemático da análise limite
conduz a uma condição necessária à estabilidade.

5.1 ÂNCORAS CIRCULARES

5.1.1 Análise paramétrica e comparação entre os mecanismos para placas

circulares

Esta seção destina-se a comparar os resultados obtidos pelos mecanismos de ruptura dados por
descontinuidades de velocidade cônicas e otimizadas desenvolvidos na seção 4.2 para placas
circulares. Os resultados serão apresentados comparando-se a força de arrancamento normalizada
pela área da placa vezes a coesão F/(AC) versus o parâmetro adimensional γH/C para os
diversos casos sob análise. Três razões de embutimento serão apresentadas: H/D = 0.5, 1 e 2,
de modo a cobrir uma grande parte das aplicações em geotecnia. Inicialmente uma comparação
será realizada considerando-se d = 0 e, posteriormente, predições levando em consideração o
peso da coluna d’água serão apresentados como referência.

Para o caso onde a interface solo/âncora não apresenta resistência nula à tração (ti = 0), o
limite superior da força de arrancamento normalizada pode ser observado pelas Figuras 5.1
e 5.3 para os cenários onde T = 0 e T = C, respectivamente. Ressalta-se que, como nestas
condições a resistência de interface é dada por ti = 0, toda a resistência observada nas curvas
é fruto das descontinuidades de velocidade acima da âncora, e, consequentemente, Fsup, uma
vez que o a ruptura ocorre sem mobilizar qualquer parcela de resistência abaixo da placa.
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Assim, as curvas apresentando os resultados para descontinuidades cônicas foram obtidos
através do problema de minimização de parâmetros apresentado na subseção 4.2.2; enquanto
as descontinuidades otimizadas correspondem à resolução da equação diferencial não linear
desenvolvida na subseção 4.2.3.
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Cônicas (n = 2)
Cônicas (n = 3)

Figura 5.1 – Resultados obtidos pelos os mecanismos de ruptura com
descontinuidades otimizadas e cônicas para ti = 0 e T = 0.

A Figura 5.1 apresenta os resultados obtidos para o caso onde o material de Tresca em tração
apresenta T = 0 e a interface possui resistência à tração igual a zero. Percebe-se que, sob
estas condições, o mecanismo com descontinuidades otimizadas apresenta valores inferiores de
resistência à extração quando comparados ao mecanismo de descontinuidades cônicas, sendo
esta diferença tão pronunciada quanto menor a razão γH/C. Contudo, fica evidente que mesmo
a adoção de poucas sucessões de trechos cônicos a mais para descrever o mecanismo consegue
aproximações melhores dos resultados obtidos pela solução do mecanismo otimizado que quando
comparado ao caso onde n= 1. De modo ilustrativo, a Tabela 5.1 apresenta a razão entre as forças
obtidas pelos diferentes mecanismos para a razão de embutimento H/D = 1, onde, por exemplo,
a adoção de 3 trechos cônicos excede o resultado obtido pelas descontinuidades otimizadas em
aproximadamente 6% para γH/C = 0.1, em contraponto aos 35% obtidos para apenas um tronco
de cone.

Da Figura 5.1 pode-se evidenciar também que inicialmente a curva referente ao mecanismo
otimizado apresenta uma não linearidade e, com o aumento de γH/C, tende a uma evolução
linear ao passo em que as superfícies de descontinuidade de velocidade tornam-se cada vez mais
próximas de um cilindro, como pode ser observado na Figura 5.2 para três valores distintos de
γH/C. Esta tendência também pode ser observada nos demais mecanismos, evidenciando-se que

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite



124

Tabela 5.1 – Tabela comparativa entre os resultados obtidos pelos dife-
rentes mecanismos para ti = 0, T = 0 e H/D = 1

Fretas/Fotimizado
γH/C n = 1 n = 2 n = 3

0.1 1.350 1.116 1.058

0.25 1.290 1.084 1.039

0.5 1.181 1.048 1.022

1.0 1.103 1.025 1.012

2.0 1.051 1.012 1.006

estes convergem ao mesmo resultado, dado que tanto a minimização dos mecanismos cônicos
quanto a resolução do mecanismo otimizado evoluem para as descontinuidades cilíndricas
mencionadas anteriormente, paralelas ao eixo z.

Figura 5.2 – Superfícies de descontinuidade superiores observadas para
(a) γH/C = 0.1, (b) γH/C = 0.5 e (c) γH/C = 1.0

Já, quando ti = 0 e T = C (Figura 5.3) percebe-se que a resolução de todos os mecanismos
propostos conduzem ao mesmo resultado, uma vez que a minimização da descontinuidade
superior conduz sempre à superfície cilíndrica supracitada não mobilizando a resistência à tração
uma vez que

[[
Û
]]
·n = 0. Este mesmo resultado é obtido quando T = ∞, caso onde o critério de

Tresca truncado em tração se resume ao critério de Tresca convencional. Assim, nestes casos, o
limite superior da força de arrancamento para um mecanismo com descontinuidades cilíndricas é
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Figura 5.3 – Comparativo entre os resultados obtidos pelos os mecanis-
mos otimizado e de cone para ti = 0 e T =C.

dado por:

F ≤ 2πCRH +πR2(γH + γwd + ti) (5.1)

Considerando-se agora uma resistência à tração da interface igual à coesão do material de Tresca
(ti =C), o mecanismo de ruptura desenvolvido irá depender da magnitude dos outros parâmetros
envolvidos, principalmente no que diz respeito a como o desprendimento da placa irá ocorrer.
Ao considerar-se uma resistência à tração do solo nula (T = 0), os resultados obtidos são os
mesmos previamente apresentados pela Figura 5.1, uma vez que mesmo a interface apresentando
uma resistência ti > 0, a ruptura acontece no solo de fundação imediatamente abaixo da placa de
ancoragem sem mobilizar resistência (dado que T = 0), de modo que toda a resistência imposta
no mecanismo é dada somente pelo solo mobilizado sobre a âncora.

Já, quando se considera um material de Tresca truncado em tração com T = C para o caso
onde ti = T , os resultados de força de arrancamento normalizados podem ser observados pela
Figura 5.4. Nestas análises, a ruptura ocorre mobilizando também o solo abaixo da âncora, que no
caso do mecanismo otimizado existe a formação da superfície de descontinuidade desenvolvida
na subseção 4.2.3.2, enquanto que, para o mecanismo envolvendo trechos cônicos, a resistência
mobilizada pelo processo de minimização retornou sempre um valor igual de Fin f = πR2T para
testes até n = 40 trechos cônicos, demonstrando que a ruptura acontece imediatamente abaixo
da placa. Apesar de, teoricamente, o mecanismo formado por uma sucessão de trechos cônicos
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tender a se aproximar do mecanismo otimizado à medida que n aumenta, acredita-se que a
estratégia de minimização utilizada através do método de ponto interior esteja convergindo para
um mínimo local onde todos os ângulos βi são iguais a π/2, ou seja, as descontinuidades seriam
puramente paralelas à placa de ancoragem.
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Figura 5.4 – Comparativo entre os resultados obtidos pelos os mecanis-
mos otimizado e de cone para ti =C e T =C.

Da Figura 5.4 percebe-se ainda que a diferença entre os resultados obtidos pelos mecanismos
otimizados e cônicos diminui com o aumento da razão de embutimento. Isto se deve ao fato de
que, como quando T =C a descontinuidade superior é um cilindro para ambos os mecanismos
(Equação 5.1), a diferença entre as resistências observadas na Figura 5.4 deve-se unicamente ao
mecanismo desenvolvido abaixo da placa de ancoragem, sendo esta diferença menos pronun-
ciada para placas com maior razão de embutimento uma vez que o valor de Fin f independe da
profundidade, ou seja, F passa a ser controlada predominantemente pela parcela acima da âncora
ao passo que a profundidade aumenta. Assim, a Figura 5.5 apresenta apenas a variação de Fin f

obtida pelo mecanismo otimizado para o caso em questão, dado que a adoção do mecanismos
com descontinuidades cônicas conduziu sempre a valores de Fin f /(AC) iguais a 1.

Já, quando considera-se T = ∞ (Tresca sem limitação em tração) para uma interface com ti =C, a
tendência do resultado obtido é similar ao anteriormente apresentado pela Figura 5.3 uma vez que
os mecanismos se resumem ao caso cilíndrico (Equação 5.1), sendo que agora a descontinuidade
inferior do mecanismo ocorre indefinidamente na interface ou no solo de fundação uma vez que
ambos apresentam a mesma magnitude de resistência.

Por fim, no caso onde a resistência à tração da interface é infinita (ti = ∞), os resultados obtidos
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Figura 5.5 – Resultados obtidos para Fin f em placas de ancoragem cir-
culares com ti = T =C.

são análogos aos previamente apresentados. No caso onde o solo assume T = 0, os resultados
obtidos são os mesmos apresentados pela Figura 5.1, onde toda a resistência mobilizada deve-se
ao mecanismo desenvolvido acima da âncora, sendo que agora a mobilização inferior ocorre no
solo imediatamente abaixo da âncora pela ausência de resistência à tração. Já, quando C = T , os
resultado são idênticos aos apresentados pela Figura 5.4, onde a diferença entre os mecanismos
deve-se unicamente ao formato da descontinuidade localizada abaixo da âncora.

Assim, percebe-se dos resultados anteriores que o mecanismo otimizado apresentou o menor
valor para o limite superior da força de arrancamento, e consequentemente a melhor aproximação
do domínio das cargas suportáveis do sistema, sendo que o mecanismo formado por uma sucessão
de trechos cônicos tende ao mesmo valor à medida em que o número de segmentos aumenta.
Desta forma, apenas as predições obtidas pelo mecanismo com descontinuidades otimizadas
serão utilizadas nas próximas análises.

Levando-se em consideração agora a influência da altura da coluna d’água d na resistência obtida,
a Figura 5.6 apresenta os resultados obtidos variando-se essa profundidade normalizada pelo
diâmetro da placa em d/D = 0, 1, 2 e 3 para o caso em que ti = 0, de modo que as predições
do modelo possam ser utilizadas para a estimativa da carga última real de placas de ancoragem
em meios marítimos ao se adotar uma abordagem em tensões totais. Comportamentos similares
aos discutidos anteriormente podem ser observados, sendo que os resultados quando T = C,
correspondentes a descontinuidades cilíndricas, podem ser obtidos diretamente pela Equação 5.1.
Ademais percebe-se que, à medida que a altura da coluna d’água aumenta, cada vez mais os
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resultados se aproximam do resultado cônico, dado que o processo de minimização do funcional
tende a diminuir a abertura sob a superfície do leito oceânico para diminuir o efeito da sobrecarga
sobre este, fazendo com que H0 se aproxime de H e, consequentemente, o resultado convirja
para o de descontinuidades cilíndricas
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Figura 5.6 – Comparativo entre os resultados obtidos pelo mecanismo
otimizado levando em conta a variação de altura da coluna
d’água para d/D = (a) 0, (b) 1, (c) 2 e (d) 3.

Quanto às descontinuidades inferiores, estas não apresentam distinção ao se variar o parâmetro d

dado que este não influencia diretamente a parcela de resistência dada por Fin f nos mecanismos
propostos. Assim, os resultados apresentados anteriormente pela Figura 5.5 permanecem válidos
independentemente da magnitude de d.
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5.1.2 Verificação e validação da abordagem em tensões totais para placas

circulares

Esta seção destina-se a validar e verificar os resultados obtidos pelo mecanismo desenvolvido
na subseção 4.2.3, comparando as predições para o limite superior da resistência à extração
obtidos pela abordagem cinemática da análise limite com resultados numéricos e experimentais
presentes na literatura. Ressalta-se que apenas os resultados obtidos pela mecanismo formado
por descontinuidades otimizadas será utilizado nas análises uma vez que este constitui uma
melhor aproximação do domínio das cargas admissíveis quando comparado aos mecanismos de
descontinuidades cônicas.

Em seu trabalho, Merifield et al. (2003) quantificaram os efeitos geométricos de placas de
ancoragem tridimensionais através de uma aplicação numérica da abordagem estática da análise
limite, desenvolvida por Sloan (1988), apresentando assim uma construção do domínio das cargas
admissíveis pelo interior. Desta forma, os autores realizaram simulações numéricas considerando
o solo como um material homogêneo e isotrópico, dotado de peso específico, obedecendo ao
critério de Tresca convencional (não truncado em tração: T = ∞), onde a interface entre a base
da âncora e o solo de fundação não possui nenhuma aderência (ti = 0).

Os resultados numéricos obtidos por Merifield et al. (2003) podem ser observados em comparação
com desenvolvidos no presente estudo pela Figura 5.7. Como pode ser observado, os resultados
do presente trabalho apresentam boa concordância com os obtidos por Merifield et al. (2003) para
a razão de embutimento H/D = 1, aumentando a discrepância entre o limite inferior apresentado
pelos autores e o presente limite superior à medida que esta razão também aumenta, sustentando
a aplicabilidade dos resultados presentes à âncoras com baixas razões de embutimento, como
as comumente encontradas em meios marítimos, que compõe o escopo deste trabalho. Cabe
ressaltar também que, como a comparação foi feita utilizando-se T = ∞, os resultados obtidos
podem ser alcançados através da Equação 5.1 utilizando-se ti = 0.

Tal diferença supracitada entre os resultados para razões de embutimento maiores do que 1
pode ser justificada por dois argumentos distintos cujos efeitos podem estar sobrepostos em
certo grau. Em primeiro lugar, os resultados apresentados por Merifield et al. (2003) configuram
uma abordagem estática da análise limite, fornecendo assim um limite inferior da força de
arrancamento, enquanto que os resultados do presente estudo foram obtidas através da abordagem
cinemática, que apresentam uma estimativa do limite superior da capacidade de carga. Posto isto,
espera-se que ao resultado mais preciso se encontre sobre ou entre um destes dois limites.

Contudo, a razão mais provável para explicar esta diferença é de que o mecanismo proposto
na seção 4.2 não é adequado para prever o comportamento de âncoras mais profundas, sendo
esperado que, ao passo que a profundidade da placa aumente, seu mecanismo também se
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Figura 5.7 – Comparativo entre os resultados obtidos por Merifield et al.
(2003) e pelo presente trabalho para a capacidade de carga
de placas circulares.

modifique, podendo apresentar outros campos de velocidade na cinemática de ruptura que
diferem do puramente vertical considerado no desenvolvimento do mecanismo. Este aspecto
encontra-se visível nos resultados de Merifield et al. (2003) para H/B = 3 (Figura 5.7), onde a
mudança de inclinação na reta representa justamente a transição total para um mecanismo de
âncoras profundas, onde existe a prevalência de um cisalhamento local e a resistência passa a
independer da profundidade da âncora.

Um dos primeiros trabalhos experimentais sob a resistência à extração de placas de ancoragem
em solos argilosos é apresentado por Vésic (1969). Nele, o autor compara sua solução baseada
na teoria de expansão de cavidades com dados experimentais obtidos através de ensaios onde
a base da âncora não é ventilada, deixando que esforços de sucção se desenvolvam livremente.
Poucos dados são informados acerca da argila utilizada, além dos limites de Atterberg e de uma
resistência ao cisalhamento não drenada Su = 5,17 kPa.

A Figura 5.8 apresenta os resultados obtidos por Vésic (1969) em comparação com as predições
do mecanismo otimizado desenvolvido na subseção 4.2.3. Devido às incertezas frente à determi-
nação do parâmetro de resistência à tração do solo no critério de Tresca truncado e a resistência
à tração da interface ti, esta última foi considerada perfeitamente aderente e três curvas podem
ser observadas, referentes aos resultados obtidos para T = 0, T = C/2 e T = C, sendo a área
sombreada representativa dos resultados esperados para valores intermediários a estes. Como
pode ser observado, os resultados obtidos pelo modelo conseguem representar a tendência dos
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Figura 5.8 – Comparativo entre os resultados experimentais obtidos por
Vésic (1969) e pelas predições do presente trabalho para a
capacidade de carga de placas circulares.

dados sob baixas razões de embutimento, especialmente quando adota-se T =C/2.

5.2 ÂNCORAS RETANGULARES

5.2.1 Análise paramétrica e comparação entre os mecanismos para placas

retangulares

Os resultados numéricos obtidos através das classes de mecanismos apresentadas anteriormente
nas seções 4.3.1 e 4.3.2 serão apresentados e discutidos aqui considerando-se os mesmos casos
distintos para a resistência à tração da interface: incapaz de resistir esforços de tração (ti = 0);
igual à coesão do solo (ti =C); e perfeitamente aderente (ti = ∞). Novamente estes casos serão
analisados juntamente com três valores ilustrativos da resistência à tração isótropa do material
de Tresca: T = 0, T =C, e T = ∞, tanto para placas quadradas (L/B = 1), quanto para placas
retangulares com duas razões de aspecto: L/B = 2 e L/B = 5. Inicialmente a comparação entre
os mecanismos será realizada para d = 0 e posteriormente esta variável será incorporada na
apresentação das predições do modelo.

Ao considerar-se que a interface inferior da âncora é incapaz de resistir esforços de tração, toda a
resistência mobilizada durante o arrancamento será dada somente pelas classes de mecanismos
superiores (localizadas acima da placa), dado que o solo abaixo da âncora não será mobilizado
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na cinemática da ruptura. Assim, a Figura 5.9 apresenta os resultados obtidos para o limite
superior de F quando ti = 0 e o material de Tresca apresenta limite em tração isótropa nulo
igual a zero (T = 0) para placas quadradas (L/B = 1). Para isso, adotou-se tanto superfícies de
descontinuidade formadas por n trechos planos (subseção 4.3.1) quanto a superfície otimizada
proposta (subseção 4.3.2), avaliando-se três razões de embutimento: H/B= 0,5, 1 e 2. Percebe-se
inicialmente que a tendência de crescimento da resistência é mais acentuada para baixos valores
de γH/C e maiores razões de embutimento, sendo este aumento não linear mais pronunciado do
que o observado nos resultados de placas circulares. Como esperado, tanto melhor é a estimativa
do limite superior da força de arrancamento quanto maior é o número de planos adotados para
descrever a descontinuidade, sendo que a adoção de 15 planos apresentou resultados condizentes
aos obtidos através da otimização da superfície de ruptura.
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Figura 5.9 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de ar-
rancamento considerando-se placas quadradas com T = 0 e
ti = 0.

A Tabela 5.2 apresenta um comparativo entre os resultados apresentados pela Figura 5.9, onde a
razão entre o resultado obtido pelo mecanismo de trechos planos Fplanos e o obtido pela curva
otimizada Fotimizado é apresentada para as três razões de embutimento e uma gama de valores
da razão γH/C, adotando-se n = 1, 3 e 15 planos para descrever a descontinuidade superior.
Percebe-se que, quanto menor o valor de γH/C, maior é a divergência entre os resultados, sendo
que de fato a adoção de 15 planos apresentou um valor muito próximo ao obtido pela otimização
da descontinuidade. Percebe-se que adoção de apenas um plano constitui uma aproximação
ainda distante do limite superior da carga de ruptura, especialmente para baixos valores de γH/C,
superando em 95% a resistência obtida pela superfície otimizada no caso de γH/C = 0,1 e
H/L = 1,0.
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Tabela 5.2 – Tabela comparativa entre os resultados obtidos pelos di-
ferentes mecanismos para placas quadradas com ti = 0 e
T = 0

Fplanos/Fotimizado
H/L = 0,5 H/L = 1,0 H/L = 2,0

γH/C n = 1 n = 3 n = 15 n = 1 n = 3 n = 15 n = 1 n = 3 n = 15

0,1 1,46 1,09 1,08 1,95 1,29 1,02 1,82 1,43 1,00

0,25 1,40 1,14 1,04 1,62 1,19 1,02 1,44 1,22 1,01

0,5 1,32 1,14 1,07 1,31 1,11 1,01 1,25 1,11 1,01

1,0 1,22 1,10 1,07 1,16 1,05 1,02 1,13 1,05 1,00

2,0 1,11 1,06 1,04 1,08 1,03 1,02 1,07 1,02 1,00

Analisando-se o caso de âncoras retangulares (L/B 6= 1) embutidas em um material com resis-
tência à tração isótropa nula (T = 0), as Figuras 5.10 e 5.11 apresentam os resultados obtidos
para placas com razão de aspecto L/B igual a 2 e 5, respectivamente. Percebe-se que a mesma
tendência de crescimento observada para placas quadradas é também cumprida em placas retan-
gulares. Contudo, o mecanismo otimizado agora não apresenta o menor valor do limite superior
de F , teoricamente a melhor aproximação do domínio de cargas admissíveis, apresentando
resultados intermediários entre os mecanismos compostos por um e três planos, sendo tanto mais
distinta esta diferença quanto menor o valor de γH/C. Este fato se deve à suposição adotada
na subseção 4.3.2.1 em que as superfícies de descontinuidade de velocidade se encontram num
plano vertical passando pela origem e pelo vértice da placa, ou seja, que f (r,φ) = g(r,π/2−φ)

com φ = arctan(B/L). Verifica-se que esta suposição impõe uma limitação nesta classe de me-
canismos que restringe a formação de uma superfície de descontinuidade otimizada, enquanto
que, no caso onde a superfície de descontinuidade é descrita por uma sucessão de planos, esta
restrição não é imposta a priori e logo a interseção entre as superfícies pode ocorrer livremente
onde a minimização dos ângulos envolvidos conduzir, assim sendo possível obter-se melhores
estimativas da carga de arrancamento. Em placas quadradas este efeito não é visível dado que
este apresenta 4 planos de simetria, assim espera-se que este efeito seja mais visível quanto
maior for a razão de aspecto da placa, conforme observado também pelos resultados das Figuras
5.10 e 5.11.

Considerando-se agora o caso em que a resistência à tração isótropa do critério de Tresca é
igual à coesão (T = C), todas as classes de mecanismos propostos conduzem ao caso trivial
onde as superfícies de descontinuidade de velocidade são puramente verticais, paralelas ao
eixo z. Este mesmo resultado é obtido para altas razões de embutimento e/ou altos valores de
γH/C, conforme discutido anteriormente para placas circulares, mesmo quando T = 0, sendo
demonstrado mesmo pela convergência dos resultados de todos os mecanismos desenvolvidos
sob estas circunstâncias. Para estes casos, o limite superior da força de arrancamento pode ser
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Figura 5.10 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 2, T = 0 e ti = 0.
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Figura 5.11 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 5, T = 0 e ti = 0.

estimado através da seguinte expressão:

F ≤ 4CH (L+B)+4BL(γH + γwd) (5.2)
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A Figura 5.12 ilustra este resultado para o caso de placas quadradas, sendo a mesma tendência
observada em placas retangulares, onde F pode ser calculado pela Equação 5.2.
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Figura 5.12 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 1, T =C e ti = 0.

Considerando-se que a resistência à tração da interface é igual a coesão do material de Tresca
(ti =C), o mecanismo de ruptura predominante irá depender também dos parâmetros do solo
de fundação. Para o caso em que a resistência em tração isótropa do material é zero (T = 0), o
desprendimento da placa ocorre mobilizando o solo de fundação e sua consequente ausência
de resistência à tração, de modo que a descontinuidade de velocidade abaixo da âncora ocorre
imediatamente sob a placa de forma paralela à esta, sem o desenvolvimento de uma superfície
tal qual a demonstrada pela Figura 4.12. Assim, os resultados para a força de arrancamento são
iguais ao apresentado nas Figuras 5.9, 5.10 e 5.11 caso onde a resistência à tração da interface é
nula, uma vez que nenhuma resistência abaixo da âncora é mobilizada.

Já, quando o material de Tresca truncado em tração apresenta T =C, a parcela de força mobili-
zada devido as descontinuidades superiores (acima da placa de ancoragem) é obtida conforme a
Equação 5.2, resultado trivial comentado anteriormente, enquanto que, abaixo da âncora, acon-
tece o desenvolvimento das superfícies de ruptura em que há a mobilização de um volume do solo
de fundação, como a ilustrada pela Figura 4.13. A Figura 5.13 apresenta os resultados obtidos
sob estas circunstâncias para placas quadradas (L/B = 1), onde se percebe uma redução na força
de arrancamento ao se adotar a superfície otimizada. Como acima da âncora ambas classes de
mecanismos conduzem ao mesmo resultado, essa diminuição deve-se somente ao mecanismo
inferior, que no caso de sucessivos trechos planos apresentou descontinuidades paralelas à placa
de ancoragem, enquanto que, adotando-se a superfície otimizada, evidenciou-se a mobilização de
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um volume de material abaixo da âncora. A diferença observada é relativamente pequena, sendo
mais pronunciada para baixas razões de embutimento - uma vez que em grandes profundidades
a parcela de resistência dominante é dada pelas descontinuidades acima da placa - e para altos
valores de γH/C.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
0

2

4

6

8

10

12

14

 
F

A·C

Razão de Embutimento
H/B = 0.5
H/B = 1.0
H/B = 2.0

Descontinuidades
n = 3 planos
n = 15 planos
Curva otimizada

L/B = 1

Figura 5.13 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 1, T =C e ti =C.

Considerando-se agora placas retangulares, as Figuras 5.14 e 5.15 apresentam os resultados
obtidos para âncoras com razão de aspecto L/B = 2 e L/B = 5, respectivamente. O resultado
obtido nestes casos possui a mesma tendência observada para placas quadradas, sendo maior a
redução relativa obtida pelo mecanismo otimizado quanto menor for a razão de embutimento de
placa, sendo quase imperceptível para H/B = 2.

De forma análoga a apresentada para placas circulares, no caso em que ti = ∞ os resultados se
reduzem aos já apresentados anteriormente. Quando a resistência à tração isótropa do critério
de Tresca é nula (T = 0), a ruptura acontece mobilizando a ausência de resistência do solo de
fundação, obtendo-se os mesmos resultados apresentados pelas Figuras 5.9, 5.10 e 5.11. Já,
quando T = C, as superfícies superiores de descontinuidade acima da âncora são puramente
verticais em todos os mecanismos, sendo a única diferença obtida pela descontinuidade inferior,
do mesmo modo apresentado quando ti =C e T =C pelas Figuras 5.13, 5.14 e 5.15.

Assim, percebe-se dos resultados anteriores que a classe de mecanismos composta por uma
sucessão de trechos planos constituiu uma melhor aproximação externa do domínio de cargas
admissíveis do sistema, dado que as premissas adotadas no desenvolvimento do mecanismo
dito otimizado não permitiram o desenvolvimento de uma superfície mais genérica. Desta
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Figura 5.14 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 2, T =C e ti =C.

forma, apenas os resultados obtidos pela minimização do mecanismo com descontinuidades de
velocidade plana adotando-se n = 25 trechos planares serão utilizados nas próximas análises.

Incorporando-se o efeito da altura de coluna d’água d, as estimativas do limite superior de Fsup
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Figura 5.15 – Estimativas obtidas para o limite superior da força de
arrancamento considerando-se placas retangulares com
L/B = 5, T =C e ti =C.
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dos casos propostos podem ser observados nas Figuras 5.16 a 5.19, onde as linhas contínuas
correspondem a T = 0 enquanto as linhas intermitentes a T =C. Ressalta-se que, neste último
caso, e sempre que T ≥ C, a minimização conduz a descontinuidades puramente verticais
(paralelas ao eixo z) na classe de mecanismo considerada, conduzindo ao resultado trivial onde
Fsup é obtido pela Equação 5.2

Figura 5.16 – Limite superior da força de arrancamento de placas qua-
dradas (L/B = 1) em tensões totais sob profundidades de
coluna d’água d/B de (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

Bem como mencionado anteriormente para placas circulares, a medida em que a altura da lâmina
d’água cresce para uma mesma razão de aspecto, o resultado da minimização para T = 0 se
aproxima cada vez mais do resultado trivial apresentado pela Equação 5.2, onde T = C. Isto
decorre do fato de que, durante a minimização de Fsup, a área formada na superfície do solo pelas
descontinuidades tende a diminuir para reduzir a ação do peso da coluna d’água, que se opõe à
força de arrancamento da âncora. Desta forma, a geometria das descontinuidades se torna cada
vez mais próxima à vertical, diminuindo sua abertura, como pode ser observado na Figura 5.20
para uma placa quadrada.
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Figura 5.17 – Limite superior da força de arrancamento de placas retan-
gulares (L/B = 2) em tensões totais sob profundidades de
coluna d’água d/B de (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

Ressalta-se também que quanto mais superficial for o embutimento da placa de ancoragem
e maior for o valor de γH/C , mais evidente é o efeito supracitado. A título de exemplo,
a Tabela 5.3 apresenta a razão entre os limites superiores obtidos quando T = 0 e T = C

(Fsup,T=C/Fsup,T=0) para o caso onde d/B = 2 em placas retangulares com as razões de aspecto
L/B = 1 e 3, evidenciando assim tais efeitos. Ademais, para profundidades de d/B > 5 os
resultados encontrados foram praticamente iguais em ambas as condições de T .

5.2.2 Validação e verificação da abordagem para placas retangulares

Esta seção destina-se a comparar os resultados obtidos para o limite superior da força de arranca-
mento em placas retangulares com os disponíveis na literatura tanto em análises numéricas quanto
com resultados experimentais. Salienta-se que todos os resultados apresentados nesta seção
foram obtidos pelo mecanismo composto por uma sucessão de trechos planos adotando-se n= 25,
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Figura 5.18 – Limite superior da força de arrancamento de placas retan-
gulares (L/B = 3) em tensões totais sob profundidades de
coluna d’água d/B de (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

conforme apresentado na subseção 4.3.1, uma vez que este apresentou uma melhor aproximação
do domínio de resistência do sistema estrutural, conforme demonstrado na subseção 5.2.1.

Merifield et al. (2003) em seu trabalho apresentam estimativas para o limite inferior da força
de arrancamento de placas retangulares embutidas em materiais coesivos. Para tanto, os autores
utilizaram o procedimento desenvolvido por Lyamin e Sloan (2002) baseado no teorema estático
da análise limite, adotando-se uma estratégia em elementos finitos e programação não linear para
se obter as referidas estimativas da carga última em meios tridimensionais. Nestas análises, a
âncora é modelada como uma placa rígida de espessura desprezível, possuindo uma resistência
de interface nula (ti = 0), enquanto o solo é modelado como uma material de Tresca convencional
(T = ∞) dotado de peso específico.

Comparações entre os resultados obtidos por Merifield et al. (2003) e os desenvolvidos neste
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Figura 5.19 – Limite superior da força de arrancamento de placas retan-
gulares (L/B = 5) em tensões totais sob profundidades de
coluna d’água d/B de (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

trabalho podem ser observadas nas Figuras 5.21, 5.22 e 5.23 para âncoras retangulares com
razões de aspecto L/B = 1, 2 e 4, respectivamente. Como pode ser observado, quanto menor a
razão de embutimento, menor é a diferença observada entre ambos os resultados, salientando
a validade da aplicação das classes de mecanismos de ruptura desenvolvidas nestes trabalhos
a âncoras com baixas razões de embutimento, como as encontradas em meio offshore, escopo
deste trabalho. A título de exemplo, para âncoras com H/B = 1, os resultados do presente estudo
excederam os obtidos por Merifield et al. (2003) em, no máximo, 18,5; 11,82 e 9,89% para as
placas com L/B = 1, 2 e 4, respectivamente, enquanto que para H/B = 2 estes valores sobem
para 31,89; 22,87 e 20,35%.

Ressalta-se que tal diferença observada entre os resultados deve-se principalmente à duas razões
distintas: primeiramente, o trabalho apresentado por Merifield et al. (2003) apresenta limites
inferiores da carga de ruptura, enquanto que o presente estudo se restringe a desenvolver limites
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Figura 5.20 – Comparativo entre as superfícies de descontinuidade obti-
das para uma placa quadrada (L/B = 1) com γH/C = 0,1
para alturas de lâmina d’água d/B iguais a (a)1, (b)3 e
(c)5.

Tabela 5.3 – Tabela comparativa ilustrando os resultados obtidos consi-
derando T =C e T = 0 para placas com d/B = 2

Fsup,T=C/Fsup,T=0
L/B = 1 L/B = 3

γH/C H/B = 0,5 H/B = 1 H/B = 2 H/B = 0,5 H/B = 1 H/B = 2

0,10 1,21 1,34 1,38 1,25 1,48 1,63

0,25 1,02 1,08 1,13 1,02 1,13 1,26

0,50 1,00 1,01 1,04 1,00 1,02 1,08

1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01

superiores da mesma, sendo desta forma esperado que o resultado mais próximo à realidade se
encontre sobre ou entre estes dois limites de resistência do sistema. O segundo motivo sugere que
as classes de mecanismos de ruptura desenvolvidas neste trabalho não sejam tão representativas
do mecanismo real de ruptura, o que é esperado à medida que a razão de embutimento aumenta
uma vez que os campos de velocidade deixam de ser puramente verticais, como admitido neste
trabalho, e passem a migrar para um cisalhamento local, o que de fato explica o aumento na
diferença entre os resultados apresentados a medida que H/B aumenta.

Um dos primeiros programas experimentais envolvendo o arrancamento de placas retangulares foi
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Figura 5.21 – Comparação entre os resultados obtidos numericamente
por Merifield et al. (2003) e pelo presente trabalho para
placas quadradas (L/B = 1).
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Figura 5.22 – Comparação entre os resultados obtidos numericamente
por Merifield et al. (2003) e pelo presente trabalho para
placas retangulares com L/B = 2.

realizado por Das (1978). Em seu trabalho, o autor realiza uma série de ensaios de arrancamento
em laboratório, adotando-se um material argiloso de fundação, cujas propriedades podem ser
observadas na Tabela 5.4, e um esquema de ventilação da base da placa de modo a evitar o
desenvolvimento de esforços de sucção, de modo que toda a resistência mobilizada se deve ao
solo acima da placa de ancoragem. O autor realizou os testes utilizando placas retangulares em
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Figura 5.23 – Comparação entre os resultados obtidos numericamente
por Merifield et al. (2003) e pelo presente trabalho para
placas retangulares com L/B = 4.

alumínio, onde a razão de aspecto da placa variou entre L/B = 1, 2, 3 e 5 alternando também a
razão de embutimento H/B das placas.

Tabela 5.4 – Propriedades dos ensaios experimentais de Das (1978)
B x L
(cm)

Densidade
média (kg/m³)

Umidade
(%)

Grau de
Saturação (%)

Su
(kPa)

3,81 x 3,81
3,81 x 7,62

3,81 x 11,43
3,81 x 19,05

1934 34,6 93 22,06

A Figura 5.24 apresenta os resultados experimentais obtidos em Das (1978), juntamente com
as previsões do limite superior obtidas neste trabalho. Seguindo o modelo apresentado pelo
autor, a resistência normalizada F

AC é apresentada em função da razão de embutimento para
cada uma das quatro razões de aspecto L/B adotadas experimentalmente. Devido a incertezas
quanto à magnitude da resistência à tração isótropa T da argila, os resultados obtidos através dos
mecanismos desenvolvidos neste trabalho são apresentados em uma faixa de valores esperados,
onde T varia entre 0 e C. Apesar dos resultados experimentais abrangerem uma vasta gama de
H/B, percebe-se que para baixos valores de embutimento as predições obtidas são coerentes
com o observado em laboratório, permanecendo dentro da faixa esperada em função da magni-
tude de T . À medida que H/B aumenta, as predições do limite superior fornecida apresentam
grande disparidade dos resultados, uma vez que a cinemática de ruptura considerada não é mais
representativa, onde claramente se observa uma transição ao mecanismo de placas profundas
dado que a resistência não aumenta significativamente com aumentos de profundidade. Fica
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demonstrada também a importância da consideração da resistência à tração do solo na avaliação
da carga última de placas de ancoragem, parâmetro usualmente desprezado na literatura clássica.
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Figura 5.24 – Comparação entre os resultados obtidos experimental-
mente por Das (1978) e pelo presente trabalho para placas
retangulares com (a)L/B = 1, (b)L/B = 2, (c)L/B = 3, e
(d)L/B = 5.

Resultados similares são obtidos ao se comparar as predições obtidas pelo teorema cinemática
da análise limite desenvolvidas neste estudo com os resultados experimentais apresentados por
Singh e Ramaswamy (2008). Em seu trabalho, os autores realizaram uma série de ensaios sob
uma taxa de arrancamento constante, adotando-se placas de ancoragem com razões de aspecto
L/B = 1, 2, 3 e 4, e variando-se a razão de embutimento destas. De forma análoga à desenvolvida
por Das (1978), uma estratégia de ventilação da base da âncora foi adotada pelos autores de
modo a mitigar possíveis esforços de sucção que poderiam vir a ser desenvolvidos durante a
extração. O solo utilizado nos ensaios foi uma argila bentonítica, cujos parâmetros podem ser
observados na Tabela 5.5, enquanto os resultados experimentais juntamente com as estimativas
do limite superior podem ser observados na Figura 5.25, onde as mesmas conclusões observadas
para os resultados de Das (1978) podem ser destacadas.
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Tabela 5.5 – Propriedades dos ensaios experimentais de Singh e Ra-
maswamy (2008)

B x L
(mm)

Peso Específico
(kN/m³)

Umidade
(%)

Grau de
Saturação (%)

Su
(kPa)

50 x 50
50 x 100
50 x 150
50 x 200

16,61 63,9 98,7 2,8
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Figura 5.25 – Comparação entre os resultados obtidos experimental-
mente por Singh e Ramaswamy (2008) e pelo presente tra-
balho para placas retangulares com (a)L/B = 1, (b)L/B =
2, (c)L/B = 3, e (d)L/B = 4.

5.3 ÂNCORAS CORRIDAS

5.3.1 Análise paramétrica e comparação entre os mecanismos para âncoras

corridas (Estado Plano de Deformação)

Os resultados obtidos para a resistência ao arrancamento das placas de ancoragem para o caso
em que a interface apresenta resistência à tração nula são apresentadas pelas Figuras 5.26
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e 5.28, comparando-se a força normalizada F/BC necessária para produzir o arrancamento
versus o parâmetro γH/C entre o mecanismo otimizado e o mecanismo descrito apenas por
descontinuidades retas, adotando-se três razões de embutimento: H/B = 0,5; 1 e 2 para fins
ilustrativos. Ressalta-se que nestes casos, a ruptura acontece na interface entre a base da âncora
e solo abaixo desta, onde consequentemente toda a mobilização de resistência é dada pelas
descontinuidades superiores.

A Figura 5.26 apresenta os resultados obtidos para o caso onde o material de Tresca truncado em
tração apresenta T = 0. Percebe-se que ambos os mecanismos apresentam evolução não linear
até valores de γH/C≤ 2 aproximadamente, sendo que o mecanismo otimizado apresenta valores
ligeiramente inferiores de resistência ao arrancamento os casos analisados. Em geral, a redução
na resistência observada neste exemplo pelo mecanismo otimizado permanece abaixo de 10%,
dependendo dos parâmetros adotados.
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Figura 5.26 – Comparativo entre os resultados obtidos para ti = T = 0
para o mecanismo em estado plano de deformações.

Analisando-se a forma das descontinuidades de velocidade descritas pelo mecanismo otimizado,
percebe-se que para valores de H/B < 1 e γH/C ≤ 1, as descontinuidades são puramente não
lineares, enquanto que para valores acima deste limite, as descontinuidades são compotas por
um trecho não linear e outro linear, aumentando o tamanho do trecho linear com o aumento de
γH/C, como ilustrado pela Figura 5.27

Os resultados para o caso onde a resistência à tração do material é igual à coesão (T =C) são
apresentados pela Figura 5.28. Percebe-se que ambos os mecanismos apresentam os mesmos re-
sultados, uma vez que para esta condição o mecanismo otimizado descreve uma descontinuidade
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Figura 5.27 – Mecanismos de ruptura observados para (a) γH/C = 1,
(b) γH/C = 2 e (c) γH/C = 3.

com inclinação constante puramente vertical, conforme Equação 4.81, bem como o mecanismo
das descontinuidades retas. Este mesmo resultado também é encontrado quando T tende ao
infinito, uma vez que os mecanismos levam à mesma conclusão para o caso em que C ≤ T .
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Figura 5.28 – Comparativo entre os resultados obtidos para ti = 0 e
T =C para o mecanismo em estado plano de deformações.

Considerando-se agora que a resistência à tração da interface é igual a coesão do solo (ti =C)
no caso onde a resistência à tração do solo é nula (T = 0), os resultados são idênticos aos
apresentados pela Figura 5.26, onde ti = T = 0, uma vez que a ruptura acontece imediatamente
abaixo da placa. Contudo, desta vez a ruptura mobiliza o solo de fundação (e sua consequente
ausência de resistência à tração) ao invés da interface uma vez que ti =C, sendo à resistência
obtida representativa apenas da fornecida pelo solo acima da placa.

A Figura 5.29 apresenta os resultados da análise para o caso onde a resistência à tração do

Mateus Forcelini (forcelini.mateus@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023.



149

solo é igual a sua coesão (T =C). Percebe-se que o mecanismo otimizado apresenta resistência
ligeiramente inferior devido à parcela de resistência mobilizada abaixo da âncora ser sempre
menor. Ressalta-se que, quando T =C, o mecanismo acima da âncora é igual para ambos os
casos, descrevendo uma descontinuidade constante puramente vertical.
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Figura 5.29 – Resultados obtidos para ti = T =C.

Já, quando T = ∞, percebe-se que ambos os mecanismos apresentam os mesmos resultados,
ilustrados pela Figura 5.30. Nestas condições, a ruptura na placa ocorre indefinidamente ou
na interface ou no solo de fundação (mobilizando sua coesão) devido à resistência à tração na
interface ser igual a coesão ti = C. Destaca-se também que os elevados valores de T fazem
com que o mecanismo otimizado acima da placa se resuma ao caso do mecanismo de retas,
conduzindo a uma solução análoga ao material de Tresca convencional (sem limitação na tração).

Quando a resistência à tração da interface é considerada infinita (ti = ∞) a ruptura sempre irá se
dar no solo de fundação, seja pelo mecanismo otimizado ou pela mobilização do solo imediata-
mente abaixo da placa devido à ausência de resistência à tração deste. Assim os resultados desta
análise se resumem aos casos apresentados anteriormente. Se a resistência à tração do solo é
nula, os resultados obtidos são os mesmos descritos pela Figura 5.26, com a ruptura acontecendo
imediatamente no solo de fundação devido à ausência de resistência à tração do material de
Tresca. Já para o caso onde T = C, os valores obtidos correspondem aos mesmos ilustrados
pela Figura 5.29, com a superfície de ruptura abaixo da âncora sendo descrita pelo mecanismo
otimizado.
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Figura 5.30 – Resultados obtidos para ti =C e T = ∞ para o mecanismo
em estado plano de deformações.

5.3.2 Validação e verificação da abordagem para âncoras corridas (Estado

Plano de Deformação)

De forma a verificar e validar os resultados obtidos para o limite superior da força de arranca-
mento de placas de ancoragem através da abordagem cinemática da análise limite, os resultados
obtidos em estado plano de deformações serão comparados com dados de problemas similares
apresentados na literatura, tanto de resultados numéricos quanto experimentais.

Merifield et al. (1999) apresentam uma avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de
placas de ancoragem em materiais coesivos, utilizando uma abordagem numérica baseada na
formulação de elementos finitos para os limites inferior e superior da análise limite. Para tanto,
simulações foram realizadas em estado plano de deformações, considerando o solo como um
material elástico-perfeitamente plástico seguindo o critério de Tresca convencional (i.e., sem
limitação em tração isótropa: T = ∞) com perfil de coesão homogênea, contando com uma
interface solo/âncora sem resistência à tração.

A Figura 5.31 apresenta as predições do modelo desenvolvido na subseção 4.4.2 em comparação
com os resultados fornecidos por Merifield et al. (1999) do limite inferior da força de arranca-
mento normalizada F/BC em função de γH/C. Ressalta-se que o autor não apresenta resultados
do limite superior para o caso de um solo com peso específico tal qual desenvolvido neste
trabalho. Como pode ser observado, os resultado do mecanismo desenvolvido condizem com os
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apresentados por Merifield et al. (1999) para a razão de embutimento H/B = 1, aumentando a
discrepância entre o limite inferior apresentado pelo autor e o presente limite superior à medida
que esta razão também aumenta, sustentando a aplicabilidade dos resultados presentes à âncoras
com baixas razões de embutimento.
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Figura 5.31 – Comparativo entre os resultados do presente trabalho e os
apresentados por Merifield et al. (1999) para a capacidade
de carga de placas de ancoragem.

Novamente a diferença é atribuída à distinção entre as abordagens utilizadas, que fornecem
limites inferiores ou superiores da carga de ruptura, bem como a não representatividade da
cinemática de ruptura adotada neste trabalho para âncoras mais profundas, fato que é visível
nos resultados de Merifield et al. (1999) para H/B = 3, onde a mudança de inclinação na reta
representa justamente a transição total para o mecanismo de âncoras profundas, onde a resistência
passa a independer da profundidade da placa.

Song et al. (2008) também realizaram análises numéricas para analisar o arrancamento de placas
de ancoragem, utilizando o métodos dos elementos finitos com adaptatividade de malha. De
forma análoga às análises de Merifield et al. (1999), o solo foi modelado como um material
elástico-perfeitamente plástico, seguindo o modelo constitutivo de Tresca sem limitação em
tração (T = ∞).

Uma comparação entre a resistência ao arrancamento predita pelo mecanismo desenvolvido e os
resultados obtidos por Song et al. (2008) para o caso onde a interface não apresenta resistência
à tração pode ser observada pela Figura 5.32, onde os resultados de resistência normalizada
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são apresentados em função da razão de embutimento H/B para três valores diferentes de
γB/C, conforme os resultados originais dos autores. Novamente, os resultados reforçam que o
mecanismo proposto é adequado para representar a resistência ao arrancamento de placas de
ancoragem com baixas razões de embutimento, tipicamente inferiores a 1, ao passo em que
com o aumento da profundidade o mecanismo desenvolvido não se mostra mais adequado e
superestima a resistência evidenciada numericamente.
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Figura 5.32 – Comparativo entre os resultados do presente trabalho e os
apresentados por Song et al. (2008) para a capacidade de
carga de placas de ancoragem.

Conforme os resultados de Song et al. (2008) percebe-se também que a evolução das curvas
tendem a um valor máximo de resistência, alcançado em diferentes estágios em função tanto
da razão de embutimento como de γB/C. Os autores justificam que este patamar é alcançado
quando há a separação do contato placa/solo de fundação, provavelmente indicando a prevalência
de um mecanismo de âncoras profundas, apesar desta conclusão não ser mencionada no trabalho.

Cabe ressaltar que todos os resultados encontrados na literatura e previamente apresentados
adotam o critério de Tresca convencional, i.e, sem limitação em tração (T = ∞). Nestes casos,
ambos os mecanismos desenvolvidos neste trabalho conduzem a um mesmo resultado, onde as
descontinuidades são dadas por retas puramente verticais. Assim, a força de arrancamento obtida
pelos mecanismos desenvolvidos e apresentada nestes exemplos é dada simplesmente por:

F
BC
≤ 2

H
B
+

γH + γwd + ti
C

(5.3)
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adotando-se ti = 0 de forma a garantir a ausência de resistência à tração na interface nas
verificações supracitadas.

Uma avaliação experimental da resistência à extração de âncoras corridas coube ao trabalho
de Singh e Ramaswamy (2008). Para tanto, os autores realizaram ensaios de extração em
uma placa metálica retangular de 50 mm x 300 mm (L/B = 6) em um tanque com 600 mm de
comprimento e 302 mm de largura, tamanho considerado suficiente pelos autores para representar
um estado plano de deformações. Os ensaios procederam com o arrancamento da placa imersa
em uma argila bentonítica saturada, apresentando Su = 2,80 kPa e γ = 16,61 kN/m³ (SINGH;
RAMASWAMY, 2008), sob 6 razões de embutimento distintas (H/B = 1;2;3;4;6 e 8) de modo
a avaliar a evolução da resistência com o aumento de H/B.

Os resultados obtidos or Singh e Ramaswamy (2008) juntamente com as predições do mecanismo
otimizado podem ser observado pela Figura 5.33, onde os autores eliminaram o efeito da sucção
na base da placa conectando um pequeno duto nesta em contato com a atmosfera. Devido às
incertezas quanto à determinação do limite de resistência à tração do material utilizado, a área
sombreada apresenta o intervalo de resultados obtidos pelo mecanismo otimizado considerando-
se uma variação de T = 0 a T =C. Como pode ser observado, as predições do limite superior
da força de arrancamento obtidas pelo mecanismo desenvolvido apresentam uma aproximação
plausível da carga de arrancamento para as razões de embutimento mais baixas, quando o
mecanismo proposto é representativo do esperado experimentalmente.

A partir destes resultados encontrados na literatura, percebe-se que o mecanismo proposto foi
capaz de capturar com boa concordância o resultado esperado de resistência ao arrancamento de
âncoras com baixas razões de embutimento, similares as encontradas tipicamente em problemas
de meios marítimos, onde a profundidade da âncora é virtude da consolidação primária do solo.
A literatura carece de dados experimentais para o arrancamento de placas de ancoragem em
estado plano de deformações, assim a verificação dos mecanismos frente à ensaios disponíveis na
literatura será tratada mais extensivamente nos próximos capítulos considerando-se a geometria
tridimensional do problema.
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capacidade de carga de placas de ancoragem corridas.
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6 CARGA DE ARRANCAMENTO DE PLACAS DE ANCORAGEM:
FORMULAÇÃO EM TENSÕES EFETIVAS

De forma à incorporar os efeitos gerados pelas variações de poroporessão no solo marinho,
como a sucção desenvolvida na base da âncora durante o arrancamento, é fundamental que uma
abordagem em tensões efetivas, complementar à análise em tensões totais desenvolvida no Capí-
tulo 4 seja investigada. Assim, este capítulo destina-se a estender a implementação do teorema
cinemático da análise limite de modo a incorporar os efeitos da poropressão desenvolvidas no
maciço durante a ruptura através de uma formulação em tensões efetivas, podendo também ser
aplicado ao caso de âncoras embutidas em materiais granulares devido à adoção de uma lei de
comportamento coesiva-friccional.

Inicialmente o problema em análise será exposto, apresentando as principais variáveis envol-
vidas no sistema bem como as geometrias e hipóteses adotadas ao longo do desenvolvimento
deste capítulo. Posteriormente, mecanismos de ruptura descrevendo a ruptura do sistema serão
propostos e investigados através do teorema cinemático da análise limite, conduzindo assim a
estimativas do limite superior da capacidade de carga através de uma abordagem pelo exterior do
domínio das cargas suportáveis em tensões efetivas.

6.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA

Assim, como apresentado na Capítulo 4, a problemática do arrancamento de placas de ancoragem
ilustrado pela Figura 4.1 será avaliada agora a partir de uma formulação em tensões efetivas.
Conforme discutido anteriormente, o sistema material é composto por um volume de solo Ωs e
uma placa de ancoragem de volume Ωp embutida no leito oceânico a uma profundidade H sob
uma coluna d’água de altura d. Por consequência, têm-se as fronteiras dos domínios dadas por
∂Ωp = Γ e ∂Ωs = ∂Ω∪Γ, de modo que a superfície do domínio material dΩ em z = H é dada
por dΩs−Γ.

Nestas análises, será adotada a hipótese de que o domínio de resistência tanto do material quanto
da interface obedecem ao conceito de tensão efetiva de Terzaghi, ou seja (COUSSY, 2004):

f s(σ , p) = f s(σ ′ = σ +p1)≤ 0 (6.1a)
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f int(T , p) = f int(T ′ = T + pn)≤ 0 (6.1b)

onde σ ′ é o tensor de tensões efetivas e p é a poropressão desenvolvida em qualquer ponto
material x do volume de solo Ωs. De modo genérico o campo de velocidade virtual Û(x) pode
ser escrito como:

Û(x) =

{
U s(x) em Ωs

U p(x) em Ωp (6.2)

Definindo assim os movimentos virtuais que ocorrem no solo e na placa, este último sendo sempre
um movimento de translação (d = 0 em Ωp). Retomando-se o conceito do Teorema das Potências
Virtuais (TPV) apresentando no Capítulo 3, têm-se que Pde f = Pext e, consequentemente:

Pde f =
∫

Ω

σ : ddΩ+
∫

Σ

σ ·n ·
[[

Û
]]

dS+
∫

Γ

σ ·n ·
[[

Û
]]

dS (6.3)

Do princípio das tensões efetivas de Terzaghi, têm-se que:

σ = σ
′−p1 (6.4)

Consequentemente, substituindo-se a Equação 6.4 na Equação 6.3:

Pde f =
∫

Ω

σ
′ : ddΩ+

∫
Σ

σ
′ ·n ·

[[
Û
]]

dS+
∫

Γ

σ
′ ·n ·

[[
Û
]]

dS−[∫
Ωs

p1 : ddΩ+
∫

Σ

p
[[

Û
]]
·ndS+

∫
Γ

p
[[

Û
]]
·ndS

] (6.5)

Ao adotar um critério de resistência em tensões efetivas tais quais os definidos pela Equação 6.1,
é evidente que os três primeiros termos da Equação 6.5 vão ser sempre menores ou iguais às
respectivas potências resistentes máximas que o material ou da interface podem desenvolver
respeitando seus respectivos critérios de resistência. Já, os termos entre colchetes, representam a
potência desenvolvida pela poropressão Pp nos mecanismos considerados. Avaliando-se os dois
primeiros termos da expressão entre colchetes:

∫
Ωs

p1 : ddΩ+
∫

Σ

p
[[

Û
]]
·ndS =

∫
Ωs
−grad p ·UdΩ+

∫
∂Ωs

pU ·ndS (6.6)
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Assim:

Pp =
∫

Ωs
−grad p ·UdΩ+

∫
∂Ωs

pU ·ndS+
∫

Γ

p
[[

Û
]]
·ndS (6.7)

onde Pp representa a potência desenvolvida pela poropressão, justamente aquela descrita anteri-
ormente na Equação 6.5 pelos termos entre colchetes. Sobre a interface Γ, a descontinuidade de
velocidade é definida como

[[
Û
]]
=U p−U s, assim:

Pp =−
∫

Ωs
grad p ·UdΩ+

∫
∂Ωs−Γ

pn ·UdS+
∫

Γ

pU p ·ndS (6.8)

Consequentemente, a partir do TPV e da abordagem cinemática da análise limite, têm-se que:

Pext +Pp =
∫

Ωs
σ
′ : ddΩ+

∫
Σ

σ
′ ·n ·

[[
Û
]]

dS+
∫

Γ

σ
′ ·n ·

[[
Û
]]

dS

≤
∫

Ωs
π

s(d)dΩ+
∫

Σ

π
s(n,

[[
Û
]]
)dS+

∫
Γ

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS

(6.9)

Sendo que as funções π do lado direito da inequação acima são definidas agora pelo domínio de
resistência em tensões efetivas, ou seja:

π
s(d) = sup

{
σ
′ : d| f s(σ ′)≤ 0

}
(6.10a)

π
s(n,

[[
Û
]]
) = sup

{
σ
′ ·n ·

[[
Û
]]
| f s(σ ′)≤ 0

}
(6.10b)

π
int(n,

[[
Û
]]
) = sup

{
T ′ ·
[[

Û
]]
| f int(T ′)≤ 0

}
(6.10c)

Analisando-se o termo referente à potência resistente máxima que pode-se desenvolver interface,
a última integral do lado direito da Equação 6.9 pode ser decomposta em três termos:

∫
Γ

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS =

∫
Γ+

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS+

∫
Γ−

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS+

∫
Γlat

π
int(n,

[[
Û
]]
)dS (6.11)

onde os três termos do lado direito da Equação 6.11 representam as interfaces acima, abaixo e nas
laterais da placa de ancoragem, respectivamente. Como este trabalho se limita à análise de âncoras
finas, onde a espessura é muito menor que a dimensão característica da placa, a contribuição da
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interface lateral na Equação 6.11 será desprezada doravante. Tal qual desenvolvido no Capítulo 4,
a potência das forças externas pode ser escrita de forma genérica para o arrancamento de placas
de ancoragem como:

Pext =
∫

Ωs
γ ·UdΩ+

∫
Ωp

γ
p ·U pdΩ+F ·U p−

∫
∂Ω

γwdez ·
[[

Û
]]

dS (6.12)

Enquanto a potência desenvolvida pelos esforços de poropressão é dada por:

Pp =−
∫

Ωs
grad p ·UdΩ+

∫
∂Ω

γwde ·UdS+U p
∫

Γ

pndS (6.13)

Assim, fazendo-se Pext +Pp de modo a se obter lado esquerdo da Equação 6.9, têm-se que:

Pext +Pp =
∫

Ωs
γ ·UdΩ+ γ

p ·U p|Ωp|+F ·U p−
∫

Ωs
U ·grad pdΩ−U p

∫
Γ

pndS (6.14)

onde evidencia-se que o termo da integral sobre ∂Ω, referente à sobrecarga sobre o leito oceânico,
se anula quando adota-se a formulação em tensões efetivas. Como o excesso de poroporessão u é
definido como a diferença entre poropressão p e a pressão hidrostática pw, ou seja, u = p− pw =

p− γw(H +d− z), por consequência tem-se que grad p = gradu+grad pw = gradu+ γ
w

. Logo:

Pext +Pp =
∫

Ωs
γ
′ ·UdΩ+ γ

p ·U p|Ωp|+F ·U p−
∫

Ωs
gradu ·UdΩ+U p

∫
Γ

pndS (6.15)

onde γ ′ = γ ′ez = (γ− γw)ez representa o peso específico submerso (também denominado efetivo)
do solo. Expandindo-se o termo referente a integral sobre a superfície Γ da placa (último termo
do lado esquerdo da Equação 6.15):

∫
Γ

pU p ·ndS =
∫

Γ+
pU p ·ndS+

∫
Γ−

pU p ·ndS+
∫

Γlat
pU p ·ndS (6.16)

Como no presente trabalho U p é sempre perpendicular a normal n em Γlat , o produto escalar
presente na última integral da Equação 6.16 será sempre igual a zero. Lembrando que pela
convenção adotada n =−ez em Γ+ e n = ez em Γ−, a Equação 6.16 pode ser reescrita como:

∫
Γ

pU p ·ndS =U p · ez

(∫
Γ−

pdS−
∫

Γ+
pdS
)
=U p · ez

∫
Γp

∆pdS (6.17)
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onde Γp = Γ− é a superfície inferior da placa com n = ez e ∆p = p−− p+ ≤ 0. Como a placa
é considerada muito fina, as variações sobre pw podem ser desprezadas de modo que ∆p≈ ∆u.
A Equação 6.17 evidencia a ação dos esforços de sucção como a diferença entre as pressões
atuantes no solo acima e abaixo da placa, apresentando como esta interfere na avaliação da
capacidade de carga de placas de ancoragem em uma análise de tensões efetivas. Por fim, a
Equação 6.15 pode então ser reescrita como:

Pext +Pp = F ·U p +
∫

Ωs
γ
′ ·UdΩ−

∫
Ωs

gradu ·UdΩ+U p · ez

∫
Γp

∆pdS+ γ
p ·U p|Ωp| (6.18)

Que, pelo teorema cinemático da análise limite, deve ser sempre menor ou igual a potência
resistente máxima desenvolvida pelo critério expresso em tensões efetivas, tal qual apresentado
pela Equação 6.9.

Bem como adotado no Capítulo 4, nas classes de mecanismos de rupturas desenvolvidas aqui
será considerado que U p =U s =U =Uez, aplicado no centroide da placa de ancoragem sob
uma força de arrancamento F = Fez até o seu valor último. No contexto das tensões efetivas, o
problema de análise limite definido pelas equações 6.9 e 6.18 requer a avaliação de:

a) Potência desenvolvida pelas forças de percolação
∫

Ωs gradu ·UdΩ

b) Potência desenvolvida pelas forças de sucção Fp, definidas por:

Fp =
∫

Γp
∆pdS (6.19)

Dado que a distribuição de poropressão no maciço durante o problema de arrancamento de
uma placa de ancoragem é de difícil avaliação e carece de uma investigação mais profunda na
literatura, a parcela referente às forças de percolação será desprezada nas análises assumindo-se
que a magnitude destes esforços é muito inferior aos esforços de sucção desenvolvidos ao se
analisar âncoras com baixas razões embutimento.

Ressalta-se que nesta abordagem em tensões efetivas, o domínio de resistência na obtenção
funções π adotadas será controlado pelas tensões efetivas do material. Assim, o solo será
modelado como um material homogêneo e isotrópico obedecendo ao critério de Coulomb
truncado em tração conforme as equações 3.40 ou 3.41, enquanto que a interface será modelada
como apresentando uma resistência limitada à tração, de modo que π int pode ser obtido conforme
Equação 3.43.

Tendo em mente os resultados apresentados no Capítulo 5, apenas as classes de mecanismos
definidas por uma sucessão de trechos serão replicadas neste capítulo. Esta escolha se deve a
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facilidade na definição do problema e agilidade no processo de minimização, além da facilidade
em lidar com as condições de pertinência do critério de Coulomb truncado em tração. Desta forma,
nas próximas subseções serão apresentados as classes de mecanismos de ruptura analisadas para
âncoras tridimensionais em uma análise de tensões efetivas.

6.2 ÂNCORAS CIRCULARES

O mecanismo adotado para a análise de âncoras circulares sob uma abordagem em tensões
efetivas pode ser observado esquematicamente pela Figura 6.1. Este consiste em uma âncora
circular sendo extraída do maciço de solo sob a aplicação de uma força F = Fez tal qual
apresentado anteriormente nos mecanismos em tensões totais da subseção 4.2.2.

Figura 6.1 – Mecanismo tridimensional composto por uma seção de
trechos cônicos para placas circulares: (a) superfície gênese
do sólido de revolução e (b) ilustração tridimensional.

Devido a este movimento, superfícies de descontinuidade de velocidade se desenvolvem delimi-
tando as zonas de movimento e repouso envolvidas no mecanismo, de modo que as geometrias
das descontinuidades superior e inferior são consideradas com descritas por uma sucessão de
trechos cônicos. Aplicando-se procedimento similar ao descrito na subseção 4.2.2, têm-se, para
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o critério de Coulomb em tensões efetivas que:

Fsup

πR2C
=

1
3R2C

n

∑
i=1

{
3γHi

(
Rsup

i
)2−3γH2

i tanαiR
sup
i + γH3

i tan2
αi+

3Hi

cosαi

(
2Rsup

i −Hi tanαi
)[

C(1− senαi) tanψ +
T

1− senφ
(senαi− senφ)

]}
+

γ p|Ωp|+Fp

πR2C
(6.20)

onde:

ψ =
π

4
+

φ

2
(6.21)

e

Rsup
i = R+

i

∑
j=1

H j tanα j (6.22)

Enquanto a parcela dada pela descontinuidade inferior:

Fin f

πR2C
=

1
R2C

{
γ

3

n−1

∑
i=1

[
Ri

tanβi

(
r2

i + riri+1 + r2
i+1
)]

+
γR3

n
3tanβn

+

(
r2

i − r2
i+1
)

senβi

[
C(1− senβi) tanψ +

T
1− senφ

(senβi− senφ)

]
+

R2
n

senβn

[
C(1− senβi) tanψ +

T
1− senφ

(senβi− senφ)

]}
(6.23)

onde:

ri =

n

∑
j=i

R j (6.24)

sujeitas ao critério de pertinência descrito pela 3.41 em que, para a classe de mecanismos em
questão, α ≥ φ e β ≥ φ . Considerando-se também uma interface com resistência limitada em
tração, o limite superior da força de arrancamento descrito por este mecanismo é dado por:

F ≤ Fsup +min
(
Fin f ,πR2T,πR2ti

)
(6.25)
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Do mesmo modo como desenvolvido anteriormente, a minimização dos 2n− 1 parâmetros
envolvidos em cada uma das descontinuidades será realizado numericamente através da biblioteca
cyipopt, que apresentou uma ótima performance na aplicação numérica dos mecanismos em
tensões totais.

6.3 ÂNCORAS RETANGULARES

Considerando-se agora placas de natureza retangular, um mecanismo similar ao descrito na
subseção 4.3.1 será apresentado, onde as descontinuidades podem ser descritas por uma sucessão
de planos tal como ilustrado de forma esquemática pelas Figuras 6.2 e 6.3.

Figura 6.2 – Visualização esquemática da superfície tridimensional for-
mada por uma sucessão de trechos planos.

De maneira análoga à desenvolvida na subseção 4.3.1, cada uma das n superfícies de descon-
tinuidade superior (acima da placa) é caracterizada pela sua altura Hi, tal que a profundidade
total da placa é dada pela soma de todas estas, ou seja, H = ∑

n
i=1 Hi. Ademais, as desconti-

nuidades paralelas ao eixo x são descritas também pelo seu ângulo de abertura com relação à
vertical αL,i, enquanto as descontinuidades paralelas ao eixo y são caracterizadas pelo ângulo
αB,i. A cinemática de ruptura desta classe de mecanismos se da de forma análoga a apresentada
anteriormente.

Adotando-se a divisão entre a parcelas de força mobilizadas pelas descontinuidades acima e
abaixo da placa tal que o limite superior da força de arrancamento possa ser descrita como
F ≤ Fsup +Fin f para a classe de mecanismos presente, a parcela de resistência devido as descon-
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Figura 6.3 – Seções transversais passando pelos planos (a) Oyz e (b)
Oxz do mecanismo formado por uma sucessão de planos.
Ambas as figuras apresentam simetria em relação ao eixo z.

tinuidades acima da placa pode ser escrita por:

Fsup = 2

n

∑
i=1

{[
C(1− senαB,i) tanψ +

T
1− senφ

(senαB,i− senφ)

]
·

(
2Lsup

i−1Hi +H2
i tanαL,i

cosαB,i

)
+

[
C(1− senαL,i) tanψ +

T
1− senφ

(senαL,i− senφ)

]
·

(
2Bsup

i−1Hi +H2
i tanαB,i

cosαL,i

)
+

γ ′Hi

3

[
Bsup

i−1Lsup
i−1 +4

(
Bsup

i −
Hi

2
tanαB,i

)
·
(

Lsup
i −

Hi

2
tanαL,i

)
+Bsup

i Lsup
i

]}
(6.26)

onde:

Bsup
i = B+

i

∑
j=1

H j tanαB, j (6.27a)

Lsup
i = L+

i

∑
j=1

H j tanαL, j (6.27b)
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Com Bsup
0 = B e Lsup

0 = L. Já, a resistência mobilizada abaixo da placa no caso em estudo:

Fin f = 2

n

∑
i=1

{[
C (1− senβL,i) tanψ +

T
1− senφ

(senβL,i− senφ)

]
·

Bi

(
Bin f

i +Bin f
i−1

)
tanβB,i cosβL,i

+
[
C (1− senβB,i) tanψ +

T
1− senφ

(senβB,i− senφ)

]
·

Bi

(
Lin f

i +Lin f
i−1

)
senβB,i

+
γBi

3tanβB,i

[
Bin f

i−1Lin f
i−1 +4

(
Bin f

i +
Bi

2

)
·
(

Lin f
i +

Li

2

)
+Bin f

i Lin f
i

]}
+4BLFp

(6.28)
onde:

Bin f
i = B−

i

∑
j=1

B j (6.29a)

Lin f
i = L−

i

∑
j=1

L j (6.29b)

De modo que Lin f
0 = L e Bin f

0 = B. A melhor aproximação para o limite superior da carga de
ruptura dado por esta classe de mecanismos consiste então em encontrar os ângulos de abertura
(αL,i,αB,i, βB,i e βL,i) bem como os parâmetros geométricos intermediários (Hi,Bi e Li) que
minimizem Fsup e Fin f respeitando-se o critério de pertinência do critério de Tresca, dado por:

sinαL,i ≥ 0 e sinαB,i ≥ 0 (6.30a)

sinβB,i ≥ 0 e sinβB,i ≥ 0 (6.30b)

Além da pertinência geométrica em que H = ∑
n
i=1 Hi, B = ∑

n
i=1 Bi e L = ∑

n
i=1 Li. Desta forma, o

limite superior da força de arrancamento para a classe de mecanismos considerada será dada por:

F ≤ Fsup +min
{

Fin f ,4BLti,4BLT
}

(6.31)

Novamente, ao se adotar n parâmetros para descrever as descontinuidades acima e abaixo
da placa, têm-se um total de 5n+ 1 parâmetros a serem minimizados de modo a obter-se a
melhor estimativa para o mecanismo considerado. Mais uma vez, tal minimização será realizada
numericamente através do método de ponto interior devido à sua rapidez e capacidade de
minimizar problemas de diversas variáveis com restrições.

Como pode-se perceber, tanto para âncoras circulares quanto retangulares, a determinação da
carga última na abordagem em tensões efetivas passa necessariamente pela determinação dos
esforços de sucção que se desenvolvem sob a placa durante o arrancamento. Assim, o próximo
capítulo se destinará a descrever um modelo simplificado para a determinação da magnitude de
tais esforços.
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7 UM MODELO SIMPLIFICADO PARA AVALIAR OS EFEITOS DA
SUCÇÃO

Como evidenciado anteriormente no Capítulo 6 pela Equação 6.18, a determinação completa
da força necessária para extrair uma âncora do leito oceânico é função direta dos esforços de
sucção que se desenvolvem sob esta durante o arrancamento. Assim, este capítulo destina-se a
apresentar a teoria proposta por Foda (1982) que será adotada neste trabalho para a estimativa
da força de sucção máxima que se desenvolve sob uma âncora ante o seu desprendimento.
Inicialmente a teoria e suas premissas de desenvolvimento serão explicitadas, evidenciando os
principais pontos e simplificações adotadas, em seguida serão apresentadas as soluções para
placas circulares e em estado plano de deformações conforme apresentado por Foda (1982).
Por fim, a teoria desenvolvida pelo autor será estendida para o caso de âncoras retangulares,
geometria não explorada no trabalho original, complementando assim a análise para a maioria
das geometrias encontradas na prática de mudmats.

O problema analisado por Foda (1982) consiste então no arrancamento de um corpo assente
sobre um leito poroso saturado, tal qual o apresentado pela Figura 7.1. Anteriormente ao começo
da extração, o meio poroso ocupa o espaço delimitado por z ≤ 0, enquanto um corpo rígido
tridimensional se encontra apoiado com sua face sobre este em z = 0, com a origem do sistema
cartesiano convenientemente localizada no centroide de sua base. O problema consiste então na
avaliação do sistema ao passo em que o corpo é uniformemente extraído do leito marinho sob
uma velocidade vertical w = w(t)ez.

Inicialmente, o autor assume que todos os efeitos de inércia podem ser desprezados, tanto no
vão formado entre a placa e o leito poroso, quanto na resposta do solo. Assim, a validade do
modelo fica sujeita à condição de que a velocidade w(t) é aplicada suavemente, sendo sempre
muito inferior à velocidade de fase de propagação de uma onda elástica no meio saturado; e de
que o número de Reynolds no vão formado é muito pequeno. Ou seja:

Re =
ρwUx∆

µ
<< 1 (7.1)

onde ρw é a densidade da água, Ux é a velocidade horizontal da água no vão, ∆ é a espessura
do vão e µ é o coeficiente de viscosidade dinâmica da água. Adotando-se a premissa de que a
espessura ∆ é muito inferior à dimensão horizontal do corpo a, uma aproximação pela teoria da
lubrificação pode ser adotada para descrever o movimento. Tomando-se a equação de Navier-
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Figura 7.1 – Croqui da análise proposta por Foda (1982): ao passo que
o vão ∆ e o leito poroso expandem, a água flui lateralmente
pelas periferias do vão bem como verticalmente pelos poros
do leito. A deflexão vertical do material poroso é devido
à força de arrasto exercida pelo fluxo de água dentro dos
poros. (Adaptado de Foda (1982)).

Stokes simplificada para o caso onde o fluído é Newtoniano e incompressível:

ρw
DU
Dt

=−grad p+µ∇
2U +ρg (7.2)

onde U é a velocidade do fluido no vão e g são as acelerações agindo no sistema. Através de uma
análise de grandezas para o caso em que o fluxo ocorre em um meio onde duas dimensões são
muito superiores às outras, a teoria da lubrificação conduz a uma simplificação da Equação 7.2,
desprezando as forças de volume do fluido e assumindo que o fluxo é constante, de modo que a
única resistência ao escoamento devido à viscosidade irá ocorrer nas direções paralelas à placa.
Logo, a Equação 7.2, que descreve a conservação de momento no vão, pode ser reescrita sobre
estas hipóteses como:

∂ p
∂xi

= µ
∂ 2Ui

∂x2
3

(i = 1,2) ,
∂ p
∂x3

= 0 (7.3)

onde p é o excesso de pressão acima do valor hidrostático, enquanto i = 1,2,3 correspondem
respectivamente às coordenadas x,y e z. Sob as condições descritas anteriormente, a equação de
continuidade de fluxo que garante o balanço de massa fluída será dada então por:

div U = 0 (7.4)
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Sendo as equações 7.3 e 7.4 sujeitas às seguintes condições de contorno:

a) Na periferia do vão:

p = 0 (7.5)

Teoricamente, essa condição de contorno deveria ser imposta em |x1|, |x2|=∞, porém
como esse fluxo externo é admitido livre de efeitos de inércia e a abertura do vão ∆ é
muito inferior à dimensão característica do problema, Foda (1982) assume que os
efeitos do fluxo fora do vão podem ser desprezados.

b) Na interface entre a placa e o vão formado:

U1 =U2 = 0, U3 = w(t) em x3 =
∫ t

0
wdt (7.6)

c) Na interface entre o vão e o meio poroso, tanto a velocidade como as tensões devem
ser contínuas. Assim, a continuidade de velocidade é dada por:

U+ = φU−+(1−φ)v− em x3 =
∫ t

0
v−3 dt (7.7)

onde φ é a porosidade lagrangena do solo, dada pela fração volumétrica dos poros
em uma configuração de referência, e v é a velocidade dos sólidos no leito poroso.
O sobrescrito + significa imediatamente acima da interface enquanto − significa
imediatamente abaixo desta. Da continuidade de tensões, têm-se que:

σ
− ·n = σ

+ ·n (7.8)

Acima da interface, o tensor de tensões na água é dado por:

σ
+ =−p+1+µ

(
gradU +t gradU

)+ (7.9)

Contudo, como as razões (n1,n2)/n3 são da ordem de O(∆/a), o vetor normal
unitário n será aproximado pelo vetor unitário vertical e3, de modo que a Equação 7.8
pode ser reescrita como:

σ
−
i3 =−p+δi3 +µ

(
∂Ui

∂x3
+

∂U3

∂xi

)+

(7.10)

Além disso, é também necessário que a pressão seja contínua ao longo da interface,
ou seja:

p− = p+ (7.11)
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Assim, as sete condições de contorno dadas pelas equações 7.7, 7.10 e 7.11 acoplam o movimento
no vão com o complexo sistema fluido-sólido no solo.

De modo a introduzir uma simplificação importante ao problema, Mei e Foda (1981) argumentam
que, como solos de baixa permeabilidade tendem a resistir o fluxo de água relativo à matriz
sólida, o movimento relativo de fluido só é relevante em finas camadas limites próximas a
superfície livre, onde é muito mais fácil do fluido ser expelido ou absorvido. Fora desta camada
limite, tal movimento relativo é altamente resistido e, ambos, fluido e sólido, se deslocam com
essencialmente a mesma velocidade. Assim a solução do problema pode ser descrita como a
soma de duas componentes: uma solução exterior e uma correção de camada limite. Na solução
exterior, nenhum movimento relativo entre fluido e sólido é permitido, enquanto na uma solução
de camada limite baseada na teoria de Biot (1941) é adicionada na região próxima à superfície
livre de modo a corrigir possíveis movimentos nesta região. Assim, a solução completa no meio
poroso será dada por:

( ) = ( )o +( )b (7.12)

onde o sobrescrito o denota a solução exterior, enquanto b representa a correção da camada
limite. Assumindo que os grãos sólidos são incompressíveis e a matriz apresenta comportamento
elástico, o problema exterior é definido por:

Uo = vo (7.13a)

div σ
o = 0 (7.13b)

∂ po

∂ t
=−

K f

φ
div v (7.13c)

∂ σo

∂ t
= G

(
gradvo +t gradvo +

2νe

1−2νe
div vo1

)
(7.13d)

onde G é o módulo cisalhante da matriz sólida, νe é o coeficiente de Poisson equivalente do meio
compósito, e K f é o módulo volumétrico do fluído, uma correção do módulo da água para levar
em consideração a possibilidade da presença de pequenas bolhas de ar nos poros, que aumentam
substancialmente a compressibilidade da mistura ar-água. Estes dois últimos podendo ser obtidos
por:

νe =
1
2

(
2ν

1−2ν
+

K f

φG

)(
1

1−2ν
+

K f

φG

)−1

(7.14a)

1
K f

=
1

KW
+

1−S
pa

(7.14b)

onde ν é o coeficiente de Poisson da matriz sólida, KW é o módulo volumétrico da água, S é o
grau de saturação em relação ao volume de ar aprisionado e pa denota a poropressão absoluta
(KW ≈ 2,2 ·109 Pa, enquanto que, para 99% de saturação e p0 = 1 atm, K f ≈ 107 Pa).
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A Equação 7.13a simplesmente estabelece que, no problema exterior, as velocidades do fluido
e do sólido são iguais, enquanto a Equação 7.13b fornece a condição de equilíbrio. Como o
movimento do fluido segue o movimento do sólido, a Equação 7.13c relaciona a evolução da
poropressão com a dilatação do sólido. Já a Equação 7.13d representa a equação constitutiva
adotado para o problema exterior. Contraindo-se a 7.13d com o tensor unitário e substituindo em
7.13c, Foda (1982) apresenta então a seguinte relação entre a poropressão e o traço de σo:

po =−
(1−2νe)K f

2(1+νe)φG
σ

o
ii (7.15)

Por sua vez, a correção de camada limite ( )b é dada por:

grad pb =−φ

k
(U− v) (7.16a)

K
∂ 2 pb

∂x2
3

=
∂ pb

∂ t
, K = k

[
φ

K f
+

1−2ν

2G(1−ν)

]−1

(7.16b)

σ
b
11 = σ

b
22 =−

1−2ν

1−ν
pb (1+O(ε)) (7.16c)

σ
b
33 = O(ε), σ

b
i j = O(ε) para i 6= j (7.16d)

(
Ub,vb

)
= O(ε)(Uo,vo) (7.16e)

ε =
δ

a
=

(K t)1/2

a
<< 1 (7.16f)

onde k é o coeficiente de permeabilidade do solo, medido em
[
m2Pa−1s−1] no SI, e δ é a

espessura da camada limite. A Equação 7.16a é a lei de Darcy, que estabelece que a velocidade
de filtração, dada pela diferença entre a velocidade do fluido e do sólido, é uma função linear
do gradiente de pressão. A Equação 7.16b governa a correção de camada limite da poropressão,
sendo similar a equação de difusão unidimensional, de onde o autor conclui que a espessura
da camada limite é da ordem de δ = (K t)1/2, assim a validade do modelo é sempre garantida
quando δ << a. Por exemplo, para sedimentos oceânicos compostos de areias finas, siltes ou
argilas, com k ≈ 10−10−10−12 m2Pa−1s−1 (10−6 a 10−8 m/s) o tempo de validade do modelo
segundo Equação 7.16f pode ser de algumas horas, porém será reduzido a alguns segundos se
o solo for composto por materiais muito permeável com k ≈ 10−7 m2Pa−1s−1 (10−3 m/s) por
exemplo.
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De modo a obter o fluxo no vão, inicialmente integra-se as componentes horizontais da Equa-
ção 7.3 na direção vertical com o auxílio das condições de contorno dadas pelas equações 7.6 e
7.7, obtendo então a seguinte forma para a velocidade horizontal do fluido no vão:

Ui =−
1

2µ

∂ p0

∂xi
(∆−η)η +U+

i

(
1− η

∆

)
para i = 1,2 (7.17)

com:

∆ =
∫ t

0

(
w− v−3

)
dt, η = x3−

∫ t

0
v−3 dt (7.18)

onde p0 é o excesso de poropressão (desconhecido) no vão de espessura ∆, sendo este último
função de x1, x2 e do tempo t.

A partir de uma análise da ordem de grandeza dos termos que compõe a Equação 7.17 e
assumindo que tipicamente para solos G ≈ 107 Pa, µ ≈ 10−3 Pa·s e a dimensão horizontal
do vão a ∼ O(1m), Foda (1982) assume que U+

i para i = 1,2 pode ser desprezado sempre
que ∆≥ 10−10 m. Assim, adotando-se as condições de contorno e continuidade de velocidade
previamente dispostas e integrando-se a equação Equação 7.4 ao longo da espessura do vão (ou
seja, de η = 0 a η = ∆), chega-se a:

w−φU−3 − (1−φ)v−3 =
1

12µ

∂

∂xi

(
∆

3 ∂ p0

∂xi

)
(7.19)

Quanto à solução da camada limite, a equação que governa a correção pb é dada pela equação de
difusão unidimensional descrita pela Equação 7.16b. Das equações 7.16a e 7.19 temos que na
superfície do leito poroso, abaixo do corpo:

∂ pb

∂x3
=−φ

k

(
U−3 − v−3

)
=−1

k

[
w− v−3 −

1
12µ

∂

∂xi

(
∆

3 ∂ p0

∂xi

)]
em x3 =

∫ t

0
v−3 dt (7.20)

Sendo pb é sujeito às condições de contorno de que pb→ 0 ao passo que x3→−∞ e pb = 0 em
t = 0. Adotando-se uma transformada de Laplace no tempo e o teorema da convolução, pb

0 pode
ser obtido das equações 7.16b e 7.20 como:

pb
0 =−

(K /π)1/2

k

∫ t

0

[
w− v−3 −

1
12µ

∂

∂xi

(
∆

3 ∂ p0

∂xi

)]
dτ

(t− τ)1/2 (7.21)
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com p0 = pb
0 + po

0 sendo a pressão no vão, enquanto pb
0 e po

0 são respectivamente a correção de
camada limite e parte exterior da solução para a poropressão na superfície do solo.

Para a solução exterior, as tensões são regidas pelas equações 7.13b e 7.15. Como da Equa-
ção 7.16d σb

3i é desprezível, a condição de continuidade de tensão expressa pela Equação 7.10
pode ser dada diretamente pela solução externa. Assim, o problema externo pode ser escrito
como:

div σ
o = 0 em x3 ≤ 0 (7.22a)

σ
o
3i =−p0δ3i +µ

(
∂ui

∂x3
+

∂u3

∂xi

)+

em x3 = 0 (7.22b)

po =−
(1−2νe)K f

2(1+νe)φG
σ

o
ii (7.22c)

Decompondo o problema em duas componentes, aplicando o princípio da superposição e as-
sumindo que a dilatação devido ao cisalhamento viscoso na superfície pode ser negligenciado
quando comparado à dilatação devido a pressão, Foda (1982) demonstra após uma série de
manipulações matemáticas que:

pb
0 =

m
1+m

p0, m =
φG

(1−2ν)K f
(7.23)

E finalmente a equação governante para a pressão no vão:

p0 =−α

∫ t

0

[
∂∆

dτ
− 1

12µ

∂

∂xi

(
∆

3 ∂ p0

∂xi

)]
dτ

(t− τ)1/2 (7.24)

onde:

α =
1+m

m

 G/k

π (1−2ν)m+ π(1−2ν)
2(1−ν)

1/2

(7.25a)

∂∆

∂ t
= w− v−3 (7.25b)

A Equação 7.24 é uma equação integro-diferencial para as variáveis p0 e a espessura do vão ∆ (ou
a componente vertical da velocidade do meio poroso v−3 quando w é prescrito). Assim, o problema
consiste em resolver a Equação 7.24 para a pressão abaixo da placa sendo arrancada, acoplada
com o problema elástico dado pelas equações 7.13d, 7.22a e 7.22b. Contudo, a resolução
do problema dado tal acoplamento é de difícil avaliação analítica e, segundo Foda (1982),
mesmo uma avaliação numérica seria ’complexa e tediosa’. Desta forma, o autor propõe o
desacoplamento de tais equações substituindo ∆ pela sua média espacial ∆̄(t), de modo que:

d∆̄

dt
= w−

(
v−3
)

av (7.26)
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onde
(
v−3
)

av é a média da velocidade vertical da superfície do leito abaixo do corpo. Desta forma,
a Equação 7.24 pode ser reescrita como:

p0 =−α

∫ t

0

[
d∆̄

dt
− ∆̄3

12µ
∇

2 p0

]
dτ

(t− τ)1/2 (7.27)

De onde a resolução pode ser obtido para p0 em termos de ∆̄(t). Contudo, a solução obtida irá
neglicenciar a variação espacial de ∆ (e v−3 por consequência), deste modo sendo uma aproxima-
ção do problema. A determinação da força desenvolvida devido aos esforços de sucção abaixo
da placa Fp pode então ser obtida integrando-se p0 sob a área da placa, sendo possível também
a avaliação de como o vão ∆̄(t) se desenvolve com o tempo dada uma força de arrancamento
prescrita. Foda (1982) procede então negligenciando as deflexões relativas do meio poroso e
assim descrevendo a solução para dois casos particulares: placas circulares e bidimensionais
(estado plano de deformações), que serão apresentadas a seguir.

7.1 PLACAS CIRCULARES

Considerando-se um corpo axissimétrico de raio a, p0 será função da coordenada radial r mas
não do ângulo θ , assim a Equação 7.27 pode ser reescrita reescrevendo o termo do Laplaciano
como:

p0 =−α

∫ t

0

[
d∆̄

dt
− ∆̄3

12µ

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ p0

∂ r

)]
dτ

(t− τ)1/2 (7.28)

E a força de sucção total no corpo:

Fp =
∫ a

0
2πrp0dr =−πa2

α

∫ t

0

(
d∆̄

dτ

)
dτ

(t− τ)1/2 +
2πaα

12µ

∫ t

0
∆̄

3 ∂ p0

∂ r

∣∣∣∣
r=a

dτ

(t− τ)1/2 (7.29)

onde, além de ∆̄, é necessário conhecer o gradiente da pressão p0 na extremidade da placa.
Assim, expandindo p0 em uma série de Taylor no tempo:

p0(r,τ) = p0(r, t)+(t− τ)
∂ p0

∂ t
(r, t)+

1
2
(t− τ)1/2 ∂ 2 p0

∂ t2 (r, t)+ ... (7.30)

e, substituindo na Equação 7.28:

p0(r, t) =−α

{
G− 1

r
∂

∂ r

(
r

∂ p0

∂ r

)∫ t

0

∆̄3

12µ (t− τ)1/2 dτ +
1
r

∂

∂ r

(
r

∂ 2 p0

∂ r∂ t

)∫ t

0

∆̄3

12µ
(t− τ)1/2 dτ

−1
r

∂

∂ r

(
r

∂ 3 p0

∂ r∂ t2

)∫ t

0

∆̄3

12µ
(t− τ)3/2 dτ + ...

}
(7.31)

onde:

G =
∫ t

0

(
d∆̄

dτ

)
dτ

(t− τ)1/2 (7.32)
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A Equação 7.31 deve ser resolvida levando-se em conta a condição de contorno dada pela
Equação 7.5, em que p0 = 0 em r = a. Mantendo-se somente o primeiro termo da expansão em
série de Taylor, a solução da Equação 7.31 é dada por:

p0 =−αG

[
1− I0( f r)

I0( f a)

]
(7.33)

onde I0( f r) é a função de Bessel modificada de ordem zero, com f sendo dada por:

f =

[
α

∫ t

0

∆̄3

12µ (t− τ)1/2 dτ

]−1/2

(7.34)

Assim, mantendo-se todos os termos da Equação 7.31, pode-se considerar a seguinte expansão:

p0 =−αG

[
1− I0 ( f0r)

I0 ( f0a)

]
+(a− r)3 f1(t)+(a− r)4 f2(t)+ ... (7.35)

de modo que:

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ p0

∂ r

)
= αG f 2

0
I0 ( f0r)
I0 ( f0a)

+ [6(a− r)− (3/r)(a− r)2] f1(t)

+[12(a− r)2− (4/r)(a− r)3] f2(t)+ ...

(7.36)

onde f0, f1, f2, ... são funções somente do tempo. Contudo, para que p0 = 0 em r = a, têm-se da
Equação 7.28 que:

1
r

∂

∂ r

(
r

∂ p0

∂ r

)∣∣∣∣∣
r=a

=
12µ

∆̄3
d∆̄

dt
= αG f 2

0 (7.37)

que determina a função f0(t) em termos de ∆̄(t). No contorno r = a, o gradiente de pressão é
obtida então por:

∂ p0

∂ r
= αG f0

I1( f0a)
I0( f0a)

em r = a (7.38)

Que é independente de f1, f2, etc. Substituindo-se a Equação 7.38 na Equação 7.29 com o auxílio
da Equação 7.37:

Fp =−πa2
α

∫ t

0

(
d∆̄

dτ

)[
1− 2(I1( f0a))

f0aI0( f0a)

]
dτ

(t− τ)1/2 (7.39)

que define a solução exata da Equação 7.29 para a força de sucção Fp(t) em termos da média da
abertura do vão ∆̄(t), que pode ser considerado prescrito ao desprezar-se as deflexões do meio
poroso. A Equação 7.39 pode ser invertida para obter-se:

d∆̄

dt

[
1− 2(I1( f0a))

f0aI0( f0a)

]
=− 1

π2a2α

d
dt

∫ t

0

dτ

(t− τ)1/2 Fp(τ) (7.40)

Sendo esta última mais útil quando a entrada do problema é o histórico da força de arrancamento
|Fp(t)|.
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7.2 PLACAS EM ESTADO PLANO DE DEFORMAÇÃO

Como segundo exemplo, Foda (1982) considera o arrancamento de uma placa em que o seu
comprimento é muito superior à sua largura (caso de estado plano de deformações), de modo
que o problema inicialmente tridimensional é reduzido à uma configuração bidimensional.
Assumindo a direção x2 perpendicular ao plano como a do comprimento e a direção x1 contendo
a base de largura 2B, a Equação 7.27 se reduz à:

p0 =−α

∫ t

0

[
d∆̄

dτ
− ∆̄3

12µ

∂ 2 p0

∂x2
1

]
dτ

t− τ
−B≤ x1 ≤ B (7.41)

Adotando-se o mesmo procedimento que o descrito para placas axissimétricos, a força de sucção
Fp por unidade de comprimento é dada por:

Fp =−2Bα

∫ t

0

(
d∆̄

dτ

)[
1− tanh( f0B)

f0B

]
dτ

(t− τ)1/2 (7.42)

onde f0 é ainda dado pela Equação 7.37 e Equação 7.32. Novamente, a Equação 7.42 pode ser
invertida para se obter:

d∆̄

dt

(
1− tanh( f0B)

f0B

)
=− 1

2πBα

d
dt

∫ t

0
Fp(τ)

dτ

(t− τ)1/2 (7.43)

Assim, a maioria dos aspectos que influenciam o problema do arrancamento de placas de
ancoragem podem ser discutidos observando estas soluções: as Equações 7.39 e 7.42, que
descrevem como a força de sucção se desenvolve sob placas circulares ou bidimensionais,
respectivamente, ao passo em que elas se desprendem do leito oceânico; e as Equações 7.40
e 7.43, que descrevem como o vão médio ∆̄(t) se expande dada uma força de arrancamento
prescrita |Fp(t)|. Os resultados encontrados pelo autor e apresentados na seção 2.2 foram obtidos
através da integração numérica destas equações.

7.3 PLACAS RETANGULARES

Percebe-se que o trabalho original desenvolvido por Foda (1982) não apresenta uma solução
específica para o caso de placas de ancoragem tridimensionais com formato retangular. Assim,
esta seção destina-se a estender a formulação desenvolvido pelo autor para esta configuração de
âncora, tipicamente encontrada na prática offshore, possibilitando assim estimar a carga última
para todos os mecanismos desenvolvidos em tensões efetivas no Capítulo 6.
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Adotando-se uma geometria retangular, a Equação 7.27 pode então ser reescrita como:

p0 =−α

∫ t

0

[
d∆̄

dτ
− ∆̄3

12µ

(
∂ 2 p0

∂x2 +
∂ 2 p0

∂y2

)]
dτ

(t− τ)1/2 (7.44)

Substituindo-se a definição dada pela Equação 7.32 na Equação 7.44 e expandindo p0(x,y,τ) no
tempo tal qual realizado pela Equação 7.30, têm-se que:

p0 =−α

{
G −

(
∂ 2 p0

∂x2 +
∂ 2 p0

∂y2

)∫ t

0

∆̄3

12µ

dτ

(t− τ)1/2 +

(
∂ 3 p0

∂x2∂ t
+

∂ 3 p0

∂y2∂ t

)∫ t

0

∆̄3

12µ

√
t− τdτ−

(
∂ 4 p0

∂x2∂ t2 +
∂ 4 p0

∂y2∂ t2

)∫ t

0

∆̄3

24µ
(t− τ)3/2dτ + ...

}
(7.45)

Seguindo os mesmos procedimentos explicitados anteriormente e retendo apenas o primeiro
termo da expansão em séries de Taylor da Equação 7.45, a seguinte equação diferencial parcial
em função das coordenadas pode ser obtida:

p0(x,y)+B = A

(
∂ 2 p0(x,y)

∂x2 +
∂ 2 p0(x,y)

∂y2

)
(7.46)

onde:

A = α

∫ t

0

∆̄3

12µ

dτ

(t− τ)1/2 (7.47a)

B = αG = α

∫ t

0

d∆̄

dτ

dτ

(t− τ)1/2 (7.47b)

Avaliando-se as condições de contorno do problema para uma placa de largura 2B e comprimento
2L, têm-se que:

p0(L,y) = p0(−L,y) = 0 (7.48a)

p0(x,B) = p0(x,−B) = 0 (7.48b)
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Através de uma substituição do tipo P(x,y) = p0(x,y)+B, a Equação 7.46 pode ser vista como
uma equação de Helmholtz com condições de contorno não-homogêneas, sendo possível obter-se
uma solução particular ao resolver-se todas as condições de contorno separadamente e aplicar o
princípio da superposição. Assim, resolvendo-se a Equação 7.46 têm-se que p0(x,y) pode ser
escrita pelo seguinte somatório:

p0(x,y) =
2αG

π

∞

∑
n=1

{
[1− (−1)n]

ncosh[ΩL]
sen[ω(y+B)]cosh[Ωx]+

[1− (−1)n]

ncosh[Ω̄B]
sen[ω̄(x+L)]cosh[Ω̄y]

}
−αG

(7.49)

onde:

ω =
nπ

2B
(7.50a)

ω̄ =
nπ

2L
(7.50b)

Ω =

√
1
A

+
(nπ

2B

)2
(7.50c)

Ω̄ =

√
1
A

+
(nπ

2L

)2
(7.50d)

Integrando-se p0 na Equação 7.27 de modo a se obter a força de sucção resultante Fp, têm-se
que:

Fp = 4
∫ B

0

∫ L

0
p0(x,y)dxdy = 4α

[
−
∫ t

0

∫ B

0

∫ L

0

(
d∆̄

dτ

)
dxdydτ√

t− τ
+

∫ t

0

∫ B

0

∫ L

0

(
∆̄3

12µ
∇

2 p0

)
dxdydτ√

t− τ

] (7.51)

Aplicando-se a definição do Laplaciano e o teorema da divergência, a Equação 7.51 pode então
ser reescrita em função do gradiente de p0 no contorno como:

Fp =−4α

∫ t

0

[(
d∆̄

dτ

)
BL− ∆̄3

12µ

(∮
∂Ωp

∇p0dS
)]

dτ√
t− τ

(7.52)
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De modo que a adoção de uma expansão similar a apresentada na Equação 7.35 evidenciando
que os termos de mais alta ordem desaparecem no contorno da placa e permitem a avaliação
direta de Fp. Substituindo então o gradiente de p0(x,y) avaliado no contorno na expressão acima,
chega-se na seguinte forma final para Fp em função de ∆̄(t):

Fp =−4α

∫ t

0

(
d∆̄

dτ

){
BL− 2

f 2
0

∞

∑
n=1

{
2B [1− (−1)n]

(πn)2

[
cos
(

πn
2

)
− (−1)n

]
·

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
tanh

[
L

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
]
+

[(−1)n−1]
(nπ

2L

)
nπ

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
tanh

[
B

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
]
+

[
(−1)n−1

(nπ

2B

)]
nπ

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
tanh

[
L

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
]
+

2L [1− (−1)n]

(nπ)2

[
cos
(

πn
2
− (−1)n

)]
·

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
tanh

[
B

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
]}}

dτ√
t− τ

(7.53)

onde:

f 2
0 =

12µ

αG ∆̄3
d∆̄

dt
(7.54)

Tal qual encontrado por Foda (1982) para os casos de âncoras circulares e corridas, conforme
demonstrado anteriormente pela Equação 7.37. Como a Equação 7.53 representa uma equação
de Abel, esta pode ser invertida quando se deseja conhecer o comportamento da abertura do vão
dada a aplicação de uma força de arrancamento prescrita. Assim, têm-se que:

d∆̄

dt

{
BL− 2

f 2
0

∞

∑
n=1

{
2B [1− (−1)n]

(πn)2

[
cos
(

πn
2

)
− (−1)n

]
·

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
tanh

[
L

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
]
+

[(−1)n−1]
(nπ

2L

)
nπ

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
tanh

[
B

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
]
+

[
(−1)n−1

(nπ

2B

)]
nπ

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
tanh

[
L

√
f 2
0 +

(nπ

2B

)2
]
+

2L [1− (−1)n]

(nπ)2

[
cos
(

πn
2
− (−1)n

)]
·

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
tanh

[
B

√
f 2
0 +

(nπ

2L

)2
]}}

=− 1
4απ

d
dt

∫ t

0
Fp(τ)

dτ√
t− τ

(7.55)

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite



178

7.4 APLICAÇÃO NUMÉRICA

Esta seção destina-se a apresentar uma aplicação numérica dos resultados obtidos a partir da
implementação das formulações apresentadas nas Seções 7.1, 7.2 e 7.3, visando assim explorar
a influência dos principais parâmetros mecânicos envolvidos na formulação adotada e suas
influências sobre os esforços de sucção. Todos os resultados foram obtidos através da integração
numérica das equações pertinentes através de rotinas desenvolvidas em Python.

A Figura 7.2 apresenta de forma esquemática os resultados obtidos da evolução do módulo da
força de sucção Fp em função do tempo t para uma placa retangular com L/B = 2 sendo extraída
de leito oceânico sob três velocidades de arrancamento distintas: w = 10−4, 5 ·10−4 e 10−5 m/s,
de modo que ∆̄ = wt. De maneira a representar um solo marítimo genérico apenas de forma
ilustrativa, admitiu-se que o leito poroso apresenta k = 10−8 m/s, G = 107 Pa, φ = 0.5 e ν = 0.3,
parâmetros da ordem de grandeza de solos argilosos.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
t (s)

0

400

800

1200

1600

2000

2400

|F
p| 

(k
N

)

w = 10-4 m/s
w = 5·10-4 m/s
w = 10-3 m/s

Figura 7.2 – Resultado ilustrativo de |Fp| vs. t obtido através da apli-
cação do modelo para sucção proposto em uma placa de
ancoragem retangular submetida à três taxas de arranca-
mento constante.

Como pode ser observado na Figura 7.2, nos instantes iniciais evidencia-se um crescimento
rápido da força de sucção desenvolvida sob a âncora à medida em que o vão vai se formando,
sendo tão rápido este crescimento quanto maior a taxa de arrancamento adotada. Durante esta
fase, a maior parte da água que preenche o vão flui verticalmente do solo abaixo da âncora,
com muito pouco fluxo horizontal periférico. Com o passar do tempo, o aumento da pressão no
vão entre a âncora e o leito oceânico bem como a abertura do vão, fazem com que mais água
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se desloque pelas bordas da âncora para preencher o vão, diminuindo assim o fluxo de água
oriundo do leito poroso. Esta troca de mecanismos predominantes é manifestada na Figura 7.2
pela súbita queda de Fp após a presença de um pico de resistência, que define o momento em
que há o rompimento brusco da sucção sobre a placa.

Ademais, percebe-se também que, quanto maior for a taxa de arrancamento, maior é a magnitude
do pico da força de sucção e mais rapidamente este acontece. Ressalta-se que este comportamento,
apesar de ilustrado para uma placa retangular na Figura 7.2, é também evidenciado para todas
as outras geometrias, tanto circulares quanto em estado plano de deformações. Como na teoria
da análise limite apenas os carregamentos máximos do sistema são pertinentes à avaliação da
carga última, somente a resistência de pico obtida nestes gráficos será adotada nas próximas
análises, tida como a informação mais relevante para a análise da capacidade de carga de placas
de ancoragem.

Assim, de modo a investigar melhor o efeito da velocidade de extração bem como da perme-
abilidade do solo no valor máximo de |Fp| obtido, as Figuras 7.3, 7.4 e 7.5 apresentam uma
análise paramétrica destes parâmetros para âncoras circulares, retangulares, e em estado plano
de deformação, respectivamente. Ressalta-se a adoção de ambos os eixos em escala logarítmica
de modo a facilitar a visualização dos resultados dada a ordem de grandeza do domínio das
variáveis. Percebe-se do resultado que tanto a taxa de arrancamento quanto a permeabilidade
do leito poroso possuem grande influência nos resultados obtidos, aumentando o valor máximo
de |Fp| com o aumento da taxa de arrancamento e/ou a diminuição da permeabiliade, tal qual
esperado.

De forma geral, independentemente da geometria e taxa de arrancamento da âncora, uma redução
em 10 vezes da permeabilidade (e.g., k = 10−8 para 10−9 m/s) resultou em um aumento de
2.68 vezes no valor máximo de |Fp|. Ao mesmo tempo, um aumento na taxa de arrancamento
de 10 vezes (e.g. w = 10−5 para w = 10−4 m/s) resulta em um aumento de aproximadamente
3.73 vezes o pico dos esforços de sucção, em todos os casos. Cabe ressaltar ainda que na
escala adotada a variação da permeabilidade apresentou apenas um translado das curvas, que
se demonstram retas paralelas em escala log-log. Em tal escala, tais linhas retas podem ser
representadas por monômios no espaço selecionado pela seguinte expressão:

|Fp,max|
A

= 10a ·
(w

k

)b
(7.56)

onde a e b são coeficientes a se determianr. Evidenciou-se para todos os casos apresentados
nas Figuras 7.3, 7.4 e 7.5 que o coeficiente b obtido foi sempre igual 0.5714, ou seja, este
independe da geometria adotada, taxa de arrancamento da placa e permeabilidade do solo de
fundação. O coeficiente a, por sua vez, varia com todos estes parâmetros, mas apresentou um
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Figura 7.3 – Análise paramétrica da permeabilidade e taxa de arranca-
mento sobre o valor máximo de |Fp,max| em placas circula-
res.

crescimento constante de 0.1427 vezes a cada aumento de 10 vezes no valor de k. De qualquer
forma, não foi possível traçar uma relação direta entre os demais parâmetros do modelo para a
determinação de tais coeficientes, contudo a independência verificada acima pode ser usada para
reduzir o numero de simulações numéricas necessárias para determinar o comportamento de um
material específico. Ademais, percebe-se da Figura 7.5 que a variação da razão de aspecto L/B

em âncoras retangulares não apresentou uma diferença tão significativa dos resultados obtidos
quando comparado à influência dos outros parâmetros.

De modo a verificar a influência do módulo de cisalhamento elástico G do solo de fundação, a
Figura 7.6 apresenta os resultados obtidos para uma âncora circular sendo extraída com de um
meio poroso com k = 10−8 m/s, sendo que as demais propriedades são fixadas tal qual discutido
anteriormente enquanto se variou a magnitude de G entre 105, 106 e 107 Pa, afim de cobrir uma
gama de valores esperados em solos naturais, além de um valor extremo onde 1050 Pa, para um
material teórico considerado rígido. Como pode se observar, a variação de G não produziu uma
diferença muito significativa no valor de pico de |Fp|, avaliando-se a magnitude verificou-se que
na realidade um aumento de G = 105 para 107 Pa provocou uma redução de aproximadamente
15% no valor de |Fp|, enquanto que um aumento de G = 107 para 1050 reduziu o |Fp,max| em
aproximadamente 5%. Cabe ressaltar que não ouve alteração com relação ao parâmetro b da
Equação 7.56, sendo encontrado igual a 0.5714 tal qual anteriormente, evidenciando que a
inclinação de tais retas não é alterada também pela magnitude de G.
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Figura 7.4 – Análise paramétrica da permeabilidade e taxa de arran-
camento sobre o valor máximo de |Fp,max| em placas em
estado plano de deformação.

De modo a validar a aplicação do modelo apresentado para a avaliação dos esforços de suc-
ção, é pertinente que os resultados obtidos numericamente sejam confrontados perante dados
experimentais. Tal qual comentado anteriormente, a temática de operações de resgate de navios
naufragados, objetos, entre outros do leito oceânico é tema recorrente na engenharia oceânica, o
que de fato motivou as primeiras pesquisas quanto à avaliação dos esforços de sucção em leito
oceânico, justificando o fato dos modelos desenvolvidos nesta área não incorporar nenhuma
forma de embutimento.

Em tais operações, a extração é comumente realizada pelo uso de ’sacos de levantamento’
(linfting bags), que, contrariamente ao uso de gruas ou guindastes que forneceriam uma taxa de
arrancamento, estes equipamentos atuam apresentando uma ’força de arrancamento’ prescrita
através de seu inflamento submerso, de modo que o tempo sob o qual tal força deve ser mantida
para obter o desprendimento do objeto se torna uma variável importante na análise. Como
apresentado anteriormente, tal análise é possível através das formas apresentadas uma vez que as
equações de Fp(t, ∆̄) podem ser invertidas para se obter ˙̄

∆(t,Fp) no caso da aplicação de uma
força de arrancamento prescrita.

Mei et al. (1985) realizaram ensaios experimentais de arrancamento em laboratório utilizando-
se uma placa metálica com dimensões de 45.4 x 15.24 cm simplesmente apoiadas em um
material arenoso através da aplicação de uma força constante em uma roldana simples. Poucas
informações acerca das propriedades do solo de fundação utilizado pelos autores são fornecidas,
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Figura 7.5 – Análise paramétrica da permeabilidade e taxa de arranca-
mento sobre o valor máximo de |Fp,max| em placas retangu-
lares.

além de este ser constituído por uma areia média de construção, apresentando D50 = 0.245 mm
e um gradiente hidráulico k = 6.2 ·10−4 m/s. Assim, de modo a realizar as análises, adotou-se
parâmetros elásticos G = 107 Pa e ν = 0.2, além de uma porosidade de φ = 0.44 (equivalente
a um índice de vazios e = 0.8). A Figura 7.7 apresenta os resultados experimentais da força
aplicada em função do tempo até o desprendimento tb obtidos pelos autores em comparação com
as predições do modelo obtidas a partir da Equação 7.55, adotando-se a aplicação da força de
arrancamento constante através de uma função de Heaviside.

Como pode ser observado pela Figura 7.7, o modelo superestimou os tempos até a ruptura
encontrados pelos autores nos resultados experimentais, principalmente para baixos valores
de |Fp|, contudo foi capaz de capturar com clareza a mesma tendencia de comportamento dos
resultados, onde há um aumento de tb com a redução da força aplicada durante o arrancamento.
Apesar dos resultados conservadores obtidos, acredita-se que o modelo apresentou resultados
razoáveis dadas as simplificações adotadas durante seu desenvolvimento, como por exemplo, a
desconsideração do comportamento plástico do solo de fundação.

Por outro lado, Faria (2019) realizou ensaios em laboratório considerando o arrancamento de
uma placa quadrada simplesmente apoiada em um solo saturado adotando-se diversas taxas
de arrancamento constantes. O solo utilizado foi uma mistura composta por 85% de caulim e
15% de bentonita. As propriedades desta composição, relatadas pelo próprio autor, podem ser
observadas pela Tabela 7.1. Complementarmente, adotou-se uma condutividade hidráulica k

Mateus Forcelini (forcelini.mateus@gmail.com) Tese de Doutorado. PPGEC/UFRGS. 2023.



183

1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04 1,0E+05 1,0E+06 1,0E+07
w/k

1,0E-01

1,0E+00

1,0E+01

1,0E+02

1,0E+03

1,0E+04

|F
p,

m
ax

|/A
 (k

Pa
)

G = 105 Pa
G = 106 Pa
G = 107 Pa
G = 1050 Pa

Figura 7.6 – Análise paramétrica do módulo cisalhante e taxa de ar-
rancamento sobre o valor máximo de |Fp,max| em placas
circulares.

igual a 10−7 m/s e um módulo cisalhante G igual a 105 Pa.

Tabela 7.1 – Características da mistura argilosa adotada no trabalho de
Faria (2019). Fonte: Faria (2019).

Teor de Caulim (%) 85
Teor de Bentonita (%) 15
Teor de umidade (%) 120

Peso específico γ (kN/m³) 13.46
Peso esp. dos grãos γs (kN/m³) 25.76

Peso esp. seco γd (kN/m³) 6.12
Peso esp. saturado γsat 13.62

Peso esp. efetivo γ ′ 3.62
Índice de vazios e 3.19

Porosidade φ 0.76
Limite de Liquidez (%) 103

Limite de plasticidade (%) 37
Índice de plasticidade (%) 66

Fração argilosa (%) 41
Fração siltosa (%) 58
Fração arenosa (%) 1

Os ensaios realizados por Faria (2019) consistiram então no arrancamento de uma placa quadra-
dada com 100 mm de lado simplesmente apoiada sobre a superfície do solo variando-se a taxa
de arrancamento w entre 0.001 e 2.5 mm/s enquanto se registrava tanto a força necessária para
produzir o arrancamento quanto a poropressão desenvolvida na base. Desta forma, a Figura 7.8
apresenta um comparativo entre os resultados obtidos pelo autor e as predições do modelo
simplificado desenvolvido neste trabalho. Como pode ser observado, existe uma tendência dos
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Figura 7.7 – Comparativo entre os dados experimentais obtidos por Mei
et al. (1985) e as predições numéricas da Equação 7.55.

resultados numéricos superestimarem os resultados experimentais à medida em que w aumenta.
É muito possível que tal fato se deva as simplificações adotadas durante o desenvolvimento do
modelo para sucção, principalmente por desconsiderar a componente irreversível do solo. De
qualquer forma, a aplicação do modelo como uma estimativa do limite superior da força de
arrancamento ainda se justifica para o planejamento de operações de extração offshore.

Apesar do modelo de Fp aqui apresentado não levar em consideração o embutimento da âncora,
tal modelo será utilizado de forma a estimar os esforços de sucção em mudmats, que em geral
apresentam baixíssimas razões de embutimento. Acredita-se que, a incorporação deste fator na
avaliação de Fp, provavelmente aumenta a resistência final de extração da âncora, dado que o
fluxo proveniente das periferias da placa deverá ser descrito pela percolação do fluido em um
meio poroso, em contraponto ao fluxo livre considerado.
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Figura 7.8 – Comparativo entre os dados experimentais obtidos por Mei
et al. (1985) e as predições numéricas da Equação 7.55.

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite



186

8 APLICAÇÃO NUMÉRICA: ABORDAGEM EM TENSÕES EFETI-
VAS

Este capítulo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos através da resolução numérica
dos mecanismos de ruptura formulados em tensões efetivas no Capítulo 6. Tal qual desenvolvido
no Capítulo 5, predições para o limite superior da força de arrancamento de placas de ancoragem
em meios marítimos são apresentadas, visando investigar os efeitos dos principais parâmetros
envolvidos no problema. Os efeitos dos esforços de sucção desenvolvidos durante a extração da
âncora serão modelados conforme a teoria apresentada no Capítulo 7, incorporando os resultados
de resistência obtidos pelas descontinuidades de modo a se obterem estimativas da carga de
ruptura na abordagem em tensões efetivas. Por fim, os resultados obtidos serão comparados com
dados experimentais disponíveis na literatura, validando assim sua aplicação para a avaliação da
carga de ruptura em âncoras rasas.

Deste modo, bem como no Capítulo 5, rotinas em python foram desenvolvidas pelo autor para
cada um dos casos visando obter-se a melhor aproximação do limite superior de F . Como
os mecanismos em tensões efetivas abordados neste trabalho envolvem um procedimento de
minimização multivariável com restrições, a biblioteca cyipopt foi utilizada, onde, em todos os
casos, a adoção de 20 trechos para representar cada uma das descontinuidades apresentou ótima
convergência dos resultados obtidos. O tempo de execução médio de cada um destes processos
permaneceu, em geral, na ordem de grandeza de minutos em um computador de uso doméstico.

Cabe ressaltar que, em todos os resultados apresentados neste capítulo, o limite superior de
F foi obtido desconsiderando-se a parcela de resistência referente ao peso próprio da placa
de ancoragem, de modo que o efeito desta variável pode ser facilmente incorporado apenas
adicionando-se γ p|Ωp| ao valor de F aqui apresentado. Bem como exposto anteriormente no
Capítulo 5, nas análises paramétricas apresentadas neste capítulo, três situações distintas serão
investigadas:

a) A resistência à tração da interface é nula (ti = 0) e, consequentemente, nã há mobili-
zação de resistência no solo de fundação;

b) A resistência à tração na interface é igual a coesão do solo (ti = C), caso onde o
mecanismo de ruptura pode ocorrer mobilizando tanto a interface quanto o solo de
fundação, a depender da magnitude dos parâmetros adotados;

c) A resistência à tração na interface é infinita (ti =∞) e logo a ruptura se dá mobilizando
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o solo abaixo da âncora.

Tais configurações serão analisadas juntamente a três valores de resistência à tração do solo:
T = 0, T =C e T = ∞, de modo a fornecer padrões de comportamento das placas que permitam
observar a influência dos principais parâmetros envolvidos na sua extração. Complementarmente,
três valores de ângulo de atrito serão investigados: ϕ = 20°, 25° e 30°, cobrindo assim uma gama
de solos encontrados na prática da engenharia offshore.

8.1 ÂNCORAS CIRCULARES

Inicialmente, apresenta-se o resultado da implementação numérica do mecanismo apresentado
na seção 6.3 considerando que Fp = 0 através das Figuras 8.1 e 8.2 para os casos em que T = 0
e T =C, respectivamente, ambos apresentando interface com ti = 0. Bem como evidenciado na
abordagem em tensões totais, a minimização dos parâmetros geométricos das descontinuidades
inferiores através do algoritmo utilizado sempre conduziu ao mínimo local com descontinuidades
paralelas à base da placa, e, consequentemente, Fin f = πR2T . Assim, para o caso em que
T = ti =C, os resultados são similares aos apresentados pela Figura 8.2 porém acrescentando-se
este valor de Fin f à F .
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Figura 8.1 – Predições do limite superior de F obtido para âncoras
circulares com T = ti = 0 e Fp = 0.

Como pode ser observado, o efeito do aumento do ângulo de atrito do material de Coulomb é
mais evidente quanto maior é a profundidade e maior o valor de γH/C, dado que, neste último
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Figura 8.2 – Predições do limite superior de F obtido para âncoras
circulares com T =C, ti = 0 e Fp = 0.

caso, a coesão apresenta valores mais baixos e uma parcela maior da resistência mobilizada é
atribuída à contribuição do atrito nas descontinuidades. Ademais, o comportamento observado é
o mesmo já extensamente discutido no Capítulo 5 para a abordagem em tensões totais.

Tomando-se o caso específico da Figura 8.2, percebe-se que F/AC evolui linearmente com
γH/C, dado que a minimização dos parâmetros αi e Hi conduz sempre a apenas um tronco de
cilindro, de forma que αi = φ , condição dada pelo critério de pertinência do Critério de Coulomb
truncado em tração. Nestes casos, e sempre que T ≥C, a melhor estimativa do limite superior de
F dada pelo mecanismo avaliado pode ser expressa por:

F
πR2C

≤ H
R2 cosφ

C tanψ (1− senφ)(2R+H tanφ)+
γ ′

3R2C

(
3R2 +3RH tanφH2 tan2

φ
)
+

Fp

πR2C
+

min(T, ti)
C

(8.1)

Visando incorporar o efeito da força de sucção que se desenvolve sob a âncora durante o
arrancamento, a Figura 8.3 apresenta de forma ilustrativa o resultado obtido para uma âncora
circular com H/D = 1, ϕ = 25° e T = 0 (Figura 8.1. Para o meio poroso, adotou-se um índice
de vazios e = 2, módulo cisalhante G = 106 Pa e condutividade hidráulica k = 10−8 m/s,
considerados representativos de um solo marinho argiloso, sendo que os valores de |Fp| são
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calculados segundo a Equação 7.39. Nestas análises, considerou-se que a abertura média do vão
se desenvolve linearmente em função do tempo conforme a expressão ∆̄ = wt. Ressalta-se que,
como |Fp| não varia com os valores de γH/C no modelo para sucção adotado, o mesmo valor de
|Fp| foi acrescentado à Figura 8.1 para cada uma das curvas apresentadas.
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Figura 8.3 – Predições do limite superior de F adicionando-se o efeito
de |Fp| para âncoras circulares H/D = 1 e D = 1 m, em um
solo com ϕ = 25°, com T = ti = 0, k = 10−8 m/s e G = 106

Pa.

Percebe-se da Figura 8.3 que a taxa de arrancamento possui forte influência nos valores de F/AC

obtidos através dos mecanismos em tensões efetivas, bem como esperado após a Figura 7.3. Tal
influência pode ser observada também pelo fato de que as curvas, tais quais apresentadas pela
Figura 8.1 no caso em que Fp = 0, se tornam praticamente lineares devido ao valor constante de
|Fp| adicionado a estas.

A título de exemplo, de modo a investigar o efeito de |Fp| sobre a resistência total F com a
variação da taxa de arrancamento, a Figura 8.4 apresenta a razão |Fp|/F em função da velocidade
normalizada w/k para o mesmo caso avaliado na Figura 8.3, visando avaliar assim os limites
de velocidade em que a força de sucção domina a resistência à extração da âncora. Como pode
ser observado, a partir de certo valor de w a resistência à extração é predominantemente ditada
pelo valor de |Fp|, dado que este é muito maior do que o obtido pelas descontinuidades de
velocidade acima da âncora. Como evidenciado, este valor depende de outros parâmetros do solo
envolvidos na determinação de F , como γH/C, ficando claro que este limite é atingido mais
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precocemente para valores mais altos de γH/C, dado que o valor de resistência devido somente
as descontinuidades é menor nestes casos.
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Figura 8.4 – Evolução de |Fp|/F em função da taxa de arrancamento
normalizada w/k para uma placa de ancoragem circular.

Assim como pode ser definida uma velocidade limite onde a resistência à extração é majori-
tariamente determinada por |Fp|, também espera-se que exista uma velocidade tal em que o
valor de |Fp| seja desprezível perante F . Assim, o mesmo gráfico presente na Figura 8.4 é agora
apresentado pela Figura 8.5 em escala logarítmica a fim de melhor evidenciar a ampla faixa
de valores utilizadas para w, além de incorporar uma variação do ângulo de atrito de movo a
avaliar a sensibilidade do modelo à esta variável. As linhas tracejadas horizontais correspondem
a |F p|/F iguais a 95 e 5%, consideradas representativas de quando o valor da força de sucção é
predominante ou desprezível, respectivamente.

Como pode ser observado da Figura 8.5, a velocidade em que a placa atingiu cada uma das
condições supracitadas varia consideravelmente com γH/C, fruto, é claro, da resistência obtida
nestes casos pelas descontinuidades, corroborando o resultado apresentado pela Figura 8.1.
Contudo evidencia-se que estes possuem pouca sensibilidade ao valor do ângulo de atrito para o
caso especificado. Ressalta-se que esta variação da resistência com relação a ϕ é mais sensível
em âncoras mais profundas, e, como este não é o escopo deste trabalho, esta variação não deve
apresentar grandes efeitos na avaliação das placas de ancoragem adotadas em meios marítimos.
De modo geral, observou-se para a âncora em questão, que velocidades normalizadas w/k

inferiores a 102 (w = 10−6 m/s) e superiores a 3 ·106 (w = 0,03 m/s) produziram resistências
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Figura 8.5 – Evolução de |Fp|/F em função da taxa de arrancamento
normalizada w/k para uma placa de ancoragem circular
com o eixo das abscissas em escala logarítmica.

predominantes dominadas pelas descontinuidades ou pelos esforços de sucção, respectivamente.

De modo a cobrir também o efeito da razão de embutimento, a Figura 8.6 apresenta os resultados
obtidos para o mesmo caso em análise contudo considerando-se apenas o valor de γH/C = 0.5
e ϕ = 25° e variando-se H/D. Mais uma vez observa-se uma grande diferença entre as curvas,
atribuída completamente a resistência desenvolvida pelas descontinuidades de velocidade, dado
que o modelo adotado para a avaliação de Fp não leva em consideração o embutimento da âncora.

Ressalta-se aqui que uma vasta gama de casos de interesse prático podem ser avaliados apenas
por uma análise gráfica dos resultados apresentados até o momento. Como a avaliação dos
esforços de sucção é realizada em um procedimento separado neste trabalho, uma estimativa
do limite superior da resistência à extração de âncoras em meios marítimos pode ser obtida
tomando-se a resistência avaliada no caso em que Fp = 0, apresentada pelas Figuras 8.1 e 8.2, e
acrescentar separadamente a estimativa de |Fp| tal como ilustrada pela Figura 7.3, fornecendo
assim estimativas de resistência para o problema prático do arrancamento de placas de ancoragem.

Avaliação da capacidade de carga ao arrancamento de placas de ancoragem em meios marítimos através da teoria da
análise limite



192

100 101 102 103 104 105 106 107

w/k

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

 
|Fp|
F

Razão de Embutimento
H/D=0,25
H/D=0,50
H/D=1,00
H/D=2,00

|Fp|/F = 0,95

|Fp|/F = 0,05

Figura 8.6 – Evolução de |Fp|/F em função da taxa de arrancamento
normalizada w/k a razão de embutimento.

8.2 ÂNCORAS RETANGULARES

Tal qual apresentado anteriormente para âncoras circulares, as Figuras 8.7 e 8.8 apresentam as
predições obtidas do limite superior de F para os casos em que T = 0 e T =C, respectivamente,
em um cenário em que Fp e ti são iguais a zero, variando-se também a razão de aspecto da
âncora retangular L/B entre 1, 2, 3 e 5. Ressalta-se que o efeito destas variáveis pode ser
facilmente incorporado aos resultados apresentados apenas acrescentando devidamente seu valor
normalizado aos valores presentes nos gráficos supracitados, da mesma forma disposta para o
caso de âncoras circulares.

A tendência dos resultados é a mesma já detalhada nos casos anteriores, sendo o efeito de
ϕ mais pronunciado a medida que se aumenta H/B e γH/C. Tomando-se o resultado trivial
apresentado pela Figura 8.8, onde a minimização dos parâmetros geométricos resultou em apenas
uma descontinuidade planar de inclinação constante, a estimativa apresentada do limite superior
de F pode ser expressa como:

F ≤ 4CH
cosϕ

(B+L+H tanϕ)(1− senϕ) tanψ +Fp +4BLmin(T, ti)+

2γ ′H
3
[
6BL+3H (B+L) tanϕ +2H2 tan2

ϕ
] (8.2)
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Figura 8.7 – Predições do limite superior de F obtido para âncoras
retangulares com T = ti =Fp = 0. Razões de aspecto L/B=
(a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

Da mesma forma, de modo a investigar o efeito da força de sucção |Fp| sobre F com a variação
da taxa de arrancamento, a Figura 8.9 apresenta a razão |Fp|/F em função da velocidade de
extração w da âncora. Dado que uma completa investigação de todas as variáveis envolvidas
seria extensa e repetitiva, a tendência de comportamento será ilustrada aqui tomando-se uma
placa retangular com L/B = 2, H/B = 0.5, embutida em um solo apresentando T = ti = 0,
e = 2, G = 106 Pa e k = 10−8 m/s, valores considerados representativos de um material argiloso
tipicamente encontrado em ambientes marinhos.

Ressalta-se que todos os comentários tecidos anteriormente para o caso de placas de ancoragem
circulares permanecem válidos e não serão repetido aqui por simplicidade. Como evidenciado, a
completa determinação do limite superior de F é função de diversos parâmetros, sendo que, para
grande parte dos casos, uma estimativa da resistência pode ser obtida graficamente adotando-se
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Figura 8.8 – Predições do limite superior de F obtido para âncoras
retangulares com T =C e ti = Fp = 0. Razões de aspecto
L/B = (a) 1, (b) 2, (c) 3 e (d) 5.

os resultados apresentados para Fp = 0 (Figuras 8.7 e 8.8), e acrescentar os efeitos de sucção
apresentados pela Figura 7.5 no Capítulo 8 incorporando assim o efeito da taxa de arrancamento
e permeabilidade do meio poroso.

Apesar dos resultados experimentais apresentados ao final do Capítulo 7, ressalta-se aqui a
dificuldade em validar a aplicação do modelo levando-se em consideração tanto o embutimento
quanto os efeitos da sucção que, por sua natureza, dependem das velocidades empregadas no
processo de arrancamento. Diversos dos estudos mencionados neste trabalho ainda avaliam
apenas a influência da taxa de arrancamento em placas com saia ou perfurações em sua base, não
condizendo com as delimitações deste trabalho.

A título de exemplo, Baba et al. (1989) avaliou tais esforços porém sob razões de embutimento
consideravelmente altas (H/B = 6), onde aplicação dos mecanismos desenvolvidos não possui
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Figura 8.9 – Exemplo de evolução de |Fp|/F em função da taxa de ar-
rancamento normalizada w/k para uma placa de ancoragem
retangular com L/B = 2.

mais validade, enquanto o trabalho de Li (2015) relata problemas nas medições de poropressão
nas placas sem saia. Já, o trabalho de Lehane et al. (2009), cujos resultados poderiam ser
utilizados diretamente, apresenta incertezas quanto à imposição de uma superfície de ruptura
específica, dado a adoção de solo arenoso no solo acima da âncora.

Assim, considera-se apenas a validação realizada sem incorporar os efeitos da razão de embuti-
mento para a avaliação em âncoras rasas, tal qual discutido ao fim do Capítulo 7. De qualquer
forma, dada a escassez de outros trabalhos, julga-se que as estimativas aqui apresentadas apresen-
tam uma fonte razoável de estimativas da força de arrancamento em âncoras rasas, principalmente
para a aplicação em mudmats.
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9 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O presente trabalho de doutorado teve como propósito desenvolver um ferramental para se
obterem estimativas do limite superior da carga de arrancamento de placas de ancoragem rasas
em meios marítimos. Tal fim foi atingido através implementação da abordagem cinemática da
análise limite para o problema em questão, enquanto que estimativas dos esforços de sucção
desenvolvidos durante a ruptura foram obtidos através de um modelo simplificado baseado na
teoria da poroelasticidade.

Inicialmente, o problema foi abordado sob uma formulação em tensões totais, onde os efeitos
resultantes da poropressão no meio são desconsiderados. Diversos mecanismos de ruptura foram
avaliados, buscando assim encontrar as melhores aproximações do limite superior da força
de arrancamento de placas de ancoragem rasas. Através da implementação numérica destes
mecanismos, evidenciou-se que os resultados obtidos no presente trabalho apresentam boa
aplicação a âncoras com baixas razão de embutimento, abrangendo assim a maioria dos casos
encontrados na prática offshore de mudmats.

Posteriormente, uma formulação em tensões efetivas foi desenvolvida para o problema em
questão, ficando evidente como as poropressões, e consequentemente a sucção na base da
âncora, influencia nas resistências obtidas durante o processo de extração destes elementos.
Novamente, mecanismos de ruptura foram avaliados através do teorema cinemática da análise
limite, fornecendo assim estimativas do limite superior da força de arrancamento para âncoras
rasas.

Dada a necessidade de se estimar os esforços de sucção que se desenvolvem sob a âncora, o
modelo simplificado desenvolvido por Foda (1982) foi implementado e estendido para âncoras
retangulares, cobrindo assim a grande parte dos casos encontrados na prática. Uma investigação
paramétrica de tal modelo permitiu se obter informações valiosas quanto à influência das
principais componentes presentes no problema, fornecendo assim estimativas da magnitude
dos esforços de sucção desenvolvidos sob placas simplesmente apoiadas sobre o leito marinho.
Percebe-se que tanto a taxa de arrancamento empregada quanto a permeabilidade do meio poroso
são os principais envolvidos na magnitude das forças de sucção.

Os resultados obtidos pelo modelo foram confrontados com resultados experimentais presentes
na literatura que, apesar de escassos, permitiram demonstrar que a teoria adotada pode ser
adotada para estimar a capacidade de carga ao arrancamento destes elementos. Foi possível
perceber destes resultados que o modelo adotado tende a superestimar o valor de Fp obtido à
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medida que a velocidade de extração aumenta. Uma das possíveis causas pode ser atribuída ao
negligenciamento das deformações plásticas no modelo, que podem prevalecer principalmente
em tais casos onde as forças de sucção se elevam drasticamente.

O modelo para sucção foi então implementado juntamente às análises em tensões efetivas, onde
pode-se avaliar o efeito conjunto das propriedades de resistência do solo e os parâmetros poroe-
lásticos relevantes ao problema. Apesar da profundidade da placa não estar embutida no modelo
desenvolvido por Foda (1982), os resultados permitem se obter julgamentos valiosos sobre até
quando a resistência obtida é predominantemente determinada pela sucção ou não. Não obstante,
acredita-se que a consideração do embutimento da âncora tenderia a aumentar a magnitude de Fp,
que, em certo nível, vai na mesma direção dos comentários tecidos anteriormente. A carga obtida
através destes resultados pode ajudar na prática do planejamento das operações de extração, que,
devido às grandes escalas encontradas na prática da engenharia offshore, representa uma etapa
complexa do descomissionamento.

Ademais, pelos resultados obtidos, fica evidente a importância de se incorporar também a
resistência à tração do material quando na análise do arrancamento de placas de ancoragem.
Este parâmetro é usualmente desprezado na literatura clássica, porém argumentos intuitivos
sustentam sua importância e foi observado pela análise limite a relevância deste parâmetro para o
modo de falha analisado. Apesar de pouco explorados ainda na literatura, os esforços de adesão
representados pela resistência de interface adotada também pode estar intimamente ligado com a
magnitude da resistência obtida.

9.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

De modo a dar continuidade à pesquisa, recomenda-se que algumas questões sejam investigadas
em trabalhos futuros, melhorando assim a compreensão do tema:

a) Avaliar a magnitude dos efeitos do excesso de poropressão desenvolvidos no volume
de solo durante o arrancamento, desprezados neste trabalho;

b) Desenvolver um modelo para a sucção mais complexo que retrate também os efeitos
do embutimento da âncora no solo e considere os efeitos das deformações plásticas
no meio;

c) Dada a influência que as velocidades empregadas possuem nos parâmetros de re-
sistência do solo, uma avaliação de natureza viscosa do problema também seria de
grande valia para a compreensão desta variável sobre as resistências obtidas;
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d) Avaliar de forma mais assertiva a magnitude da adesão e outros elementos que
possam contribuir na resistência de interface, parâmetros que possivelmente também
apresentam comportamento diferido no tempo.
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