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RESUMO

Nesta dissertacao, estudamos propriedades de monotonicidade e sime-

tria da solucao do problema de valor de fronteira da forma

Au+ f(u) =0 em Q

u >0 em )

u="0 em 02
E claro que séo feitas algumas hipdteses sobre f e o dominio 2. Comegamos
apresentando os pré-requisitos necessarios ao entendimento do trabalho. A

seguir introduzimos algumas defini¢oes e provamos alguns lemas preliminares

que serao usadas na prova do nosso resultado principal.
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ABSTRACT

In this master dissertation, we study symmetry and monotonicity prop-

erties for solutions of boundary value problems of the form

Au+ f(u) =0 in Q

u>0 in 2

u=20 in 052
Of course, we make some assumptions on f and the domain 2. We begin
presenting some prerequisites for the study of the work. Next, we introduce

some definitions and prove some preliminary lemmas that are used in the

proof of our main result.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho desenvolveremos o estudo de algumas propriedades qualitati-
vas de solugoes positivas para a equacgao diferencial parcial semi-linear eliptica

com o problema de fronteira dado por

Au+ f(u) =0 em Q
u>0 em ) (1.1)
u=20 em Of)
onde o dominio € R? satisfaz algumas propriendades que serao vistas
no préximo capitulo e a fungao f : [0, +o00) — R satisfaz:
(H1) f é continua em [0, +00).

(H2) f(0) > 0 ou existe uma constante ¢ € R tal que

lim inf &

u>0,u—0 U

> c.

(H3) Se w € (0,+00) é tal que f(u) = 0, entdo existe uma constante



C € R tal que
lim inf —f(u) — f)

UFEV UV—U u—v

>C.

Nosso objetivo principal é provar o Teorema 3.2.1 e, para isto, consider-
amos o caso em que a direcao [ = ej, e a linha de simetria de € é o eixo
Z3.

Para mostrar propriedades de monotonicidade e simetria da solugao de
(1.1) vamos usar o método dos planos deslizantes. Este método tem sido
usado por Serrin [17] e Gidas, Ni e Nirenberg [9] e [10]. Mais tarde, muitos
outros autores tem dado atencao a estas questoes, como por exemplo, Li [13],
Berestycki e Nirenberg [1], Li e Ni [14], Esteban e Lions [7] e recentemente o
trabalho de Berestycki, Caffarell e Nirenberg [2].

Todos acima tomam f sendo de Lipschitz continua. No entanto esta
propriedade pode ser enfraquecida, como o trabalho desenvolvido por Lions
[16], onde f é meramente mensurdvel, mas nao negativa e n=2.

Cortazar, Elgueta e Felmer em [4] e [5], e Gui em [12], f é localmente de
lipschitz em (0, c0) e continua em [0, 00), isto é, sua propriedade de Lipschitz
é perdida na origem.

Também obtemos um resultado de simetria local para a funcao u do
problema (I1.1)), no caso de €2 ser uma bola e f continua, mostrando assim,
que toda solugao de (1.1) é localmente simétrica, como pode ser visto em [3].

A questao em pauta é saber se podemos usar o argumento dos planos
deslizantes para obter a simetria da solugao de (1.1)), quando f satisfaz (H1),
(H2) e (H3), e o dominio Q é mais geral, isto é, satisfaz as propriedades
(O1) e (02). Neste trabalho respondemos esta questao na dimensao n=2,

cujos resultados conjecturamos para as demais dimensoes. Esta pesquisa foi



baseada no artigo desenvolvido por Jean Dolbeault e Patricio Felmer [6].
Num primeiro momento, usando a hipétes (H1) e (H2) sobre f, obtemos
monotonicidade na direcao e; da solugoe u, proximo da fronteira do dominio

2, como pode ser visto no Lema (3.1.3). A seguir, definimos

ou

A=inf{A € (0,1): p

<0em X,},

e aplicamos o método dos planos deslizantes.
Através do Lema 3.1.3, temos que {\ € (0,1) : % <0emX\} #0, e
portanto \ € [0,1). Assim, podemos comegar o movimento dos planos.
Depois, analisamos a situagao onde o plano atinge uma posicao critica,
isto é, o momento onde o movimento dos planos para porque encontramos

um ponto = € T tal que

ou
—(z) =0.
7, %)
Isto pode ser visto nos Lemas 3.1.4 e 3.1.5, concluindo assim, que no ponto
T € T5 encontrado, onde A > 0, temos
0%u

2(f) =0.

Vu(z) =0e a2

Desta forma, pelo Teorema 3.2.1, usando as propriedades do dominio,

as hipéteses (H1) e (H2) da f e supondo A > 0, conseguimos provar que

%(E) = 0. Com este resultado, usando a propriedades (H3) da fungao f,
e um refinamento do Lema de Hopf na funcao wy, chegamos num absurdo,
concluindo que A = 0, o que implica a simetria de u em relacdo ao eixo s,

como veremos adiante.



Capitulo

Consideracoes Iniciais

Neste capitulo comecamos a desenvolver a teoria e os pré-requisitos necessarios
ao bom entendimento de todos os resultados deste trabalho. Enunciamos re-
sultados classicos da teoria das EDP “s, incluindo principios do maximo e
lemas que resultam de suas aplicacoes e, finalmente, enunciamos e provamos

um refinamento do Lema de Hopf.

2.1 Teoria Classica de EDP

Definicao 2.1.1. Seja 2 C R™ aberto. Considere o operador L definido em
C*(Q) por

n

Lu = Z i (T)Ugy; + Z bi(x)u,, + c(x)u,

3,j=1

Dizemos que o operador L é uniformemente eliptico se existe uma constante

A > 0 tal que
S ()6t = (AWEE) = NeP

,j=1



para todo x € 2 e todo £ € R”, onde A(z) := (aij)nxn € uma matriz simétrica

de coeficientes mensuraveis a;;.

Definigao 2.1.2. Seja @ C R"™ aberto. Para u € C?*(2). Definimos o

Laplaciano de u por
Au = Z Uy, ;-
i=1

Teorema 2.1.3. (Principio Fraco do Mdximo) Seja Q C RY aberto e lim-

itado, e seja L uniformemente eliptico em 2, com ¢ = 0. Suponhamos que

Lu <0 (Lu > 0) em Q, onde u € C?(Q) N C(Q). Entao

Sup u = sup u (infu = inf u) .
Q a0 Q o0

Teorema 2.1.4. (Principio Forte do Mdximo) Seja Q2 C RY aberto e conexo.
Seja u € CEHQ)NC(Q) em Q, e L uniformemente eliptico em €2, com ¢ = 0.
(i) Se Lu <0 em Q e u atinge mdximo em um ponto interior a ) entdo u é
constante em 2.

(i) Se Lu > 0 em § e u atinge minimo em um ponto interior a Q entdo u

¢ constante em §).

Observagao 2.1.5. Os dois teoremas acima sao provados em [8], no caso

geral em que Lu é um operador diferencial linear da forma
Lu = Z Qi (T)Ug,e; + Z bi(x)u,, + c(x)u,
,j=1

onde L é uniformemente eliptico em €2.

Lema 2.1.6 (Lema de Hopf). Suponhamos que L € uniformemente eliptico,

c=0¢eLu<0em§. Seja xy € 0 tal que
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(i) u é continua em x;
(i) u(zo) > u(x) para todo x € ;
(1i1) 0N satisfaz a condigdo da esfera interior em xo;

Entao,

ou
—(x9) >0
ay( 0) )
onde v € o vetor unitdrio normal exterior a §) em x.
Sec <0 ec/X € limitado, a mesma conclusao é valida desde que u(zg) >

0, e se u(xg) =0 a mesma conclusdo € valida indiferente do sinal de c.

Observagao 2.1.7. Este teorema acima é provado em [11], no caso geral em

que Lu é um operador diferencial linear da forma

Lu=— Z i (T)Uge; + Z bi(x)u,, + c(x)u,
i=1

ij=1
onde L é uniformemente eliptico em 2.

Lema 2.1.8 (Um refinamento do lema de Hopf). Seja um aberto Q C R™,
u € C?(Q), e c € L=(Q). Suponhamos que

—Au+cu>0em Q

u >0 em €.

Além disso vamos supor que u % 0.
(i) Se xy € 0, v(xg) =0, e 2 satisfaz a condi¢io da esfera interior em
g, entao

0
a—z(:po) <0.



(ii) Mais ainda,

u >0 em (.

Demonstragdo. Seja w := e 1y, onde A > 0 a ser escolhido depois. Entao

u=eMuw, e
cu Z Au = A(e)\mw) — )\QU + 2)\6)\x1wx1 + e’\“Aw,

Logo,
—Aw — 2wy, > e Mu(A? —c) =w(\? —¢) > 0.

Se A=| |2,

Consequentemente w é solugao do operador uniformemente eliptico Kw :=
—Aw — 2 \w,,, e Kw > 0. Entao, pelo Principio Forte do Maximo, temos
que w > 0 em (). De fato, como u > 0 em §2, temos que w > 0 em 2, se
existisse um ponto z € €, tal que w(z) = 0, entdo pelo Principio Forte do
Maéximo, teriamos w = 0 em {2 e consequentemente u = 0, o que é absurdo
pela hipétese. Portanto w > 0 em (). Agora aplicando o Lema de Hopf,

: )
concluimos que 32(x¢) < 0. Mas

ow ou

5(950) = Vw(zy).v(z) = e_’\(IO)la—y(:vo)
pois u(zg) = 0. Como e )1 > 0, entdo 2% ().
Agora para concluir (ii) basta notar que w > 0 em Q. ]



Capitulo 3

Propriedades de Simetria e

Monotonicidade

3.1 Preliminares

Dado A € R e v € S!, definimos o conjunto
Sa) ={z e Qfy-z> Ak

a reta

Th(y) = {z € R*ly -z = A}

e a reflexdo de ¥, (7y) com respeito a Ty () como
Ea(7) = {z € R*2(A —7-2)y + 2 € Ea(7)}:

Definicao 3.1.1. Seja A € S'. Dizemos que o dominio limitado Q é ~-



convexo, se para qualquer x € € o conjunto {t € R : x +ty € Q} é um

intervalo.

Observagao 3.1.2. Quando {2 é y-convexo e simétrico com respeito a Ty, (7y),
As € R, entao
Sa(7) CQVA> A,

Neste trabalho tomamos o dominio 0 € R? satisfazendo as seguintes
hipdteses:

0O1) Q satisfaz a condigao da esfera interior e sua fronteira é C*.

02) Q é y-convexo e simétrico com respeito a Ty, () e para todo £ > 0,

existe 0 > 0, tal que
VdeS' com |d—~|<d temos Ex(d) CQVA> A\, +e.

Veja a figura (3.1).

X2

X1
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A partir daqui, sem perda de generalidade, tomamos A = e; = (1,0),
a linha de simetria de 2 como sendo Ty(e;). E denotamos ¥\ = X, (ey),
T\ = T\(e1) e supomos que ¥y = ) & XA > 1. Consideramos também a
reflexdo de € € com respeito a T\ como x) = (2A — z1,x5) e definimos
wi(x) = ur(z) — u(z) para z € Xy onde uy(z) = u(z)).

O resultado principal sera provado para este dominio particular, mas com
isto conseguimos o resultado para um dominio geral, isto ¢, para um v € S*
qualquer e o dominio simétrico em relacao a uma linha 7" ortogonal a 7, ja
que a equacao Au + f(u) = 0 é invariante por rotagdes e translagdes e com
a homotetia, pode aparecer uma constante £ multiplicando a equacao, desta

forma, dividindo a equagao por k, as propriedades da fungao f se mantém.

Lema 3.1.3. Seja u € C%(Q) N CY Q) a solugio de (1.1), onde f satisfaz
(H1) e (H2), e o dominio Q satisfaz (O1) e (O2). Entdo dado n > 0, 3

e > 0 tal que se x = (x1,15) € Q € tal que v, > 1 e dist(z,0Q) < ¢, entio

Ou(x)

) < 0.

Demonstracao. As seguintes afirmagoes serao usadas na prova.

Afirmagao 1) Se f(0) > 0, temos Au(x) < 0, para x préximo de 9f.

De fato, por (H1) temos que f é continua em [0, +00) e como u : Q — R
é continua e u(x) > 0, temos que fowu : Q — R é continua e se T € 9 entdo
fou(®) = f(0) > 0, logo para x € Q suficientemente préximo de 92 temos
f(u(z)) > 0. Assim,

Au(z) + f(u(z)) =0 e f(u(z)) > 0= Au(z) <0.

Afirmacao 2) Se f(0) < 0, temos Au + (¢ — 1)u < 0 para x proximo de

11



o).
De fato, por (H2) temos lim inf % > ¢ quando v > 0 e u — 0. Assim,
f(w)

existe ¢ < ¢ tal que > ¢ para x € () suficientemente proximo de 02 e

Au+(c—1)u§Au+@u—u§Au+@u—0:>Au+(c—1)u§0.

Agora supomos que o lema nao vale. Entao existe n > 0 e uma sequéncia

{*}ren tal que

>y 2b - 00 e aa—;l(xk)zo.

Podemos supor esta que esta sequéncia seja convergente. Seja T = lim/(a*),

entao

0
T€d) e T=(Ty, Tz), com T;>1n € a—“(f)zo.
T

Mas por outro lado, se v é o vetor normal a d{2 no ponto T, entdo temos
%(f) < 0, pois aplicamos o Lema de Hopf para Lu = Au (afirmacaol) ou
Lu = Au+ (¢ — 1)u (afirmagao2).

Além disto u = 0 em 0f2, portanto a derivada no ponto T na direcao t é

zero, onde t é o vetor tangente a J€2 no ponto Z. Sabendo que ¢ e v formam

uma base em R?, temos

ou ou ou ou
Vu= 5(V) + a(t) = 50&161 + 50&262,

ja que v = aqeq + ageq € % = 0. Sabendo que por (02) o vetor v = (ay, avg)

12



tem sempre a componente na diregao de e; positiva, temos

Ju Ju Ju
8—%(5) = Vu.e; = a(y).el = %al(f) <0,
poisa1>()e%<(). O
xX2
o ! 1 X1
Figura 3.2:

Antes de apresentar o proximo lema definimos o seguinte conjunto
< ou _
A=inf{r € (0,1): a—(m) <0 em Xy}
L1

Pelo lema anterior podemos observar que o conjunto {\ € (0, 1) g—;‘l(f) <

0 em Xy} # ) pois, para A suficientemente préximo de 1, temos %(x) <0

em X2y.

Entdo faz sentido tomar o infimo deste conjunto, e A € [0,1). Nosso

13



objetivo é mostrar que A = 0, pois assim mostraremos que u é simétrico com
respeito a linha Tj, que é o eixo xs.
ou

Mas se A > 0, temos que existe ¥ € T tal que a—xl(f) = 0, devido a

continuidade uniforme de g—x“l e a hipétese de que A é o infimo. Note que T
nao pertence a 92, por causa do lema anterior, pois tomando n = ), sabemos
que 3 &> 0tal que V2 € Q com z; > \ e dist(x,09) < ¢ temos g—;(x) <0,
— o =\ ~ A
logo se 7 € Ty e 5-(T) = 0 entdo dist(z,00) > e.
Desta forma, supondo A > 0, conseguiremos alguns resultados impor-

tantes que serao fundamentais para provar o resultado final.

Lema 3.1.4. Seja u € C*(Q) N CYQ) a solugio de (1.1), onde f satisfaz
(H1) e (H2), e Q satisfaz (O1) e (O2). Entdo, as seguintes propriedades

ocorrem.

i) VA > X, temos wy(z) > 0 Vo € 5y,
Caso X > 0, entdo:
ii) Vo € Xy temos wy > 0,

iii) Se x € T e g—;l(:c) =0, entdo Vu(z) = 0.

Demonstracao. i) Observe que do lema anterior temos wy(z) > 0, para qual-
quer = € X, e para todo A < 1, mas préximo de 1. Agora supomos que (i)

é falso, isto é,
I Ao >\ tal que wy,(r) <0 paraalgum z € %,,.
Consideramos entao

A =inf{\ : wy(z) >0, para z€X,, ondel> A},

14



logo A < \g < A*, assim A\* > X. Note que tomando A < N < \*, temos que
I € (N, N) e zp€Xy, tal que wy, (zx) <0,

pois caso contrario A\* nao seria o infimo. Portanto, existem sequéncias
{ e bren € {op breny com N, € (A, N*) e xy, € Xy, onde Ay — A* quando k — oo
e wy, (zr) < 0. Além disso, podemos extrair da sequéncia {zj }rey uma sub-
sequéncia, a qual denotaremos por {zj}reny para nao carregar a notacao,
com

xp — x%, onde z* € Xy e wy(x¥)=0.

De fato wy«(z*) = 0, pois wy, (zx) < 0 e wy, (Tr) — wr(x¥) ja que

| wa (k) — wa (@) [ =] wn (k) — ulzg) — (ur-(2%) — u(z7)) |
<l un (zr) — une () | + | u(z®) — ulzy) |
=| u(2A\p — 1k, To) — w(2N — 27, x3) |

+ [ ulzy) — @) |= dy,

onde z = (215, Tox) € z* = (27, 23). Dado € > 0, como A\, — \*, xp — x*
e u continua, temos que di < € para k suficientemente grande, e assim,
wy-(2*) < 0. Mas por outro lado, z* € X-. Logo, existe uma sequéncia
e > M tal que Ay — \* e T, — 2% onde T, € X5, € wy, (ZTx) > 0. Portanto,
wy(2*) > 0 e concluimos entao que wy-(z*) = 0.

Observamos que z* nao pode pertencer a 9€), pois se z* € J) temos que
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Ty, = (2X — x7, x3) € Q, pela propriedade (02), e

Wy () = ups (%) — u(x®) = up (") = u(2\ — 27, 23) > 0,

o que é um absurdo, pois wy«(z*) = 0.

Se z* € Ty« entao, por um lado, temos que

Gw,\*
61'1

~ Ouys ou ou

— * o * — _2_
3:151 o ) 8:101 (1’ ) 8301

(")

(%) >0,

ou
ox1

pois 2% (2*) < 0, j& que A* > X. Mas, por outro lado, wy, (7;) < 0 para todo

k € N e, pelo Teorema do Valor Médio, existe 6; € (0,1) tal que

%(ekxk + (1= 0)(zr)r,) = ular) —w(2) _ —wn(zn)

>0

0x, 2w — M) 2@ — M) T
e
Jim | (zg)y, — 2 = 0.
Como
(Orzr + (1= O)(ze)r,) € ((@r)osze) e lim (z)) = 27,

temos que

Assim

. Ou ou ,
Lim a_xlwksxk + (1= 0)(2)x,) = a—xl(x ),

logo %(z*) > 0, obtendo uma contradicao.
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Agora vamos ver que z* nao pode pertencer a Xy-. Note que \* > A

e entao g—;(:v*) < 0, pela definicio de . Como wy«(z) > 0 para qualquer

T € X+, supondo z* € ¥+, temos que 85’7*1*(:1:*) =0, j4 que wy+(z*) =0 e z*

é um ponto de minimo. Sabendo que

o aU)\* ou

(%),\*
x _ —

83:1 (l' N 0951 8x1 (l’ )

concluimos também que 381; " (z*) < 0. Entao, pelo Teorema da fungao

Implicita, existe uma vizinhanca V' de (u(z*),z%) € R? e duas fungoes v
e U de classe C? que satisfazem
t =u(v(t,xs), z2)
t= U+ (U(t, SL’Q), $2).

Agora por alguns célculos, que deixamos para o apéndice (1* parte), a

funcao v satisfaz a equacao quase-linear

w\\ % v dv 0% v\’ 6% ov\°
1+ +— = 27—t ) s =5 ) f)
0xs ot? Ot Oxy OtOxs ot ) 0x3 ot
Note que em V esta equagao ¢ uniformemente eliptica, pois a matriz

a;;(t,x2)); i =: (a;;);; relativa as derivadas de segunda ordem da equacao
J 5] J /%]

satisfaz

((ai)6.6) = A EP>0 ¥ (tLan) €V e &= (&,&) € R*—{0}.
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A conclusao acima também deixamos para o apéndice (2* parte).
Consideramos agora a funcao z(t,xs) = v(t,x2) — U(t,x2) que satisfaz a

equacao

1_|_ @ i &_Q@Q_a?z + @ 26_224_[)%4_[)%—0
Oxy) ) 02 T Ot DxyOtdzy  \Ot) 922 Ot Oy

onde os coeficientes b; sao dados por:

b(t )—_Qﬁﬂ_F @4_@ @+f(t) @ 2+@@+ @ ’
) = ey 900t | \ Ot | Ot ) 022 at) ot o\ ot

R AN
ot2 \ ot ot Ox20t Ot

bo(t, z2) =

Observe que todos os coeficientes do operador diferencial sao limitados.

Como z < 0 em V, pois
u(v(t, za),x2) =t = ur(v(t, x2), x2) > u(v(t, x2), x2),
ja que wy(z) > 0, e como g—;‘l < 0, temos v(t, x9) > v(t, z9). Além disso,
S(ufa™), 75) =0,
pois as curvas de nivel
v = {u(e) = u(@)} e 7 = {un(2) = u(z)},
sao graficos das fungoes o — v(u(x*),z2) e xo — T(u(x*), zs), respectiva-
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mente. Observamos que

Entao, pelo Principio Forte do Maximo, temos z = 0 em V. Logo, proximo

de x* temos wy~ = 0 em Y+, pois
wWxs = upn<(v(t, x2), To)—u(v(t, x2), T2) = ur« (V(t, x2), x2)—u(v(t, x2), 22) = t—1t =0

em uma vizinhanga de (v(u(x*),z3),z3) = (z7,23) = x*. Este argumento
poderia ter sido feito para qualquer ponto de X+, sendo assim wy« = 0 em

Y. Agora observamos que
wye (1) = up-(2) — u(z) = up-(z) >0, VYo & 90N ).

Logo, existe uma vizinhanca Vg de z € 9Q N Ty« tal que wy-(r) > 0. Mas
isto é um absurdo, pois wy« = 0 em Xy«.

(ii) VA > X temos wy(z) > 0 em ¥y, por (i). Entdo, fazendo A — X,
temos wy(z) > 0 em Xy. Agora se wy(T) = 0 para algum T € Yy, da mesma
forma que foi demonstrado acima, usando o Principio Forte do Maximo,
temos que wy = 0 em Yy, mas novamente isto nao pode, pois u > 0 em 2 e
wi(z) = ux(z) > 0 em 9Q N 5.

du

iii) Supomos que T € T e z-(T) = 0 e Vu(Z) # 0. Entdo, temos que
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8(9_;2(?) 4 0 e também %(E) £ 0, j4 que 59_;;(5) - g%(f). Desta forma,

podemos fazer o mesmo como anteriormente, usando o Teorema da Funcao

Implicita, existem v e U que satisfazem as seguintes equagoes:
t =u(zy,v(x,t))

t = uy(xy,0(xy,1)).

Seja z(xy1,t) = v(x1,t) — 0(xy,t). Logo, z satisfaz uma equacdo similar a
do item (i), isto é, uma equacao diferencial parcial uniformemente eliptica,
onde ¢ = 0 e f = 0. Observamos que z(Z1,u(T)) = 0, pois v(Z1,u(T)) =
T(Z1,u(Z)). Também temos que z(x1,t) > 0, para 2; > A\ = T, pois para

1 > \ temos wy(z1,22) > 0, entao
w(zy, (21, t)) < ux(zr,v(z1,t)) =t = u(zy,v(2,1)),

e, portanto,

w(zy,0(x1,t)) < u(xy,v(zy,t)).

Como 88—;‘2 > 0, temos que v(z1,t) < v(xy,t), isto é, z(z1,t) > 0. Desta

forma, podemos aplicar o Lema de Hopf para funcdo z no ponto (7, u(T)),
: 0z (== =
concluindo que 3=(71, u(T)) < 0.

Derivando as equacoes dadas em relagao a xy, temos

ouw . _ ou ,_ _  Ov
(1) 0= o, (T1,@a) + a—m(fﬁ,%)@ ; (@1, u(T))
_8UX__ 0ux__ aﬁ_ (=
(2) 0= oz, (T1,@a) + D2y (901,$2)8 5 (@1, ux(7))



Como

0 O 0 Dux
0= 5 (T1,52) = F2 (@0, T), 5= (71, 7) = 52 (1, T), u(T) = ux(2),

8x1

igualando (1) e (2) temos

ou ,_ [ Ov _ -~ ov ,_ - _8u_8z_ N
PG (a—xl(xl,u(x)) - 8—961(9017“(%))) = 8_@(x)8_:1:1($1’u(x)) =0,
e entao
ou ,
6_1*2(96) =0,
o que ¢é absurdo pela hipétese. Il

Lema 3.1.5. Considerando mesmas hipoteses do lema anterior e A > 0.

Entao ¥ T € T tal que %(E) =0 temos 2%(z) = 0.

Demonstracao. Suponhamos %(T) > 0, como g—x“l(f) = 0, temos
. 2,, | Ju (T + hey)
< = (7) = lim
al’%( ) h—0 h

entao %(f + hep) > 0 para h suficientemente pequeno, isto é, 38—;‘1 > ( para
pontos a direita de T, o que é absurdo pela hipétese de .
Agora suponhamos que 327”“;(?) < 0. Isto é, temos que
1

82

3 a>0 talque —a—;;(f):a>0.

1
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Primeiro observamos que se A € (0, \) estd préximo de ), entdo a funcio
x1 = wy(r1,To), Vi € [\, b],

tem um minimo negativo em (\,b) onde b > X e (b,T,) € 0. De fato,
usando o desenvolvimento de Taylor em torno de Z = (\,T3) e sabendo que

L (N, Ty) = 0 temos

6901
Ow) _ . Ouy _ ou _,_ Ou _ ou
8—561(951,552) = (21,%2) — (9171 (21,72) = O (2A — 21, T5) — g 1(5171,1'2)
ou ou
ou ~ _ 82u -
ou ~ _ 0*u — _
_ (9_951(>\7x2 o ()\ To)(x1 — A) +o(Jz1 — A|)
82 - -
1
0? - -
- a;;u ) (@1 = N) + offes — N)
1
82 _
8 2()\ o)A = A) +0(|2X — 21 — A|) + o(|z1 — A|)

= —2a()\ —A) +o(|2\ — 21 — XD + o(|zy — XD

Logo, para A — A > 0 e A < z1 < A, com A — \ suficientemente pequeno,
temos que (:cl, T3) < 0 e, portanto, a fun¢ao wy(x1,T2) possui um minimo
negativo, jé que wy(A, Ta) = 0 e wA(b, Ta) = ux(b, T2) — u(b, Ta) = ux(b, T2) >
0.

Agora, seja x1(A) € (A,b) o ponto onde o minimo global da fungao
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wy(x1,T2), que sabemos ser atingido, entao

&uA

W)\(xl()\>,fg) <0 e a—(l’l()\),fg) = 0. (31)
€1
Afirmamos entao que _
lim _A-A 0 (3.2)
o zi(A) = A '

Para provarmos esta afirmacgao usaremos o lema anterior que afirma que

wx(z) > 0 em Xy. Observamos, entdo, que

lim max{z; — A : A<z e wy(r1,T2) <0} =0.
A—A

De fato, como max{z; — A : A < x; e wy(z1,T2) <0} >0, temos que

lim max{z; —A: A<z e wy(z1,T2) <0} >0.
A—A

Por outro lado,

lim max{z; —A: A<z e wy(z1,Ty) <0} <0,
A—

pois caso contrario, existiria € > 0 e uma sequéncia (z1,, A\, ), tal que zy, —

An > € para |\, — A| < £, assim

S - € € - - €
8<;Uln—)\n:$1n—)\n+)\—)\<$1n—)\+§:>§<Q31n—)\:>l’1n>>\+§
= (Zi:l,fQ) & EX e limﬁw,\n(xln,@) = WX(JH,TQ) > O,

An—A

onde 7; = lim, _ 5 *1,, pois podemos supor zy, convergente. Obtendo uma
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contradigao. Com isto, concluimos que

lim z1(A\) = A =0,
A=A

pois

0<z1(A) = A <max{z; —A: A<z e wy(z,T2) <0},

e, portanto,

0 <limz;(A\) =A< lmmax{r; —A: A<z e wy(r,Ty) <0} =0.
A—A A— A

Desta forma, temos a seguinte situagao

limz;(A) —A=0 e limA—-A=0

A—A A=A

e nosso objetivo é mostrar a afirmacao (3.2). Suponhamos que a afirmagao

seja falsa. Aplicando novamente o desenvolvimento de Taylor e usando (3.1)),
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temos

0= =220, 7
= SR (0, T) + (0 (), )
= %(2/\ —x1(N),To) + g—xul(xl()\),fg)
= %(E)(”\—ml()\) — )
+o(|2X — z1(\) = ) + %(f)(ml()\) — ) 4 o(|z (A) = A])
= — %(f)(x —A) +o(|2X — 21 (A) — Al + [z (N) — A]).

Como a afirmacao nao é verdadeira, entao para alguma sequéncia temos que

71 (\) — A= O(X — \) e entdo

Pu ., — -
onde lim, y O(XX*/\A ) = 0. Assim, %(T) = 0, absurdo pela hipétese.
- 1

De agora em diante, para tornar a notagao mais clara, como xo = Ty esta
fixo, vamos ocultar Ts.
Para A < A, definimos e(A) = 21(A) — A\, n(A) = w(T1) — u(z1(N)) e

C(A) = upr(T1) — ux(z1(X)), e consideramos as seguintes fungoes

v (y) = (V) u(e(Ny + A) — u(@)]



Entao, temos que

—1=2*1) = min v*(s) < v*(y) < max v*(s) = v(

s€(0,1) s€(0,1) g(A)

De fato, as desigualdades sao triviais e a primeira e a ultima igualdade sao

faceis de verificar pelos calculos abaixo

A1y = HED N () uwn () —u@)

n(A) —u(z1(A)) + u(T)

A=A _ u(A — A+ N) — u(z) _ u(X) — u(T))
n(A) u(T1) — u(z1(N))

pois A = 71 e u(Z;) — u(x1(N)) # 0.

Basta agora mostrar que v*(1) = minge (1) v*(s) e v (A(/\i) = max,e(,1) V(8).

Para isto, primeiro note que A-A ¢ um ponto de maximo local de v, isto é,
(/\) ’

para qualquer y € ( — 8y, 25 E(A) + 5,\) temos v (y) < v (22 5y ) onde d, de-
-2 -2

()) Oe (6())<O Além disto, 255 — 0

quando A — X. Como estamos 1nteressados em \ préximos de \, entdo, para

o)
5’y(

pende da funcao v*, pois

A suficientemente préximos de A, temos que

A=A
)? Vy S (O’W)'

>|
|
>

Agora para qualquer y > ’)\ temos e(A)y + A > A, logo %(5(A)y +A) <0

pela definicdo de A. Desta forma,

o, (/\) 8u A=A

1),
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Como ;Ej\\g > 0, entao %(y) < 0 e, portanto, v* é decrescente em (%, 1),
concluindo que
A=A
A LA A A
v*(1) = min v*(s) e v = max v (s).
(1) s€(0,1) (5) <5()\) 56(0,)1() ()
Também temos
—\ . —\ —\ — —\ X - )\
—1=7Y(1)= min 7(s) <T'(y) < max 7Ty(s)=7"(— ) =0.
sE[—ﬁ,l} sel-2531] e(M)

Da mesma forma que antes, as desigualdades sao triviais e a primeira e a

ultima igualdade seguem dos cédlculos abaixo

1
-1
¢(N) u(T) = ur(z1(A))
7 X—)\) un(2A — ) —u(@)  u(\) —u(@) 0
v = = = U
e(A) qey qe
pois ((A\) #0 e X = T.
Basta mostrar que
A=A
7M(1)= min Ts) e max Ty(s) = 5’\(—)\ ).
s€[-253,1] s€[-2551 e(A)
Primeiro note que g—;‘l(X) =0e %(X) = —a, logo A é ponto de maximo

local e existe uma vizinhanca (X — 4, \) tal que para qualquer y € (A — 8, \),
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temos g—;(y) > (. Sabendo que

0_5)‘( (M) +A Ou A=\
dy v = u(Ty) — ux(z1(N)) Oxq

temos

Sy<1= A2 —(01(\) =Ny +A > —z1(A) + 2\

Desta forma, considerando A préximos de A tal que —z1(\) + 2\ > X — 4,

—x1(>\)+)\
u(@1)—ux(z1(N))
85)‘

e u(T1) — ua(z1(A)) > 0. Concluimos, entao, que F-(y) < 0 para qualquer

temos que %(A—(ml(A)—A)y) >0e < 0,jadque —z1(A\)+A <0

(TNS [—%, 1] e A suficientemente préximo de A, ou seja, 7 é decrescente e,

portanto,

7(1)= min T'(s) e max Ty(s)=7(— ).
se[-2551 se[-2551 e(A)

A

Derivando as funcdes v* e 7, obtemos as seguintes equacoes

0% &2

o E(A)QA(Q)
0t 2

_a—yg = ;(/\)hA(?J),

2U 2’U4
onde g*(y) = —F#(e(\y + ) e PA(y) = =FTHF(A — (V).
Note que g* e h* convergem uniformente para —%(E) = a > 0. Temos
também que lim, yv*(1) = lim, 7*(1) = —1, pois v*(1) = v*(1) = —1

e lim, ;v*(0) = lim, 57*(0) = 0. Mostramos esta ultima igualdade para
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A

lim, 5v*(0) =0, para v* é andlogo.

Como

lim ————— A=) —OjlimM:—l—oo,

A—X 331()\ Amx A — A

segue que
lim ac1£)\) 2 — lim xlSA) — A + é_ A
=—1+ lim ()\)_)\—+OO:>11H1 )\_)\_:0
A—N —A A=A z1(A) — A

Note que

W — ufX
UA(O) — 11( ) u( )

u(A) —u(zi(A))

2N =N + 25 NEFE +o(A = AP
—[F VA =2 (V) + gimm +o(|A =z (N)[?)]

1

_ _ -\ o(|[A=X
—%()\—)\)2+0(|)\—)\|2) _( A=\ >2+ (A=A1%)

— _ D Amm) §O—a1 (V)2

a\ — ()2 =z (M2 o(A=z1(N)[2)
SO n P o —n(F) 1y fEalE

5N o(|X=X\|? ..
Sabendo que —(X_’\;’?A))Q — 0 por (3.2), e % — 0, ja que

o[A=AP)  o(]A=AP) A=A

A=z ()2 A=AR gIA =z (V)]

a
2
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o(A=A%)
onde PEYE

o(F—z (V)[?)
S(a1(n)?

— 0 por defini¢ao e ELB_—’\PQ — 0 por (3.2),
$IA—z1(N)]
— 0 por defini¢ao, concluindo assim que lim, 5 v*(0) = 0.

Assim temos que

2(\ A)—A)?
limg():lim (fl() )
a=x (A asxu(N) = u(z (V)
A) — )2
= lim —2 N (?2 L (= ()/\)—A)Q
A =[G (W (A) = A) + 5E (A= + o(lz1(A) — AP?)
(z1(N)=N)?
I (z1(A) = A)° L m) A
TR (M) — )2 N B em P
A=x G (A) = A2+ o(x(N) = A2 A-x g4 T
A\ z1(A)=X\2
. (xl( Y xl(A)—X) 2
s (1)1 a
A—A a OL1LAN)—A)~
2 T -2
De forma andloga, mostramos que lim, 5 i%)‘)) = % E, consequentemente,
lim, 5 9 (1) = lim, 5 2 (1) = —2, pois

50=5 ()« 5 () (-5

onde

Ot A=\ A=A
S =0, lim (1 — ~1
gy ey ) = O im =)
e
v A — A e2(N) y A=A
I = lim — A = —a=-2
Ao oy? ( e(A) ) Ao n(A) g e(N) ) o’
Da mesma forma mostramos para lim, y %(1) = -2
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Entao,

ou ~n(A) o 0N
g, ) = 5y gy W = 25 (L o),

e Dy oy = CODP )
T @) = 251 G- = 2251+ ol),
onde o(1) — 0 quando A — .
Dai e da defini¢ao de x;(A), temos
Cen, o ou u, o C) = a)
0= a—xl(ﬂfl()\)) = a_xl(xl()‘)) - a—xl(ﬂfl()\)) = _2T(1 +o(1)).

Como (1 + o(1)) # 0, temos ¢(A) —n(A) = 0.

Mas, por outro lado, temos

0> w(zi(A)) = ua(z1 (X)) — u(z1 (X))
= [ur(z1 (V) = u(N)] = [u(z1 (V) = u(N)] = (V) = n(N),

o que é um absurdo.

3.2 Resultado Final

Teorema 3.2.1. Seja Q C R? um dominio aberto limitado e 3 € S*. Supo-
mos que ) € B — convexo e simétrico com respeito a linha T ortogonal a (3
e satisfaz (01) e (02). Supomos também que f satisfaz (H1), (H2) e (H3).
Seu € C*Q)NCHQ) € solugdo de (1.1). Entdo u é simétrico com respeito
aT.
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Demonstracao. Supomos sem perda de generalidade que 3 = e; e ) simétrico
com respeito a linha Ty(ey), além disso Xy = ) < A > 0. Com isto consider-
amos A = inf{\ € (0,1) : %(m) < 0 em X,} e pelo Lema 3.1.3 temos que
{Ae(0,1): £(x) <0 em B3} #0, logo A € [0, 1).

Precisamos mostra que A = 0, caso contrario existe T € T tal que
g—;(f) = 0 e portanto Vu(Z) =0 e 227%‘ =0, pelo Lema 3.1.4 e 3.1.5 .

Aﬁma(;éo:g%g =0

Primeiro escolhemos entre os = € T5 tal que %(E) = 0 o ponto de maior
coordenada .

Além disso pela propriedade (02), dado € > 0 existe § > 0 tal que para
todo v € S! com |y — e;] < 6, temos Ly(y) C € para todo A > e. Assim
rotamos e; ligeiramente num angulo positivo #, até obter v, onde ~ satisfaz
a propriedade (O2) para e suficientemente pequeno.

Observe que para A grande, X, (y) = (). Logo existe ¢ > 0 tal que X, () #

) = X\ € [0,¢) e usando uma nova versao do Lema 3.1.3 .

Lema 3.2.2. Dado n > ¢ existe g > 0 tal que para todo x € 2 com x.y > 1
e dist(x,00) < g temos g—:(x) = Vu(z).y <0.
Concluimos que para A < ¢ suficientemente préoximo de ¢ temos Vu.y < 0

em X,. Consideramos entao
A7) =inf{r €[0,¢) : —(x) <0 em Zx(7)}.

Observe que A(v) esta bem definido e A(v) € [0, ¢).
Comecamos assim o movimento dos planos deslizantes, isto é, deslizamos

T(7y) na diregao 7 até encontrar um ponto x € Q tal que %(w) = 0.
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Pela definicao acima este ponto pertence a T5()- Observe também que
T ¢ ¥5(7), pois Vu(Z) = 0 e portanto g—:(f) = Vu(z).y = 0. Logo T & X5(7)
pela definicao de A(7).

Entre os pontos z € Ty, tal que g—:(x) = 0, escolhemos o de maior

componente xs e denotamos este ponto por z (7).

X2

X1

Figura 3.3:

Note que Vu(z(y)) = 0, basta aplicar o lema (3.1.4) para a diregao y. As-
sim concluimos que x(\) ¢ X, pois g—;‘l(x(v)) = Vu(z(v)).e; = 0 e portanto
z(v) € X5 pela definicao de .

Com estas observagoes temos que T ) intercepta ¢y em um ponto z =

(v
(T1,Z2) onde To > Ty e z(7y) = (x1(7), x2(7)) satisfaz xo(y) > Ty e portanto
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xo(y) > Ta. Se xa(7y) = Ty entdo z(y) = T. Logo o movimento dos planos
deslizantes para no ponte T ou antes de atingi-lo, isto é, para em um ponto
onde o gradiente se anula, apenas por isso ja que a propriedade (O2) garante
que nao ocorre uma obstrucao do dominio, ou seja, iX(w) C 2. Observe a
figura abaixo:

Podemos analisar dois casos, o primeiro quando o movimento do plano
para no ponto T ou o segundo caso quando o movimento para antes e desta
forma concluir a afirmacgao. Para isto vamos fazer a seguinte construcao:
consideramos uma sequencia v, € S! onde 6, é o Angulo positivo entre v, e
e1, Yo — €1 € leg — | > |er — 7,|Vn. Da mesma forma que fizemos acima,
podemos aplicar o método dos planos deslizantes e o movimento para quando
encontramos um ponto z(7,) de maior componente xs(,) tal que Vz(y,) =
0. Assim temos dois casos

1° caso: z(7,) = T para algum n.

Note que se z(v,) = T entao para qualquer 6,, < 6, temos z(v,,) = T,
pois caso contrario x(y,) € Y5, ) U Xy e Va(yy,) = 0, absurdo. Portanto,

temos z(v,) = T = z(ym) e pelo Lema 3.1.5 temos w,~, (T) = U0, (T) =

Usyyym (T) = 0. Como as dire¢des vy, v € €1 sao linearmente independentes

~ 92 _
duas a duas e estamos em R?, entdo %(m) = 0.
2

2° caso: z(v,) # T Vn.

z(n)

Seja 7, = Ix(vn):;' Note que o angulo do segmento Tz(7,) e e, o qual

denotamos por «,,, ver figura (3.4), satisfaz
Oy, S 4(TX(’Y¢1)7 62) = 4(7717 61) = gn

Como #,, — 0 entao a,, — 0 e consequentemente 7,, — €.
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X2

X1

Tx

Figura 3.4:

Além disso a menos de uma subsequéncia, x(v,) — y onde y € Tx. Note
que y = T, pois caso contrario, terifamos ys > To, obtendo uma contradicao
pois Vu(y) = 0 e T ndo seria o ponto com maior componente xs tal que o

gradiente se anula.

ou

Agora observe que 3*(z(v,)) = O

O

() = 0 e pelo Teorema do Valor

Médio, existe Z(7,) € [T, z(7,)] tal que %(5(%)) = 0. Como

2 2
Fn) = T e 7 = 02 > T4 0)) — (@)
2

ot2

n
. . 20 f— 240 /— ~
Concluindo assim que 3%(z) = 5-4(%) = 0 e provando a afirmagao.
2 2
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Assim temos 2%(T) = Z%(z) = 0 e portanto f(u(T)) = 0 pois Au(z) +

ez 0a3
f(u(x)) = 0. Pelo Lema 3.1.4 temos que wy(x) = uy(r) — u(z) > 0 em Xy e

wy(z) satisfaz a equagao

M) 4 H0z) = S}

=0 Y+
ug(r) —u(w) AN

basta substituir em Au+ f(u) = 0.
Usando a hipétese (H3) obtemos Awy + cwy < 0 em Xy onde ¢ € R.

Ficamos entao com a seguinte situagao:

Awy + cwy <0 em Xy

wy > 0em X5

Entao aplicando o refinamento do lema de Hopf, temos que Z“TT(E) > 0. E
como gixf(f) = —2%(5) > 0, absurdo pela hipé6tese. Concluimos entao que
A=0.

Portanto u(—x1,29) > u(xy,25) pelo Lema 3.1.4, pois VA > A temos
wi(z) > 0 em Xy, isto é, up(x) > u(x), u(2X — z1,22) > u(wy,22), fazendo
A — XA =0 e como u é continua temos u(—xy,xs) > u(xy, xs).

Agora usando todos esses argumentos para o outro lado, obtemos u(—x1, z3) >

u(zy, x2) e portanto u(—xy, x2) = u(x, xa). O
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Capitulo 4
Apeéndice

12 Parte) No capitulo anterior usamos o Teorema da Fun¢ao Implicita para

funcao u sabendo que g—;‘l(x*) < 0 e chegamos na seguinte equagao
t = u(v(t,x2), x2). (4.1)

Desta forma, estamos definindo um novo sistema de coordenadas (¢,xs). E

queremos mostrar que a funcad v satisfaz a equagao

dw\\ % _ovdv 0 v\’ 0% v\’
(1 * (%) )W =251 0y 910w, (a) pre (a) o), (42)
sabendo que Au(zy,x2) + f(u(xy, 1)) = 0.

Definimos a seguinte mudanga de coordenadas:
t =u(zy,x9) = u(v(t,s),h(t,s)) =ult,s) = u(t(xy, ), s(x, x2)),
onde h(t,s) = s e s(x1,x2) = 3. Fazendo os célculos temos os seguintes
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resultados:
&%v

1*) Afirmagao:
Ou_ —o
al’% B v '

Bt
De fato, primeiro observamos que
Ory  dry TR 0 0wy T 9s Oy
Js du ot
C — =0 =1, entdo — = —.
omo e €5 , entao 0r. ~ om
Mas derivando (4.1) em relagao a t temos
|_udv duds_ oude
n (9901 (915 8132 6’t n 8x1 81? ’
. Ou 1
Entao a—xl = @
Com isto, temos
Pu_ 0 (1\_0(1) o 0(1\0s
0x?  Or % ot 8—? Oxy  Os % “Oxy
o _ -1 -
(@) Oy (@ & (au>2
ot t Bt

Concluindo a 1* afirmacao.
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2*) Afirmacao:
2 2
ot oo (o) 0% (o0 o%
aQu Otds Ot Os s ot? ot 0s2

3 - o 3
(%)

De fato, derivando (4.1) em relagao a s, temos

o _owon owon_1ov ou
0s  Or, 0s  Oryds %83 Oxs’

. Ou 1 0h .
pois 8_x1 =y ¢ 5 = 1. Entao
ot
ov
ou  9s
Oz, 0v’
ot
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Com isto temos
2 v v v
Oum _ 0 ([ _5\_9(_&\0 9 &)\9
0r3  Oxy el ot % re  O0S W ] dxy
v _ov v
La( BV (=YL (B,
ot v 9 0s Q)
ot ot ot
v dv _ v d*v v v v _ v v
___ Otds Ot Os Ot? _ Os s2 Ot st
= 2
v
ot
2 2
90% wov _ (v ) v _ [0ov) &%
82U Otds Ot Os s t2 ot 52
=592 3
0xs (@)
t

Concluindo a 2* afirmacao.

Agora substituindo em Au(zy,xs) + f(u(x1,x2)) = 0, temos

Lo (202 0000 P (' (0N
Os o2 Ot Os Otds ot ) 0s2  \ ot '

Substituindo s = x4, obtemos (4.2).

22 Parte) Outro resultado importante que foi usado no capitulo anterior
é o fato da equacao (4.2) ser uniformemente eliptica.

Note que em V esta equagao ¢ uniformemente eliptica, pois a matriz
(a;;(t,22));; =: (a;;);; relativa as derivadas de segunda ordem da equacao

satisfaz

(@))€, &) ZA[EP>0V (tz) €V e &= (&,&) € R — {0}
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De fato, (a;;j);; ¢ uma matriz simétrica, portanto diagonalizavel, assim

Ma) | €17 (ay€. €) < M) [ € I,

onde A\(z) e A(x) sdo o menor e o maior autovalor de (a;;); ;, respectivamente.
Precisamos garantir que existe \g > 0 tal que para todo x € V e £ €
R? — {0} temos g | £ |°< ((aij)i;€,€). Mas note que det(a;;) = A(z)A(x)
e, pelos calculos, det(a;;) = (%)2 = <a’+">2 e g—;‘l < 0. Entao, det(a;;) =
Az)A(x) > ¢ > 0 em uma Vizinhan(;z:lde x*. Suponhamos, sem perda
de generalidade, que essa vizinhanca seja V. Além disso A(z) e A(z) sao

limitados superiormente em V', isto é existe um M > 0 tal que M > A\(x) e

M > A(z). Logo

C
M >\ — M > A _— > — )
> Ax) > > >0 e > (:p)>)\ >M>0

Az) ™ M

£

Tomamos, entao, Ag = 7

e conseguimos o desejado.
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