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RESUMO

A proposta deste trabalho é analisar a influéncia exercida pela migragao
sobre a sincronizagao em metapopulacoes heterogéneas, modeladas como sistemas

acoplados, discretos no tempo e no espago.

Sao apresentadas as condigcoes que o sistema deve satisfazer para pos-
sibilitar a ocorréncia da sincronizacao e um critério envolvendo o nimero de Lyapu-
nov para decidir sobre a estabilidade do estado sincrono. O desenvolvimento de tais
ideias é feito primeiro para metapopulacoes heterogéneas compostas por apenas dois
agrupamentos e, posteriormente, para o caso geral em que ha um ntmero arbitrario
de agrupamentos. Esses resultados analiticos sao ilustrados através de simulagoes

numeéricas para quatro tipos distintos de acoplamento.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to analyze the influence of migration on
synchronization in heterogeneous metapopulations, modeled as coupled systems,

discrete in time and space.

The conditions that the system must satisfy to allow the occurrence
of synchronization and a criterion involving Lyapunov s number are presented to
decide on the stability of the synchronous state. The development of such ideas is
done first for heterogeneous metapopulations composed of only two clusters and,
posteriorly, for the general case in which there is an arbitrary number of clusters.
These analytical results are illustrated through numerical simulations for four diffe-

rent, types of coupling.



1 INTRODUCAO

Dinamica populacional é um ramo tradicional da biologia matematica
que tem atraido a atencao de muitos estudiosos. Em particular, é crescente a pes-
quisa em modelos mateméticos que tratam de populacoes espacialmente estrutu-
radas, ditas metapopulacoes. Podemos verificar essa tendéncia, por exemplo, nos
trabalhos de Hanski e Gilpin [10], Hassel et al. [12], Cazelles et al. [3] e Taborov et
al. [26].

Nos modelos metapopulacionais, a populacao é tratada como um con-
junto discreto de subpopulagoes (populagoes locais) distribuidas em fragmentos de
habitat que sao adequados a reproducao e sobrevivéncia. Tais fragmentos, cha-
mados de sitios ou patches, estao cercados por um ambiente hostil e totalmente
inadequado a reproducao e sobrevivéncia. A conexao entre os sitios é estabelecida

pelos movimentos migratorios.

Considera-se que a populacao experimenta, a cada geragao, dois proces-

sos distintos: dinamica local (reprodugdo e sobrevivéncia) e migragao (dispersao).!

,

Uma metapopulacao é classificada como homogénea se todos os seus
sitios apresentam a mesma dinamica local. Quando isso nao ocorre, a metapopulagao
é dita heterogénea. Nesse tltimo caso, podemos dividir os sitios em agrupamentos,
também conhecidos como clusters, de acordo com as diferentes dinamicas locais
presentes na populagdo. Taborov et al. [26], Yanchuk et al. [29] e McGraw et al.
[17] também empregam o termo cluster para designar grupos de sitios regidos pela
mesma dindmica local (caso homogéneo), mas que apresentam diferengas de fase em

suas oscilagoes.

Dinamicas sincronizadas ocorrem quando todos os sitios da populacao,

com condicoes iniciais diferentes, passam a ter o mesmo ntumero de individuos no

!Neste trabalho os termos dispersido e migracdo tém o mesmo sentido. Ambas palavras serdo
usadas em referéncia aos movimentos de individuos de um sitio para outro.



decorrer do tempo. Diversos trabalhos versam sobre sincronizagao, pois (segundo
Earn et al. [8]) ela esta fortemente relacionada com a extin¢ao da metapopulagao,
em geral ndo desejada. As simula¢oes de dindmicas simples (fungoes logisticas)
acopladas apresentadas em Earn et al. [8] sustentam a idéia de que determinados
tipos de oscilacoes podem reduzir o grau de sincronismo entre os sitios e, assim,
a possibilidade de extin¢cao. Nesse mesmo artigo, foi exposto um critério analitico
para a estabilidade de oscilagoes sincronizadas para um ntmero arbitrario de sitios

conectados. Em Silva et al. [25], esses resultados foram generalizados.

O presente trabalho visa investigar dinamicas sincronizadas em metapo-
pulacoes heterogéneas. Em particular objetivamos estudar a instabilidade do estado

sincrono causada pela migracao.

No capitulo 2 ¢ feita uma breve exposicao de alguns conceitos sobre
sistemas dinamicos. Entre eles temos o niimero de Lyapunov, que é um indicador
de caoticidade do sistema. Alguns resultados em teoria ergddica, necessarios para
validar o desenvolvimento analitico do estudo, também sao abordados. Além disso,
é apresentada a funcao logistica que sera utilizada para descrever a dinamica local

nas simulacoes numéricas.

No capitulo 3 comecamos apresentando um modelo metapopulacional
heterogéneo para n sitios distribuidos em dois clusters e as condigoes necesséarias para
que ocorra a sincronizacao. Além disso, um critério sobre a estabilidade do estado
sincrono é exposto e aplicado em alguns acoplamentos especificos. Posteriormente,

generalizamos esses resultados para k clusters.

No capitulo 4 exibimos simulagoes numéricas para os acoplamentos
abordados no capitulo 3. A partir dai sdo feitas algumas constatagdes sobre o
comportamento da metapopulacao para diferentes tipos de migragao e a verificagao

do critério analitico.

A seguir, para introduzir as ideias, exibimos o modelo matemaético para

uma metapopulagao homogénea.



1.1 Modelo

Na composicao deste trabalho serd considerada uma metapopulacao

formada por apenas uma espécie distribuida em n sitios, enumerados por 1,2, ..., n.

Sobre esta populacao sao feitas as seguintes consideragoes:

(1)

As geragoes sao tomadas em tempos discretos (¢t = 0,1,2,...) e ndo ha
sobreposicao entre elas, isto é, os pais nao vivem o suficiente para co-
nhecer seus proprios filhos. Em Hanski e Gilpin [10], podemos encontrar

exemplos reais desse tipo de fendomeno na natureza.

Dois tipos de individuos formam a populacao, os machos e as fémeas.

Dessa forma, o processo de reproducao é viavel.

Deve ser estabelecida uma ordem entre os eventos de dinamica local
(reproducao e sobrevivéncia) e de migracao (dispersao). Resultados
biologicamente improvaveis podem ocorrer se houver falha na separagao

desses processos, segundo Hassel et al. [12].

Deve ser estabelecida uma topologia para a rede, isto é, dado um sitio,
definir quem sao seus vizinhos e para onde os individuos desse sitio

migrarao.

O processo de migracdo, por ser de curta duracao, é suposto 100% bem

sucedido (nao ha mortes de individuos nessa etapa).

Apesar de estarmos considerando uma tinica espécie, sem subclasses de

idade ou tamanho entre os individuos, é possivel construir modelos que capturem

essas particularidades (para um modelo com estrutura etéria ver [7]).

A densidade ? no sitio 7 no tempo ¢ sera denotada por z!, onde i €

{1,2,3,...,n et € {0,1,2,..}.

2Na literatura, a expressio densidade populacional (ou simplesmente densidade) é comumente
empregada para designar o ndmero de individuos de um dado sitio. Neste trabalho também
adotaremos esta terminologia.



Inicialmente vamos considerar uma metapopulacao homogénea. Caso
nao houvesse migragao entre os sitios, poderiamos descrever o crescimento da popu-

lacao através das equacoes

2 = f(zh), i=1,2,3,...n, (1.1)

onde f é uma funcao suave em [0,00) que incorpora os processos de reprodugao e
sobrevivéncia (dinamica local). Em Hassel [11], encontramos alguns modelos bio-
logicamente relevantes onde f é explicitada. Vale ressaltar que, neste caso, cada
sitio cresce de modo independente dos demais através de uma dinamica local que é

comum a todas as subpopulagoes (mesma f para todos sitios).

Agora imaginemos que exista migracao entre os sitios, isto é, uma fracao
m;; do total de individuos do sitio j migra para o sitio 7. Essa fracao pode depender
de z] (densidade local) e/ou de z (densidade do sitio de destino). Trabalhamos
com uma migracao independente da densidade e, portanto, constante no tempo.
Em Ylikarjula [30], encontra-se uma lista com referéncias de trabalhos que também

adotam dispersao constante.

Embora menos numerosos, existem estudos que tratam da migracao
dependente da densidade. Ruxton [22], por exemplo, mostrou que o equilibrio do
sistema pode ser instavel quando a dispersao depende da densidade local. Silva et
al. [24], determinaram a regido onde a migracao dependente da densidade causa
instabilidade no sistema. Mais recentemente, Rempel et al. [21]| estudaram a ins-
tabilidade de Turing e o sincronismo em populagoes acopladas com migracao nao

constante.

A fracao da populacao de um sitio qualquer que migra para seus vizinhos
serd denotada por u, onde 0 < p < 1. Ja a fragao da populacao migrante que parte
do sitio j e chega no sitio ¢ serd denotada por ¢;;, onde 0 < ¢;; < 1. Assim,
m;j = pc;;. Os elementos ¢;; formam uma matriz, C' = [¢;;], chamada de matriz de

conexdo. Assumimos que nao hé migragdo de um sitio para ele mesmo (¢; = 0).



A suposigao (v) pode entao ser matematicamente escrita na forma

dey=1,  j=12..n (1.2)
=1

Vamos agora tratar dos aspectos topologicos da rede. Dado um sitio,
definimos a procedéncia dos imigrantes (sitios vizinhos que fornecem individuos para
o sitio em questdo) e o destino dos emigrantes (sitios vizinhos que recebem individuos

do sitio em questao). Para isso, vamos definir a vizinhanga de um sitio 1.

Definicao 1.1.1. A wizinhanga de um sitio i é o conjunto Viz(i) = {j : m;; # 0}.

Entre os tipos de vizinhanca mais utilizados destacam-se os anéis ci-
clicos nas redes unidimensionais, onde a vizinhanga ¢é definida por Silva et al. [24]

como

Viz(i) ={1+[(i+k—1) modn]:k=—-N,.,N e k=#0} (1.3)

Ou seja, a migracao é permitida somente para os 2N sitios mais proximos. Além
disso, o sitio 1 esta ligado ao sitio n, formando um anel. Quando N = 1 dizemos

que a conexao ¢é local, pois s6 ha migracao para os dois vizinhos adjacentes. Caso

ocorra migragao para todos os sitios vizinhos (N = ”T_l se n é impar ou N =

n

5 S€

n é par), dizemos que a conexao é global (ver Figura 1.1).

2
| "k“-.!::
f g \'TE
7
» b
4 e
\"'\-. -r"HJ’
B, ) v
"0 .
k=1 M=2

Figura 1.1: Vizinhanca do tipo anel ciclico com N = 1 (conexao local), N = 2 e
conexao global.



Para redes bidimensionais, sao bastante comuns as vizinhancgas de Mo-

ore e de Von Neumann (ver Figura 1.2) definidas, respectivamente, por

Viz(i,j) = {(i+kj+1): ~N<kI<N e (kI)#£(0,0}  (14)

Viz(i,j) = {(i+hj+0):0<|k| +|I| <N e (k1) #(0,0}  (15)

Na vizinhanga de Moore temos 4N (NN + 1) vizinhos para um dado sitio,

enquanto que na do tipo Von Neumann temos 2N (N + 1).

+ | +_H
L |

(a) N=1 (b) N=2 (c) N=1 (d)N=2

Figura 1.2: (a) e (b): Vizinhanga de Moore com N =1 e N = 2, respectivamente.
(c) e (d): Vizinhanca de Von Neumann com N =1 e N = 2, respecti-
vamente.

Como pode ser visto em Ruxton [22] e Silva et al. [24], é usual usar
condicoes de contorno periddicas para evitar efeitos de fronteira, ou seja, usam-se

redes unidimensionais em forma de anéis ciclicos ou superficies toroidais.

Quando o sitio ¢ nao estd ligado ao sitio j, temos ¢;; = 0. Logo, o
aspecto da matriz de conexao depende da vizinhanca escolhida. Abaixo seguem dois
exemplos de matrizes de conexao onde foram consideradas interagoes simétricas e
migracao idéntica para todos os vizinhos. A primeira matriz refere-se a conexao

local, enquanto a segunda a conexao global.



0 5 0 0 3
0 £+ 0 0
0 :
C = (1.6)
0
0O --- 0 % 0 %
5 O 0 3 0]
w1 O
C = (1.7)
0 5

Uma vez estabelecida a topologia da rede, podemos descrever a dina-

mica do sitio ¢ da metapopulagao homogénea através da equagao

Ty = (1= p) flxy) + Z pici; f (@) (1.8)
JEViz(3)
O primeiro termo do lado direito da equagao representa os individuos
que permaneceram no sitio ¢ no tempo t, enquanto o segundo termo representa

aqueles que imigraram para esse sitio.

Para escrever o sistema composto pelos n sitios como uma equagao

matricial definimos os operadores dinamica local (D) e migragao (M):

Dindmica Local

D:R" — R"

(1.9)
X = (2!, ..., 2") — D(X) := (f(zY), ..., f(z™))



Migragao

(1.10)

onde
M;(z!,...,2") = (1—u)xi+2ucijxj, i=1,2,...,n.
=1

Como estamos considerando que a dinamica local precede a dispersao,

aplicamos a composicao

H=MoD:R"— R" (1.11)

no vetor populacional X; = (z}, ..., z), obtendo X;.;. Ou seja,

(L= W) f () + 3 ey f(ad)

=1

(1 —p)f(x7) + Z puca; f(ad)

Xpo = HX)) = (1.12)
(1 — ) f(zp) + Z picn; f ()
= [ —p(I-C)D(X;) (1.13)

Xy = [I = p(l = C)|D(Xy) (1.14)



2 NOCOES SOBRE SISTEMAS DINAMICOS

Por volta de 1975, depois de 3 séculos de estudos, um grande nimero de
cientistas pelo mundo percebeu que além dos movimentos estacionario e periodico
existia um terceiro comportamento, que hoje chamamos de caos (Alligood et al. |2]).
Atualmente, o comportamento cadtico pode ser observado em experimentos nos mais
diversos campos cientificos. A teoria dos sistemas dindmicos descreve fenémenos
que sao comuns & fisica e a biologia, logo tem sido beneficiada pela colisao de ideias

vindas da matematica e dessas outras ciéncias.

Neste capitulo definimos o niimero de Lyapunov, que é uma ferramenta
bastante util no estudo de padroes cadticos. Apresentaremos alguns resultados da
teoria ergodica e como esses se relacionam com o conceito de permanéncia de uma 6r-
bita num conjunto. Por fim, descrevemos a funcao que seré utilizada para descrever

a dinamica local das metapopulacoes.

Durante todo o capitulo estaremos considerando um espaco de proba-

bilidade (X,§,7)!, uma transformacao f : X — X e um ponto z € X.

2.1 Numero de Lyapunov

Chamamos de 6rbita de x por f o conjunto {z, f(x), f*(z), f3(2),...}.
Uma orbita pode, a partir de um determinado instante, apresentar um comporta-
mento regular. Isso ocorre quando um dos elementos da orbita (digamos p) é um
ponto k-periédico de f. Ou seja, f*(p) = p, onde k é o menor inteiro positivo que sa-
tisfaz essa igualdade. Quando k£ = 1 dizemos que p é um ponto fixo de f e neste caso
a Orbita atinge um estado estacionario. Para k > 1 a 6rbita oscila periodicamente

entre k pontos.

!X é um conjunto, § é uma o-dlgebra definida em X e v é uma medida de probabilidade
(v(X) = 1) definida em (X,F).
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A estabilidade local de pontos periddicos é fortemente influenciada pela
derivada da funcao. Se xy é um ponto k-periodico de f: R — R e {xo, 21, ..., Tx_1}

sua orbita, entao x( serd estavel para

() (@)l = [/ (@r-1).f (@h2) -+ f'(w0)] < 1 (2.1)

e instavel para

() (@o)l = [ f (@r1)f (@h2) - [ (w0)] > 1. (2.2)

Por exemplo, se k =1 e f'(xy) = a > 1, entdo a o6rbita de cada ponto proximo de

xo ird se afastar de xy por uma constante multiplicativa a por iteracao.

Um padrao cadtico é aquele que continuamente apresenta comporta-
mentos instaveis, nao podendo ser caracterizado como estacionario ou perioédico. Os
nimeros de Lyapunov medem a velocidade média com que as orbitas se separam
e sao, portanto, indicadores de caoticidade do sistema dinamico. Se p é um ponto
t-periédico de uma funcio f : R — R de classe C', o niimero de Lyapunov de f
no ponto p é |(ff(p))'|*/t (Diaz et al. [6]). Para 6rbitas nio periodicas, o niimero de

Lyapunov L(zg) da orbita {zg, x1, z2, ...}, é definido como

L(wo) = lim (|f'(zo) || ' (@) |- f (we-1) )", (2.3)

se este limite existir. O expoente de Lyapunov h(z,) é definido como

hlao) = Jim 0n(f (o)) + .+ In(Lf (1)) (2.4)

se este limite existir. Note que h(z) existe se e somente se L(xy) existe e In L(xy) =

h(xo)

O nimero de Lyapunov fornece uma medida de dependéncia sensitiva

as condigoes iniciais, ou seja, diferentes condicoes iniciais geram diferentes ntimeros
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de Lyapunov. Exemplos podem ser encontrados em (Alligood et al. [2] e Diaz et al.
6]). Quando L(zo) > 1 e a orbita {z, f(z), f2(z), f3(x), ...} ndo é assintoticamente

periddica dizemos que esta é caotica, ver [2].

Para uma funcao F' : R® — R", o k-ésimo numero de Lyapunov é

dado por

Ly, = lim (rf)Y*, (2.5)

t—o00

se este limite existir. Aqui % é o comprimento do k-ésimo maior eixo ortogonal do
elipsoide J;U para uma oOrbita de ponto inicial vy, para todo k = 1,2,...,n, onde
Jy = DF'(vg) € a matriz jacobiana da t-ésima iteracao de F' e U ¢é a esfera unitaria
com centro vg. O valor ri mede a contra¢do ou expansdo perto da orbita de vy
durante as primeiras t iteracoes. O expoente de Lyapunov de vy é hy = In Ly.
Nesse caso, define-se como cadtica a 6rbita que apresenta pelo menos um nimero de
Lyapunov maior que um, ou seu correspondente expoente de Lyapunov maior que
zero. Em geral, para calcular numericamente os expoentes de Lyapunov é necessario

utilizar algoritmos computacionais como o descrito no Apéndice A.

2.2 Teoria Ergoédica

A parte do espaco de fases que corresponde ao comportamento tipico do
sistema dinamico é classificada como atrator. De outra forma, quando um conjunto
de valores iniciais com medida positiva fornece 6rbitas que visitam com frequéncia
e proximidade arbitrarias um determinado conjunto de pontos dizemos que este é
um atrator. Se quase todas as ¢rbitas de um mesmo sistema tendem para o mesmo
atrator, como podemos medir suas distribuigoes nesse atrator? Para responder essa
pergunta calculamos com que frequéncia a orbita de x por f visita um conjunto

mensuravel F € § através das somas de Birkhoff,
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1 t—1
pe(z) = n Z Ofi(x)s (2.6)
i=0

onde t € {1,2,3,...} e §, é a funcao delta de Dirac dada por

1, sexz e FE
0y = (2.7)
0, sex ¢ FE
Fazendo t — oo, obtemos o limite
p(x) = lim py(z). (2.8)

Ha pontos para os quais esse limite nao existe (Diaz et al. [6] e Thunberg et al. |27]).
Porém, quando for possivel calcular (2.8), teremos uma medida de probabilidade
f-invariante? descrevendo a distribuicao assintotica de uma o6rbita de z por f no

conjunto F.

Esperamos que p(x) exista e seja essencialmente independente de z.
Desta forma, podemos falar de uma medida invariante que captura o comportamento
assintotico de um grande conjunto de condigoes iniciais. Nesse caso, p(z) é chamada
de medida natural (também conhecida por medida fisica, observavel ou SRB). Em

Thunberg et al. [27], sdo apontados alguns contextos onde isso ocorre de fato.

Um resultado classico em teoria ergddica é o Teorema de Birkhoff, cujo
enunciado e demonstragdo podem ser encontrados em (Diaz et al. [6]). Ele garante
que se f preserva a medida v, entdo p(z) existe (a menos de um conjunto de medida

v nula) e pode ser estendida a uma fungao p, integravel, f-invariante e que verifica

/Xpdl/ =v(E). (2.9)

’Dizemos que uma medida n é f-invariante se, para todo conjunto mensurdvel E € §, vale
n(f~1(E)) = n(E).
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Além disso, o teorema nos diz que se a medida v é ergodica®, entdo o

limite é exatamente a medida de FE, isto é,

plx) = v(E), (2.10)

para quase todo ponto x € X.

Outra consequéncia do teorema de Birkhoff é que se f preserva a me-
dida? p e esta é ergodica, entdo o expoente de Lyapunov independe da condicao

inicial a menos de um conjunto de medida p nula e pode ser calculado por

.1 >

Jim ;(m(\f'(xo)\)+---+1n(!f’(xt1)|))=/ In|f(z)|dv (). (2.11)
©° 0

Isso significa que a média no tempo e a média no espaco sao iguais,

exceto talvez para um conjunto de medida nula (ver Eckmann e Ruelle [9]).

Para uma funcao F' definida em R™ que preserva a medida ergodica p
com suporte compacto podemos invocar outro teorema ergodico, o Teorema FErgddico
Multiplicativo de Oseledec (Eckman e Ruelle [9]). Ele garante a existéncia dos
numeros de Lyapunov e a independéncia desses valores em relacao as condicoes

inicias (a menos de um conjunto de medida p nula).

3Uma medida 7 é ergodica para f se para todo subconjunto f-invariante £ € §,i. e. E =
f~Y(E), tem-se n(E) =0 ou n(E) = 1.

4Dizemos que uma transformacio mensurdvel f : X — X preserva a medida 1 se esta é
f-invariante.
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2.3 Funcao Logistica

Diversas funcoes podem ser usadas para representar a dinamica local.
Em Murray [18], encontramos alguns exemplos dessas fungdes com seus respectivos
diagramas de bifurcacdo. A funcgao logistica é comumente utilizada por estudiosos
da area (May et al. [16] e Thunberg et al. [27]). Trabalharemos essencialmente com

essa funcao que é dada por

flz) =rz(l —x), (2.12)

onde o parametro r é a taxa de reproducao intrinseca da populacao.

Se a dinamica no modelo local isolado (um tnico sitio) é descrita por
esta funcao temos

Ti41 = TfL‘t(l - l't). (213)

Calculos simples fornecem o tinico ponto de equilibrio nao nulo da apli-
r—1
cagao logistica: T = ——. Como podemos ver, o equilibrio depende do parametro
r

Tr.

A funcao logistica consegue capturar fatos essenciais do meio ambiente
(May [16]) e apresentar distintos comportamentos dependendo do parametro r, ver
Figura 2.1 (a). De acordo com o valor de r é possivel identificar ciclos estaveis ou
caos, ver Figura 2.1 (b). Para quase toda condigao inicial, variando 7 observamos o

seguinte comportamento:

e € (0,1]: extingao.

r —
r € (1,2]: a populagdo se aproxima rapidamente do valor
r

1
, mas antes oscila

r —
r € (2,3]: a populagao se aproxima do valor

perto desse valor por algum tempo.

re(3,1+ \/6] a populacao oscila permanentemente entre dois valores

dependentes de 7.



15

e 7 € (14 +/6,3.54]: a populacdo oscila permanentemente entre quatro

valores.

e r > 3.54: a medida que r aumenta a populacao oscila entre 8 valo-
res, depois 16, 32, etc. Os comprimentos dos intervalos de parametro
que fornecem oscilagoes decrescem rapidamente. A razao entre os com-
primentos de dois intervalos de bifurcagao sucessivos se aproxima da
constante de Feigenbaum 6 = 4.669.... Esse comportamento é descrito

como cascata de duplicacao de periodo.

e r ~ 3.57: é o comeco do comportamento cadtico e o final da cascata
de duplicacao de periodo. Nao podemos mais ver qualquer oscilagao de

periodo finito e ocorre dependéncia sensitiva as condicoes iniciais.

e r > 3.57: a maioria desses valores exibe comportamento ca6tico, mas
ainda ha certas faixas isoladas de valores de r onde nao temos caos.

Essas sao as vezes chamadas de ilhas de estabilidade.

e > 4: a fungao diverge e deixa o intervalo [0, 1].

(a) (b)

0 7 iy

O b e e ....

Figura 2.1: (a) Diagrama de bifurcagio e (b) expoentes de Lyapunov para a funcao
logistica
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Diremos que o parametro r é cadtico quando f(x) = rz(1—x) apresentar

comportamento cadtico. Caso contrario, diremos que 7 é periodico.

Considerando a funcao logistica, existem conjuntos de valores de r para
. . . ’ , 4
os quais a medida natural p(z) existe para quase todo = e é absolutamente continua

com respeito a medida de Lebesgue (ver Thunberg [27]).

4Uma medida g em § é absolutamente continua em relacdo 4 medida v em § se E € § e
v(E) = 0 implica p(E) = 0. Nesse caso escrevemos p << v.
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3 ESTABILIDADE DO ESTADO SINCRONO
EM METAPOPULACOES HETEROGENEAS

As dindmicas sincronizadas estao diretamente relacionadas com a ex-
tingdo da populagdo. Allen et al. [1] verificaram que, embora baixas densidades
levem a uma extincao mais frequente a nivel local, os efeitos decorrentes das osci-
lagoes caoticas reduzem o grau de sincronia. Dessa forma, reduz-se a possibilidade
de toda populagao ser extinta. Podemos encontrar um estudo biologico sobre os
fatores que causam sincronia em Liebhold et al. [15]. A sincronizagao pode ser total
(quando todos os sitios se desenvolvem com mesma amplitude e fase) ou parcial (si-
tios de clusters distintos apresentam comportamentos distintos, porém sitios de um
mesmo cluster tém a mesma dinamica). Muito ja foi produzido sobre esse assunto
considerando, porém, o mesmo oscilador para descrever a dinamica local dos sitios
(ver Pikovsky e Rosenblum [19], McGraw e Menzinger [17] e Taborov e Maistrenko
[26]). Neste capitulo abordamos a questao da sincronizagao em uma metapopulagao
heterogénea (diferentes osciladores presentes). Em particular, investigamos a esta-
bilidade de uma oOrbita sincronizada. Comecamos analisando a situacao com dois

clusters e, posteriormente, generalizamos os resultados.

3.1 Analise para 2 Clusters

Consideremos uma metapopulagido composta por n sitios (indexados
por 1,2,3,...,n) onde podemos distinguir dois tipos de agrupamentos (caso hetero-
géneo). Essa distingao se da pelo fato de os sitios apresentarem qualidades diferentes,

isto é, diferentes dinamicas locais.

Digamos que os sitios com indices em F' = {1,2,...,n} possuam um
tipo de dinamica local diferente daqueles com indices em G = {ns+1,n;+2,...,ns+
ng = n}. Assim, |F| = ny e |G| = ny. Diremos que um sitio pertence ao cluster

F' quando seu indice estiver em F. Analogamente, um sitio pertence ao cluster G
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quando seu indice estiver em G. Associamos aos clusters F e G as funcoes f e g,
respectivamente. Essas func¢oes sdo suaves em [0,00) e incorporam os processos de

reproducao e sobrevivéncia (dindmica local) de cada sitio.

Caso nao houvesse migracao entre os sitios, poderiamos modelar o com-

portamento da metapopulacao heterogénea através das equacoes

i = fla}), para € [
(3.1)

Ti1 = 9(x}), para 1€ G

Havendo dispersao precisamos considerar as interagoes entre os sitios

vizinhos no modelo da dindmica populacional. Neste caso, temos

( nyf n
T = (L= p)f(a) + Y peyf(al) + ) neigla]) para i€ F
j=1 Jj=nys+1

(3.2)

ny n
vig == g+ ) peyf(a)+ Y peigal) para i€G
=1

. j:TZf+1

O primeiro termo do lado direito nas igualdades acima representa os
individuos que permaneceram no sitio ¢ no tempo ¢. Ja o segundo termo representa
os individuos que emigraram dos sitios do cluster F' para o sitio i, enquanto o terceiro

termo indica os imigrantes que chegam no sitio ¢ provindos dos sitios do cluster G.

Para a representacao matricial de (3.2) precisamos redefinir o operador

dinadmica local (D):

D:R" —R"
X = (2t . am gt at) — D(X) = (f(2h), ..., f(@™), g(z™ ), ..., g(z™))

Com isso
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Xip1= | I —pu(l—-0C) | D(Xy), (3.3)

onde C' = [¢;;] ¢ a matriz de conexao da rede e I é a matriz identidade, ambas n x n.

Como foi dito no capitulo 1, estamos assumindo que durante a migragao
todos os individuos que saem de um determinado sitio chegam a um sitio vizinho

(nao ocorrem mortes durante a dispersao). Ou seja,

n

=1, j=12..n (3.4)

i=1

Além disso, para garantir a possibilidade de existéncia da solucao sin-

cronizada precisamos das seguintes hipoteses

( ny n
E Cij =0 e E cj =03, para i€F
=1

j=ng+1
(3.5)
ny n
Z%‘ZV e Z cij =0, para 1€G
j=1 Jj=nys+1

\

Esquematicamente a matriz de conexao possui o seguinte aspecto
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a E

soma nas linhas | soma nas linhas

ny linhas

) 3.6
v ng linhas (36)
soma nas linhas | soma nas linhas

/ \\ J/
T vV
ny Mg
colunas colunas

A sincronizacdo do sistema (3.2) é obtida se as densidades de todos os
sitios de um dado cluster atingem um valor comum num determinado instante ¢,
a partir do qual passam a oscilar de maneira idéntica. Isto significa que existe um
to tal que para t > tg, 2! = x; para todo i € F e 2! = y; para todo i € G. A

sincronizacao pode ser total (x; = y;) ou parcial (z; # yt).

Entao, assumindo que o sistema entrou em sincronia em ¢t = ¢, teremos,

para todo t > t,

1 2 _ _
T, = T = ... = 3 = @y cluster F
(3.7)
ne+1 ne+2
T =T = 0= 1 = oy, cluster G

Utilizando (3.5) e (3.7) em (3.2) obtemos as equacdes que modelam a

dindmica dos sitios de cada cluster.

Para os sitios do cluster F' (i =1,2,...,ns), temos
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ny n
i = (L= p)f(e) + 3 pesfle) + D neiyg(y)

Jj=ngs+1

= (I—p)f(xe) + puf (2) Z cij + 1g(yr) Z Cij

j=1 j=ng+1
= (1= p)f(x) + pf (@)oo + pg(y) B

J& para os sitios do cluster G (i =ny+ 1,ny+2,...,n), temos

ny n
v = (L= mgly) + 3 _pef () + Y peg(y)

j:nf+1

= (L= )gly) + nf () 3 i+ nglye) > e

Jj=ns+1
= (1= w)g(ye) + pf(ze)y + pg(y:)o

Os indices que distiguem os sitios de um mesmo agrupamento foram

omitidos, pois na sincronizagao as equacoes sao idénticas para todos eles.

Portanto, o sistema original de n equacoes fica resumido a 2 equagoes

quando atinge o estado sincrono. A solucao sincronizada é entao dada por

v = (L= p)f(xe) +pf(e)o+pg(y) B, cluster F
(3.8)

Yrr = (1= p)g(ye) + pf(we)y + p1g(ye)d, cluster G

Como foi dito acima, as hipoteses (3.5) garantem a existéncia da solugao
sincronizada. De fato, nao assumindo essas hipoteses, mesmo que no instante ¢

tivéssemos, por exemplo,

n
v =a2?=...=x," =2, o cluster F,
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poderiamos ter

ny n
Thor = (1= ) f () + puf (20) Z Cij + 1g(yr) Z Cij

Jj=ngs+1
diferente de
nf n
Tror = (1= p) () + puf () chj + ug(ye) Z Cljs
j=1 j=ns+1
para i # [ € F. Ou seja, no instante seguinte (¢ + 1), poderiamos ter dois (ou

mais) sitios de F' com densidades distintas, uma vez que os somatorios acima sem

as restri¢oes (3.5) permitem essa possibilidade.

Nosso interesse central é estudar a estabilidade assintotica da solugao
sincronizada, isto é, determinar se Orbitas iniciadas proximas do estado sincronizado
serdo atraidas para esse estado. Isso serd feito através da analise do sistema (3.2)

linearizado em torno da 6rbita sincronizada. Para isso, precisamos calcular a matriz

Jacobiana (J) do sistema em s; = (x4, ..., T4, Yty - - -, Yi). De (3.3) segue que
—— S —
nf ng
J(s1) = [ I—pu(l—0C) ] Dy, (3.9)
onde
f'(z) 0 0 0 )
o . : ny
f’(xt) 0 0
/
. . A
D, = 0 0 9y - : (3.10)
: : : 0 -
0 o 0 o0 d'(y)
- - nXxXn )
ny g

De posse da matriz J', podemos fazer duas inferéncias relevantes:

!Doravante, salvo mengao em contrario, no lugar de J(s;) escreveremos apenas J.
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(i) O estado sincrono (que sera designado por S) é um subespago J-invariante.

(ii) O subespago ortogonal a S (S*) também é J-invariante, desde que

assumidas restricoes extras sobre a matriz C.

Para verificar (i), comecamos notando que a sincroniza¢ao é descrita

por um vetor do tipo

r 7 r 7 ) r T )
a 1 0
nf f nf
a 1 0
A% == — a Z _|_ b <
b 0 1
Ny Ng
b 0 ) 1 )
L~ I L~
Vi V2

Decorre facilmente dai que Bg = {v1, vy} é base de S.

Logo,
DR o
j=nys+1 _ -
ac + b3
achH—i—b Z Cnyj )
CV _ Jj= nf+1 _ ac + 6
bo
chfﬂ,g‘i‘b Z Cny+l,j ay +
j=ns+1 S
ay + bd
DTS 3RS
L Jj=nys+1 |

= (aa+bB)vy+ (ay + bd)ve

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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= (v € S = S é C-invariante.

Fazendo
- af'(x) -
af'(z) , .
w:=Dywv = = af'(z)vi + by (y)va (3.14)
bg'(y:)
| b9'(ye) |

vemos que w € S. Segue que Jv = [[ — pu(l — C)lw = (1 — p)w + uCw € S.

Portanto, S é J-invariante o

Para (ii), precisamos das seguintes restri¢oes adicionais sobre a matriz

de conexao:

nf n
E ci=a e g c; =9, para j€EF
=1 i:nf—i-l

(3.15)

TLf n
Zcij:ﬁ’ e Z cij =0, para jEG
| =1

i:nf—i-l

Esquematicamente a matriz de conexao fica com o seguinte aspecto
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Od, 6/

soma nas colunas | soma nas colunas

ny linhas

Q
|

/_)/l 5/

soma nas colunas | soma nas colunas

n, linhas

g

' vV
ny Ng

colunas colunas

Devido a (1.2), devemos ter o ++' =1e '+ ¢ = 1.

Uma escolha bastante natural para uma base de S+ &

BSJ‘ = {u]_’ .. ’unf7]_7W].7' . ,an—]_}y
onde
w=[-1 0...0_1 0...0]"
~—
i+1
e

(3.16)

(3.17)

(3.18)



Ou seja,
R 1] o[ o] [ 0 ]
1 0 0
0 1
0
0
0 0 1 0 0 0
| . = —
1 0 0
0 1
0
_0__0_ _0_ _0__0_ _1_
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ny

(3.19)

De fato, com algumas contas simples conclui-se que Bgr C St e que

Bg. é linearmente independente. Como R" = S@ S+ e dim S = 2, tem-se dim S+ =

n — 2. Portanto, sendo um subconjunto Li. de St com |Bgi| = dim S*, Bg. ¢

obrigatoriamente uma base de S*.

Agora vamos confirmar a invariancia de S+ com respeito a J. Come-

camos mostrando que Cu; € S+ para i € {1,2,...,n; — 1}. Para isso, precisamos

escrever Cu; como combinacao linear dos elementos de Bg.. Ou seja,

Cul- GSL =4 C’ui:

1,01 + .o+ Apy1iUp 1+

U iW1 + oo+ Ap2iWp 1

(3.20)
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_ - - -
—C11 + Cri41
- Qg
r=1
—Co1 + C2i41
a1
—Cpp1 + Cnylitl
. anf—l,z 3 921
g - n—2 ( : )
—Cnp+1,1 1 Cnpt1,itl _ § : i
r=ng
—Cpp4+2,1 T Cnpt2,it1 .
nfl
—Cn1 + Cnjit1
Ap—2;
ny—1
— E Qr; = —C11+ Cri41
r=1
ari = —Crp11+ Crg1441, parar=12,..ny—1
n—2 (3.22)
— E Api = —Cpyg11 T+ Cnpylitl
’l":nf
Qr; = —Cry21+ Crg2i41, DararT=mngns+1,...n—2
ny—1
g (Cr411 — Crp1i41) = —C11 + C1i41
R (3.23)
g (Cri21 — Cryoi1) = —Cpp+1,1 T Cppil,itl
r=ngy
ng ny
g Cr1 = E Cri+1
) -1
= = (3.24)
E Cr1 = E Crit+1
r=n;s+1 r=ng+1
Pela suposicao (3.15) temos que, para todo i € {1,2,...,ny — 1},
/ /
5 Cr1 = E Crit1 = Qe 5 Crp = E Crit1 =7 (3.25)
r=1 r=1

r=n;s+1 r=nys+1
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Logo, basta tomar os a,;’s como em (3.22) para que tenhamos Cu; € S*.

Analogamente, para i € {1,2,..,n, — 1}, teremos Cw; € S*. Com

efeito,

1pp—14i01 + oo At pp—14iUn -1+

Cw; € St & Cw,; = (3.26)
Ongmy—1+iW1 T oo T An2n;—1+iWny—1
_ . ng—1 .
—Clns+1 T Clngptitl
- ar,nfflJr'i
r=1
—Conp+1 T Conptitl
Al np—1+i
_Cnf,nf—i-l + Cnf,nf+i+1
Anp—1,mnp—1+i
= = o (3.27)
_Cnf+l,nf+1 + Cnf+1,nf+i+1 — E a, ny—l+i
T:nf
—Cnp+2,np+1 T Cnp+2,np+it1 a '
nygny—1+i
_Cn,nf—i—l + Cn,nf—‘ri—i-l
An—2mp—1+i
( ng—1
- E ar,nf—l+i _Cl,nf-‘,-l + Cl,nf-i-i—i-l
r=1
Arme—1+i — “Crylnp+l + Cr+lmnp+itl, T = 17 27 vy T — 1
n—2 (328)
- E Qrnp—1+i —Cnp+lnp+1 T Cnptlnp+itl
'I“:nf
L ar,nf71+i - _CT+2,nf+1 + Cr+2,nf+i+17 r= nf, nf + 17 ey TV — 2
ny—1
g (Cr+1,nf+1 — Cr+1,nf+z‘+1) = —Clnp+1 T Clinptitl
& =) (3.29)
E (Cra2mp41 = Croomstitl) = —Cnpiling4l T Cnpblmstitl

’I":TLf
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nf nf
E Cr,nf+1 = E Cr,nf+i+1
r=1 r=1
n n
E Crmp+1 = E Crmp+itl

r=njs+1 r=ny+1

(3.30)

Pela suposicao (3.15) temos, para todo i € {1,2,...,n, — 1},

/ !
§ Cring+1 = E Cring+itl = B € § Crngp+1 = E Crng+itl = 5. (331)
r=1 r=1

r=ng+1 r=ny+1
Tomando 08 @, —14:'s como em (3.28) teremos C'w; € St

Em suma, tomando coeficientes adequados podemos escrever os C'u;’s
e os Ow;’s como combinacoes lineares dos vetores de Bg.. Desta forma, S+ é

C-invariante.

Assim como fizemos com S, podemos mostrar que S+ C-invariante =

S+ J-invariante, finalizando a verificacdo de (ii) g

De acordo com as justificativas de (i) e (ii), B = Bg|J Bg. é base de

R” = S @ S*. Com isso, podemos reescrever .J com respeito a essa base obtendo

_ . .
[J]Bs
0 0
[Je=10 0 : (3.32)
[J]BSL
L 0 0 -

onde [J]pg é uma matriz 2 x 2 e [J]p_, € uma matriz n —2 X n — 2.

Vale observar que a estrutura de [J]g em blocos apresentada em (3.32)
nao depende da escolha das bases Bg e Bgi, pois tal construcao ¢ fruto da J-
invariancia dos espacos S e S+ e da ordenacdo dos vetores em B. As bases desses

espacos afetam apenas os valores dos elementos dentro dos blocos nao nulos.



30

Podemos obter explicitamente [J]|p utilizando a matriz mudanga de

bases (canonica para B) cujas colunas sdo os vetores da base B,

MB = [Vl Vo U cee unf_l W1 cee an_l], (333)
na equacao
[J]p = Mg'JMp. (3.34)
Resulta que
[J]ps = [ — (I — C)]D; (3.35)
com
. Q . "(x 0
C= S I 2 (3.36)
v 9 0 9 (ye)
e que
[Ny, = I = (I = C)]D; (3.37)
com
fllz) 0 0 0 )
0 : ng
f(xy) 0 0
/
D, = 0 0 gy - . (3.39)
/
0 ... 0 0 g'(ye) | ens
) e A e ’

Para verificar (3.35) e (3.36) calculamos
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Jvi = [I —p(l—C)|Dyvy
= [I—pll = O)f (z)v:
= flz)vi— pf (@)vi + pf (@) Cvi
= (L=p)f(@)vi+ pf'(2:)Cve
= (1= p)f'(@)vi+puf' (@) avi +yva)

= [1—p(—a)f'(z)vi + pf'(2)yve (3.39)

e, de maneira analoga,

vy = pug () Bvi + [1 — p(1 = 6)]g" (ye)v2 (3.40)

Os coeficientes dos vetores vy e vy nas expressoes (3.39) e (3.40) sao os

elementos de [J]p, (ver Coelho et al. [5]). Assim,

N B R R O I

py f' () [1— p(1—0)]g'(yt)

com C e D, segundo (3.36).

Os elementos da matriz C' (n — 2 x n — 2) em (3.37) sdo 0s a;;’s que
aparecem nas equacgoes (3.22) e (3.28). A seguir justificamos essa afirmagio e a

equagao (3.37).

Paraie {1,2,...,ny — 1},
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Ju; = [I—u(l —C)]Dyu;
= [[=p = O)f (z)u
= (1= f(@)w+ pf'(z)Cu
= (1= f'(x)w + pf' () (%}1 (rilly + ”i_;l a"f_1+rviw7">

= payf(z)ur + o+ paii f(@)wi + [ = p(l = ai)] f' (2w

ng—1
Faiprif (T Wi A a1 f (), 1+ Z [l 1 i f (20 W
r=1
Assim,
biu ++bn 1iUp, 1+
Ju, = 1i1 ottt
bnp W1+ .+ bp2iWy, 1
ari f'(x4), r=12,..n—2 e r+#i
bri = e (@) 7 (3.41)

1= p(l = am)]f(2),  r=i

Analogamente, para ¢ € {1,2,...,n, — 1}

bin,+1—i +...+0b Uy, 1+
ne+l1—U1 o nmr—1lnr+l—1Une—1
J ; f f f f

brpinpr1—iW1 + oo+ by o 11— Wiy 1

,U/ar,anrlfig/(yt)’ r # ny +1—172 e
brngi1-i = r=1,2,....,n—2 (3.42)

1= p(l—am)lg'(ye), r=ny+1—i

Como o0s b;;’s sdo os elementos de [J]p_, (ver Coelho et al. [5]), segue

das equacdes (3.41) e (3.42) a igualdade (3.37) com C = [a;].

Separar [J]|5 nas partes [J]p, e [J]ps nos permite identificar como o
jacobiano atua nos espacos S e S+, respectivamente. Essa separacao é imprescindivel

para desenvolver um critério de estabilidade valido.
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Vimos que os movimentos sincronos estao restritos ao subespacgo J-
invariante S. Isso significa que as perturbagoes em S podem ocorrer livremente,
i i ao ai apé ao de J. Ja baco S+ sa i
pois continuarao ai apds a acao de J. J& as perturbagoes em sao transversais ao
espaco de sincronia e devem tender a zero para que a estabilidade do estado sincrono

seja verificada (ver Figura 3.1).

S 1 perturbacdo
perturbacdo
transversa
perturbacdc
Fa paralzla

Figura 3.1: Componentes da Perturbacao

Trabalhando na base B, a linearizacao do sistema (3.2) ao redor de

[st]p = (24,9, 0,...,0) nos fornece (ver Apéndice B)
\\2,./ WQ_/
App = [J]B(l‘t,yt)At,Q (3.43)
onde Ay = [xy+€61 y+e €3 ... en]T representa um vetor perturbacao em R".

Os valores z; e y; que aparecem em (3.43) sao as solugdes sincronizadas

do sistema, ver (3.8).

Uma vez que

*Para explicitar que [J]g; e [J]g,, estdo sendo avaliadas em [s;|p escreveremos [J] g (%, y:) €
[J]B,. (1, Y1), respectivamente.
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[ Ty + € ] i 0 ]
Yt + €2 0
[JsA: = [J]B 0 + [ | (3.44)
0 | €n |
— o
e L ]
0 0
0 0
| e | = € : (3.45)
[J]B,.
L €n . L €n |

basta analisar a evolucdao de um vetor perturbacio A, € R"~? transversal a orbita

sincronizada (perturbagdo em St) através de [J]p_, . Ou seja, no lugar de (3.43)

sl

usamos

Appr = [J]le (4, ye) A (3.46)
Se Ag é a perturbacao inicial, segue que

Ar= g, (@1 4-1) ] (T2, Y1) - [, (0, 90) Bo- (3.47)

Dessa forma, a evolugao da perturbagao tendera a zero no decorrer do tempo (A; — 0

ao t — 00) se, e somente se,

lim ||Pr_yPrs... Pyl|Y™ < 1, (3.48)
T—00

onde P, = [J]le (xr,y,;) paraT=0,1,2,....
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Chamamos de nimero de Lyapunov transversal comegando em (o, yo)

o limite

L wo,0) = Jim (1], (s, o), (e ia) - s, (o, )| (3.49)

Analogamente, o niimero de Lyapunov paralelo comegando em (zo, yo)

é o limite

Ly (0,50) = Jion 1] (v, 1) )i (-2 ) - ] o, o) |75 (3.50)

Se a fungdo H = M o D preserva a medida natural p (2.8) e esta é
ergddica com suporte compacto no atrator sincronizado, entao o Teorema Multi-
plicativo de Oseledec (Eckmann e Ruelle [9]) garante a existéncia e unicidade dos

limites acima, a menos de um conjunto de medida zero.

Portanto, desprezando um conjunto excepcional, podemos estabelecer

um critério para a estabilidade local assintética do conjunto invariante sincronizado
(5):

L, <1, estabilidade local do estado sincrono (3.51)

L, > 1, instabilidade local do estado sincrono

Assegurada a estabilidade transversal (L, < 1) teremos, em geral, caos
sincronizado quando L,, > 1 e periodicidade sincronizada quando L,, < 1. No
estudo sobre dispersdo independente da densidade, Earn et al. [8] nomearam a
regiao onde L, < 1 como regiao de possivel sincronia e a regiao onde L, > 1 de

regiao de impossivel sincronia.

Na literatura ha exemplos de fenomenos interessantes que ocorrem
quando L, =~ 1. Em Cazelles [3|, podemos encontrar dois exemplos de dinami-

cas qualitativamente incertas com multiplos e imprevisiveis atratores e bacias de
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atracao® "riddled". Nesse tipo de bacia, qualquer condicao inicial pertencente a
uma bacia estd muito proximo a pedagos (de medida nao zero) pertencentes a outra
bacia de atracdo. Em outro trabalho, Cazelles e Bottani [4] apresentam um estudo
sobre intermiténcia "on-off". Nesse caso, o nimero de Lyapunov transversal é maior
que um, mas em tempos finitos ficam menores que um. Ou seja, na maioria do

tempo as populagoes estao sincronizadas.

3.1.1 Exemplos de Acoplamentos com 2 Clusters

Nesta secao aplicaremos os resultados obtidos em quatro tipos de redes

conectivas: global, bipartida, global ponderada e esparsa.

3.1.1.1 Rede Global

O acoplamento global é provavelmente o mais empregado na investi-
gacgao de metapopulagoes homogéneas, como em Taborov e Maistrenko [26]. Nele
todos os sitios estao interligados e os imigrantes de um dado sitio distribuem-se uni-
formemente entre seus vizinhos. Por exemplo, se ny = 5 e n, = 3, entao a matriz

de conexao é

0 1/7 1/7 1/7 17|17 17 17
17 0 17 17 1/)7|1/7 1/7 1/7
17 17 0 17 1/7|1/7 1/7 1/7
oo | YT uT YT 0y Ty @.52)
17 17 17 1)7 0 |1/7 1/7 1/7
17 17 17 1)7 1)7| 0 1/7 1/7
17 17 17 1)7 1)7|1/7 0 1/7
17 17 17 1)7 1)7|1/7 1/7 0

3Dado um atrator, sua bacia de atracdo é o conjunto de condicdes iniciais que fornece érbitas
tendentes a esse atrator.
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. . 1
Lembrando que C' = [a;;] e seguindo (3.22) e (3.28) chegamos a C' = — 1[.
n J—
Substituindo isso em (3.37), teremos
s, =1 —p— LD, (3.53)
s+ n—1
Dessa forma,
L = Jlim [y, (-1, y-1) g (-2, 90-2) - - [T] B (20, yo)[|M/*
s I Y I Y I LY - LY
= Jlim (- p =)D (1 = p = ) Deaee(1 = = ——) Do

= lim|l—p— L! : H[)t—lf)t—Q-"[)OHl/t
t—o0 n—1

= Jim [1— = —E ] fmax(|f @) f @0)]: g/ (ge-1)--g (50) D]
= == gl lim max((f @e)of (00) [, 19/ (1) (o) 1)

= 1~ g max(Ly, Ly),

onde Ly = lim |f'(ze1)-f'(21) f/ ()] V" ¢ Ly = lim |g/ (g 1).-g'(31)g' (o) " st

os nimeros de Lyapunov dos clusters F' e GG, respectivamente.

Vale notar que as equagoes da solugao sincronizada em (3.8) diferem de

T = (1= p)f(xe) + pf(ve)o+ pf(y:) 8
(3.54)

Yerr = (L= ) f(ye) + pf(@e)y + pf (ye)d

que sao as equagoes da solugao sincronizada para uma metapopulacao homogénea
com dinamica local f. Consequentemente, a sequéncia {x,}°, assim como L; :=
lim | f'(z4—1)...f (1) f'(z0)|** niio sdo necessariamente os mesmos para os dois casos
t—o00

(homogéneo e heterogéneo).

No calculo de L, foi utilizada a norma matricial espectral para calcular

o maior valor singular da matriz Dt,lf)t,g...bo dada por
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4 n—2xn—2

(3.55)

A configuragao global permite fatorar L, em duas componentes: A :=

1 — pu — —£=| (associada a rede) e L := max(L¢, L,) (dependente das dinamicas
n—1 g

locais f e g). No caso homogéneo, essa separagao é sempre possivel (ver Rempel et

al. [21] e Silva et al. [23]). Contudo, para metapopulagoes heterogéneas isso nao

ocorre sempre.

3.1.1.2 Rede Bipartida

Nesta rede considera-se migragao apenas entre sitios de clusters distin-

tos. Por simplicidade adotamos a mesma fracao de migracao dentro dos blocos. A

matriz de conexao adquire a forma

-0 0| L 1

ng ny

0 0| L 1

C = ng ny
Lo Llo 0

L .. Llo 0

(3.56)
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Calculando os elementos de C' por (3.22) e (3.28) vemos que sio todos nulos. Subs-

tituindo C' = [0] em (3.37), teremos

[, = (1 =)Dy (3.57)

S

Segue que

L =l [, (21, )] (210, 91-2) -+ [y, (w0, v0) "
= Jim [[(1 = p) Dy (1 = ) Dy (1 = p) Dol !
= lim |1 — p| - || Ds_1Dys...Dol|**
t—o0
= Jim |1 = ]+ fma(| /(). f (o), (-1)--9' (o) )]

= [1 = plmax(Ly, L).

oLy =|1—p|-max(Ly, L) (3.58)
3.1.1.3 Rede Global Ponderada

E uma variacao da rede global obtida quando consideramos fracoes de
migracao diferentes para migracoes entre sitios de um mesmo cluster e entre sitios
de clusters distintos. Para um nimero real positivo x, construimos uma matriz de

conexao com a seguinte estrutura

kng+ng—K | ng+kKng—K

C (3.59)

kng+mng —K | ng+Kng—K
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Ou seja, o valor que aparece num dos 4 blocos em (3.59) é igual aos

valores de todos ¢;;’s pertencentes a esse bloco (com exce¢ao da diagonal que é nula).

Assim, podemos intensificar a migracao dentro (k > 1) ou fora (k < 1) dos clusters.

Adotaremos o termo global™ para designar uma rede global ponderada com x > 1 e

global™ quando x < 1. Como exemplo, se ny = 3 e ny, = 2, entao

0§ &[5 3
6 0 5|5 3
65 05 3
6 5 6|0 3
6 6 8|5 0

ou

para Kk =2 o0u Kk = 3 respectivamente.

Utilizando (3.22) e (3.28) teremos

@)
I

Substituindo C' em (3.37) obtemos

_ Apf'(ze) 0
0

Arf' ()
0

Aod (Y1)

05 5|7 7
s 0 6|7 7
c=|3 t o2z
56 6|07
|56 6|7 0]
0 0
0 0
_ .k
nf+Kng—K

A9 (ye)

ngtrng—K |

(3.60)

(3.61)

: (3.62)
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onde/\le—u(l—i—;) e)\g:]_—/i(l—f-;). Assim,

KNy —ng — K nf—l—mng—/i

L, = tlilglo||[J]BSL(IL"t—1,yt—1)[J]BSL(5Ut—2,yt—2)---[J]BSL@OJJO)Hl/t
= tlllzlo[max(|)\§cf/($t—1)'--f,($0)|a|)\f;9/(yt—1)-~9/(f90)|)]1/t

= max(AfLs, AjLy), com Ap=|Afle Ay =[N

- L, = max (A;Ly, AyL,) (3.63)

Vale mencionar que fazendo x — 0 em (3.59) obtemos a matriz de

conexao da rede bipartida. Quando kK — o0,

1/7’Lf—1‘ 0

C—
0 ‘1/ng—1

: (3.64)

temos dois clusters que nao interagem entre si. Ou seja, duas metapopulagoes

homogéneas isoladas.

3.1.1.4 Rede Esparsa

Como vimos na se¢ao anterior, precisamos de restricoes sobre a matriz
de conexao para garantir a existéncia da solucao sincronizada. Um tipo de aco-
plamento frequentemente utilizado em estudos de metapopulacoes homogéneas é o
acoplamento local, ver (1.6). Contudo, redes locais nao satisfazem, em geral, as
condigbes (3.5). A rede esparsa é um exemplo construido para o caso heterogéneo
que visa capturar o carater esparso da rede local. Para garantirmos uma matriz com
estrutura simples, definimos a rede esparsa somente para ny = n,. Basicamente, to-
mamos uma matriz constituida por 4 blocos de matrizes circulantes que em conjunto

satisfazem (3.4). Por exemplo, se ny = n, = 4, entao
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[0 12 0] 0 1/2

0 0 oo o 172

0 0 12| 0 o 1/2

o120 012 0 o

0 1/2 00 12 0

0 0 oo o 172

0 0 1200 0 0 1/2
12 0 012 0o o

Calculando C através das equacoes (3.22) e (3.28) obtemos

0o 12 0 0 0o 1/2 0 0
0 0 1/2 0 0 1/2
0 0
0 0 12 | 0 0 1/2
~1/2 —1/2 -1/2 ~1/2| -1/2 -1/2 -1/2 ~1/2
0o 1/2 0 0 0o 1/2 0 0
0 0 1/2 0 0 1/2
0 0
0 0 12 | 0 0 1/2
| -1/2 -1/2 —1/2 —1/2 | -1/2 -1/2 -1/2 ~1/2 |

Assim,

(3.65)
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[ 1—p w2 0 0 0 w2 0 - 0
0 1—p p/2 - : 0 0 u/2
: 0 : 0
0 e 0 1—p w2 0 0 - 0 p2
s, = —p/2 —p/2 e /2 1 =Sp /2 —pf2 - —pf2 —p)2 D,
0 w2 0 - 0 [1—p w2 0 - 0
0 0 w2 . : 0 1—p p/2
0 : 0
0 0 0 /2 0 0 1—p p/2
| /2 /2 e /2 /2 | /2 /2 /2 2]

Ao contrario dos exemplos anteriores, aqui [J] B,, nao é diagonal. Isso

impede separar L como fizemos antes. Logo, calcula-se L, diretamente de (3.49).

3.2 Analise para o Caso Geral (k Clusters)

Nesta secao generalizamos os resultados obtidos até aqui. Faremos isso
omitindo alguns detalhes similares ao caso &k = 2 e ressaltando as diferencas mais

significativas entre os dois casos.

Novamente consideramos uma metapopulagao composta por n sitios
(indexados por 1,2,...,n). Agora, porém, ela estard subdividida em k clusters
representados por Fi, Fy, ..., Fy. Para cada g € {1,2,...,k}, associamos ao agrupa-
mento £y, uma fungao f, que descreve a dinamica local em cada um dos sitios que
o compoe. Portanto, a distin¢ao entre os clusters pode ser feita através das funcoes

fi, fas ..., fx as quais sao suaves em [0, 00).

A cada F, (¢ = 1,2,...,k) associamos, também, o valor n, o qual

representa o nimero de sitios que constitui esse cluster.

Para simplificar a notacgao, definimos:

q
50:=0 e Sq ::Zni, paraq¢=1,2,... k, (3.66)
i=1
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onde s = n é o total de sitios da populacao.

Com isso, podemos descrever a dinamica do sitio ¢ pertencente ao agru-

pamento F; através da equagao

= @)+ S epufad), (3.67)

p=1j=sp-1+1
onde i € {s;-1+1,8,-1+2,...,8}

O primeiro termo do lado direito de (3.67) representa os individuos que
permanecem no sitio ¢ no tempo ¢, enquanto o segundo termo nos da o total de

imigrantes recebidos por esse sitio.
Novamente precisamos redefinir o operador dinamica local (D):
D:R"—R"

_ 1 S1 s1+1 S92 Sip_1+1 s
Xy = (2, x st stttk )

D(Xy) = (f(ah), ooy f(20), f(220), s f(@%2), o [ f2)

Com isso podemos escrever

X = H(Xy) = [ I—p(I-0C) ] D(X;), (3.68)

onde C' = [¢;;] é a matriz de conexao e I a matriz identidade, ambas n X n.

As restri¢oes sobre a matriz de conexao C' que garantem a possibilidade

de solucao sincronizada tém agora, para g e p em {1,2,....k}, a forma

Sp
Z Cij = Qgp, para todo i € N tal que s, +1<i<s,. (3.69)
Jj=sp—1+1

Esquematicamente temos
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11 503

soma nas linhas soma nas linhas

7\

7\

Qg1 AL

soma nas linhas soma nas linhas

/ \\

' ' '

nq n—ny —ng ng

colunas colunas colunas

Assumindo a sincronizagdo do sistema (3.68) em ¢t =

t > ty, teremos

r = a? = = ' = y}, cluster
1 2
=t = = z}? = y, cluster
Sp—1+1 Sk—1+2
T = gttt = = x* = yF cluster

ny linhas

n—mny, — ng

linhas

ng linhas

(3.70)

to, para todo

By

Fy
(3.71)

Fy

Aplicando (3.69) e (3.71) em (3.67), obtemos a equacao da solugao

sincronizada para um sitio qualquer pertencente ao cluster F, (¢ =1,2,...,k)
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k
Y = (1 — ) fo(yf) + MZ rp fp () (3.72)
p=1

Dessa forma, o sistema de n equacoes fica resumido & k equacoes.

Para estudar a estabilidade assintotica da solucao sincronizada precisa-

mos da matriz Jacobiana (J) do sistema (3.68) avaliada no ponto

St - (ytl7 AR 7yt17y1£27 AR 7yt27 A 7yi€7 AR 7yf)
—_— —— S——
ni no ng
Segue de (3.68) que
Js) = 1-ui-c)| D, (3.73)
onde
[ i) 0 0 0 0 0 |
0
filyr) 0 0
0 0 A 0
: 0 0
0 0 f5(y?) :
O 0 0
0 0 fulwr)
0
0 0 0 0 0 filyr)

- - nXxn

Como na segao anterior teremos que

(i) O estado sincrono () é um subespago J-invariante.

ii) O subespaco ortogonal a S (S1) também é J-invariante, desde que
(ii) pag g , q

assumidas restri¢oes extras sobre a matriz C.
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Procedemos a verificagao de (i) notando que agora um vetor (v) tipico

de S tem a forma

_ - \ ~ - - _
aq 1 0 0
n1
aq ) 1 0 0
{ - R R
as 0 1 0
na
as 0 1 0
v = — / = a |[—|+a |—]|+-F+ar |—], (3.75)
0 0 0
0 0 0
Qp 0 0 1
ng
Qg 0 0 1
L A L L~ -
%1 Vo Vi

onde Bg = {vy,Va,...,vi} é base de S.

Segue que



que w € S. Com isso, Jv =[I — u(I — C)lw = (1 — p)w + uCw € S. Portanto, S

S1

J=1

S1

i=1
S1

J=1

Fazendo w := Dyv = a1 f](y} )vi + aa fy(y2)va + . . . + ap f1.(yF ) vy, vemos

é J-invariante g

Para confirmar (ii), precisamos de restri¢goes adicionais sobre C. Para

aIchj—i—...

aq E 651j+...
aq E CSH-L]'—'_"'

S1
ap E CSQ,j+---
=1
S1
ap E Csp_141,5 + ...
=1

s1
aj E Csk,j+"'
=1

= Cv € S = S é C-invariante.
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Sk

+ ag Z C1j

Jj=sk—1+1

Sk

+ ay, E Cs1j

Jj=sk—1+1
Sk

+ ag § Cs1+1,5

Jj=8k—1+1

Sk

+ag E Csy,j

Jj=sk—1+1

Sk

+ ag E Cop_1+1,j

Jj=sk—1t+1

Sk

+ ag E Coy,j

Jj=sk—1t+1

Z aia2i> Vo + ...+ <Z ;O fes

=1

gepem{1,2,.. k}, elas sao dadas por

Sq

Z Cij = /qua

i:84_1+1

Assim temos

para todo j tal que

ajog + ...

ajoy + ...

1091 + ...

ajoig + ...

101 + ...

a0 + ...

>w

Sp-1+1 <7< s

+ apog

+ araig

+ apaok

+ apaig

+ apQg

+ aropg

(3.76)

(3.77)
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611 ﬁlk

soma nas colunas soma nas colunas

ny linhas

/A

n—ng — ng

C = :
linhas
¢
Bkl o 6% n, linhas
soma nas colunas soma nas colunas
/
sl n—mny —ng N
colunas colunas colunas
(3.78)
k
Devido a (1.2), devemos ter Zﬁqp =1lparaVpe{l,2 ..k}
q=1
A maneira do que foi feito no caso k = 2, podemos concluir que Bgr =
{ui,..,u, _y,ui,...,ul,_,,...,ul, ..., uf__,} é base do subespago S*, onde
i T
w=[0 .. 0 -1 0 ..0 _1 0 .. 00 .. QF (379
Si—1 si—1+j+1 n—s;

v~
ng
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Ou seja,
_ - _ _ _ _ - _ _ _ \
—1 -1 —1 0 0 0
1 0 0
0 1
ny
0
0
0 0 1 0 0 0 )
0 0 0 0 0 0
n—mn; — N
0 0 0 0 0 0 )
0 0 0 —1 —1 -1
1 0
0 1
> N,
0
0 0 0 0 0 1 )
- 1 - - 1 - - 1 - - k - - k - - k -
uj u; Uni—1 uj us Unp—1

Assumindo (3.77) podemos mostrar a J-invariancia de S*. Comegamos
mostrando que, para i € {1,2,....k} e j € {1,2,....n; — 1}, C’ué- € S|. Para isso,
definimos

1/11']‘ = S;-1 — (l — ].) +] (380)

que estabelece a relacao



ol

(1, 1) — 1
(1,2) — 2
(Lni—1) — ny—1
(27 1) —
(2, 2) — m +1
(3.81)
(2,71,2—1) — N1+ ng—2=5,—2
(k‘, 1) — s1+2—k
(k, 2) — Sp_1+3— k
(k,ng—1) — s+ —k=sp—k=n—k
Assim
alﬂbz‘ju% +.. aslflﬂlliju}zlfl—i_
. Uy U5 + oo+ gy 0 U+
C'U,; E SJ_ @ 1777/)1] 1 2 277/)1] o—1 (382)

k k
Usy_y 42—k U1 T oot Qs kg Uy, —1
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E : Cq,si—1+1 = Cqsi—1+1+5 =
\ ¢=Sk—-1+2

s1—1
B 7] - E :a‘b"pij
—Clsi 141 T Clis; 4145 =1
—Cos; 141 T Cos; 1414 A1 4y
—Csyiysim14+1 T Copysii+1+j sy -1,
& = : (3.83)
sp—k
“Csp_1+1,5-1+1 + Csp_1+1,8i—1+1+j _ a
q,%ij
—Csp 42,5, 1+1 T Csp 1425, 1+14j G=sk-1+2-k
Asp_142—k,i;
L —Csp,si 141 T Csposi 1 +14j
| Asp—k,1i; ]
s1—1
- E Qgppi; — —Cls;i_1+1 =+ Cl,si_1+1+j
q=1
Agap;; = —Cqtl,si-1+1 + Cqt1,si—_ 141475 para g = 17 27 ey S1 1
So—2
- E :aqﬂmj = —Cls 141 T Cls; 14145
q=s1
_ (3.84)
Agap;; = —Cq4+2,5i_1+1 + Cg+2,5i_1+1+5> para ¢ = S1,...,82 — 2
sk—k
- E QAgp;; = —Clysj_q+1 + Cl,s;_1+1+j
q=s_1+2—k
Qgpi; = —Cqtkysi1+1 T Cotk,si1+1+j> para ¢ = sg_1+2—k,...,s, — k
( S1
E :C(LsiflJrl — Cgsi_1+1+j = —Cl,s;_1+1 + Cl,s;_1+1+j
q=2
52
E  Cqsiadl = Cqsiat14s = —Coplei 41t Co Ly b1eg
gms1+2 (3.85)
Sk

“Csp_1+1,5_1+1 + Csj_1+1,8,_14+1+]
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S1
E :Cq,sz‘ﬂ-i-l =
q=1
52

§ : Cq,s,_1+1 =

S1
E Cq,si_1+1+j
q=1

52

E Cq,si—1+1+j

<~ g=s1+1 g=s1+1 (386)
Sk Sk
§ : Cq,s;i_1+1 E : Cq,si—1+1+j
\ ¢=Sk—1+1 q=sk_1+1
Por (3.77), verificamos que para todo ¢ € {1,2,...,k} e j € {1,2,....,n; — 1}
4 S1 S1
§ :Cq,si_1+1 = E Cq,5i-1+14j i
q=1 q=1
ED) 52
E Cqsio1+1 = E Cq,si_1+1+j Pai
= g=s1+1 g=s1+1 (387)
Sk Sk
E , Cqsi_14+1 = E Cq,5—1+1+4j Bri
\ 9=sk—1t1 q=spk_1+1

Logo, basta tomar os aqy,;’s como em (3.84) para que Cul € S*. Fa-

zendo isso, S+ sera C-invariante e consequentemente .J-invariante p

Temos de (i) e (ii) que B = Bg|J Bg+ ¢ base de R™, onde dim Bg = k

e dim Bg1 = n — k. Entao podemos escrever J na base B obtendo

r 7 \
0 0
[J]Bs k
0 0
] = <
0---0 (3.88)
[‘]]BSL n—k
0---0
L i J
—— ’
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onde [J]|p, é uma matriz k x k, enquanto [J]p , é (n —k) x (n — k).

Podemos obter explicitamente [J]p utilizando a matriz mudanga de

bases (canonica para B) cujas colunas sdo os vetores da base B,

Mg=[vi -+ v& uj --- 117111—1 R LA uflk_l]’ (3.89)
na equagcao
[J]p = Mz'JMsp. (3.90)

Resulta que

[Jps = [I — u(I = C)|D; (3.91)
com
ayp Qpg o Qg fi (Z/tl) 0 T 0
. a9y« : . 0 ! (y?
c=1| " e D, = _ f2(y:) (3.92)
) 0
e ag | I 0 0 f,;(yf‘)_

Temos também

e, = —p = C)D, (3.93)

S
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com
[ A 0 0 0 0 0
0
filw) 0 0
0 0 A (0
D, = 0 ’ (3.94)
0 0 f5(y7)
O 0 0
0 0 filuf)
: . 0
I 0 0 0 0 0 f,’g(yf) L sty
Os elementos da matriz C' ((n — k) x (n — k)) em (3.93) séo os gy S
de (3.84).

Pelas mesmas razoes expostas no caso k = 2, basta analisar a evolucao
de um vetor perturbacio A; € R"* transversal & 6rbita sincronizada (perturbacio

em S*) através de [J]p,, . Ou seja, investigamos

At+1 = [J]BSJ_ (ytla L) yf>At (395)

Lembramos que os valores 4},...,yF correspondem & solucio sincronizada

do sistema, ver (3.72).

Tomando uma perturbagao inicial Ag, segue que

A= [T Wi 0D a8 0) - [Ty (W0, - 90) Do (3.96)

Desta forma, a perturbacao A; tendera a zero se, e somente se,

lim ||Pr_y Py .. Pyl|Y™ < 1, (3.97)
T—r00
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onde Pr = [J]p_, (y},...,y¥) para 7 =0,1,2,.. ..

Chamamos de ntimero de Lyapunov transversal comegando em (y8,43,...,y%)

o limite

L, = tlir& ||[‘]]BSL (ytl—h ) yf—l)[‘]]BSL (ytl—2> ) yf—Q) T [J]BSL (yé7 R yg)Hl/t (398)

e de nimero de Lyapunov paralelo comegando em (y8, 2, ..., 45) o limite

L// = tlirg H[J]BS (ytl—lv ) yf—l)[‘]]Bs(ytl—za e yf—2) s [J]Bs(yé7 L) yg)Hl/t (399)

Assim, a sincronizacao sera estavel quando L, < 1 e instavel quando
L, > 1. Além disso, no caso em que L; < 1, teremos caos sincronizado quando

L,; > 1 e periodicidade quando L,, < 1.

3.2.1 Exemplos para Acoplamentos com £k Clusters

Os exemplos apresentados aqui sao generalizacoes daqueles em 3.1.1.
Por isso, faremos uma breve exposicao, indicando apenas as diferencas que surgem

quando k > 2.

3.2.1.1 Rede Global

A matriz de conexao C' permanece idéntica aquela do caso k = 2.

Contudo,

L, = ‘1_PJ_%‘max([’ﬁ?[’hama[’ﬁc)» (3100)

onde



Ly, = i |fo(yz)-- fo(Wi)f,

¢ o namero de Lyapunov do cluster Fj,.

3.2.1.2 Rede Bipartida

57

DI

(3.101)

Para manter validas as restricoes sobre a matriz de conexao da rede

bipartida precisamos dividir todos elementos de C' por k — 1, onde k£ é o nimero de

clusters presentes na metapopulacao. Assim, obtemos

que conduz a

0 1 1
(k—1)ny (k—1)ny
1 1
1 1
(k’ — 1)nk,1 (k — 1)nk,1
1 1 0

LJ_ = |1 — ,u| max (Lf17 Lf2, ey Lfk) .

(3.102)

(3.103)
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3.2.1.3 Rede Global Ponderada

Seguindo a ideia da se¢ao 3.1.1.3, os elementos de C' adquirem os valores

0, para =)

K
n 4o ngo1 + Eng+ngir o+ — K

para Sq_1 <1 # j <54

Cij =

1 .

9 para Spfl S 1 S Spa
np+...+ng1+eng+ng1+...+ng—K
u Sg-1<J<s; e pFq
Com isso,
LJ_ :maX(AflLfl,...,Akafk), (3104)
K
onde Ay, = |1 —p |1+ .
np+...+ng1+eng+ng1+...+ng—K

3.2.1.4 Rede Esparsa

Na generalizacao da rede esparsa também precisamos ajustar os valores

das fra¢oes de migragao. Cada bloco da matriz de conexao C' assume a forma

0 1/k 0 0
0 0 1/k 0
0o |, (3.105)
0 0 1/k
1/k 0 0 0

onde k é o numero de clusters.
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4 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo apresentamos algumas simulagoes numéricas para o mo-
delo metapopulacional heterogéneo. Todos os experimentos computacionais foram
realizados através do software MATLAB utilizando-se a funcao logistica (2.12) para
descrever a dinamica local de cada sitio. Nessas simulacoes foram consideradas
diferentes taxas de crescimento, fracoes de migragao, matrizes de conexao e quanti-
dades de sitios em cada cluster. Foram realizadas algumas simulacoes para mais de
dois clusters, mas elas nao trouxeram informacoes adicionais aos resultados obtidos
com dois clusters. Logo, achamos suficiente apresentar apenas resultados para dois

agrupamentos (F' e G).

As condigoes iniciais do sistema, salvo mencao em contraro, sao toma-

das proximas do estado sincrono de forma aleatoria. Ou seja,

XO = (ilj'o + €1,...,2p + Enf,yg + €np+1, - Yo + Gn) (4].)

onde Xy € R", xy e yp pertencem ao intervalo (0,1) e os € sao valores aleatorios

pertencentes ao intervalo (0,0.01).

Convencionamos que a taxa de reproducao intrinseca para a populacao

do cluster F & ry, ou seja f(z) = ryxz(l —x). Da mesma forma, g(z) = ryz(1 — z).

Para reproduzir o comportamento de uma metapopulacao é imprescin-
divel definir o tipo de acoplamento a ser empregado. Embora as condigdes (3.69)
e (3.77) restrinjam as opgoes para a escolha da matriz de conexao, é possivel cons-
truir uma infinidade de exemplos. Limitamo-nos aqueles que foram apresentados no

capitulo 3:

(i) Conexao Global

(ii) Conexao Bipartida
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(iii) Conexao Global Ponderada (global™* e global™).

(iv) Conexao Esparsa.

Nas simulagoes apresentadas envolvendo a rede (iii) utilizamos os pesos

1
k = 2 para global™ e Kk = 5 Dara global ™.

Nas proximas secOes serao apresentados graficos para analisar o erro
de sincronizacao, o nimero de Lyapunov transversal, as densidades e oscilagoes dos
sitios, algumas diferencas entre o caso homogéneo e o heterogéneo, o espago de fase

e regioes de instabilidade sincrona.

Salientamos que as assertivas feitas neste capitulo estao fundamentadas

nos resultados numéricos obtidos, portanto nao sao incontestaveis.

4.1 Erro de Sincronizagao e Niimero de Lyapunov

Transversal

O foco de nossa aten¢ao estd na dinamica sincronizada. Em particular,
queremos monitorar o comportamento do sistema proximo ao estado sincrono. Para
isso, além do critério (3.51), podemos analisar o erro de sincronizagao. Esse erro pode
ser calculado sobre toda a metapopulagao (sincronizagao total) ou individualmente

sobre cada agrupamento (sincronizagio parcial). No primeiro caso, a média

I~ .
E, = - Z |zt — 2T, com 2T =} (4.2)
i=1

fornece o erro de sincronizacao total no passo de tempo t. Na segunda situacao,

para g € {1,2,...,k},

S
1 - i i sq+1 s +1
El=— E |zt — 2, com " =2} (4.3)
n

9 i=s4_1+1
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¢ o erro de sincronizagao parcial no cluster Fy no passo de tempo t.

Dessa forma, quando F; (ou todos E}) — 0, teremos sincronizagao total
(ou parcial). Como vimos no capitulo 3, isso s6 pode ocorrer quando a condigao

(3.51) é satisfeita.

Nas simulacoes apresentadas estamos considerando £ = 2. Portanto,
para simplificar a notacao, usamos Etf e EY para os erros de sincronizagao parcial

nos clusters F' e GG, respectivamente.

A seguir, exibimos em conjunto (para alguns casos especificos) o erro
de sincronizacao e o nimero de Lyapunov transversal, ambos em funcao da fragao
de migracao u. Para cada valor de pu, os resultados graficos foram obtidos apds o
descarte de 10.000 iteracoes transientes, sendo que para o erro sao plotadas as 100

iteracoes subsequentes.

Na Figura 4.1 fica evidente que o ntimero de sitios e os parametros das

fungoes afetam significativamente o erro e o niimero de Lyapunov transversal.

@
. . 05 ; ; ©

0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

.
0 0.2

Figura 4.1: Rede global: (a) E/ x pu (vermelho), EY x p (azul) e (b) Ly X 1, Ly X pu
com ny = 10, 7y = 3.9, ny = 30, r, = 3.6; (¢) B x pu (vermelho), EY x
(azul) e (d) Ly x p, Ly x pp com ny = 10, ry = 3.6, ny = 30, r, = 3.9.

Pela Figura 4.2 vemos que na conexao global um cluster parece afetar
pouco o outro. Ja na conexao esparsa (Figura 4.3), quando trocamos o valor de r, =

3.7 para ry = 3.2 (mantendo 7y = 3.9), ocorre uma mudanca bastante significativa
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na dinamica do cluster F'. Em geral, notamos que para valores de y acima de 0.35
(aproximadamente) tem-se a estabilidade do estado sincrono nos agrupamentos da

rede global. Entretanto, na rede esparsa, pode ocorrer instabilidade para p > 0.35.

() (c)
0.8 T T 0.8 T T
0.6 ' , 0.6f..
i . s
it -, i B
o4l i il - “ﬂ“l'l'l i
| i
0 . l-: ) I § ) ) o . R ) Il. II
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2
1.5 ——
1
0.5r
0

Figura 4.2: Rede global: (a) Ef x u (vermelho), EY x p (azul) e (b) Lyxp, Lyx pt
com ny = 10, ry = 3.9, n, = 10, r, = 3.7; (¢) E/ x u (vermelho), EY x
(azul) e (d) Ly x p, Ly x pp com ny =10, ry = 3.9, ny = 10, ry = 3.2.

|I ||I|| | ’"I'llll |

'
il
||=|'.J 0.2}

: lll

iy

"l
|| i .
o ol |
1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
®) @
2 T T 2 T T
150 m [FM,/ 15[ M
f m [N,
1 v\/ 11— Y
0.5 \/ \/ B 0.5F
0 ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.3: Rede esparsa: (a) B/ x u (vermelho), EY x p (azul) e (b) L, X p com
ny = 10, ry = 3.9, n, = 10, r, = 3.7; (¢) E! x i (vermelho), EY x p
(azul) e (d) Ly x p com ny =10, ry = 3.9, ny = 10, ry = 3.2.
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Os resultados para a rede globalt assemelham-se bastante aqueles ob-
tidos para o caso global, independentemente da escolha do peso k. Notamos apenas

que, em alguns casos, o erro nao nulo se estende ou se retrai ligeiramente na direcao

positiva de p quando comparamos essas conexoes, Figura 4.4.

Figura 4.4: Rede global: (a) E/ x pu (vermelho), EY x p (azul) e (b) Ly X 1, Ly X 1
com ng = 5, rg = 3.9, n, = 15, r, = 3.6; Rede global™: (c) El x p
(vermelho), EY x u (azul) e (d) Ly X p, Ly X g com ny =5, ry = 3.9,
ng = 15, ry = 3.6.

Quando a diferenca entre ny e n, é pequena (ou nula) ocorre uma
relativa (ou total) homogeneidade entre as constantes de acoplamento (cj;s) nao
nulas no acoplamento global™ e na rede bipartida. Com isso, essas conexoes tem um

comportamento proximo ao da conexao global, Figuras 4.5 e 4.6.

(a) ©

Figura 4.5: Rede global: (a) E/ x pu (vermelho), EY x p (azul) e (b) Ly X i, Ly X pu
com ny =9, ry = 3.9, n, = 11, r, = 3.6; Rede global™: (c) Etf X
(vermelho), Ef x p (azul) e (d) Ly x p, Ly X pp com ny =9, ry = 3.9,
ng =11, ry = 3.6.
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Figura 4.6: Rede bipartida: (a) Ef x p (vermelho), EY x u (azul) e (b) Ly x g,
Ly x pcomny =10, ry = 3.9, ny, = 10, r, = 3.6.

Entretanto, a medida que aumentamos a diferenca entre ny e ny4 ocorre
um distanciamento no comportamento das redes global™ e bipartida em relacao a
conexao global (Figura 4.7). O elevado ntimero de condicionamento dessas matrizes
pode ajudar a explicar tal fato. A rede bipartida é mais sensivel a essas alteracoes
do que a global™ com peso k proximo de 1. Contudo, diminuindo o valor de k para
proximo de zero, a rede global™ passa a apresentar uma sensibilidade maior (mais

proxima da rede bipartida) em relagao a diferenca entre nys e n,.

@

W

| HE
II LN l 1

i L

Figura 4.7: Rede global: (a) E/ x pu (vermelho), EY x p (azul) e (b) Ly X i, Ly X pu
com ny =5, ry = 3.6, n, = 15, r, = 3.9; Rede global™: (c) Etf X [
(vermelho), EY x u (azul) e (d) Ly x p, Ly X g com ny =5, ry = 3.6,
ng =15, ry = 3.9.
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Para valores de p proximos de 1 é comum observarmos sincronizagao
nos clusters independentemente da rede. Porém, isso nao significa que exista sin-
cronizacao total na metapopulacao. Precisamos calcular o erro total e o nimero
de Lyapunov transversal do sistema para decidir se isso acontece. Ao fazer isso,
notamos muitas semelhancas com o caso parcial. Por exemplo, ao considerarmos o
mesmo numero de sitios em todos os clusters observamos uma semelhanca entre as
redes global, bipartida e global ponderada. Contudo, para clusters com quantidades

desiguais de sitios aparecem as diferencas, ver Figuras 4.8 e 4.9.
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Figura 4.8: Rede global: (a) Ey x pe (b) Ly x pcom ny =10, r; =32, n,=30¢e
ry = 3.6; Rede global™: (c) Ey x pe (d) Ly X p com ny =10, ry = 3.2,
ng =30 e ry, = 3.6.
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Figura 4.9: Rede global: (a) Ey x pre (b) Ly x g com ny =10, 7, =3.9, n, =30 ¢
ry = 3.6; Rede global™: (¢) Ey x e (d) L, x p com ny =10, ry = 3.9,
ng =30er, =3.6.



66

Nessas mesmas figuras, notamos que mesmo para valores de p proximos

de 1 nao ocorre sincronizac¢ao nas redes global™ e global™.

Assim como no caso parcial, a rede esparsa apresenta o comportamento

mais instavel e mais distante do global, inclusive para ny = n,, ver Figura 4.10.
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Figura 4.10: Rede global: (a) E; x pe (b) L) X pcom ny =20, 7 =3.9,n,=20¢
ry = 3.6; Rede esparsa: (¢) Ey x pe (d) Ly x pcom ny =20, ryp = 3.9,
ng =20e 1, = 3.6.
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4.2 Espaco x Tempo e Séries Temporais

Outro artificio que pode ser utilizado para ilustrar o comportamento
da metapopulacao sao os graficos espago X tempo. Com eles podemos visualizar os

padroes apresentados pelas densidades dos sitios ao fim de um longo tempo.

Esses graficos sao construidos da seguinte maneira: os sitios enumerados
de 1 a n estao dispostos ao longo do eixo vertical, enquanto no eixo horizontal temos
os tltimos 30 passos de tempo apos o descarte de 10.000 transientes; as células (¢, 1),
1 =1,2,....,n, sao pintadas de acordo com suas densidades em seis tons que variam
do preto ao branco (quanto mais escura a célula menor é a densidade no sitio em
questdo). A direita desses reticulados, plotamos as séries temporais para um sitio

de cada cluster escolhidos ao acaso.

Em todos os graficos espaco X tempo os sitios do cluster F' ficam nas
ny faixas iniciais (base do grafico) e os sitios do cluster G ficam nas n, faixas finais
(topo do grafico). Nos graficos das séries temporais a cor vermelha esta associada a

um sitio do cluster F' e a cor azul a um sitio do cluster G.

Os resultados obtidos sao coerentes com os expostos na secao 4.1. Por
exemplo, na Figura 4.11 verificamos sincronizacao em G e oscilagoes cadticas em F,

concordando com a Figura 4.1 (a).
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Figura 4.11: Rede global com n; = 10, ry = 3.9, n, = 30, r, = 3.6 e . = 0.1: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.
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Na Figura 4.12 temos uma amostra de como o ntmero de sitios pode
afetar a dinamica da populacgao. Quando comparamos essa figura com a Figura 4.11,
vemos que ao diminuir o nimero de sitios de F' (r; = 3.9) e aumentar o nimero de
sitios em G (ry = 3.6) conseguimos inibir o comportamento cadtico de F' (obtendo
sincronizagao).
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Figura 4.12: Rede global com ny =5, ry = 3.9, n, = 90, r, = 3.6 e p = 0.1: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.

Contudo, fazendo o contrario (ny grande e ny pequeno), continuamos
tendo caos em F' e sincronizagao em G, ver Figura 4.13. Ou seja, G nao é afetado
pelo comportamento cadtico de F'.
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Figura 4.13: Rede global com ny = 90, ry = 3.9, ny, =5, r, = 3.6 e p = 0.1: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.

A Figura 4.14 ajuda a entender porque o erro de sincronizagao na rede

esparsa fica confinado a uma faixa estreita de valores (proximos a 0.3) para p = 0.8,
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ver Figura 4.3 (a). No decorrer do tempo, os valores das densidades sao essencial-
mente os mesmos, ocorrendo apenas um movimento circular desses valores entre os
sitios de um agrupamento. Provavelmente, isso ocorre devido a estrutura circulante
dentro dos blocos da matriz de conexao dessa rede.
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Figura 4.14: Rede esparsa com ny = 10, ry = 3.9, ny, = 10, 1y, = 3.7 e = 0.8: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.

Na Figura 4.15 podemos observar a sincronizac¢ao em ambos os clusters.
Embora nao ocorra a sincronizacao total do sistema, as densidades sincronizadas dos

agrupamentos oscilam com mesma fase.
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Figura 4.15: Rede global™ com ny = 10, ry = 3.9, n, = 30, ry = 3.6 e = 0.9: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.

Outra informagao relevante que pode ser obtida dos graficos espago-

tempo é a ocorréncia de pontos fixos no sistema, ver Figura 4.16. E interessante
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observar que um ponto fixo pode ocorrer mesmo quando estamos trabalhando com

parametros cadticos.

(b)
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Figura 4.16: Rede bipartida com ny = 10, ry = 3.9, n, = 10, r, = 3.6 e £ = 0.9: (a)
Espago x Tempo e (b) Séries Temporais.

4.3 Comparativo com o Caso Homogéneo

Como foi exposto no capitulo 3, no calculo de L, para uma metapopu-
lacao heterogénea com dois clusters surgem os valores Ly e L,. No caso homogéneo
com dinamica local f teremos um valor [ correspondente ao Ly do caso heterogéneo.
Contudo, L¢ e Iy nao sao necessariamente iguais, pois sao calculados sobre érbitas
que provém de relagoes distintas. Para exemplificarmos e analisarmos essa questao
plotamos a diferenca L; — [y em funcao de p. Em cada simulagao foram realizadas

10.000 iteracoes.

O interesse maior é estudar o sinal de Ly — [, pois quando Ly —1; > 0
s6 ocorre sincronizagao para o agrupamento F' do caso heterogéneo se o seu corres-

pondente no caso homogéneo estiver sincronizado.

Em geral, quando tomamos r; periédico temos Ly — [y > 0 para a
maioria (ou totalidade) dos valores de p, Figura 4.17. J& para ry proximo de 4

temos Ly — Iy < 0 para a maioria dos valores de p, Figura 4.18.
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Figura 4.17: (Ly—Is)x pu: (a) rede global com ny = 20, ry = 3.2, n, = 10 e ry = 3.9;
(b) rede global* com ny =10, ry = 3.2, n, =10 e r, = 3.9.
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Figura 4.18: (Ly — ly) x p: (a) rede bipartida com ny = 10, ry = 3.9, n, = 10
re = 3.2; (b) rede global™ com ny =10, ry = 3.9, n, =20 e 7, = 3.6.
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4.4 Evolucao do Sistema Sincronizado no Espaco de Fase

Nesta secao apresentamos o espaco de fase para algumas metapopu-
lacoes. Foram plotadas 50.000 iteracoes apds o descarte de 5.000 transientes. No

momento inicial, assumimos que ha sincronizacao parcial do sistema. Ou seja,

XO = (’IOv"'axO)yOv"'?yO) (44)
—_—— L

nf g
com xg # 1o. Portanto, estamos considerando o espago de fase da solu¢ao sincroni-

zada (3.8).

Para ny = ng, os diagramas de espago de fase para as redes global,
global ponderada e esparsa sao bastante parecidos com os da Figura 4.19. A rede
bipartida é uma exce¢ao, ver Figura 4.20. Com base nas simulacoes realizadas, uma
rede global com os mesmos parametros usados na Figura 4.20 produz algo muito

proximo da Figura 4.19.

u=0.1

—-—

0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 u=0.9
00 1 o0 1 O0 1 Oo 1 0o 1 o0 1
Figura 4.19: Espago de fase para rede Figura 4.20: Espaco de fase para rede
global com ny = 10, bipartida com ny = 10,
ry = 3.9, n, = 30 e rr=39,n,=10e 1, =
re = 3.0. 3.6.

Quando ns # ny, as redes global™ e global~ (Figuras 4.21 e 4.22) apre-
sentam atratores distintos entre si e em relagao a rede global (Figura 4.19). Além

disso, para essas duas redes nao héa formacao de um atrator sincronizado, apesar de



podermos observar um atrator retilineo (diferente de y = x) para alguns valores de
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Figura 4.21:

Sacker. Ou

Espaco de fase para rede
global* com ny = 10,
ry = 3.9, ng, = 30 e
ry = 3.6.
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Figura 4.22:

Espaco de fase para rede
global™ com ny = 10,
rg = 39 n, = 30 e
rg = 3.6.

Nas Figuras 4.23 e 4.24 podemos observar bifurcacoes de Neimark-

seja, o nascimento de uma curva fechada invariante a partir de um

ponto fixo em um sistema dindmico discreto. Isso ocorre quando o ponto fixo tem

uma mudanca de estabilidade via um par de autovalores complexos de mo6dulo uni-

tario, para maiores detalhes ver Kuznetsov [14].
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Figura 4.23: Espaco de fase para rede

bipartida com ny = 10,
ryp=25mn,=30er, =
2.5.
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Figura 4.24: Espaco de fase para rede

global com n; = 10,
rp = 3.9, n, = 30 e
re = 3.6.
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4.5 Regioes de Instabilidade Sincrona

Nesta secao exibiremos alguns graficos que nos fornecem a regiao de
instabilidade sincrona. Para cada par de parametros (rf, ), calculamos com 10.000
iteracoes L, e, caso esse valor seja maior que 1, plotamos o ponto. Assim, a regiao de
instabilidade corresponde a area preta do grafico. As condicoes iniciais sao tomadas

como na secao anterior, isto é, parcialmente sincronizadas.

Em geral, as regioes de instabilidade sincrona sao bastante parecidas

para todas as redes.

Na Figura 4.25 podemos ver que, embora pequena, existe uma diferenca
entre a regiao de instabilidade sincrona e a regiao cadtica do sistema (essa é um pouco

maior que aquela). Tal fato mostra a importancia de considerar apenas [J]g, a0

Sp

invés de J.

35

25 - . : -
25 3 35 4 25 3 35 4

Figura 4.25: r¢ X r, para rede global com ny = 10, n, = 10 e 1 = 0.1: (a) regiao de

instabilidade sincrona; (b) regiao caotica do sistema.

Um aumento no valor de p implica reducao da regiao de instabilidade,

ver Figura 4.26.

Na Figura 4.27 observamos que o aumento no nimero de sitios na rede

esparsa ocasionou um aumento na regiao de instabilidade sincrona.
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25 3 3.5 4 25 3 35 4

Figura 4.26: Regiao de instabilidade sincrona (ry x r,) para rede bipartida com
ng=>5emn, =5 (a) pu=0.1; (b) p=0.3.

2.5 3 35 4 2.5 3 35 4

Figura 4.27: Regiao de instabilidade sincrona (7 xr,) para rede esparsa: (a) ny = b,
ng=>5epu=0.3;(b)ny=15n,=15e p=0.3.
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Em todos graficos podemos notar uma faixa de valores 7 na qual tem-se
instabilidade para quase todo r, e outra faixa de valores r, na qual tem-se instabi-
lidade para quase todo r¢. Quando ny < n, a faixa de r¢’s € mais larga que a faixa

de ry’s, ver Figura 4.28.

25 3 35 4 2.5 3 35 4

Figura 4.28: Regiao de instabilidade sincrona (ry x r,) com ny = 5, n, = 35 e
pu=0.1: (a) rede global™; (b) rede global™.



7

5 CONCLUSAO E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

Muito ja foi produzido sobre os efeitos da migragao na sincronizagao de
metapopulacoes homogéneas, como pode ser verificado nos trabalhos de Inoe et al.
[13], Woochang et al. [28] e Popovych et al. [20]. Essas pesquisas tratam inclusive
da formacao de clusters com sincronizagao parcial e total. Contudo, nao temos

conhecimento de estudos que abordem essas questoes para o caso heterogéneo.

Neste trabalho buscou-se introduzir a discussao sobre a sincronizacao
em metapopulacoes heterogéneas. Em particular, estendemos o critério desenvolvido
em Silva et al. [23] para caso heterogéneo. Contudo, consideramos que a migracao

independe da densidade dos sitios.

Apresentamos e analisamos quatro exemplos de acoplamentos onde é
possivel ocorrer a sincronizagao. Na maioria das simulagoes numéricas percebemos
que para clusters com mesmo nimero de sitios essas redes (com excecao da rede es-
parsa) exibem um comportamento bastante parecido. Constatamos comportamento
atipico (em relagdo a rede global) das redes bipartida e global™ para clusters com
tamanhos diferentes. De uma forma geral, maior interacao entre os sitios, maior
niamero de sitios e valores proximos de 1 para a fracdo de migracdo () tendem a
facilitar a ocorréncia da sincronizacao. Estudamos, também, a presenca de atratores

caoticos (sincronizados ou nao) e oscilagoes cadticas geradas pela migracao.

O modelo utilizado nao considerou fatores como morte durante o pro-
cesso migratorio, estrutura etaria e distancia entre os sitios. Esses conceitos podem
ser explorados em trabalhos futuros. Além disso, pode-se utilizar outras func¢oes
para descrever a dinamica local dos sitios tais como a funcao exponencial logistica,

a funcao de Beverton-Holt e combinacoes entre elas.
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Apéndice A CALCULO NUMERICO DOS
NUMEROS DE LYAPUNOV

Sejam U uma esfera de raio pequeno centrada em vy € R™ (primeiro
ponto da orbita), F' uma fun¢ao suave em R™ associada ao sistema dinamico, DF'(vy)
a matriz jacobiana em vy e J; = DF"'(vg) a matriz jacobiana da t-ésima iterada de F.
Assim, JiU é um elips6ide com n eixos ortogonais. Quando os eixos possuem compri-
mento maior que 1 h4 uma expansao na dire¢ao de F*(vy), e quando o comprimento
¢ menor que 1 ocorre uma contracao. As taxas de expansao média multiplicativa

dos n eixos ortogonais sao os nimeros de Lyapunov.

Normalmente calcular JrU é dificil para T grande. Assim, aproxi-
mamos JpU = DF(vr_y)...DF(vo)U com algoritmos computacionais tais como o

descrito a seguir.

Inicialmente tomamos uma base ortonormal {w?, w3, ..., w?} de R™ (foi

utilizada a base canonica) e computamos os vetores 21, 2a, ..., 2, COMO segue:

21 = DF(Uo)'LU(l)
29 = DF (vg)w$

2, = DF(vg)uw?

Esses vetores estao na nova elipse DF'(vo)U, mas eles nao sao necessa-
riamente ortogonais. Resolvemos esse problema criando um novo conjunto de ve-
tores ortogonais {wi,ws,...,wl} que geram um elipséide com o mesmo volume que

DF(vy)U. Para isso utilizamos o processo de ortogonalizagao de Gram-Schimidt,
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Y1 =z

_ 22-Y1
Yo = 22 — ||y1||2y1

Y3 =2~ ||yl||2?/1 TiallE V2 (4.2)
ZnY1 ZnYn—1
=z :
Yn = 2n = P91 T T JgaaP Ynt
onde - denota o produto escalar e || - || a norma euclidiana.
Fazemos w] = y;, wy = yo, ..., w} = y,. Para eliminar problemas

de ntimeros extremamente grandes ou extremamente pequenos normalizamos esses

vetores.

Agora, aplicamos a matriz jacobiana em vy, reortogonalizamos o con-
junto { DF (vi)w}, DF (v)ws, ..., DF(vy)w}} e procedemos & normalizagao para pro-
duzir o novo conjunto ortonormal {w? w3, ...,w?}. Repetindo esse processo T ve-
zes teremos o conjunto final de vetores {w!, wl, ..., wl} que aproxima os eixos do

elipsoide JrU. Denotamos os vetores y recuperados pela ortogonalizacao de Gram-

Schimidt de DF(v;)w], DF (v;)w}, ..., DF(v;)w) por yi™', .. yi+!.

Assim, 7t ~ ||lyt|l[lyi |- lyi] denota a expansdo total na k-ésima di-
recdo apoés t iteragoes (k = 1,2,...,n). Portanto, a estimativa conveniente para o

k-ésimo numero de Lyapunov apoés t iteracoes é dada por

Ly = ()Y, (A.3)

Consequentemente, a estimativa para o correspondente expoente de

Lyapunov é dada por

In(|ot]] + ... + ||k
LIV R 7] (a4
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Apéndice B LINEARIZACAO EM TORNO DO
ESTADO SINCRONIZADO

Sejam F' : R® — R® uma funcao de classe C', X;,; = F(X;) e
X, € R™ o estado sincronizado de F. Fazendo uma pequena perturbacio A; no

estado sincronizado, X; = X, + A, obtemos que

X1 =F(Xy) = F(X, +A). (B.1)

Expandindo em série de Taylor,

F(X:+ Ay) = F(X;) + DF(X)A: + o(A), (B.2)

onde DF(X,;) é a matriz jacobiana de F. Como F(X;+ A;) = X1 e F(X,) =

X1 = X1 — A, segue de (B.2) que

Xt+1 ~ Xt+1 — At-i—l + DF(Yt)At (B3)

Portanto, a linearizacao em torno do estado sincronizado nos fornece

At+1 ~ DF(XQAt (B4)
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