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Resumo

Neste trabalho consideramos agoes parciais torcidas de um grupo G sobre um
anel A com unidade. Neste sentido, investigamos algumas propriedades do produto
cruzado parcial A *, GG, tais como a sua birregularidade e o seu radical regular.
Também introduzimos o skew anel das séries de poténcias parciais torcidas e o skew
anel das séries de Laurent parciais torcidas. No que diz respeito a estes anéis, estu-
damos a primalidade, a semiprimalidade e as propriedades de Goldie dos mesmos.
Apresentamos ainda o skew anel da séries de poténcias parciais generalizadas torci-
das, denotado por A[[G, a]] e investigamos quando este anel é regular e fortemente

regular.

Palavras-Chave: Acao parcial torcida, produto cruzado parcial, skew anel
das séries de Laurent parciais torcidas, skew anel das séries de poténcias parciais

generalizadas torcidas, skew anel das séries de poténcias parciais torcidas.



Abstract

In this work we consider twisted partial actions of a group G on a unital ring A.
In this sense, we investigate some properties of the partial crossed product A *, G,
such as biregularity and its regular radical. We also introduce the twisted partial
skew power series ring and the twisted partial skew Laurent series ring. About
these rings, we study the primality, the semiprimality and the Goldie properties.
Moreover, we present the twisted partial skew generalized power series ring A[[G, ]

and we study when this ring is regular and strong regular.

Keywords: Twisted partial action, partial crossed product, twisted partial
skew Laurent series ring, twisted partial skew generalized power series ring, twisted

partial skew power series ring.
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Introducao

A nocao de agao parcial de um grupo é uma extensao da nocao de agao (global)
de grupo. Acoes parciais de grupos apareceram primeiramente na teoria de algebra
de operadores como uma ferramenta geral para a pesquisa de C*-dlgebras gera-
das por isometrias parciais, permitindo caracterizar diversas classes destas algebras
como produtos cruzados por agoes parciais (ver, em particular, [I1I] e [12]). Os
produtos cruzados se encontram no centro de uma rica interacao entre sistemas
dinamicos e algebras de operadores e os esforcos em generaliza-los geram um novo
conhecimento estrutural sobre dlgebras, que podem ser vistos como produtos cru-

zados mais gerais.

A versao puramente algébrica de agoes parciais de grupos sobre conjuntos (e
sobre anéis) foi dada em [6], onde os autores mostraram que, sob certas condigoes,
existe uma acao envolvente para uma dada agao parcial. Além disso, estudaram
sob quais condigoes o skew anel de grupo parcial é uma &lgebra associativa. Este

trabalho desencadeou uma série de outros trabalhos sobre agoes parciais de grupos.

As acgoes parciais torcidas sao uma generalizacao da nocao de acao parcial e
foram introduzidas em [7]. Neste trabalho, entre outros resultados, os autores
provaram que o produto cruzado parcial é um anel associativo. Em seguida, em [§],

os autores deram condi¢oes necessarias e suficientes para a existéncia de uma agao



envolvente, quando o anel possui unidade.

O objetivo desta tese é estudar algumas propriedades do produto cruzado par-
cial e também investigar propriedades importantes de alguns anéis que podem ser

construidos quando temos uma acao parcial torcida.

No primeiro capitulo, introduzimos as principais defini¢oes e resultados que serao

fundamentais para a compreensao do que seguird nos demais capitulos.

No capitulo dois, estudamos a birregularidade do produto cruzado parcial, ge-
neralizando parte dos resultados obtidos por S. V. Mihoviski em [23] e por M. M.
Parmenter e E. Spiegel em [24]. Também nos atentamos em investigar algumas

propriedades do radical regular do produto cruzado parcial.

No capitulo trés, consideramos uma acao parcial torcida do grupo aditivo Z
sobre um anel com unidade A e, neste contexto, introduzimos o skew anel das
séries de poténcias parciais torcidas e o skew anel das séries de Laurent parciais
torcidas. No tocante a estes anéis, investigamos a primalidade, a semiprimalidade

e as propriedades de Goldie dos mesmos.

Finalmente, no capitulo quatro, apresentamos o skew anel das séries de poténcias
parciais generalizadas torcidas. Quando G é um grupo munido com uma relacao
de ordem estrita e a é uma acao parcial torcida de GG sobre um anel unitario A, é
possivel definir o skew anel da séries de poténcias parciais generalizadas torcidas,
denotado por A[[G,a]]. No que tange a este anel, estudamos quando A[[G, ] é
regular e fortemente regular. Além disso, se G é um grupo bem ordenado, definimos
o skew anel Malcev-Neumann parcial A %, [[G]] e verificamos que este anel e o skew

anel das séries de Laurent parciais torcidas sao casos particulares de A[[G, «]].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo ¢ destinado a fornecer alguns conceitos e propriedades que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. A maioria dos resultados aqui apresentados
ja fazem parte da literatura e, por esta razao, suas demonstracoes serao omitidas,

sendo possivel encontra-las nas referéncias indicadas.

1.1 O Produto Cruzado Global

Iniciaremos a se¢ao definindo o produto cruzado global e apresentaremos algumas

propriedades a respeito deste produto.

Sejam T um anel com identidade, Aut(T") o grupo de todos os automorfismos de
T e G um grupo com elemento neutro 1g. Assumiremos que G age (globalmente)
sobre T, isto é, existe um homomorfismo de grupos  : G — Aut(T') que associa

a cada g € G um automorfismo 3, de T

Suponhamos que exista uma aplicagdo u : G x G — U(T) (twisting) que a



cada par (g,h) € G x G, associa o elemento inversivel u,, de T', onde U(T") denota
o grupo das unidades de 7. O produto cruzado global T"*z G' de G sobre T" ¢ um

T-moédulo a esquerda livre formado por todas as somas finitas Z ty0,, onde 0s d,'s

geG
sao simbolos, isto é,

Txs G = {Z ty04 1ty € T ety # 0 para um numero finito de g € G}.
geG

Em T %3 G a soma ¢ definida de forma usual e a multiplicacao é dada por

(8409)(tn0n) = 5¢84(tn)tgndgn,
para todos sy, t, € T'e g,h € G.

Notemos que os elementos u, , € U(T) satisfazem as condigoes do préximo lema,

para todos g, h € G. Com isso, a multiplicacao definida anteriormente é associativa.

Lema 1.1.1. [25, Lemma 1.1] A associatividade do produto cruzado global TxsG é

equivalente as sequintes afirmacaoes, para todos g,h,l € G :

(i) By o Bn(t) = ug,hﬁgh(t)u;i, para todo t € T;
(ii) Bg<uh,l)ug,hl = Ug,hUgh,]-

Observemos ainda que se u,;, = lp, para todos g,h € G, entao o produto

cruzado global T" g G ¢ o skew anel de grupo global .

Seja [/ uma acao global torcida de um grupo G sobre um anel 7. Um ideal
de T é denominado S-invariante se f,(I) = I, para todo g € G. O subanel dos

elementos invariantes pela agao de G é o conjunto

BY={be B:B,(b) =b, paratodo g€ G}.

Se G é um grupo finito, podemos definir a aplicacdo traco global trg : B — B¢

dada por

tra(b) =Y By(b),

geG



para todo b € B.

Além disso, um ideal P de T é denominado [-primo se, dados ideais I e J de
T (B-invariantes, se IJ C P, entao I € P ou J C P. Se o ideal nulo for S-primo,

entao 1" serd um anel B-primo .

O proximo torema nos apresenta uma propriedade interessante sobre ideais pri-

mos do produto cruzado global.

Teorema 1.1.2. [25, Theorem 16.6 (iii)] Seja T x3 G um produto cruzado global
de um anel T sobre um grupo finito G. Se Py e P, sao ideais primos de T 3 G tais

que PPNT = P,NT, entao P, = P.

1.2 Acoes Parciais Torcidas

Apresentaremos aqui a definicao de acao parcial torcida unitaria de um grupo
sobre uma K-édlgebra, conceito este introduzido por M. Dokuchaev, R. Exel e J. J.
Simén em [7]. Em [§], os autores dao condigoes necesséarias e suficientes para que

uma agao parcial torcida (sobre um anel com unidade) possua envolvente.

Comegamos definindo a algebra dos multiplicadores. Mais detalhes sobre esta

algebra podem ser encontradas em [0].

Sejam K um anel comutativo com unidade, A uma K-algebra associativa nao
necessariamente com unidade e I um ideal de A. Consideremos um elemento x € [

e as respectivas multiplicagoes a esquerda e a direita de x em A,
L,:A—A e R,:A— A

dadas por L,(a) = za e (a)R, = az, para todo a € A. Entdo, L, e R, sdo
transformacoes lineares que satisfazem as seguintes propriedades, para todos a,b €

A:



(i) Ly(ab) = (L,a)b;
(ii) (ab)R, = a(bR.);
(iii) (aR.)b = a(L.b).

Definicao 1.2.1. A &algebra dos multiplicadores de uma K-algebra A é o conjunto
M(A) de todos os pares ordenados (R, L), onde R e L sao transformacoes lineares
que satisfazem as propriedades (i) — (i77) dadas anteriormente. Para quaisquer

ANe Ke (R, L),(R,L) € M(A), as operagoes em M(A) sao dadas por:
(i) (R,L)+ (R, L')=(R+R,L+1L');

(i) (R,L)(R,L')=(R' oR,L'o L),

(iii) M(R,L) = (AR, \L).

Sejam w = (R,L) € M(A) e a € A. Escrevemos aw = aR e wa = La
e, desta forma, temos que (aw)b = a(wb), para quaisquer a,b € A. A primeira
(respectivamente, segunda) componente dos elementos de M(A) é denominada de
multiplicador a direita (respectivamente, multiplicador a esquerda) de A. Uma
importante informacao sobre esta algebra é que, no caso em que A é uma K-algebra

com unidade, A é isomorfa a M(A). Para mais detalhes, veja [0, Proposition 2.3].

Tendo esclarecido estes conceitos, estamos aptos a apresentar a definicao de agao

parcial torcida.
Definicao 1.2.2. [7, Definition 2.1] Sejam G um grupo e A uma K-élgebra com
unidade. Uma acao parcial torcida de G sobre A é uma tripla

o= ({DQ}QEG ; {O‘g}geG ) {wgvh}(g,h)erG)’

onde para cada g € G, Dy é um ideal bilateral de A, oy : Dy-1 — Dy é um
isomorfismo de K-algebras , e para cada (g, h) € GXG, w, ), é um elemento inversivel

de M(D,D,;), satisfazendo as seguintes condicoes, para todos g, h,t € G:



(i) D= D,, D,D, = D,Dy;

(ii) Dig = A e a1 é a aplicacao identidade;

(iii) ag(Dg-1Dp) = DgDgn;

(iv) ayoap(a) = wgﬁhozgh(a)w;,ll, para todo a € Dy-1Dj,-14-1;
(V) wy1, = wi,y =1 (aplicacao identidade de D,);

(vi) ag(awn)wgn = ag(a)wygnwen, para todo a € Dy-1 Dy Dy,.

Quando D, = A para todo g € G, temos uma agao global torcida. Uma outra

notagao para uma agao parcial torcida é dada por (A, a, w).

Segue imediatamente do item (i) que um produto finito de ideais D Dy, --- é
idempotente. Além disso, pelo item (74¢), temos que ay(Dy-1DpDy) = DyDgp Dy,
para todos g, h, f € G. Desta forma, todos os multiplicadores no item (iv) podem

ser aplicados.

No decorrer deste trabalho, a maior parte dos resultados serao demonstrados
tendo como principal ferramenta esta acao que acabamos de definir, sendo primor-
dial fazermos uso de algumas igualdades que decorrem dos itens (i) — (vi). Duas

delas apresentaremos a seguir. Maiores detalhes podem ser encontrados em [7].

Proposigao 1.2.3. Seja o = ({Dg}, i, {ag}eq - {Wont (g meaxa) wma agio par-
cial torcida de um grupo G sobre uma K-dlgebra A. As sequintes propriedades sao

validas, para todos g, h € G:

(a) ag(awg-14) = ag(a)w, -1, para todo a € Dy-1;

(b) a7 '(a) = wg_,l1 Qg1 (a)wg—1 4, para todo a € D.



Observacao 1.2.4. Lembremos que, dado um anel A, um elemento x € A é cha-
mado de idempotente central se x> = x e xr = rx, para todo r € A. Desta forma,
se cada D, C A é gerado por um idempotente central 1, € D,, entao D, = 1,A.
Logo, DyD;, = Dy, N Dy, é um anel com unidade 1,15, para todos g,h € G. Con-
sequentemente, M(D,D,,) ~ D,D,, e cada multiplicador inversivel w,; pode ser

considerado um elemento inversivel em Dy D, para todos g,h € G.

Um exemplo interessante de acao parcial torcida é dada pela restricao de uma

acao global.

Exemplo 1.2.5. Sejam 5 = (7T, {5g}g€G , {ug,h}(gﬁ)erG) uma acao global torcida
de um grupo G sobre um anel 7', ndao necessariamante com unidade, e R um ideal
de T gerado por um idempotente central 1z. Podemos restringir 5 a R tomando
D, = RN By(R) = RBy(R). Assim, cada D, tem unidade dada por 1z3,(1r).
Considerando ay = fy[p _,, os itens (i), (i) e (izi) da Definigao sao satisfei-
tos. Além disso, se definirmos w,, = uynlrBy(1r)Byn(1r) temos que as condigoes
(1v), (v) e (vi) também sdo satisfeitas. Desta forma, temos uma aco parcial torcida

sobre R.

A seguir, definiremos a acao envolvente e apresentaremos um resultado que da
condicoes necessarias e suficientes para que uma acao parcial torcida sobre uma

K-algebra com unidade possua envolvente.

No que segue, a = ({Dg} i {ag} jer s {Wgn} (g nyex) denotard uma agao par-

cial torcida de um grupo G sobre uma K-algebra A.

Definicao 1.2.6. [8, Definition 2.2] Uma acao global torcida

B = (B7 {Bg}geG ) {ugyh}(g,h)GGXG)

de um grupo G sobre uma K-algebra B é uma globalizagdo (ou agao envolvente)



para uma acao parcial torcida a de G' sobre uma K-dlgebra A se existe um mono-

morfismo ¢ : A —» B satisfazendo:

(i) ¢(A) 6 um ideal de B;

(ii) B = ;;Bg((b(fl));

(iii) 6(Dy) = ¢(A) N By(6(A)), para todo g € G

(iv) poay = pPy0¢ em D,-1, para todo g € G;

(v) dlawgp) = ¢la)ugp, ¢(wgna) = ugpp(a), para todos g,h € G e a € DyDygy,.

Se a agao parcial torcida o = ({Dg} cr s {0} eq AWty nyeaxe) tem uma
acao envolvente 3 = (B, {8y} e+ {Ught(,neaxa), Podemos identificar A com o
ideal ¢(A) de B. Desta forma, sem perda de generalidade, podemos afirmar que
é uma acao envolvente para a se A é um ideal de B e se as seguintes condicoes sao

satisfeitas:

(") B= Zﬁgul);
geG
(i) Dy, = AN pBy(A), para todo g € G;
(iii’) a4(z) = By(z), para todo z € Dy-1 e g € G

(iv’) awyp = augp, wypa = ugpa, para todos g,h € G e a € DyDy,.

Definicao 1.2.7. Dizemos que uma acao global torcida § de G sobre B é uma
envolvente fraca para uma agao parcial torcida o de G sobre A se existe um mono-

morfismo de anéis ¢ : A — B tal que as seguintes condic¢oes sao satisfeitas:

(i) poay = P40 ¢ em D,-1, para todo g € G;

(i) ¢plawyn) = d(a)ugn, d(wgna) = ugpP(a), para todos g,h € G e a € DyDgyy,.



Exemplo 1.2.8. Seja a = ({Dy} ., {ag},cq) uma agao parcial (nao torcida) de
um grupo G sobre um anel A com unidade, tal que o admite uma acao envolvente.
Neste caso, os ideias Dy de A tem unidade, para todo g € G (ver [6, Theorem

4.5]). Assim, considerando w,; = 1,1,,, para todos g,h € G, temos que a =

({Dg}geG , {O‘g}geG , {wgah}(g,h)EGXG) ¢ uma acao parcial torcida.

Dada uma agao parcial torcida a = ({Dy} o {9} e - {wgn}t (g nyeaxa)> em [6;
Definition 2.2] os autores definiram o produto cruzado parcial A *, G, que é a soma

direta

@Dg(sgv

geG

onde os d, sao simbolos, a adicao ¢ a usual e a multiplicacao ¢ dada por
(agdy)(bron) = O‘g(ag_l(ag)bh)wg,h‘sgh'

Notemos que aqui wy age como um multiplicador a direita sobre

ag(ag—l(ag)bh) € ay(Dy-1Dy) = Dy Dy,

Por [6, Theorem 2.4], temos que A, G é um anel associativo cuja unidade é 140;,.
Além disso, temos um morfismo injetivo ¢ : A — A *, G definido por a — ad; e

podemos considerar A x, G como uma extensao de A.

Apresentaremos agora dois teoremas que dao condigoes necessarias e suficientes

para a existéncia da agao envolvente, no caso em que A é um anel com unidade.

Teorema 1.2.9. [8, Theorem 4.1] Seja o uma agdao parcial torcida de um grupo G
sobre um anel com unidade A tal que cada D, € um anel com elemento identidade
14, para todo g € G. Entao, o admite uma acao envolvente se, e somente se, para
cada par (g,h) € G x G, existe um elemento W, € U(A), tal que wyplyly = wyp

e ag(Whtly—1)Wg pt = 1gWg pWyhyt, para quaisquer g, h,t € G.

10



Teorema 1.2.10. [8, Theorem 7.2] Seja A um anel com unidade que é produto
(nao necessariamente finito) de anéis indecomponiveis. Uma ag¢do parcial torcida
a de um grupo G sobre A admite uma acao envolvente se, e somente se, cada ideal

D, possui unidade, para todo g € G.
A préxima definicao nos fala sobre o subanel dos elementos invariantes de uma
acao parcial torcida.

Definicao 1.2.11. O subanel dos elementos invariantes de A sob a acao parcial

torcida «a, denotado por A%, é dado por

A" ={x € A: oy(ras—1) = zay(a,~1), paratodos g€ G,a,-1 € Dy}.

No caso em que os ideais D, tem elemento identidade 1,, para todo g € G,

podemos escrever simplesmente
A ={z € A: oy(xly) =21y, paratodo ge G}.
Neste caso, se a € A®, dizemos que « é constante sobre a ou que a é um elemento
a-invariante .

Quando G for um grupo finito e cada ideal D, tiver elemento identidade 1,,

podemos considerar a aplicacao traco parcial tr, : A — A%, definida por

tro(a) = Z aglaly,—1),

geG

para todo a € A.

Se o é uma acao parcial torcida unitaria de GG sobre A, podemos também definir

os ideais a-invariantes, como segue.
Definicao 1.2.12. Um ideal I de A é denominado a-invariante se
ag(I N Dy-1) C 1IN Dy,

para todo g € G.

11



Notemos que I é a-invariante se, e somente se, ag(I N Dy-1) = IN D, para todo
g € G. Ainda, se I é um ideal a-invariante, entao podemos definir
I+,G= {Zagég tay, € D,N 1}
geG

O conjunto [ *, G é um ideal de A *, G.

Exemplo 1.2.13. Dado A um anel, sejam J(A) e nil,(A) os radical de Jacobson e o
radical primo de A, respectivamente. Entao J(A) e nil,(A) sdo ideais a-invariantes

de A. Para mais detalhes, ver [14], pdg. 33 e pag 42].

Para finalizar esta secao, observamos que se « é uma acao parcial torcida unitaria
de G sobre A, entao a pode ser estendida para uma acao parcial torcida @ de G
sobre ? De fato, basta considerar o, : Dy—1 + I — D, + I, para cada g € G,
colocando ay(a + I) = oy4(a) + I, sempre que a € Dy-1. Além disso, para cada

(g9,h) € G x G, estendemos cada w,, para T por Wyp = wyp+ 1.

12



Capitulo 2

A Birregularidade e o Radical
Regular do Produto Cruzado

Parcial

Norteados por importantes resultados obtidos por S. V. Mihoviski em [23] e por
M. M. Parmenter e E. Spiegel em [24], apresentaremos neste capitulo interessantes
generalizagoes sobre a birregularidade do produto cruzado parcial e o seu radical

regular.

2.1 A Birregularidade do Produto Cruzado Par-

cial

Durante esta se¢ao, denotaremos por o = ({Dg} i, {0} eq - {wgnt g neaxe)
uma agao parcial torcida unitaria de um grupo G sobre um anel com unidade A.
Além disso, o ideal gerado por um elemento a de A sera denotado por < a >, isto

é, < a>= AdA.

13



Um anel A é denominado birreqular se todo ideal principal de A é gerado por
um elemento idempotente central. Notemos que se I é um ideal de A, entao I é em
particular um anel (nfo necessariamente com identidade). Desta forma, destacamos
que todo ideal de um anel birregular é também birregular. Para mais detalhes, ver

[15, pag. 89].
Nesta secao, nosso objetivo é investigar quando A *, G é um anel birregular.

Comegamos relacionando a birregularidade entre (A, a, w) e sua ag¢do envolvente

(B, B,u), quando esta existir.

Proposicao 2.1.1. Seja (A, a,w) uma a¢ao parcial torcida unitdria de G sobre A
com agao envolvente (B, B,u). Entdao A € um anel birreqular se, e somente se, B €

um anel birreqular.

Demonstragao Suponhamos que A é um anel blrregular e seja x € B. Entao

r= Z By (ai), pois B = Z Bg(A). Desta forma, = € Zﬁgi = By, e este é um
geG i=1

1deal de A.
Notemos que
BxB = B(].BIZE]_BI)B = (B].BI)ZL'(]_BIB) = BleBl

e ByxB; é um ideal principal de B;. Como A é birregular e B; é um ideal de A,
temos que B; é birregular. Desta maneira, existe um idempotente central e em By

tal que BixB; = Bie C Be e, com isto, BxB C Be. Logo,
Be = (Be)e C Bie = BiaB; C BzB

e segue que BxB = Be. Além disso, é facil ver que e é um idempotente central de

B. Portanto B é um anel birregular

Reciprocamente, suponhamos que B é um anel birregular. Como A é um ideal

de B, segue que A é birregular. O
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Os proximos resultados que apresentaremos tem como objetivo auxiliar na de-
monstracao do Teorema No primeiro destes resultados, consideramos a agao
parcial torcida de um grupo qualquer G sobre um anel A. No entanto, no Lema

2.1.3] e no Teorema [2.1.4] serd necessario impor algumas condigoes sobre G.

Antes de continuarmos, esclarecemos que, dado a = g ay0, € Ax, G, 0 suporte

gelG
de a é o conjunto

supp(a) = {g € G : a; # 0}.

Lema 2.1.2. Se A é um anel birreqular, entao todo (A, A)-submdédulo finitamente

gerado do (A, A)-mddulo A x, G é um somando direto de A x, G.

Demonstragao: Seja L um (A, A)-submddulo finitamente gerado de Ax,G. Entao

L é um A-bimédulo. Consideremos o (A, A)-médulo

M = @Dgi(sgﬂ

onde {g1,...,9n} = U supp(f). Claramente L pode ser visto como um (A, A)—

ferL
submodulo finitamente gerado de M. Afirmamos que L é um somando direto de

M.

De fato, seja 7, : L — A definida como sendo a projegao dos coeficientes de 4, .
n

Entao 7, (L) é um ideal de A pois, paracada a € Ae x = Z ag,04, € L, temos que
i=1

ama(@) = 13 (00,)0,) = mal0 Y a5 8,) € Tu(AL) € (L),

Além disso, para cada i € {1,...,n} podemos escrever aly, = ay,(b;1,-1), para

algum b; € A. Assim,

m()a = m(z)lg,a = Wn(zagidgi)agn(bnlg;1>
i=1

= agnag7L (bn]‘ggl)
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= Wn(z g, g, (bilgi_l )9g,)
i=1

= () ag,04,bi1,-1) € m(xA) C 7o(L).

i=1
Como L é um submédulo finitamente gerado de A x, G, entao m,(L) é um ideal
finitamente gerado de A e, por [I, Lemma 3], existe um idempotente central e € A

tal que m,(L) = Ae.

Se n = 1, afirmamos que L = e(D,,d,,). De fato, sabemos que L C M = D, ,,.
Entao, dado f € L, podemos escrever f = bd,, , para algum b € D,,. Uma vez que
m (L) = Ae, existe a € A tal que m(f) = ae. Mas também temos que m1(f) = b e,

consequentemente, b = ae = ea. Assim,
[ =0bd, =ead, =e(aly )i € eD,,

e temos que L C eD, d, . Reciprocamente, seja A € eD, d,. Entao A = e(ady,),
para algum a € D,. Como m(L) = Ae e a € D,, C A, existe f € L tal que
m(f) = ae = ea, onde f = bd,,, para algum b € D,,. Assim, b = m(f) = ea e

temos que A = e(ady,) = bd,, = f € L. Portanto, eD,,d,, C L.
Desta forma, podemos escrever

M = eDg, 6, @ (15, — €)Dg, 0y,

Suponhamos que n > 1 e que o resultado seja valido para todo p < n. Sejam
¢ € L tal que m,(c) = e e x1,...,x 0s elementos de M que geram L. Entao
mn(x;) € Ae, para todo i € {1,...,k}. Consideremos o (A, A)-submédulo L' de M
gerado pelos elementos

Yi = i — cmp(2),
onde i € {1,...k}. Uma vez que m,(z;) € Ae, existe r; € A tal que m,(x;) = re.
Desta forma,

emy(x;) = e(rie) = rie = m,(z;)
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e temos

T(Yi) = ma(xi) — ma(ema(zi))
= Tn(2s) — mp(c)mn(23)

= mu(x;) — emp(x;)

Como 7, é a projecao dos coeficientes de d,, , temos que L’ pode ser visto como um

n—1
(A, A)-submédulo de M’ = € D,
=1

Afirmamos que L =< ¢ > +L/, onde < ¢ > é um A-submoédulo ciclico de M
gerado pelo elemento ¢ € L C M. De fato, como L é gerado pelos elementos
x1,...,xE, L' é gerado pelos elementos yi,...,yx € x; = y; + cmy(2;), para todo
i€ {l,...,k}, temos que L C L'+ < ¢ >. Por outro lado, ja temos que L' C L e,

como < ¢ >C L, pois ¢ € L, temos que L'+ < ¢ >C L.

Aplicando a hipdtese de indugao sobre n, temos que M’ = L' & N’ para algum
submédulo N' de M'. Seja N =< (1,, —e)d,, > +N’. Queremos mostrar que
M=L&N.

De fato, sejam m € M e v € D, tal que m,(m) = . Entao
m' =m—cy— (v —ye)d,, € M,
pois

Ta(m') = m(m) — ma(c)y — mul(y — 76)5971)

= y—ey—7+e

Assim, m € L + N, para qualquer m € M.

Agora, dado z € LN N, existem my; €< ¢ >, mg € L', ny €< (1,, —e)d,, > e
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ny € N’ tais que

T =mi+ Mg =mn1+ Ny.

Entao,

Tn(ma) = mp(ng) =0

e disto segue que m,(x) = m,(my) € Ae e m,(z) = m,(n1) € A(1,, — e), ou seja,
m(x) € Ae N A(1,, —e).
Logo, m,(z) = 0 e, consequentemente, temos que
T =My = N2,

isto é, € L’ N' = 0, o que implica LN N = {0}. Como ja tinhamos que
M = L + N, podemos concluir que M = L & N e, portanto,

Axo G=LEPNE Dy, Vi=1,...n.

97#Gi

Lema 2.1.3. Seja a uma acdao parcial torcida unitdria de G sobre A. Se A satisfaz
a condi¢cao de cadeia descendente para os ideais principais e G € finito, entao Ax,G

também satisfaz a condicao de cadeia descendente para os seus ideais principais.

Demonstracao: Primeiramente mostraremos que A %, G, visto como um (A, A)-
bimédulo, satisfaz a condig¢ao de cadeia descendente para os seus (A4, A)-submédulos
ciclicos.

De fato, consideremos a cadeia descendente
< Ty >O< Ty > w0 DK Ty > - v (2.1)
de (A, A)-submédulos ciclicos de A , G. Para cada g € G, seja

Ki(9)={a€e D, :3f =ad,+s e< x; >}.
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Afirmamos que K;(g) é um ideal principal de A. De fato, é facil ver que K;(g) é

um ideal de A, para todo i > 1. Para cada y € K;(g), existem a;,b; € A tais que

n
y5g + s = Zajxibj ce<x; > .
j=1

Escrevamos z; = E x},0p. Desta forma,
hed

Yog + 5 = Z a; Z zh0nb; = Z Z a;zhal (bily-1)0n

j=1  heG J=1 heG

e, comparando os coeficientes de d,, temos que y = Zajx;a’;(bjlhq). Assim,
j=1
y € A:E;A, o que implica K;(g) C AZL‘EA. Claramente, temos que Ax;A C Ki(g) e,

com isto, concluimos que K;(g) = A:L‘;A. Logo, K;(g) é um ideal principal de A.

Usando (2.1) temos a cadeia de ideais principais K;(g9) 2 Ksy(g)---. Por
hipdtese, existe n = n(g) tal que K, (g9) = Kn11(g9) = ---. Como G é um grupo

finito, podemos tomar m = maz{n(g) : ¢ € G}. Assim, < ,,, >=< Tp,4; >, para
todo j > 1 e, com isto, a cadeia (2.1)) é estacionaria. Portanto, A x, G satisfaz a
condigao de cadeia descendente para os (A, A)-submoddulos ciclicos e, consequente-

mente, para os seus ideais principais. O

Estamos aptos a apresentar o préximo teorema, que nos diz sob quais condi¢oes

a birregularidade de A se estende para A x, G.

Teorema 2.1.4. Se A é um anel birregular e G um grupo finito de ordem n tal que

tro(1a) € invertivel em A, entio A, G € birregular.

Demonstracgao: Seja I um ideal principal de A*, G gerado por a € Ax*,G. Entao

a pode ser escrito da forma

a = adg + -+ a,dy,,
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com a; € Dy, para todoi=1,...,n.

Notemos que o ideal I, visto como (A, A)-submédulo de A %, G, é gerado pelos
elementos a;0,,,...,a,d,,. Entdo I é finitamente gerado como (A, A)-submddulo
de A %, G e, pelo Lema existe um (A, A)-submédulo I’ de A x, G tal que
Ax,G=1PT.

Consideremos as projecoes canonicas m; : A, G — I ey : Axo, G — I

como (A, A)-bimédulos. Para cada x € A %, G, podemos escrevé-lo da forma
x=mr(zr) + mp(x).

Seja k =tro(1s) = Zl e definamos ¢ : A x, G — I’ por

geG

1 - —
) = k2 Z Z wg_117glg_169_177p(196!]1:11(51)101_11’[11—151—1,

geG leG

para todo z € A %, G.

Afirmamos que ¥(u) = u, sempre que u € I'. De fato, observemos primeira-
mente que

W]/(lgdgullél) = 19(59U11(51,
para todo u € I’.

Assim,

1 - —
U)I E Z Z wg—ll,glg_lég_lwf’(1959U1l5l>wl_11’l11—151_1

geG leG
1 - —
TR Z Z wg}l,glgflag’l 1gégU1l51w1711711171 01
geG leG
1
:ﬁ Z Zagil(a;’ll (wg_*ll,glg*)lg)wg*17g51u0zz(oéz_1(1 Jw, Wy llz 1>wll 101.(2.2)
geG IeG

Pela Proposigao [L.2.3] item (a), temos que

l( l llll 1)—1111}” 1.
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Assim, substituindo esta igualdade em (2.2)), vemos que

1
Y(u) = ﬁZZwg_,ll’glgflwgfljgélullwl_’ll,lwl’lqél

geG leG
1
S5 3) prtt!
geqG leG
1
S D 3t
geG leG

= Uu.

Logo, ¥ (u) = u, para todo u € I'. Veremos agora que 1) é um homomorfismo de
A *, G-médulo a esquerda e a direita. De fato, sejam x € A%, G e h € G um

elemento fixado. Entao, como 7 é uma A-projecao, temos que

1h5hx ZZU) —1g —159—17'('1/(1g591h(5hl‘1151)w;11 l11—151—1

g€eqG leG

Z Z (s _1 17rp(ozg(ozg_l(lg)1h)wg,h69hxll6l)wf_11’l11715171

geG leG

72 Z Z w ,1 1049(1971 1h>wg,h7rl’(1gh5ghxll51)wl_}1’lll*15[*1
geG leG

1 1, _ _
= ﬁ Z Z Qg1 (agq 1(wg,117g1971)ag(1971 lh)wg,h)égflmz(1gh59hzx1151)wl}17l11715171
geG leG

1 _ _
— ﬁ Z Z wg_ll’glgq 1h04g—1 (wg’h)ég—lﬂ'll(1gh6gh$1lél)wl_]i’l11—151—1. (23)

geG leG

Pela Defini¢ao [1.2.2] item (vi), para cada g, h € G,

ag-1(wgn) = ag-1(141gpwy ) = ag-1(141gn)w, ~1gW =1 lwen g o1 g,

Desta forma, temos

@/) 1h5h35 ZZ 1 11hw -1 h5 17TI/(1gh(sgh$].[5l)wl_,117l]_lfl5l71. (2.4)
geqG leG
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Por outro lado,

1
Lupip(x) = 2 Z Z ndpw, s

geG leG

g197159717rp(1969x1551)w;117111715171

1
= ﬁ Z Z ah<1h*1 wg_,l%glgfl)wh79715h9717rp(1959261;5;)10;11711;71 (Slfl

geqG leG

1 _ -
= ﬁ Z Z 1hah(wg_117glg_1 1h_1)wh7g_15hg_17rp(19(591’11(51)101_117[11_1(51_1.

geqG leG

Novamente pela Definicao item (vi), dados g, h € G, temos que

1y -1 1
ap(1p-1 1g_1wg_17g) = 1h1hg—1whg—1,gwh,g—1

e, substituindo em (2.5)), obtemos

1

1h(5h’¢($) = ﬁ Z Z 1h1hg_1w,;gl_lygéhg_mp(19(599[;1151)11);_11,11,_15,_1.
geG leG

Tomando gh™! = f, segue que

L) = 15 33

feG leG

Entao, comparando ([2.4) e

1h1f_1w}?_117fh5f-17rp(1fh6fhxlldl)wl’_117l11_151_1.

concluimos que ¥(1,0px) = 1,00 ().

Resta mostrar que ¥ (z1,0,) = ¥(2)1,0,. Por um lado, temos

¢($1h5h) = %Zzwg_ll,g

geG leG

1-10,-171 (140521405116 )w,h 11-16-1

(2.5)

(2.6)

1 _ _ _
= ﬁZZwg,117glg—15g—17T[/(195g$0zh<04h 1(1h)1l)wh7l(5hl)wl}17l11715171

geqG leG

1 _
-2 Z Z wg‘ll,g

g€eqG leG

1
T2 Z Z w;}1,919

geCG leG

1
L2 Z Z wg_*ll,glg

geG leG

1g—159—17'['1/ (1gég:c1h1hlwh,ldhl)wf_ll,l1l_1<5[_1
-1 (59—1 ™y (1g(sg$1hl(5h104hlil (1hwh7l))wli117lll—1 (51—1

-1 5971 ™ (196gx1hl5hl)ahl_l (1hwh7[)wl_,117lllfl 5171 .

Pelo item (b) da Proposigao e pela Defini¢ao [1.2.2] temos que

-1

ap (Ihwng) = w1 -1 (LWn 1) Weany-1
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Ul

= w(_h%)—lﬁl(a(hl)*l(1h1hl)w(hl)*1,hwl*,lw(_;i)—l’hl)w(hl)*l,hl

= w(hl)_l,hlll_l1(hl)_1w(hl)_17hwl—17l-

Entao,

’17/) $1h5h Z Z w_l g1 59—1 ﬂll(lg5gl'1hl5hl)1l—1 1(hl)71w(_l_j),17hl1U(hl)fl’hllfl 51—1. (27)

geG leG

Por outro lado,

W(x)1,6, = ZZU} L gm10y 7 (10,2100 w1161 16
g€l leG
- L2 Zzw_}l 17TI’(1 g 1101) -1 (o l(wl_}l,lllfl)1h>wl*1,h51*1h
geG le@
- % gze; ; w;}1,919*159*17TI’(1959$1l5l)wl_7117111*1 L1 L rpwi-1 pO-1p,
— %QEZGZGZGwg__lljglg—ldg—wrp(19(59:611(51)11_111_1hwl__11’lwl_17h11_151_1}1' (2.8)

Tomando h™'l = f e substituindo em (2.8)), temos que

1h5h = Z Z w_—llvglgfldgflﬂ'l’(1gégm1hf5hf)1(hf)*1 1f71w(_hlf),lvhfw(hf)ﬂhc?ffl. (29)

geqG leG
Assim, comparando as equagoes (2.7)) e (2.9) concluimos que ¢ (z1,60p) = ¥ (x)1,0p.

Logo 1 é um homomorfismo de A x, G-moddulo a esquerda e a direita.

Consideremos o ideal J = (A x, G) de Ax,G. Para cada x € Ax*, G, podemos

escrever

1 _ _
r— () = = Z Z wg,llﬂlgq5971Wj(lgégmllél)wl,lu1l715l71.

geG leG

Como 7;(1,0421,8;) € I, temos que = — ¢(x) € I, para todo x € A %, G. Desta

forma,
= ((z—9) + ) el+J,
de onde concluimos que A *, G = I + J. Além disso, se x € I, entao 1,0,21;6; € I,

para todos ¢,l € G. Consequentemente, 7/ (1,6,21;0;) = 0 para todos g,l € G, o
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que implica ¥ (z) = 0, para todo = € I. Pelo fato de que = — 1(z) € I para todo

x € Ax, G, temos que

e, desta forma, 1(x) = 1)?(x), para todo x € A*,G. Agora, dado x € INJ | existe

y € Ax, G tal que z = 9¥(y). Logo,

z=1(y) =¥ (y) = Y(¥(y)) = P(z) = 0,

de onde concluimos que I NJ = 0. Como ja tinhamos que Ax*, G = I +J, obtemos
que A x, G =1 @ J. Entao, existem idempotentes centrais e, f € A %, G tais que
I =(Ax,GleeJ=(Ax,G)f. Portanto, A %, G é birregular. 0

2.2 O Radical Regular

Um anel A é von Neumann regular (ou simplesmente regular) se, para todo
a € A, existe x € A tal que axa = a. Analogamente, um ideal I de A é um ideal
regular se, dado b € I, existe y € I tal que byb = b. A seguinte proposicao nos
garante que todo anel A possui um ideal I tal que I é regular e o tnico ideal regular

A
de T é o ideal nulo.
Proposigao 2.2.1. [15, Proposition 1.5] Seja A um anel e consideremos o conjunto

I={xeA: AzA ¢ um ideal regular }.

(a) I € um ideal reqular de A;
(b) I contém todos os ideais requlares de A;

A
(c) 7 ndo contém ideais requlares nao nulos.
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Este ideal descrito na Proposicao ¢ denominado radical reqular de A e
serd denotado por T'(A). Além das propriedades de T'(A) descritas na proposicao
anterior, destacamos também que o radical regular T'(A) nao contém elementos

nilpotentes nao nulos.

Em [24], M.M. Parmenter e E. Spiegel descreveram propriedades do anel de
grupo AG considerando A um anel comutativo e G um grupo qualquer. Inspira-
dos neste trabalho, apresentaremos nesta secao propriedades do radical regular do

produto cruzado parcial A *, G.

Aqui, a menos de mencao contraria, A é um anel comutativo com identidade 14
e (A, o, w) é uma agao parcial torcida unitdria com agao envolvente (B, 3, u). Além
disso, dado um anel qualquer A, denotaremos por J(A) o radical de Jacobson de A

e por nil,(A) o radical primo de A.

Comecamos apresentando alguns resultados que serao necessarios para demons-

trarmos o Teorema [2.2.0l

Lema 2.2.2. Sejam G um grupo finito, f € nil,(A) %, G e h € A x, G tais que
fhf=f. Entao f =0.

Demonstragao: Seja f € nil.(A) %, G satisfazendo as hip6teses do lema. Uma vez

que G ¢é finito, por [14, Teorema 2.3.9] temos que J(A *, G) = J(A) %, G. Como
fenil (A)xq G C J(A) %, G =J(Ax*, G),
entdo 1 — hf € U(A %, G), para todo h € A%, G. Assim, f(1 —hf) =0 e, usando

o fato de que 1 — hf € U(A %, G), temos que f = 0. O

Sejam o = ({Dy}geq, {0 }ge, {wgn}(g.necxc) uma acao parcial torcida de um

grupo G sobre um anel com identidade A. Dado um subgrupo H de GG, denotaremos
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por ay a acao parcial torcida definida pela restricao de o ao subgrupo H. Desta

maneira, temos o produto cruzado parcial A *,,, H, que ¢ um subanel de A x, G.
Lema 2.2.3. Se H € um subgrupo de G, entao T'(A*,G)N(Axq, H) CT(Ax,, H).
Demonstracao: Claramente 7'(A*, G) N A*,,, H é um ideal de Ax,, H. Mostra-

remos que T(A x, G) N (A *,,, H) é um ideal regular de A *,, H. Com efeito, seja
fe€T(Ax, G)N(Ax,, H). Entdo, existe u = ngég € Ax, G tal que fuf = f.

geG
Podemos escrever u = u; + ug, com u; = Z ag0q € Uy = Z b,0, satisfazendo
gelG geG
re, se g€ H re, se g€ G\ H
ag = e by, = .
0, sege G\ H 0, sege H

Desta forma, f = fuif + fuaf e, uma vez que f, fu;f € A x,, H, temos que
fusf € Ax,, H. Pelamaneira que us foi contruido, segue que fusf = 0. Além disso,
urfuy € T(A%,G), pois f € T(Ax%,G). Logo, uy fus € T(Ax, G)N(Axq, H)e f =
f(uy fuy) f. Disto segue que todo f é um elemento regular de T'(A*, G)N(Ax., H).
Portanto, T(A %, G) N (A %4, H) CT(A*a, H). O

O préximo lema estd provado em [24 Lemma 3|. Lembremos que um anel
qualquer A ¢ dito ser reduzido se o elemento nulo for o tnico elemento nilpotente

de A, isto é, se existe r € A tal que r™ = 0 para algum n € N, entao r = 0.

Lema 2.2.4. Seja S um anel comutativo reduzido e suponhamos que, para cada
a € S, existam inteiros positivos Ng, My, z2q € S tais que ng > m, e a™ = a™z,.

Entao S € um anel regular.

Consideremos agora a projegao

T Ax, G — A
. 2.10
Zagég — Qi ( )

geG
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Temos que m é um homomorfismo sobrejetor de (A, A)-mddulos e esta aplicagao

serd muito 1util para o desenvolvimentos dos préximos resultados.

Lema 2.2.5. Seja A um anel reduzido tal que todos os elementos idempotentes de
A sao a-invariantes. Se T(A x, G) # 0, entdo existe um somando direto Ay nao
nulo e regular de A tal que (T (Ay xo G)) = A1, onde 7 € a aplicagio definida em
[©.10).

Demonstracao: Se A é regular, entdo A = A®0e m(T(A*,G)) = A e o resultado

esta provado.

Suponhamos que A nao é regular e seja a € 7(T'(A*,G)) um elemento nao nulo
de A. Entao existe f = Z as0, € T(A %, G) nao nulo tal que 7(f) = a, ou seja,
geG

a=ay,. Como T(Ax,G) ¢ um ideal de A%, G, temos que af € T'(A*,G). Assim,
existe h = Z by, € Ax, G tal que

geG

af = (af)h(af) = (af)h(af)h(af).

Aplicando m em ambos os lados da igualdade anterior e usando o fato de que A é

comutativo, podemos considerar z € w(T(A %, G)) tal que

w((af)h(af)h(af)) = a*=.

Desta forma, a? = a®z e consideramos v = a?2? € A. Notemos que 7?> = . Uma

vez que

CL4 — (CL32>2 — CL4(CL222) — a47

e a # 0, podemos concluir que v # 0, pois A é reduzido. Agora, se v = 14, terifamos
14 € m1(T(A %, G)), o que implicaria 7(T'(A %, G)) = A, isto é, A seria regular,

contradizendo o que assumimos. Suponhamos entao que v # 0 e v # 14.

Escrevamos A = Ay @ A(14 — ) e consideremos a aplicacdo

O Axy G— (YA) %, G
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dada por ¢(f) = vf. Uma vez que elementos idempotentes de A sdo a-invariantes,

temos que ¢ é um homomorfismo de A-mdédulos e de A *, G-mddulos.

Seja A € T(A x4 G) tal que m(A) = 7. Como ¢ é um homomorfismo sobrejetor,
temos que ¢(T'(A #, G)) C T((vA) %o G) e obtemos que ¢(N) € T((vA) *o G).

Usando o fato de que m o ¢ = ¢ o 7, temos
(V) = o(r(N) = ¢(7) =7* =7 #0.
Assim, ¢(A) # 0 e segue que T((vA) x, G) # 0. Afirmamos que

m(T((vA) %0 G)) = 7A.

De fato, por um lado temos que

T(T((7A) 0 G)) € T(r((7A) o G)) = T(7A) € 7A.

Agora, sejam [ um ideal regular nao nulo de A x, G e f € I tal que f # 0.
Entao, f = fhf para algum h € A x, G. Como A é comutativo e os elementos

idempotentes de A sao a-invariantes, temos que

vf = (v f)(vh) (v f)-

Assim, v f € vI, que é um ideal regular de (7A)*,G, isto é, para cada f € T(Ax,G),
temos que vf € T((7A) xo G). Tomamos z = vb € vA, para algum b € A. Como
v € m(T(Axq G)), que é um ideal de A, temos que = € 7(T'(A %, G)). Logo,

z=7b=7(b) € ym(T(Ax G)) € w(T((vA) *a G)),

de onde segue que YA C w(T'(vA) *, G).

Por fim, notamos que se consideramos a proje¢ao canonica

Tyt (YA) % G — YA,
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que é um epimorfismo, temos que YA = m, (T ((vA) *o G)) C T(yA), de onde con-

cluimos que vA é regular. O

Esclarecidos estes ultimos resultados, estamos em condicoes de demostrar o se-

guinte teorema.

Teorema 2.2.6. Seja o uma agao parcial torcida unitdria de G sobre A tal que
todos os elementos idempotentes de A sao a-invariantes e G € um grupo finito.

Se T(A %o G) # 0, entao existe um somando direto nao nulo regular A; de A

satisfazendo (T (A1 o G)) = Ay, onde w € a aplicagao definida em ([2.10)).

~ : : A L .
Demonstracao: Consideremos o anel quociente — L(A) e a aplicagdo canonica
nil,
A
¢:A :
nil.(A)

a +— a+nil(A)

A
Como nil,(A) é um ideal a-invariante de A, temos o anel il (A) xg G, onde a é
a agao parcial torcida (induzida de «) de G sobre m Desta forma, podemos
nil,
estender ¢ a um homomorfismo sobrejetor
A
DA kg —— *a
P *G—>m'l*(A)*G
Zag(sg — Z¢(ag)5g
geG geq

e, neste caso, (T (A %, G)) é um ideal regular de xg G.

A
nil,(A)
Se Y(T(A %, G)) =0, entao T(A *, G) C Ker(y) C nil,(A) x, G e, pelo Lema
2.2.2 T(Ax, G) =0, o que contradiz a hipétese. Assim, {)(T(A *, G)) é um ideal
a 1 — *5 G.
nao nulo de il (A) x5 G
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Consideremos a projegao
A A
i) fe ¢ nil.(A)
> (ag +nil (A)d, — ar, +nil.(A)

geG

Uma vez que ¢(T'(A %, G)) é um ideal ndo nulo de x5 G, temos que

A
nil.(A)
7(Y(T(A %, G))) é um ideal nao nulo do anel reduzido

nil(A)

Seja a € w(Y(T(A x4 G))) tal que a # 0. Entao, de maneira andloga ao que
fizemos no Lema [2.2.5] existe 2 € w(1(T(A *, G))) tal que a® = a®z e a?2? = v €
A

il (A)’ onde v € m((T'(A *, G))) é um elemento idempotente nao nulo.
nil.,
Afirmamos que existe um idempotente v; € A tal que ¢ (;) = 7. De fato, como

v # 0, temos que 7 ¢ nil,(A), pois nil,(A) é um ideal nil. Assim, v é um elemento

A
nao nulo de ———— e, desta forma, existe v; € A tal que (1) = 7.
nil,(A)

Como v € 7(¢Y(T(A *, G))), temos também que existem f € (T (A x, G)) e
f1 € T(Ax, G) tais que w(f) =~ e ¥(f1) = f. Escrevamos 7(f1) = A.

Da forma como foram definidas 7 e 1, vale que ¥ om = mo1. Por consequéncia,

temos que

v =7(f) =7(@(fH) = @) = LA

Notemos que A — 3 = n para algum n € nil,(A). Com efeito, como v = ¥ (A),
existe ny € nil,(A) tal que vy — A = ny. Além disso, como v = ¥ (1), existe ny €
nil,(A) tal que v = 71 +n9. Logo, 71 +n2 = A+ny e, desta forma, A\ —~; = ng —ny.

Entao, basta tomar n = ny — ny. Escrevamos
A=mAd (1 —m)A,
a fim de aplicar o Lema [2.2.5] em v, A.
Consideremos a aplicagao € : Ax, G — (11 4) %, G dada por €¢(h) = y,h. Entao,

m(e(f1)) = m(1f1) = nA
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e, desta forma,

Y(m(e(fr)) = v(nA) = v(n)v(h) =" =7 #0,

o que implica que €(f;) # 0 e obtemos f; # 0. Como f; € T(A %, G), temos que
€(T(Ax,G)) é um ideal regular nao nulo de (1 A)*,G e, portanto, T'((714)*,G) # 0.

Mostremos agora que v A é reduzido. De fato, seja y € nil.(y;A). Pelo Lema

2.2.2) temos que ye(f1) = yy1fi = 0. Além disso, v1y = y pois, como y € 1A,

existe b € A tal que y = 11 b. Assim,

y=mb=m(nb) =ny
e, consequentemente,
0=m(nyfi) =nyA =yA
Sendo A = y; 4+ n, temos que
0=ynA=ynln+n)=yn+ynn="7y(la+n).
Pelo fato de que 14 +n € U(1A), pois n € nil.(y1A) C J(1nA), temos que
y=mny=0.

Uma vez que T'((114) %o G) # 0, pelo Lema temos que existe um somando
direto regular nao nulo A" de A com 7w(T'(A' %, G)) = A’ ou seja, Ay; = A @S,

para algum ideal nao nulo S de A~;. Portanto,
A=me(li—y)=Aa5) & (ls—7)4,

com (T (A" %, G)) = A" e A’ é regular. O

Finalizamos a secao com um resultado que é consequéncia do tltimo teorema.

Corolario 2.2.7. Seja o uma agdo parcial torcida unitdria de G sobre A tal que G

¢ finito e todos os elementos idempotentes de A sao a-invariantes. Se T(A) = 0,

entao T(Ax, G) = 0.
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Demonstragao: Suponhamos T'(A *, G) # 0. Pelo Teorema [2.2.6] existe um so-
mando direto ndo nulo regular A; de A tal que m(T'(A;%,G) = A;. Logo Ay C T'(A)
e A1 7& 0. O
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Capitulo 3

Dimensao de Goldie do Skew anel
das Séries de Laurent Parciais

Torcidas

Neste capitulo introduziremos o skew anel das séries de poténcias parciais torci-
das e o skew anel das séries de Laurent parciais torcidas, afim de investigar signifi-
cantes propriedades destes anéis. Para tanto, vamos considerar o grupo aditivo Z e
o= ({Di}iez, {a; }iez, {wi,j}(i,j)erZ) serd uma acao parcial torcida unitaria de Z

sobre um anel unitdrio A.
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3.1 A Primalidade e a Semiprimalidade do Skew
Anel das Séries de Poténcias Parciais Torci-

das

O escopo desta secao é generalizar alguns resultados de [20], onde os autores

estudaram ideais primos e semiprimos no skew anel das séries de poténcias.

Dada uma acao parcial torcida unitaria o de Z sobre um anel A, definimos o
skew anel das séries de Laurent parciais torcidas A{{z;a, w)) como a soma direta
@ D;x", cujos elementos sao as séries

€7

E J
a;T”,

jzs

onde a; € Dj, para todo j > s. A adicao neste anel é a usual e a multiplicagao é

definida por

(aiz") (bja’) = a;(a;

+J
) )

Ha:)bj)w; 5ot

para quaisquer ¢,j € Z, a; € D; e bj € D;.

Claramente A{{x;a,w)) é um anel associativo cuja identidade é 1,2°. Além

disso, definindo o morfismo injetor ¢ : A — A{(z; a, w)) dado por r — rz° podemos

considerar A{(x;a,w)) como uma extensao de A.

Agora, seja Al[x; o, w]] o subanel de A{{x;a,w)) cujos elementos sao as séries

g b;x', com a soma e a multiplicacao definidas como anteriormente. Nomeamos

i>0

Al[x; o, w]] como o skew anel das séries de poténcias parciais torcidas.
Observemos que, se S é um ideal a-invariante de A, entao os conjuntos

Sllz; o, w]] = {Zaixi D a; € SﬁDl}

>0
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S{{z; o, w)) = {Zaiﬂci ca; € SN Dy, mGZ}

>m

sao ideais de A|[z; o, w]] e de A((z; a, w)), respectivamente. Agora, se S é um ideal

a direita de A, entao

Sllw; o, wl] = {Zaﬂi a; € SﬂDz}

>0

S{(z; a,w)) = {Zbl:v’ (b € SﬂDz}

>m
sao ideais a direita de A[[z; a, w]] e de A{{x; r,w)), respectivamente.
Antes de prosseguirmos, faz-se necessario apresentarmos a seguinte definicao.
Definigao 3.1.1. Sejam « uma agao parcial torcida unitaria de Z sobre A e I um

ideal A.

(i) I é um ideal um a-ideal se oy;(I N D_;) C I N D;, para todo i > 0.

(ii) 7 é um ideal a-primo se I é um ideal a-invariante e, para quaisquer ideais

a-invariantes J e K de A tais que JK C I, tivermos que J C [ ou K C [.

(iii) 7 é um ideal fortemente a-primo se I é um ideal a-invariante e, para quaisquer

ideais M e N de A tal que N é a-ideal, se MN C I, entao M C T ou N C I.

E importante observar que os conceitos de a-ideal e ideal a-invariantes sao
distintos, pois dizer que I é um ideal a-invariante significa que oy;(IND_;) C IND;

para todo 7 € Z, enquanto que para ser a-ideal, pedimos apenas ¢ > 0.
Proposicao 3.1.2. Sejam a uma acdo parcial torcida unitdria de Z, sobre A e

ac A.

(a) J = Z Aai(al_;)A € um ideal a-invariante de A, denominado ideal a-invariante
i€z
gerado por a.
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(b) J' = ZAai(aLi)A ¢ um a-ideal A, denominado a-ideal gerado por a.

i>0
Demonstragao: Provaremos apenas o item (a). O item (b) segue de maneira
andloga. Claramente J é um ideal de A. Dado j € Z, seja z € J N D_;. Queremos

mostrar que o;(z) € J N D;.
Sejam ¢, d € A tais que z = Z cai(al_;)d. Entao, para cada i € Z, temos que
i€z
aj(cai(al_;)d) = o;(1_;c)a;(1jai(al;))a;(1-5d)
= (1w azmi(1-gya)w;;a;(1-;d)
= € Aaj+i(1_(j+i)a)A.

Entao, tomando k& = j + 4, temos que a;(co;(al_;)d) € Aag(1_ga)A, para to-

dos i,j € Z, de onde segue que «a;(2) € ZAak(aLk)A. Como jé4 tinhamos que
ke
a;j(z) € D;, podemos concluir que «o;(z) € J N Dj, para todo j € Z. O

No préximo resultado apresentamos condigoes necessarias e suficientes para ga-

rantir a a-primalidade e a forte a-primalidade de um ideal a-invariante do anel

A.

Lema 3.1.3. Seja P um ideal a-invariante de A.
(a) P é um ideal a-primo se, e somente se, dados a,b € A tais que
a;(al_j)Aa;(b1_;) C P,
para todos t,) € Z, entao a € P oub € P.
(b) P ¢ fortemente a-primo se, e somente se, dados a,b € A tais que
aAo;(bl_;) C P,

para todo 7 >0, entao a € P oub € P.
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Demonstragao: Provaremos apenas o item (a), pois o item (b) segue de maneira
analoga.

Sejam a, b € P tais que a;j(al_;)Aa;(b1_;) C P, para todos i, j € Z. Entao, fixando
7, temos que

ozj(al_j) Z Aal(bl_l)A g P.
1€ZL
Assim,
ZAO(j(CLl_j)AZ AOéz(bl_Z>A Q P.

JEZL 1€EZL

Uma vez que os ideais ZAozj(al_j)A e ZAozi(bl_i)A sao a-invariantes, por

JEZL i€Z
hipétese temos que Z Aaj(al_;)A C P ou Z Aa;(b1_;)A C P. No primeiro caso
jEL i€Z

temos que a € P pois
a € AaA C ZAozj(aLj)A CP.
JEL

De forma analoga, temos que b € P se Z Aq;(b1_;)AC P.
i€Z

Reciprocamente, sejam [ e J ideais a-invariantes de A tais que IJ C P. Consi-

deremos a € I e suponhamos que exista b € J \ P. Desta forma,

) Aaj(al_;)A)(D | Aa;(b1_;)A) C P,
JEZ €L
o que implica que «a;(al_;)Aa;(b1_;) C P. Entao, por hipdtese, temos que a € P

oube P. Comobe J\ P, temos que a € P e, consequentemente, I C P. O

Definigao 3.1.4. Seja a uma agao parcial torcida unitaria de Z sobre A. Dizemos
que A é a-primo (fortemente a-primo) se o ideal nulo é a-primo (fortemente a-

primo).
O préximo resultado é uma consequéncia imediata do Lema [3.1.3]

37



Lema 3.1.5. Seja a uma agao parcial torcida unitdria de Z. sobre A.

(a) A é um anel a-primo se, e somente se, para cada a,b € A tais que
(Jéj((ll,j)AOéi(bl,i) =0
para todos 1,7 € 7, temos que a =0 ou b = 0.

(b) A € um anel fortemente a-primo se, e somente se, para cada a,b € A tais que

aAa;(bl_;) =0 para todo i > 0, temos que a =0 ou b =0

Observacao 3.1.6. E importante notar que se L é um ideal a direita nao nulo de
A((x; o, w)), entao L N A[[z; o, w]] é um ideal & direita nao nulo A[[z; «, w]] pois
para cada elemento nao nulo f € L, existe s > 0 tal que 0 # fl,2° € LNA[[x; o, w]].
Além disso, se um ideal a direita M de A{{x;a,w)) é tal que M N Al[x; o, w]] = 0,

entao temos que M = 0.

Com estes dois ultimos lemas estamos em condig¢oes de provar o préximo resul-
tado, onde relacionamos os anéis A, A{(x;«,w)) e A[[z; o, w]] quanto a primalidade,

a-primalidade e a forte a-primalidade.

Proposicao 3.1.7. Seja a uma agao parcial torcida unitiria. Valem as sequintes

afirmacgoes.

(a) A € a-primo se, e somente se, A{{x;a,w)) é primo.

(b) Al[z; a, w]] € primo se, e somente se, A € fortemente a-primo. Em particular,

se Al[z; a, wl]] é primo, entdo A é a-primo.

(c) Se Al[z;a,w]] € primo, entao A{{(z;a,w)) é primo.
Demonstragao:
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(a) Suponhamos que A{(z;a,w)) é primo e sejam [ e J ideais a-invariantes de A

tais que IJ = 0. Entao,

I{{x;o,w))J({x; 0, w))y C (IJ){{z;,w)) = 0.
Como A{{x;a,w)) é primo, temos que I{((z;a,w)) = 0 ou J((z;a,w)) = 0.
Assim, I =0 ou J = 0 e disto segue que A é a-primo.

Reciprocamente, sejam f,g € A{{x;«,w)) elementos ndo nulos tais que

fA{(z; 0, w))g = 0.

Consideremos m e n os menores inteiros tais que f,, # 0 e g, # 0, onde

[ = Z fiz'eg= ZgzxZ Notemos que, dado k € Z,

>m >n

fmmekxkgnxn = fmam(lmek>wm,kxm+kgnxn

— m-+k n
- fmlka—i-mwm,kl' gnT

n

_ +k
- mek-l—mxm gnT

e, uma vez que

fDya"g C fA{(z;0,w))g =0,

segue que fo, Dpimxz™ *g,2™ = 0 para todo k € Z. Fazendo i = m + k, temos

que fmD;a;(1_;9,) = 0, para todo i € Z.

Assim, para cada j € Z, temos que
fml ;D1 _j0;(1_;9,)1_; =0
e, consequentemente,
aj(fml-jDil_jai(1-:g,)1-;) = 0. (3.1)
Mas,

i(fml-jDil_jei(1ign)1-j) = a;(fml-j)ey(Dil-j)a;(ai(1-ign)1-;)
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= aj<fm1—j)1jDi+jaj(ai(l—(j+i)1—ign))

= (fmloj) Disjwjicpi(1_ (a1 ign)w;; -

Entao, de temos que
0 (fin 1) Dijwjictvi(1- g 1-ign)ws; = 0.
Desta forma,
@ (fml_j)Digjw;icpi(1-jriyloign) = aj(fml—j)Alivjopi(1-(j1i)1-ign)
e, consequentemente,
;i (fml-j)Aliyja4i(1-(+iyl-ign) = 0.

Fazendo | = j + i, temos que «;(fn1_;)Aa;(1_;9,) = 0, para todo [ € Z.

Entéo, pelo Lema[3.1.5] temos que f,, = 0 ou g, = 0, o que é uma contradi¢ao.

Portanto, A{(x;a,w)) é primo.
(b) A prova deste item é anéloga ao item (a).
(c) Sejam [ e J ideais de A{{x;a, w)) tais que IJ = 0. Entao,
(I N Al[x; o, w]])(J N Al[z; a, w]]) = 0.

Uma vez que I NA[[z; o, w]] e J N A[[z; a, w]] sdo ideais de A[[z; «, w]], temos
que I NA[[z; a, w]] = 0 ou J N A[[x; o, w]] = 0 e, pela Observagao |3.1.6] temos

que [ =0 ou J = 0. Portanto A{(z;a,w)) é primo.

Como consequeéncia, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.1.8. Se A é um anel primo, entio Alx;a,w]] € também um anel

primo.
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Em [20, Corollary 2.12] os autores trabalharam com o skew anel das séries de
Laurent, denotado por A({x;«)) e o skew anel das séries de poténcias A[[z; o],
assumindo que « é uma agao global(nao torcida) de um grupo G no alnel A. Neste

contexto, provaram o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.9. [20, Corollary 2.12] Sejam A um anel noetheriano e I um ideal

a-invariante de A. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(a) I € um ideal a-primo se, e somente se, 1(A{{x;q))) é primo.
(b) I ¢é semiprimo se, e somente se, I(A{{x;a))) é semiprimo.
.y . A((x; a)) A

(c) Se I é semiprimo, entao rank (— =rank | — ).

: T(A((z:00.)) I

(d) Os itens anteriores continuam vdlidos para Al[z; o]
Na proposicao anterior, rank(A) denota a dimensao de Goldie do anel, que sera
definida na proxima secao deste capitulo.

O objetivo dos proximos resultados desta secao é generalizar parcialmente a

Proposicao|3.1.9. Para tanto, comecamos apresentando um caso particular da Pro-
posigao [3.1.7]

Proposicao 3.1.10. Seja I um ideal a-invariante de A. As sequintes afirmacoes

sao validas.
(a) I é um ideal a-primo se, e somente se, I{(z;a,w)) € primo.
(b) I € fortemente a-primo se, e somente se, I[[x;a,w]] € primo.

A proposigao que apresentaremos a seguir ¢ uma generalizac¢ao de [20, Proposi-

tion 2.11].

Proposicao 3.1.11. Se K ¢ um ideal primo de A{{x;a,w)), entao K N A é um

ideal a-primo de A.
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Demonstragao: Seja K um ideal primo A{(z;a,w)). Nao é dificil ver que K N A
¢ um ideal de A. Afirmamos que K N A é um ideal a-invariante de A. De fato, seja

a€ (KNA)ND_;, com i€ Z. Entao, l;z'ax™" € K e, desta forma,
lixiax_i = 1iozi(a)wi7_i = ai(a)wi,_i e KND,.

Como w; _; é um elemento inversivel de D;, temos que ai(a)wi,,iw[’ii € (KNA)ND;.
Logo, a;(a) € (K N A)N D; e segue que o;((KNA)ND_;) C(KNA)ND,;. De
maneira andloga é possivel mostrar que o; '((K N A)N D;) € (KN AN D,
Consequentemente, «;((K N A)ND_;) = (KN A)N D;, para todo ¢ € Z e temos

que K N'A é um ideal a-invariante de A. Provaremos agora que K N A é um ideal

A
a-primo de A. Consideremos o anel A A((x; a,w)), onde & é a extensao de «
A
para o——— e w;; = w;; + (K N A), para todo i, j € Z. Notemos que a aplicagao
A o Alz; a, w)
DT —
¥ (KNA) (; 00) (K N A){(z; a, w)

definida por
w( Zdﬂ:i) = Zaixi + (K NA){{x; o, w))
i>5 1>5

¢ um isomorfismo.

Claramente temos que
K
(KN A)((z;a,w))

Kn m = 0. Desta forma, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

K N A=0. Como, por hipétese, K é um ideal primo e ja mostramos que K N A é

K 5 um ideal primo de Az 0, w))
E A (o) el prime de e aa))

) ¢ um ideal primo de m«x, a,w)) tal que

eR:¢_1(

um ideal a-invariante, se mostrarmos que A é um ideal a-primo, teremos que K N A
é um ideal a-primo. Sejam entao [ e J ideais a-invariantes de A tais que I.J = 0.
Assim,

I{{x;a,w))J((z; 0w)) C (IJ){(z;a,w)) =0 € K.

Como K é primo, temos que I{{x;a,w)) C K ou J{{x;a,w)) C K e, consequente-

mente, ] C (KNA)=00ouJ C(KNA)=0. Logo, I =0 ou J =0 e, portanto, A
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é a-primo. O

Para prosseguirmos é essencial a proxima definicao. Mais detalhes sobre esta

podem ser encontrados em [5].

Definicao 3.1.12. Seja o uma acao parcial torcida unitaria de um grupo G sobre
um anel A. Entao o radical a-primo de A é a intersecao de todos os ideais a-primos

de A e é denotado por nil,(A).

Agora estamos em condigoes de descrever o radical primo de A((x; «, w)).

Proposicao 3.1.13. Seja a uma acao parcial torcida unitdria de Z, sobre A. Entdo

nil.(A{{x; a,w))) = nilo(A)((z; a, w)).

Demonstragao: Seja P um ideal primo de A((z;a,w)). Entao, pela Proposi¢ao

3.1.11], temos que PN A é um ideal a-primo. Logo,

nil, (A{{x; o, w))) 2 nily(A)((z; a, w)).

Por outro lado, seja I um ideal a-primo de A. Pela Proposicao|3.1.10 temos que
I{{x;a,w)) é primo e, consequentemente, nil,(A)((z; o, w)) D nil,(A{(z;a,w))).

Portanto, nil,(A{{x; o, w))) = nil,(A)((z; a, w)). O

Para finalizar esta secao, apresentamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.14. Seja o uma acdao parcial torcida unitdaria 7 sobre A.

(a) Se A é semiprimo, entio A{{(z;a,w)) € semiprimo. Além disso, se A é No-

etheriano e A((z; o, w)) € semiprimo, entdo A € semiprimo.

(b) Seja I um ideal a-invariante A. Se I € semiprimo, entdo I{{x;a,w)) € semi-

PTrimo.
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Demonstragao:

(a) Suponhamos, por contradi¢do, que exista f = Z f;2* néo nulo tal que
1>5

fA{(z; 0, w)) f = 0.

Seja s € Z o menor inteiro tal que f; # 0. Consideremos um elemento
arbitrdrio ¢ € D, e escrevamos b = a;!(c) , para algum b € D_,. Notemos

que fbx=*f =0, pois fbz=*f € fA{{x;,w))f = 0. Assim,

fswsbx_sfsxs = fsas(b>ws,—sfs$s
= foas(ogt(e)ws s for®

= focws _sfsx’.

Desta forma, fscw_;sfs = 0, para todo ¢ € Ds, de onde segue que f;Dsfs = 0.
Como A é um anel semiprimo, temos que D, é também um anel semiprimo.
Consequentemente, f, = 0 pois f, € D,, o que é uma contradicao. Logo,
A((z; a, w)) é semiprimo.

Para a segunda parte, observemos que, como A é noetheriano, por [I8, The-
orem 4.10.30] temos que o radical primo nil,(A) é nilpotente. Assim, existe
n > 1 tal que nil,(A)" = 0 e, consequentemente, nil,(A)" C P, para todo
ideal a-primo P de A. Por [14, pdg. 33 e Prop. 2.3.8], nil,(A) é um ideal
a-invariante de A. Logo, nil,(A) C P, para todo ideal a-primo P de A. Desta
forma, obtemos que nil,(A) C nil,(A). Como A{{x;a,w)) é semiprimo, te-
mos que nil,(A({z;a,w))) = 0 e, pela Proposi¢ao [3.1.13] podemos concluir

que nil,(A) = 0. Assim, nil,(A) = 0 e, portanto, A é semiprimo.

(b) A prova deste item é andloga ao que fizemos em (a).
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3.2 Propriedades Goldie de A[z : o, w]] e de A{{x; a, w))

Aqui, continuamos assumindo que « é uma acao parcial torcida unitaria de Z

sobre A.

O propésito desta secao é investigar as propriedades de Goldie do skew anel das
séries de potencias parciais torcidas e do skew anel das séries de Laurent parciais
torcidas. Para tanto, é necessario esclarecermos alguns conceitos primordiais para

a compreensao do que aqui seré apresentado.

Sejam A um anel qualquer, M um A-médulo a direita nao nulo e N um submédulo
também nao nulo de M. Dizemos que N é um submddulo essencial de M se
NNL # 0, para todo submdédulo a direita nao nulo L de M. Se todos os submédulos
nao nulos de M forem essenciais, entao M é chamado de uniforme. Mais detalhes
sobre médulos uniformes e submédulos essenciais podem ser encontradas em [16,

pag. 56 e pag. 71].

Definicao 3.2.1. Seja A um anel com unidade. Dizemos que um A-médulo a
direita M tem dimensao de Goldie n, e denotamos por rankM = n, se existe um
submodulo a direita essencial V' de M que é uma soma direta de n submddulos

uniformes. Por outro lado, se tal n nao existe, entao rankM = oc.

Notemos que na literatura, a dimensao de Goldie é também chamada de di-

mensao uniforme.

Da defini¢ao anterior segue que rankM = 0 se, e somente se M = 0. Além
disso, a dimensao de Goldie a direita de um anel com unidade A é a dimensao de

Goldie de A visto como um A-mddulo a direita.

Dado um subconjunto X de um anel A, o anulador a direita de X em A é o

conjunto

anny(X)={a € A: Xa=0}.
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Um ideal anulador a direita é da forma ann,(X) para algum subconjunto X de
A. Desta forma, dizemos que A satisfaz a condicao de cadeia ascendente sobre os
ideais anuladores a direita se toda cadeia ascendente de ideais anuladores a direita

de A for estaciondria.

Munidos destes conceitos, podemos definir anel de Goldie a direita.

Definicao 3.2.2. [22, 2.3.1] Um anel A é dito anel de Goldie a direita se A possui
dimensao de Goldie finita e A satisfaz a condicao de cadeia ascendente sobre os

ideais anuladores a direita.

O proximo lema é fundamental para provar o principal resultado desta secao.

Lema 3.2.3. Seja V. um A-mddulo a direita simples. Entao V Alx; o, w]] € um
Al[z; o, w]]-médulo a direita cujos inicos submddulos ndo nulos estao ordenados da

forma

VAl[z; a,w]] D V(Z Diz') D V(Z Diz') D ...

i>1 i>2

Demonstracao: Claramente temos que VA[[x; o, w]] é um Al[z; a, w]]-médulo a

direita e notemos que vale a seguinte cadeia

VAllz;o,w]] D V() Dia') 5 V(Y Dia') C ...

i>1 i>2

Seja S um A[[z; a, w]]-submddulo ndo nulo de V A[[x; o, w]] tal que S # V Z D;z’
i>1
e consideremos [ = Z v;z" um elemento nao nulo de S com 0 # vy € V. Como V
i>0
é um A-médulo a direita simples, entao vgA = V. Desta forma, existe a; € A tal

que v; = vga; para todo i > 1. Seja g = 1 + uyx + usx® + ... e notemos que

fg = (vo+voarx + voagr® + ... )(1 +wyz + ug® +...)
= o+ (vous + voar)x + (vouz + aq(ay (voay )ur)wy; + voag)x?

+ (vous + a1 (ag (voar )ug)wy o + oy (voag)uy Jwa + voaz)r® + .. ..
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Se considerarmos

u; = —an,

Uy = —ag — a1a1<u1171)w1,17

Uz = —a3— a2a2(u1172)w2,1 - G1041(U2171)w1,27

Uy = Gy — Q11 (Ul w1 — . = @10 (Un—1 1) Wrip—1 - - -,

temos que fg = vp.

Agora,
V A[[z; o, w]] = (voA) Al[z; a, w]] C voAl[z; a, w]] = fgAl[x; o, w]] C fA[[z; o, w]]

e fA[[lz;a,w]] € VA[z;a,wl]]. Assim, VA[[x;o,w]] = fA[x;a,w]], para todo
f €S esegue que VA[[z;a,w]] C SA[[z; a, w]] C S. Portanto, nao existe nenhum
submédulo de V A[[z; o, w]] entre V A[[z; o, w]] e VZ Dz,

i>1

Ainda precisamos mostrar que nao existe nenhum submédulo nao nulo de V A[[z; av, w]

entre VZ Dix' eV Z D;x', para todo j > 1. Para tanto, mostraremos que

1>] 1>j+1
1% Z D’
P=—Z— =VDu+ VY Da'
i>2

é um Al[x; o, w]]-médulo a direita simples.

Seja L C P um Al[z; o, w]]-submddulo a direita ndo nulo de P. Entao existe

um elemento nao nulo f € L, onde f =ayx+V Z D;x" e a; € VD, é diferente de
i>2
zero. Afirmamos que fAl[x; o, w]] = P. De fato, seja h = Zhixi € Al[z; a, w]].
i>0
Entao,

fh=(az+ V> Dia')(ho+ > hia') CVDiz +V Y Dia' = P.

i>2 i>1 i>2
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Assim, fA[[x; o, w]] C P. Resta ainda ver que P C fA[[x; o, w]].

Seja g = br +V Y D' € P, com b € VD;. Comoa; € VD; CVACV,
i>2
temos que a; € V e, uma vez que V é um A-mdédulo a direita simples, temos que
V = a;V. Entao, como b € VD, C V, existe A € A tal que a1 A = b. Afirmamos
que fa;'(1;)) = g. De fato,
far'(LA) = (mz+ V> Dia')(ar (1))

1>2

= mAr+ (V Z Dz a; (1,0)

i>2

= al)\x + \% Z DZLU’L

i>2

= bx+V Z D,z
i>2

Logo P C fA[[x; o, w]] e, como ja haviamos mostrado a inclusao contraria, temos
que P = fA[[x; o, w]]. Desta forma, P = fA[[x; a,w]] C L(A[[z; o, w]]) C L, pois L
é um A[[z; a, w|]-médulo & direita. Como jé tinhamos que L C P, segue que L = P
e, portanto, P é um A[[x; o, w]]-médulo & direita simples. Desta forma, nao existe

Al[z; o, w]]-submddulo a direita ndo nulo entre V' Z Dix' eV Z D;x'. Repetindo
i>i i>2
este processo para todo 7 > 2, segue o resultado. a

Considerando V' como um ideal a direita simples de A, o préximo resultado
garante que V Al[x; o, w]] e VA((z; o, w)) sdo mbdulos uniformes sobre A[[x; v, w]

e A((z; a,w)), respectivamente.

Proposicao 3.2.4. Seja V é um ideal a direita simples de A. Entao:

(a) VA[z;a,w]] € uniforme como Al[x; o, w]|-mddulo.

(b) VA((z;a,w)) € uniforme como A{{x;c,w))-mddulo.
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Demonstragao:

(a) Pelo Lema ([3.2.3), os tnicos submédulos de V A[[z; o, w]] sao V Z D;z', com

i>m
m > 0. Notemos que VZ Djxj oV Z Djxj, para todo s > 0. Logo,
Jj>i Jj>i+s
VY Dia?AVY Dyl =V Dl #0,
j>s j=>t jzs

sempre que s > t. Portanto, V A[[z; a, w]] é uniforme.

(b) Seja L um submédulo ndo nulo de VA((x; o, w)). Entao L N (VAl[x; o, w]]) é
um submédulo nao nulo de V A[[z; , w]]. Desta forma, para cada submddulo
nao nulo C' e D de VA({x;a,w)), temos que C' N (VA|[x;,w]]) # 0 e DN
(VA[[z; o, w]]) # 0. Entao,

(CND)NVA[x;a,w]] = (CNVA[[z; a0, w]]) N (DN VA[[z; o, w]]) # 0

e, consequentemente, C'N D # 0. Portanto, V A{{x; o, w)) é uniforme.

O préximo teorema é uma generalizagao de [20, Theorem 2.8], onde os autores
trabalharam com o skew anel das séries de poténcias e o skew anel das séries de
Laurent, assumindo uma agao global (nao torcida) de um grupo em um anel. Neste
caso, os autores provaram que, quando A é um anel semiprimo e noetheriano (a
direita ou a esquerda), entao as dimensoes de Goldie de A, do skew anel nas séries
de Laurent e do skew anel das séries de poténcias coincidem. Com o objetivo de
generalizar [20, Theorem 2.8], no préximo teorema substituimos a noetherianidade

por uma condigao mais fraca, a saber, a propriedade Goldie.
Teorema 3.2.5. Se A € um anel semiprimo de Goldie, entao

rankA = rankA[[z; o, w]] = rank A{{x; o, w)).
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Demonstragao: Pelo fato de que A é semiprimo e Goldie temos, por [22, Theorem
2.3.6], que existe o anel de quociente classico E de A, que é semissimples e, por [22,

Lemma 2.2.12], temos que rankA = rankE. Uma vez que
A C Al{z; a,w)) C E((x; ™, w")),

temos

rankE = rankA < rankA{{z; o, w)) < rankE{({z;a*, w")),

onde a* é a extensdo da agao parcial torcida unitdria o de A para E, (ver [2
Theorem 3.4]). Seja d = rankA e suponhamos, sem perda de generalidade, que

A= F e a = a*. Entdo, podemos escrever

onde V; é um ideal a direita simples de A, para todo i € {1,...,d}.

Assim,

A((z; 0, w)) = ViA{{z; 0, w)) @ - - © VaA{(z; 0, w))

e, pela Proposicao item (b), cada V; A{{(x; a, w)) é uniforme como A{{x; v, w))-

modulo a direita. Entao, rankA((z; a, w)) = d.

De maneira analoga, temos que
Allz; a,w]] = ViA[[z; a, w]] @ - - - @ ViA[[z, aw]]
e, pela Proposicao item (b), cada V;A[[z; o, w]] é um submédulo unifome de
Al[z; a, w]], para todo ¢ € {1,...d}. Entao, rankA[[z; o, w]] = d. O
Sejam A um anel e a € A. O anulador a direita de a em A é dado por

anny(a) ={x € A: ax = 0}.
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Além disso, de acordo com [22, Definition 2.2.4], o ideal singular de A é
Z(A)={a€ A:anny(a) é essencial a direita em A}.
O anel A é denominado singular se Z(A) = A e nao singular se Z(A) = 0.

Estamos, enfim, em condigoes de apresentar o primeiro resultado principal desta

secao.

Teorema 3.2.6. Seja A um anel semiprimo. As sequintes condi¢oes sao equiva-

lentes:

(a) A é um anel de Goldie.
(b) Allz; o, w]] € um anel de Goldie.
(c) A{{x;a,w)) € um anel de Goldie.
Demonstracao: (a) = (¢) Como A é de Goldie, pelo Teorema e pela Pro-
posicao item (a) temos que
rankA{(z; a,w)) = rankA < oo

e A{{x;a,w)) é semiprimo. Afirmamos que A{{x;a,w)) é nao singular. De fato,
sejam [ um ideal a direita ndo nulo de A e f € Z(A((x;,w))) tal que f # 0.

Escrevamos
f=a_x7 +.. . +tap+ax+...,

onde —j € Z o menor inteiro tal que a_; # 0. Entao, I((z;a,w)) é um ideal a

direita de A{{z;a, w)) e obtemos que

ann (o) (f) N 1{{z; o, w)) # 0.

Logo, existe h € I((x;a,w)) N anna(aawy(f) tal que h # 0 e, consequentemente,

fh =0. Vamos escrever

h:b_kx_k+...+b0+blx+...
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e suponhamos, sem perda de generalidade, que b_, # 0. Entao, olhando para o

menor grau do produdo fh, obtemos
a_joc_j(ljb_k)w_j,_kx_j_k == 0,
o que implica que a_jo_;(1;b_;) = 0. Desta forma,

aZj(a—j)aZj(a—;(10-1)) =0

—J

;(a,j)ljb,k = 0. Assim, temos que a_

Ha_;)b_j, = 0 e, conse-

e isto nos da que a_ i

quentemente, b_, € anna(a_j(a_;)), com b_; # 0. Entédo

anna(a”j(a—;)) NI #0,

de onde concluimos que o_}(a_;) € Z(A). Como A é de Goldie, entéo a_}(a_;) =0

e, uma vez que a”}

; € um isomorfismo, temos a_; = 0, 0 que ¢ uma contradigao.

Assim, Z(A{{z;a,w))) = 0 e, por [22, Theorem 2.3.6], concluimos que A{(z; a, w))
¢ de Goldie.

Precisamos mostrar ainda que (¢) = (b) = (a). De fato, claramente
A C Al[z; a,w]] C A((x; o, w))
e, como A é semiprimo de Goldie, temos, pelo Teorema [3.2.5
rankA = rankAl[z; o, w]] = rankA{{x; o, w)).

Além disso, é bem conhecido da teoria de anéis que se um anel satisfaz a condicao de
cadeia ascendente sobre os seus ideais anuladores, entao qualquer subanel também

satisfaz tal condi¢ao. Portanto temos o resultado desejado. ad

Em [2], os autores trabalharam com agoes parciais torcidas de tipo finito de um

grupo sobre anéis com dimensao de Goldie finita. No entanto, nao notaram que isto
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implicaria na existéncia da agao envolvente. No proximo resultado, mostraremos a
existéncia desta acao envolvente para o caso de agoes parciais torcidas unitarias de
7, sobre um anel A, mas é conveniente notar que o resultado é vélido para qualquer

grupo G.

Teorema 3.2.7. Sejam A um anel com dimensao de Goldie finita e o uma acdo
parcial torcida unitdria de Z sobre A. Se « € de tipo finito, entdo o tem agdo

envolvente.

Demonstragao: Por hipdtese, existe um conjunto finito {gi, ..., g,} de Z tal que
A=Dgig + -+ Dygyg,,

para todo g € Z. Afirmamos que A pode ser escrito como uma soma direta finita
de anéis indecomponiveis. De fato, cada D, tem identidade 1, e, por métodos

andlogos aos utilizados em [13], podemos escrever
A=F® ---®F,,

onde cada F; é um ideal de Dy, com i € {1,...,n}, e é gerado por um idempotente
central. Se cada F; é indecomponivel, nao ha o que fazer. Agora, se existe 1 < j <n
tal que I nao ¢ indecomponivel, entao podemos escrever F; = Fj1 O F j2, e obtemos
que

A:Fl@...@Fjl@Fj?@...Fn.

Procedendo desta forma com todas as outras componentes decomponiveis, podemos

escrever

A=A16---d A,

Agora, se todos os A; sao indecomponiveis, acabou. Caso contrario, repetimos o
processo feito anteriormente. Uma vez que rankA é finito, este processo deve esta-

cionar em algum momento. Entao, temos que A é uma soma direta finita de anéis
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indecomponiveis, onde cada um deles é gerado por um idempotente central de A.

Desta forma, por [8, Theorem 7.2], (A4, o, w) tem uma agao envolvente. O

Na Proposigao [3.1.14] vimos que se A é semiprimo, entdao A{{x;«,w)) também
é semiprimo. No entanto, ndo podemos afirmar o mesmo para A[[z; a, w]]. Nosso
proximo objetivo é apresentar sob quais hipdteses a semiprimitividade de A pode

ser extendida para A[[z; o, w]|.

Seja o uma acao parcial torcida unitaria de Z sobre A que admite acao envolvente
(B, B, u). Exibiremos um Contexto de Morita entre A((z;a,w)) e B{{x; 5, u)) cuja
restricao a B[[z; 5, u]] nos d& também um contexto de Morita entre A[[z;a,w]] e
Bl[z; 8, ull.

Relembremos que, dados anéis A e B, bimdédulos 4Ug e gV, e aplicacoes 6 :
UpV - Aet:V®,U — B, acolegao (A, B,U,V,0,1¢) é chamada de Contezto
de Morita se

AV
U B

com as operacoes usuais de matrizes, é um anel.

O préximo resultado estd demonstrado em [22, Theorem 3.6.2], para anéis com
elemento identidade. Na verdade, na demonstracao do resultado em questao nao é
usado o fato de que os anéis tem elemento identidade e que os médulos U e V' sao
unitarios. Entao podemos ver facilmente que o que segue é verdade para anéis que

nao necessariamente tenham identidade.

Teorema 3.2.8. Seja (A, B,U,V,0,v¢) um contexto de Morita. Entao existe uma
correspondéncia bijetora, preservando a ordem, entre o conjunto dos ideais primos P
de A, com P 2 UV, e os ideais primos P de B, com P’ 2 VU. A correspondéncia
¢ dada por P—— {s € B:UsV C P} e P+ {rc A:VrU C P'}.
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De maneira andloga a feita em [0, Section 5], tomamos

U= {Zaixi: a; € A, para todoiEZ}

1€EZ

V= {Zaixi a; € Bi(A) ,para todo i € Z} .
1€Z

Entao podemos ver que UB((x; B,u)) C U, B{(z;5,u))V CV, A{{z;a,w))U CU

e VA((x;a,w)) C V (para mostrar as relagoes, relembremos que f3;(A) é um ideal

de B e D; = f3;(D_;)). Para construirmos um contexto de Morita entre A[[z; o, w]]

e B[[z; 8, u]] basta restringirmos U e V para ter somente séries de poténcia e teremos

as relacoes similares.

Entao, temos os contextos de Morita

(A{(z; a,w)), B{(z; B,u)), U, V,0,9)

(Allz; o, wl], Bllz; 8, u]], U, V, 0, 9),
onde # e 1 sao triviais.

A prova do préximo lema é andloga a feita em [4, Lemma 2.2].
Lema 3.2.9. Seja P um ideal primo de Al[z; o, w]]. Entao existe um tnico ideal
primo P de B[[x; B,u]] que satisfaz P' N Al[x; a, w]] = P.

Como consequéncia direta do Lema temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.10. Existe uma correspondéncia bijetora, via contra¢ao, entre o
conjunto de todos os ideais primos de Al[x;a,w]] e o conjunto de todos os ideais

primos de B|[x; B,u]] que nao contém A.

O proximo resultado é essencial para a prova do tltimo resultado desta secao e

¢ uma consequeéncia direta do Lema [3.2.9| e do Corolario [3.2.10
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Corolario 3.2.11. Seja o uma agdo parcial torcida unitdria de Z sobre A com agao

envolvente (B, B,u). Entdao nil.(Bl[x; 5, u]]) N Al[z; o, w]] = nil.(A[[z; o, w]]).

Alicergados no tltimo resultado, descreveremos o radical primo de A[[z; a, w]]
quando (A, «,w) tem agdo envolvente (B, [, u). Para tanto, necessitamos do se-

guinte lema.

Lema 3.2.12. Seja [ uma acdao global torcida de Z sobre um anel B. FEntdo o
radical primo de Bl|x, 5,u]] €
nil.(Bl[z, 8,ul]) = nil.(B) N Ng(B) & Y _ Ns(B
1>1

onde Ng(B) € a intersecio de todos os ideais fortemente B-primos de B.

Demonstragao: Temos as seguintes classes de ideais primos em B[[x; 3, u]]:

Fi={P: P éideal primo tal que B[[z;3,ullx C P}

Fo={P: P éideal primo tal que Bl[z;[,u]]lx € P}.

Notemos que

() P=nil.(B)® > _ Ba'.

PeFy i>1

Agora, para cada ideal fortemente S-primo ) de B, obtemos de forma andloga a
feita no Corolério |3.1.10] que Q|[x; B, u]] é primo. Também, para cada ideal primo

P de F5, temos que PN B é um ideal fortemente S-primo de B. Desta forma,
N P2 Na(B)[lr: 5:u]] e entdo,

PeFs

nil.(Bllz; f,ul)) = () P)n(() @)

PeF QEF2
D (nil,( +ZB;U (B))[[; 8, u]]
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D nil.(B)NNs(B)@ Y Ns(B)

i>1

Por outro lado, para cada ideal primo L de B temos que L & Z Bz' é um ideal
i>1
primo de B[[x; 3, u]] e, de maneira andloga & feita no Corolario [3.1.10} temos que,
para cada ideal fortemente S-primo N de B, o ideal N{[z; 3, u]] é primo. Logo,
nil(B[[z; B,u]]) C (nil.(B) N Ng(B)) & ZNg

i>1

Portanto, nil,(B[[z; 8, u]]) = nil.(B) N N3(B) @ Z Ng(B O

i>1

Proposicao 3.2.13. Seja o uma acao parcial torcida unitaria com ac¢ao envolvente
(B, B,u). Entdao o radical primo de Al|x;a, w]| €
nil. (Al[z; o, w]]) = (Na(A) Nnil,(A)) & Y (Na
i>1

onde No(A) € a interse¢ao de todos os ideais fortemente a-primos de A.

Demonstracao: De forma andloga a feita em [4, Lemma 2.9] temos que Q@ N A é
um ideal fortemente a-primo de A, para cada ideal fortemente [-primo ) de B e,

uma vez que A é um ideal de B, temos que nil,(B) N A = nil,(A). Assim, pelo

Corolario [3.2.11] temos

nil,(Allz;a,w]]) = nil(Blz; 8, u]]) N Allz; o, w]]
= (nil.(A) N No(A) @Y (nila(A) N D;)x

i>1

Para finalizar a se¢ao, mostraremos enfim que se A for uma anel semiprimo de
Goldie, estas propriedades se transferem para A[[z;«,w]|] quando « é uma agao

parcial torcida unitaria de tipo finito.
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Teorema 3.2.14. Seja a uma ag¢do parcial torcida unitdria. Se A € um anel se-
miprimo de Goldie e a € uma ag¢do de tipo finito, entao Al[z; o, w]] € semiprimo de

Goldie.

Demonstragao: Uma vez que « é de tipo finito e rank(A) é finito, pelo Teorema
temos que « tem agao envolvente (B, 8, u). Neste caso, por |2, Teorema 4.18],
B é semiprimo de Goldie e, pelo Teorema [3.2.6] temos que B[z; 8, u]] ¢ de Goldie.
Afirmamos que Bl[z; 3, u]] é semiprimo. De fato, suponhamos que nil,(B[[x; 3, u]])
¢ nao nulo. Entao, por [I8, Lemma 10.10.29], nil.(B[[z; 5, u|]) contém um ideal ndo

nulo nilpotente L. Como B é semiprimo, nil.(B) = 0 e do Lema [3.2.12| temos que

nily(B([x; B,u]]) = ) Ns(B)a'"

i>1

Agora, consideremos o conjunto
H={0#a€ NgB):3 0# feLtal que f=az’+---€ L} UO.

Nao ¢ dificil ver que H ¢ um ideal nao nulo de B com S;(H) C H, para todo
1 € Z. Como L ¢é nilpotente, temos que H ¢ também nilpotente e, sendo B um anel
semiprimo, temos que H = 0, o que é uma contradigao. Entao, nil.(Bl[z; 5, u]]) = 0.

Pelo Corolério temos
nil.(B[[z; B, u]]) N Al[z; o, w]] = nil.(A[z; o, w]])

e isto implica que nil,(A[[z; o, w]]) = 0. Portanto, A[[z; a, w]] é semiprimo de Gol-

die. O
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Capitulo 4

O Skew Anel das Séries de
Poténcias Parciais (Generalizadas

Torcidas

Em [21], R. Mazurek e M. Ziembowski investigaram a regularidade do skew
anel das séries de poténcias generalizadas e generalizaram os resultados obtidos
por Ribenboim em [26], [27], [28] e [29]. Neste capitulo, introduzimos o skew anel
das séries de poténcias parciais generalizadas torcidas e estudamos a von Neumann
regularidade deste anel. Neste sentido, generalizamos a maior parte dos resultados
obtidos em [21]. Também investigamos algumas propriedades do skew anel das
séries de Laurent parciais torcidas e do skew anel Malcev-Neumann parcial, que
sao casos particulares do skew anel das séries de poténcias parciais generalizadas

torcidas.
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4.1 A Regularidade do Skew Anel das Séries de

Poténcias Parciais Generalizadas Torcidas

Nesta se¢ao, @ = ({Dy}gea, {0y }gec: {wgn}g.neaxc) continua sendo como uma
agao parcial torcida unitaria de um grupo G sobre um anel com unidade A. Aqui
« nao necessariamente possui envolvente, a menos que esta informacao seja expli-
citamente mencionada. Comecaremos definindo os conjuntos narrow e artiniano,
conceito este fundamental para a compreencao do skew anel das séries de poténcias

parciais generalizadas torcidas. Para mais detalhes sobre a préxima definicao, ver

7.

Defini¢ao 4.1.1. Sejam (G, -, <) um grupo parcialmente ordenado e X C G um
subconjunto nao vazio de G. Dizemos que X é artiniano e narrow se toda sequéncia
estritamente decrescente de X ¢ finita e todo subconjunto de pares ordenados in-

comparaveis deste conjunto ¢ finito.

Defini¢ao 4.1.2. Sejam (G, -, <) um grupo munido de uma relagdo de ordem par-
cial, A um anel unitério e o = ({Dy}gec, {ag tgea, {wyn}gneaxa) uma acdo par-
cial torcida unitéria de G sobre A. O skew anel das séries de poténcias parciais
generalizadas torcidas com coeficientes em A e expoentes em G, o qual denotamos
por A[[G,a]], é o conjunto formado por todas as aplicagoes f : G — A tais que
f(s) € D e cujo suporte supp(f) = {s € G : f(s) # 0} é um subconjunto de G

artiniano e narrow. Sejam f,g € A[[G,a]] e s € G. Definimos o conjunto

X = {(u,v) € supp(f) x supp(g) : uv = s}.
Desta forma, a soma em A[[G, al] é a usual e a multiplicacao é dada por

Y ol (f)g)we, se X, #0
(fg)(s) = (u,v)EXs
0, se X,=10
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No préximo resultado mostraremos que A[[G,a]] é um anel associativo com

unidade.

Proposicao 4.1.3. A[[G, a]] é um anel associativo com unidade.

Demonstracao: Sejam f,g,h € A[|G,a]] e z € G. Entao

(flgm)@) = > aulag (f(w)(gh)(v))wa,

(u,v)EX s

= Y g (Fw) D aslag (9(8) () wes)w
(uw)€Xy (s,)EXy

= Y fau D Lerg(s)as(lh(t))wg)w,,,
(u,w)EX g (s,t)€Xy

= Z f(u) Z (1y-19(8))r(Lym10vg(14=1 A (1)) ey sWays 1 W,y 4y Waio
(u,w)EX s (s,t) Xy

= > fw) D au(lg(s))a(lu-ros(Lrh(t))) W stwus iy 4w,
(u,v)EX s (s,t) Xy

= > fWen(lu-19(5)) W, s0us (1 sy~ h(E) ) Was
(u,8,t)EX s

Por outro lado,

(fo)h)(x) = D aulay ((f9)D)h(t))wre

(Lt)eX s
= Y aler 'Y aulag (F(w)g(s))wag) (D)
(IL)eXs (u,s)€X]

Assim, (fg)h = f(gh) para quaisquer f,g,h € A[[G, a]].

Definimos agora

1A7 se T = 1G
Elc(x) = {

0, caso contrario
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Claramente €, ¢ a aplicagao identidade de A[[G, «]]. Portanto, A[[G, &]] é um anel

associativo com unidade, como queriamos. a

Para cadar € A e s € G, definimos as aplicagoes C,, fs € A[[G, a]] da seguinte

forma:

r, se x=Ilg l,, se z=s
OT(Z’) = € fS(x) =
0, caso contrario 0, caso contrario

Estas aplicacoes desempenharao um papel essencial para a prova dos resultados

que serao apresentados nesta secao.

De agora em diante, para facilitar a escrita denotaremos a aplicacao identidade

€1, simplesmente por 1.

O préximo resultado nos fornece condigoes para que um elemento de A[[G, o]

seja inversivel neste anel.

Proposicao 4.1.4. Sejam A um anel, (G,-, <) um grupo parcialmente ordenado,
« uma agao parcial torcida unitdria de G sobre A e f € A[|G, a]]. Suponhamos que

exista um menor elemento sy € supp(f). Se f(so) € U(A), entdo f € U(A[[G, a]]).

Demonstracao: Primeiramente, notemos que 1y, = 14, pois f(sg) € Ds, €, por

hipdtese, f(sg) € U(A).

Definimos a aplicacao g = 1—C -1 710]0(50)—1 f fso—1 e afirmamos que g(1g) = 0.
0

50,8

De fato, temos que

([l )Te) = D ap(a, (F(0) fro1(a))wpg (4.1)

P.9)€X14

-1
lsp-1, se q=sp

f30*1<Q) =

0, caso contrario

62



Desta forma, (4.1) é diferente de zero se, e somente se, p = so. De fato, como
(p,q) € X1, temos que pg = 1g. Além disso, fsal(Q) ¢ nao nulo se, e somente se,

q = 55", 0 que equivale a dizer que p = so. Assim,

(ffso*)(lG) = f(80)150w80750—1 = f(so)11471}80,80*1

e temos que

9le) = 1(la) —wyl 1 f(s0)" f(50)Latwsg,ee1

= la—14

= 0.

De maneira analoga, temos que

g(@) = wy k1 fs0) 7 F(250) Wy i1, (4.2)
para cada = € G\{1g}.

Seja t € supp(g). Como g(lg) = 0, segue que t # 1 e, por (4.2)), podemos
concluir que f(tsg) # 0, isto é, tsg € supp(f) sempre que t € supp(g). Desta forma,
como sy ¢ o menor elemento de supp(f), obtemos sy < tsg e, consequentemente,

lg < t.

Consideremos s €< supp(g) >. Por [21, Proposition 1.3,(ii)], existe um elemento
maximal n, € NU {0} tal que s € supp(g)™. Assim, podemos definir a aplicagao

h: G — A da forma

h(s) (1+g+g>+--+g™)(s), sese< supp(g) >
S g

0, caso contrario

Claramente temos que supp(h) C< supp(g) > e, novamente por [2I, Proposition
1.3 (i)], obtemos que h € A[[G,]]. Afirmamos que h(1 — g) = 1. De fato, scja

s € supp(h(l — g)). Entao s € supp(h)supp(l — g) C< supp(g) > e denotamos

63



n = ns. Pela maximalidade de n, em supp(g), temos que ¢"*1(s) = 0 e podemos

[(I+g+g"+ - +g")(1=g)(s) = (L—g")(s) = 1(s).

Desta forma, para provar que h(1 — g) = 1 basta mostrar que

h(1=g)(s)=[1+g+g+-+ g1 = 9)](s),

ou seja, precisamos mostrar que, para cada (z,y) € X; tal que (1 — g)(y) # 0, vale
h(z)=(1+g+- -+ ¢")(x). Para tanto, analisaremos dois casos, a saber, quando

xr €< supp(g) > e quando = ¢< supp(g) >.

Suponhamos inicialmente z €< supp(g) >. Sabemos que
h(z) =1(z) + g(z) + - - + g™ (x) (4.3)

e, para cada s €< supp(g) >, existe um elemento maximal n = n, € NU{0} com s €
supp(g)"=. Como xy = s, entao n, < n,+n, < n. Assim, g™ (z)+---+g¢"(z) =0

e segue que,

hz) = Uz)+g(@)+- +g"(x)
= ) +g@)+ - +g"(x)+ g™ (x) +-g"(2)

= (14+g+--+g")(2).

Agora, se x ¢< supp(g) >, entao ¢"(z) = 0, para todo m € NU{0} e novamente
vale que h(x) = (1 + g+ --- + ¢")(z). Logo, em qualquer caso, é valido que
h(1 — g) = 1. De maneira andloga temos que (1 — g)h = 1 e, consequentemente,
1—geUA[G,a]]).

Nao é dificil ver que C(sy), Cu,

1 -1
C'f(sor1 - Cf(so)’ wal

iy © fs, sdo inversiveis em A[[G,a]], onde

_ -1 _
.= Cwsofl,so © fsgl = fs,- Desta forma, como
807 7580

g = 1-— wal . Cf(so)*lffsgfla

50,50
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temos que

f = Cf_(io)ﬂc;}l (1 - g)fso

S50 »S0

e, consequentemente , f € U(A[[G, a]]). O

Proposicao 4.1.5. Sejam A um anel, (G,-, <) um grupo onde < é uma relagao de
ordem total e o uma a¢ao parcial torcida unitdria de G sobre A. Entao A[[G, o]
¢ um anel com divisao se, e somente se, A € um anel com divisdo. Neste caso, a

acao parcial torcida unitaria € uma acao global torcida.

Demonstracao: Suponhamos que A[[G, a]] é um anel com divisao e seja r € A

um elemento nao nulo. Entao, existe g € A[[G, o] tal que C,.g = 1. Desta forma,

rg(le) = (Crg)(le) = 14
e, portanto, A é um anel com divisao.

Reciprocamente, suponhamos que A é um anel com divisdo e seja f € A[[G, o]].
Como < é uma relagao de ordem total em G e supp(f) é um subconjunto de G,
podemos garantir a existéncia de um elemento minimal ¢ € supp(f). Uma vez
que f(t) € A =U(A), segue da Proposigao que f € U(A[[G,a]]). Portanto,

A[[G, a]] ¢ um anel com divisao. O

Lema 4.1.6. Sejam A um anel, (G, -, <) um grupo parcialmente ordenado e o uma
acdo parcial torcida unitdria de G sobre A. Se A|[|G,a]] € von Neumann regular,

entdo A € também von Neumann reqular.

Demonstracao: Seja r € A\{0} e consideremos C, € A[[G,a]]. Por hipdtese,
existe g € A[|G, a]] tal que C,. = C,.gC,.. Assim,

r=C(lg) = (CrgCy)(1g) = rg(le)r
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de onde segue que A é von Neumann regular. a

Lema 4.1.7. Sejam Ay, ..., A, anéis com unidade, A = HA"’ (G,-, <) um grupo
i=1
parcialmente ordenado e o = ({Dg}geg, {og}ec, {wg,h}(g,h)erG> uma acdo parcial

torcida de G sobre A. Entdo, para cada i € {1,...,n}, existe uma a¢ao parcial
n

torcida o' de G sobre A; e, além disso, A[[G, a]] ~ HA,-[[Q o).
i=1

Demonstragao: Primeiramente vamos definir uma acao parcial torcida unitaria

o' de G sobre A;, para todo i € {1,...,n}. Como A = HA“ dado g € G, temos

i=1
n
que D, = HD;, onde D} = D, N A; é um ideal de A;, para todo i € {1,...,n}
e, com istoii, = (1;,...,17). Também, para cada wg € U(DyDyp), com g, h € G,
temos
Wg,n = (w;,hv e 7w;,h)7

onde w; , € U(D;D?,) para todo i € {1,...,n}.

Sejam 7; : A; — Aem : A — A, as aplicagoes inclusao e a projecao naturais,

respectivamente. Para cada g € GG, definimos a aplicacao oz; : D;,l — D; por

o/g:moagon

Di .
g—l

Claramente ay|pi = ;. Assim, a agdo parcial torcida unitdria o de G sobre A;
i

que procuramos é dada por o = ({D;}geg, {Oé;}ge(;, {w;}h}(g7h)egxg>.

Para ver que A[|G, o] ~ H Ai[[G, a']], consideremos a aplicacdo
i=1

v A[G o] — JTAlG, o]

i=1 )

f — (flw"afn)

onde f; = m; o f, para todo i € {1,...,n}. Como supp(f;) C supp(f), segue que

fi € A[[G,af]], para todo 7 € {1,...,n}. Nao é dificil ver que 1) é um isomorfismo
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de anéis e, portanto, A[[G, ] ~ HAi[[G, o). O

i=1

Enunciaremos agora um importante resultado que relaciona a semissimplicidade
com a regularidade e a propriedade de ser ortogonalmente finito. Lembremos que
um anel é ortogonalmente finito se possui uma quantidade finita de idempotentes

nao nulos mutuamente ortogonais. Para mais detalhes sobre este resultado ver [31]

Lemma 13.7]

Proposicao 4.1.8. Um anel A é semissimples se, e somente se, A € von Neumann

reqular e ortogonalmente finito.

Estamos, enfim, aptos a apresentar o principal resultado desta secao. Nele
mostramos que, se A é um anel ortogonalmente finito, entao a regularidade de A

equivale a regularidade de A[[G, o]].

Teorema 4.1.9. Sejam A um anel, (G, -, <) e a uma agdo parcial torcida unitdria
de G sobre A. Se < é uma relagdo de ordem total e A € ortogonalmente finito,

entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) A[[G,a]] é von Neumann regular;
(b) A ¢é von Neumann regular;
(c) A € semissimples;

(d) A[[G,qa]] é semissimples.
Demonstracao: A implicacdo (a) = (b) segue diretamente do Lema Ja
(b) = (c) é consequéncia da Proposigao [4.1.8 uma vez que A é ortogonalmente

finito, por hipdtese. Novamente da Proposicao {4.1.8] temos (d) = (a). Resta

mostrar que (¢) = (d).
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Suponhamos que A é um anel semissimples. Entao, existem n € N e idempoten-
n
tes centrais ey, ..., e, tais que podemos escrever A = @ e; A, onde todos os ideais

i=1
e;A’s sao ideais & direita minimais de A.

Para cada i € {1,2,...,n} e f € A[[G,q]], consideramos f; = m; o f, onde
m A — e;A é a projecao natural. Afirmamos que supp(f;) C supp(f), para
todo i € {1,2,...,n}. De fato, se s ¢ supp(f), entdao f(s) = 0 e segue que
fi(s) = m(f(s)) = 0, o que implica s ¢ supp(f;), para todo i € {1,2,...,n}.
Consequentemente, supp(f;) C supp(f) e temos que supp(f;) também é artiniano e

narrow, ou seja, f; € A[[G, ], para todo i € {1,2,...,n}.

n
Como A = @ e; A, para cada [ € GG existem rq,...7, € A tais que
i=1

FO) = er;.

Desta forma,
fLi(l) =m(f(1)) = WZ(Z ejrj) =eir; = 637"1' = e fi(l) = Ce, fi(l),
j=1

para cada i € {1,...,n}. Além disso,

n n n

Zfi(l> =Y (mo O =Y m(D ery) =) eri=f)

i=1 =1 j=1 i=1
e temos que f(l) = iC’eifi(l), para todo f € A[[G,a]],l € G. Assim,
i=1
AllG,a]] = C, A[[G, a]] + ... + C, A[[G, o] (4.4)

Fixemosi € {1,...,n} e escrevamos ¢; = e. Afirmamos que C.A[[G, a]] é um ideal a
direita minimal de A[[G, a]]. De fato, seja I um ideal a direita ndo nulo de A[[G, o]
tal que I C C.A[[G, a]] e consideremos g € I. Entao, supp(g) ¢é artiniano e narrow

e, como < é uma relacdo de ordem total, existe um elemento minimal sy € supp(g).
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Uma vez que g € C.A[[G, a]] e e é idempotente, temos que g(x) = eg(z), para todo
x € G. Com efeito, temos que g = C.h, para algum h € A[[G, a]]. Assim,
g@) = > (e (Ce(m)h(n))wp, = eh(z) = e(eh(x)) = eg(z),
(m,n)eXy

para todo x € G.

Além disso, como eA ¢é um ideal a direita minimal de A, temos que e = g(so)r,
para algum r € A. De fato, suponhamos que e # g(so)r, para todo r € A. Entao,
(g(s0)r)A é um ideal a direita de A e (g(so)r)A = eg(so)rA C A, o que contraria a

minimalidade de eA em A.

Definamos agora h : G — A onde h(sg) = 14 e h(s) = rg(s), para todo
s € G\{so} e observemos que supp(h) C supp(g). De fato, se s ¢ supp(g), entao
g(s) = 0 e, consequentemente, h(s) =r -0 =0, o que implica s ¢ supp(h). Assim,
temos que sy é também o menor elemento do supp(h) e, como h(sy) = 14, pela
Proposicao temos que existe ¢ € A[[G,a]] tal que h¢p = 1. Além disso,

Cy(so)h = g, pois

(Co(sor ) () = At (043! (Cy(s) (M) (1) )W = g(0) (),
(

m,n)EXy

para todo x € GG. Assim,

9(x) = eg(x) = g(so)rg(x) = g(so)h(x) = (Cy(s)h) (2),

para todo x € G.

Desta forma,
CE = CQ(SO)T = Cg(SO)CT - Cg(so)hgbcr = g(bor

e temos que

C. = goC, € gA[|G, o] C TA[[G,a]] C I.
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Consequentemente, C. A[[G, a]] C I e segue que I = C. A[|G, a]]. Logo, C, A[|G, ]
¢ um ideal a direita minimal de A[[G, a]] para todo i € {1,...,n}. Uma vez que

(4.4) claramente é uma soma direta, segue que A[[G, a]] é um anel semissimples. O

Suponhamos que (A, a, w) tem uma agao envolvente (B, 5, u), entao, como con-

sequéncia do ultimo teorema, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.1.10. Sejam A um anel , (G,-, <) um grupo onde < € uma relagio
de ordem total e o = ({Dg}geg{ag}geg, {W(gyh)}(g,h)egxg) acdao parcial torcida de
G sobre A. Se existe uma acao envolvente (B, B,u) de (A, a,w), entdo A € von

Neumann regular se, e somente se, A[[G,a]] é von Neumann regular.

Demonstragao: Suponhamos que A é von Neumann regular. Entao, por [14, Pro-
posic¢ao 2.1.12], B também é um anel von Neumann regular. Assim, por [15, Corol-
lary, 1.2], B é J-semissimples e, consequentemente, semissimples. Desta forma, por
[21, Theorem 3.3], temos que B é ortogonalmente finito e, portanto, A também o
é, uma vez que A é um ideal de B. Entao, do Teorema temos que A[[G,a]] é

von Neumann regular.

A reciproca segue diretamente do Lema |4.1.6] O

Se consideramos G = Z, entdao A[[Z,a]] coincide o skew anel das séries de

Laurent parciais torcida A((z;«,w)). De fato, para cada f € A[[Z,a]] e i € Z,

podemos denotar a imagem de i por f da forma f(i) = f;. Assim, é possivel
escrever [ = Zfle € Al{z; a, w)).
i€z

Analogamente, seja g = Zgiwi € A{(z; a,w)). Podemos escrever

>m
g: 7 —» A

i — g(i) =g
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Entao g; € D; para todo i € Z. Além disso, o suporte de G é artiniano e narrow.
Com efeito, sabemos que Z é totalmente ordenado. Além disso, dizer que um
conjunto é artiniano e narrow equivale a dizer que todos os seus subconjuntos nao
vazios tem um menor elemento. Mas se g = Z g;z" é ndo nulo, sempre existe um
menor inteiro m tal que g,, # 0. Logo, supp(lgz)m: {i € Z : g; # 0} sempre tem um

menor elemento e, portanto é artiniano e narrow. Logo, g € A[[Z, a].

Nestas condigoes, decorre do Teorema o seguinte resultado.

Corolario 4.1.11. Seja A um anel ortogonalmente finito. Sdao equivalentes:

(a) A{(z;a,w)) € von Neumann regular;
(b) A((z;a,w)) € semissimples;
(c) A € semissimples.
A fim de seguirmos investigando a regularidade de A[[G,a]], é fundamental

apresentarmos o conceito de anel fortemente reqular. Para mais detalhes, ver [15,

pag. 28].

Definicao 4.1.12. Um anel A é dito fortemente regular se, dado a € A, existe
b € A tal que a = a?b. Equivalentemente, A é fortemente regular se, e somente se,

todos os idempotentes de A sao centrais.

E conveniente notar que todo anel fortemente regular é também regular.

Lema 4.1.13. Sejam A um anel, (G,-, <) um grupo parcialmente ordenado e «
uma ag¢ao parcial torcida unitdria de G sobre A. Se A[[G, a]] é fortemente regular,

entao todos os elementos idempotentes de A sdo a-invariantes.

Demonstragao: Para cada idempotente e € A, mostraremos que a,(1,-1€) = 1ge,

para todo s € G. De fato, nao é dificil ver que C, € A[[G, a]] é um idempotente.
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Como A[[G, a]] é fortemente regular, temos que C. é um elemento central e entao,
C.fs = fsCe, para todo s € G. Desta forma, (f;C.)(s) = (C’as(els_l)fs)(s), para

todo s € G e obtemos que

045(615*1) = (Cas(els—l)fsxs) = (fsCE)(S) = (Oefs>(3) = ely,

para cada s € (G. Portanto, todos os idempotentes de A sdo a-invariantes. O

De acordo com o Lema4.1.13| temos que se A[[G, «]] é fortemente regular, entao,

para todo s € G,

Iy = as(1g-114-1) = 1,1,

15—1 = as—l(lsls) = 1813—1,
o que implica que 1, = 1,-1. Assim, Dy = Dy-1.

No préximo teorema, estudamos condigdes para que A[[G, a]] seja fortemente

regular.

Teorema 4.1.14. Sejam A um anel, (G,-, <) um grupo e o uma a¢ao parcial tor-
cida unitdria de G sobre A. Se < € uma relagao de ordem total e A é ortogonalmente

finito, entdo as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) A[[G,qa]] é fortemente regular;
(b) A € fortemente reqular e todos os idempotentes de A sao a-invariantes;

(c) A € um produto direto finito de anéis com divisao e todos os idempotentes de

A sao a-invariantes;

(d) A[[G,a]] € um produto direto finito de anéis com divisao.
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Demonstracao: (a) = (b) Suponhamos que A[[G,a]] é um anel fortemente re-
gular. Entao, pelo Lema [4.1.13] temos que todos os idempotentes de A sao a-
invariantes. Como A[[G, a]] é um anel von Neumann regular, pois é fortemente

regular, pelo Lema temos que A é von Neumann regular.

Afirmamos que, para cada r € A, existe b € A tal que r = r2b. De fato,

consideremos C, € A[[G, a]]. Entao, existe g € A[|G, ]| tal que C, = C?g. Assim,
r=C(lg) = (C:Crg)(lc) = r*g(lc).

Portanto, A é fortemente regular.
(b) = (c) Pela Proposicao [4.1.8, temos que A é semissimples. Entao, existem anéis

com divisao D;, com 7 =1,...,k, tais que
A= M, (D) x -+ x M,, (Dy).

Uma vez que A é fortemente regular, todos os idempotentes de A sao centrais.
Desta forma, temos n; = 1 para todo i € {1,...k} e, portanto, A = Dy X -+ X Dj.
(¢) = (d) Por hipdtese, A = Dy X --+ X Dy, onde D; é um anel com divisao, para

todo i € {1,...,k}. Pelo Lema [4.1.7, temos
A[[G, a]] = Di[[G, o] x - -+ x Di[|G, ],

onde o' é agao parcial torcida unitdria de G sobre D;, para todo i € {1,...,k}
e, pela Proposicao , temos que D;[[G,af]] é um anel com divisdo, para todo
i€{l,...,k}. Logo, A[[G, a]] é um produto direto finito de anéis com divisao.

(d) = (a) Por hipétese, A[|G, ] é um produto direto finito de anéis com divisao
e, portanto, anéis simples. Entao, por [31, Remark 7.1], temos que A[[G, a]] é for-

temente regular. O

Finalizamos a se¢cao com o seguinte corolario.
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Corolario 4.1.15. Seja A um anel ortogonalmente finito. Sdao equivalentes:

(a) A{(z;a,w)) € fortemente reqular;
(b) A{{z;,w)) € um produto direto finito de anéis com divisao;

(c) A € um produto direto finito de anéis com divisao e todos os idempotentes de

A sao a-invariantes.

4.2 Skew Anel Malcev-Neumann Parcial

Nesta segao trabalharemos com um caso particular do skew anel das séries de
poténcias parciais generalizadas torcidas. Mais precisamente, voltaremos nossa
atencao para as aplicagoes cujo suporte é um conjunto bem ordenado. Para tais re-
trigoes, usaremos a notagao A, [[G]] e a denominamos skew anel Malcev-Neumann
parcial. Notemos que, neste caso, o suporte de um elemento de A *, [[G]] sempre

tem um elemento minimal.

Para facilitar o desenvolvimento dos célculos nas demonstragoes, representare-

mos um elemento f € A x, [[G]] da forma f = Z f49g-

geG

Seja f = Z f404 € A%, [|G]] um elemento nao nulo. Denotaremos por min(f) o

geG
elemento minimal do supp(f) e por A(f) o coeficiente de min(f). Convencionaremos

min(0) = 1g.

Se I é um subconjunto de A *,, [[G]], consideremos o conjunto
M) ={Xf):3 fel talque min(f) =1}

Lema 4.2.1. Para cada ideal a direita (esquerda) I de A x, [[G]], temos que A\(I)

¢ um ideal a direita (esquerda) de A e se I é um ideal proprio, o mesmo acontece
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para A\(I). Além disso, se I é um ideal bilateral de Ax, [[G]], entdo A(I) € um ideal

a-1nvariante de A.

Demonstragao: Claramente temos que se I é um ideal a direita (esquerda) de
A %, [[G]], entdo A(I) é um ideal a direita (esquerda) de A. Suponhamos que
AMI) = A. Assim, 14 € A(I) e existe f =14 + Z fs0s com min(f) = 1g. Como

s>1qg

fio =14 € U(A), pela Proposicao temos que f € U(A x,[[G]]). Desta forma,
[ é um elemento de I que é inverivel em A x, [[G]], o que implica 14, ¢ € I e,

consequentemente, I = A x,, [[G]].

Suponhamos agora que I é um ideal bilateral de A %, [[G]]. Queremos mostrar
que ag(A(I) N Dy-1) = A(I) N Dy, para todo g € G. De fato, para cada g € G, seja
a € AN(I)N D,-1. Entao, existe f € I tal que

f=a+) [
s>1g
e min(f) = 1g. Fixemos g € G e consideremos as aplicacdes h,h : G — A
definidas da forma:

1

1y, ses=g _ 1gflwg_,11’ ses=g"

h(s) = hy = e h(s)=hs= a

0, caso contrario 0, caso contrario

Assim, h = Z hebs e h = Z hsd, sdo elementos de A *, [[G]]. Notemos que

seG seG
hfh = (O hd)la+ > (o) hd.)
seG I>1¢g seG
_ -1 -1
= 1yd,alyw s S+ 1,0, fid) 1w,y 5y
>1¢g
= lgag(1g_1a)5glg_1w;_117g59—1 + Z 1g0{g(1g—1fl)wg715t1g—lw;}17g5g—l
t=gl
_ —1 ~1
= O‘g(lgfla)lgwg,gflwg,gfl + Z 19049(19*1fl)wgﬁlagl(198*1wg71,g)wgl,g*1 glg=?
glg=1>1¢g
_ -1
= ay(l-1a) + Z ag(Lg-1 f)wgiagag(Lgn-1w = )W g-10g15-1
glg=1>1¢g
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Desta forma,

Mhfh) = ag(l-1a) = ag(1,1A(f)) = ag(A(f))

e segue que ay(A(I) N Dy-1) = A(I) N Dy, para todo g € G. Portanto, A(I) é a-

invariante. O

Dado um subconjunto J de A, definimos
J x, [[G]] = {Z%ag € A%, [[G]]: a4 € J Vg€ G} .
geG
Quando J for um ideal a direita de A, entao J *, [[G]] também serd um ideal a

direita de A *, [[G]]. Além disso, se J for um ideal bilateral a-invariante de A,

entao J x, [[G]] serd um ideal bilateral A x, [[G]].

Finalizamos esta secao apresentando um resultado onde estudamos condigoes

necessérias para a simplicidade de A x, [[G]].

Teorema 4.2.2. O anel A x, [[G]] € simples se, e somente se, A ndo tem ideais

Proprios a-invariantes.

Demonstragao: Suponhamos que Ax,[[G]] ndao é simples e seja I um ideal préprio
de Ax,[[G]]. Entao, pelo Lema temos que (/) é um ideal préprio a-invariante
de A.

Reciprocamente, dado um ideal préprio a-invariante de A, claramente J *, [[G]]

é um ideal préprio de A x, [[G]] e, portanto, A x, [[G]] ndo é simples. 0
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