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Resumo

Esta dissertação tem como objetivo apresentar um caso especí�co de Interpolação da
Estrutura a Termo da Taxa de Juros (ETTJ) com base no processo estocástico que de-
termina a taxa de juros, o qual é aqui denominado por interpolação estrutural. Este
método estrutural permite a calibração das curvas de desconto e de rendimento, por meio
do ajuste dos parâmetros do modelo generalizado Black-Karasinski sob a hipótese de não
arbitragem. São apresentados três métodos distintos de calibragem. O primeiro deles é
constituído pela solução numérica do sistema de equações que satisfaz a hipótese de não
arbitragem. O segundo método remete-se a inversão dos parâmetros do modelo de forma
exata, a partir da de�nição da curva de rendimento. O terceiro e último método apresenta
uma solução aproximada a partir de um problema reduzido. Mostramos que os métodos
são equivalentes quando se utiliza a mesma de�nição para a curva de rendimentos. A
importância deste resultado reside no desenvolvimento de algoritmos de fácil implemen-
tação computacional e na possibilidade de usar esse método de interpolação com base
em um modelo de determinação da taxa de juros em trabalhos empíricos de previsão e
determinação da estrutura a termo da taxa de juros.

Palavras-chave: Modelo generalizado Black-Karasinski; Estrutura a termo da taxa de
juros; Calibragem



Abstract

This paper aims to present a special case of interpolation of the Term Structure of In-
terest Rates based on the stochastic process that determines the interest rate, which is here
called by structural interpolation. This structural method allows the calibration discounts
and yields curves adjusted through the parameters of the generalized Black-Karasinski
model under the assumption of no arbitrage. Three distinct methods of calibration are
presented. The �rst consists of the numerical solution of the system of equations that
satis�es the hypothesis of no arbitrage. The second method refers to the inversion of
the parameters model, from the de�nition of the yield curve. The third and last method
presents an approximate solution from a smaller problem. We show that the three meth-
ods are equivalent when using the same de�nition for the yield curve. The importance of
this result lies in the development of algorithms for easy computational implementation
and the possibility of using this interpolation method based on a model for determining
the rate of interest for empirical prediction and determination of the term structure of
interest rates.

Keywords: Generalized model Black-Karasinski; the term structure of interest rates;
Calibration.
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1 Introdução

A estrutura a termo da taxa de juros pode ser de�nida pela coleção de taxas de
juros indexadas em duas dimensões, maturidade e tempo. O primeiro índice mostra a
relação entre taxas com diferentes maturidades para contratos de uma mesma natureza
em determinado dia. O segundo índice revela a evolução das taxas no tempo de contratos
com mesmas maturidades. Modelar a estrutura a termo é fundamental, uma vez que
as instituições �nanceiras necessitam controlar a sua exposição ao risco de oscilação de
taxas de juros através do balanceamento de suas posições em títulos de dívida pública ou
contratos futuros, visto que estes possuem valor atrelado às taxas de juros, e as estratégias
de imunização de portfólio necessitam de medidas preditivas dos movimentos na estrutura
a termo das taxas de juros (Laurini e Hotta, 2007).
Os modelos de estrutura a termo da taxa de juros têm apresentado um importante

avanço nos últimos 30 anos conforme ressaltado por Diebold e Li (2006). Segundo esses au-
tores pode-se destacar a existência de três classes de modelos. Modelos de não-arbitragem
descritos especialmente por Hull-White (1990) e Heath at al. (1992), tais modelos im-
plicam na condição de não arbitragem entre as taxas correntes da curva de rendimentos.
Modelos de equilíbrio representados principalmente pelos modelos desenvolvidos por Va-
sicek (1977), Cox, Ingersoll e Ross (1985) e Du¢ e e Kan (1996).
Existem ainda modelos estatísticos que são compostos por modelos de componentes

principais de fatores e por modelos de interpolação. Esta classe de modelos inclui o
modelo de análise de fator do Litterman e Scheinkman (1991), modelos de splines cúbicas
e quadráticas de McCulloch (1971, 1975), spline exponencial de Vasicek e Fong (1982) e
suave de Fisher et al. (1995) e modelos paramétricos de Nelson-Siegel (1987), Svesson
(1994), Bliss (1997a), Björk e Christensen (1999) e Almeida, Duarte e Fernandes (1998),
Diebold e Li (2006), Christenssen, Diebold e Redebush (2008) e Almeida e Vicente (2008).
A literatura referente a estrutura a termo da taxa de juros apresenta diversas maneiras

de determinar e/ou prever o comportamento da ETTJ. O modelo utilizado no presente
trabalho, segue a linha dos trabalhos realizados por Merton (1973), Vasicek (1977), Ho e
Lee (1986) Hull e White (1990) e Black karasinski (1991), nesse sentido, é apresentado o
modelo generalizado Black-Karasinski, desenvolvido em Tourrucôo (2007), no qual a taxa
de juros de curto prazo é determinada por um processo estocástico de reversão a média.
O caráter generalizado do modelo remete-se diretamente ao fato dele permitir que a taxa
de juros seja representada por diversos tipos de funções, podendo, assim, assumir tanto
valores positivos quanto negativos, conforme será melhor explicitado no decorrer dessa
introdução e na metodologia deste trabalho.
Uma vez que a estrutura a termo não apresenta valores conhecidos para todos os

vencimentos, o conjunto de trabalhos que compõem essa literatura permite o uso de
métodos de interpolação com a �nalidade de tornar tais séries completas para todos
as maturidades. Este procedimento tem grande importância para o desenvolvimento
de previsões da ETTJ. O trabalho desenvolvido por McCulloch (1971, 1975) faz uma
interpolação da função desconto por meio de splines cúbicas e quadráticas, enquanto
Vasicek e Fong (1982) viabilizam ajustes mais suaves a curva de desconto ao lançar mão
de splines exponênciais como método de interpolação. Todavia, esses métodos existentes
na literatura não apresentam relação com a modelagem da taxa de juros, eles são, na
verdade, métodos de interpolação que podem ser aplicados a quaisquer séries de dados.
Para o melhor desenvolvimento deste trabalho denominar-se-á esta forma de interpolação

9
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por método não estrutural. Isto é, uma interpolação que não está relacionada com uma
estrutura implicada por um modelo de taxa de juros.
A �m de apresentar um método de interpolação que esteja de acordo com uma estru-

tura implicada pelo modelo, esta dissertação acrescenta a literatura um caso especí�co
de interpolação com base no processo estocástico que determina a taxa de juros de curto
prazo, o qual será denominado por interpolação estrutural. O método estrutural aqui
desenvolvido permitirá a calibragem das curvas de desconto e de rendimento, posto que
tais curvas serão ajustadas a partir da estrutura implicada pelo modelo. Neste sentido, a
calibragem consistirá em ajustar os parâmetros do modelo generalizado Black-Karasinski
(gBK) para que este possa re�etir os dados observáveis de forma a satisfazer a hipótese de
não arbitragem. A calibragem decorrente do método estrutural torna possível a determi-
nação do comportamento das curvas de desconto e rendimento entre os pontos conhecidos
a partir da estrutura implicada pelo modelo de taxa de juros de curto prazo.
Neste contexto, a investigação aqui proposta reside em empregar métodos de otimiza-

ção numérica, analíticos e de aproximação à resolução de problemas de calibragem.
O modelo utilizado neste trabalho é o modelo generalizado Black-Karasinski apresen-

tado por Tourrucôo (2007). Neste, a taxa de juros de curto prazo é uma função explícita
g da variável de estado X1.

r = g (X) := r0 (1 + �X)
1
�

onde a variável de estado X (T ) segue o seguinte processo estocástico

dX = [� (t)� k (t)X] dt+ "e�dW
e r0 é o valor atual da taxa de juros de curto prazo e � = 1=q com q 2 N . É o valor de
� que determina o formato da função r = g (X) e permite que a taxa de juros assuma
valores negativos para alguns valores de �, em compensação, a simplicidade do modelo
tem como fator positivo a obtenção de fórmulas exatas. O modelo gBK pode ser aplicado
a qualquer valor de �. Este trabalho assumirá três casos representativos, quando � = 1
tem -se o caso o caso Hull-White (HW ), quando � = 1=2, o caso Cox, Ingersoll e Ross
(CIR) e quando � ! 0 (q !1) ; r = r0eX , de�ni-se o caso BK.
A escolha desses três casos, justi�ca-se pelas diferentes características analíticas apre-

sentada por cada um deles. Para � = 1 a taxa de juros é uma função linear da variável de
estado, permitindo dessa forma que a taxa de juros assuma valores negativos. Se � = 1=2
a taxa de juros é uma função quadratÌca da variável de estado X (T ) podendo associar
dois valores distintos de X (T ) a um mesmo valor de r, este fato evidencia o comporta-
mento não monótono dessa função, mas este caso não permite que a taxa de juros assuma
valores menores que zero. Com � ! 0 (q !1) ; r = r0e

X a taxa de juros é, portanto,
uma função exponencial de X (T ) não permitindo que valores negativos sejam atingidos
por r, além de implicar um comportamento monótono a taxa de juros:
Dessa forma, este trabalho propõe calibrar as curvas de desconto e de rendimento

com o auxílio do modelo generalizado Black-Karasinski para os casos CIR, HW e BK.
Para tal, serão utilizados procedimentos numéricos por meio do uso de dados observados,
para maturidades fTigNi=1, que permitem a obtenção dos parâmetros � (t) e k (t), os quais
possibilitam o ajuste deste a curva de desconto observada. É importante destacar que em
decorrência da hipótese de não arbitragem o modelo se ajusta perfeitamente aos dados

1A variável de estado X (T ) segue o processo Ornstein-Uhlenbeck.
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observados para o tempo t = 0, isto é, ele reproduz as curvas observadas em t = 0.
O modelo gBK considera Z (t; y; T ) como sendo o valor de um título de desconto

na data t, com vencimento em T e y resulta de uma mudança de variável dada por
uma relação que re�ete o desvio da variável de estado X em relação X, onde � (t) y =
X (T )�X (T ) 2. Para este modelo, Z (t; y; T ) é função dos parâmetros � (t), k (t) e � (t),
que, respectivamente, permitem a satisfação da condição de não arbitragem, determinam
a velocidade de reversão a média e controlam a variância da variável de estado X. A
relação existente entre esses parâmetros e a curva de desconto observada pode ser vista
pela seguinte relação, na qual a taxa de juros é determinada por uma parte determinística
D (T ) =D (t) e outra estocástica representada por e���(t;y;T )

Z (t; y; T ) =
D (T )

D (t)
e���(t;y;T ) (1)

onde D (�) representa o preço unitário de um título de desconto e e���(t;y;T ) pode ser
interpretado como uma correço estocástica do modelo puramente determinístico3.
Os parâmetros que permitem a calibração aqui proposta resultam da de�nição de curva

de rendimento e da hipótese de não arbitragem que implica Z (t; y; T ) = D(T ), isto é, o
modelo reproduz os preços observados garantindo a identidade entre a curva de desconto
observada e a ajustada. A de�nição de curva de rendimento adotada neste trabalho é
uma função logarítmica da curva de desconto, conforme segue

bY := � logZ (0; T; 0)
T

(2)

Uma vez que Z = e�
R T
t r(s)ds, então

bY = 1

T

Z T

t

r (s) ds

e a curva de rendimento é de�nida como a média para cada período considerado, vale
ressaltar que para T = t tem-se Y = 0, o que é intuitivo pois não há rendimento no
período inicial.
A curva de rendimento, também é comumente de�nida por meio da seguinte função

contínua

bY = �@ logD (0; T; 0)
@T

essa outra forma de de�nição implica Y = r (s) e a curva de rendimento passa ser de�nida
pala taxa de juros. Vale ressaltar que, independentemente da de�nição de rendimento
assumida, a condição de não arbitragem é reescrita na forma bY (0; 0; T ) = Y (T ).
A partir do modelo gBK, da hipótese de não arbitragem e das de�nições para as

curvas de rendimento, este trabalho apresenta três possiveis formas de calibração por
meio da determinação dos parâmetros do modelo. A primeira forma consiste na solução
numérica da condição de não arbitragem para cada fTigNi=1, tomando k e � constantes e
exógenos, assumindo valores, respectivamente, iguais a 0.6 e 0.35. � (t) é uma função que
assume valores constante por intervalo, ela é endógena ao modelo, pois o valor de � (t)

2� (t) é explicitado na página 21 deste trabalho e y é a medida do desvio ocorrido entre a variável de
estado e sua média

3Esta relaço é que permite a calibragem via parâmetros do modelo. Mais detalhes podem ser vistos
na pagina 27 deste trabalho.
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é determinado pela soluço do sistema bY (0; 0; T ) = Y (T ) . Dessa forma, a calibragem
da curva de desconto e de rendimento observada permite que os parâmetros do modelo
sejam encontrados a partir da satisfação da condição de não arbitragem, que por sua vez
implica no ajuste do modelo aos dados observados4.
Conseguir fazer esse ajuste sem o uso de métodos numéricos traz vantagens computa-

cionais principalmente para aqueles casos nos quais os modelos precisam ser calibrados
várias vezes. Nesse sentido, a segunda forma de calibração apresentada por este trabalho
constitui um método alternativo ao método estritamente numérico. A partir da de�nição
contínua de curva de rendimento e mantendo k e � constantes será possível determinar
de forma analítica os parâmetros � (t) para quaisquer valores de �. Entre os casos HW ,
CIR e BK, o primeiro é o que apresenta mais fácil tratamento analítico o que permitirá,
para este caso especí�co, a realizaço da inversão do parâmetro � (t) a partir da de�nição
discreta (2) da curva de rendimentos.
Uma segunda alternativa ao método númerico, que caracteriza a terceira forma de

calibração apresentada, é a solução aproximada para a calibragem do caso geral (� 6= 1). O
método de aproximação dar-se-á a partir da solução encontrada para o modelo HW , onde
� = 1. Este caso será considerado o problema reduzido, visto que é possivel determinar os
parâmetros desse modelo sem o uso de métodos numéricos. Uma vez encontrada a solução
para o caso � = 1 são realizadas correções para os casos gerais (� 6= 1) a partir da solução
do modelo HW . Para um melhor entendimento pode-se considerar � = 1 � �, quando
� = 1) � = 0 e, portanto, o modelo HW é considerado o problema reduzido onde � = 0.
Os parâmetros desse modelo podem ser expandidos por meio de uma expansão regular
para os casos em que � 6= 1:
Com � 6= 1, � << 1 os resultados aproximados são obtidos a partir do caso especí�co

HW . Formalmente pode-se entender que supondo um parâmetro � resultando do caso em
que � = 0, pode-se produzir soluções aproximadas para os casos em que � 6= 1 por meio
de uma expansão em torno do � cuja soluço é dada na forma � = �0 (�) �0+ �1 (�) �1+ :::,
este método é conhecido como método das escalas interminadas, onde �0 (�) >> �1 (�) >>
�2 (�) >> :::, que permite obter o parâmetro � aproximado via sucessivas correções e �i (�)
8i 6= 0 é uma funço de �:5

1.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho é resolver problemas associados à calibragem do
modelo generalizado de Black-karasinski para títulos de desconto.

1.1 Objetivos especí�cos

� Calibrar a curva de juros observada para casos de volatilidade determinística,

� Analisar a possibilidade de calibragem que dispense a utilização de algoritmos de
otimização numérica para casos gerais e para o caso especial Hull-White.

� Estudar alternativas aproximadas (via métodos perturbativos) para a calibragem,
para o caso geral.

4O método proposto para o cálculo dos parâmetros � e �, encontra-se no anexo 1 desse trabalho.
5Maiores detalhes sobre o método de aproximaço encontram-se na página 24 deste trabalho.
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O presente trabalho está dividido em seis capítulos, sendo esta introdução o primeiro
deles. O segundo apresenta uma breve revisão literária sobre modelos de equilíbrio e de
não arbitragem, cujo objetivo é apresentar a forma de determinação da taxa de juros
para os diferentes autores apontados. O terceiro capítulo traz a metodologia utilizada
no desenvolvimento deste trabalho. O quarto capítulo apresenta os resultados por meio
do uso de métodos númericos. O quinto explicita a solução analítica para o caso geral
com o auxilio da de�nição contínua de curva de rendimento e para o caso especí�co HW
por meio da de�nição discreta. O sexto capítulo apresenta os resultados para o método
de aproximação e, por último, a conclusão do trabalho, na qual são sugeridos alguns
trabalhos futuros provenientes da pesquisa aqui realizada.
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2 Modelos de estrutura a termo da taxa de juros

Esta seção tem como principal objetivo apresentar os modelos de estrutura a termo
da taxa de juros (ETTJ): modelos não paramétricos de equilibrio e de não arbitragem
e modelos paramétricos. Viera Neto (1999) classi�ca os modelos não paramétricos de
estrutura a termo em duas abordagens distintas: abordagem direta e abordagem indireta.
O presente trabalho utiliza somente modelos pertencentes a última. Na abordagem direta
o processo estocástico dos preços dos títulos é especi�cado diretamente, pois não deriva da
taxa de juros de curto prazo ou da relação de preferência dos agentes. Dessa forma, essa
abordagem especi�ca o processo estocástico seguido diretamente pelo preços do título, da
mesma forma que Black e Scholes (1973) �zeram ao modelar o preços de uma ação. Dois
importantes modelos que fazem parte dessa abordagem são os modelos de Ball e Torous
(1983) e Munnik (1992).

A abordagem indireta é composta por modelos nos quais a determinação dos
preços dos títulos é dada a partir do estabelecimento do processo estocástico que rege a
taxa de juros de curto prazo ou a taxa de juros futura instantânea. Os modelos perten-
centes a essa abordagem podem ser divididos em duas classes: modelos de equilíbrio e
modelos de não-arbitragem.
Nos modelos de equilíbrio o preço dos títulos é derivado a partir da taxa de juros

de curto prazo, esses modelos além de fornecerem a distribuição de probabilidade futura
da ETTJ, fornecem a ETTJ inicial endogenamente, a partir dos parâmetros do processo
estocástico seguido pela taxa de juros e da taxa de juros corrente. A endogeneidade
faz com que essa classe de modelos tenha pouca aplicação prática na preci�cação de
derivativos, embora tenha utilidade para a preci�cação e avaliação do valor dos próprios
títulos objetos.
Para os modelos de não arbitragem assim como os de equilíbrio o processo estocástico

seguido pelo preço também é derivado a partir do processo da taxa de juros. Esses modelos
também são conhecidos como modelos exógenos uma vez que a ETTJ inicial é considerada
dada e não mais derivada endogenamente. Por este motivo não permitem a avaliação do
preço corrente de um título. Mas possibilitam o ajuste perfeito da estrutura a termo em
cada ponto no tempo assegurando a não existência de arbitragem.
Nas duas próximas subseções serão apresentados os principais modelos de estrutura

a termo conforme a classi�cação supracitada. A idéia é apresentar alguns modelos per-
tencentes a estas classes, vale ressaltar que não se pretende esgotar a literatura referente
a estas classes de modelos. Para um melhor entendimento será utilizada uma notação
uniforme para todos os modelos, exceto para o modelo generalizado BK, pois neste caso
manter-se-á a notação apresentada por Tourrucôo(2007). Alguns conceitos básicos refer-
entes à modelagem da estrutura a termos da taxa de juros são explicitados a seguir.

De�nição 1 Para �ns desse trabalho um Zero-coupon-bond, neste trabalho chamado de
título de desconto, com maturidade T é um título de renda �xa cujo valor é igual a 1 em
T.

De�nição 2 Seja uma família de títulos de desconto cujo espectro contínuo de maturi-
dade seja dado por T 2 [t; T �], para algum T � real positivo e �nito, representando o maior
tempo utilizado na modelagem. Sejam seus preços P (t; T ) e seus respectivos yields to
maturity R (t; T ).
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Então o espectro de yields fR (t; T ) j T 2 [t; T �]g é denominada estrutura a termo da
taxa de juros (ETTJ).
O yield R (t; T ) de um zero-coupon-bond de maturidade T é de�nido implicitamente

pela equação:
P (t; T ) = exp (�R (t; T ) (T � t)) ; t 2 [0; T )

De�nição 3 A taxa de juros futura no tempo t, de um emprestimo que começa em
T 1 e termina T2; sendo t<T1 < T2, é de�nida como:

F (t; T1; T2) =
ln (P (t; T1))� ln (P (t; T2))

T2 � T1

De�nição 4 A taxa de juro futura instântanea no tempo t, de um empréstimo realizado
por um período de tempo in�nitesimal em T > t é de�nida como:

f (t; T ) =
@ lnP (t; T )

@T

esta de�nição implica que:

f (t; t) = rt

2.1 Modelos de equilíbrio

Os mais importantes modelos de equilibrío são Merton (1973), Vasicek (1977) e Cox,
Ingersoll e Ross (1985).

2.1.1 Modelo de Merton (1973)

No modelo apresentado por Merton (1973) a taxa de juros de curto prazo segue o
seguinte processo estocástico:

dr (t) = �dt+ �dW (t) (3)

onde � e � são constantes positivas e W (t) é um processo de Wiener unidimensional.
Destaca-se que este processo estocástico permite que a taxa de juros assuma valores
negativas. Se � > 0 a taxa cresce ilimitadamente com o tempo.

2.1.2 Modelo de Vasicek (1977)

No modelo de Vasicek (1977) a taxa de juros segue o seguinte processo estocástico:

dr (t) = � (� � r (t)) dt+ �dW (t) (4)

onde �, � e � são constantes positivas eW (t) é um processo de Wiener unidimensional.
Diferentemente do modelo de Merton (1973), o modelo de Vasicek (1977) apresenta um
processo de reversão a média, o que impede que a taxa de juros de curto prazo tenha um
crescimento ilimitado. Porém o processo proposto por Vasicek, assim como o processo de
Merton (1973), continua a permitir taxas de juros negativas.
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2.1.3 Modelo Cox, Ingersoll e Ross - CIR (1985)

No modelo CIR (1985) a dinâmica da taxa de juros pode ser expressa como:

dr (t) = � (� � r (t)) dt+ �
p
r (t)dW (t) (5)

onde �, � e � são constantes positivas eW (t) é um processo de Wiener unidimensional.
Pode-se observar que r (t) reverte para média � com velocidade �. Devido a presença da
raiz quadrada no coe�ciente de difusão, a taxa de juros pode assumir somente valores
reais não negativos.

2.2 Modelos de não-arbitragem

Alguns dos importantes modelos de não arbitragem são aqueles apresentados por Ho
e Lee (1986), Hull e White (1990) e Black e Karasinski (1991).

2.2.1 Modelo Ho Lee (1986)

O trabalho original apresentado por Ho e Lee (1986) foi realizado em tempo discreto,
contudo, de acordo com Vieira Neto (1999) foi demonstrado que conforme o intervalo de
tempo em cada período tende a zero, o processo estocástico seguido pela taxa de juros
de curto prazo converge para um processo em tempo continuo. Tomando por base esta
informação, apresentar-se-á somente a versão continua do modelo Ho e Lee (1986).

A taxa de juros de curto prazo segue a seguinte equação diferencial estocástica.

dr (t) =
@� (t)

@t
dt+ �dW (t) (6)

onde � (t) é uma função determinística, � é uma constante positiva e W (t) é um
processo de Wiener unidimensional.

2.2.2 Modelo de Hull e White (1990)

Hull e White(1990) estenderam o modelo de Vasicek e o CIR. Os autores apresentam
dois modelos de estrutura a termo da taxa de juro de curto prazo. O primeiro modelo
é uma extensão do modelo de Vasicek (1977) e o segundo é uma extensão do modelo de
Cox, Ingersoll e Ross (1995b).
A principal contribuição desse trabalho foi mostrar como os processos permitidos pela

estrutura a termo da taxa de juros de curto prazo nos dois modelos supracitados podem
ser deduzidos da estrutura a termo da taxa de juros e da estrutura a termo de spot ou da
volatilidade da taxa de foward.
Os autores estenderam o modelo de estrutura a termo no qual o termo da taxa de

juros de curto prazo, r, segue um processo de reversão a média da forma:

dr (t) = � (� � r (t)) dt+ �r (t)� dW (t) (7)

onde �, �, � e � são constantes positivas e dW (t) é um processo de Wiener unidimen-
sional. Foi adicionado um drift tempo-dependente ao processo r (t), o que permite que
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tanto a taxa de reversão, �, quanto o fator de volatilidade, �, sejam funções do tempo.
O que conduz ao seguinte modelo:

dr (t) = [b (t) + � (t) (� � r (t))] dt+ � (t) r (t)� dW (t) (8)

A extensão do modelo de Vasicek é dada pela equação (8) com � = 0:

dr (t) = [b (t) + � (t) (� � r (t))] dt+ � (t) dW (t) (9)

A extensão do modelo de CIR é dada pela equação (8) com � = 0; 5:

dr (t) = [b (t) + � (t) (� � r (t))] dt+ � (t)
p
r (t)dW (t) (10)

2.2.3 Modelo Black-karasinski

Segundo Black e Kararasinski (1991), o modelo proposto pelos próprios autores é
um modelo lognormal, no qual os possíveis valores para a taxa de juros de curto prazo
em um dado tempo futuro seguem uma distribuição lognormal, os autores apontam essa
característica como uma vantagem sobre modelos de �raiz-quadrada�, uma vez que tais
modelos não apresentam uma distribuição �raiz quadrada�em um dado tempo futuro.

O processo estocástico que de�ne a taxa de juros é :

d (log r (t)) = � (t) [log � (t)� r (t)] dt+ � (t) dW (t) (11)

Neste modelo � (t) é a taxa alvo, � (t) é a reversão a média e � (t) é a volatilidade
local do log r (t). Os autores chamam estas três funções de inputs e escolhem-nas como
correspondentes a três características, denominadas outputs. Os outputs são:

� Yield curve

� curva de volatilidade

� cap curve

A yield curve fornece, para cada maturidade, o rendimento corrente de um título de
desconto (ZCB). A curva de volatilidade fornece para cada maturidade a volatilidade do
rendimento corrente em um ZCB. A cap curve dá, para cada maturidade, o preço de um
at-the-money di¤erencial cap6. Uma vantagem desses outpus é que todos eles são, em
principio, observaveis.
A volatilidade input é a volatilidade local para a taxa de juros de curto prazo para

todos os horizontes. A volatilidade output é a volatilidade de um rendimento corrente
para um ZCB em todas as maturidades.
Os autores mantêm a volatilidade local da taxa de juros �xa por um determinado

período de tempo, depois aumentam a volatilidade. Os outros inputs permanecem �xos.
Para o modelo lognormal, aumentar o input volatilidade local reduzirá o output volatili-
dade do rendimento. Quanto mais alta for a volatilidade local, e maior for a reversão a
média, mais rapidamente a volatilidade da curva declinará.
Os autores chamam os inputs resultantes de "taxa alvo implícita", "reversão a média

implícita" e "volatilidade local implícilta", respectivamente, � (t), � (t) e � (t) :

6Diferença entre a taxa de curto prazo e o preço de exercício.
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Uma vez apresentada a literatura seminal relacionada aos modelos de estrutura a termo
da taxa de juros cabe destacar o trabalho de Tourrucôo, Hagan e Schleiniger (2006) no
qual são usados métodos para obter fórmulas para zero-coupon bond (ZCB) sob o modelo
generalizado Black-Karasinski. Para o caso especial do modelo Hull-White, os autores
obtiveram uma solução exata. Eles apresentaram simulações numéricas no sentido de
validar as aproximações assintóticas. É também investigada uma estratégia de calibragem
para ajustar o modelo aos dados da curva de desconto.
Sobre o mesmo prisma, Tourrucôo (2007) utilizou métodos de perturbação regulares

para obter fórmulas aproximadas para o preço de um título de desconto e investigou
algumas estratégias de calibragem. Este trabalho também realiza simulaçães numéricas
para obter evidências da validade da aproximação assintótica.
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3 Metodologia

O objetivo desse trabalho consiste em calibrar as curvas de desconto e de rendimento
por meio da estrutura a termo implícita no contrato swap DI contra taxa pré �xada. Os
dados foram providos pela Bolsa de Mercadorias e Futuro (BM&F). São utilizadas séries
com maturidades iniciais distintas, foram escolhidas duas séries disponiveis nas seguintes
datas: 20 de Maio de 2009, 20 de Julho de 2009 e 20 de Agosto de 2009, uma vez que
os outros dados da amostra compreendida entre os meses de janeiro de 2009 a dezembro
de 2009 apresentaram resultados similares. O método de calibragem aqui apresentado
correrponde ao ajuste dos parâmetros do modelo a dados exógenos. O modelo proposto
considera a hipótese de livre arbitragem.
Conforme explicitado pela Bolsa de Mercadorias e Futuros �BM&F (2009), um dos

instrumentos mais importantes e líquidos do mercado brasileiro de renda �xa é o contrato
swap DI contra taxa pré-�xada. A taxa DI é a taxa média das operações interbancárias
de empréstimo por um dia, apuradas pela CETIP (Central de Custódia e Liquidação
Financeira de Títulos). A taxa DI em um dia t é de�nida como a média ponderada das
taxas às quais foram efetuadas operações interbancárias nesse mercado
O contrato swap DI contra taxa pré-�xada com vencimento em T é um derivativo que

no dia corrente, t, é negociado a preço zero, mas que tem o preço de referência dado pelo
valor esperado sob a medida neutra ao risco de 100 mil reais, descontado pela taxa livre
de risco. O preço de referência de um contrato swap desse tipo, com vencimento em T ,
no dia t é dado por:

Pt;� = Et

�
100000 � exp

�Z t+�

t

�rudu
��

(12)

Esse contrato swap apresenta características muito similares a um título de desconto.
Vale ressaltar que os dados obtidos referem-se a taxa de juros, dessa forma, é necessário

encontrar a taxa de desconto pelo cálculo do valor presente do título de desconto. Como
em Ti = T o valor do título de desconto é igual a 1, o preço unitário do título de desconto,
representado por D (Ti), é obtido da seguinte forma

D (Ti) = (1 + ri)
�DC
360 (13)

onde
DC - Dias corridos
ri - taxa de juros
Ti - Maturidade em anos
O presente trabalho desenvolverse-á por meio do modelo generalizado Black-Karasinski

(gBK) apresentado por Tourrucôo (2007). Neste contexto, o modelo gBK é de�nido por:

V (t; x; T ) = E
n
e�

R T
t r(X(t0))dtV (T;X (T )) jX (T ) = x

o
(14)

com V sendo um instrumento de renda �xa com data de vencimento em T . Com 0 � t �
T , onde a variável de estado X (T ) segue o processo Ornstein-Uhlenbeck.

dX = [� (t)� k (t)X] dt+ "e� (t) dW (15)

onde � (t), k (t) e e� (t) são parâmetros do modelo. X (0) = 0; " << 1, com W um
processo de Wiener, ou movimento browniano. A taxa de juros de curto prazo r é uma
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função explicita g da variável de estado X, como segue

r = g (X) := r0 (1 + �X)
1
� (16)

o parâmetro r0 é o valor atual da taxa de juros de curto prazo e � = 1
q
com q 2 N .

A forma funcional assumida pela taxa de juros depende do valor do parâmetro �, que,
neste modelo, pertence ao intervalo [0,1]. Devido às peculiaridades analíticas decorrentes
da escolha de determinados valores para �, este trabalho apresentará resultados para os
casos � = 1, � = 1=2 e � = 0 denominados, respectivamente por caso Hull-White (HW ),
caso Cox, Ingersoll e Ross(CIR) e caso Black-Karasinski (BK).
Conforme apresentado pela �gura (1), para o caso HW a taxa de juros é dada pela

função r = g (X) := r0 (1 +X), que é uma função linear em relação a variável de estado
X (T ), para este caso especi�co a taxa de juros pode assumir valores negativos. Quando
toma-se o caso CIR a taxa de juros passa a ser determinada por uma função quadrada
r = g (X) := r0 (1 + (1=2)X)

2, podendo assumir um mesmo valor para dois pontos dis-
tintos da variável de estado. O caso BK a taxa de juros é dada pela função exponencial
r = g (X) = r0e

X , assim como para o caso HW , ela apresenta um comportamento
inteiramente monótono, porém, não assume valores negativos.

r0

r

(0,0) X(t)

r=g(X)=r0(1+X)

r0

r

(0,0) X(t)

r=g(X)=r0(1+(1/2)X)2

r0

r

(0,0) X(t)

r=g(X)=r0eX

Figura 1. Taxa de juros para os casos � = 1, � = 1=2 e � = 0

Seja X (t) o valor esperado de X (T )

X (t) := E fX (t) jX (0) = 0g (17)

Como W é um processo de Wiener E (W ) = 0, para todo t > 0 e W0 = 0, portanto,
tomando a equação (17) obtemos que X satisfaz:

dX

dt
= k (t)

�
� (t)

k (t)
�X

�
(18)

X (0) = 0

A partir de (18) pode-se observar que X reverte para a média �(t)
k(t)

com velocidade
k (t). A resolução da equação diferencial estocástica (15) é dada como segue:

sendo I (t) = exp
�R t

0
k (s) ds

�
o fator integrante e reescrevendo (18):

dX

dt
+Xk (t) = � (t) (19)

Aplicando o fator integrante,

e
R t
0 k(s)ds

dX

dt
+ e

R t
0 k(s)dsXk (t) = e

R t
0 k(s)ds� (t) (20)

Sabendo que,
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d

dt

�
e
R t
0 k(s)dsX

�
= e

R t
0 k(s)ds

dX

dt
+ e

R t
0 k(s)dsXk (t) (21)

Substituindo (21) em (20) e tomando a integral de ambos os lados, tem-se:Z T

0

d

dt

�
e
R t
0 k(s)dsX

�
=

Z T

0

e
R t
0 k(s)ds� (t) (22)

e
R t
0 k(t)dtX =

Z T

0

e
R t
0 k(s)ds� (t) dt (23)

Portanto, a média da variável de estado que determina o comportamento da taxa de
juros de curto prazo pode ser escrita como segue

X (T ) = � (t)

�Z T

0

e
R t
0 k(s)ds� (t)

�
(24)

� (t)= e�
R t
0 k(s)ds (25)

Uma vez estabelecido X (t) pode-se decompor a variável de estado X (t) em uma
parte determinística de�nida porX (t) e outra estocástica determinada pela variável Y (t).
Vale ressaltar que Y (t), neste caso, representa o comportamento aleatório da variavel X.
Portanto, o modelo gBK pode ser escrito da seguinte forma simpli�cada, onde Y (t) é
de�nido por:

X (t) = X (t) + � (t)Y (t) (26)

Rede�ndo o modelo gBK em termos de Y .

V (t; x; T ) = E
n
e�

R T
t r(Y (s0))dsV (T; Y (T )) jY (T ) = y

o
(27)

Dessa forma, (16) torna-se:

r = r (t; Y ) (28)

r (t; Y ) = g
�
X (t) + � (t)Y (t)

�
(29)

Diferenciando (26) em relação a t.

dX = dX + Y d�+ �dY (30)

Sabendo que W é um processo de Wiener, de (15)

dX =
�
� (t)� k (t)X

�
dt (31)

Diferenciando � (t) em (25):

d� = �k (t) e
R T
0 k(s)dsdt (32)

d� = �k (t)� (t) dt (33)

Substituindo (31) e (33) em (30):
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dX =
�
� (t)� k (t)X

�
dt� k (t)� (t)Y (t) dt+ �dY (34)

Isolando X (t) em (26):

X (t) = X (t)� � (t)Y (t) (35)

Substituindo (35) em (34):

dX = [� (t)� k (t) (X (t)� � (t)Y (t))] dt� k (t)� (t)Y (t) dt+ � (t) dY (t) (36)

dX = � (t) dt� k (t)X (t) dt+ k (t)� (t)Y (t) dt� k (t)� (t)Y (t) dt+ � (t) dY (t) (37)

dX = [� (t)� k (t)X (t)] dt+ � (t) dY (t) (38)

Uma vez que (15) = (38):

� (t) dY (t) = "e� (t) dW (39)

dY (t) = "
e� (t)
� (t)

dW (40)

Portanto,

dY (t) = "� (t) dW (41)

Y (0) = 0 (42)

Com,

� (t) =
e� (t)
� (t)

(43)

Com o auxilio de (26) pode-se rever o caso particular de um título de desconto sob o
modelo gBK. Seja Z (t; x; T ) o valor de um título de desconto na data t, com vencimento
em T , dado que a variável de estado X é x na data t. O problema de apreçamento é dado
por:

Z (t; x; T ) = E

�
e
�
R T
t r

�
X
�
t
00
��
dt0jX (T ) = x

�
(44)

Escrevendo (44) em função do termo aleatório Y (t) e usando a equação (26):

Z (t; y; T ) = E
n
e�

R T
t r(X(s)+�(s)Y (s))ds0jY (T ) = y

o
(45)

A partir de (29) obtemos Z (t; y; T ) como segue

Z (t; y; T ) = E
n
e�

R T
t r(s0;Y (s0))ds0jY (T ) = y

o
(46)

Aplicando o teorema de Feynman-Kac na equação (46):
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�Zt + rZ =
1

2
"2�2Zyy em [0; T ) (47)

Z (t; y; T ) = 1 8y 2 R
O problema (47) é resolvido usando técnicas de pertubação regular. Assume-se Z da

forma:

Z (t; y; T ) = e��(t;y;T ) (48)

Uma vez posta a equação (48) a equação (46) pode ser reescrita da seguinte forma:

��t + r (t; y) =
1

2
"2�2

�
�2y � �yy

�
, [0; T ) x R (49)

Sabendo que Z (T; y; T ) = 1, pode-se observar o seguinte

e��(T;y;T ) = 1

� (T; y; T ) = 0

Portanto,

��t + r (t; y) =
1

2
"2�2

�
�2y � �yy

�
, [0; T )xR (50)

� (T; y; T ) = 0 8y 2 R

O autor assume a expansão regular:

� (t; y; T ) = �(0) (t; y; T ) + "2�(2) (t; y; T ) + "4�(4) (t; y; T ) (51)

e calcula os três primeiros termos, ou seja, até O ("4).
Como o trabalho aqui apresentado fará uso somente das expansões até segunda ordem

O ("2) serão apresentadas somente as soluções para �(0) (t; y; T ) e �(2) (t; y; T ) 7. Portanto,

�(0) (t; y; T ) = R (t; y; T ) =

Z T

t

r (s; y) ds (52)

�(2) (t; y; T ) =
1

2

Z T

t

�2
�
R2y �Ryy

�
(s; y; T ) ds (53)

A calibragem do modelo resulta do preço observado do título de desconto D (T ) que é
conhecido para todos os vencimentos T em t = 0. Sendo Z (0; T; 0) um título de desconto
no tempo t = 0, isto é, no tempo inicial, e maturidade T . A hipótese de não arbitragem
do modelo implica que a seguinte condição seja satisfeita

D (T ) = Z (0; T; 0) (54)

para todo T , fazendo com que o modelo reproduza a curva de desconto observada em
t = 0. Uma vez posta a condição (54), de�ne-se a curva de rendimento a partir do valor

7�(4) (t; y; T ) pode ser encontrada em Tourrucôo (2007).
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do título de desconto observado da seguinte forma:

D (T )$ Y :=
� logD (T )

T
(55)

A equação (54) resulta na seguinte curva de rendimento calibrada:

bY := � logZ (0; T; 0)
T

(56)

O preço do título de desconto calibrado é função dos parâmetros � (t), � (t) e k (t),
conforme indicado abaixo:

Z (t; T; Y ) = f (� (t) ; � (t) ; k (t)) (57)

Dessa forma, a calibragem da curva dar-se-á por meio da determinação dos parâmetros
� (t), � (t) e k (t). Os parâmetros e� (t) e k (t) são considerados constantes e o parâmetro
� (t) é especi�cado pela função:

� (t) =

nX
j=i

�jIj (t) (58)

onde,

Ij (t) =

�
1; se Tj�1 < t < Tj
0; caso contr�ario

(59)

Os métodos de calibração desenvolvidos neste trabalho dar-se-ão por meio da determi-
nação do parâmetro � (t) especi�cado na equação (58). Este parâmetro resulta da solução
do sistema de equações explicitado no Problema 1, vale ressaltar que para a solução desse
sistema considerar-se-á o parâmetro k constante, assim como apresentado por Tourrucôo
(2007)
Problema 1 � bY (Ti) = Y (Ti)

8i = 1; :::; N
Esta dissertação apresenta três métodos distintos de calibração, o primeiro deles

remete-se a solução numérica do problema 1, isto é, com o auxílio computacional são
encontrados os parâmetros que satisfazem a condição de não arbitragem. O segundo
método constitui a inversão do parâmetro � por meio da solução analítica para o prob-
lema 1, este método apresenta vantagens computacionais, pois possibilita algorítmos de
implementação mais simples.
O terceiro método é o de aproximação, nesse método a inversão do parâmetro � (t)

ocorre a partir da de�nição contínua da curva de rendimentos. O desenvolvimento deste
método será realizado com base na explicitação do método de pertubação encontrado em
Murdock (1999). De forma genérica o método de pertubação apresentado por Murdock
(1999) consiste na criação de uma família de problemas com base em um problema original.
Supondo a equação ' (x) = 0 como sendo o problema original com solução exatas para x,
o método de pertubação permite encontrar uma família de equações na forma ' (x; �) = 0
com soluções aproximadas, onde os valores de x que satisfazem a equação ' (x; �) = 0
são funções do parâmetro su�cientemente pequeno 0 < � << 1, isto é x = f (�) : Neste
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sentido ao tomar uma família de equações ' (x; �) = 0 pode-se representar a soluçãodesta
por x = �0 (�)x0 + �1 (�)x1 + :::; onde �0 (�) >> �1 (�) >> �2 (�) >> :::
Esta dissertação utiliza o método de pertubação para obter soluções aproximadas para

os parâmetros � a partir do caso � = 1, que será aqui considerado o problema original.
Dessa forma a partir da de�nição contínua para a curva de rendimento, que é função de
� e �, Y (�; �) = 0; serão invertidos os parâmetros � para quaisquer valores de �: A �m de
tornar este procedimento semelhante ao processo apresentado por Murdock (1999), vamos
considerar � = 1��, quando � = 1(problema original), temos � = 0 e, portanto, o modelo
HW é considerado o problema reduzido onde � = 0:Posto isso, pode-se reescrever a curva
de rendimento como função dos parâmetros � e �. Dessa forma, a família de equações
Y (�; �) possibilita uma expansão em torno de � na forma � = �0 (�) �0 + �1 (�) �1 + :::
Este método é conhecido por método das escalas indeterminadas (Murdock, 1999). Neste
trabalho, a escolha adequada às escalas é uma função polinomial de � na forma �i (�) = �

n

e �0 (�) = �0 = 1 e �0 (�) >> �1 (�) >> �2 (�) >> :::; permitindo, dessa forma, que
o parâmetro � possa ser aproximado via sucessivas correções em �. Para os casos em
destaque neste trabalho temos � = 1, � = 1=2 e � = 0 implicando, respectivamente, em
� = 0, � = 1=2 e � = 1: Este trabalho considerará a expansão até a ordem O (�), dessa
forma a inversão aproximada dos parâmetros � é dada da seguinte forma: para o caso
HW temos � = �0, para o caso CIR temos � = �0 + (1=2)�1 e para o caso BK temos
� = �0 + �1:
A calibragem da curva de rendimentos não gera, necessariamente, uma curva com

comportamento monótono. Neste contexto, para o método numérico é possivel que os
parâmetros sejam encontrados de forma a minimizar as oscilações da curva calibrada, ou
seja, esses parâmetros devem fornecer o menor valor para a norma da segunda diferencial
da curva de desconto calibrada

�bY 00�, dessa forma, enfrenta-se o Problema 2 para cada
(Ti�1; Ti) para i = 1:::N :
Problema 2 8<: Mink;�i

�bY 002�
sa. bY (Ti) = Y (Ti) (60)

Sabendo que Z é função de �, tem-se que

Y (Ti) = bY (�1; ::; �N ; k) (61)

então

Y (Ti)� bY (�1; ::; �N ; k) = 0 (62)

portanto, pode-se de�nir

F (�1; ::; �N ; k) = bY (Ti)� Y (�1; ::; �N ; k) = 0 (63)

logo o problema de minimização pode ser reescrito da seguinte forma:�
Mink;�i

�
kY 00k2

�
sa. F (�1; ::; �N ; k) = 0

(64)

A solução desse problema pode ser dada numericamente para todos os possíveis valores
de �. A equação (58) é um caso especial do método de colocação, que pode ser consider-
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ado como uma generalização natural de métodos de interpolação. O método de colocação
emprega um conceito estrategicamente simples para resolver equações funcionais. Especi-
�camente, uma função desconhecida f é aproximada usando uma combinaçãão linear de
n funções bases conhecidas, 'j (x).

bf (x) = nX
j=1

cj'j (x)

onde ci são os coe�cientes a serem determinados exigindo uma aproximação para sat-
isfazer as equações funcionais, não em todos os pontos possíveis do domínio, mas sim nos
n pontos x1, x2, ..., xn prescritos em [a; b] chamados de nós de colocação. Resolver o prob-
lema de uma função implícita por colocação, portanto, requer encontrar n coe�cientes cj
que satisfaçam simultaneamente n equações. Tomando um operador L, pode-se explicitar
a condição a ser satisfeita, do seguinte modo.

f (x) =

nX
j=1

cj'j (xi) ;

Lf (x) = 0

L bf (x) = 0

para i = 1; 2; :::; n

Uma base 'j (x) pode assumir distintos padrões de funções. Elas podem ser de�nidas
como spline linear, spline cúbica, polinômio de chebychev, entre outras (Judd, 1998 ). No
caso especí�co deste trabalho, a função base é representada por Ij (t) conforme de�nido
em (59). O uso dessa base de simplicidade extrema justi�ca-se pela intenção de desen-
volver procedimentos analíticos, os quais se tornariam demasiados complexos se fossem
utilizadas funções bases menos simples. Destaca-se, entretanto, que o método numérico
apresentado no capítulo 4 pode ser realizado por meio do uso de funções bases mais
complexas, não obstante, a realização dos métodos analíticos e de aproximação, respec-
tivamente, apresentados nos capitulos 5 e 6 poderia alcançar um nivel de complexidade
consideravelmente alto.
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4 Reprodução da curva de desconto e rendimento observada por meio da
condição de não arbitragem

A curva de desconto observada D (T ) é conhecida para todas as maturidades T no
tempo t = 0, dessa forma, é apresentada nessa seção a possibilidade de interpolação tanto
da curva de desconto quanto da curva de rendimentos para todos os valores de T . Para
tal, faz-se necessária a satisfação da seguinte condição de não arbitragem

D (T ) = Z (0; 0; T ) (65)

que também pode ser escrita como bY (Ti) = Y (Ti) :
Essa condição implica que o modelo reproduza a curva de desconto observada em t = 0.

O modelo gBK assume que Z (t; y; T ) = e��(t;y;T ), ao considerar o caso determinístico,
isto é, X = X ou Y = 0, denota-se o preço do título de desconto ajustado pelo modelo
por Zd (t; 0; T ) . Se Y = 0, sem perda de generalidade, tem-se " = 0. Dessa forma a partir
de (50) tem-se que �d (t; 0; T ) = R (0; 0; T )�R (0; 0; t). Portanto

Zd (t; 0; T ) = e
��d(t;0;T )

Zd (t; 0; T ) = e
R(0;0;t)�R(0;0;T )

Zd (t; 0; T ) =
Z (T )

Z (t)
(66)

Pela condição de não arbitragem D (T ) = Z (T ) e utilizando (46)

Z (t; 0; T ) =
D (T )

D (t)
= e�

R
g(X(t))dt (67)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados e derivando em relação a T

D0 (T )

D (T )
= �g

�
X (T )

�
(68)

Uma vez que a variável de estado X é função dos parâmetros � e k, conforme visto em
(15) , observa-se que a calibragem das curvas de desconto e de rendimento dependem dos
parâmetros � e k, os quais possuem relação, via X (T ), com a curva de desconto observada
de acordo com a equação (68).
Com (67) por motivação, reescreve-se (48) e (51) da seguinte forma

Z (t; y; T ) =
D (T )

D (t)
e���(t;y;T ) (69)

onde ��(t; y; T ) = �(t; y; T ) � (��(0; 0; T )���(0; 0; t)) e representa a natureza es-
tocástica da taxa de juros de curto prazo. Dessa forma, o preço do título de desconto é
obtido por meio de uma composição do modelo determinístico com o fator de correção
e���(t;y;T ) .
A equação(50) permite observar que para qualquer T > 0, �(T; y; T ) = 0, pela con-

tinuidade dessa função tem-se que limT!0 �(T; 0; T ) = 0. Com t = 0 e y = 0 pode-se
reescrever (69) como segue
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Z (0; 0; T ) =
D (T )

D (0)

Uma vez queD (0) = 1, tem-se Z (T ) = D (T ) e portanto a condição de não arbitragem
é veri�cada, assegurando, dessa forma, que o modelo gBK permite que a estrutura a termo
do título de desconto para t = 0 reproduza a curva de desconto observada, desde que os
parâmetros � e k sejam escolhidos de tal maneira que permitam essa aparente calibragem
automática.
A calibragem é feita utilizando k e � constantes e estabelecidos previamente de forma

arbitraria e o parâmetro � constante por intervalo, conforme explicitado a seguir

� (t) = �i; para Ti�1 < t < Ti (70)

com i = 1; :::; n, onde n é o número total de vencimentos para os quais as taxas
de desconto são conhecidas. O procedimento implica a solução do sistema de equações
(71) por meio da seleção dos parâmetros �i que satisfaçam a seguinte condição de não
arbitragem

bY (Ti) = Y (Ti) (71)

Nesse sentido é o parâmetro � que permite a igualdade entre a curva observada e a
ajustada pelo modelo. A identidade entre o rendimento observado e o rendimento obtido
pelo modelo, embora seja necessária ao método de calibração aqui proposto, não controla,
por exemplo, a curvatura da curva de rendimento. Nesse contexto, os resultados apresen-
tados nesse capítulo evidenciam as limitações da calibragem, provavelmente, provenientes
da escolha da base f'ig

n
i=1. Apresenta-se aqui uma tentativa de corrigir essa ausência de

controle da curvatura por meio da solução para o problema 2, apresentado na metodologia
deste trabalho.
O trabalho apresenta curvas calibradas para duas séries diferentes. São apresentadas

curvas de desconto e de rendimentos calibradas para maturidades iniciais distintas, são
elas: 20 de Maio de 2009 e 20 de Agosto de 2009. A escolha dessas duas datas especí�cas
justi�ca-se em decorrência do comportamento apresentado pelas diversas curvas calibradas
durante o estudo, pois observou-se que as calibragens para datas iniciais distintas se
aproximavam a um dos dois casos aqui expostos.

4.1 Calibragem para dados disponíveis em 20 de Maio de 2009

Omodelo gBK, proposto neste trabalho, é um modelo de reversão a média explicitado
pela seguinte modi�cação da equação(15)

dX = k (t)

�
� (t)

k (t)
�X

�
dt+ "e�dW (72)

Esta equação diferencial estocástica mostra que quando a variável de estado X se
afasta de � (t) =k (t) o próximo valor assumido por esta será resultado de uma variação
inversa ao sinal do afastamento e, portanto, X estará mais próximo de � (t) =k (t). A
velocidade com que a variável X retorna a média é dada por k (t). Quanto maior o
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valor desse parâmetro mais rapidamente X retornará a média afetando, diretamente, o
comportamento das curvas calibradas.
A calibragem adotada, a partir da satisfação da condição de não arbitragem, exige que

o parâmetro k seja constante e previamente estabelecido e que �, constante por intervalo,
seja obtido por meio da solução do sistema (71). O conjunto dos valores de � permite
que a curva calibrada assuma valores iguais aos observados e o valor de k está associado
a curvatura.
Na tabela 1 são apresentadas as taxas de desconto conhecidas para os vencimentos Ti,

onde t = 0 é dado pelo dia 20 de Maio de 2009. É a partir destes dados que são realizadas
as calibragens. A curva calibrada pelo modelo gBK deverá assumir, para as maturidades
expostas na tabela 1, valores iguais aos observados, isto ocorre em decorrência da hipótese
de não arbitragem.

Tabela 1. Curva de desconto observada - 20/05/2009
Ti D (Ti)
0.08 0.99219
0.25 0.97749
0.5 0.97046
1.01 0.91589
2.00 0.82764
3.00 0.73855
4.00 0.65541
5.00 0.58470
7.00 0.46879
10.0 0.33852
15.5 0.18631

A calibragem das curvas depende dos parâmetros �i que solucionam o sistema de
equações (71). Estes parâmetros são encontrados numericamente. A tolerância usada na
solução do sistema é de 10�8, esta tolerância garante uma maior exatidão nos resultados
obtidos.
A curva calibrada é função dos parâmetros constantes k e e� e dos �i encontrados. O

parâmetro k determina a velocidade de reversão a média, enquanto � é entendido como
um controle para a variância da variável de estado. Uma escolha arbitrária de valores
para k mostra que quanto mais próximo de zero é o valor de k menor é o controle sobre a
curvatura da curva de rendimento calibrada, sendo o oposto verdadeiro. Foram realizadas
calibragens para diversos valores de k com a �nalidade de mostrar o comportamento da
curva calibrada ante valores distintos para este parâmetro. Nesse sentido, são apresentadas
curvas calibradas para k = 0:1, k = 0:6, k = 0:9 e k = 10. Destaca-se que para cada valor
de k há uma mudança nos valores de �i.
Uma vez que para o modelo gBK, a taxa spot é assumida da seguinte forma

r = g (X) := r0 (1 + �X)
1
�

a calibragem é realizada para os casos HW , CIR e BK, para os quais � assume, respec-
tivamente, os valores 1, 1=2 e 0. Em detrimento da semelhança entre os resultados para
os diferentes casos, restringir-se-á a análise ao caso BK, cabe destacar que as conclusões
provenientes desta análise podem ser estendidas, sem perda, aos outros dois casos.



30

A tabela 2 mostra os parâmetros �i encontrados para � = 0 com k = 0:6 e � =
0:35, ambos determinados exógenamente. Relembrando que Z (t; y; T ) = e��(t;y;T ) e
� (t; y; T ) = �(0) (t; y; T ) + "2�(2) (t; y; T ), os parâmetros � que satisfazem a condição de
não arbitragem são apresentados na tabela 2, foram calculados os parâmetros até a ordem
O ("2).

Tabela 2. �i para BK. Calibragem até O (1) e O ("2) - 20/05/2009
Ti �i(BK0) �i(BK2)
0.08 -1.41602 -1.47587
0.25 0.03555 -0.01854
0.5 -12.34879 -12.39654
1.01 8.60238 8.56426
2.00 -4.31440 -4.32772
3.00 3.47076 3.43533
4.00 -2.59217 -2.58427
5.00 2.13374 2.08929
7.00 -0.77603 -0.77991
10.0 0.37465 0.34744
15.5 -0.03706 -0.05341

Uma vez encontrados os parâmetros �i é realizada a calibragem da curva de desconto
ilustrada na �gura 28, ou seja, a partir dos parâmetros encontrados é feita a interpolação
estrutural dos dados o que implica a construção de uma curva de desconto contínua a
partir dos valores discretos observados. A tabela 2 mostra que os parâmetros assumem
valores alternativamente negativos e positivos, assim como, há uma maior variação entre
os valores iniciais de �i, enquanto que para os vencimentos �nais a amplitude da diferença
entre �i e �i�1é menor. Esse comportamento oscilante dos parâmetros �i, que por sua vez
decorre do valor estipulado para k, in�uencia o formato da curva conforme pode ser visto
pela �gura 3.
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Figura 2. Curva de desconto calibrada por BK para O (1) com k = 0:6

8Devido a semelhança entre as curvas calibradas para O (1) e O
�
"2
�
, são apresentadas somente as de

ordem O (1).
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Ao observar a �gura 2 nota-se que a curva calibrada oscila de forma mais intensa para
os vencimentos iniciais tendo um comportamento mais suave para as maturidades �nais,
re�etindo os valores assumidos pelos parâmetros �i, que de acordo com a tabela 2 variam
mais intensamente para os primeiros vencimentos que para os últimos. A condição de
não arbitragem é satisfeita, todavia a oscilação da curva entre os nós de interpolação e
a mudança de concavidade a cada intervalo indicam que a variável de estado não reverte
rápido o su�ciente para a média, fazendo com que a curva calibrada oscile entre os nós de
interpolação.
Uma das maneiras de controlar a oscilação da curva dá-se pela mudança na velocidade

de reversão a média. Para �ns didáticos, a �gura 3 apresenta curvas de desconto calibradas
para k = 0:1, k = 0:9 e k = 10.
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Figura 3. Curvas de desconto calibrada por BK para O (1) com k = 0:1, k = 0:9 e
k = 10

Valores mais altos de k produzem curvas de desconto com concavidade mais contro-
lada, este controle passará a ser referenciado aqui como uma maior suavidade da curva.
Esta constatação evidencia a função do parâmetro k como determinante da velocidade
de reversão a média, ou seja, ao se afastar de seu valor médio a variável de estado, que
determina a taxa spot, volta mais rapidamente a ela diminuindo, portanto, as oscilações
das taxas de desconto.
A in�uência do parâmetro k na determinação do formato das curvas calibradas pode ser

observada por meio da análise da evolução da taxa spot a partir do modelo gBK:Também
para �ns didáticos apresentaremos alguns grá�cos com o intuito de mostrar a forma como
o parâmetro k infuencia a taxa de juros instantânea, a curva de desconto e a média da
variável de estado. As �guras 4 e 5 apresentam para k, respectivamente, iguais a 0.6 e 10,
a taxa de juros instantânea simulada para o caso Y (t) = 0, representada pela curva azul,
e a taxa de juros instantânea para o caso estocástico, representada pela linha vermelha.
Por meio dessas �guras podemos notar que ao adotar um fator aleatório os valores

assumidos pela taxa spot são alterados pelo fator aleatório, mas o comportamento da
taxa spot segue o padrão determinístico. Uma comparação entre as �guras 4 e 5 mostra
que quanto maior o valor assumido por k mais rapidamente a taxa spot muda de valor
entre as maturidades Ti. Note que para o caso k = 10; representado pela �gura 5, a
taxa de juros de curto prazo assume um comportamento praticamente constante dentro
de cada intervalo de vencimento, isso decorre da grande velocidade com que a variável de
estado X retorna a média no intervalo [Ti�1; Ti].
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Figura 4. Taxa spot com k = 0:6 e � = 1, caso deterministico e estocástico - 20/05/2009

Figura 5. Taxa spot com k = 10 e � = 1, caso deterministico e estocástico - 20/05/2009

As �guras 4 e 5 apresentam a taxa spot para o caso especí�co � = 1, a análise para os
outros valores de � é semelhante, todavia é interessante destacar que conforme apresentado
na �gura 1 na página 20, para o caso � = 1 a taxa de juros instantânea pode assumir
valores negativos, mas para os casos � = 1=2 e � = 0, a taxa spot só pode assumir valores
positivos, essa relação pode ser conferida nas �guras 18, 19, 20 e 21 do anexo 2.
Uma vez que para a ordem dominante, isto é, O (1), a curva de desconto é dada pela

função

Z � e�
R t
0 r(s)ds

onde r = g (X) = g
�
X (t) + � (t)Y (t)

�
e X é função de k, pode-se constatar que o

valor assumido pelo parâmetro k in�uencia o formato da curva de desconto ajustada pelo
modelo. Corroborando com o resultado didático da �gura 3, as �guras 6 e 7 mostram
as curvas de desconto ajustada pelo modelo para k, respectivamente, iguail a 0:6 e 10.
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Ao observar estas �guras veri�camos que quanto maior o valor do parâmetro k mais
controlada são as oscilações da curva de de desconto ajustada pelo modelo gBK.

Figura 6. Curva de desconto com k = 0:6 e � = 1, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009

Figura 7. Curva de desconto com k = 10 e � = 1, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009

Não são apresentadas as curvas de desconto para os casos em que � 6= 1 devido a
semelhança entre as �guras, a análise pode ser extendida a todos os casos sem perdas.
As �guras 8 e 9 introduzem um resultado interessante. Nelas observa-se que com k =

0:6 além de X oscilar em um intervalo maior que quando k = 10, ele demora mais tempo
para assumir seu valor Ti, enquanto que para k = 10 isso ocorre mais rapidamente. O mais
importante resultado proveniente dessa análise decorre do fato do título de desconto ser
uma função de X (T ). Uma vez que Z � exp(�

R t
0
r
�
X (t) + � (t)Y (t)

�
ds), as oscilações
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observadas em r (t) ao serem integradas são amortecidas, suavizadas, mas ainda mantêm-
se presente. Note que a taxa spot apresentada na �gura 4 apresenta o mesmo padrão de
comportamento que o valor esperado da variável de estadoX, conforme pode ser observado
pela �gura 8. Comparação semelhante pode ser feita entre as �guras 5 e 9. Este resultado
é intuitivo, posto que a taxa de juros instântanea é função de X: É importante notar
que quanto maior é a velocidade de reversão a média mais rapidamente a variável que
determina o comportamento da taxa de juros muda de valor em um determinado intervalo
[Ti�1; Ti] e é esta rapidez em retomar a média que faz com que as oscilações da taxa spot
sejam reduzidas e, consequentemente, as oscilações da curva de desconto também.

Figura 8. X (t) com k = 0:6 e � = 1, caso deterministico e estocástico - 20/05/2009

Figura 9. X (t) com k = 10 e � = 1, caso deterministico e estocástico - 20/05/2009

A análise decorrente das �guras 8 e 9 pode ser generalizada para quaisquer valores de
� sem perda.
Uma vez exposta a importância do parâmetro k na calibragem da curva de desconto

aqui proposta, vale ressaltar que o principal interesse dos tomadores de decisões está
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centrado na curva de rendimento e não na curva de desconto, uma vez que a primeira
apresenta o rendimento para cada nível de maturidade. Prever a curva de rendimentos é
um dos objetivos dos economistas que estudam estrutura a termo, porém como o valor dos
rendimentos não são conhecidos para todo o intervalo, métodos de previsão necessitam do
auxílio de métodos de interpolação. Conforme explicitado na introdução deste trabalho,
a literatura concernente a ETTJ utiliza métodos de interpolação que, neste trabalho,
convencionamos chamar de não estrutural, isto é, sem base em um modelo. A calibração
adotada visa suprir essa lacuna e o modelo gBK aqui apresentado pode ser entendido como
um critério de interpolação (a interpolação, neste contexto, sugere a estrutura implicada
pelo modelo) da estrutura a termo da taxa de juros. A �gura 10 apresenta a curva de
rendimento calibrada, interpolada, para k = 0:6, � = 0:35 e �i apresentados na tabela 2.
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Figura 10. Curva de rendimento calibrada por BK para O (1) com k = 0:6

A calibragem da curva de rendimentos apresenta um visível problema de não monotoni-
cidade entre os vértices interpolados, pois, embora a curva ajustada satisfação a condição
de não arbitragem esta oscila consideravelmente entre os pontos observados fazendo com
que a curva ajustada alterne a inclinação e a concavidade com a evolução da maturidade.
A negação da condição de monotonicidade é di�cil de ser defendida. Nesse sentido, tam-
bém considerar-se-á os diferentes valores para k na calibragem das curvas de rendimento.
A �gura 11 apresenta as curvas calibradas para para k = 0:1, k = 0:9 e k = 10.
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Figura 11. Curvas de rendimento calibradas por BK para O (1) com k = 0:1, k = 0:9 e
k = 10

As curvas de rendimentos calibradas são mais suaves quanto maior é o valor assumido
por k, tal como ocorrido com as curvas de desconto. Pode-se constatar que a irregularidade
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da curva de rendimento depende da irregularidade da curva de desconto, essa observação
além de intuitiva corrobora com o modelo apresentado uma vez que a curva de rendimento
é apenas uma função logaritmica da curva de desconto. O caráter intuitivo resulta da
própria de�nição dada a curva de rendimento pelo modelo. Assim como explicitado na
introdução deste trabalho, há duas de�nições frequentemente utilizadas, são elas:

bY = �@ logZ(T )
@T

(73)

bY = � logZ (T )
T

(74)

A função (73) pode ser reescrita no mesmo formato de (74), como segue

bY = � [logZ (Ti)� logZ (T0)]
Ti � T0

o que ocorre é que quando T0 ! 0 obtém-se uma aproximação da derivada. A diferenciação
de uma função ampli�ca as variações, caso elas existam e sejam menos aparentes, é esta
característica que dá o caráter intuitivo das maiores oscilações apresentadas pelas curvas
de rendimento.
É visível a importância do parâmetro k na calibração. Neste contexto, surge um novo

problema, o qual reside na determinação de um método que possibilite a determinação
do parâmetro k de modo não arbitrário. Para solucionar este problema será realizada
uma calibragem por meio da minimização da norma da segunda derivada da curva de
rendimentos. Este método de calibragem será apresentado na subseção 4:3.

4.2 Calibragem para dados disponíveis em 20 de Julho de 2009

A mudança dos dados observados modi�ca o valor dos parâmetros que satisfazem
a condição de não arbitragem e, portanto, podem também in�uenciar no formato das
curvas de desconto e de rendimento calibradas. Com a �nalidade de veri�car a aplicação
do modelo gBK para diferentes dados observados é realizada a calibragem das curvas de
desconto e rendimento para os dados apresentados na tabela 3, que possuem data inicial
referente a 20 de Julho de 2009.

Tabela 3. Curva de desconto (20/07/2009)
Ti D (Ti)
0.08 0.992745
0.25 0.979452
0.51 0.959640
1.00 0.918695
2.00 0.822180
3.00 0.727842
4.00 0.641748
5.00 0.566667
7.00 0.440376
10.0 0.309043
15.5 0.161782
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A �m de veri�car a a�rmação de que os parâmetros �i e a forma da curva calibrada
mudam quando modi�cam-se os dados observados, a primeira calibragem realizada é feita
para k = 0:6 e � = 0:35, tal como no caso anterior. Os parâmetros encontrados são
apresentados na tabela 4.

Tabela 4. �i para BK. Calibragem até O (1) e O ("2) - 20/07/2009
Ti �i(BK0) �i(BK2)
0.08 -0.64511 -0.70498
0.25 -0.86525 -0.91953
0.51 0.56788 0.52120
1.00 0.02941 -0.00860
2.00 0.50670 0.47973
3.00 0.05944 0.04099
4.00 0.34474 0.32422
5.00 0.07844 0.06240
7.00 0.25575 0.23677
10.0 0.10801 0.23677
15.5 0.17707 0.15802

Uma leitura dos parâmetros, sem considerar as curvas calibradas, conduz a conclusão
de que para esses dados a calibração, considerando k = 0:6 e � = 0:35; deve apresentar
um comportamento menos oscilante, uma vez que os parâmetros não mais alternam-se
positiva e negativamente e a amplitude da diferença entre os valores de �i é menor que
a aprensentada para os dados do dia 20 de maio de 2009. A �gura 12 mostra a curva
calibrada para � = 0, isto é, para o modelo BK. Não serão apresentadas as curvas para
� = 1 e � = 1=2 devido a semelhança entre elas.

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
BK0-20/07/2009

T

D
(T

)

D(Ti)

Z(0,0;Ti)

Figura 12. Curva de desconto interpolada por BK para O (1) - 20/07/2009.

Corroborando com a interpretação dada aos parâmetros a curva de desconto calibrada,
diferentemente do caso anterior, apresenta um comportamento sem oscilações e sem mu-
danças de concavidade. Com o intuito de veri�car, para esses dados, qual o efeito de
k assumir um valor muito pequeno realizou-se a calibragem utilizando k = 0:001, dessa
forma, pode-se observar que a curva calibrada continua suave conforme mostra a �gura
13.
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Figura 13. Curva de desconto interpolada por BK para O (1) para k = 0:001 -
20/07/2009

É conclusivo, portanto, que para parâmetros k iguais e séries distintas a calibragem das
curvas ocorre de maneira diferente. Observou-se que mesmo diante de um k muito pequeno
a curva calibrada para os dados referentes ao dia 7 de Julho de 2009 apresentou um
comportamento suave. Como discutido anteriormente, a de�nição de curva de rendimento
adotada pelo modelo amplia as variações ocorridas na curva de desconto. Nesse sentido,
é apresentada, na �gura 14, a curva de rendimento com k = 0:6, observa-se que embora
ela apresente leves oscilações, quando comparada com a �gura 4, pode-se observar que ela
apresenta uma curvatura bem mais controlada que a do caso apresentado na �gura 4.

Figura 14. Curva de Rendimento interpolada por BK para O (1) para k = 0:6 -
20/07/2009

Para a data inicial 20 de julho de 2009, a curva de rendimento calibrada considerando
k = 10 praticamente não apresenta problemas de oscilação ou de concavidade, como pode
ser visto na �gura 15. Nota-se que há uma pequeno problema de não monotonicidade
somente para os primeiros vencimentos. Neste sentido, pode-se concluir que consoante
o modelo gBK, quanto maior for o valor do parâmetro k mais bem comportada, isto é,
mais monótona é a curva calibrada, portanto, a determinação do valor do parâmetro k é
de crucial importancia para este modelo.
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Figura 15. Curva de Rendimento interpolada por BK para O (1) para k = 10 -
20/07/2009

Uma vez realizada a calibragem por meio da solução do sistema de equações (71) para
distintos dados observou-se que o valor dos parâmetros além de garantir a condição de
não arbitragem determina o formato assumido pelas curvas calibradas. A importãncia
apresentada pelo parâmetro k pode conduzir à seguinte questão:

� Aminimização da norma da segunda derivada da curva de rendimentos possibilitaria
a determinação do parâmetro k de forma endógena ao modelo, fornecendo, dessa
forma, uma curva com propriedades desejáveis, isto é, uma curva cuja curvatura é
controlada e, portanto, uma curva monótona?

Essa questão será respondida na subseção seguinte.

4.3 Reprodução da curva de desconto observada por meio da minimização da
norma da segunda derivada da curva de rendimentos

Na subseção anterior veri�cou-se a importância do valor assumido pelo parâmetro k.
Todavia, a necessidade de controlar a curvatura implicou o desenvolvimento de ummétodo
no qual escolha de k não fosse discricionária. Para tal, é apresentado nesta subseção o
seguinte problema de minimização8<: Mink;�i

�bY 002�
sa. bY (Ti) = Y (Ti)

A minimização da norma da segunda derivada da curva de rendimentos tem o obje-
tivo de controlar as variações entre os nós de interpolação das curvas calibradas. Neste
problema, a restrição que é dada pela condição de não arbitragem garante a reprodução
da curva observada.
Ciente da possibilidade de existência de diversos mínimos locais, as estimativas iniciais

para os dados referentes as datas 20 de Maio e 20 de Julho de 2009 foram iguais aos valores
apresentados em 4.1, respectivamente, k = 10 e k = 0:6, enquanto a estimativa inicial
para os parâmetros � foi igual a 1 para todos os elementos do vetor �. Neste contexto, a
não discricionariedade do parâmetro k limita-se a determinação exata de seu valor a partir
de uma estimativa inicial sugerida pelo método apresentado na seção anterior. Portanto,
a metodologia proposta por meio da minimização determina o valor exato dos parâmetros
determinando-os simultaneamente.
As �guras 16 e 17 mostram as curvas de desconto e de rendimento calibradas para o

caso BK por meio do método de minimização, respectivamente, para as datas iniciais 20
de Maio e 20 de Julho de 2009. Para os dados referentes ao mês de maio foi encontrado
k = 11:6695. Já para o mês de julho o valor de k que minimiza a segunda derivada da
curva de rendimento é 3:3386. Os valores dos parâmetros thetas encontram-se no anexo.
Assim como na seção anterior não serão apresentadas as curvas para os outros casos devido
a grande semelhança entre elas.
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Figura 16. Curvas de desconto e de rendimento interpoladas por BK para O (1) para
k = 11:6695 - 20/05/2009

Figura 17. Curvas de desconto e de rendimento interpoladas por BK para O (1) para
k = 3:3386 - 20/07/2009

O método de minimização resolveu a questão da determinação do valor exato para
o parâmetro k ao considerá-lo endógeno. Todavia, pode-se ainda minimizar a norma
tomando k endógeno e constante por intervalo. A ideia de tornar k constante por intervalo
foi motivada pelo desejo em se obter uma curva totalmente monótona. Não obstante, o
método de minimização sob a hipótese de k constante por intervalo, produziu resultados
inconclusivos uma vez que não foi possível encontrar o ponto mínimo da função, devido ao
algoritmo atigir o critério de parada antes de alcançar o ponto mínimo. Este resultado, leva
a tentativa de novas soluções com a �nalidade de se obter curvas calibradas com curvaturas
mais controladas possiveis e que sejam monótonas. Uma sugestão para trabalhos futuros
seria a mudança da base na implementação do método de colocação. É possivel, que
a di�culdade do algoritmo alcançar um resultado desejado provenha da simplicidade da
base estabelecida neste trabalho. A substituição desta por splines ou qualquer outra
aproximação mais complexa pode ser que permita a calibragem considerando k com uma
função que varia.
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5 Uma abordagem exata

Na seção anterior foi apresentada a solução do problema de calibragem a partir da
hipótese de não arbitragem por meio de métodos numéricos. Nesta seção este problema
será resolvido de forma analítica. Há dois objetivos aqui propostos. O primeiro é inverter,
de forma exata, o parâmetro � para quaisquer valores de � utilizando a de�nição contínua
da curva de rendimento e uma versão de baixa ordem da fórmula aproximada. O segundo
consiste em inverter, exatamente, o modelo para o parâmetro �, considerando o caso
particular de HW , a partir da de�nição discreta da curva de rendimentos. São mantidas
as pressuposições de k e e� constantes e � constante por intervalo.
5.1 Caso geral

Uma forma de explicitar o parâmetro � para qualquer valor de �, de forma exata, é a
partir da de�nição contínua da curva de rendimento dada da seguinte forma:

bY = �@ log (Z)
@T

(75)

Para o modelo gBK Z (0; 0; T ) = e��
(0)(T ), dada que a dependência de � (T ) em �

é tal que permite uma inversão explicita para a ordem dominte, escolhe-se inverter o
parâmetro � somente para a ordem O (1) : Já para Z (0; 0; T ) = e��

(0)(T )�"2�(0)(T ), isto
é, para a primeira correção, a inversão do parâmetro � não é possível. Dessa forma,
será utilizado Z (0; 0; T ) = e��

(0)(T ). Utilizando (52), Z (T ) pode ser de�nido da seguinte
forma:

Z (T ) = e�
R T
0 r(s)ds (76)

com o auxílio de (16) e (24) e de�nindo � constante por intervalo

� (t) =

iX
j=1

�jIj (t)

onde,

Ij (t) =

�
1; se Tj�1 < t < Tj
0; caso contr�ario

é uma base simples do problema de colocação apresentado na metodologia. A escolha
dessa base de simplicidade extrema é que permite a inversão do parâmetro � da forma
como apresentada nesta seção. A escolha de bases mais complexas, para a solução exata,
pode tornar demasiada complexa a inversão do parâmetro �. Mas, vale ressaltar que para
o caso numérico apresentado na seção anterior bases mais complexas podem ser desejaveis.
A partir das equações (75), (76) e (58), a curva de rendimentos pode ser reescrita como

segue

Yi = r(Ti) = r0
�
1 + �X (Ti)

� 1
�

Dessa forma,
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X (Ti) =

�
Yi
r0

��
� 1

�

Substituindo (58) em (24), a de�nição de X (Ti) é dada como segue

X (Ti) = e
�kTi

Z Ti

0

 
iX
j=1

�jIj (s)

!
e�ksds

X (Ti) = e
�kTi

iX
j=1

�j

Z Ti

0

Ij (s) e
�ksds (77)

Renomeando os termos da equação (77)Z Ti

0

Ij (s) e
�ksds = wij = W

�j = �

onde W é uma matriz triangular inferior e � é um vetor coluna. Portanto,0@
�
Yi
r0

��
� 1

�

1A ekTi = W� (78)

Chamando o primeiro termo da equação (78) de bi = b, onde b é um vetor coluna, pode-
se explicitar � em notação matricial. Note que a matriz W por ser triangular inferior não
precisa ser invertida, somente uma substituição a frente resolve o sistema, como explicitado
abaixo.

� = bW (79)

Para explicitar o algoritmo que determina a inversão exata para cada �i é necessario
de�nir cada elemento do vetor � em (79). Neste contexto, toma-se

bi =
iX
j=1

�jwij

onde

wij =

( RMin(Max(Ti;Tj�1);T j)

Tj�1
eksds; se i � j

0; c:c

ou seja,

wij =

�
1
k
ekMin(Max(Ti;Tj�1);T j) � ekTj�1 ; se i � j
0; c:c

Dessa forma,
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8>>>>><>>>>>:

b1 = �1w11

b2 = �1w21 + �2w22
...

bi = �1wi1 + :::+ �iwii

Invertendo para � 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�1 =
b1
w11

�2 =
b2��1w21
w11
...

�i =

bi�

i�1X
j=1

�jwij

wii

(80)

Portanto, para qualquer valor de �, os parâmetros �i podem ser de�nidos com em
(80). Este é um resultado geral que permite que a calibragem seja realizada sem o uso de
métodos numéricos. Todavia, uma vez que obtém-se somente o vetor � é necessario lançar
mão de de algum método para determinar o valor de k a ser utilizado. Uma alternativa
é considerar k encontrado em 4.1.2.

5.2 Caso especí�co, � = 1

Na subseção anterior foi possível inverter o modelo, para sua fórmula de baixa ordem,
escrevendo � como função deD (Ti) e dos parâmetros exógenos k e �. Agora é apresentada
aqui a solução exata dos parâmetros �i para o caso especí�co em que � = 1. Para tal,
vale ressaltar que para a fórmula exata, o caso HW com k e � constantes, tem-se

� (t) = e�kt (81)

� (t) = e�ekt (82)

X (t) = e�kt
Z t

0

� (s) eksds (83)

Ao substituir (16) em (26), pode-se observar que para o caso HW r = r (t; y) é dado
por:

r (t; y) = r0
�
1 +X + � (t) y

�
(84)

Uma vez que � (t; y; T ) = �(0) (t; y; T ) + �(2) (t; y; T ) e Z (t; y; T ) = e��(t;y;T ), tem-se:

Z (t; y; T ) = e�(�
(0)(t;y;T )+�(2)(t;y;T )) (85)

onde �(0) é
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�(0) (t; y; T ) = R (t; y; T ) =

Z T

t

r (s; y) ds (86)

e o termo de correção é

�(2) (t; y; T ) = �1
2
r20

Z T

t

�2 (s)

�Z T

s

� (s0) ds0
�
ds (87)

A partir da condição (54) de não arbitragem tem-se

Z (0; 0; Ti) = e
��(0)(T )��(2)(T ) (88)

Substituindo (86) e (87) em (88), obtém-se

e�
R T
t r(s;y)ds� 1

2
r20
R T
t �2(s)(

R T
s �(s0)ds0)ds = D (Ti) (89)

Aplicando log de ambos os lados e utilizando (87)

�
Z T

t

r (s; y) ds� �(2) = logD (Ti) (90)

Substituindo (84) em (90), tem-se

�
Z Ti

0

�
r0 + r0X (s)

�
ds� �(2) = logD (Ti)

Z Ti

0

X (s) ds = � logD (Ti) + �
(2)

r0
+ Ti (91)

A inversão para o parâmetro � exige que o primeiro termo de (91) seja explicitado.
Neste sentido, é necessário assumir � constante por intervalo na forma especí�ca apresen-
tada em (58). Dessa forma, observa-se que

X (s) = � (s)

Z s

0

� (s)

� (s)
ds

Substituindo (58) na equação acima e integrando ambos os lados, a inversão do
parâmetro � decorre como segue

X (s) = e�ks
Z s

0

iX
j=1

�jIj (s
0) eks

0
ds0

Z Ti

0

X (s) ds =

Z Ti

0

e�ks
Z s

0

iX
j=1

�jIj (s
0) eks

0
ds0ds

Z Ti

0

X (s) ds =
iX
j=1

�j

Z Ti

0

Z s

0

e�kseks
0
Ij (s

0) ds0ds

Z Ti

0

X (s) ds =
iX
j=1

�j

Z Ti

0

Z Ti

s0
e�kseks

0
Ij (s

0) ds0ds



45

Z Ti

0

X (s) ds =

iX
j=1

�j

Z Ti

0

e�ksIj (s)

�
�1
k

�
e�kTi � e�ks

��
ds

Z Ti

0

X (s) ds =
1

k

iX
j=1

�j

�Z Ti

0

Ij (s) ds� e�kTi
Z Ti

0

eksIj (s) ds

�
Reescrevendo em termos dos índices i e j.Z Ti

0

X (s) ds =
1

k

iX
j=1

�j

"Z Tj

Tj�1

Ij (s) ds� e�kTi
Z Tj

Tj�1

eksIj (s) ds

#
Z Ti

0

X (s) ds =
1

k

iX
j=1

�j

�
Tj � Tj�1 � e�kTi

�
e�kTj � e�kTj�1

k

��
Renomeando o termo entre colchetes por

Kij =

(
0; se i < j

Tj � Tj�1 � e�kTi
�
e�kTj�e�kTj�1

k

�
; se i > j

Tem-se Z Ti

0

X (s) ds =
1

k

iX
j=1

�jKij

Em formato matricial �K=k = b, sendo K uma matriz triangular inferior, � um vetor
coluna de parâmetros �i, k um escalar e b = bi sendo outro vetor coluna. Dessa forma,
pode-se explicitar � = kbK. Especi�camente

bi =

Kij

iX
j=1

�j

k

Invertendo para cada �i

�1 =
k
K11
b1

�2 =
kb2�K21�1

K22
...

�i =

kbi�

i�1X
j=1

�jKij

Kii

(92)

Neste contexto, para o caso especí�co HW é possível determinar os valores de � sem
o uso de métodos númericos permitindo que a calibragem das curvas dispense o uso de
métodos de otimização numérica. Para ilustrar a e�cácia do tratamento análitico a tabela
5 apresenta em sua primeira coluna valores para �i encontrados para o modelo HW por
meio do método númerico apresentado no capítulo 4. A segunda coluna apresenta os
valores para parâmetros �i conforme explicitado em (92). A comparação entre esses dois
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métodos é possivel, visto que em ambos foi utilizada a mesma de�nição para a curva de
rendimento, a de�nçãão discreta.

Tabela 5. �i obtidos pelo método numérico e exato para o caso especí�co HW
� Numérico � Exato

�1 -1.363003 -1.363003
�2 0.052937 0.052936
�3 -5.25087 -6.03328
�4 5.540833 5.927166

A tabela 5 permite observar que os parâmetros obtidos analiticamente não se distan-
ciam daqueles obtidos pelo método númerico. A proximidade entre os valores apresenta-
dos na tabela 5 re�ete a possibilidade de construção de um algorítimo simples, de rápida
solução computacional, a partir da inversão exata do parâmetro �.
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6 Calibragem aproximada para � 6= 1, caso contínuo

A calibragem por meio do método de aproximação rompe a limitação imposta pela cali-
bragem analítica para quaisquer valores de �, conforme apresentado na seção 5:1, a solução
exata quando � 6= 1 é possivel somente para a primeira ordem Z (0; 0; T ) = e��

(0)(T ). Já
o método de aproximação será realizado ao considerar Z (0; 0; T ) = e��

(0)(T )��(2)(T ): Nesse
sentido, a curva de rendimentos é de�nida da seguinte forma

Y (T ) =
�@ logZ (t; y; T )

@T
=
�@
�
��(0) (T )� �(2) (T )

�
@T

= (93)

=
@
�
�(0) (T ) + �(2) (T )

�
@T

jt=0;y=0

De�nindo

�(0) (t; y; T ) =

Z T

t

r (s; y) ds

onde

r (s; y) = r0
�
1 + �X (s) + �� (s) y

�1=�
e

X (t) = � (t)

Z T

0

� (s)

� (s)
ds

� (s) = e�
R t
0 k(s)ds

�(2) (t; y; T ) =
1

2

Z T

t

�2 (s)
�
Ryy (s; y; T )�R2y (s; y; T )

�
ds

onde

� (t) =
e�
� (t)

Ryy =

Z T

0

ryy (s
0; y) ds0

Ry =

Z T

0

ry (s
0; y) ds0

com e� constante. Substituindo �(0) (t; y; T ) e �(2) (t; y; T ) em (93)

Y (T ) =
@
�
�(0) (t; y; T )

�
@T

jt=0;y=0 +
@
�
�(2) (t; y; T )

�
@T

jt=0;y=0
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Y (T ) = r (T; 0) +
1

2
�2 (T )

�
Ryy (T; y; T )�R2y (T; y; T )

�
jt=0;y=0 + (94)

+
1

2

Z T

0

�2 (s)
�
Ryy (s; y; T )�R2y (s; y; T )

�
dsj;y=0

Pode-se reescrever os termos de (94) como segue

r (T; 0) = r0
�
1 + �X (T )

�1=�
�
Ryy (T; y; T )�R2y (T; y; T )

�
= 0

1

2

Z T

0

�2 (s)
�
Ryy (s; y; T )�R2y (s; y; T )

�
dsj;y=0 =

1

2

�Z T

0

�2 (s) ds

�
ryy (T; 0)�

�ry (T; 0)
Z T

0

�2 (s)Ry (s; y; T ) ds

Dessa forma, a curva de rendimento (94) pode ser reescrita

Y (T ) = r0
�
1 + �X (T )

�1=�
+
1

2

�Z T

0

�2 (s) ds

�
ryy (T; 0)�ry (T; 0)

Z T

0

�2 (s)Ry (s; y; T ) ds

(95)
Para solucionar (95) é necessario explicitar ry (t; y) e ryy (t; y)

ry (t; y) =
1

�
r0
�
1 + �X (t) + �� (t) y

� 1
�
�1
�� (t) =

= � (t) r�0r (t)
1��

ryy (t; y) = [� (t) r
�
0 ]
2 (1� �) r (t)1�2�

Com o auxílio de ry (t; y) e ryy (t; y), (95) pode ser reescrito da seguinte forma

Y (T ) = r0
�
1 + �X (T )

�1=�
+
1

4
e�2 (1� �) [� (t) r�0 ]2 �e2kT � 1� r (T; 0)1�2� + (96)

+� (t) r0r (T; 0)
1�� e�

2k

Z T

0

r (s; 0)1��
�
eks � e�ks

�
ds

Destaca-se que X (T ) = e�kT �
k

�
ekT � 1

�
: Tomando � = �0 + ��1, pode-se obter o

parâmetro � por meio da aproximação para o caso reduzido. Assim como apresentado na
metodologia deste trabalho, o problema reduzido do método de aproximação é de�nido
por � = 1, isto é, para o caso HW . Tomando � = 1 � �. Substituindo � por 1� � em
(96) e passando todos os termos pra esquerda da igualdade, tem-se
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Y (T )� r0
�
1 + (1� �)X (T )

�1=(1��) � 1
4
e�2 (�) h� (t) r(1��)0

i2 �
e2kT � 1

�
r (T; 0)1�2(1��) �(97)

�� (t) r0r (T; 0)�
e�
2k

Z T

0

r (s; 0)�
�
eks � e�ks

�
ds = 0

O parâmetro �0 é obtido a partir da expansão em taylor de (97) tomando � = 0 até a
ordem O (�). Enquanto que o parâmetro �1 é dado pela expansão em taylor de Y (T ) =�,
com � = 0 até a ordem O

�
�2
�
:

O método aproximado, assim como a abordagem exata apresentada na seção 5:1 uti-
liza a de�nição contínua para a curva de rendimento. A inversão exata do parâmetro �
para quaisquer valores de � exige Z = e��

(0)
, isto é, ela é possível somente para a or-

dem dominante. A aproximação aqui realizada considerou Z = e��
(0)��(2) : Todavia, para

�ns de comparação e veri�cação da e�cácia da aproximação, o parâmetro � será calculado
tomando e� = 0, pois uma vez que �(2) (t; y; T ) = 1

2

R T
t
�2 (s)

�
Ryy (s; y; T )�R2y (s; y; T )

�
ds

esta condição torna Z = e��
(0)
e a inversão exata para quaisquer valores de � pode ser

comparada ao método de aproximação. Antes de apresentar os valores dos parâmetros �
para os casos exato e aproximado, são apresentadas a seguir as equações para �0 e �1:

�0 =
ekTkY � ekTkr0
r0ekT � r0

�1 =
�ekTk ln

�
Y
r0

�
+ ekTkY � ekTkr0

r0ekT � r0
A tabela 6 mostra os valores dos parâmetros �i com i = 1 para os casos HW ,

CIR e BK tanto para o método exato (seção 5.1) quanto para o método aproximado
(com e� = 0). Esses valores são obtidos ao assumir k = 0:6:
Tabela 6. �1 obtidos a partir da de�nição contínua da curva de rendimento para a ordem

O (1)
�1 Exato (� 6= 1) �1 aproximado (e� = 0)

HW -0.6579718865 -0.6917068265
CIR -0.6674900002 -0.7016122785
BK -0.7021499989 -0.7115177305

A tabela 6 mostra que utilizando de�nições iguais para a curva de rendimento, a cali-
bração realizada pelos métodos de aproximação e exato apresentam resultados similares,
conforme desejado. Nesse sentido, pode-se concluir que ambos os métodos são capazes de
encontrar parâmetros que permitam a calibragem das curvas com base no modelo, sem que
seja necessario utilizar o método númerico. Estes resultados, tornam a calibração de fácil
implementação computacional, sem violar o comportamento da taxa de juros apresentado
pelo modelo gBK:
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7 Considerações �nais

Uma vez que as séries de estrurura a termo da taxa de juros não apresentam valores
para todos os vencimentos, é necessario o uso de métodos que possibilitem atribuir valores
a todos os vencimentos. A literatura relacionada a ETTJ, satisfaz essa necessidade por
meio do uso de métodos de interpolação aplicáveis a qualquer séries de dados. Normal-
mente, são utilizadas splines cúbicas e exponenciais, como apresentado nos trabalhos de
McCulloch (1971, 1975) e Vasicek e Fong (1982), ou ainda outras funções polinomiais.
Esta forma de interpolação foi entendida neste trabalho como não estrutural, uma vez
que estabelece valores para a ETTJ sem base nos modelos que determinam o processo da
mesma.
O método aqui proposto, procurou calibrar a ETTJ com o auxilio de três distintos

métodos. O primeiro deles resultou da satisfação da hipótese de não arbitragem por meio
da solução númerica do sistema de equações (71), a partir da determinação dos parâmet-
ros �i. Este método mostrou a importância do parâmetro k no controle da curvatura
das curvas calibradas. Foi possível observar que menores valores para k fazem com que
a taxa spot sofra variações graduais enquanto valores maiores de k tornam as variações
mais concentradas em torno de Ti. Essas variações são suavizadas pela de�nição de título
de desconto do modelo gBK, Z = e�

R t
0 r(s)ds, mas para k pequenos essa suavização não

é su�ciente para tornar a curva calibrada monótona. Dessa forma, concluiu-se, portanto,
que o parâmetro k deve assumir valores su�cientemente altos, ao ponto de tornar a curva
calibrada o mais monótona possível. Vale ressaltar que um valor su�cientemente alto
pode ser diferente para séries distintas, conforme pode-se observar para as séries apre-
sentadas nesta dissertação. Com a �nalidade de determinar o tamanho desse parâmetro,
apresentou-se um problema de otimização da norma da segunda derivada, por meio desse
problema pode-se determinar de forma endógena ao modelo o valor para o parâmetro k.
Mesmo ao endogeneizar o parâmetro k observou-se uma certa di�culdade em controlar a
curvatura para os vencimentos iniciais, na tentativa de contornar este problema, tentou-
se endogeneizar k considerando-o constante por intervalo, porém, os resultados foram
inconclusivos.
O segundo método de calibração apresentou a inversão dos parâmetros �i para quais-

quer valores de �, a partir da de�nição contínua da curva de rendimento. Para o caso es-
pecí�coHW a inversão foi realizada a partir da de�nição discreta da curva de rendimento.
Foi possivel, observar que a inversão exata dos parâmetros para o caso HW apresentou
valores muito próximos aos encontrados numericamente. Esse resultado possibilita o uso
de algoritmos de fácil implementação computacional na calibragem das curvas.
O último método de calibragem apresentado foi o método de aproximação. A partir

do problema reduzido onde � = 1 é possivel inverter o parâmetro � para quaisquer valores
de �: Vale ressaltar que para este método os valores assumidos por � não se aproximam
daqueles encontrados de forma numérica em detrimento do uso da de�nição contínua para
a curva de rendimento. Mas, ao comparar os � aproximados com aqueles invertidos de
forma exata para � 6= 1, pode-se observar que os valores resultantes desses dois métodos
foram próximos, isso decorreu do uso da de�nição contínua da curva de rendimento em
ambos os métodos. A comparação entre esses dois métodos exigiu que o parâmetro e�
assumisse o valor zero, fazendo com que o modelo fosse considerado somente até a ordem
dominante, tal como utilizado na forma exata para � 6= 1:
Conforme explicitado na metodologia desse trabalho, o parâmetro � é de�nido como
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constante por intervalo, essa de�nição resulta da base escolhida para o método de colo-
cação utilizado neste trabalho. Como sugestão para trabalhos futuros, pode-se considerar
a mudança dessa base de simplicidade extrema para bases mais complexas, como splines
ou polinomios de chebychev. Essa mudança metodológica pode apresentar limitações aos
métodos exatos e aproximados aqui apresentados, porém a implementação númerica, além
de possível pode resultar em curvas calibradas inteiramente monótonas.
O trabalho aqui apresentado, teve a intenção de incitar um novo modo de interpo-

lação, aqui chamado de calibragem da ETTJ a partir do próprio modelo que determina o
comportamento da taxa de juros. Uma sugestão pontual de trabalhos posteriores refere-se
a análise do desempenho dinâmico do modelo calibrado com o uso do modelo empírico
da classe Nelson-Siegel-Svensson, mais especi�camente, o modelo AFGNS (A¢ ne Gen-
eralized Nelson-Sigel), apresentado por Christenssen Diebold e Redebusch (2008). Estes
autores utilizaram o modelo de parâmetro de Nelson-Siegel (1987) associado ao trabalho
de Diebold-Li (2006) e desenvolveram um modelo de fatores livre de arbitragem. Um
trabalho posterior a ser desenvolvido seria utilizar modelo empírico AFGNS com a �-
nalidade de predição da estrutura a termo para dados brasileiros a partir da calibragem
desenvolvida e apresentada nessa dissertação.
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Anexo A - determinação dos parametros

Os valores dos parâmetros exógenos k e � decorrem da discretização do processoX (t) :
A taxa de juros de curto prazo é uma função explícita da variável de estado X

r (t) = g (X (t)) = r0 (1 + �X (t))
1
�

Invertendo para X

X (t) =

�
r(t)
r0

��
� 1

�

Uma vez que a variável de estado X é de�nida por

dX = (� � kX) dt+ �dW:
Discretizando o processo temos

�Xt = (� � kXt)�t+ �"t
p
�t;

com "t � N (0; 1) i:i:d e �Xt := Xt+1 �Xt: Assim a regressão

Yt = a+ bXt + �"t

com "t � N (0; 1) i:i:d e Yt := �Xt, permite relacionar os parâmetros a, b da regressão e
o desvio do termo do erro nesta, �, com os parâmetros estimados do processo �, k e � via

a = ��t; b = �k�t; � = �
p
�t

Este foi o método utilizado para obtenção dos parâmetros exógenos ao modelo.



Anexo B - Taxa spot

Figura 18. Taxa spot com k = 0:6 e � = 1=2, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009

Figura 19. Taxa spot com k = 0:6 e � = 0, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009
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Figura 20. Taxa spot com k = 10 e � = 1=2, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009

Figura 21. Taxa spot com k = 10 e � = 0, caso deterministico e estocástico -
20/05/2009


