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RESUMO

O objetivo desta dissertacao é estudar osestados KMS sobre Algebras de
Cuntz-Krieger. Um estado é um funcional linear sobre uma dlgebra-C* A que
deve satisfazer

Y(a*a) >0, Yace A, e ¥(1)=1 se A possui unidade.

Entao considerando uma dindmica, isto é, uma aplicacdo 0 : R x A — A,
(t,a) — oi(a) tal que cada o é um automorfismo de A e

oo =1ds, 0500;=Tets,

entdo (A,7) é um sistema dinamico.
Dado % um estado sobre A e 8 > 0. Dizemos que 1 é um estdao KM S se

Y(ao;g(b)) = ¢(ba), para quaisquer a,b € A

onde a dindmica ¢ estendida de forma que 0,3 faca sentido. As algebras de
Cuntz-Krieger sao, na sua esséncia, as algebras geradas por uma familia de
isometrias parciais {s, },cg sobre um espaco de Hilbert. Esta familia é indexada
por um conjunto discreto e satisfaz as trés condi¢oes de Cuntz-Krieger e mais

ot(Sz) = N(:E)“sm,

onde N(z) € (1,00), para todo = € G. Usando o Teorema de Representagao de
Riesz, alguns reultados sobre Grupos Livres e dlgebras-C*, tentaremos mostrar
que dado um estado KM S, podemos passar a estudar a medida associada a ele
pelo Teorema de Represntacao de Riesz. Concluiremos assim que o trabalho
de encontrar estados K MS se resume a buscar certas medidas com algumas
propriedades.

Ao longo desta dissertacdo serdo usadas muitas ferramentas, como Andlise
Funcional, Teoria de Grupos, Teoria de Agoes Parciais, entre outras. Este tra-
balho se deteve bésica & explorar e tentar encontrar aplicagdes para os conceitos
abordados em [3] e [2].



ABSTRACT

The objective of this dissertation is to study the KMS states on algebras of
Cuntz-Krieger. A state is a linear functional on a C *-algebra A which satisfies

P(a*a) >0, Vac A, and (1) =1 if A has unit.

Given a dynamic, ie, a map o : R x A — A, (t,a) — o¢(a) such that each oy is
an automorphism of A and

og=1Ids, 0500¢=Teqs,

then we say that (A, 7) is a (dynamical system).
For 1) a state on A and 3 > 0 we say that ¢ is a KMS state if

Y(aoig(b)) = ¢(ba), foralla,be A

where the dynamic is extended so that o;3 makes sense. The algebras of Cuntz-
Krieger are, in essence, the algebras generated by a family of partial isometries
{$x}zcg on a Hilbert space. This family is indexed by a discrete set and satisfies
the three conditions of Cuntz-Krieger and also

0¢(s5.) = N(x)"s,,

where N(z) € (1,00), x € G . Using the Theorem of Riesz and some results
about Free Groups and C*-algebras we show that given a KMS state there is a
unique measure associated with its Riesz-representation. We conclude therefore
that the work of finding KMS states comes down to finding some measures with
some properties.

Throughout this dissertation will use many tools such as Functional Analysis,
Group Theory, Theory of Partial Actions, among others. This basic work will
explore and try to find applications for the concepts discussed in [3] and [2].
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Capitulo 1

Alguns resultados sobre
Espacos de Hilbert

Aqui veremos alguns resultados sobre espacos de Hilbert que nos serdo uteis
ao longo do trabalho. Como precisaremos de poucos resultados sobre a teoria
de espacos de Hilbert, seremos breves.

Definigao 1.0.1. Seja H espaco vetorial. Um produto interno é uma aplicagao
(,)Y:HxH—-C
tal que para z,2’,y € H e A € C temos

(1) (z+2sy) = (z,y) + (', y)
(1) Az, y) = Mz, y)

() (,y) = (y,z)
(w)a:;é():>(xx>>0

Definicao 1.0.2. Um espaco de Hilbert é um espago vetorial H, munido de
um produto interno, e completo em relagao a norma definida por esse produto
interno.

1.1 Conjuntos Ortonormais

Nesta se¢ao veremos um teorema muito importante na teoria de espagos de
Hilbert. Este teorema nos permitird, mais adiante, caracterizar os elementos de
um espago de Hilbert.

Definigao 1.1.1. Seja H um espaco de Hilbert. Um conjunto S C H é ortonor-
mal se

(@) Vz e S, ||z =1
(i) Ve,y € S,z #y = (r,y) =0



Teorema 1.1.2. Seja H espago de Hilbert e S C H ortonormal. Entdo existe
T tal que S CT C H eT ¢ ortonormal mazximal.

Prova: A prova deste teorema é uma aplicacido do Lema de Zorn. Comegamos
definindo
P={TCH:SCT, T ortonormal}

que é ordenado pela inclusdo C. Agora observamos que se {T, : a € I} é uma
cadeia em P, entao T = U,c;T, é uma cota superior para a cadeia e estd em
P. Logo P é totalmente ordenado, e assim pelo Lema de Zorn, existe elemento
maximal em P e o resultado segue.

O

Definigao 1.1.3. Uma base (Hilbertiana) é um conjunto S C H ortonormal
maximal.

1.2 Uma Decomposicao para um Espaco de Hilbert

Nesta secao nds veremos como decompor um espago de Hilbert H como uma
soma direta de espagos ortogonais. Essa decomposicao serd obtida em fungao
de um subespago fechado M de H.

Proposicao 1.2.1. Sejam H espaco de Hilbert e S C H ortonormal. Sao
equivalentes

(i) S € ortonormal mazximal

(i) [S] = H

(iii) Ve € H, v =) .g(x,e)e (esta série converge e ndo depende da ordem
dos termos) -

(ZU) V(E,y S Ha <xay> = Zees<m,6><y,e>
() Ve e H, ||z]|* =X . [(z,e)? (Identidade de Parseval).

Para provarmos a proposi¢ao acima nds necessitamos de dois outros resulta-
dos, que nao provaremos. Sao eles:

Teorema 1.2.2. Sejam H um espaco de Hilbert, K C H convexo fechado,
x € H. Entao existe um unico y € K tal que

[ —yll = d(z, K).
Prova: Ver [4].
U

Teorema 1.2.3. Sejam H espago de Hilbert e M # {0} C H subespago vetorial
fechado. Para todo x € H, seja P(x) € M o dnico elemento de M tal que
le — P(z)|| = d(z, M). Entdio

(i) x — P(z) € M+
(ii)y me M, x —m1lM = m = P(x)



Prova: Ver [4].
Do teorema 1.2.3 seguem alguns corolarios, que provaremos.

Corolario 1.2.4. M C H subespaco vetorial fechado = M=+ ¢é subespaco veto-
rial fechado e H = M & M*.

Prova: Como sabemos

M+ ={zxc H:{(x,m)=0Ym & M} = Npmerfn ({0})

onde f,, € H' tal que f,,(z) = (x,m), logo M+ é fechado. Agora notamos que
como P é linear temos que

Vo€ H, ©=P(z)+Plx—Px) e H=MnNM*={0} = Mo M*.

Corolério 1.2.5. Seja M subespaco fechado de H. Entdo (M*)+ = M.
Prova: Seja m € M. Entao notamos que
Vme MY, (m,m/)=0=>me (M)t = McC (MH)*

Agora tomamos m’ € (M~)+. Pelo Corolério 1.2.4 temos que m’ = my +ma,
onde my € M e mg € M. Entdo observamos que

VYm € M+, 0= (m/,m) = (my +ma,m) = (my,m) + (ma, m).

E como (my,m) = 0 para todo m € M+, pois m; € M e m € M+, segue
que (mg,m) = 0 para todo m € M+. Em particular temos que (mg,mg) = 0,
logo mo = 0 e assim m’ = m; € M.

]
Corolério 1.2.6. Seja A C H subespaco vetorial. Entio (A+)t = A.

Prova: Pelo Corolario 1.2.5 temos que (A+)* = A. Entdo notamos que
como A C A temos que A+ C A+. Resta entdo mostrar a inclusio inversa. Seja
entdo a, € A, com a, — a. Logo a € A. Seja b € AL, entdo {(a,,b) = 0, Vn.
Como a aplicacao

x — (x,b)

¢é continua vem que
an — a = (an,b) — (a,b) = (a,b) =0=bec At = A+ C AL
O

Observagao 1.2.7. Um fato interessante, e que segue dos resultados acima, é
que um subespago A C H é denso se e s6 se AL = {0}.



Faremos agora o iltimo teorema antes de mostrarmos a Proposicao 1.2.1.
Este nos dard uma desigualdade muito importante e também muito usada em
andlise funcional, a Desigualdade de Bessel.

Teorema 1.2.8. (Desigualdade de Bessel) Se {e,, : n € N} é ortonormal em H
entao

o0
Z (z,e,)|? < ||z?, Vo € H.

Prova: Para N arbritréario, seja M = [e1, ea,...,en]. Entdo consideramos a
projecao ortogonal
P.H—-M

x+— Px) = Z(m, en)

Com isso teremos que
IP(2)])* < ||z]]?, pois @ = P(z)+(z—P(2)) e |lz|* = [|P()|*+]lz—P(z)]*

Mas

N
IP@I? = | > (aenes

N
= @ en)enl
n=1

logo

(2, en)? < all, YN =) (e en)® <l

1 n=1

M=

n

O Teorema acima nos dd um Coroldrio muito interessante na medida em que
trata da cardinalidade de um conjunto.

Coroldrio 1.2.9. Seja S = {e, : a € I} ortonormal em H, x € H. Entdo
{a €1:{eq,x) # 0} € enumerdvel.

Prova: Para cada n € I definimos o conjunto J,, = {a € I : [(z,e,)| > 1}.
Agora para quaisquer ag, as, ..., any € J,, pela Deigualdade de Bessel, temos

Z 1> (wea)? < ) = N <z,

n2_

logo J,, é finito e o nimero de elementos deste conjunto é menor do que n?| z||.
Logo
{a€el:{eq,x) #0}=Upl g, = {ael: (e, ) #0}

é enumeravel, pois é uma uniao enumeravel de conjuntos finitos.



Agora ja temos as ferramentas necessédrias para provarmos a Proposicaol.2.1.

Prova da Proposi¢iol.2.1: ((i) = (ii)) Supomos S maximal. Entao sabemos
pelo Coroldriol.2.6 que [S] = ([S]*)+. Entao para mostrar que [S] = H, basta
mostrar que [S]+ ={0}. Mas isto decorre do fato de S ser maximal.

((i7) = (4i1)): seja z € H, pelo Corolario da Desigualdade de Bessel J =
{e € S:{x,e) # 0} é enumerdvel. Logo podemos considerar J como sendo da
forma J = {e1, €2, ..., €y, ...}. Agora consideramos a série >~ | (z, e,)e,. Entao
notamos que

H i(m,e@en — i(w €n)en

n=1

M
ZII (@ en)enl® = [z )] — 0
N

pois pela Desigualdade de Bessel temos que Y - [(z,€)|? < ||z]|? < co. Pelo
Critério de Cauchy (H é completo) temos que Y - (z,e,)e, = y converge em
H. Temos agora que ver que y = x. Para isso notamos que
oo
(Y, em) = Z<x,€n><€n7€m = (z,em) = (T — Y, €m) =0, Vm.
n=1

Por outro lado temos que se e € S\J = {ey,ea,...} , entdo

(w6 =0, (g.e) =S (5, en){ene) =0 = (s —y,e) =0Ve €S 5z —y =0,
n=1
eassimz =y => - (z,e,)en.
((#it) = (iv)): dados z,y € H, {e € S : (z,e) #0}U{e € S : (y,e) #0} ¢é
enumerdvel. Consideramos entao {ey, ez, ...} uma enumeracao deste conjunto.
Entao por (ii¢) temos que

oo o0
= (z.en)en, Y= (y,€n)en,
n=1 n=1

com convergéncia na norma de H. Entao sabemos que

2eH— f(z) = (2,y)

é um funcional linear continuo em H, portanto

(w.y) = F@) = (D tmeaden) = D lw el flea) = D (@ endlensv),
n=1 n=1 n=1

e como (e, y) = (y, en), segue que

((iv) = (v)): Assumindo que (iv)

(,en)(x, en) = |(z,en)[*. ((v) = (i

(v), ||| = 0, e assim z = 0.

, para concluir (v) basta observarmos que
Supoe que (z,e) =0V € S. Entdo, por

o0
Z T, €n) (Y, €n)-
vale
) :

O



1.3 O Teorema de Representacao de Riesz e a
Definicao de Isometria

Definiremos agora o que é uma isometria entre espagos de Hilbert. Uma
observagao importante é que nosso trabalho depende muito de certas isometrias.
Também enunciaremos o Teorema de Representacao de Riesz.

Definigao 1.3.1. Sejam H, K espacos de Hilbert. Uma isometria é um operador
linear T': H — K, tal que

(T(x), T(y))kx = (x,y)uVr,y € H

O dltimo resultado que enunciaremos serd muito importante quando tra-
balharmos com os estados KM .S3. Este resultado faz uma importante relagao
entre funcionais lineares e medidas. Este Teorema nds nao provaremos.

Teorema 1.3.2. (Teorema de Representacao de Riesz) Se X é compacto e p €
M(X) € uma medida em X no espaco de medidas X. Defina F, : Co(X) — F,
por

Fu(h) = [ s

Entao F, € Co(X)* e a aplicagio p — F),, é um isomorfismo isométrico de

M(X) sobre Co(X)*.
Prova: Ver [5].



Capitulo 2

Algebras-C* e a definicdo de
Acao Parcial

Neste capitulo daremos a definicao de adlgebra-C*, um importante exemplo de
algebra-C* e o que é uma agao parcial de um grupo G sobre uma édlgebra-C* A.

2.1 AlgebraS—C*

Definigao 2.1.1. Uma &algebra A sobre C é um espago vetorial complexo
equipado com uma operagao bilinear e associativa:

e:AxA— A

chamada operacdo de multiplicacao.

Uma outra definicao que surge quando temos uma norma é a de Algebra de
Banach.

Definicao 2.1.2. Uma &lgebra normada é uma algebra sobre C equipada com
uma fun¢ao norma
ac A~ Jal eR

que faz com que A seja um espaco normado, ou seja, para todo a,b € Ae A€ C
tenhamos:

(¢) llall > 0
ii) la||=0=a=0
iit) ||Aall = |Allja||, onde |A| indica 0 médulo do ntimero complexo A.

w) fla+b|| < la +[|b],
v) lladl| < [lall ||b]

A~~~

Se a algebra for completa com relacao a esta norma entao ela serd dita uma
algebra de Banach.



Dada uma algebra de Banach A unital e a € A, consideramos o seguinte
conjunto
pla)={Ae€C:A-1—a éinversivel},

que é chamado de conjunto resolvente do elemento a. Nés definiremos como
espectro de a, e o denotaremos por o(a), o conjunto o(a) = C\ p(a).

Definigao 2.1.3. Seja A uma Algebra de Banach. Uma involu¢do em A é uma
funcao
x:A— A

satisfazendo para todo a,b € Ae A € C:

i) (a+b)" =a* + b,
i) (Aa)* = Aa*,

iit) (ab)* = b*a*,

iv) (a*)* = a,

v) [la*|l = [al|-

NN N N

Uma dlgebra-C* é uma Algebra de Banach com involugao para a qual vale
(vi) |la*a| = ||a]|* Va € A.
Definigao 2.1.4. Um elemento a € A sera dito positivo se

(i) a* = a, isto é, a é autoadjunto e
(#) o(a) C [0, 00).

Definigcao 2.1.5. Dadas duas algebras de Banach A e B diremos que a fungao
¢ : A — B é um homomorfismo se ¢ for linear e além disto

p(ab) = @(a)p(b),

para todo a,b € A. O espectro de A é definido como sendo o conjunto A formado
por todos os homomorfismos nao nulos de A em C.

Dada a definicao de espectro de uma Algebra de Banach, definiremos a
transformada de Gelfand. Algo que serd 1til logo mais.

Defini¢ao 2.1.6. Dado a € A, definimos @ como a aplicacao
a:A—C

a(p) = ¢(a).
A transformada de Gelfand é a aplicagdo definida por
k:A— Cy(A)

-~

at— a.



A teoria de Algebras de Banach é extremamente delicada e dificil. Entretanto
olhando para a sub-classe das algebras C* pode-se obter resultados muito mais
profundos.

Vejamos um exemplo que serd muito importante ao longo de nosso estudo.

Exemplo 2.1.7. Seja H um espago de Hilbert complexo e seja B(H ) o conjunto
de todos os operadores lineares continuos

T:-H—H

Levando em consideracao a estrutura de espago vetorial complexo em B(H)
definimos o produto T'S, para T, S € B(H), como sendo a composigao de oper-
adores T'o S. A norma de um operador T € B(H) ¢ definida por

IT]| = sup{IT(E)]l : € € H, [I€] < 1},

enquanto que a involucao de um operador 7' é definida como o adjunto usual de
um operador T, isto é, T* é o tnico aperador linear em H que satisfaz

(T(€),m) =T () VEneH

Exemplo 2.1.8. Seja A = Cp(R). Afirmamos entdo que definindo em A a
involugao e a norma como seguem

a*(z) = a(z) e [lal| = sup [f(x)],
r€R

temos uma &lgebra-C*

Definigcao 2.1.9. Sejam A, B élgebras-C* e ® : A — B um isomorfismo. Dire-
mos que ® é um x-isomorfismo se

®(a*) =P(a)" Vae A

Dada a defini¢ao de algebra-C* ja podemos dar a definicao de estado, que é
tema central deste trabalho.

Definigao 2.1.10. Seja A uma éalgebra-C* e ® : A — C um funcional linear.
Entao ® sera dito um estado se

P(aa*)>0e®(l)=1, Yae A

Exemplo 2.1.11. Consideramos A a &lgebra-C* do exemplo anterior. Agora
dada uma medida de probabilidade y, consideramos sobre A o funcional

o a— /]Ra(x)du.

Entao note que

$laa*) = / la(@)2du =0 e ¢(1) = / ldp =1,

logo ¢ é um estado sobre A.



Enunciaremos agora um resultado muito bonito e importante na teoria das
algebras-C*.

Teorema 2.1.12. Seja A uma dlgebra-C* comutativa. A transformada de
Gelfand k : A — Cy(A) é um *-isomorfismo de A sobre Cy(A).

Prova: Ver Teorema 8.2 de [1].

2.2 A definicao de Acao Parcial

Definigao 2.2.1. Uma a¢do parcial de um grupo G sobre uma &dlgebra-C* A é
um par

0= ({Dg}gEGv {eg}gEG)
tal que, para cada g € G, Dy é um ideal fechado de A,
0g: Dy — D,
é um *—isomorfismo, e para todo g, h € G tem-se
(i) D, = A e 0. é o automorfismo identidade de A,
(Z’L) eg(Dg—l NDy) = DygNDygy, e
(177) 04(On(a)) = Ogn(a) Va € Dyp—1 N Dp-14-1.

Exemplo 2.2.2. Seja X um conjunto qualquer e f: X — X. Entao consider-
amos a acao global abaixo de Z sobre X

0:7— X

fo(x) = fo..of(z).
Agora seja Y C X, consideramos YV, =Y N f,(Y) e

0, : X_, > X,
onde 0, = fn|x_,. Deste modo temos uma agao parcial de Z sobre X.

Vejamos agora um exemplo que se enquadra no contexto de algebra-C*

Exemplo 2.2.3. A agao parcial acima induz uma agao parcial de Z sobre C'(X)

© = ({Dn}nez; {On}nez)
onde D,, = Cy(A,,) e

Op:feD_,— foa_, € D,.
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Capitulo 3

Algumas idé€ias sobre o
Grupo Livre e o espago ().,

Neste capitulo veremos alguns resultados que serao importantes nos préximos
capitulos.

3.1 Como construir o Grupo Livre.

Comegamos considerando um conjunto enumerdvel G = {z, : + € N}. Entao
a partir de G, definimos o Grupo Livre F como sendo o grupo gerado por G.
De uma maneira menos abstrata: definindo G~ = {z;! : 2, € G}, teremos que
FF é o conjunto de todas as concatenagoes finitas , obtidas a partir do alfabeto
GUG.

Faremos agora algumas definicoes que serao muito tteis mais adiante.

Definicao 3.1.1. e Chamaremos de palavra toda sequéncia, finita ou infinita,
w = (x1, 23, ...), onde cada x; € G

e O comprimento de w, denotado por |w|, é o nimero de coordenadas de w.
(pode ser finito ou infinito)

e Para cada i, nés denotaremos por w; a i-ésima coordenada de w, onde

w = (wy,ws...).

e Dada uma palavra w e um inteiro n, com 0 < n < |w|, nés denotaremos por
w|n a sub — palavra de w definida por w|, = (w1, ws ..., wy).

Se w = (w1, wa, ...,wy) é uma palavra finita nés identificaremos w com o pro-
duto formal de suas coordenadas, w = w...w,. A palavra vazia serd identificada
com a unidade do grupo F. Também denotaremos por F, o conjunto de todas
as palavras de comprimento finito.

Definicao 3.1.2. Dada uma palavra w nds denotaremos por [[w]] o subconjunto
de F consistindo de todas as subpalavras de w. Logo

[[w]] = {e, w1, wiwa, ..cywr ...y }.
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Consideramos agora uma apliccao A : G x G — {0,1} que pode ser vista
como uma matriz A = {A(¢,j)}i jee com entradas no conjunto {0,1}, finita
ou infinita (depende do fato de G ser finito ou infinito, respectivamente), com
linhas nao identicamente nulas.

Definicao 3.1.3. Uma palavra w serd dita admissivel se A(w;,w;+1) = 1, para
todo i. Se |w| < 2 entdo w é admissivel por definicdo. O conjunto das palavras
admissiveis de comprimento finito serd denotado por P4 (P4 CTF,).

Faremos agora mais algumas definigdes que usaremos mais adiante.

Definigao 3.1.4. Seja 2% o conjunto das partes de F. Um elemento & € 2F é
dito convexo se

t,s €& |t sl =t |+ |rts|, reF = rek.

3.2 Uma Topologia para 29

Uma observagao importante é que dado um conjunto G enumeravel, e sendo
29 o conjunto das partes de G, podemos colocar em 29 uma topologia, chamada
de Topologia Fraca. Daremos uma breve idéia de como é essa topologia.

Comecamos observando que existe uma bijecdo entre os conjuntos 29 e F =
{f:G6 — {0,1}} dada da seguinte maneira

p:2F - F

1, sexe A

s ={ o red

Logo para obtermos uma topologia em 29 basta induzirmos uma topologia em
F.

Dados € > 0, X C G finito e f € F, consideramos o seguinte conjunto
VX, fe)={geF:[f(z) —g(x)| <e, V& € X}.

Entao definimos 7 como sendo a topologia gerada pelos conjuntos da forma
V(X, f,e).

Com isto podemos induzir uma topologia em 29, definindo os abertos de
29 como a imagem inversa dos abertos de F, ou seja a imagem inversa dos
conjuntos da forma V (X, f,e) e de suas unides unides quaisquer de intersegoes
finitas.

Agora consideramos X, Y € G finitos disjuntos. Entao tomamos a uniao
desses dois conjuntos X UY, e < 1e f(z) = 1x, onde 1x é a fungoes caracter-
istica de X . Agora consideramos o seguinte aberto

V(XUY, fie)={geF:f(z)=g(z)Vz € XUY}.
Consideramos agora o seguinte conjunto

V(X,Y)={Ce29:XCC,YNC=0}

12



entdo notamos que se g € V(X UY, f,e) temos que g(x) = 1 para todo z €
X e g(y) = 0 para todo y € Y. E como temos que se C € V(X,Y), segue
que ¢(C)(xz) = 1 para todo z € X e ¢(C)(y) = 0 para todo y € Y, logo
o(V(X,Y)) CV(XUY, f,e). Também temos que se g € V(X UY, f,e), sendo G
enumeravel, podemos associar um conjunto C, tal que C' € V(X,Y) e ¢(C) = g.
Logo temos que ¢(V(X,Y)) = V(X UY, f, ), portanto segue V(X,Y) é aberto
em 29.

Uma observagao importante e que poderd ser usada ao longo deste texto
é que dada g € F, sempre existem X, Y € G finitos e ¢ < 1, tais que g €
V(X UY, f,e), onde f(z) = 1x(2). Logo dado C € 29, sempre existe V(X,Y)
tal que C € V(X,Y).

Observagao 3.2.1. O mesmo processo acima pode ser usado para se obter uma
topologia para 2F, onde F é o grupo livre gerado pelo conjunto enumeravel G

Definigao 3.2.2. Seja (NZTDA o subconjnto fechado do espaco topolégico 2F dado
por

£e€2¥: ecg, & éconvexo
se g € & existe no méximo um x tal que gz € G, e
seg€G,yeG,egy €fentiogr 't €& e Alr,y) =1

TO,

As proposicoes abaixo sdo importantes para a caracterizagao de Q,,, e nos
darao uma definicao que serd muito importante nos proximos capitulos e uma
importante caracterizacao dos elementos de Q,,, .

Proposigao 3.2.3. Seja & € QroA. Entao existe uma unica palavra admissivel
o (&) tal que

ENFy = [[o(]).
Prova: Ver Teorema 5.4 de [3].

Teorema 3.2.4. Se ¢ € QTOA e g € & entao

(a) g =af™" onde |g| = |a| + |B|
(b) a € uma subpalavra finita de o(§)
(¢) B € uma palavra admissivel tal que ou 3 = e ou Bz € Re(a)

Prova: Ver Teorema 5.8 de [3].

Definicio 3.2.5. Seja £ € Q,,,. A palavra o(¢) mencionada acima serd
chamada o stem de £. N6s diremos que £ é limitada se o seu stem o(§) for
de comprimento finito. Caso contrario £ serd dito ilimitado.

Definigao 3.2.6. Seja & € QTOA esejat € €. A raiz de t relativa a &, denotada
por Re , é o subconjunto de G definido por R¢ = {z € G : tz~! € £}.
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Observagao 3.2.7. Suponha que £ € ?ZTOA e seja t € £&. Como sabemos da
defini¢do de ﬁToA, existe no maximo um j € G tal que tj € £. Suponhamos, por
um momento, que tal j existe. Mais uma vez pela definicao de ﬁm ., temos que
tz=! € £ se e somente se A(z,j) = 1. Portanto a raiz de t relativa a £ é dado
por Re(t) = {z € G: A(z,j) = 1}. A ultima afirmacdo ¢ importante na medida
em que ela mostra que, identificando cada coluna de A como um elemento de
Y4 C 29 onde ¥4 é fecho das colunas de A em 29, teremos que Re¢(t) coincide
com a j-ésima coluna de A.

A observagao acima d4 uma outra caracterizagao para R, e é bem interes-
sante na medida que ela faz uso explicito da definigao de €., .

3.3 Uma Topologia para ., "

Nesta se¢ao tentaremos descrever uma topologia para {2,,,, exibindo, para
cada £ € ., ,, um sistema fundamental de vizinhancas em termos de seu stem
e de sua raiz.

Proposigao 3.3.1. Seja € € fZToA, e assuma que w = o(§) € infinito. Defina

Ve.={ne (NZTOA twln €1}

Entao a colegio {Vy,}nen forma um sistema fundamental de vizinhangas para

I3

Prova: Pela secao anterior temos que cada V,, é aberto em Qw ., € contém
£.

Agora seja U uma vizinhanca de £. Sabemos entdao que U contém uma
vizinhanca de ¢ da forma

W={ne QTOA D ST, Sp €M T, .ty E 1),

onde 51, ..., 8p,t1,...,tq € F. Como £ € W segue que s1,...,5p € £ e ti,....tq & &.
Consideramos agora n € N tal que n > max{|s1], ..., |spl|, |t1], ..., [tq]}. Afir-
mamos entao que V,, estd contido em W. Suponha entdo que n € V,,, isto é,
w|n € n. Entéo
wln €nNF4 = [[o(n)]]-

Com isso temos que o(n) e o(§) coincidem até a n-ésima coordenada. Nosso
objetivo agora é mostrar que s; € nparal <i<pequet; € nparal <j<gq.

Para isso notamos que, por (3.2.4), cada s; é da forma s; = af~!, onde
a é subpalavra finita de o(§) e § = e ou aﬁ‘_ﬁ‘l € £. Entao como n é maior
do que |s;| e o(n) coincide com o (&) até a n-ésima coordenada temos que a é
subpalavra de o(n). Basta entdo mostrar que § também satisfaz (3.2.4.ii4), para
isso suponhamos que ()5 € R¢(a), ou seja, que g1 € {. Como o stem de § é

infinito, temos que existe y € G, tal que ay € £, e assim pela definicao de QTOA,
segue que A(y, B)5) = 1. Agora observamos que como (&) e o(n) coincidem

14



até a m-ésima coordenada, |ay| < n, e ay € Fy N¢& = [[0(§)]], entdo ay €
F, N7 = [[o(n)]]. Mais uma vez pela defini¢ao de Q,,, segue que aBig-1 €1,
ou seja, Bz € Ry(a).

Para vermos que t; ¢ 1 o raciocinio é andlogo ao acima.

O

Proposigao 3.3.2. Seja € € QTOA um elemento limitado e w seu stem. Dados
X, Y e Z subconjuntos finitos de G, com X C Re¢(w), Y N Re(w) =0 e defina
NEQo,, WEN

wr len Ve X

wy tgn, Vyey

wz &, Vze Z

Wxy,z =

Entao a cole¢ao {Wx y,z} forma um sistema fundamental de vizinhangas para
Eem Qo

Prova: Ver Teorema 6.2 de [2].
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Capitulo 4

Estados KMS para
Algebras-C* Graduadas

Neste capitulo veremos as definigbes de dlgebra graduada e estados KMS e
alguns resultados sobre estados KMS em uma &dlgebra G-graduada.

4.1 Algebras G-graduadas

Seja B uma algebra-C* e seja G um grupo discreto. Nés diremos que B é
graduada sobre G, ou simplesmente G-graduada se existe uma familia {B,}gca
de subespacos lineares fechados de B tais que, para todo g,h € G,

(Z) BgBh c th7
(i) By = Bg-1, e
(141) BgecBy é denso em B.

A partir de agora nés fixaremos B como sendo uma dlgebra-C* G-graduada.
Nés também fixaremos um grupo fortemente continuo o = {o;}ier, & um
parametro, de automorfismos de B tal que cada oy restrita a cada By é um

multiplo da identidade. Logo para cada g € G, existe um nimero real positivo
N(g) tal que

ot(b) = N(g)"b, t € R, b € B,. (4.1.1)

N6s também assumiremos que N é um homomorfismo do grupo G sobre o grupo
multiplicativo dos ntimeros reais positivos R}

Obviamente o é determinado por N. Outro fato importante é que nao
necessariamente existe um grupo o satisfazendo (4.1.1).

Exemplo 4.1.1. Seja A = Cy(R). Dado a € A, consideramos

oi(a(z)) = e'a(z).
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Notamos que otys(a) = o¢(os(a)). Outra observagido importante é que fixado
b € A a aplicagao
t — o(b),

estende-se a uma aplicagao inteira.

4.2 Os Estados KMS

Faremos agora algumas definicoes para facilitar nossa escrita.

Definicao 4.2.1. Um elemento b € B é dito inteiro analitico se a aplicagao
t € R — o4(b)

estende-se a uma funcao inteira sobre o plano complexo. Por simplicidade nés
nos referiremos aos elementos inteiros analiticos como elementos analiticos.

Definigao 4.2.2. Um estado i sobre B é dito um estado 0 — KM S no valor
B € (0,00)- a temperatura inversa na terminologia de Fisica Matemdtica- ou
simplesmente um estado KM S3 se para todo par de elementos a,b em uma
sub-dlgebra-C* (de B) de elementos analiticos que é densa e o-invariante, tem-
se

Y(aoig(d)) = ¢¥(ba) (4.2.1)

Pelo resultado 5.3.7 de [8] tem-se que, para um estado KMS, a identidade
acima vale para todo a € B e todo elemento analitico b em B.

No caso especial em que 3 = oo, os estados KM Sz sao chamados estados
fundamentais e eles satisfazem

sup |¢(ao,(b))] < oo, Vaebe B (4.2.2)
Imz>0
Observacao 4.2.3. Dado g € G segue de (4.1.1) que cada b € By é analitico e
mais ainda

0. (b) = N(g)"b, (4.2.3)
para z € C. Segue por linearidade que ©4cc B, consiste de elementos analiticos.
Este ltimo conjunto é claramente uma sub-dlgebra-C* densa de B

O resultado abaixo é uma caracterizacao dos estados KMS sobre B.

Proposicao 4.2.4. Suponha que B é G-graduada e que o satisfaz (4.1.1) para
um homomorfismo de grupos N : G — R%. Seja ¢ um estado sobre B e seja
B € (0,00). Entao

(i) ¥ € um estado KMSg < 1p(ab) = N(g)?(ba) sempre que a € B , g € G
be B,.
(i3) ¥ € um estado fundamental < (BB,) = {0} sempre que N(g) < L.
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Prova: Comegamos por (i).(=) Consideramos inicialmente z = i3. Entéo
por (4.2.3) segue que
aig(b) = N(g)~"0.

Suponha que 9 é um estado KM S3 e seja a € B e b€ B,. Nés entao temos

W(ba) = ¢ (acis(b)) = N(g)~ v (ab),

provando a primeira implicagao.
(<) Suponha agora 1 satisfaz a igualdade em (¢). Dado a € B e b € B, nds
entdo temos, por (4.2.3), que a;5(b) = N(g)"(b) = N(g) b e isto 1mphca que

W(ba) = N(g)~(ab) = ¥(aois(b)),

provando que (4.1.1) vale para b € ®4c¢ By, por lineridade. Sendo que ®4cq By
é uma sub-algebra-C* de elementos analiticos densa em B nds temos que 9 é
um estado KM S;.

Vamos agora mostrar (ii).(=) Dado a € B e b € By nés temos

[ (ac (b)) = N (g)*¢(ab)| = N(g)~"™*|¢)(ab)| (4.2.4)
Agora observamos que a aplicagao
z€{z€C:Imz>0}— N(g)~ 1™ y(ab)], (4.2.5)

é limitada se e somente se ou N(g) > 1 ou ¥(ab) = 0. Logo se ¢ é um estado
fundamental nés devemos ter ¢ (ab) = 0.

(<) Se Y(BB,) = 0 sempre que N(g) < 1, entdo (4.2.5) é sempre limitada.
Logo segue, por lineridade, que (3.1.3) vale para qualquer b € @4caBy. Sendo
que o dltimo conjunto é denso, nés vemos que, ¥ é um estado fundamental.

O

Definigao 4.2.5. Damos o nome de Esperanga Condicional Positiva de uma
algebra-C* A sobre uma sub-algebra-C* B para uma aplicacdo F : A — B que
satisfaz:

(¢) E é linear e sobrejetiva.

(#4) E é positiva, isto ¢, se a > 0 entdo E(a) > 0.
(#it) E é umtarla isto é, ||[E|| = 1.

(iv) E (Idempotente)

(U (blabg)—b1 ( )bQVGEAGVbl,bQEB.

Definigao 4.2.6. B é dita topologicamente G-graduada se existe uma esperanca
condicional positiva contrativa

FE:B— B,

que se anula para todo B, com g # e.
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Observacao 4.2.7. Uma observacao importante e que usaremos na préxma
proposicao, e que segue do Teorema 3.5 de [2] é a seguinte: @ycgB,y é uma
soma direta topolégica no sentido que as projecoes candnicas sobre os B, se
estendem a aplicagoes lineares limitadas

E,: B — B,.

Se B é topologicamente G-graduada e nos é dado um estado ¢ sobre B, a
composicao ¥ := ¢ o F é um estado sobre B.

Proposigao 4.2.8. Seja B topologicamente G-graduada com esperanca condi-
cional E e suponha que o satisfaz (4.1.1) para um homomorfismo de grupos
N : G — Ri. Seja ¢ um estado sobre B, e seja i) = ¢ o K. Também seja
B € (0,00)] Entio

(i) ¥ € um estado KMSg < ¢(ab) = N(g)°¢(ba) para todo g € G, a € By-1,
ebe By

(1) ¢ € um estado fundamental < ¢(By-1B,) = {0} sempre que N(g) < 1.

Prova: (i) (=) segue diretamente de (4.2.4.7). Para a reciproca de (i) seja
a € Beb e By,. Comecamos considerando primeiro o caso em que a € $g4eq By,
entao observamos que

a= Y b= E@=EB(( X b)®) = D (EG),
by€By, geG byEeB,, geCG geq

e que como E é uma esperanca condicional contrativa temos que E(bgb) = 0,
para todo g € G com g # h™' . E se g = h™! temos b,b € B, e entdo
E(bh—l b) = bh—lb = Eh—l(a)b. Portanto

(ab) = (E(ab)) = $(Ey-1(a)b) = N(9) $(bE4-1(a)) = N(9) 6(E(ba)).
Como ¢ = ¢ o E segue que p(ab) = N(g)?v(ba). Portanto, por (4.2.4.i), ¥ é
um estado KM Sg.

Agora vamos mostrar (i4). Suponhamos entdo que % é um estado fundamen-
tal. Logo por (4.2.4.7) temos que ¢¥(BB,) = {0} sempre que N(g) < 1. Como
E(By,-1B,) C E(B.) = B., pois ByB)j, C By, e E|p, = Id. Entao tomando
a € By1 e b€ By teremos que

0 =1(ab) = ¢(E(ab)) = p(ab),

logo ¢(ab) = 0, e assim ¢(B,-1B,) = 0.
Para a reciproca de (i) tomamos a € @4ccBy e b € By com N(g) < 1. N6s
entao temos

¥(ab) = ¢(E(ab)) = ¢(E(a)b) = ¢(Ey-1(a)b) =0,
pois Ey-1(a) € By-1 e Ey-1(a)b € B, logo
¢(BrecBrBy) = {0} = ¢(BB,) = {0},
pela densidade de ®pcqBy,.
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4.3 Algebras Graduadas por Acoes Parciais

Ao longo desta sec@o trabalharemos com um grupo G, uma algebra-C* A e
uma acao parcial ©, do grupo sobre a &dlgebra-C*. Agora denotamos por L o
conjunto de todas funcoes f : G — A tal que f(g) € D,y para todo g € G e tal
que > ¢ [ f(9)]l < co. Claramente £ é um espaco de Banach com a norma

£ =D IF @I, f €L

geG

E muitas vezes conveniente denotar por 3. geg @90y a funcgdo f tal que f(g) = aq.
Empregando esta notagao nds definimos uma estrutura de algebra-* de Ba-
nach sobre £ por meio das operagoes

(adg) * (bdp,) = Gg(ﬁgl(a)b)dgh e (ady)* = Ggl(a*)dgq (4.3.1)

para a € Dy e b € Dy.

Definicao 4.3.1. O produto cruzado da élgebr,a—C* A pelo grupo G sobre
a acgao parcial © é a algebra-C* envolvente da Algebra-* de Banach £. Nds
denotaremos ela por A xg G, ou simplesmente A x G se © é subentendida.

Proposicao 4.3.2. A cole¢io de subespacos {Bg}gec de A x G, onde By =
Dydg, faz de A x G uma dlgebra topologicamente G-graduada.

Prova: Ver Teorema 2.3 de [2].
O

Observagao 4.3.3. Observamos entdao que A é canonicamente isomorfa a B,
via a aplicacdo a — ad.. NOs, assim, identificaremos A e B, e pensaremos na
esperanca condicional como a unica aplicacao limitada F : A x G — A tal que

E( Z ag5g) = Q.
geG

Notamos que como A x G é topologicamente G-graduada basta conhecer ' em
®gea By, pois o ultimo conjunto é denso em A x G.

Nos preocuparemos agora com a questao de definir a dindmica sobre A x G
em termos de um dado homomorfismo de grupos N.

Proposicao 4.3.4. Seja N : G — R} um homomorfismo de grupos. Entdo
existe um grupo o, de *-automorfismos de A X G, a parametros fortemente
continuos, tal que

oi(b) = N(Q)itb

para todot € R, g € G, b € By.
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Prova: Para cada t € R considere o operador linear oy sobre £ dado por
o ( Z ag59) = Z N(g)it%‘sg-
geG geG

Comecgamos mostrando que cada o; é uma bijecao de L. Para isso observa-
mos que

e (D= aads) | = || 2 Mo agssl| = 3 IN@I lagsyll = 3 llagdy
geG geG geG geG

onde a segunda e a terceira igualdade seguem da defini¢do da norma de £, ou
seja, || dec agdyll = deg llagdyll, e assim

()15

Logo o; é uma isometria e consequentemente é injetiva. Para ver que é sobreje-
tiva notamos que dado Xgeqagydy € geaBy, temos que

oy ( Z N(g)_“agég) = Z agdy.

9geG geG

Nosso proximo passo € mostrar que o é um *-isomorfismo. Para isso observamos
que

(7e(agdy))” = (N(9)"agdg)” = N(9)"0; " (ag)dg-1 = 01((agdy)")-

Para o caso de tomarmos um elemento da forma )
parecido com o acima.
Por fim observamos que considerando o como uma aplicagao de grupos

ge@ Ag0g 0 raciocinio é muito
o: R — Aut(L),

t— oy

teremos que este é um homomorfismo fortemente continuo. De fato temos que
0105 = 0145 €, que dado ¢y € R,

Ot — Otqg = Ot—ty © Oty — Otg—t O Ot,
ai quando t — %y temos que
|ot—ty © Oty — Otg—t © O] — |0g 0 04, — 0g 0 04| = 0.

Logo o é fortemente continuo. O resultado agora segue estendendo cada o; a
um isomorfirmo-* sobre A X G.

O
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O resultado acima nos coloca no contexto da secao 4.2 e entao nés podemos
aplicar (4.2.4) para caracterizar os estados KMS sobre A x G. O resultado
seguinte facilita verificar as condigoes de (4.2.4).

Proposigao 4.3.5. Seja © uma agdo parcial do grupo G sobre uma dlgebra-C*
A. Considerando a graducao standard {Bg}geq = {Dgdg}tgec de A x G. Seja
N : G — RY um homomorfismo de grupos.

(i) Se B € (0,00) e g € G entao
¢(ab) = N(g)’¢(ba), Va € B,-1, b € By
se e somente se ¢ € um traco e
#(8y(a)) = N(g)""¢(a), Ya € Dy.
(i1) Bg-1Bg = Dgy-1.

Prova: Ver Teorema 2.5 de [2].
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Capitulo 5

Algebras Graduadas pelo
Grupo Livre

A partir de agora nds assumiremos que o grupo que gradua nossa algebra é o
grupo livre gerado pelo conjunto enumerdvel G, obtido conforme vimos acima.
Daremos agora a definicao de graduagao semi-saturada e ortogonal.

Definicao 5.0.6. Uma graduacao {By}4cr de uma algebra-C* ¢ dita:

() semi-saturada se By, = ByBj, sempre que g, h € F sao tais que

lgh| = |g] + |hl.
(i7) ortogonal se BB, = {0} sempre que z,y € G e x # y.

O préximo resultado deste capitulo é um lema que serd peca chave em nosso
trabalho, na medida em que d4 uma importante caracterizagao dos estados KMS
sobre uma &lgebra-C* F-graduada.

Lema 5.0.7. Seja B uma dlgebra-C* que é F-graduada por meio de uma graduagao
semi-saturada e ortogonal {Bg}ger. Também seja o um grupo, a um-pardmetro
fortemente continuo, de automorfismos de B satisfazendo (4.1.1) para algum
homomorfismo de grupos N : F — R* . Suponha que N(x) > 1 para todo x € G

e seja ¢ um estado KMSg sobre B, para 3 € (0,00]. Entio ¢¥(B,) = {0}, para
todo g € F com g # e.

Prova: Devido ao fato de a prova ser muito extensa recomendamos ao leitor
ver o Teorema 3.2 de [2] . Apesar de longa a demonstracao é de ficil com-
preensao.

O
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No caso topologicamente graduado nés podemos usar (4.2.4) e (5.0.7) para
obter uma caracterizagao muito precisa dos estados KMS:

Teorema 5.0.8. Seja B uma dlgebra-C* que é topologicamente F-graduada por
meio de uma graduacio semi-saturada e ortogonal {Bgy}ger. Também seja o
um grupo, a um-parametro fortemente continuo, de automorfismos de B satis-
fazendo (4.1.1) para um dado homomorfismo de grupos N : F — R . Suponha
que N(z) > 1 para todo x € G e seja § € (0,00]. Entdo a aplicagio

¢pr— ok

define um homomeorfismo afim do conjunto S, definido abaizo, sobre o conjunto
dos estados KM Sg sobre B.

(7) Se B € (0,00), entdo S € o conjunto de tragos sobre B, tais que
p(ab) = N(x)’¢(ba), V2 €G, a € By-1, b€ B,.
(i) Se B = o0 entdo S é o conjunto de estados ¢ de B, tais que
¢(BeBy-1) ={0}, Vzeg

Prova: Comegamos assmindo que ¢ pertence ao conjunto descrito em (7).
Noés entao afirmamos que

¢(ab) = N(g)’p(ba), ¥ g € F, a € By-1, b € B,

Claramente isto vale para g = e, pois ¢ é um trago sobre B.. Agora consider-
amos o caso em que ¢ = x~ ! € G~'. Entdo seja a € By e b € By. Assim
b€ B, e a€ By, entdo ¢(ba) = N(x)?¢p(ab), de onde nds obtemos

¢(ab) = N(z)~ " ¢(ba) = N(z~")?¢(ba) = N(9)" ¢(ba).

Agora seguindo por indugdo sobre |g|, seja |g| > 1 e escrevemos g = haz com
z€GUG ' elg|=|h|+1. Dado a € By-1 e b € By suponha que b = byb, onde
bn € B e b, € B,. Entao ab, € B,-1 e

d(ab) = ¢(abpby) = N(x)?p(bpaby) = ...

Agora notando que b,a € Bj,-1, por hipdtese de indugao, temos que a igualdade
acima fica

. = N(2)’N(h)?$(bybra) = N(g)d(ba).

Sendo que a graducdo é semi-saturada, segue que as combinagoes lineares dos

b, tomados como acima, é densa em B,;. Consequentemente a afirmacdo esta

provada. Ent&o notamos que por (4.2.4) segue que ¢ é um estado KM Sg.
Agora suponhamos que S é como em (i7). Nés entao afirmamos que

¢(By-1By) = {0}, V g € F tal que N(g) < 1.
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Como uma consequécia da semi-saturacao e pelo Teorema 3.2 de [2] , temos que
B, = {0}, a menos que g = ur—*, onde u,v € F e |g| = |u|+|v|. Suponhamos
entdo que g tem esta forma. Entdo observamos que N(g) = N(u)N(v)~! e
N(u) > 1, nés devemos entao ter v # e. Escrevemos entdo v = zv’' com x € G
e v € F,. Pela condi¢ao de semi-saturagao temos que

By 1By = B,B, 1B,B, 1 = BB,/ B, 1B,B,, 1B, 1 C BB, 1,

consequentemente temos ¢(B,-1B,) = {0}. Por (4.2.4) temos que ¢ é um estado
fundamental.

Agora temos que mostrar que a correspondéncia ¢ — ¢o I/ é um homeomor-
fismo afim. Para tanto observamos que ¢ — ¢ o E|p, é uma aplicagdo injetiva,
pois E|p, = Id, e assim ¢ — ¢ o E é injetiva. Para ver que é sobrejetiva
tomamos 3 um estado KM Sg sobre B. Entéo definindo ¢ = ¢|g,, nés temos
que ) = ¢ o E por (5.0.7). Também temos que ¢ € S por (4.2.4).

Claramente temos que ¢ — ¢ o E é uma aplicagao afim. Ela é também uma
aplicagao continua com respeito a topologia fraca. De fato dados

)

peSeV(poE,x1,...wn,e) ={v:|poE(x;) —(x;)| <e, 1<i<n},
uma vizinhanga de ¢ o E, considerando y; = F(z;) e § = ¢, teremos que se

® € V(¢7y13 aynvé) = {p : |¢(yl) - p(yz)| < 57 1 S 1 S n}

entdo poE € V(¢poE, x;,...,x,,€) . Sabendo que S é compacto nés entao temos
um homeomorfismo.

O

5.1 Acoes Parciais do Grupo Livre

Nesta se¢ao noés tentaremos juntar os resultados obtidos anteriormente, para
determinar os estados KMS sobre a dlgebra-C* obtida pelo produto cruzado de
uma algebra-C* pelo grupo livre. Comegamos entéo fixando uma algebra-C* A
e uma agao parcial

0= ({Dg}g€F7 {99}9611‘“)'

Por (4.3.2) temos que A x F é topologicamente graduada via os subespagos
B, = D,3,.

Proposigao 5.1.1. A graduacgdo acima de A X F é:

(1) semi-saturada se e somente se Dy, C Dy sempre que |gh| = |g| + |h|.
(i2) ortogonal se e somente se Dy N Dy, = {0} para todo x,y € G com x # y.

Se assumimos que A € abeliana, com espectro sendo um espaco localmente com-
pacto X e que © € obtida por meio de uma a¢do parcial

a= ({Ug}ger, {ogtger)
de F sobre X. Entao A xTF é:
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(a) semi-saturada se e somente se Uy, € Uy sempre que |gh| = |g| + |h|.
b) ortogonal se e somente se U, NU, = {0} para todo x,y € G com x # y.
y

Prova: Dado g,h € F nés temos
ByBy = (ngg)(Dh(Sh) = ag(agl(Dg)Dh)agh = og(Dgleh)(sghv

onde a segunda igualdade é dada pela definigao da operagao de £ (ver 4.3.1).
Logo nossa graduagdo é semi-saturada se e somente se 04(D,-1Dp) = Dgp
quando |gh| = |g|+ |h|. Mas, notando que D,-1Dy, = Dy-1 N Dy (Dy ¢ ideal de
A para todo g € IF), aplicar 6, no produto Dy -1 D}, é o mesmo que aplicar na
intersecao Dy-1 N Dy. Logo, o que queremos na verdade é que 04(D,-1 N Dy,) =
Dy, Entao da defini¢ao de agao parcial temos que 04(Dy-1 N Dy) = Dy N Dgy,.
E assim ser semi-saturada é o mesmo que dizer que Dy, C D,,.

Se nés fazemos ¢ = x~! e h = y na equacdo acima, obtemos

By1By =0, 1(DyDy)5y 1y,

Logo nossa graduagao é ortogonal se e somente se D, N D, = {0}.

Para a segunda parte da Proposicao observamos que se © ¢é obtida por meio
de uma agao parcial o, entdo (por defini¢ao) temos que dada oy : Ug-1 — Uy,
sabemos por (2.1.12) que D, = Cy(U,) e também que D, N Dy, = Co(Uy N Up)

para todo g, h. Portanto

Dgn € Dy = Uy, C U,

D,nD,={0} & U,NU, = {0},

e o resultado segue.

O resultado acima motiva uma defini¢do, que faremos agora.

Definicao 5.1.2. Nés diremos que © é uma agao parcial semi-saturada se a
condicao (5.1.1.7) vale. N6s diremos que © é uma acao parcial ortogonal se a
condigao (5.1.1.i7) vale.

Depois de todos os resultados acima estamos em condicoes de caracterizar
os estados KMS sobre A x F.

Teorema 5.1.3. Seja © uma agao parcial ortogonal e semi-saturada do grupo
livre F sobre uma dlgebra-C*. Sobre A x F considere a graducdo standard e a
esperanca condicional E : AxTF — A. Também seja {N(x)}zeg uma colecdo de
nidmeros reais no intervalo (1,00). Entao existe um inico grupo a um-pardmetro
fortemente continuo o, de automorfismos de A x F tal que

oi(b) = N(z)"b, V2 €G, b€ B,.

Os estados o0 — KM S na temperatura inversa 3 sobre A X F sao precisamente
aqueles da forma 1 = ¢ o E, onde ¢ é um estado sobre A satisfazendo:
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(i) Se B < oo: ¢ € um traco e ¢(0,(a)) = N(z)"P¢(a), para todo x € G e todo
a€ Dy-.
(#7) Se p=o00: ¢(D,) = {0}, para todo x € G.

Prova: Comegamos entao estendendo N a um homomorfismo de grupos
N :F — R%. E entao usando (4.3.4) concluimos que existe um grupo o, como
queremos. Dada que a agao parcial é semi-saturada, nao é dificil ver que o
satisfaz a identidade acima e que é unicamente determinado. Agora notamos
que dado 3 um estado K M Sz sobre A com § < oo, por (5.0.8.7), existe ¢ trago
sobre B, tal que

Y=0¢oFE ep(ab) = N(9)’¢(ba)V g €F, a € By1, b€ B,.
Entao por (4.3.5.7) temos que
¢(02(a)) = N(z)?¢(a), ¥ a € Dy-1.

Agora se f = oo temos, por (5.0.8.ii), que ¢(B,B,-1) = {0}. Mas por
(4.3.5.41) , segue que B, B,-1 = D,, e assim ¢(D,) = {0}.

O
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Capitulo 6

Condicoes de Cuntz-Krieger

Neste capitulo veremos as Condigoes de Cuntz-Krieger, condicoes estas que
nortearao nosso trabalho. Também construiremos certas isometrias que satis-
fazem as condigoes antes citadas.

6.1 As Condicoes de Cuntz-Krieger

Comecamos entao fixando um conjunto enumeravel G e uma aplicacdo A :
G x G — {0,1}, que pode ser vista como uma matriz finita ou infinita (G finito
ou infinito respectivamente) A = {A(7, )} com entradas no conjunto {0, 1}, ndo
tendo linhas identicamente nulas.

A partir de entao consideramos a dlgebra de Toeplitz-Cuntz-Krieger unital
universal denotada por 7p, e gerada por uma famila de isometrias parciais
{84z }zeg sobre um espago de Hilbert: tal dlgebra é denotada por %OA , € cujas
projecoes iniciais g, = s}.s, e finais p, = s, satisfazem:

OKI)Qny = qyQqz
CK2)sks, sex #y
CK3)qys, = Al )s,

Vamos agora construir um exemplo de espaco de Hilbert e de isometrias parciais
que satistisfazem as propriedades CK1,CK2 e CK3.
6.2 Um Exemplo sobre Isometrias

Veremos agora como obter isometrias que satizfazem as (CK1), (CK2) e
(CK3).

Exemplo 6.2.1. Consideremos G e A como acima. Consideremos também o
conjunto P4, que é dado na definigdo (3.1.3).
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Agora associado a P4 consideramos o espaco de Hilbert

H:EQ(PA):{f:PA—NC: 3 \f(w)|2<oo}.

wePy

Como H é um espago de Hilbert é natural determinarmos uma base de Hilbert
para H, e é o que vamos fazer:
Definimos entao as seguintes aplicagoes:

e, : Py —C

1, sea=w

ew (@) :{ 0, c.c.

Entéo lembrando que o produto interno de H é dado por

(f.9) = Flw)gle),

logo

1, sew=2g0
0, c.c.

(%%=Z%@M®={

Logo {ey }wep, é um conjunto ortonormal. J4 temos entao um conjunto que
pode ser um candidato a uma base de Hilbert. Vamos mostrar que este conjunto
é maximal. De fato se dado w € P4 e f € H temos que

(fr9) =) fla)eu(a) =0,

entdo f = 0, e assim sendo {e, },ep, é um conjunto maximal, portanto uma
base de Hilbert para H.

Tendo uma base para H vamos agora construir o conjunto de isometrias
parciais {s; }zeq-

Seja x € G, consideramos as aplicagoes lineares definidas da seguinte maneira:

erw, s€ A(r,wi)=1
sa(ew) = { 0 c.c. ()

Logo dada f € H temos que f = > (f,e.)e, , entdo definimos s,(f) =
> ([ ew)salew).

Definidas as aplicagoes s,, vamos entdo mostrar que:

(a) sy é limitada, Vz € G

(b) s, é uma isometria de um subespago, que denotaremos por D,., gerado pelo
conjunto {e, € H : A(z,w;) = 1} na imagem desse subespago que é dada pelo
subespago gerado pelo conjuto {e, : A(z,w;) = 1}. O subespago dado pela
imagem de D, denotaremos por I, .

29



Comegamos mostrando (a): Seja f € H, como f =3 p (f, eu)ew , segue que

|17 = 21 (f.en)l? Togo
lselHI? = | St etea|| <12

pela definigdo de s, e assim s, é limitado. Agora para (b) note que

f€D, = f= Z (frew)ew = s:(f) = Z (fsew)erw

wEPy wEPA,A(z,w1)=1

SlslP=] X (heed = Sithenr = 101

w€EPA,A(z,wr)=1

logo s, é isometria.
O préximo passo é determinar quem € s;. Por definigao devemos ter

(sz(ew),ep) = (ew, sz(€s)),
e como
se A(z,wr) =1
c.c.

eCE(A}V
sz(ew) = { 0

temos A
1, se A(x,wi1)=1lezw=
<8z(€w)7€5> = { 0 ( 1) ﬂ

, C.C.

Definimos entao

« ey, sef=uzw
sstea) =1{ &

C.C.

por linearidade definimos s} num elemento qualquer de H, ou seja, dada f € H
segue que

F=Y (freew=s"(f) = D (frew)si(ew)

wEP, wEPy

Nao ¢ dificil mostrar que s é limitado. Precisamos agora mostrar que (s’) =
(sz)*, ou seja, que sk é de fato a adjunta de s,. Para isso sejam u,v € H, entao

u= Z (u,ep)e,,v = Z (v,ep)es

w€EPA BEPA

(se(u),v) = <8z( > <u7€u>6w)7 > (Ua€ﬁ>€ﬂ>

wePy wePy

logo

entao pelo capitulo 1 sabemos que o somatoério que define u é enumeravel, assim
como o que define v. Entao

<sm(i<u eM)yeln) ),mii:l v e(ﬂm) (m)> =

n=1

(s2(u),v)

33 (e (o, €T 55 (e5M) = (u, 5 (),

n=1m=1
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logo s% é adjunta de s,.

Agora conhecendo a adjunta de s,, passamos a estudar as aplicagoes da
forma ¢, = ss, e py = s55. Nosso objetivo é mostrar que sao projecoes e que
satisfazem as condiges (CK1), (CK2) e (CK3).

Comecamos mostrando que ¢, e p, sdo projecoes sobre D, e I, respectiva-
mente. Seja e, € D, entao segue que

Gz (ew) = 5, (82 (ew)) = SZ(er) =€y = q13|Da: =Idp,

Consideremos agora eg € I, entao

pe(ep) = susy(ep) = e

pois eg € I e assim 8 = x315s.... Logo ps|r, = Idr,. Também nao é dificil de
ver que

pa(H) = Do, qu(H) = I, sl = lIpll =1, (42)* = g0 € que (p2)* = pa,

e assim p, e g, Sao projecgoes.

Vamos agora verificar as condigoes (CK1), (CK2) e (CK3). Comegamos
mostrando (CK1) . Sejam z,y € G e g, gy. Observe que dada f € H se f
€ D, N D, entdo teremos que ¢zq,(f) = 0 = ¢yq=(f), logo ¢yqz = ¢zq, em
H\D, N D,. Quando f € D, N D, é trivial, pois restritas a este espaco ¢ € gy
sao identidades.

Agora verificamos (CK2): e, € Dy, = A(y,w1) =1 e sy(e,) = ey,. Entao
tomando z # y vem que

sy8y(€w) = sy(eyw) = 0= s35, =0
Por tltimo mostraremos que (CK3) vale:

€ryw, S€ A(m,y) =1 ) —
0, c.c. -

eyw, seA(xz,y)=1
—{ o AT sy (e

ew € Dy = gz5y(ew) = Shsz(eyw) = 5:3({

como queriamos.
Definicao 6.2.2.

Para cada g € F seja A, o subconjunto aberto e fechado de (NZTOA dado por

Ag={6€Qy, 19€&}
e considere o homeomorfismo

ag: €Dy =gl e Ay
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Observagao 6.2.3. Para ver que cada A, é aberto na topologia fraca notamos
que Ay =V(X)Y)={{: X C& YNE=0},onde X ={g} eY =0. Para
ver que é fechado notamos que A = V(0,Y), onde Y = {g}, ou seja, é o
complementar de um aberto.

Lema 6.2.4. o := ({Ag}ger; {og}ger) € uma Acio Parcial de F sobre QTOA.

Prova: Como A, = (NZTOA, a primeira condicao da definicao de Agao Parcial
é verificada. Para a segunda condigao note que

£€Ag_1ﬂAh:>g,h_1 egeg_l,gheggiggeAgmAghi
= ag(g) € Ag N Agh = Oég(Agfl n Ah) C Ag n Agh,

a outra inclusao segue facilmente, e assim a segunda condigao da definicao de
Acao Parcial estd verificada. Para a tltima condigdo note que

EENNAy1g1 =R AT g7 €= ag(an(§)) = ag(h) = ght = agn(€)

e segue a ultima condicao.

A acado parcial acima induz uma agao parcial de F sobre C ((NZTOA)

© = ({Dg}tger; {0y} ger)
onde Dy = Cp(Ay) e
0g:f€Dg1+— foag1 € Dy.

Um Teorema que provaremos mais adiante assegura que 7o, ¢ isomorfa a

C(QTOA) x F através de um isomorfismo que leva cada s, em 1a_d,, onde 1A,
é a funcgao caracteristica de A,.

Faremos agora duas defini¢oes que serao importantes para estudar a préxima
algebra com a qual trabalharemos.

Definigao 6.2.5. Dados dois conjuntos X, Y C G, finitos, nés definimos

AX, Y, 2) =[] Ale,2) [](1 - Ay, 2)), z2€G

reX yey

q X, V)= [ &[]0 -a)

reX yey

Definicao 6.2.6. Dado um conjunto enumerével G e uma matriz A = A{(z,y)}z yea
com entradas no conjunto {0, 1} e linhas nao identicamente nulas, nés denotare-

mos por ﬁ a dlgebra-C* universal e unital gerada por uma familia de isometrias
parciais {s; }.cg sujeitas as condigoes (CK1), (CK2), (CK3) e que também sat-
isfaz
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(CKY) q(X,Y) = 0 sempre que X, Y sdo subconjuntos finitos de G tais que
A(X,Y,z) =0 como funcao de z.

Observagao 6.2.7. Observamos que as isometrias definidas no exemplo (6.2.1)
estdo contidas em 7p,, ou seja, elas satisfazem (CKY) (e isso vai implicar
QTOA:(NZTOA) . Vamos mostrar isto: consideramos entdo X = {z1,22,...., 2}
eY = {y1,....,ym} C G e suponha que A(X,Y,z) = 0, para todo z € G.
Entédo dado z € G existe algum z; € X ou y; € Y tal que A(z;,z) = 0
ou A(y;,z) = 1. Tomamos agora e, € H, se w = wy..wg, cOM w; = 2,
segue que ¢y, = 8y Sg,(€w) = 55,52, (€zus..wp,) = 0, logo ¢(X,Y)(en) = 0 se
A(xz;,2z) = 0 para algum z; € X . Agora se A(y;,z) = 1 para algum y; € ¥
entdo ¢(X,Y)(e,) = 0.

Lembrando do capitulo anterior que

e A raiz relativa de g a £ é o subconjunto definido por
Re(9)={reG:ga~l e}

e O stem de um elemento & € Q,,, ¢ a tnica palavra maximal (finita ou
infinita), no alfabeto G tal que suas subpalavras iniciais pertencem & ¢.
e ¢ é dito limitado se o seu stem é finito, caso contrério é ilimitado.

e >, ¢ o espaco topoldgico obtido tomando o fecho, dentro do espago
compacto 29, do conjunto de colunas de A.

Teorema 6.2.8. Seja Q,, o conjunto de todos & € (NZTOA tais que & ou € ilimi-
tado, ou ele € limitado e Re¢(w) € Y~ 4, onde w € o stem de &. Entdo Q,, éum
subespago compacto de Qr,,. Mais ainda, definindo para cada g € F

A= AN Qo ={6€Q,, g€}

a:§ €A —gleA;

nés temos que ({A} e, {a}ger) € uma agio parcial de F sobre Q,, tal que o
produto cruzado C(2;,) X F € isomorfa a Ty sobre um isomorfismo que aplica
cada 1a: 0y em Sg.

Prova: Ver Teorema 5.3 de [2].

Definiremos agora um subespaco de 2, que serd relevante mais tarde.

Definigao 6.2.9. Seja §~26 o subconjunto de SNITA consistindo de todos os £ em
Q,, cujo stem ¢é igual a e.

Teorema 6.2.10. §~2€ € um retrato de fNZTA no sentido que existe uma fun¢do
continua r: Qr, — Qe tal que r(§) =&,V € € Qe. Mais ainda, tal fun¢ao pode
ser escolhida de modo que R, (¢)(e) = Re(e).
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Prova: Dado qualquer £ € Q,,, sejan € Q.0 tal que o(n) =€ e R,(e) =
Re¢(e). Tal elemento existe pelo Teorema 5.14 de [3]. Entao afirmamos que 7 €
Qm .- E para ver isso nds temos que considerar dois casos: se £ tem stem trivial,
entdo n = £ pela unicidade dada pelo Teorema 5.14 de [3] e consequentemente
n € ?ZTA. E por outro lado se o stem de i é nao trivial entao existe algum j €
GnNE. _

Entdo notamos que 7! € £ & A(xz,j) = 1 (definigao de Q,,, ), segue entdo
que Re¢(e) coincide com a j —ésima coluna de A e consequentemente Rg(e) €
> 4- Deste modo, como R, (e) = Re(e), Ry(e) € >, eentdon € Q,,.

Definimos entao r(§) = 7, obtendo assim, uma fungao de QmA em §~2€ que
claramente restrita a §~26 ¢ a identidade. Agora resta mostrar que r é continua.
Consideramos entao £ € €2, e observamos que uma vizinhaga de r(£) na topolo-
gia fraca é da forma

VX, Y)={ne §~26 D81, 8p €Enety, ...ty €0},

onde X = {s1,...,8p} CFeY = {t1,....,t4} CF. Queremos entdo encontrar
W vizinhanga de &, tal que r(W) C V(X,Y). Para tanto consideramos W =
V(X' Y"), onde X' = {s1,...,s5,} e Y = {t; € Y : t; = x;h, com z; €
G~1}, afirmamos que esta vizinhanga é suficiente. De fato, tomamos g € F e
escrevemos g = zg’, com z € GUG ! e |g| = 1+ |¢|. Suponhamos inicialmente
que x € G entdo, da convexidade de r(£) e do fato que o stem de r(§) é e, segue
que g €r(€),VE e ﬁm. Agora para x € G~!, usando a convexidade bem como
o Teorema 5.11 de [3], temos que g € 7(§) & g € £ Logo concluimos que W
satisfaz a afirmacao desejada e assim r é continua.

O
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Capitulo 7

Representacoes Parciais

7.1 Construindo uma Representacao Parcial

Comegamos esta secao fazendo uma definicao.
Definigao 7.1.1.
Agora consideramos a seguinte aplicacio
S:F— %A

definida como segue: se r € G definimos S(x) = s, e S(z7!) = s%. Para g
€ F, com g = x123...2,, onde z, € GUG™ ! e xp41 # x,;l, definimos S(g) =
s(x1)s(xa)...s(xp).

A caracteristica mais importante de S é que ela é uma representacao parcial
de F no sentido que

Lema 7.1.2. Seja S a aplicagdo acima. Entao S satisfaz

)
e S(g)S(h)S(h=1) = S(gh)S(h~1), para todo g,h € F
Prova: Ver [2].
O

Definicao 7.1.3. Quando S satisfaz o Lema [?] é dita uma representacdo par-
cial.

No6s usaremos, para cada g € F, a notagao

® py = S(9)S(9)"
e g, = S5(9)"S(g)
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Lema 7.1.4. Dado g € F, S(g) € uma isometria parcial com projecoes inicial e
final g4 e py respectivamente. S € uma representacdo semi-saturada no sentido
que

S(g)S(h) = S(gh) sempre que |gh| = [g| + |h].

Também temos que S € uma representacao parcial ortogonal no sequinte sentido
S(x)*S(y) =0 sempre que z,y€G e x#y.
Prova: Ver Teorema 3.2 de [3]
O

7.2 Uma Caraterizacao para a Representacao Par-
cial
Nos agora relacionaremos S com a estrutura de produto cruzado de Ta.
Lembrando o Teorema 6.2.8 que ({A}}ger, {ag}ger) ¢ uma agdo parcial de F
sobre ?ZT _, cujo produto cruzado é isomorfo a %A. Este isomorfismo leva cada s,

em 1a: 0.

Teorema 7.2.1. Seja g € F. Entao

Prova: Comegamos provando (). A prova se dard por indugdo sobre |g|.
Se |g| = 0, entdo g = e e o resultado segue pois S(e) = I ¢é levado em 1a.0.
pelo isomorfismo acima (isomorfismo leva identidade em identidade e 1a. éa
identidade da lgebra Co(€,,)) Agora se g = = € G, nés temos S(z) = s, =
1a: 0, como jd mencionamos. Agora se x € G entao

Sz =5t = (1aL0.)" = 0;1(1%)*63071

onde a dltima igualdade segue de (4.3.1). Como

*_
z =

(1A;)*:1Ag e 9;1(1A;):1A;Oam:1AL71 logo s 1AL7151*1-

Suponhamos agora que |g| > 1 e escrevemos g = rs |g| = |r| + |s] e |r|,|s| <
|g|. Entao usando que S é semi-saturada e a hipétese de indugao nds teremos

S(g) = S(r)S(s) = (1a:0:)(1acds) = 0,(6; ' (1a:)1a:)drs

=0r(1a:_ 1au)drs = (1ar_ nae)ors = Lo, (ar_, nay)drs.

36



Por outro lado observamos que
ar (A NALY) = AL NAL.

Agora como |rs| = |r|+|s| e |e.rs| = |e.r| + [r~1rs|, temos que se & € AL, entdo
ele é convexo, e pela convexidade temos que se |ers| = |er|+|r~1rs| entdo r € &,
logo £ € AL, ou seja, AL, C Al. Assim

a(AlL NAL) = AN AL = AL,

Portanto
S(g) = la,‘(AiflmAg)érs = 1A;S5rs = 1Ag5g

0 que conclui a prova do item (2).
Provaremos agora (u2). Tomamos g € F e notamos que

pg = S(9)S(9)" = S(g)S(g™") = (lAgag)(lA;,l‘sg*l) = 99(69*1(1A;)1A;,1)699*1
= eq(lA; oag.lAL71>5e = eg(lAL,llA‘,l)(se = 1A2]66 = lAiq

onde a terceira igualdade acima se deve ao item (2) e a quarta a (4.3.1). Também
vale observar que nés estamos identificando, de maneira usual, a e ad,.

Para a afirmagao (222) trocamos g por g~ em (u2) e assim o resultado segue
facilmente.

Vamos entao para (w). Seja a € Co(A;_.). N6s temos

S(g)a = (1a:64).(ade) = 04(04-1(1a:)a)dge = Hg(lAzf1 .0)0g = 04(a)d,
(a dltima igualdade se deve ao fato de que como a € C’O(A;,l) entdo a.la: =
a)

Portanto

(0 (a)ég)(lA;Adg_l) = Gg(ﬂg_l(eg(a)).lA;ﬁ)599‘1 =

S(9)asS(9)" = (0,
= 0y((a)1a:_,)de = b4(a)de = b,(a).

Para (v), seja a € C(Q,) e notamos que
S(9)aS(g)" = S(g)aS(g™") = S(9)S(g7")S(9)aS(g") = S(g)agaS(9)",
onde a terceira igualdade se deve ao lema 7.1.2. Agora por (22)

qg = 1A;_1, logo gga = 1A;_1 .a, logo gga € Co(Aj-1).

Por (w) vem que

S(g)aS(g)* = S(g9)qeaS(9)" = b4(qqa).

Finalmente para (v) observamos que esta segue de (1) fazendo a = 1.

37



O

Nés agora queremos dar nome a uma sub-algebra de ’fA que desempenhara
um papel importante de agora em diante no estudo da reresentagao parcial S.

Definicao 7.2.2. Nos definiremos por Qa subdlgebra de ’?A gerada pelo con-
junto {g, : x € G} U{1}.

Teorema 7.2.3. Para p,v € F tem-se:

(2) Se |u| > 1 e z € o dltimo gerador de p entdo q, = €q., onde ¢ € {0,1}, de
acordo com o fato de p ser ou ndo palavra admissivel (isto €, A(u;, piy1) =1
Vi).

(x) Se |u| = |v| mas p # v entao S(u)*S(v) = 0. _

(u2) Se |pu| e 2z sao como em () entdo S(,u)*QS( ) C Cq. C Q.

(w) Se |u| < |v] entdo (S(1)QS(1)*)(S(¥)QS(1)*) € S(1)QS(v)*.

Prova. Comegaremos por (). Faremos a prova por indugdo em |u| = m.
Se m = 1 claramente a afirmagdo vale. Agora suponhamos que m > 1 e seja
0 =x1%9..Cm_1, 4 =Pz eec= HZ;IZA(xk,o:kH). Nés temos entao

S(u)*S(n) = S(Bz)"S(Bz) = S(2)"5(B)*S(8)S(2)
Logo, por hipétese de indugdo,
S(8)*S(8) = 6S(x"_1)S(xn_1), com & € {0,1}, logo
Entdo observamos que por (CK3) segue que
S(1)"S(p) = 88(2)"S(wn—1)"S(2n-1)S(2) = 6A(xn-1,2)8(2)"S(2) = eqz.

onde ¢ = 0A(zy_1,2) € {0,1}. Vamos entdo para (1). A prova também se

dard por indugdo em |u| = |v] = m. Se m = 1 temos que p,v € G e entdo
S(u)*S(v) = s;;s, e por (CK2) nés temos que sys, = 0. Se m > 1, escrevemos

w=pxrev=rvyonde 1, v €F ex,y€ G. E assim
S(p)"S(v) = S(wa)"S(vy) = S(x)"S(1)*S[@)S(y).
Agora suponhamos, por contradigao, que S(u)*S(v) # 0, e assim

S(u)*S(w) # 0= 5(u)*S») #0.

Assim escrevendo

temos
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Notamos entdo que fi; = 71, caso contrario S(fi1)*S (1)
S(pn) = S() = qo, = S(p)*S(v) = S(Vm-1) - - S(h2) qu, S2) -+ S(Vm-1)
=S(p)*Sv) = S(fm-1)" -+~ S(fi2)"S(72) - -+ S(Vm—1) Alfiz, V2),

onde a tultima igualdade segue de (CK3). Se usamos mais uma vez (CK1)
vemos que fiz = Us, e seguindo por indugdo concluimos que g = v. Agora
usando o item (¢) teremos que S(i1)*S(ii) = €S(2)*S(z), onde z = fi,—1 € G €
e € {0,1}. Portanto

0# S(p)"S(v) =eS(x)*5(2)"S(2)S(y) = cA(z,9)5(x)"S(y),
onde a ultima igualdade segue de (CK3). Logo
S SW) £0=w=y=p=v

o que é uma contradigao.
Para provarmos (u22) tomamos © € G e observamos que

S()*qS(p) = S(p)*S(x)*S(x)S(p) = S(xp)*S(xp) = qup = €q. por (u).  (x)

Agora sejam z1,xs,...,x, € G e observando que

S(w* =S ) =S ")S(S(p™") = S(u)*S(u)S(u)*,  pelo lema 7.1.2

e, pelo resultado 2.4.(i77) de [7], as projecées g, e p, formam um conjunto
comutativo, segue que

S(1) ey -G, S(p) = S(p)* S (1) S (1) iy -G, S () S (1) * S (1) =
= S(1)" @y S()S ()" Gy -Gy S (1) S (1) G, S (1)

Agora voltando a usar o fato de que

S(p)" = S8(w)"S()S(p)* e S(p) = S()S(p)*S(w),

teremos, por indugao, que

S() ey e, S(1)" = S(1)* @y S (1) S (1) @y S (1) S (1) " @iz, S (1) =
= €142£24%...€nqz,

onde a tultima igualdade segue de (). Logo S(p)*QS(p) C C,., pois o primeiro
é dado pela soma de produtos da forma S(u)*q,, S(u).

Provamos agora (w): escrevemos entdo v = v'v", com |v

que se v/ # p, por (ii),

| = |p| e notamos

Entéao, assumindo que v’ = i, nds temos
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(S()0S(w)")(S)BS(W)*) = S()BS(w)* S(w)SW)IS(w)  (7.2.1)
e observando que

S(u)*S(p)S(x)*S(x) = S(u=1)S(u)S(x™1)S(x)
= St )S(@) = S(2) S (@),

teremos S(11)*S(11)Q = Q. Logo (7.2.1) fica igual & S()QS(v")QS(v)*. Entio

como p = pv(v'")71, segue que

S(n)QS(v") QS (v)* = S(u)SW")S(W")* QS QS (v)*

e L) () S(0) OS(v) QS (1) QS (1)
por (12),S(v")*QS(¥")CQ

c S(w)QS(v)*

Teorema 7.2.4. C(QTA) coincide com o espago linear gerado por

{S(w)aS(u)*: p € Fy, a € Q}.

Prova: Por (7.2.1.i7) nds temos que p, = Lai. O conjunto de todos pg

separa, portanto, pontos de (NZT , € consequentemente gera C’((NZT ) como uma
algebra C*. Nos afirmamos que todo p, nado nulo pertence ao conjunto da
afirmagdo. Para ver isto notamos que S(¢g) = 0 = p, a menos que g = uvt,
onde p,v € F sao palavras admissiveis tais que |g| = |p| + |v|, porque S é
semi-saturada e ortogonal. Suponhamos entdao que g = ur~!. Se |v| = 0 entdo
a afirmagao é ébvia. Caso contrério seja z o ultimo gerador na decomposigao

reduzida de v e observamos que

pg = 5(9)5(9)" = S(W)S(W)"SW)S(w)* = S(w)anS(w)* = S()g=5(n)",

pelo Teorema 7.2.1, logo py estd no conjunto da afirmagao acima. Temos agora
que provar que o conjunto da afirmagao é fechado para a multiplicagao, mas isto
segue mais uma vez do Teorema 7.2.1.

O
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Capitulo 8

Estados Scaling e a Funcao
Particao Z(0)

Comecamos com algumas hipéteses com as quais trabalharemos durante todo
o capitulo.

8.1 Algumas Hipdteses e Teoremas Muito Im-
portantes

Sejam

() G um conjunto enumeravel,

(171) A= {A(x,y)}syecg matriz nao tendo linhas identicamente nulas,

(#it) {N(z)}zeg uma colegido de nimeros reais no intervalo (1, c0),

(iv) o o dnico grupo, a um-parametro continuo, de automorfismos (de uma das
dlgebras anteriores) satisfazendo oy(s;) = N(z)%s, e

(v) Todas as referéncias a estados KM S serdo com respeito ao grupo o acima
citado.

Observamos que a existéncia de o se da por (4.3.4). Outra observagao impor-
tante é que usaremos a seguinte notagao Q \ {e} = Q, onde € = {e}.

Veremos agora um importante resultado, que pode ser obtido como con-
sequéncia de (5.1.3) e do Teorema 7.3 de [2].

Teorema 8.1.1. Assumindo as hipdteses acima, seja B uma das dlgebras-C*
abaizo: _ _
To4s 104, Ta € Ta,

e seja §) o respectivo espaco escolhido de
QToA 9 QTOA I Q Q

TA? TA

tal que B ~ Cp(2) x F. Dado B € (0,00] a correspondéncia ¢ — ¢ o E é um
homeomorfismo afim entre o conjunto de estados ¢ sobre Co(Q) satisfazendo
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(i) Se B < 0o: ¢(0,(a)) = N(x)"P¢(a), para todo x € G e todo
a € CO(Ax—l n Q)
(71) Se B =00: ¢(Co(A, NQ)) = {0}, para todo z € G.

e os estados KMSg sobre B. Se X\ é uma medida de probabilidade sobre ()
correspondente a ¢ , via o Teorema de Representagao de Riesz, entao (i — ii)
sao respectivamente equivalentes a :

(i") Se B < 00: Mag(S)) = N(x)~PX(S), para todo subconjunto de Borel
SCA,-1NQ.
(i3') Se B =00: AMAL,NQ) =0, para todo x € G.

Prova: Nao provaremos este resultado, mostraremos apenas a equivaléncia
citada nele. A prova do Teorema pode ser vista em [2].

Comegamos entdo vendo que (i) < (¢'). Para isso suponhamos (7) e tomamos
a = lg, onde S é um subconjunto de Borel contido em A, -1 N. Agora A a
medida de probabilidade correspondente a ¢. Logo temos que

(;5(91(15)) = (;5(15' OO[w—l) = /Q 15 Oa$—1d>\ = /Q 1,%(5) = )\(O[I(S))

Por outro lado temos que
8(0:(15)) = N(2) Po(15) = N() ™ [ 10dh = N(z) A(S).
Logo temos que

A@a(9)) = N(2) °A(S).

O raciocinio para ver que (ii) < (i) e a reciproca acima é totalmente andlogo
ao anterior.

O

O resultado acima motiva uma definicao muito interessante.

Definicao 8.1.2. Seja 2 um dos espagos acima, seja ¢ um estado sobre Cy(Q) e
seja A a medida de probabilidade associada a ¢ via o Teorema de Representagao
de Riesz. Entao ¢ serd dito um estado (-scaling, e A serd dita uma medida
(-scaling, onde 8 € (0, 00], se as condigdes do teorema acima sao satisfeitas.

A partir de agora nés concentraremos nossas forgas na dlgebra 7, que ¢ a
sub-dlgebra-C* (nio necessariamente unital) de 74 gerada por um conjunto de
isometrias parciais {s, : © € G}. A escolha dessa dlgebra se dd por intimeras
razoes, uma delas é que o estudo de estados KMS é mais interssante neste caso.

Proposicao 8.1.3. Seja € = {e}, e suponha que € € KNZTA. Entao:
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(i) 6. € uma medida 3-scaling, para todo 8 € (0,00], onde 6. é a medida de
Dirac. _

(#4) para B € (0,00] as medidas [3-scaling sobre S, consistem precisamente de
0. € as combinagdes convexas de medidas (B-scaling sobre 1, e d.

Prova: Vamos comecar mostrando que (i) vale. Para tanto precisamos
mostrar que se 3 < oo tem-se & (ay(S)) = N(g)P5.(S), onde S é um subcon-

junto de Borel tal que S C A,-1 NQ,,. E para § = oo, tem-se 6.(A, N QTA) =
{0}. Notamos entdo que se g # e entdo {e} ndo pertence a Ay, caso contrério
deveriamos ter que g € €, mas g # e. Logo

SC A1 = ay(S) CAy=de(ay(S)) =0
e assim, como §.(5) = 0, segue que
3e(ag(8)) = N(g)~70(S).

Notamos também que 6¢(A, N€2,,) = 0. O caso g = e ¢ trivial.

Provaremos agora que (i7) vale. Para isso , consideramos {ti,...,t,} C
[0,1] tal que Y1 ¢, = 1, A,..., A\, medidas [-scaling. Entdo definimos A\ =
>oi tiA;. Notamos entdo que

n

AMaz(5)) = Zti/\i(%(s)) =Y N@) PtXi(S) = N(z)PA(S).

i=1
Para a outra igualdade de 8.1.1 fazemos o mesmo raciocinio.

O

_ Pela proposigao anterior ndés temos classificados todos os estados KMS sobre
T4. Vamos agora nos restringir a estudar 74.

Proposicao 8.1.4. Seja 3 € (0,00) e seja ¢ um estado B3-scaling sobre Cp(Q2r,).
Entao para todo 1w € F tem-se que

o(pu) = N(N)_BQZ’(QM)-
Prova: Por (7.2.1.vi) nés temos que 64(gq) = pg, logo por (8.1.1.1)
¢(pu) = ¢(9u(qH)) = N(N)_ﬁ¢(QM)~
O

Nos agora introduziremos algumas notacoes que facilitardao nossa vida ao
longo do trabalho.

Definigao 8.1.5. No6s denotaremos por:
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(2) Q. o subconjunto de €., formado pelos £ € Q., cujo o stem coincide com
W, para p € Fy.

(i) Qf a intersecao e N A _, para p € F.

(43¢) Q5 o conjunto de elementos limitados de €, ,, isto é, com stem finito.
(iv) Qoo 0 conjunto formado pelos elementos ilimitados de Q.

(v) P} o subconjunto de P4 formado pelas palavras admissiveis de
comprimento n.

Faremos agora algumas observagoes a respeito da definigao 8.1.5.

Observagao 8.1.6. Notamos que pela definigao de 2, , quando y é palavra nao
trivial admissivel tem-se que A;_l = A!_,. De fato, supondo que p = y...yxw
palavra admissivel, temos que

EelN i =pteg=al e,
pois
el = |px ™ +lex| =zt el=Ee A, = Al CAL .

Para a outra inclusao notamos que se § € A! _,, entao x~! € £, Entdo como p
é admissivel temos que A(x,yx) = 1, e assim x’lyk_l € ¢ pela defini¢do de Q.
Seguindo assim teremos que p~! € &, entdo £ € A;_l.

Observamos que se p nao ¢ admissivel entao , = 0. De fato, supondo
que i = y1Y2...Yn Nao seja admissivel, temos que y1,Y1Y2,---,Y1---Yn € & pela
convexidade de £. E como p nao é admissivel temos que A(y;,y;+1) = 0 para
algum ¢, isto contradiz a defini¢ao de €2;,.

Proposigao 8.1.7. Indicando por Ll a unido disjunta de conjuntos nos temos:
(1) Qr, = Qoo Uy,
(1) Qf = Uper, Qu = Uuep, Qpu,
(m) Qr, =0 U ('—'acEQA;)a
(iv) Se p € Fy é admissivel entio Q, = o, (Q)
Prova: A demonstracdo decorre da definicdo 8.1.5 e da obsevacdo acima.

Note que como P4 é um conjunto enumeravel, segue que as unioes acima sao
enumeraveis.

O

Definicao 8.1.8. Seja ¢ um estado sobre Cy(£2,,) e seja A a medida de prob-
abilidade sobre 2, associada a ¢ via o Teorema de Representacao de Riesz.
Entao ¢ e X serao ditos de

(¢) tipo finito se A(Q2y) =1,
(it) tipo infinito se A(2s) = 1.
Proposicao 8.1.9. Toda medida 3-scaling A sobre 1., que ndo é de tipo finito

nem de tipo infinito pode ser escrita de modo unico como uma combinag¢do
conveza de uma medida B-scaling de tipo finito e uma B-scaling de tipo infinito.
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Prova: Suponhamos entao que A seja uma medida (-scaling que nao é de
tipo finito nem de tipo infinito. Logo A(Q¢), A(Qs) # 0. Entao definimos

A A

A= 0 T N

e tomando t = A ) teremos que
A=(1-t)A; +tho-
(]

O resultado pode ser usado para caracterizar as medidas (-scaling de tipo
infinito.

Proposicao 8.1.10. Seja § € (0,00) e seja A uma medida 3-scaling sobre Q. .
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(’L) )‘(Qe) =0
(ii) A € de tipo infinito.

Prova: Vamos primeiro mostrar que (i) = (i4). Por (8.1.7.iv) temos que
M) = Mau () = N() PAQ. N AL ) =0

para toda palavra admissivel p € F terminada em x. Entao usando (8.1.7.i%)
e o fato de que G é enumerdvel temos que A(2y) = 0.
Para ver que (i) = (i), notamos que como 2. C Qf, entdo

M) S MQp) =1 = M) = 0= M) = 0.

A forma apropriada para o resultado acima é dado por:

Proposicao 8.1.11. Uma medida de probabilidade A sobre Q;, € uma medida
oo-scaling se e somente se \(Qe) = 1. Em particular toda medida oo-scaling é
de tipo finito.

Prova: Segue imediatamente de (8.1.7.i47).
O

Dada uma medida (-scaling, podemos calcular a medida de €2, como segue
abaixo (se A for de tipo finito ou infinito nao precisamos fazer uso do resultado
abaixo):

Lema 8.1.12. Seja 5 € (0,00) e seja ¢ um estado B-scaling sobre Co(§2r,) com
medida associada A. Entdo

AMQso) = lim > N(u) P 6(q,).

ne Py
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Prova: Dado n € N considere o subconjunto S, = {§ € Q,, : |0(£)] > n},
onde o(&) é o stem de . Observamos entao que

Sy = |—|,LL€P}{ A:u

e que AY, = () amenos que pu € P4. Agora usando (7.2.1.77) temos que p,, = s,
e pelo Teorema de Representacao de Riesz

o) = [ mar= [ 1aan= ),

TA

e por 8.1.4
¢(pu) = N(M)_B¢(QM)>

S = S AA) = 3 o) = 3 NG Pélq).

nePy nePy nePy

entao

Entao observando que Qo = NpenSyp, que S1 2 S D ... 2 5, DO ... e assim
{A(Sn)}nen é uma sequéncia decrescente, temos

AQoo) = lim A(S,) = lim > N(u)"¢(qu).

n— oo
nePy

Uma importante consequéncia do resultado acima é dado por:
Proposicao 8.1.13. Seja 8 € (0,00) e suponha que
: -8 _
Jim, > N =
nePy
Entao todo estado [3-scaling sobre Cy(£2,) € de tipo finito.

Prova: Seja ¢ um estado (-scaling com medida A associada. Entao lem-
bramos que

?(qp) :/Q Lae | =MALL) SAQ,) =1

w
TA

De (8.1.12) nés temos

MQoo) = Tim D N(p)P(qu) < lim > N(w)™" =0,
nePy nEPy)

e consequentemente A(Qf) =1 — A(Qs) =1
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Definigao 8.1.14. A funcao partigdo para o sistema dindmico (74,0,R) é a
funcdo Z(0) dada pela série de Dirichlet

ZB)= > Nu™".
HEPA

Observagao 8.1.15. Observando que Py = Ln,enP}, segue que Z(3) = >, oy Z;AGP}{ N(p)=5.
Portanto a convergéncia da série para Z () implica as hipdteses de (8.1.13).

Nés entao consideramos o seguinte caso especial de (8.1.13):

Corolario 8.1.16. Suponha que 3 € (0,00) € tal que a série para Z(3) converge.
Entao todo estado (3-scaling sobre Cy(Q2r,) € de tipo finito.

Algo interessante, e que pode ser visto no nosso proximo resultado, é que a
convergéncia da série que define Z(8) nao é um fenémeno extremamente raro.

Proposigao 8.1.17. Se # € (0,00) € ) g N(z)=? < 1 entdo

1
ST e

Prova: Comegamos observando que Py C Fy = U,enIF, onde F7} denota o
subconjunto de F das palavras de comprimento n. Portanto temos

ZB)= > N =) > Nw’=.

pel L n=0 peFy

agora usamos o fato de que NV é um homomorfismo temos que

o0 I 1
= SN = e

n=0 z€g
onde a tdltima igualdade segue da soma de uma série geométrica.
O

Para toda série de Dirichlet existe um valor critico 3 tal que a série converge
para 3 > (3 e diverge para 3 < 3. Analizar o comportamento para = [ nem
sempre é facil e muitas vezes depende de consideragoes sobre a série ao qual
se estd trabalhando. Este valor critico é muitas vezes chamado de abcissa de
convergéncia.

Definicao 8.1.18. A abcissa de convergéncia de Z(3) sera dita a temperatura
critica inversa e sera denotada por (.. O conjunto

I. = {8 €(0,00) : Z(B) < oo} U {oo}

serd chamado o intervalo de temperatura super-critica inversa.

47



As possibilidades para I. sdo portanto (3., oo] ou [3., c0] quando £, < oo.
Se B, = oo entéo nés devemos ter I, = {oo}.

Coroldrio 8.1.19. Para 8 € I, todo estado B-scaling sobre Cy(Q2,) € de tipo
finito.

Prova: Como fe€l. = Z(f) <o = >
por 8.1.15 e por (8.1.13).

uEPA N(p)~". E o resultado segue

g

8.2 Existéncia de Estados Scaling de Tipo Finito

Nesta segao nds veremos o primeiro resultado de existéncia nao trivial. A
principal ferramenta que ird ajudar a fazer isso sao as medidas scaling restritas
a ..

Proposicao 8.2.1. Seja 5 € (0,00) e seja A uma medida (3-scaling sobre Q. , .
Entao
Q) = Y N M)
HEPA
Prova: Tomamos p € Py. Por (8.1.7.4v) nds temos que
M) = Man(25)) = N (1) ~PA95).-
Agora por (8.1.7.17) temos que Qf = U,ep,Q,, logo
MQy) = Mipera Q) = D N(i) M),
HEPA
onde a tltima igualdade segue do fato que P4 é um conjunto enumeravel.
O
O lado direito da expressao da proposi¢ao acima motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 8.2.2. Para uma medida (positiva) v sobre algum espago contendo
). nos definimos

Z(Bv) = > N(p) (), Be (0,00).

HEPA

Lembramos entao que se p é uma palavra admissivel nao trivial, tem-se que
QF = Q.NAL_,, onde z é o 1ltimo gerador na decomposigao reduzida de .
Isso quer dizer que 2¢ depende apenas de z.
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Observagao 8.2.3. Tomamos v uma medida sobre algum espago contendo (2.
Entao observamos que Q. N, = Q, Qe NAL_, =Q°_,, N(e) P =1,esep
nao pertence P%, onde P% é o conjunto das palavras admissiveis que terminam
em z temos Q¥ = (), e assim (%) = 0. Logo

Z(B,7) = () + Y (D N(u) =) (05).

2€G pePy
Isto motiva a introducao de nossa segunda func¢ao partigao:

Definigao 8.2.4. Seja x € G. A funcdo partigdo alvo-fizo relativa ao gerador x
para o sistema dindmico (Ty,0,R) é a funcao Z, () dada pela série de Dirichlet

B)=> N, Be(000).

nePR
Da definicao acima temos:

Proposigao 8.2.5. Para toda medida vy definida sobre algum espago contendo
Q. nds temos:

Z(B.7) = () + Y Z(B)v(QF) B € (0,00).

reg

Veremos agora um resultado muito importante na medida em que ele esta-
belece uma correspondéncia entre dois conjuntos de medidas.

Proposicao 8.2.6. Seja 5 € (0,00) e seja v uma medida sobre Q., tal que
Z(8,v) = 1. Seja A a medida sobre -, dada para todo subconjunto mensurdvel
S CQ., por

= N Py(e, (SN Q).

nEPA

Entao A € uma medida [(3-scaling de tipo finito sobre Q.,. A correspondéncia
v +— X\ dd uma aplicagao afim bijetiva do conjunto de todas as medidas sobre €
tal que Z(B,7) = 1, sobre o conjunto de medidas B-scaling de tipo finito sobre
Q

TA*

Prova: Dado um conjunto mensurdvel S C €., observamos que SN, C
Q. € A}, que é o dominio de a,-1. Também temos que a,-1(S N Q,) C
a,-1(Qy) = QF por (8.1.7.iv). Sendo que Q¢ C Q. e v esta definida sobre 2.,
nos vemos que cada parcela do somatério da definicdo de A estd bem definida.
Mais ainda

V(a1 (SN Q) <Aa,-1(Qu)) =~ (€2),

logo a série que define A(S) é dominada por Z(f3,~) e, consequentemente, con-
verge. Para § = Q,, tem-se que

=Y N Py(ep= () = Y N Py (Q) = Z(B,7) =1

HEPA nEPA
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e assim A é uma medida de probabilidade. Vejamos agora que A é de tipo finito.
Tomamos entao S = Q, lembramos que €2y = U,ep,, logo Qy N Q, = Q,.
Assim temos

O‘ufl(Qme/L) = an(Q#) = Qg = )‘(Qf) = Z N(H)fﬁV(Qg) = Z(ﬂ,’y) =1
HEPA

Nosso préximo objetivo é mostrar que A é uma medida (-scaling. Para isso
devemos mostrar que A satisfaz

M@ (9)) = N(z) 7A(S)

para todo x € G e todo subconjunto de Borel S C A;,l. Observando que €2y e
s s@o invariantes por «, e que A(Qs) = 0, nés podemos supor que S C Q5.
Entdo, por (8.1.7.i7), temos que S C €, para algum p € P4. Logo

SCAL L NQ,,

e assim zp é palavra admissivel, pois o stem de x€ é xp onde p é o stem de & .
Mais anida o, (S) € Qe

M@ (8)) = N (a1 (ax(S)))
= N(@) PN () P(a,-1(5)) = N(2) PAS).

Agora queremos ver que a nossa aplicacdo é injetiva. Para isso notamos que
tomando S C Q. subconjunto de Borel, SN, = 0 sempre que p # e, logo

A(S) = N(e) y(ae(SNQ)) = 1-7(8) =~(9),

e assim A|g, =, o que implica a injetividade.
Tomamos agora A uma medida (-scaling de tipo finito sobre {2, ,. Definimos
v := Aq, e observamos que como A é B-scaling entao

N 7N Qe VAL 1) = Mo (Qe VAL 1)) = Mey () = A()
onde a tltima igualdade se deve & (8.1.7.iv). Logo teremos
ZB7) =3 N M%) = D M%) =1,
HEP, HEP,

pois A é de tipo finito. Agora como 7 é levada em A, concluimos que nossa
aplicacao é sobrejetiva. Que a aplicacdo acima é afim é claro.

O

Observagao 8.2.7. Tomamos v uma medida sobre 2. tal que Z(3,7) < oo.
Notamos entao que « deve ser finita pois v(£2.) < Z(f,7). Considerando

, 1
T Z60 "
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nés obtemos uma medida v’ que satisfaz as hipSteses de (8.2.6), logo ela dd
origem a uma medida (-scaling. Com isto poderd acontecer de duas medidas
diferentes 71, 72 serem levadas na mesma medida (-scaling A. Mas a aplicagao
definida em (8.2.6) ¢ injetiva, logo v§ = 4. Mas

r_ 1 o 1 - Z(ﬂaVﬁ
N < Z(ﬁv’yl)’h B 2(57’72)72 Tmn= Z(ﬁv’}/Q)f}Q

Desse modo concluimos que 71,7y, definem a mesma medida (-scaling se e so-
mente se y1 = K72 com K € R.

Defini¢ao 8.2.8. Dado 8 € (0,00) e uma medida ndo nula v sobre €, nds
denotaremos por Tz(7) a medida (-scaling de tipo finito A obtida aplicando a
Proposicao 8.2.6 a medida % Se 3 = oo e v é uma medida qualquer finita
nao nula sobre €. nés definiremos Tj3(y) sobre 2, por

(S NQ)
() 7

para todo S C 2., subconjunto de Borel.

Ts(7)(S) =

No Teorema abaixo assumiremos as hipéteses iniciais segao 1 deste capitulo.

Teorema 8.2.9. Seja § € I.. Entdo a correspondéncia v — Ta(7y) estabelece
uma aplicagao sobrejetiva do conjunto de medidas finitas nao nulas v, que estao
definidas sobre Q., no conjunto de medidas B-scaling sobre §)., de tipo finito.
Esta correspondéncia ndo € injetiva, mas Tp(v1) = Tp(v2) se e somente se v, é
multipla de ~ys.

Prova: Comecamos lembrando que I. é o intervalo de convergéncia da série
de Dirichlet }_ p, N(u)~P e tomando v medida ndo nula e finita sobre €.
Entao como Qf = Q. N A/ _,, segue que y(f) < (). E assim

=) N PQ) <7(Q) Y N(p)™? < 0.
neP, HEP,

Logo dado 8 € I., temos que T3(7y) estd definido para toda medida -~ finita e
nao nula sobre €2,.

Para obtermos a afirmagdo do Teorema aplicamos agora a observagao 8.2.7
e o resultado segue.

O

O Teorema acima nos dd uma caracterizacao completa das medidas (3-scaling
sobre ., quando 8 € I.. Consequentemente ele também nos da uma caracter-
izacdo completa dos estados K M Sg sobre 74.
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Capitulo 9

Matrizes Irredutiveis e a
Funcao Particao Alvo-Fixo
Zy(B)

9.1 Algumas Hipdéteses Adcionais

Introduziremos nesta secao algumas hipéteses que utilizaremos durante os
préximos capitulos. Sao elas:

(IRR) A é irredutivel, isto é, para todo = e y € G existe uma palavra
admissivel p = fi1...p1),,), com py = € py, = y.

(COL) A nao tem colunas identicamente nulas.

(FTS) Existe um conjunto alvo finito , isto é, um conjunto finito
{y1,..,yn} C G tal que para todo x € G tem-se que A(z,y;) = 1 para no
minimo um <.

(INF)inf ;, ¢ ¢ N(z) > 1.

Note que, exceto para a implicagdo (IRR) = (COL), nio existe nenhuma
outra relacao logica entre as condigoes acima.

9.2 Alguns Resultados Sobre Z,(0)

Proposigao 9.2.1. Sejam x,y € G. Suponha que exista uma palavra admissivel
v € Py comegando em x e terminando em y. Entdo para 3 € (0,00) tem-se que

Z:(B) < N(z™'v)Zy(B).

Com isto, se A for irredurivel, entdao para todo B € (0,00), tem-se que ou
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e Z,(8) < 00 para todo x € G ou
e Z,.(8) = 0o para todo x € G.

Prova: Comegamos considerando a aplicagio u € P — px~!' € PY. Nota-
mos entao que essa aplicagdo é injetiva. Com isso temos que

2,8 = Nw?> Y Na'v)?

HEPY nePi

=N@'v)™? > N =N 'v) " Z.(8).

nePy
O

Observamos entao que se assumimos que a matriz A é irredutivel, pela
Proposicao anterior, temos que o conjunto dos (§ para os quais tem-se Z, () < oo
nao depende x. Isto motiva a seguinte definicao:

Definigao 9.2.2. Se A é irredutivel a abcissa de convergéncia para cada uma, e
portanto para todas, das séries de Direchlet Z, () serd chamada a temperatura
critica inversa alvo-fizo e serd denotada por BC. O conjunto dos  onde cada uma
das séries converge, incluindo 8 = oo, serd chamado o intervalo de temperaturas
super criticas alvo-fizo e serd denotado I..

Como antes I. pode ser ou (Bc,oo) ou [Bc,oo) quando 3, < oo, e I, = {6}
quando (. = oco.

Proposigao 9.2.3. Bc <QB.e I.D1..

Prova: Comecamos lembrando que I. é o intervalo de convergéncia da série
de Direchlet Z(8) =3 ,cp, N (1)7P, e que I. é intervalo de convergéncia para
a série Z,(0) = Zuer N(p)~”. Com isso temos que Z,(3) < Z(3), e assim

segue que Bc < /Bc € jc 2 Ic-
U

Agora relembrando o Corolario 8.1.19 que diz que para 3 € I, toda medida
(-scaling é de tipo finito. O préximo resultado diz o que acontece, em relacao

a ser de tipo finito ou infinito, com a medida [$-scaling quando 3 nao pertence
al..

Proposicao 9.2.4. Sob as hipdteses iniciais da se¢do 8.1 assuma que A €
irredutivel e seja 8 ¢ I.. Entdo toda medida [(3-scaling sobre Q,, € de tipo
infinito. Consequentemente ndo existem medidas B-scaling de tipo finito.

Prova: Comegamos tomando A uma medida (-scaling sobre €2,,. Entao por
(8.2.1) e (8.2.5) nds temos que

M) = M) + Y Zae(BMQ).

z€g
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Agora como 3 & I. nés temos Z(B) = oo para todo € G, e como A é uma
medida de probabilidade isto implica que A(Q¥) = 0 e assim A(2¢) = A().
Agora usando o fato de que G é enumeravel nds temos que

0 = A(Uzeg€%) = A(Uaeg (e NAG-1)) = A(Qe N (UgegAg-1))-

Nés afirmamos entao que 2, C (UpegA'_,). Para vermos isto suponhamos por
contradi¢do que exista § € Q.\(UgegAL_,). Entdo, por defini¢do, temos que
! ¢ ¢ para todo z, e com isso Re(e) = {zx € G : ex™! € £} = . Sendo que &
€ . nds temos que o stem de £ é e. Agora usando o Teorema 5.12 de [3] nds
concluimos que & = e. Mas isto é uma contradicio pois Q. C Q., = Q,, \{e}.
Logo Q¢ C (UgegAL_.) e isto implica que A(€2.) = 0 e assim A(2f) = 0.

O

9.3 Um Exemplo

Nesta secao tentaremos aplicar um pouco da teoria construida até agora.

Exemplo 9.3.1. O objetivo deste exemplo ¢ obter alguns estados B-scaling so-
bre 2;,. Comecamos considerando 5 € (1,00), G = NU{0} , e A = {A(4,7) }i jec

onde
1, se (i,j) = (0,0)
)1 se (i) =(k,k+1)
AGT =0 1 se (ig) = (b —1)
0, c.c
Ou seja
1 1 0 0
1 0 1 0
0o 1 0 1 0 O
A= 0 01 0 1 0
0 0 0o 1 0 1 0

Entao definimos a seguinte aplicacao:

N :Nu{o} — {0,1}

k — 22]6—‘1-2 .

desta aplicacao podemos obter, de maneira natural, um homomorfismo de F
sobre R* . Observamos entao que A(k) > 1V k € G. Agora consideramos o
conjunto de palavras admissiveis de comprimento n, que notaremos por P}, e
Pyr, o subconjunto de Py, formado pelas palavras que comegam por = = k.
Entao teremos que

PX = Uzo:oPAz-

o4



Agora notamos que tomando p € Pan,
p=k.pigeecpin = N(u) = N(E)N (1) N (1) = N (k)N (0)" "

1 1
_ 02k+2/92\n—1 —
=2 (2%) :N(u)ﬁﬁmm-

Notamos também que

1 # k00...0 = N () > N(K)N(1)N(0)"~2 = 22k+2 24(2%n=2
11 1
22k+2 94 92(n-2)"

= N(u) 7 <

E como temos que fixado z = k, existem no maximo 2”2 palavras que comecam
com k e o 1 aparece apenas uma vez, segue que

1 1 1 1 1
-5 - -2
Y. N < 5273 53— T g2z 91 =22
HEPan
1 1
= Sokton | gokinid”

Entao notamos que como
n o __ o0
PA — Uk:()PA’Z,

segue que

(]

2

=
©
I

D2 N yoitan T p2intd
=0

WEPR i=0 pE€Pap

11 1 = 1 17 1

= — E _— 4 —— - =

om 221 2n+4 22k 12 2n

1=0 =0
17 1

. -8 _ =ty il

= i, 2 N =g Jim o =0
neEPR

Logo, pela Proposicao 8.1.13, segue dado um 8 € (0,00), e construindo o ho-
momorfismo como definimos, teremos que toda medida (-scaling A sera de tipo
finito.

Agora temos que Z(3) = >_ cp, N(p)~". Entéo como Y, o N(k)™7 = 3,

segue, pela Proposicao 8.1.17, que

1 3

Z(B) < = -

(B) < 1= heg N(k)=F 2’
e assim da observagao 8.1.15 nao precisariamos fazer as contas acima para ver
que toda medida (-scaling é de tipo finito. O nosso préxmo objetivo é majorar a
funcao partigao relativa ao gerador k, Zx(8) = ZueP’j N(p)~8. Para fazermos

isso vamos definir e relembar algumas coisas:
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(i) Pk ={pu € Pa:p=puk, uecPa}.
(i) P, = {u € P& : [u] = ).

Com isto temos que P = U, PX,.. Logo Agora notamos que se u € P%,,
temos que

| ar..an—o(k—1)k, ou
= al...an_g(k—kl)kz.

Onde a; € G. Logo temos que

1 1 1
2k+262(k—1)+202(n—2) 8
N(p) =z 27772 27 = N(p)™7 < 92h12 52(k—1)12 92(n—2)
1 1 1,1
= Z S Dh2 a0k 1) 72 92(n-2) | = 9dktn

nePk,

Agora observamos que

= > Nw™P=> > Nuw”’

nepPk n=1pepPk,
Logo
> s 1 1 «— 1 1
Z’“(ﬁ)zz ZN(M) S224k+n 27227:%<1
n=1 Mepzn n=1 n=1

Com o que fizemos acima teremos que

Z(8,7) ) + sz Q) <)+ Zr(B)v(2)
k=0
)01+ 1) =A@+ 15) =72 1o
k=0

Com isso chegamos & seguinte conclusao:

16

Observagao 9.3.2. Comecamos observando que se tomamos § = 1 e consider-
amos Z(0), teremos que Z(8) = co. Logo I. = (1,00), e também teremos que

I.=(1,00).

Tentaremos voltar a este exemplo mais tarde e por isso nao nos estenderemos
mais neste momento.
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Capitulo 10

A Estrutura de 7, A

Noés continuamos assumindo as hipéteses listadas na secao 1 do capitulo 8.
Neste capitulo nés trabalharemos sobre 74.

Nosso maior desejo é descrever, para cada temperatura inversa 3, os estados
KMSg de Ty, e que nés faremos caracterizando o simplexo formado por todas as
medidas de probabilidade (-scaling sobre QT .- Como um objetivo intermedidrio
no6s mostraremos que estas medidas sao parametrizadas por certos estados sobre

Q.

10.1 Q Estudo de @ e Outras Sub-algebras de
T

Proposicao 10.1.1. Considere a aplicacio R : ﬁm — X4 dada por R(§) =
Re(e) e sejar: Q., — Q. dada por (6.2.10). Entao:

(i) Eziste um homeomorfismo h: ¥4 — ﬁp tal que o diagrama

comuta.

(i1) Sejam R: C(34) — C(Qy,) e 7: C(Q) — C(Q,) onde R(f) = foR e
7(g) = gor. Entdo as imagens de R e # coincidem com Q.

(4i1) R e # sdo isomorfismos sobre Qe consequentemente

Q =~ C(S4) ~ O ().
(iv) Para todo a € Q e todo & € Q,, tem-se que a(&) = a(r(€))

Prova: Nés comegamos observando que

R)=Re(e)={zeG:x €&} Cg
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pode ser visto como uma sequéncia de 0 e 1 s, pois G é enumeravel, e assim
R(§) € G. Agora afirmamos que para &, 7 tem-se que

R(&) = R(n) < r(&) =r(n).

De fato se R(§) = R(n), entéo, pela defini¢do de R, temos R¢(e) = R, (e). Agora
lembrando da definigdo de 7 temos que sendo R¢(e) = {x € G : ex™! € £} araiz
de e em relagao 4 &, temos que R, (¢)(e) = Re(e). E assim

R(§) = R(n) = Re(e) = Ryle) = Rye)(e) = Ry (e).

Agora pelo Teorema 5.14 de [3] segue que r(£) = r(n). Agora suponhamos que
r(€) = r(n) entdo teremos que

R(§) = Re(e) = Ryg)(e) = Ry (e) = Ry(e) = R(n).
Agora notamos que como R e r sdo sobrejetivas, existe uma bijecao h tal que
hoR=r.
Afirmamos entdo que se R e r forem continuas entdo h também serd. De
fato tomando F' C €, fechado, temos que

(ho R)™'(F) =r'(F) = RT'(h™'(F)) = r 7' (F) = h™'(F) = R(r—(F)).

Entao como r é continua r~!(F) e fechado, e se R for continua, como Q,, é
compacto e R é sobrejetiva, R levard fechados em fechados e assim h=!(F') serd

fechado. Para vermos que R é continua consideramos £ € ),, e sua imagem
por R, R(§) = Re¢(e). Tomamos entdo V' vizinhanca de R(§). Lembrando da
topologia produto temos que

V=Vx y={ceZa:ts,...,tn € R), $1,..,5m & R(£)},

onde t1,...,t, € F e s1,...,5, € F. Entdo como R({) = Re(e) ={z € G 2zt €
&} C G, vemos que ty, ..., t, € G. Entéo definindo

X t={e7h o), vyl =7t st
W=Wxi1 y1={acQ,, 7' . t;t e . L a}
X-1,y-1 a TA U1 e lp Ay S1 5.y Sy ay,

teremos que W é aberto, contém £ e R(W) C V|, logo R é continua. Agora como
h é uma bijecao continua entre compactos entao é homeomorfismo e a prova de
() estd concluida.

Por (7.2.1.i4i) nés temos que g, = 1A;71, logo

1, se 7 te¢

Agora lembramos que Q6 sub-dlgebra gerada pelo conjunto {¢, : x € G} U{1}.
Assim para ¢ € Q temos que o valor de a(£) depende apenas do conjunto
{reG:a7t €&} =Re(e) = R(£). Logose &, n € Qr,

RE€)=R(n) = (Yae Q, a(f)=an)),
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e assim obtemos (iv), pois R(r(£)) = R(&).
Por tltimo observamos que como R é sobrejetiva entao ela possui uma inversa
a direita, isto é, existe A tal que Ro A = Id|x,. Logo

R(f)=foR=Rg) =goR=[=g,
e assim R é injetiva e (i) segue.
O

Observagao 10.1.2. Seja € € ﬁm e seja ¢ € X4 tal que R(§) = ¢. Entao
observamos que para todo = € G, ¢,(£) = [z7! € €] = [z € ¢]. Logo identificando
Q com C(X,), via R, nés podemos pensar ¢, como a funcio

1, sexec
q$(c)[x€c]{ 0, c.c

Agora dados subconjuntos finitos X e Y de G e lembrando que

q@,Y) =[] ¢ [T(1 - @),

T€X  yey

temos que q(X,Y) estd identificada com a fungdo caracterfstica do conjunto
Vx, y={ceZa:z€c,yg¢ce, Ve eX, VyeY}.

Estes conjuntos formam uma base para a topologia produto de 29.

Lema 10.1.3. Para cada a € Q ¢ cada ¢ > 0 ezistem subconjuntos finitos
X1, X, e Y1, Y, de G e nimeros reais positivos Ay, ..., A\, tais que o ele-
mento

i=1
satisfaz
(i))0<b<a,e
(#) |ja —b]| < e.
Prova: Comegamos entao definindo K = {c¢ € X4 : a(c) > 2|al|/3} e
U={ceX4:alc)> |a] > 3}, onde ||a]| = supces,|la(c)||. Notamos entao
que K é compacto, U é aberto e K C U C ¥ 4. Com isto podemos tomar uma

subcobertura finita de K por conjuntos V(X;,Y;) C U, tais que V(X;,Y;) N
V(X;,Y;) =0, sei# j. Agora definimos

o]l <
b= LS Ng(X,, Vi),
1= 2 q( )
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Afirmamos entao que 0 < b; < a. De fato, dado ¢ € X4, temos que se ¢ €
U entdao c € U V(X;,Y;) ou c ¢ UM, V(X;,Y;). Se c e UL, V(X;,Y;) entdo
existe j tal que ¢ € V(X,Y;), logo

bite) =120y g6, ¥ () = 12 a(x;, )00 = 12 < o) < .

Se ¢ ¢ U,V (X,;,Y;) entdo ¢(X;,Y:)(c) = 0 para todo 4, e assim by(c) = 0 <
llall/3 < a(c), pois ¢ € U\ U, V(X;,Y;). Agora se ¢ € ¥4\U entdo teremos
que 0 = by(c) < a(e).

Também temos que |ja — b1|| < 2||a||/3. De fato se ¢ € U,V (X;,Y;) entdo
0 < a(c) —bi(c) < |lal| — llal|/3 = 2||a||/3, para os outros casos o raciocinio é
analogo. Deste modo nés construimos um elemento b; tal que

0<br<a, [la—bi <2lal/3.

Agora aplicamos o procedimento acima ao elemento a — by, e entao obteremos
by tal que

()0<a—-by—by<a—b1<a
(i1) [la = b1 = bol| < Zlla = b1f| < 5 - Zllall = (3)/lall

Seguindo assim obteremos, apés n etapas, um elemento b,, tal que
0 < bn <a-— b1 — ... — bn_l, (& HCL — bl — ... — bn—l — an < (2/3)””@”

Logo para obtermos o elemento desejado tomamos n tal que (2/3)" < ¢ e
b=bi+..+b,.

t
Nés vamos agora estudar outras sub-algebras de ’]~'A.
Proposicao 10.1.4. Para cada p € Fy seja T = S(u) QS (n)*. Entdo
(i) Se p, v € Fy tais que |u| = |v| mas p # v entdo THTY = {0}.
(73) Se u, v € Fy sdo tais que |p| < |v| entdo THIY CI".
(#i1) Cada I" é uma *-subdlgebra fechada e unital de T4 e S(u)S(p)* € sua
unidade.
Prova: Comegamos observando que por (7.2.3.7) vale que se u # v e |u| = ||

entdo S(u)*S(v) = 0 e assim dados S(u)aS(pu)* € " e S(v)bS(v) € Z¥, com a
ebe Q, S(u)aS(n)*Sw)bS(v)* =0 e assim ZFZ” = {0}.
Para a parte (ii) temos, por (7.2.3.ii), que se |u| < |v| entdo temos S(11) QS (1)*S(v) QS (v)* C
S(v)QS(v)*, e o resultado segue.
Por dltimo vamos mostrar (ii4). Notamos que Z# é ideal por (i7). Para ver
que S(u)S(p)* é a unidade de Z# tomamos S(p)aS(p)* € IF teremos que

S()S(1)*S(w)aS ()" = S(p)S(u~1)S(waS(u)* = S(pp™" pas(v)*
= S5(e)S(u)asS(p)* = S(p)asS ()"
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Nos falta mostrar que Z# ¢ fechado. Para isso tomamos uma sequéncia
{S()anS(u)* tnen, com {a,}neny C Q, convergindo para algum b € 74. Entao

b =lim S(p)anS(p)* = lim S()S(1)*S (1) anS ()" S (1) S ()"
— S()S(u)"S (1) S ()",
logo precisamos mostrar que S(u)*bS(u) € Q. Para isso notamos que

S(1)70S () = lim S(p)"S(p)anS (1) " S (1),

que pertence & Q por (7.2.3.14).
O

Proposigao 10.1.5. Para cada n > 0 inteiro seja L, o fecho de ®ucr I,

dentro de ’ZN'A. Entao I, € uma subdlgebra-C* de ’ZN'A que € isomorfa a dlgebra-
C* formada pelas familias (a,)uer, tais que limy||a,| = 0. Em particular a net
de idempotentes {ZuerN}J, onde J vive na colecao de subconjuntos finitos de
F%, forma uma unidade aprozimada para I,.

Fazer a prova com atencao.
Proposigao 10.1.6. Seguindo as definicoes da Proposicao acima temos:

(i) Para todo n e m tem-se L, Ly € Lnagin,m}-
(i1) Paran >1 ex € G tem-se que stT,8, C T,_1.
(#it) Paran >0 ex € G tem-se que $;Lns% C Tpoiq.

Prova: O ftem (i) segue de (10.1.ii). Agora para (ii) tomamos a € Q ¢ p
€ F?. Queremos mostrar que s35(u)aS(p)* s, pertence a Z,,_;. Seja entdo y o
primeiro gerador na decomposicao reduzida de p, tal que p = yu' onde p’ € F .
Agora observamos que se x # y entao

s3S(n) = s;S(yp') = sys,S(p') =0,

por (CKj3). Assumiremos entdo que = y. Comegamos observando que || =1
entao p = x, e assim

s58(n)aS(p) sy = qeaqe € Q = Ty.
Se |p| > 2 entdo p = xp’ e assim
$15(1) = 535(ap) = s55.S (') = quS() = eS (),
onde ¢ € {0, 1}, por (CK3). Portanto
spS(1)aS(p)"se = eS(p)aS(u)" € In-1.

Por tltimo vamos mostrar (7ii). Para isso notamos que se p € F7} entao
dado z € G |xu| =n+ 1, ou seja, xp € IFT”. Logo teremos que

50S(n)asS(n)*s; = S(emaS(@n)” € Ty,
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Proposigao 10.1.7. Para cada inteiro n > 0 seja A, o fecho de Iy + ... + I,
dentro de T4. Entao

(i) A, € uma dlgebra-C*.

(i) Z,, € um ideal de A,,.

(#i7) A ntl = =Tni1-

(iv) C(Qz,) € o fecho de Up A,,.

(v) Paran >1 ex € G tem-se que st A,s, C Ap_1.
(vi) Paran >0 e x € G tem-se que sz Anst C Api1.

Prova: Comegamos observando que (i) e (i7) seguem de (10.1.7.3). Agora
usando o resultado 1.5.8 de [6] tem-se (7).

Para provarmos (iv) observamos que pelo Teorema 7.2.4 temos que C(Q,)
é o fecho do espago gerado pelo conjunto {S(u)aS(p)* : u € Fy, a € Q}, ou
seja, _ ~

C(Qry) ={S(p)aS()" : peFy, a € Q} =UnAy,

Para (v) observamos que se n > 1 entéo, por (10.1.7.i4) temos que stZ,s, C
T,—1. Agora por (7.2.3.iii) temos que s*Zps; = s Qsm - Q Logo

SpAnsy = $2ToSy + oo + 55 TnSe CLo+ oo + Tppm1 = Apa.

Para provarmos (vi) usamos um raciocinio muito parecido ao acima, e por isso
nao o faremos.

O
Proposicao 10.1.8. Para cadan € N tem-se que A, NI, = {0}.

Prova: Assumiglos primeiro que n = 0, e entdo observamos que Ay = Iy =
= Q. Seja a € QNZ;. Usando a Proposigao 10.1.5, temos que Z; é *-isomorfo
4 sub-dlgebra-C* formada pelas familias (a.).eg, com lim, |la.|| = 0 podemos

escrever a = ), s a,, onde a, € Z% e lim, [|a.|| = 0. Nés afirmamos que cada

a, ¢ um multiplo escalar de p,. De fato observamos que, dado que a € é, nos
temos por (10.1.7.4i4), que stas, = A.q., para algum A, € C. Agora observando
que
D.aD; = S5, ( Z aaj)szsz = $,5%a,5,,
z€eg

pois a, € I7 = sw@s; e sisy = 0 sempre que x # y. Logo

Ay =Pa.p; = 5.(55052)5% = N\25.0:25% = A2

E assim temos que a = Zzeg A.q,, com lim, A\, = 0.

Suponhamos entao, por contradicao, que a # 0. Entao existe no minimo um
Az Pz que € nao nulo. Dado que lim, A\, = 0, nds temos que A,, é um ponto
isolado no conjunto de todos os A,. Podemos entao considerar uma fungao
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continua f : C — C, tal que f(A,,) = 1 e f(A.) = 0 sempre que A\, # A,,.
Segue entao que f(a) = > ., p.,onde Z = {z € G: X\, = A\, } (que deve ser
finito, pois A,, é ponto isolado). Aﬁrmamos entdo que 0 # f( ) € ANT,. De
fato, observamos que como $,S:s.sy = p,, segue que p, € Q e assim f(a) €
Q NZ. ~

Dado ¢ € Qr,, nés temos, por (10.1.1.iv), que

F@)le = f(@)lne = Y p=(r(©) =Y [z €r(€)] =0,

z€EZ z€Z

porque r(§) € Q., e assim sendo o stem de r(£) é e. Logo segue que f(a) = 0,
contradicao.

Agora assumimos que n > 1 e seja a € A, NZ,41. Dado v € F’ nés temos
que S(v)*aS(v) € Ag NIy por (10.1.6.7) e (10.1.7.v) e assim S(v)*aS(v) =0
Com isto conclufmos que S(u)*aS(p) = 0 para pu € F't'. Agora notamos que

pua = S(p)S(p) a=S)S()*S()S() a= S(u)S(u) asS(u)S(u)* =0,

Fﬁ“. E assim teremos que considerando todos os subconjuntos

0:Zap#:a(2pu)

ped ned

para todo p €
finitos J C F/ !

onde as farmhag da forma {3 ;p,}s formam uma aproximacdo da unidade
para Z,41 e assim sendo a = 0.

O
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Capitulo 11

Estados Invariantes e
Subinvariantes sobre O

Nosso objetivo agora é mostrar que os estados §-scaling sobre C' (&'NZT ), e con-
sequentemente os estados KM Sz sobre T4, estdo em correspondéncia bijetiva
com certos estados sobre Q.

11.1 Uma Motivagao para Os Estados da Cor-
respondéncia Bijetiva

Proposicao 11.1.1. Seja 5 € (0,00) e seja ¢ um (-scaling sobre C(()TA).

Denote por p a restricao de ¢ a Q. Entdo para todo par de subconjuntos finitos
X eY de G, nds temos

Y AX Y. 2)N(2)Pple:) < pla(X,Y).
z€G

Prova: Lembramos de CK3 que ¢,s, = A(z,z)s, e assim teremos que (1 —
a)s: = (1= A(y, 2))s.. Logo

a(X,Y)s. = ( I Qy)>32 =

zeX yey

= ( H A(z, 2) H (1-— A(y,z)))sz = A(X,Y,2)s.,

reX yey

para todo z € G. Agora multiplicando ambos os lados da igualdade acima por
s% nds temos que
(X, Y)p. = A(X,Y, 2)p-.

Afirmamos entdo que T = ¢(X,Y) — A(X,Y, z)p, tem seu espectro contido
em R, e T é auto-adjunto. De fato, notamos que dado =z € X, y € Y, z
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€ G, temos que ¢z, ps, (1 — ¢gy) s@o auto-adjuntos. Logo T é auto-adjunto.
Agora observamos que dado v € H, onde H é o espaco de Hilbert onde estamos
trabalhando, podemos escrever

V=0, +w,
onde v, € M,, M, =p.(H) e w € M*. E assim temos que

T(U) T(Uz + ’U)) )(Uz + w) A(X Y, Z)pz (Uz + w) =
Y)p2(v) — A(X,Y, 2)p.(v) + ¢(X, Y)(w)
Y)(w) =

(X,
=q(X,
= q(X,
= T(v, +w) =q(X,Y)(w).

Disto segue que T' é positivo.

Agora, por C' K>, nds temos que os p, sdo dois a dois disjuntos. Logo dado um
subconjunto finito Z € G e escrevendo v = v, +w,ondev, € M, =p.(H)
e wlM, para todo z € Z, segue que

z€Z

g(X,Y)(v) = Y AX,Y, 2)p.(v) = ¢(X,Y)(w),
z2€Z

logo q¢(X,Y)(v) =>_,c; A(X,Y, 2)p.(v) é positivo, e assim como ¢ é um estado,
por [1] temos que

o( Y AXY.2p.) < 6lg(X.Y)).

z€Z

Agora lembramos de (8.1.4) que ¢(p.) = N(2)P¢(g.). E assim

ST A(X, Y. 2)N(2)pla) < pla(X.Y)).

z€Z

Como a desigualdade acima independe do conjunto Z, o resultado segue.

A Proposicao acima motiva a seguinte definigao:
Definicao 11.1.2. Seja § € (0,00). Um estado p sobre Q ¢ dito

(#) B-subinvariante quando a desigualdade da Proposicdo 11.1.1 vale para
todos subconjuntos finitos X, Y € G.

(#4) p-invariante quando a desigualdade da Proposigdo 11.1.1 torna-se uma
igualdade para todos subconjuntos finitos X, Y € G.

Uma medida sobre X 4 serd dita S-subinvariante (respectivamente (-invariante)
se o funcional associado & ela define um estado sobre C'(X4) = Q.
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Observacao 11.1.3. A Proposicao 11.1.1 implica que a correspondéncia ¢ +—
| 5 leva o conjunto dos estados -scaling sobre C(§2,, ) no conjunto de estados -
subinvariantes sobre ¥ 4. Nos tentaremos agora provar que esta correspondéncia
é bijetiva, deste modo obteremos uma nova caracterizacao dos estados KM .S
que serd muito melhor que a obtida em (8.1.1), na medida que ¥ 4 é um espago
muito mais facil de trabalhar que Q, »

Nés comegaremos mostrando que a correspondéncia ¢ — ¢| 5 é injetiva.

Proposicao 11.1.4. Seja 8 € (0,00] e sejam ¢ e ¢ estados [3-scaling sobre

C(Qr,) tais que gl = ¢'|5. Entio ¢ = ¢'.

Prova: Nés comegamos afirmando que ¢ e ¢’ coincidem nos elementos da
forma S(p)aS(p)*, onde p € Fy e a € Q. Entao usando (7.2.1.v) nds temos que

S(S()aS(n)*) = ¢(0u(qua)) = N(u) " d(qu).

Como, por (7.2.3.ii), gua = e€q.a onde € € {0,1} e z é o ultimo gerador na
decomposigao de p. Logo g,a € Q, e a afirmacao vale. Agora como C(£2,,) é o
espago linear gerado pelo conjunto {S(u)aS(u)* : a € Q}, temos que ¢ = ¢’ em
C(Q,)-

O

Nosso proximo objetivo é mostrar que a correspondéncia é sobrejetiva. Para
isso nds necessitamos o seguinte resultado geral sobre estados.

Proposigao 11.1.5. Seja B uma dlgebra C* unital contendo um ideal fechado I
e A uma sub-C*-dlgebra tal que 1 € A e B=A+1. Também seja ¢ um estado
sobre A e ¢ um funcional linear positivo sobre I. Denote por v a extensdo
canédnica de ¥ a um funcional positiva sobre B (isto €, 1(b) = lim;v(bu;), onde
{u; }; € uma aproxrimagdo da unidade para I). Suponha que

(i) ¢ > o sobre A, e
(#4) ¢ = sobre ANI.

Entao existe um estado p sobre B tal que p|a = ¢ e p|r = .

Prova: Dado b € B escreva b = a+ z, onde a € A e x € I, e definimos
p(b) = ¢(a) + ¥ (z). Notamos entdo que por (ii), p é um funcional linear bem
definido sobre B. Vamos agora mostrar que p é positivo, ou seja, que dado b €
B, p(b*b) > 0. Seja entdo b = a + x, observamos que

p(b*b) = p(a*a+ a*z + z%a + 2*z) = ¢(a*a) + Y(a*z + z¥a + ") >
> (a*a) + ¥(a*z + % + z*z) = P(b*b) > 0.

Agora como 1 € A, temos que p(1) = ¢(1) = 1, pois ¢ é um estado. Assim p é
um estado.
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O

Com o préximo resultado nés completamos a parametrizacao de estados
(-scaling sobre C(£2,,) por meio de estados [-subinvariantes sobre Q.

Proposigao 11.1.6. Seja 3 e seja p um estado 3-subinvariante sobre é Entao
existe um (necessariamente unico) estado 3-scaling sobre C(Sy,), tal que |5 =
p-

Prova: Ver [2].
O
Juntando agora as trés tltimas proposi¢oes nds temos o seguinte resultado:

Teorema 11.1.7. Assumindo as hipdtese inicias da se¢io (8.1), consideramos
8 € (0,00). Entao a correspondéncia ¢ — (;5\@ define wma bije¢ao do conjunto

de estados [3-scaling sobre @

O
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Capitulo 12

Um Exemplo de
Comportamento no Ponto
Critico

Neste capitulo nés mostraremos que, mesmo assumindo todas as hipéteses
listadas em (9.1), ndo se pode afirmar mais nada sobre a natureza dos estado
KMS na temperatura critca inversa (.. Duas situacoes antagonicas podem
acontecer:

(a) O estado KM Sg, pode ser tnico e de tipo finito.
(b) Existir uma quantidade infinita de estados KM Sj3_, todos de tipo finito.

12.1 Um exemplo para a situcao (b)

Comecamos considerando
C(B) =SR2 N, "

uma série de Dirichlet qualquer que converge na sua abcissa de convergéncia,
que denotaremos por 3, com 3 € (0, 00).

Tomamos também G = N U {0}, e assim G, = N. Agora consideramos a
matriz

01 11
1.0 00
A=1]11 0 0 O
1000
1 0 0 0

indexada por G x G. Observamos entao que a 0-ésima coluna e a 0-ésima linha
de consistem de uns, exceto para A(0,0) que é 0. Todos as outras entradas sdo
zero.
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Notamos que A é irredutivel e que satisfaz (9.1) (COL). Observamos também
que A satisfaz (9.1) (FTS), onde o conjunto {0,1} é um conjunto alvo finito.
Agora descartando um numero finito de termos nés podemos supor que

¢(B) = =32, N, # < 28

A convergéncia da série de Direchlet acima implica que limg_, o, = 00 e mais uma
vez descartando um numero finito de termos, nés podemos supor que N > 2
para todo k. Suponhamos entdo que N(0) = 2 e N(k) = Ny, para todo k € G, e
assim temos que (9.1) (INF) vale. Assim temos que todas as hipéteses de (9.1)
valem.

Nosso objetivo agora é calcular a funcgdo particio Zy((3). Para fazer isto
observamos que as palavras admissiveis terminando em zero sao precisamente
da forma

[ x10220...02,0, se |u| = 2n, ou
| 0210220...02,,0, se |u| =2n+1,

onde ¥ = (x1, 32, ..., T,) é um elemento arbitrdrio de G?. Logo

Zy(B) = Z 278 Z N(xl)iﬁ T N($7L)7ﬁ+
n=0

TeGn
+ Y 27N N ()P N ()P
n=0 zegr

Agora observamos que considerando n = 1 no somatdério acima vemos que Zo(/3)
diverge quando ((3) diverge. Logo o intervalo de convergéncia de Zo(83) estd
contido em [3, 00). Também temos que para todo n que

S7 NG NGea) = (3 N@) ) =<0

zegr TE€G.
E assim,
Zo(B) =Y 27" + Y 27 IB(B) = (1+277) Y (277¢(8)"
n=0 n=0 n=0

Como ((3) < 27, nés temos que 277 - ((B) < 1, e assim Zy(B) é uma série
convergente.

Como A é irredutivel a convergéncia de Zy((3) implica na convergéncia de
Z,(B) para todo x € G. Entao vemos que se > -, Nk_ﬁ diverge entao Zy(3)
também diverge. Agora observamos que I. é o intervalo para o qual Z,(5)
converge, temos que I, C [3,00), e como Zy(f) converge entdo I, = [3,00), e
assim (3, = .

Combinando o Teorema 8.2.9 deste trabalho com o Teorema 15.2 de [2], nés
obtemos o seguinte:
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Proposicao 12.1.1. Sejam A, N e 8 como acima. Entio

(i) Para p < Bﬁndo existem estados KM Sg sobre Ty.
(#4) Para B > (3, existe um homeomorfismo afim do simplexo dos estados
KMSg sobre Ty no simplezo de medidas finitas sobre Q. tal que Z(53,7v) = 1.

0

Observagao 12.1.2. Dada uma medida v sobre €2, temos que

2(677) = ’Y(Qe) + Z ZI(B)’y(Qﬁ) < V(Qe) + Z ZJ(B)V(QE) =

e z€G

z€G

e entdao temos que quando 3 > e v é uma medida finita sobre Q., a medida
v/Z(3,7) se encaixa no caso de (12.1.1.7). Portanto existem infinitos estados
KMS de tipo finito na temperatura critica inversa [3.
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