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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar a teoria da Gravidade Conforme (GC) enquanto alternativa
de modelo para a gravidade. Expomos o contexto em que essa teoria se situa e os problemas que ela se
propoe a resolver, nominalmente, Matéria Escura e Energia Escura. Comegamos pela revisao dos conceitos
e resultados matematicos fundamentais da teoria da Relatividade Geral (RG), introduzindo-a através do
principio variacional. A Lagrangiana utilizada pela RG é entao substituida pelo quadrado do tensor de
Weyl com o principio da invariancia conforme. Mostramos como obter, a partir da acao resultante, a
equacao de Bach, substituta das equagoes de campo de Einstein para a teoria.

Concluindo, solucionamos a equacao de Bach para o caso de uma métrica estatica e isotropica no
vacuo, mostrando como obter uma descricao das curvas de rotacao de galaxias e da expansao acelerada
do Universo em uma unica solu¢ao. Argumentamos que a GC é entao um exemplo de teoria que dispensa
a existéncia da Matéria Escura e da Energia Escura para explicar os fenomenos apresentados.






Abstract

This work aims to present the theory of Conformal Gravity (CG) as an alternative model for gravity.
We expose the context in which the theory is situated and the problems that it proposes itself to solve,
namely Dark Matter and Dark Energy. We start with the review of the fundamental mathematical concepts
and results of General Relativity (GR), introducing it through the variational principle. The Lagrangian
utilized by GR is then replaced by the square of the Weyl tensor with the conformal invariance principle.
We show how to obtain from the resulting action the Bach equation, the replacement of the Einstein field
equations for the theory.

In conclusion, we solve the Bach equation for the case of a static, isotropic metric in the vacuum,
showing how to obtain a description of the galactic rotation curves and the expansion of the Universe in
a single solution. We argue that CG is then an example of a theory that dispenses with the existence of
Dark Matter and Dark Energy to explain the presented phenomena.
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Introducao

A introducao da teoria da Relatividade Geral (RG) por Albert Einstein em 1915 é um marco para a
histéria da fisica. Através da sua descricao do espago-tempo como uma variedade 4-dimensional, a teoria
foi capaz de explicar fenomenos que a Gravitacao Universal de Newton se mostrara incapaz de descrever
ou prever, como a precessao do periélio de Mercirio, o efeito da gravidade sobre a luz e o desvio para o
vermelho de um f6ton em um campo gravitacional — os trés testes classicos de Einstein [1].

Apesar do sucesso da RG no amplo escopo de testes aos quais a teoria ja foi submetida, evidéncias
astronomicas coletadas ao longo do século XX revelam a existéncia de fenomenos anoémalos na natureza,
incompativeis com as previsoes da Relatividade ou com a gravidade de Newton. Entre os principais
fenomenos, esta a excessiva velocidade na curva de rotacao das galaxias, analisada famosamente por Vera
Rubin [2]. Perante isso, a comunidade cientifica, na inten¢ao de preservar a Relatividade Geral em seu
estado atual, entendeu como principal linha de raciocinio para solucionar esse problema a existéncia de uma
substancia que interaja gravitacionalmente, mas que nao interaja através das outras forcas da natureza,
especialmente através do eletromagnetismo. Esta substancia, inicialmente proposta por Fritz Zwicky para
explicar anomalias gravitacionais no Aglomerado de Coma [3], é amplamente denominada como Matéria
Escura.

Desde o surgimento das primeiras evidéncias de anomalias gravitacionais que apontassem para a
existéncia de um novo tipo de matéria, a Fisica de Particulas especulou sobre a composi¢cao dessa nova
componente do Universo, produzindo teorias que previssem a existéncia de particulas compativeis com
os efeitos da Matéria Escura, como os WIMPS (Weakly Interacting Massive Particles), Axions e Neu-
tralinos [4]. Muito comumente, essas particulas sdo exportadas de um outro contexto na fisica, no qual
foram concebidas a fim de resolver algum problema particular (violagao carga-paridade e supersimetria,
por exemplo). Apds algumas décadas de experimentos em aceleradores de particulas como o LHC (Large
Hadron Collider), no entanto, ainda nao foram encontradas evidéncias conclusivas para a existéncia de
tais particulas [4], colocando possivelmente em xeque o préprio conceito de matéria escura.

Um outro fenomeno de pouco entendimento (na medida em que sua origem fisica ¢ desconhecida) é o
da Energia Escura. Apds a descoberta da expansao acelerada do Universo, fisicos comecaram a conceber
a ideia de uma densidade de energia intrinseca do vacuo, identificando-a como o termo da constante
cosmoldgica A introduzido por Einstein [5]. Tal densidade de energia teria sua origem em efeitos de
natureza quantica, que poderiam entao ser computados para obter o valor da constante cosmolégica. Por
outro lado, A também é definido pela taxa de expansao do Universo, sendo possivel calculé-la indiretamente
através da observacao de galaxias distantes. Em uma das mais famosas discrepancias da historia da fisica,
a constante cosmoldgica tedrica é 10'2° vezes maior que a sua contraparte observacional, caracterizando o
“problema da constante cosmoldgica” [5].

Com base nesse cenario em que nao se pode confirmar a existéncia da Matéria Escura para além de seus
efeitos gravitacionais, e em que a Energia Escura nao tem sua origem microscopica bem compreendida,
alguns fisicos tém desenvolvido teorias alternativas da gravidade, modificando as equacoes de campo
de Einstein a fim de obter um modelo que nao necessite de componentes desconhecidas do Universo
para explicar as anomalias gravitacionais supracitadas. Neste trabalho, sera apresentada uma dessas
teorias alternativas: a Gravidade Conforme (GC). Essa teoria substitui a a¢ao da Relatividade Geral —
caracterizada pelo escalar de curvatura R = g"” R, na Lagrangiana — por uma acao baseada no quadrado
do tensor de Weyl, Cyp,,; tal tensor possui invariancia conforme (ou seja, é invariante por dilatacoes e
contragoes da métrica) e trago nulo.

A partir da variacao da acao da GC, sera obtida a equacao de Bach, que substitui as equacoes de campo
de Einstein para descrever a curvatura do espaco-tempo causada pela presenca de matéria. A solucao
da equacao para o vacuo mostra entao comportamento semelhante aquele previsto pela Relatividade
para escalas menores, mas que se distingue para distancias maiores. Tal comportamento de maior escala
consegue explicar, sem supor a existéncia de Matéria Escura, as curvas de rotagao galactica, ajustando-se
bem aos parametros observacionais.

11






1 Conceitos Fundamentais

1.1 Convencoes, simbologia e resultados tensoriais

Em todo este trabalho, como de costume na Relatividade Geral, trataremos de uma variedade qua-
dridimensional diferencidvel M, com fronteira dM, e com métrica g, pseuso-riemanniana, isto é, sem
elemento de linha ds? positivo-definitivo. Utilizaremos a convencao de sinais na qual ds? para o espaco de
Minkowski (em coordenadas cartesianas) é escrito como

ds? = dt* — da* — dy* — d2°.

Tal convencao, denominada +———, informa que o elemento temporal é acompanhado por um sinal
positivo, enquanto que os elementos espaciais contribuem para ds? com sinal negativo. Ressalta-se que
serao utilizadas majoritariamente unidades naturais, em que a velocidade da luz ¢ ¢é igual a unidade
(c = 1), de modo a equiparar medidas de distancia a intervalos de tempo, e assim simplificar os cdlculos.
Indicaremos quando outras unidades forem utilizadas.

Também seguiremos a convencao tipica na Relatividade para a qual quantidades com um indice em letra
grega indicam que o indice pode assumir os valores de 0 a 3, sendo 0 correspondente a coordenada temporal
e 1, 2, 3 as coordenadas espaciais. Serd utilizada também a convencao de Einstein para somatorios, na
qual indices repetidos em uma expressao indicam soma sobre aquele indice para todos os valores de 0 a 3
(denominada contragao de indices):

3
VW, = E VEW,.
n=0
Nota-se que o indice p de soma é um indice “mudo”, ja que pode ser substituido por qualquer outra
letra sem mudar o sentido da expressao. Dentre os varios objetos matematicos com indices neste trabalho,
a maioria sao tensores. Tensores podem ser definidos pela maneira como se transformam de um referencial
L, ol

’ . . o
para outro. Se aﬁlm 5., € um tensor em um determinado referencial (de coordenadas x*), e A"}, 5 €0
1 m

. / ~ ~ ’
mesmo tensor em outro referencial (coordenadas x#"), entao a transformagao entre eles é dada por

ofeal  pad ol AB1 Bm  poi--an
Ay gy, = NG AT Ny A AT (1.1)

/ ’ , ~ , . . ~
onde A¥, = Ozt /0z#. Nota-se dal que a contracdo de todos os indices entre dois tensores ndo depende
do referencial, sendo denominada um escalar. Por exemplo:
1,1 / /
8% _ I v uv M v _ pnv
ARV By = (A A7) AF (A oA ) B, = A"DB,,, (1.2)
. ’ 4 . . , . . . . 7
pois A“HA“ v =L Indices superiores podem ser transformados em indices inferiores e vice-versa através
da contracao com a métrica:
v v
grA, =A" e guA"=A,

Assim, vemos que podemos mudar livremente a posigao (superior ou inferior) dos indices em uma
contracao de dois tensores:

A" B, = (9°"9" Aup) Buw = Aag (9" B) = AupB*® = A, B". (1.3)
Um tltimo resultado importante de contracao tensorial é a contragao de um tensor simétrico por um
antissimétrico nos indices. Sejam A e B tensores tais que A* = A" e B, = —B,,,. Nessas condicoes, a

contracao dos dois tensores é nula, pois
A" B, = A"B,,, = (A")(-B,) = -A"B,, = A"B,, =0. (1.4)
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No primeiro passo, renomeamos os indices mudos, fazendo y — v e v — p.

Para encurtar certas expressoes que se seguem, derivadas parciais com relacao as coordenadas serao
ora denotadas pelo simbolo J,, e ora denotadas por um indice com virgula. Assim, para uma funcao f
qualquer das coordenadas:

of . O _ ore o
@:a“f:f’p, € T%:af—f .

Nao obstante a importancia das derivadas parciais nas equagoes que se seguem, um conceito igualmente
importante é aquele da derivada covariante de um tensor. A partir de (1.1), percebemos que derivadas
parciais de um tensor nao resultam, em geral, noutro tensor. As derivadas covariantes sao definidas
justamente como uma correcao para as derivadas parciais tradicionais, preservando o carater tensorial dos
objetos derivados. A derivada covariante de um vetor contravariante V" é dada por:

V.V =0,VV + TV, VA, (1.5)
onde I'V , sdo os simbolos de Christoffel de segundo tipo, idénticos a chamada conexao da métrica.

Para um tensor em geral, a derivada covariante é escrita como [6]:

n m
a0y 1O a; Q1 Q1 A1 O o A a1Qop
V“ BiBm aﬂA B1Bm + Z r H)\A B1+Bm Z r pBi* " Br-Bic1ABit1Bm” (16)
i=1 =1

Em (1.6), primeiramente escrevemos o termo da derivada parcial, e depois os termos que envolvem
os simbolos de Christoffel; estes ultimos sao compostos por um termo para cada indice contravariante
e covariante do tensor A, em que substituimos o respectivo indice por A, que aparece no simbolo de
Christoffel do termo. Termos oriundos de indices covariantes tém sinal negativo, enquanto os de indices
contravariantes tém sinal positivo. Destaca-se a notacao V* = ¢"V,, que é a derivada covariante com
indice elevado.

Assumiremos neste trabalho que a variedade M sobre a qual trabalhamos nao tem propriedade de
torsao; dessa condicao, decorre que a conexao é simétrica nos indices inferiores (F’\W = FAW). E um
resultado fundamental da geometria Riemanniana que sempre podemos escolher a conexao de modo que
a derivada covariante da métrica seja nula:

VAg“” = V,\gw =0. (17)

Tendo em mente a simetria da conex@o, podemos expandir (1.7) utilizando (1.6) para obter uma
expressao explicita para os simbolos de Christoffel de segundo tipo a partir da métrica:

1
F)\ )\Oc(

wo 59 oy + Gapw — gW,a)- (18)

Como a métrica é simétrica, fica evidente que os simbolos de Christoffel sao também simétricos nos
indices inferiores.

Neste trabalho também faremos uso extensivo do calculo das variacoes. Tendo isso em vista, destaca-se
que (1.1) implica que a variagdo de um tensor continua sendo um tensor. Ademais, a variacao de uma
derivada parcial é a derivada da variacao, 6(f,) = <5f),u' Desse modo, podemos utilizar a notacao df ),
sem a problemdtica de ambiguidades. A propriedade (1.3) nao é valida para tensores variacionais, como
veremos.

Por fim, um resultado de grande importancia que usaremos é o teorema da divergéncia. No contexto

da RG e de suas teorias modificadas, o teorema da divergéncia escreve-se:

/ V, At/ =g d*x :/ Al\/—g dE,, (1.9)
M

oM
onde g = det([g,.]) e d¥,, é o elemento de superficie tridimensional cuja normal é paralela ao vetor A*.
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1.2 Principio variacional da Relatividade e equagoes de campo

As equacoes de campo da RG descrevem como a métrica g,,, do espago-tempo se comporta na presenga
de matéria e energia, representadas pelo tensor de energia-momento 7},,. Essas equagoes podem ser obtidas,
assim como em outras areas da fisica, através de um principio variacional aplicado a uma acao adequada.
Em geral, uma acao S na variedade M supracitada pode ser escrita como:

S:/ L dV :/ Ly/—g d'z, (1.10)
M M

em que L é a Lagrangiana e dV é o elemento de volume 4-dimensional. A conversao entre o elemento
de volume dV e as coordenadas espago-temporais escolhidas é feita através de \/—g, que é o Jacobiano
das coordenadas.

Para especificar a acao, precisamos apenas saber entao qual é a funcao Lagrangiana £. Tal funcao deve
ser invariante em relacao as coordenadas, ou seja, um escalar. Ha varios escalares possiveis que podemos
escolher; no entanto, é evidente que os candidatos precisam ter suas origens na geometria Riemanniana, a
fim de que tratemos, ao final, da curvatura do espaco-tempo.

Portanto, faz-se necessario lembrar de um dos objetos mais fundamentais da geometria diferencial: o
tensor de Riemann R% . Em termos dos sfimbolos de Christoffel, o tensor é escrito como [7]:

Raﬁw - Faﬁu,v o Faﬁwu + Faav Jﬂu o Farw UBV‘ (1‘11)

Analisando a defini¢do acima em conjungao com (1.8), percebe-se claramente que o tensor de Riemann
é funcao de derivadas segundas da métrica. Vale ressaltar que existem convencgoes alternativas, que de-
finem o tensor em (1.11) com um sinal contrério [8]. Geometricamente, o tensor de Riemann pode ser
definido a partir do transporte paralelo de um vetor em torno de uma curva fechada [7, 8]. Uma alterna-
tiva equivalente, mais operacional, é defini-lo como sendo a medida de nao-comutatividade das derivadas
covariantes:

V., V,JV*=(V,V, -V, V, ) V= —RO‘BWVE. (1.12)
Para um tensor qualquer [7],

n m
(Vi VUJAT, = = D R AG T+ D R A g (1.13)
i=1 =1
Novamente, destacamos que essas expressoes tém sinal contrario se definirmos o tensor de Riemann
com sinal oposto. Um outro fato notével é que derivadas covariantes que atuam num escalar (tensor sem
indices) comutam.
H4 uma propriedade muito importante da versao totalmente covariante Rag,, = gaAR/\Bm/ do tensor
de Riemann: a antissimetria nos indices, representada nas igualdades abaixo.

Raﬂp,y = _Rﬁauy = _Raﬁuu = Ruuaﬂ- (114)

Dessas relagdes vemos, contraindo com a métrica, que g**Ras,, = g™ Ragw = 0, j& que os pares
(o, B) e (u,v) s@o, um a um, antissimétricos. Assim, sobram apenas 4 pares possiveis de indices para
a contragao com a métrica. Nao é dificil mostrar, utilizando novamente (1.14), que todas esses pares
resultam essencialmente na mesma contragao, a menos de um sinal global [8]. Desse modo, escolhemos o
par (a, pu) para a contragao, por exemplo. Com isso, fica definido o tensor de Ricci a partir de (1.11):

R,UV = /\aRaMAV = RA,u)\V = F/\u)\,l/ - F)\uu,)\ + F)\UVFU/L/\ - F/\J)\PUMV‘ (115)

Esse tensor é simétrico (R, = R,,) devido a igualdade entre a primeira e a tltima parte de (1.14).
Por fim, contraindo os dois indices restantes, obtemos o escalar de curvatura de Ricci:
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R=g¢"R,,. (1.16)

O escalar de curvatura é um candidato natural para compor a Lagrangiana da acao na RG. A iden-
tificacao de R como gerador das equagoes de campo de Einstein foi primeiramente feita pelo matematico
David Hilbert [9]. Por questoes de dimensionalidade, temos que envolver a constante k = 87 (k = S’TG no
Sistema Internacional de Unidades) na funcao Lagrangiana. Assim, a acao de Einstein-Hilbert é escrlta

COIMmao:
S=3- R\/_d‘* (1.17)

Temos que entao tomar a variacao da acao com rela(;éo a métrica, pois ela é a varidvel (ou conjunto
de varidveis, por ser um tensor com componentes) a partir da qual o funcional é variado. Assim:

1 4 v 74
08 = 2/{/ (R\/ )dx _/5;“/ R\/—g) ogd x

1 oR R
= — _ — pv g4
%/Mlégqu——gagw(” g)} Vo b 9

Destaca-se que §/d¢g"” denota a derivada funcional em relagao a ¢ [10]. Podemos escrever, como
mostrado em (A.6) no apéndice A, que:

J ) 1

\/——_gégﬁ“j(\/__g) = —Egzw- (1‘19)

Utilizando a definicao do escalar de curvatura R para calcular a sua variacao, obtém-se:

dR=10(9""Ruw) = Ruwog"” + g""oR,,. (1.20)
Como o primeiro termo ja estd na forma que queremos, basta descobrir como dR,, é expresso em
termos da variacao da métrica dg"”. Para isso, variemos a equagao (1.15):
SRy, = 01,5, — 00, 4+ 6 (T4,,17,,) — 6 (I,
= 5F u Ny 5F 178N + 51—‘)\01/ HA + F)\JV(SFJM)\ - 5F/\0)\FU;M/ - F)\a)\él—wuu
= [a'/((sr u)\) + FAUV(érau)\) - Fo-;uz(ar/\a)\) - FUI/A((SF}ALO')}

- [a)\(ér)\w/) + F/\UA<5FU;W) - FU/L)\(gr)\au) - FUI/A(ér/)\LU)} : (121)
Na tltima linha de (1.21), foi adicionado e subtraido o termo I'?,,(0T),). O agrupamento acima

mostra que, se compararmos cuidadosamente com (1.6) e lembrarmos a simetria dos simbolos de Christoffel
Ie,, =17,,, podemos reescrever 0 R, como a diferenca de duas derivadas covariantes:

SRy =V, (0T%,,) = VA(6T?,). (1.22)

Para uma derivada covariante fazer sentido, ela precisa atuar em um tensor de alguma ordem. A
variagao do simbolo de Christoffel é um tensor (ver apéndice A), mesmo que o simbolo em si nao seja.
Com esses elementos, e lembrando que a métrica é constante frente a derivagao covariante, a variacgao fica:

1 1 v = v v
08 = %/Mdz{r\/__g (R;w - §g#uR) 09" + 5= 2K / d's [ v(g" 6F)\u>\) — Valg" 6F)\W)] :

Na expressao acima, o segundo integrando possui duas divergéncias perfeitas. Pelo teorema da di-
vergéncia, a segunda integral pode ser reescrita como:

16



1

— T — g ol ) V=g dSy. 1.23
2% oM (g HA g ,uz/) g A ( )

Escolhendo que dg,, seja nulo na fronteira M da variedade, obtemos que a variacao do simbolo de
Christoffel é nula pela equagao (A.7). Assim, por sua vez, a integral (1.23) fica nula, de modo que a

variacao final seja simplesmente:

1 1
08 = 2—/ d*zv/—g (R;w — —gw,R) ogh”. (1.24)
M

K 2

O principio variacional exige 0.5 = 0. Como dg"” ¢ arbitrario, a inica maneira de garantir que a integral
seja nula é se:

1
R, — §gWR =0. (1.25)
Essa é a equacao de campo de Einstein na auséncia de massa ou energia, que fundamentalmente
implica que R = 0, por contracao simples de (1.25) com a métrica, acarretando, por sua vez, R,, = 0.
Para introduzirmos massa nesse modelo, temos que redefenir (1.17), adicionando uma Lagrangiana L,,,

referente exclusivamente a massa e a energia:

S = / (Lo + Ln)v/—g d*z, (1.26)

onde L; = R/2k é a Lagrangiana que utilizamos anteriormente, de cardter puramente geométrico. A
variacao dessa agao, combinada com (1.24), fica:

1 4 1 2k 0 »
55—2H/Md r/—g {RW 2gWR+\/__gégW(\/ L) 0g". (1.27)

Oportunamente, definimos entao o tensor de energia-momento, 7,

2 0
T,=——+——-K—9Ln). 1.28
H \/_—g (59“”( ) ( )
Dessa definicao, ficamos com:
1 4 1 v
08 = — dzv—g |Ruw — zguwR — kT, | 6g". (1.29)
2k Jur 2

Impondo 65 = 0, finalmente se obtém as equacoes de campo de Einstein com a presenca de massa-
energia:
1

R, — §gw,R = KT, (1.30)

O tensor da esquerda, ¢ definido como sendo o tensor de Einstein G\, = R, — %gw,R. No espago-
tempo quadridimensional, os indices y e v podem assumir 4 valores, resultando em 16 equagoes escalares.
No entanto, o lado esquerdo de (1.30) é simétrico, de modo que qualquer tensor de energia-momento 7,
fisicamente aceitavel tenha de ser simétrico. Assim, ha apenas 10 equagoes de campo escalares realmente
independentes (aquelas com p > v, por exemplo).

Na Mecanica Newtoniana se soubermos a forca a qual uma particula esta sujeita, saberemos como sua
trajetéria evolui no tempo. Similarmente, conhecer o conteido de energia presente no espago-tempo nos
informa como este serd curvado através da métrica, ja que, em tltima instancia, R, e R sao construtos de
9w Uma vez conhecida a métrica, podemos determinar a trajetéria de particulas no espago-tempo curvo
supondo que estas seguem geodésicas (curvas de menor caminho) no espago-tempo. Esse comportamento
estd englobado na equacao
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d?z dzt dx?
v — =0 1.31
dr? Wodr dr ’ (1.31)

denominada equagao geodésica, que descreve a evolucao no tempo préprio 7 (ou noutro parametro
escalar de movimento) das coordenadas z7 das particulasc [7, 8].

Por fim, precisamos lembrar que a equacao (1.30) nao estd na forma mais geral que as equagoes de
campo de Einstein podem estar. Podemos introduzir um termo de —A/k na Lagrangiana L, onde A é a
constante cosmoldgica. A introdugao desse termo resulta nas seguintes equacoes de campo:

1
R, — §gw,R + Agu = KT (1.32)

A constante cosmolégica foi primeiramente introduzida por Einstein em 1917, apdés a sua conclusao de
que um Universo com A = 0 (descrito por (1.30)) nao poderia permanecer estatico com o passar do tempo
[11]. Atualmente, a constante cosmoldgica é interpretada por muitos fisicos como sendo a consequéncia
matematica da energia escura, uma componente energética do Universo tao pouco compreendida quanto
a matéria escura e cujo efeito principal é a aceleragdo da expansao do Universo em grande escala [12].

Na situagdo em que 7, = 0 (vacuo) em (1.32), podemos mostrar que o tensor de Riemann fica
proporcional a métrica:

1 1
R,ul/ - §guuR + Ag;w =0 = QMV (RHV - §Q;WR + Aguu> =0 = R-2R+4A=0

1
— R=4\A = R, — ég,w(élA) +Ag == Ry = Agu. (1.33)
Percebemos que o termo da constante cosmoldgica permite entao que obtenhamos uma solugao no
vacuo com curvatura diferente de zero (R = 4A), o que nao era possivel com A = 0.
Para concluir esta introdugao de fundamentos da RG, destacamos que os dois lados da equagao (1.32)

sdo simétricos e tém divergente covariante (derivada covariante contraida em algum indice) igual a zero,
pois, individualmente:

1
\Ys (RW — §gw,R) =0,
VH(Agu) =0,
VHT,, = 0. (1.34)

A primeira das equagoes de (1.34) é nula pela identidade de Bianchi [7],
o 1
\Y% Ra,@ = §V5R7 (135)
ja a segunda é nula pela derivada covariante da métrica em geral ser nula; por fim, é um teorema

da Relatividade que o tensor de energia-momento é conservado covariantemente, justificando a terceira
equagao [7].
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2 Gravidade Conforme

2.1 DMotivacao tedrica

Como ja discutido na introducao, a astrofisica atualmente se encontra em um impasse. Por um lado,
existe convergéncia de evidéncias acerca da existéncia da Matéria Escura, uma componente do Universo
que comporia &~ 26% de seu contetido energético [13]; por outro, ndo hé dados que apontem para a
deteccao de uma particula compativel com as propriedades necessérias pelo modelo da Matéria Escura [4].
Epistemologicamente, ha de se especular se a comunidade cientifica nao esta em uma situacao analoga
aquela em que se encontrava quando buscava o éter luminifero. No final do século XIX, acreditava-se que
a luz precisava de um meio para se propagar, o éter; a existéncia dessa substancia comecou a ser mais
amplamente questionada com o célebre experimento de Michelson-Morley [14], e foi celeremente rejeitada
apds a publicacao da Relatividade Especial por Einstein, em 1905 [15]. Assim como reescrever certas
leis da mecanica permitiu entender certos fendmenos sem o conceito do éter, talvez uma modificacao das
equagoes de campo da Relatividade Geral permita descrever as anomalias gravitacionais como as curvas
de rotacao de galaxias sem pressupor a existéncia da Matéria Escura.

Na secao anterior, mostramos que as equacgoes de campo de Einstein podem ser obtidas a partir da
escolha da Lagrangiana geométrica Lo = R/2k, isto é, escolhendo o escalar de Ricci R como o invariante
que compoe a Lagrangiana. Um dos requisitos ao qual tal escolha obedece é o de que as equacoes de
campo resultantes sejam de até segunda ordem nas derivadas da métrica. Entretanto, se flexibilizarmos
essa condi¢do, haveria outros invariantes possiveis que poderfamos ter escolhido. Por exemplo, R?, R*' R,
ou R"‘ﬁ“l’RaﬁW (denominado escalar de Kretschmann), além de combinagoes lineares dos mesmos. Embora
cada possibilidade de Lagrangiana produza uma dinamica tedrica de interesse, no minimo, matematico, nao
é surpreendente que nem toda Lagrangiana sera adequada se o objetivo for reproduzir a fisica do mundo
real. O que normalmente falta a uma Lagrangiana arbitraria é algum principio fisico que a distingua das
demais possibilidades, tornando-a plausivel como escolha.

Com esse contexto, vamos substituir o principio de invariancia local de calibre utilizado para obter as
equacoes da RG, introduzindo o principio de invariancia conforme local; este principio requer que a acao
permanega invariante frente a contragoes ou dilatagoes locais da métrica g, — w?g,,,, onde w é um escalar
[16]. Como veremos em seguida, a contracao/dilatacao por w altera a forma dos escalares candidatos a
Lagrangiana que mencionamos até agora, de modo que eles nao sejam escolhas adequadas para compor
individualmente a acao dessa nova teoria, fazendo-se necessario introduzir um novo tensor.

2.2 Transformagoes conformes e o tensor de Weyl

Examinemos o resultado de transformacoes conformes na métrica em alguns dos objetos da geometria
diferencial que definimos até agora. Seja uma nova métrica g,,, conforme a g,,, pela relagao g, = w?g,..
Utilizando a expressao (1.8), obtemos a nova conexao FAH a partir da conexao e métricas antigas por

substituicao simples:

v

A 1A o/ R )
FA}LV = §g>\ (gau,u + Jop,y — g;w,a)
L a
= 5(,&1 2g)\ (a:u(ngCW) + ay<w2ga,u) - 804(0029#1/))
1 Ao Wi o Wr o Wa Aa
= 59 (goa/?u + Gop,y — guu,a) + jlug Gov + Ug Jap — 79 Guv
= F)\},LV + wil (whu'(sAl/ + w,l/(s)\u - <'u7A.q,ul/) . (21)

Assim como construimos o tensor de Riemann a partir dos simbolos de Christoffel pela definigao (1.11),
podemos construir o tensor R, modificado pela transformagao. Por brevidade, deixaremos apenas
indicado o resultado [17]:
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Raﬁ,uz/ = Raﬁuv + g@'uBay — gﬁl,Bofu + 5ayg,3>\B>\ﬂ — 5Ofugﬁ>\B)\w (22)

onde definimos

B% = g Va(ww,) +w? <%5aﬁgwwﬁw,o - ga7w75w77> : (2.3)

Por extensao, o tensor de Ricci fica
Ryw = Ry = 9B\ — 2By, (2.4)

e o escalar de curvatura resulta ser
R=w?[R-6BY]. (2.5)

Como podemos observar por (2.2), (2.4) e (2.5), R3,,, R, e R nao sio invariantes frente a uma
transformacao conforme da métrica. No entanto, podemos construir uma combinagao desses trés objetos
com a métrica para conseguir um tensor conformemente invariante, o tensor de Weyl C% . Deixando
(2.2) em sua forma totalmente covariante, o tensor Cyp,, em 4 dimensoes é definido como [7, 17, 18]:

1 R
Oa,B;w - Raﬁ,ull - 5 (ga,uRBV - gauRﬁ,u + gﬁuRa,u - gﬁ,uRcw) + E (gaugﬁ’v - gauQﬁu) . (26)
O célculo direto mostra que CA’QBW = Cqpu; novamente, por brevidade, deixamos apenas indicado tal

resultado.

Passemos agora a andlise das propriedades deste novo tensor. Relembrando-nos das relacoes de antis-
simetria dos indices em (1.14), concluiremos que o tensor de Weyl em (2.6) respeita as mesmas trocas de
sinais frente a trocas de indices que o tensor de Riemann:

Caﬁ,uu = _Cﬁa,uz/ = _Caﬁz/,u = C,uuaﬁ- (27)

Gracgas as mesmas relagoes de antissimetria entre pares, verifica-se que g“BCagw, = g"Copuw = 0.
Ademais, poderfamos tentar definir um novo tensor de forma equivalente ao tensor de Ricci, contraindo
dois indices “cruzados” (nao pertencentes ao mesmo par de antissimetria):

(0% (0 1 (07 (e} (0% (07
9" Cappw = 9" Ragur — 5 (9" 9o sy — 9" Jow Ry + 950 9™ Rop — 9™ 9o Raw)

R (07 (03
ty (9™ Gong0 — 9™ 9w 98p) -

Contudo, esta tentativa mostrar-se-a infrutifera quando computarmos a expressao acima. Pela con-
trac@o de indices e pela equacao (1.15), temos que ¢ Rapgu, = R”mw = Rg,. Além disso, como g*¥ ¢ a
matriz inversa de g,3, temos a relacao ¢**g,, = 0*,, em que 0%, é a delta de Kronecker. Juntando todos
esses resultados, ficaremos com:

9 Copuw = Bg, = 5 (4Rsy — 0", Rpy + 9o R — 0% Ras,) + — (495, — 8", 95,.)

6
1 R
= Rov — 5 (4Rsy — Ry + gou R — Rpy) + (4950 — 90)
1 1
= RBV - 5(2R,Bu + gﬁuR) + EQ,BVR = Oa (28)
o que mostra que o traco de Cyg,,, ¢ nulo (CM,BW = 0). Assim, como mostramos que todos os tragos

nao-nulos do tensor de Riemann resultavam essencialmente no tensor de Ricci através das relagdes (1.14),
as relagoes em (2.7) mostram que todos os tragos possiveis do tensor de Weyl sao identicamente nulos. Este
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é um fato curioso, pois nao esperariamos, a priori, que a imposicao de invariancia conforme construisse
um tensor de trago nulo. Assim, da equagao (2.6), podemos também interpretar Cyg,, como sendo a parte
de traco nulo do tensor de Riemann R,g,, .

2.3 Equacao de Bach

Como visto na secao 1.2, a base de uma teoria no escopo da interacao massa-energia-curvatura, intro-
duzido por Einstein, jaz na escolha de um escalar adequado para compor uma Lagrangiana. Ao aplicar o
principio variacional a acao resultante, obtém-se a dinamica a qual a métrica g,, do espago-tempo deve
obedecer, embutida nas equagoes de campo. Para a teoria da Gravidade Conforme, o escalar escolhido
é o quadrado do tensor de Weyl, mediado por uma constante de proporcionalidade —a. Assim, teremos
uma agao com o mesmo formato daquela em (1.26), porém com a diferenca de que L5 = —ozC’agﬂyCaﬂ“”.
Assim como fizemos antes, ignoremos inicialmente a existéncia de massa e comecemos analisando o novo
ingrediente da teoria, isto é, a acao

2
S = —a / Cop O /=g d*z = —a / (RQWRWV —2R,sR* + %) V—g d'z. (2.9)
M M

Para a segunda igualdade em (2.9), utilizamos o resultado (B.4) no apéndice B. Para simplificar essa
expressao, podemos lancar mao de um resultado do céalculo tensorial. Em quatro dimensoes, verifica-se
que a seguinte Lagrangiana é nula:

/ (RapuwR*P" — AR, R* + R?) \/—g d'z = 0. (2.10)
M

O integrando de (2.10) é uma divergéncia covariante perfeita em quatro dimensées e é conhecido como
Lagrangiana de Lanczos [19, 20]. Utilizando tal identidade, podemos eliminar R,g,, R***", obtendo a
expressao consideravelmente mais simples:

1
SG = —20[/ (RMVRMV — §R2) vV —g d4.T. (211)
M

Para obter o equivalente das equagoes de campo de Einstein para a GC, temos que entao aplicar o
principio variacional a esta Lagrangiana, explicitando novamente a dependéncia variacional de dg"” pela
integral. Assim, tomando a variagao de S e definindo o escalar J = R,,, R"" — %RQ:

5S¢ = —2a /M &'z 6 (Jy/=g) = —2a /M d*zy/—g (5J + 5(—\/\/_;_;7)J)

1
= —Qa/Md‘lx\/—g <5J — §g,WJ(5g“”> . (2.12)
Para alcancar a forma que desejamos, precisamos colocar a primeira parte da integral no formato

/ d*z\/=q 6J = / d*zv/—g Auwdg™,
M M

para algum tensor A,,. Para tanto, precisamos calcular §.J explicitamente:

1 1
8] =6 (RWRW — 532) =6 <gwg”ﬁRaﬁRW — 532)

2R
= 66" 9"’ Rag R + 6"*69"° Rop Ry + 0" 9" 0 R Ry + 9" 9" Rupd Ry — 5Ok (2.13)
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Analisando (2.13) e fazendo a troca adequada de indices mudos, vemos que o primeiro e segundo termo
da tltima linha sao idénticos; idem para o terceiro e o quarto. Substituindo JR pela expressao em (1.21),
obteremos entao:

2R
6J = 29"’ Rop 09" + 2R" SR, — ?53

E

3
A 2 77 v 2 v

= (2R Rya — SRR | 69" + (2R" = 59" R ) 0R,. (2.14)

= 2R R,,09"* +2R" R, — (Ruwog"” + g"oR,,)

Desse modo, como o primeiro termo esta na forma que desejamos, resta-nos apenas reescrever a seguinte
integral no mesmo formato:

L = / d*oy/— ( 2R" — gg‘“’) R, (2.15)

O calculo detalhado para reescrever I esta no apéndice C. A expressao resultante é aquela da equagao

(C.3):
1
I = / dzy/—g ( V.V,R—V,\V*R,, — 2RAHRAZ,+2R“‘3RWVB+égw,VAVAR> 5gH.

Unindo esse resultado a equacao (2.14), a substituigao em (2.12) implica:

1 1
§Sa = —2 / d*zv/—g (QR LR — 3RRW> Sg — 59 (RaﬁRaﬂ — §R2) St

1 1
+ (gvuvyR — VaV R — 2R Ry, + 2R Ry + agWV,\VAR) 59“”]

= —2a / dz\/—g v V,R — V,V*R + 69,“,(}32 + VAV R — 3R,sR™")

2
+ 2R R0 — SRR | 69" (2.16)

Finalmente, podemos aplicar o principio variacional. Como dg*” é arbitrario, 6S = 0 implica que o
integrando ¢é nulo. Portanto, definindo o tensor de Bach W, [21]:

2

-RR,,, (2.17)

3
temos que a equagao obtida pelo principio variacional ¢ W, = 0. Novamente, esta equacao nao leva

em conta a possivel existéncia de matéria e energia, decorrente de uma Lagrangiana L,,, como haviamos

definido na secao 1.2. Seguimos o mesmo procedimento para obter as equagoes de campo que envolvem o

tensor de energia-momento, definido pela equagao (1.28):

1 1
W;w - gvﬂvvR - V)\V)\R/w + éguu(RQ + VAV)\R - BRaﬁRaﬁ) + QRQBRALCWB -

S =056+ 68, = —2a/ W, 69" /—gd*z + (\/ 9Lm)8g" \/—gd*x
e T V

1
= -2 —T, . 2.1
of e ) -

Fazendo 6S = 0, ficamos finalmente com
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1
Wi = =7~ (2.19)

Novamente, essa espressao € simétrica e de derivada covariante nula nos dois lados, sendo possivel
mostrar isso a partir de (2.17) por calculo explicito.

2.4 Solucao da equacao de Bach no vacuo

Na Relatividade Geral, uma métrica é dita estatica se ela ndo muda no tempo [7]. Esse conceito é
de grande utilidade matematica, pois apesar de ser aplicavel a um subconjunto restrito de métricas, ha
grande simplificacao nos célculos que levam as equagoes de campo de Einstein. Na natureza também é
tipico nos depararmos com objetos de simetria esférica — planetas e estrelas, por exemplo — em que nao
haja direcao preferencial em relacao ao seu centro (isotropia). A imposigao dessas duas condigoes forca
um elemento de linha ds? a ter esta forma:

ds® = b(r)dt* — a(r)dr® — r*dQ?, (2.20)

onde r é a coordenada radial e df2 é um elemento de angulo sélido na esfera, tipicamente parametrizado
pelos angulos polar e azimutal, 6 e ¢, como dQ? = df? + sin® 0d¢>.

A primeira solugao analitica nao-trivial encontrada para as equacoes de campo de Einstein tem uma
métrica justamente no formato (2.20); Karl Schwarzschild, responsével por descobri-la, publicou a solugao
em 1916, pouco depois de Einstein ter publicado a sua Teoria da Relatividade Geral [22]. A solucao de
Schwarzschild é obtida supondo a inexisténcia de matéria onde o espago-tempo esta sendo analisado, isto
é, através da imposicao T, = 0. Como ja visto em (1.25), isso acarreta R,, = 0, uma equacado simples
para os padroes da RG. Nao obstante a falta de massa-energia no local de andlise das equacoes, supoe-se
a existéncia de uma massa M externa, que gere uma perturbacao no tecido do espago-tempo, percebida
como um campo gravitacional no local de andalise. A métrica de Schwarzschild, que obedece a todas essas
condicoes, é entao escrita como:

-1
ds* = (1 - %> dt* — (1 - &> dr? — r?dQ?, (2.21)

r r

onde R, é o raio de Schwarzschild, escrito em unidades naturais com ¢ = G = 1 como R, = 2M
(Rs = Q%M no Sistema Internacional). O raio de Schwarzschild serve como um fator de escala para o
sistema, e depende da massa M que gera o campo gravitacional, nao surpreendentemente. Para r — oo,
a expressao se torna a métrica de Minkowski para o espaco plano, como também se esperaria. Tomando o
limite classico em que as velocidades |dz®/d7| < 1, podemos obter, através de (1.31) e (2.21), o potencial
gravitacional classico:

R M
S A —— (2.22)
2r r
Nosso objetivo é obter o equivalente da métrica de Schwarzschild para a equacao de Bach. Para isso,
partimos de (2.20), substituindo r — p por conveniéncia.

ds® = b(p)dt* — a(r)dp?® — p*dQ>. (2.23)

Vamos executar uma transformagao de coordenadas nesse elemento de linha. Comecgemos definindo
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uma funcao p tal que p = p(r), onde r é a coordenada que substitui p. Temos entao que:

ds* = b(r)dt* — a(r)p'(r)*dr?* — p(r)*dQ?
2 1.2 2 TRy
_ p(r)* [r b(r)dtQ _r a(r)p'(r) dr? — 12402

r2 | p(r)? p(r)?
— p(;;) [B(r)dt2 — A(r)dr® — r2dQ2} ,
onde definimos
_ P (r)? i)
A==y =0y

Podemos entao escolher a funcao p(r) de modo a simplificar a expressdo. Uma escolha tipica é impor
que B(r) = 1/A(r). Tal escolha equivale a seguinte expressao para p(r):

r2b(r) p(r)? ::{Mﬂr_ 1

p(r)2 — r2a(r)p/ (r)? p(r)?

Assim, o elemento de linha torna-se

—

_ _;L_/__ﬂ;_
~ rla(r)b(r) p(r) ) r2/a(r)b(r)

dr?
B(r)dt? — ——
Bt - g
Nota-se que esse elemento de linha possui um fator de escala p(r)?/r?. Sabemos que o elemento em
(2.23) esta associado a um tensor W, (p). Imaginemos agora uma transformacao conforme na métrica em
2.24) tal que g,, — w?g,,, com w = ——. Essa transformacao resultaria no elemento de linha
Iu I p(r) >

- erQZ] . (2.24)

9 , dr?

ds* = B(r)dt B0

que estd associado ao tensor W, (7). Assim como hé uma transformacao conforme da métrica entre os

dois elementos de linha, ha também uma relacao de conformalidade entre W, (p) e W, (r), em particular,

W (p) = W (r) = w2W,,(p) [16]. Portanto, a forma mais geral de uma métrica estdtica e esfericamente
simétrica é aquela apresentada em (2.25), a menos de um fator multiplicativo dependente de r.

Vamos entdao calcular o tensor de Bach para essa situacao. Primeiramente, parametrizamos dQ? =
df? +sin?(0)d¢?, de modo que as coordenadas utilizadas sejam a# = (t, 7,6, ¢). Vamos optar, sem perda de
generalidade, por calcular o tensor misto de Bach W* para essa situagao. Apesar de extenso, este processo
consiste em substituicao direta nas equagoes (1.8), (1.15), (1.16) e (2.17), nessa ordem. Denotaremos uma
derivacdo da funcdo B em relacdo a r por uma linha; derivadas de ordem 4 sdo denotadas por B™.

Iniciamos computando os simbolos de Christoffel FAW. Os tnicos simbolos nao nulos sao:

— r2d§)?, (2.25)

B/

0 _ 70 _
o =170 = 2B I',; = —rBsin’*(0)
oo EBB’ %, = —sin(#) cos(f)

0 =5 5 3

B [Po3 = I, = cot(f)

., =—-— 1

1 2B [Py =T =T, =T% =~
r,,=—rB "

Com esses simbolos calculamos o tensor de Ricci misto R*, = g** R,,,. O resultado é um tensor diagonal
de componentes:
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B" B 1-B B
0 1 5 r € 2 3 2 r

J& o escalar de curvatura é obtido somando os valores da diagonal de R¥, (R = R",), resultando em:

p_20-B) 4B .,

r2 T

Finalmente, o tensor de Weyl também acaba sendo diagonal, com componentes [18]:

1 BB” BBW

O P —_—_—
1 BB///
1 — P —
Wl_f(r) 37"4+ 3r )
: 1 BB" BBW
2 _ 3 _
Wh =W = —f(r) + g+ ——+ ——

onde f(r) é uma funcao explicita e implicita de r, dependendo também de B e de suas derivadas:

|1, 1 (B" (B\° 2B\ 1BB" 1 (B"\° 1BB"
_BR2 |l [y () 222 ) - = — (=) ==
f(r) 31 3 B+(B> 3B ) 3 B +12(5‘) 6 B
Destacamos que f(r) é de terceira ordem nas derivadas de B. As seguintes identidades sdo entao
validas.

B B d*
0O Wl = — 4B" BN —=—_="" (B 2.2
W 37’( +rBY) 3r dr4(r ) (2.26)
B B d*
WL LW = AB" BYY = =~ _(rB). 2.27
1t 67"( +rB) 67“d7’4(r ) (2.27)

Se estivermos tratando da situag¢do no vacuo, 7" = 0, implicando W*# = 0. Das equagdes (2.26) e
(2.27), temos entao uma equagao diferencial de quarta ordem de solucao elementar:

4

F(TB) =0 = rB= Co + car + C2T2 + C3T3
r

B(r) = 24 1+ cor + ez, (2.28)
r

onde ¢; sao constantes, a principio arbitrarias. No entanto, temos mais constantes do que deveriamos;
se analisarmos W, percebemos que a sua expressao é de terceira ordem em derivadas de B(r). Portanto,
nao devemos ter quatro constantes arbitrarias, ja que W? = 0. Substituindo (2.28) na expressio de W1,
chegamos a uma equacao bastante simples:

2

Wl . 1— C1 + SCOCQ
= 4
3r

Nota-se que, caso ¢y = 0 ou ¢ = 0, ¢? = 1. Nesta situacao, escolhemos ¢; = 1 e nao ¢; = —1, a fim de

que preservemos a métrica de Schwarzschild como um caso particular da métrica geral. Uma maneira de

parametrizar esses coeficientes entao é fazer ¢y = 1 — 387, ¢ = 7, c3 = —k, sendo 3, v e k arbitrarios. ¢
fica entao:

=0 = ¢ =1+ 3cyca. (2.29)

cf =14+3ccy = (1— 367)2 =143ycy = o= —p(2—30y).

Assim, ficamos com a nossa expressao final para B(r):
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B(ry=A"(r)=1- B2 —36y) ;367) — 367 + yr — kr’. (2.30)

Percebe-se, de imediato, que esta métrica se reduz a métrica de Schwarzschild, no limite r — 0,
contanto que —387 seja desprezivel. Por outro lado, se fizermos v = 0, temos a solucao de Schwarzschild
com um termo quadrdtico extra, —kr?. Esta métrica é obtida através da solugao da equacao (1.33), e é
denominada métrica de Schwarzschild-de-Sitter. Tal solucao também permite escrever a constante k como
k= A/3 [16, 23]. Vamos agora examinar dois casos de interesse para B(r).

Em primeiro lugar, se fizermos k£ = 0, obtemos a métrica de Schwarzschild com um termo que cresce
linearmente com a coordenada radial r. Como veremos adiante, este termo é providencial para explicar
a alta velocidade das curvas de rotagoes de galaxias, pois indica que o potencial nao decai para escalas
suficientemente grandes, mas sim cresce.

Em segundo lugar, examinemos o caso em que = 0, equivalente a considerar r suficientemente grande
e desprezar —337. A fungdo B(r) resulta ser, simplesmente:

B(r) =1+~r — kr. (2.31)

Facamos agora uma nova transformagao conforme fazendo as subsitui¢oes de coordenadas r — ¢ e
t — 7, definidas por:

B 4r B 4r dt_dT (2.32)
K 2/ 1+yr —kr2+24+~r  2y/B(r)+2+r o’ .

onde a = a(7). A partir delas, é possivel mostrar que a métrica (2.25) toma a seguinte forma:

, 1 [1=¢*(4*/16+ k/4)]° 2 o(r)? o
"y <1—’Vq/4)2+kq2/41 {d 1= @(2/16 1 ke 0 T4 >}- (2.33)

Mas esta métrica é conforme a métrica:

o(r)’

[1—q*(7*/16 + k/4)]?

que é a métrica de Robertson-Walker (RW) [16], utilizada extensivamente para descrever modelos

cosmoldgicos, inclusive com a constante cosmoldgica A presente. No entanto, este modelo nao supos a

existéncia de tal constante, fazendo surgir a métrica de RW a partir da exploracao da estrutura conforme da

teoria. Portanto, conseguimos, a partir de uma mesma solucao da Gravidade Conforme, obter um modelo

para descrever as curvas de rotacao de galaxias e a expansao do Universo, sendo esses dois fendmenos
separados nesta teoria pelas escalas em que ocorrem.

ds? = dr? — (dg® + ¢*d?), (2.34)

2.5 Ajustes de curvas de rotacao de galaxias

Concentremo-nos agora no problema das curvas de rotacao de galaxias. Na Mecanica Cléssica, uma
particula de massa m que orbita uma galaxia tem de obedecer a Lei da Gravitacao Universal. Supondo
que tal particula tenha uma trajetoria circular de raio » em torno do centro galactico e aproximando que
toda a massa M esteja concentrada nesse centro (plausivel para a periferia galdctica), temos que a forca
gravitacional equivale a uma forga centripeta, implicando (em unidades do SI) que:

v? GMm v? GM
_— =

m— =
r 72 r r?

— 0, para  — 00, (2.35)

ou seja, esperariamos que a velocidade v de tal particula — que poderia ser facilmente interpretada
como sendo uma estrela — deveria ter a dependéncia v ~ r~%/2 com o tamanho de sua érbita. Tal resultado
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é inclusive esperado na RG, ji que obtemos fundamentalmente o mesmo perfil newtoniano (ver potencial
(2.22)). No entanto, isso nao é o que se observa, sendo identificada uma curva que nao cai no infinito, mas
que sim fica constante (ou até mesmo cresce, como argumentaremos em seguida). Esta é a origem da ideia
de Matéria Escura, uma substancia cuja distribuicao de massa ainda se prolonga muito além do limite
visivel das galdxias, impossibilitando a suposi¢ao de massa concentrada no centro galactico que fizemos e,
de fato, acarretando um perfil aproximadamente constante para a periferia luminosa da galaxia.

As teorias da Gravitagao Universal e da Relatividade Geral nao explicam os perfis observados das
curvas galacticas de rotacao. Vejamos entao como podemos abordar este problema utilizando a solucao
que obtivemos para a Gravidade Conforme. Partimos da fungao (2.30) para o caso com r da ordem de um
raio galdctico (r ~ 10 kpc). Suponhamos que esse raio seja pequeno o suficiente para desconsiderarmos o
termo —kr?, mas grande o bastante para que 7 importe. Isso equivale a fazer k ~ 0; supondo também
que —307 seja desprezivel, a funcao B(r) se encaixa no primeiro caso que haviamos discutido:

B(r)y=1- ? + . (2.36)

Fagamos procedimento semelhante ao que foi feito para obter o potencial ® em (2.22). Isto consiste
em fazer a substituicao —% — —% + ~yr, resultando no potencial:

B v

d=——+4—r 2.37
r + 2r ( )
Para obter a forca radial associada a esse potencial, temos que fazer ' = —m%, resultando em
B
F=- —+—=. 2.38
m(5+] (2:38)
Igualando a forga centripeta:
v? B~ 2B
—m— = — =+ = =— 4+ —r. 2.
m- m<r2+2):>v T+27" (2.39)

Percebamos que, neste modelo, v ndo é nula para r — oo, mas sim tem dependéncia do tipo v ~ /2,
o que de fato indica crescimento das velocidades para r suficientemente grande (dentro dos limites que
estabelecemos para que o termo quadritico —kr? nao importe). Ainda assim, para r suficientemente
pequeno, o perfil volta a ter a forma cldssica, com v ~ r~%2. A figura 1 mostra como tal perfil de
velocidades é condizente com as observacoes obtidas para galdxias de diferentes perfis, com luminosidades
que variam por um fator de 103. Nota-se que alguns dados aparentam estar aumentando sua velocidade
na medida em que ha um aumento do raio r, como previsto pela GC. Para mais detalhes acerca dos dados
dessas galédxias, ver a referéncia [24].

Faz-se necessario destacar que o modelo da Gravidade Conforme nao faz quaisquer suposicoes sobre a
existéncia de Matéria Escura, sendo autossuficiente para descrever as curvas de rotacoes de galaxias obser-
vadas. Tal exemplo de teoria, independentemente da sua verossimilhanca ultima com outras observagoes,
mostra que ha teorias modificadas da gravidade que podem replicar eficazmente resultados experimentais
interpretados como o efeito da Matéria Escura sem supor a sua existéncia.

Figura 1: Curvas de rotagao de 11 galdxias. O eixo vertical sdo as velocidades (km/s) e o eixo horizontal
¢ a distancia ao centro de cada galaxia em unidades do raio Ry do disco da galaxia na regiao do visivel.
Os pontos com barra de erro sao os dados observacionais. A linha sélida é o resultado da GC, levando
em conta as incertezas dos dados; a linha tracejada mostra o potencial Newtoniano e a linha tracejado-
pontilhada mostra o termo linear. A curva pontilhada é o ajuste da GC tomando apenas o valor médio
dos dados observacionais, desconsiderando as barras de incerteza. Fonte: Mannheim, 1997 [24]
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3 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi examinada a teoria da Gravidade Conforme, uma proposta de teoria alternativa da
gravidade a Relatividade Geral. Sua base fundamental é a subsituicao do principio de invariancia local
de calibre pelo principio de invariancia conforme, levando naturalmente a uma Lagrangiana costruida a
partir do tensor conforme de Weyl. O resultado é uma teoria matematicamente mais complexa, ja que suas
equacgoes de campo sao a equagao de Bach. Contudo, a teoria é capaz, numa das situagoes nao-triviais mais
simples, de adequadamente descrever dois fenomenos de extrema importancia para a astrofisica: as curvas
de rotacao de galaxias e a expansao acelerada do Universo. Sua maior conquista é o fato de fazé-lo sem
invocar conceitos consolidados na literatura, mas que nao possuem um entendimento mais profundo de
seu funcionamento, como a Matéria Escura e a Energia Escura. Tal autossuficiéncia pode ser inspiradora
para a confeccao de novas teorias da gravidade, pois nao presupoe nem faz assercoes sobre substancias
que, para todos os efeitos além dos gravitacionais, nunca foram observadas.

Obviamente, a GC permanece com o status de proposta, nao sendo parte da corrente principal que
vigora na astrofisica, que é a de que a Relatividade Geral estd correta (desconsiderando possiveis efeitos
quanticos da gravidade) e de que tanto Matéria Escura quanto Energia Escura possuem realidade fisica,
como substancia e como densidade de energia do vacuo, respectivamente. Ainda assim, propostas al-
ternativas as correntes principais estao na esséncia da quebra de paradigma caracteristica da ciéncia e,
embora nem toda proposta resulte em uma revolugao do conhecimento, hd um valor intrinseco em buscar
novas possibilidades para explicar fendmenos pouco compreendidos. Ha valor inclusive no ambito didatico,
pois teorias como essa estimulam a criatividade e mantém os cientistas mais vigilantes, tornando-os mais
preparados para reconhecer quando grandes saltos tedricos estiverem prestes a serem dados, mesmo que
sejam resistidos em um primeiro momento.
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Apéndices

Apéndice A: Variacao de g, e de F/\W

A métrica g, e sua inversa possuem uma relagao de ortogonalidade:

9" go = 0", (A1)

onde ¢, é a delta de Kronecker, caracterizada por 6#, =1 se u = v e 0*, = 0 se u # v. Tomando a
variacao de (A.1), obteremos:

09" 9o + §"09or = 0 = G 09" = —g"*0gan-

Multiplicando por g™ a expressao acima (e somando em v), obteremos:

g)\ygmj(ggua — _gAVgua(SgaV — 5g,u)\ — _g)\yguaégm” (AQ)

onde, novamente, utilizamos a propriedade de ortogonalidade no lado esquerdo da equacao. A equacao
(A.2) permite-nos transformar variagbes da métrica covariante em variagdes da métrica contravariante e
vice-versa, por inversao simples da equacao utilizando novamente (A.1). Além disso, podemos obter uma
igualdade que nos serd de grande utilidade; multipliquemos, a expressao anterior por um tensor U,y. O
resultado, apds renomeacao adequada de indices, seré:

Udg™ = —U"6g,,. (A.3)

Ou seja, para trocar a contragao de um tensor com a variagao covariante da métrica pela contracao com
a variacao contravariante ou vice-versa, basta trocar o sinal da expressao e “elevar ou rebaixar” indices.
Notamos que essa expressao é flagrantemente distinta de (1.3); isso ocorre porque temos que levar em
conta a variacao da métrica para elevar ou rebaixar indices.

Outro resultado que desejamos é sobre a variacao do determinante da métrica, dg. Para deduzi-lo,
vamos utilizar a férmula de Jacobi para o calculo matricial. Seja A = A(t) uma matriz cujas entradas
dependam de um parametro t. A férmula de Jacobi diz que [25]:

dA} . (A.4)

d _ -1
7 det(A) = det(A) - tr {A e

Essa expressao também é valida se substituirmos a derivada em relacao a t pelo operador § que simboliza
a variac@o do objeto. Fazendo também A = [g,,], teremos:

§ det([g,]) = det([g,u]) - tr ([guw] 0lgw]) = 69 = 99" 0. (A.5)

Para os cédlculos da variagdo da agdo desse trabalho, é necessario conhecer a expressao 6(y/—g) em
fungao de d¢g"”. A partir de (A.3) e (A.5), tal célculo torna-se simples:

— _ 1 _ g v _1 — v __1 — ng
3(v—g) = —2\/_—959— =" 09w = 5V=99" 09w = =5V =99w09"" (A.6)

Passemos agora ao calculo da variacao do simbolo de Christoffel F’\W. Variando (1.8), obtém-se:

1

«a 1 a
5F)\uu = éégA (gau,u + Japuy — g,uu,a) + 59’\ (59@,“ + 5ga,u,1/ - 59;;1/@)-

Utilizando (A.2), podemos reescrever o primeiro termo, obtendo:

g 1 o
6FAW = —gMT w0Gno + §g’\ (09avp + 09apuy — 0Gum.a)-
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Vamos agora substituir as derivadas parciais do segundo termo pelas derivadas covariantes equivalentes,
invertendo a expressao (1.6):

5gcw,u = v,u,((sgow) + Fﬂ#a(sgﬂv + Pﬁ,uz/(sgaﬂ
5gcw,u vl/((sgau) + Pﬂyaégﬁu + Pﬁuuégaﬂ
59#1/,04 = va((sgm/) + Pﬂa,u(sgﬂl/ + Pﬁau(sgﬂﬂ‘

O resultado disso sera:

1 o 1 « o
0% = 59 (Vu(09ar) + Vi(0gan) = Va(gu)) + 59 (17,0005 + T7,,0005) = §7"T7,,00m0-

Porém, os ultimos termos se cancelam, pois Fﬁw = Fﬁw, restando apenas a expressao em derivadas
covariantes da variacao da métrica:

1
0T = 59" (V(690) + Vi (8g0s) = Va(6gu)) (A7)

(A.7) mostra claramente que a variacao do simbolo de Christoffel é um tensor, pois resulta da soma de
derivadas covariantes de outros tensores.
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Apéndice B: Contracao do tensor de Weyl C’QBWCQBW

A partir da equagao (2.6), podemos obter a versao contravariante do tensor de Weyl levantando os
indices:

1

R
Coeﬁ/u/ — Raﬂ/u/ o 5 (gauRﬁV o gauRBu + gBVRaM o gﬁuRaV) + E (gaugﬁy o gaugﬁu) ) (Bl)

Para facilitar na visualizacao dos célculos podemos definir:
1
Aoeﬁ/uz — _5 (gauRﬁu o gauR,Bu + g,BuRau . gBuRow) ’

Bocﬁuu — % (ga,ug,Bu o gaugﬁu) ]

Assim:

Caﬁ,uy — Raﬁ/ﬂ/ _i_Aaﬂ,uy _i_BaB;w,
Ca,@/uz = Raﬁulx + Aaﬁ/_w + Baﬁp,l/-

Ou seja, a expressao que precisamos calcular é

CopiCM = Ros R*™ + Ropuy AP + R B
+ A, By RoBuv + A, By AaBrv + A, Sy BBy
+ Baguw BM + Bogu A" + Bogu, B (B.2)

Pelo argumento apresentado em (1.3), vemos que:

CoapuCOP" = R R + Ay AP 4 B BPH
+ 2 (Rapuw A" + Rogu B + Angu B . (B.3)

Resta-nos calcular os termos que envolvem os tensores A e B:

aBuv 1 a v av v pa av
Aa,B;wA P = Z (gauRﬁy - gauRB,u + gﬁl/Rau - gﬁuRau) (g MRﬁ —4g Rﬁu + gﬁ R — gﬁﬂR )

1
- Z(mﬁuRﬁ” — 6" Rg, R" + R* — 6% Ro,, R™ — 6", Rg, R™" 4+ 4R3, R — 6% Ro R + R?
+ R* — 0" Ry, R + 4R, R*" — 0" Ro, R — 0°, Rg, R® + R* — 6", R0, R* + 4R0, R™)

1
= 7 (4 X 4R RY — 4 X 2Ry R + 4R?)
= 2R, R" + R?,
Aaﬁ;w

Raﬂ/ﬂ/ ou phy _ gavRﬁu + gﬁl/Rau _ gﬂuRw) Raﬁuu

R g Roguw — R"9* Ropu + R 9% Ragp — R 6" Ropyu )

R R*

Buv

+ R“R",, + R*R",,, + R* R"

—5 (9

=35

—= (R g™ Rapp + R™ g™ Raguy + B9 Rgay + R 9" Roapu)
I auv)
=5

R Rg, + R Ry, + R*" R, + R* Ry,) = —2R,, R",

[\Dlr—ll\alb—l\nlr—twli—wh—t
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aBuv R « v av
A P = —— (g Hgﬁ - 9g gﬁﬂ) (gauR,Bu - gal/R,B,u + gﬂuRa,u - gﬁ,uRazz>

= — 5 (AR = 0 RY, +4R — 6% R’, — 0", R, + 4R — 0% R’, + 4R)

R 2

R R
Rappu B = 2 (9797 = 9°'9™) Ropw = 5 (9°'9™ Raspur = 9°9™ Ragy)

6
R R
_ g (gaugﬁvRQBW + go‘”gﬁ”Raﬁw) — E (QBVRALBW + gﬁuRuﬁw)
R, 4, R2
=5 (9" Rgy, + ¢""Rg,) = 5 X 2R=7,

(0% v R2 (0% 1% v
B™ Bogu = — (99" — 9*9"") (dan9s0 — Jaw9s)

36
R2

=25 (4% 4—0"08", —8",0", +4 x4)

_ 24R?  2R?

T3 3

Substituindo esses resultados em (B.3), obteremos finalmente que:

2 2 2
Caﬁ,ulloaﬁwj = RaﬁuuRaﬁwj + 2R,u1/ij + R2 + % + 2 (—2RHVR/W + % — RZ)
2

= Rapu R*" — 2R, R + %. (B.4)
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Apéndice C: Calculo da integral em (2.15)

Partimos da integral:

2
I = / d*z/—g <2R’“’ — §gWR> OR,,.
M
Vamos definir S* = 2RM — %g“”R. Substituindo 0R,,, pela expressdo obtida em (1.22), ficamos com:

I = / d*zy/ —g S* (VV((SFAM)\) - VA((SFAMV)) :
M

Vamos aplicar a versao covariante da integragao por partes para reescrever I;. O teorema da divergéncia
apresentado em (1.9) afirma que, para um tensor A",

/ V. A" —g d*z :/ AN/ —g d¥,.
M oM

Suponhamos que A* = 0 na fronteira M da variedade (é o nosso caso, pois dg,, = 0 na fronteira);
entao o lado direito da expressao acima € nulo. Imaginemos em seguida, por exemplo, que A* = B*(C,,,
onde B e C sao outros dois tensores. A regra do produto também se aplica a derivada covariante, de modo
que:

/ BV ,C\/—g d'z = —/ C,V,B"\/—g d'z. (C.1)
M M
Utilizando (C.1), I fica:

I =— /M d'z/=g (V5" 0T, — VASH#eT?,,) .

Substituindo a varia¢ao do simbolo de Christoffel pela expressao encontrada em (A.7):

1
hi=— [ a5 50 |V (9,(6903) + Va(00) ~ Valdg)
M

_VASMV[VM((SQOW) + Vu(dgau) - va((sg;w)]] .

Mais uma integracao por partes em todos os termos resulta em

1
I, = /M d*z/—g §gm V. V5 0gan + VaV,S5* 0G0, — VoV, S 0g,n

Y, VA8 80y — Vo VS 80y + VQV,\SW(SgW] .

Renomeando os indices e evidenciando o fator dg,,, obtém-se

1
I, = /M d*z\/—g 3 [ngavﬁsaﬁ + gM [V, Vo] SHY — g2V VASH — MMV VS + gAO‘VaVASW] G-

Podemos agora utilizar (A.3) para “trocar” dg,, por dg"”. Lembrando sempre que S* é simétrico,
obtemos:
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1
I = / d*z\/—g 3 [— G VaV S = g [Va, Va5, 4 g% VaVaS, + 07, Va VS, — Vo VaS, | 0.
M
(C.2)
Precisamos agora explicitar os termos restantes. O primeiro termo fica:

1 p
Vo V55 = 29, V.V (R"‘B - gga6R> = 20, VaVsR™ + 209" VaVsR

2
= —guwVaV*R + ggNVVaV“R
1
= —gg/ﬂ,vavaR.

Na segunda linha, utilizamos a identidade contraida de Bianchi VzR*? = %VO‘R [7]. Para o segundo
termo, lembremo-nos que g%, = 6%, e que [V,, V5|R = 0, obtendo

1
9%, [Vx, ValS%, = [Va, V5%, = 2[V,, V) (Rf’; — ggC;R)

= 2[V,, V,]R®, = —2R® R’ + 2R, R
= 2R R 0y — 2R, R?,,

onde utilizamos a expressao geral para o comutador de derivadas covariantes obtida em (1.13) e a
propriedade de levantar e rebaixar indices apresentada em (1.3). O célculo do terceiro termo é semelhante
ao do primeiro:

1
gal,VQVAS’\u = VVV)\S)\H =2V, V, (RA“ - ggAufi))

2
=2V, VoR, = SV, VR

2 1
=,V = SV, VR = 2V, VR
1
- gV#VZ,R

E o quarto resulta em algo semelhante ao segundo:
gANVaV,\SaV =V,V,.5% =V, V.5 + [V, V]S54

2
= QVHVQRQV - ggauv#vQR + Q[VOH v#]RaV

2 (0%
= VuVoR = SV, VR = 2Ry, R, + 2R Ry,
1
= ViV R+ 2R Ryoy, = 2Ry R

Da peniltima para a tltima linha, trocamos i e v de lugar nos iltimos dois termos (sempre obedecendo
as simetrias dos tensores de Riemann e de Ricci), a fim de que eles ficassem idénticos aqueles encontrados
no segundo termo. Por fim, o quinto termo fica:

1
_g)\avav)\slw = _2vava (R,ul/ - gguuR>

2
= —QVQVO‘RMV + gguyvavaR'
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Ao final, juntando todos esses resultados e substituindo em (C.2), ficamos com a seguinte expressao
para Iq:

1 1
I = / d*z/—g (§V,NVR — VaV* R — 2R Ry, + 2R Ry + ggm,VAVAR> SgH . (C.3)
M
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