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Resumo

Nesta dissertacao, iremos calcular o posto combinatério de alguns grupos quanticos
da forma u;j(g)7 no qual g é uma algebra de Lie simples. Calcularemos as bases PBW,
o coproduto dos elementos da base, os elementos skew-primitivos e os skew-centrais para
as quantizagoes de tipo A,, B, e C,, n < 3, e, por fim, concluiremos que x(u] (4,)) = 2,
para n € {2,3}, k(ug (B2)) = 2, k(u] (B3)) = 3 e k(uf (C3)) = 3.

ii



Abstract

In this dissertation, we will calculate the combinatorial rank of some quantum groups
of the form u; (g), where g is a simple Lie algebra. We will compute the PBW bases,
the coproduct of the basis elements, the skew-primitive elements, and the skew-central
elements for the quantizations of types A, B,, and C,,, n < 3. Finally, we conclude that

/i(u;r(An)) =2, for n € {1,2}, /{(u;(Bg)) =2, H(U;(Bg)) = 3, and ﬁ(uj{(C’g)) = 3.
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Introducao

Uma algebra associativa H é uma algebra de Hopf se possuir também uma estrutura
dual denominada codlgebra, com uma compatibilidade entre elas, e ainda, possuir um
endomorfismo que satisfaz condigdes sobre a estrutura de H. Uma algebra de Hopf nao
comutativa e nao cocomutativa é denominada um grupo quantico.

A teoria das algebras de Hopf tem um importante papel em diversas areas da matema-
tica e da fisica. Essas estruturas foram inicialmente observadas no contexto da topologia
algébrica por Heinz Hopf em 1941, a partir dos anos 1960 foram investigadas em um con-
texto algébrico, e ainda, posteriormente, foram estabelecidas conexoes com a mecanica
quantica. Vemos, por exemplo, na fisica, aplica¢oes envolvendo grupos quanticos na teoria
de particulas. Veremos neste trabalho calculos do posto combinatoério para quantizacoes
de 4lgebras de Lie simples, que também sao grupos quanticos.

O posto combinatorio de uma algebra de Hopf é o nimero de ideais de Hopf em uma
cadeia especifica com certas condigoes, que veremos na Secao 2.7. Este nimero representa
o quao proximo uma algebra de Hopf estd de ser gerada por elementos skew-primitivos.

Para a producao desta dissertacao, baseei-me nos trabalhos de Dylewski, Pogorelsky
e Renz, mais especificamente nas referéncias [5] e [6]. No artigo [6], "On the combinato-
rial rank of the quantum groups of type G5", as autoras defininem os grupos quanticos
U/ (G2) e uf (G2) a partir da quantizacao da algebra de Lie simples G, a partir disso elas
determinam sua base PBW, e usando o coproduto dos elementos com alguns resultados
adicionais obtém os elementos da quantizagao Uj (G3) que sao skew-primitivos, e, por
fim, provam que o posto combinatério x(ug (G2)) = 3. O mesmo ¢é feito no artigo [5],
"On the combinatorial rank of the quantum groups of type F,", para a algebra de Lie
simples F}. Neste, as autoras provam que o posto combinatério s(u; (Fy)) = 4. Por outro
lado, o posto combinatoério das algebras de Lie de tipo A,,, B,,,C,, e D,, foi calculado por
Kharchenko, Alvarez e Diaz Sosa, ver [15], [16] e [17].

O objetivo deste trabalho é calcular o posto combinatorio para algebras de Lie de tipo
A,, B, e C,, para n < 3. Para isso, iremos utilizar o mesmo método empregado nos
artigos [6] e [5], diferente da técnica usada nas referéncias [15], [16] e [17].

Outros materiais que serviram como alicerce para esta producao foram as referéncias
[4] , "Hopf algebras: an introduction", dos autores Dascalescu, Nastasescu e Raianu, e [14],

"Quantum Lie theory', de Kharchenko. Nestes, sao apresentados defini¢oes e resultados



sobre algebras de Hopf e sobre algebras de Lie quanticas, respectivamente.

Iniciamos a dissertacao apresentando defini¢oes e resultados sobre produto tensorial,
algebras, coalgebras, bidlgebras e dlgebras de Hopf. Além disso, veremos defini¢cdes de
quando uma algebra de Hopf é comutativa ou cocomutativa, para entao introduzirmos os
grupos quanticos no trabalho. Exploraremos alguns exemplos de algebras de Hopf para
auxiliar no entendimento dos conceitos vistos.

Em seguida, no segundo capitulo, trataremos de algebras de Hopf de caracteres, vere-
mos as defini¢oes e resultados sobre hiper-letras duras, bases PBW e ordem convexa, para
que, assim, possamos entender os grupos quanticos que iremos estudar, e como realizar o
calculo do posto combinatério destas algebras.

Nos capitulos 3 em diante, serdo feitas aplicagoes especificas das algebras de Hopf para
as quantizacoes das algebras de Lie simples de tipo A,,, B, e C,,, com n < 3. Veremos suas
defini¢oes, suas bases PBW, coproduto de seus elementos, seus elementos skew-primitivos,
e, por fim, calcularemos seu posto combinatorio com base nesses resultados.

Concluiremos neste trabalho que o posto combinatério x(u; (A,)) = 2, para n € {2,3},

k(uf (B2)) = 2, k(u) (Bs)) = 3 e w(u} (Cs)) = 3.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo serao apresentados conceitos e resultados preliminares aos estudos das
quantizagoes de algebras de Lie simples. Para isso, os trabalhos [4] e [14] serviram de

referéncia.

1.1 Produto tensorial

Nesta se¢ao tomaremos R um anel comutativo e M, N, P md6dulos sobre R.

Definicao 1.1.1. Dizemos que uma aplicacao f : M x N — P é R-bilinear, se é R-linear

em cada variavel, ou seja,
o f(rimy+mramo,n) =rif(my,n) +rof(ma,n), Vmy,mes € M,n € N,r1,15 € R;
o f(m,riny +rong) =rif(m,ny) +rof(m,ng), VYm € M,ny,ny € N,ri, 75 € R.

Por simplicidade, iremos utilizar os termos bilinear e linear para nos referirmos a R-bilinear

e R-linear.
A partir deste conceito podemos definir o produto tensorial entre dois R-modulos.

Definicao 1.1.2. Seja R um anel comutativo. O produto tensorial de dois R-mdédulos
M, N, denotado por M ®zr N, é¢ um R-médulo T juntamente com uma aplicacao bilinear
v : M x N — T tal que, para toda aplicagdo bilinear f : M x N — P, existe uma tnica
aplicacdo linear f : ' — P, de modo que f = f o, fazendo com que o seguinte diagrama,

seja comutativo:



Em alguns materiais a definicdo acima é denominada como a Propriedade Universal do
Produto Tensorial.
Seja Q o R-modulo livre gerado pelos elementos de M x N, isto é, os elementos de ()

sao da forma Zm(mi,ni), com m; € M,n; € N,r; € R. Sejam
i1

my 4+ ma,n) — (my,n) — (mg,n),¥ my,mg € M,n € N),

rm,n) —r(m,n),Y m e M,n € N,r € R),

((
{((m,ny +ng) — (m,n1) — (m,ny),¥ m & M,ny,ny € Ny,
((rm
<(m,rn) r(m ,n),VmGM,nGN,rER).

O produto tensorial M ®r N é dado pelo quociente <L1L2627L3L4> juntamente com a aplicacao

bilinear ¢ : M x N — M ®g N, que leva cada elemento (m,n) em sua classe em M @ N,

que ¢é denotado por m ® n.

Observacao 1.1.3. M ®z N construido acima satisfaz a definicdo de produto tensorial
e é inico a menos de isomorfismos.
Note que, como o produto tensorial M ® g N é um quociente por (Ly, Lo, L3, L4), temos

que as seguintes propriedades sao validas:

e (M +me)@n=m1@n+msn,Y my,myg € M,n € N;

e m® (N +n2) =mn; +meng,¥Vme Mmny,ng €N;

e r(m®@n)=rm@n=mern,VmeMmnéeN,r€R.
Ainda, observe que m®@0=m®0-n =0(m ®n) =0 e, de forma andloga, 0 ® n = 0.
Proposicao 1.1.4. As sequintes propriedades sao vdlidas para o produto tensorial:

i) M ®r R~ M,

ii) (M ®r N) ®r P~ M Qg (N ®@g P),

i) M @r N ~ N ®@p M.

1.2 Algebras e coalgebras

Daqui em diante, tomaremos o produto tensorial como o construido na se¢ao anterior.

Para simplificar a notagao, usaremos apenas M & N.

Definigao 1.2.1. Sejam K um corpo e A um K-espago vetorial. Dizemos que A é uma
K-algebra se existirem dois morfismos de K-espagos vetoriais, a aplicagao multiplicacao
m:A® A — A dada por m(a ® b) = ab, e a unidade u : K — A dada por u(lx) = 14,

tais que os seguintes diagramas sao comutativos:

4



tdy @m
ARARA— AR A

WU

A®K
(4

Tl

Aqui, id4 ¢é a aplicacao identidade de A e ¢ e 1) sdo isomorfismos canonicos.

u%’

A
m Q idy m K® A m

A®A po A

Observagao 1.2.2. Note que, pelo primeiro diagrama, temos que m o (idqg ® m) =
mo (m ® idy). Aplicando essa igualdade a um elemento a; ® as ® a3 de A ® A ® A,
segue que, m o (idga ® m)(a; ® ay ® az) = mo (m ® ids)(a; ® az ® az), o que implica
que, m(a; ® asaz) = m(ajas @ az) e assim, aj(azaz) = (ajaz)az. Ou seja, o primeiro
diagrama nos diz que a K-algebra A é associativa. E, pelo segundo diagrama, temos que
mo(u®ida)(lg®a) = p(lxk®a) emo (idsg @u)(a® lg) = ¥(a® lg), o que implica que
lqa = a = aly. Ou seja, o segundo diagrama nos diz que 14 é a unidade de A.

Notacgao 1.2.3. Escreveremos (A, m, u) para denotarmos a algebra A com a multiplicagao

m e unidade u, quando necesséario enfatizar as aplicagdes m e u.

Exemplo 1.2.4 (Algebra de Grupo). Sejam K um corpo e G um grupo multiplicativo,

temos que o K-médulo livre KG, dado por {Z kigi | ki € K, g; € G}, pode ser visto
i=1
como um K-espago vetorial com base {g | ¢ € G}. Entao, teremos que KG é uma

K-algebra com multiplicacago m : KG ® KG — KG e unidade v : K — KG dadas
por m(ag @ Bh) = (aB)(gh),Va,5 € K,g9,h € G e u(lg) = lglg respectivamente. A

multiplicagao pode ser estendida linearmente da seguinte forma:

m (Xﬁ: Q;G; X iﬁj%) = zn: (if3;)(gih;)-

1,j=1

E facil ver que KG satisfaz os requisitos da Definicdo 1.2.1 para ser uma K-dlgebra,

uma vez que um grupo G, por defini¢ao, é associativo e possui elemento neutro.

Exemplo 1.2.5 (Algebra de Sweedler). Seja K um corpo de caracteristica diferente de

2. Considere o K-espago vetorial H, com base {1, ¢, z,cx}, no qual

Entao, pode-se verificar que H é uma K-algebra de dimensao 4.

Exemplo 1.2.6 (Algebra Tensorial). Sejam K um corpo e M um K-espago vetorial.
Denotamos T°(M) = K, T' (M) = M e, paran > 2, T"(M) = MM ® ---® M o

>



produto tensorial com n cépias do K-espago vetorial M. Assim, denotamos a algebra
tensorial de M por T'(M) = @ T"(M).

n>0

Dados dois elementos © = 2; @22 ®@---Qx, € TP(M) ey = 1 Q1@ - - @y, € T (M),

a multiplicacao x - y é dada pela concatenacao, isto é

xy:($1®x2®®xp)(yl®y2®®yq)
=0 QTQ  RIT, QY1 QY2 -+ R Y,

Logo, -y € TPT4(M). E, assim, definimos uma multiplicacao de dois elementos arbitrarios
de T (M), estendendo linearmente o produto acima. A unidade da algebra tensorial é dada
pela inclusdo de K em T(M), u : K — T°(M) C T(M).

Observagao 1.2.7. Se A e B sao duas K—4algebras, entao A ® B é uma K-algebra com
multiplicacdo, (a; ® by)(as ® by) = ajas @ byby, no qual ay,as € A e by, by € B. E unidade

lagp =14 ® 1p.

Definigao 1.2.8. Uma algebra (A, m,u) é dita comutativa se o seguinte diagrama é

comutativo:

onde 7: A® A — A® A é a aplicagao twist, dada por 7(a ® b) = b® a.

Observagao 1.2.9. O diagrama acima comutar equivale a m(7(a ® b)) = m(a ® b), isto

é, ab = ba, para todos a,b € A.

Exemplo 1.2.10. A algebra de grupo KG, quando G é um grupo abeliano, é uma algebra

comutativa. Sejam ag e Sh € KG, entao, pela comutatividade do grupo G,

m(7(ag ® ph)) = m(Bh ® ag) = (Ba)(hg) = (aB)(gh) = m(ag ® Sh).
Note que, se G nao for abeliano, entao a algebra de grupo é nao comutativa.

Exemplo 1.2.11. A élgebra de Sweedler dada no Exemplo 1.2.5 é nao comutativa por

definicao, uma vez que xc = —cx, com x,c e cx elementos da base.

Defini¢ao 1.2.12. Sejam K um corpo, (A, ma,ua) e (B, mp,up) duas K-dlgebras. Entao,

f:A— B éum morfismo de algebras se os seguintes diagramas comutam:



&

N

ma mp f

f

Observagao 1.2.13. A partir dos diagramas acima, concluimos que, para f : A — B ser
um morfismo de dlgebras, f deve ser multiplicativo, isto é, f(ajas) = f(a1)f(az), para

todos aj,as € A. Temos também que f(14) = 1.

Definicao 1.2.14. Um subconjunto S de uma algebra A é uma K-subalgebra de A se

S é uma algebra com a estrutura de algebra de A restrita a S.

Definicao 1.2.15. Sejam K um corpo, A uma K-élgebra e I um subespago de A. Entao,
I é um ideal a esquerda de A se para todo a € A, temos que al C I (andlogo para
ideal a direita). Se I é ideal a esquerda e a direita de A, dizemos que I é um ideal

bilateral de A, ou simplesmente um ideal de A.

Defini¢ao 1.2.16. Uma K-codlgebra, ou simplesmente codlgebra, é uma tripla (C, A, ¢),
onde C' é um K-espago vetorial e A : C — C® C e ¢ : C — K (comultiplicagao e

counidade) sao morfismos de K-espagos vetoriais tais que os seguintes diagramas comutam:

A A ®ide K C A CoK
5®% %& .
© cec ¢

C A CeC

CeC——00CsC
ch@A

Notagao 1.2.17 (Notacao de Sweedler). Note que, aplicando A em um elemento ¢ da

coalgebra C, temos que A(c) = Zcz-l ® ¢;,, para certos ¢;,,c;, € C. Para facilitar nos
i=1
célculos futuros, iremos utilizar simplesmente A(c) = ¢;®cy. Isto é conhecido na literatura,

como a notagao de Sweedler para o coproduto.

Observagao 1.2.18. A partir do primeiro diagrama da Definicdo 1.2.16 temos que
(A ®ide) o Ae) = (ide ® A) o A(c). Assim, pela notagdo de Sweedler, segue que (A ®
ide)(c1 ® cg) = (ide @ A)(c1 ® ¢g), portanto ¢1, ® ¢, ® ca = €1 ® g, ® Ca,. Iremos denotar
a mesma simplesmente por ¢, ® ¢1, ® c2 = €1 ® 3, @ o, = €1 @ €2 @ C3.

Pelo segundo diagrama da defini¢ao, podemos concluir que cie(cy) = ¢ = €(¢q)ca.



Exemplo 1.2.19. Seja KG a algebra de grupo vista no Exemplo 1.2.4. Entao, (KG, A, ¢)
¢ uma K-codlgebra com A : KG — KG @ KG, A(g) = g®gee: KG — K e(g) = 1. De
fato, note que (A®idgg)oA(g) = (ARidka)(g®g) = gR9gRg = (idxa®@A)oA(g), logo o
primeiro diagrama da Defini¢cao 1.2.16 sera comutativo para a aplicagao A de KG. Ainda,
(1dxe®e)oA(g) = (idka®e)(9®g) = g®1k e (e®idke)oA(g) = (e®idke)(9®g) = 1k®g, e
assim o segundo diagrama da definicao com essas aplicagoes ird comutar. Logo, concluimos

que (KG, A, ¢) é uma codlgebra.

Exemplo 1.2.20. Seja H a élgebra de Sweedler vista no Exemplo 1.2.5. E, tomando
as aplicagoes lineares A: H — H® H, dada por A(1) = 1® 1, A(c) = c® ¢, Ax) =
cR@r+ar®1, Alecx) =1®@cc+cx®@ceec: H— K, dada por (1) = ¢(c) = 1,
e(cx) = e(x) = 0, e estendendo linearmente. Pode-se verificar que (H,A,¢) é uma K-

coalgebra.

Definigao 1.2.21. Uma coalgebra (C, A, ) é dita cocomutativa se o seguinte diagrama

é comutativo:

Observagao 1.2.22. O diagrama acima comutar equivale a A(c) = 7(A(c)), isto é,

€1 &QCy=C2& .

Exemplo 1.2.23. Note que, a dlgebra de Sweedler é nao cocomutativa, uma vez que
Alx)=c@z+r1#2Rc+1®x="T1(Ax)).

Definigao 1.2.24. Sejam (C, A¢,ec) e (D, Ap, ep) duas K-codlgebras. Entao, g: C — D
¢ um morfismo de coalgebras se os seguintes diagramas comutam:

C g D

C g D
Ac Ap
EC Ep .
K

C®eC———>D®D
g®g

Observacao 1.2.25. O primeiro diagrama da observacao acima comutar, junto a notagao

de Sweedler, nos diz que, dado ¢ € C', temos

Apog(c) = g(c) ® g(c)2 = g(c1) ® g(c2) = g ® g © Ac(c).
Pela comutatividade do segundo diagrama temos, €p o g(c¢) = ep(f(c)) = ec(c).

8



Defini¢ao 1.2.26. Seja (C, A, ¢) uma coalgebra. Entao:

1. Um elemento g € C' é chamado group-like se g # 0 e A(g) = g ® g. O conjunto de
todos elementos group-likes da codlgebra C é denotado por G(C);

2. Sejam ¢ € C'e g,h € G(C). Dizemos que c é (g, h)-primitivo se A(c) = c®Rg+h®c;

3. Seja ¢ € C. Dizemos que ¢ é um elemento skew-primitivo se ¢ é (g, h)-primitivo

com g = 1.

Observagao 1.2.27. Note que se g € G(C), entdo e(g) = 1, pois, pela propriedade
da counidade, temos que ge(g) = g = £(g)g. Ainda, se a € C é (f, h)-primitivo, pela
defini¢do da counidade, temos que €(a)h + €(f)a = a, mas como f é um elemento group-

like, (f) = 1, e assim, segue que €(a) = 0.

Defini¢ao 1.2.28. Seja (C, A, e) uma codlgebra. Dizemos que um K-subespago D de C'
¢ uma subcodlgebra de C' se A(D) C D® D.

Definigao 1.2.29. Sejam K um corpo, C' uma K-codlgebra e I um subespago de C.
Entao, I é um coideal a esquerda de C se A(I) C C ® I (andlogo para coideal a
direita). Dizemos que / é um coideal de Cse A(I) CIRC+C®Iee(l)=0.

Observacao 1.2.30. Note que, I ser um coideal nao implica que I é coideal a esquerda

ou a direita.

Exemplo 1.2.31. O anel de polinémios K[X] , é uma codlgebra com as aplicagoes dadas
por A(z") = (z®1+1®2z)", e(a™) =0paran >1e A(l) =1®1, ¢(1) = 1. Tome
I = KX, o subespago gerado por X, é facil ver que I é um coideal de K[X], mas nao é

um coideal a direita ou & esquerda de K[X].

1.3 Bialgebras

Seja H um K-espago vetorial com uma estrutura de dlgebra (H, m,u) e uma estrutura
de codlgebra (H, A, ¢). No resultado a seguir vemos casos em que essas estruturas sao

compativeis.

Proposicao 1.3.1. [4, Proposition 4.1.1] As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) As aplicagoes m e u sao morfismos de codlgebras.

it) As aplicagoes A e € sao morfismos de dlgebras.

Definicao 1.3.2. Uma bialgebra ¢ um K-espago vetorial H, dotado de uma estrutura de
algebra (H, m,u), e com uma estrutura de codlgebra (H, A, ¢) tal que A e € sdo morfismos

de dlgebras (entao, pela proposigao anterior, m e u sdo morfismos de coalgebras).



Exemplo 1.3.3. A algebra de grupo KG com as estruturas de algebra e codlgebra vistas

nos exemplos anteriores é uma bialgebra.

Observacao 1.3.4. Diremos que uma bidlgebra possui uma certa propriedade se sua &l-
gebra ou coalgebra subjacente possuir esta propriedade. Por exemplo, dada uma bidlgebra

H, diremos que H é comutativa, se sua estrutura de algebra é comutativa.

Exemplo 1.3.5. A élgebra de Sweedler (H, m, u, A, €) é uma bidlgebra. Além disso, como
H com sua estrutura de algebra é nao comutativa e H com sua estrutura de coalgebra é

nao cocomutativa, temos que a bidlgebra H é nao comutativa e nao cocomutativa.

Definicao 1.3.6. Sejam H e L duas bidlgebras. Dizemos que uma aplicacdo K-linear
f:+H — L é um morfismo de bidlgebras se ¢ um morfismo de 4lgebras com relacao a
suas estruturas de algebra e um morfismo de codlgebras entre as codlgebras subjacentes

das duas bialgebras.

Definicao 1.3.7. Sejam K um corpo, H uma K-bidlgebra e [ um subespaco de H. Entao,

I é um bi-ideal de H se I for um ideal e um coideal de H.

1.4 Algebras de Hopf

Sejam (C, A, €) uma coalgebra e (A, m, u) uma dlgebra. Definimos no conjunto Hom(C, A),
conjunto dos morfismos K-lineares de C' em A, uma estrutura de dlgebra com uma mul-

tiplicacao * dada da seguinte forma: se f,g € Hom(C, A), entao

(f*9)(c) = f(c1)g(ca), c€C.

Podemos reescrever a multiplicagao dada acima como

(fxg)(c) = (mo(f®g)oA)c). (1.1)

Esta multiplicacao ¢ denominada produto convolugao.

Note que o produto * é associativo. Sejam f,g,h € Hom(C, A) e ¢ € C, temos que

((f*g)*h)(c)=(f*g)(c ) (c2) = flery)g(er,)h(ca)
flei)(g*h)(c2)

\
/\
\_/
A
\_/
A
Q

w

SN~—
I

Ainda, temos que (f x (uoe))(c) = f(er)(uoe)(cz) = fer)e(ca)l = f(¢) = ((uoe) + f)(c),
isto é, uoe € Hom(C, A) é o elemento identidade da dlgebra Hom/(C, A).
Tomemos, agora, H uma bidlgebra e sejam H¢ a codlgebra subjacente de H e H4

a algebra subjacente de H. Portanto, podemos definir uma estrutura de algebra em
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Hom(H®, H*) com o produto convolugdo sendo a multiplicacio, e valerio as mesmas

propriedades vistas para Hom/(C, A).

Definicao 1.4.1. Seja H uma bidlgebra. Dizemos que uma aplicagao linear S : H — H
¢ uma antipoda da bidlgebra H se S ¢é a inversa multiplicativa da aplicacdo identidade

I: H — H com respeito ao produto convolucio em Hom(HY, H*).

Observagao 1.4.2. A aplicacao S ser inversa de I equivale a S =uoe = [ % .9, isto é,
S(hy)hy = h1S(hy) = e(h)1y,h € H. Ainda, como a antipoda é definida como a inversa

da aplicacao identidade, temos que ela sera tnica, caso exista.
Definicao 1.4.3. Uma bidlgebra H que possui antipoda é chamada algebra de Hopf.

Exemplo 1.4.4. No Exemplo 1.3.3, vimos que KG é uma bialgebra. Veremos agora que
KG é também uma algebra de Hopf, na qual S : KG — KG, S(g) = ¢!, é sua antipoda.
Pela igualdade (1.1), temos que

(S*1I)(g) =(mo(S®@I)oA)(g)=(mo(S®I))(g®g)
=m(g' ®g) = lke = u(lx) = (uoe)(g).

Para mostrarmos que I *.S = u o g, basta realizar um processo analogo ao que foi feito
para o caso acima.
Assim, Sx I =wuoe =1x%S, e concluimos que S é a antipoda de KG. E desta forma,

KG é uma algebra de Hopf.

Exemplo 1.4.5. A algebra de Sweedler H, que ja vimos que é uma bidlgebra nao co-
mutativa e ndo cocomutativa, possui uma antipoda S : H — H, dada por S(1) = 1,
S(e) =c ' =¢ S(x) = —cx e S(cx) = 2. E facil verificar que S* I = IS = uoce.
Portanto, H é uma &algebra de Hopf.

Definicao 1.4.6. Dizemos que uma algebra de Hopf H é um grupo quantico, quando

H ¢é uma algebra de Hopf ndo comutativa e nao cocomutativa.

Exemplo 1.4.7. Como vimos nos exemplos anteriores, a algebra de Sweedler H é um

grupo quantico.

Definicao 1.4.8. Sejam H uma algebra de Hopf e A um subespaco de H. Dizemos que
A é uma subalgebra de Hopf de H se A é uma H-subdlgebra, uma H-subcoalgebra e
S(A) C A.

Definicdo 1.4.9. Sejam H e H' duas algebras de Hopf. Uma aplicacao f : H — H' é

dita um morfismo de algebras de Hopf se ¢ um morfismo de bidlgebras.
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A proposicao a seguir sera necessaria para entendermos melhor alguns grupos quan-

ticos, uma vez que os que serao apresentados futuramente sao da forma %, no qual H é
uma algebra de Hopf e I é um ideal de Hopf de H, cuja a definigdo veremos na mesma

proposicao.

Proposicao 1.4.10. [4, Proposition 4.2.13] Sejam H uwma dlgebra de Hopf e I um ideal
de Hopf de H, isto ¢, I é um ideal para a dlgebra H, um coideal para a codlgebra H,
e S(I) C I, onde S é a antipoda de H. Entdo podemos induzir uma estrutura natural
de uma dlgebra de Hopf no quociente % Quando esta estrutura estd definida, a projecdo

canonica p . H — % ¢ um morfismo de dlgebras de Hopf.

Proposicao 1.4.11. [/, Proposition 4.2.6] Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S.
Entao:

i) S(hg) = S(g)S(h), ¥ g,h € H;
i) S(1) = 1;
iii) A(S(h)) = S(hs) ® S(h1), h € H;

i) £(S(h)) = e(h).

Os itens 1) e ii) significam que a aplica¢ao S é um antimorfismo de algebras e os itens

i1i) e ) que S é um antimorfismo de codlgebras.

Proposicao 1.4.12. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf, entdo o conjunto dos elementos group-

likes de H, G(H), é um grupo com a multiplica¢io induzida pela dlgebra subjacente de

H.

Demonstragio. Claramente G(H) ¢ associativo. Além disso, G(H) possui elemento neu-
tro. Como A é um morfismo de algebras, temos que A(l) = 1® 1, e assim 1 € G(H).
Ainda, se g,h € G(H), A(gh) = A(g)A(h) = (9@ g)(h® h) = gh ® gh, logo gh € G(H).
Pela definigdo de antipoda, temos que para g € G(H), S * I(g) =uoe(g) =1 *S(g),
logo temos que S(g)g = 1 = ¢S(g), e assim g é invertivel com g~! = S(g). Desta
forma, usando o item iii) da Proposigdo 1.4.11, temos que A(S(g)) = S(g) ® S(g), e
assim A(g7!') = ¢! ® g~'. Portanto, os elementos de G(H) possuem inversos em G(H).

Portanto, G(H) ¢ um grupo.
|

Proposicao 1.4.13. Cada ideal gerado por elementos skew-primitivos é um ideal de Hopf.

Demonstrag¢io. Sejam H uma algebra de Hopf e a € H um elemento (g;, go)-primitivo, ou
seja, Ala) = a®g; + g2 ®a, com gy, go € G(H). Vimos que €(a) = 0, entdo, pela definigdo
de antipoda, temos que S *x [(a) = uoe(a) = 0. Entdo, 0 = (mo (S® I)o A)(a) =
(mo(S®I))(a® g1+ go®a) = S(a)g + S(g2)a, o que implica que S(a) = —g5 ‘ag; "
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Tomemos agora, C' o subespaco gerado por alguns elementos skew-primitivos de H
multiplicados por elementos de G(H) em ambos os lados, isto é, os elementos geradores
de C' sdo da forma fah onde f e h sao elementos group-likes de H arbitrarios e a é um
skew-primitivo tal que A(a) = a®1+g®a, g € G(H). Entao C é um coideal e S(C) C C.
De fato,

A(fah) =A(f)Ala)A(h) = (f @ flla® 1+ g®a)(h @ h)
=fah® fh+ fgh® fah € C @ H+ HC.

Além disso, como mostrado na proposigao anterior G(H) ¢ um grupo, entao (fgh)™, (fh)™!

existem e pertencem a G(H). Note que fah é um elemento (fh, fgh)-primitivo, entao

S(fah) = —(fgh)""a(fh)™" € C,

Logo, segue que S(C) C C.
Sejam [ o ideal gerado por C' e h;c;h}, com h;, hi € H,¢; € C, um elemento arbitrario

de I, entao como S é antimorfismo segue que

S(hieih;) = S(h;)S(ei)S(hi) = S(hi) (=g ™' ¢;)S(hi) = (=S(hi)g™")eS(hi) € HCH C I

’L<1

a; h/

! /
) & hi( h + himgihi(l) X h i2)

i(1) i(2)

e(hic;hy) = e(hy)e(c;)e(hy) = e(h;) - 0-e(h;) = 0.

Assim, concluimos que [ é também um coideal. E como S(I) C I, segue que I é um ideal
de Hopf.
|

No capitulo a seguir serao feitas definiches necessarias para a construcao dos grupos
quanticos que iremos investigar mais adiante, para isso serao indispensaveis os conceitos

e resultados expostos até aqui.
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Capitulo 2
Quantizacoes

Neste capitulo iremos tomar H = G (X) ou H = %, onde X = {z; | i € J} é
um conjunto de indeterminadas, G é um grupo abeliano e I um ideal de G (X). Nos
aprofundaremos mais na definigdo e caracteristicas de G (X) na Segao 2.2. Daqui em
diante tomaremos K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados nas referéncias [1],

2], [5], [10], [12] , [13], [14] e [18].

2.1 Definicoes preliminares

Seja X = {z1,x9,...,x,} um conjunto finito de varidveis, denominado alfabeto, onde
cada variavel deste conjunto é chamada letra. Uma palavra serd uma lista ordenada de
letras de X. Dadas duas palavras em letras do alfabeto X, fazemos o produto entre elas
utilizando o produto concatenacgao, ou seja, o produto de duas palavras v = ujus . . . uy,

e v =uvvy...Uy, €dado por uv = ujus ... U, V1V . .. Up.

Definicao 2.1.1. Se w = uv, dizemos que a palavra v é um comego de w e a palavra v

é um final de w.

Definicao 2.1.2. O comprimento de uma palavra u é definido como o nimero de letras

de u. Denotaremos por L(u).
Exemplo 2.1.3. Se u = xjx925 entao L(u) = 3.

Dado X = {x1, s, ...,2,} um alfabeto, fixaremos a ordem entre as letras deste alfa-
beto, sendo x1 > 9 > x3 > -+ > x,,_1 > x,. Utilizaremos a ordem lexicografica para
compararmos duas palavras, isto é, dadas u e v palavras distintas, comparamos cada letra
da esquerda para direita, a palavra maior sera a palavra que tem a primeira letra distinta
maior nesta comparacgdo. No caso em que uma palavra seja o comecgo de outra, a palavra

de menor comprimento serd a maior.
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Exemplo 2.1.4. Dadas as palavras u = x1x9, v = 12971 € W = T1T222, temos que
u>v > w.

Isso ocorre porque u é um comego de v e comparando v e w temos que a primeira letra

distinta entre elas é maior em v.

Definicao 2.1.5. Dizemos que uma palavra u é uma palavra standard se para quaisquer

duas palavras u; e us nao nulas, onde u = ujus, temos que u > usu.

Exemplo 2.1.6. Dadas as palavras u = xlxgzcg e v = T1T3T1T2, temos que u é standard e
v é nao standard. Note que v pode ser escrita como v = v1v9, sendo v1 = T123 € Vg = T1Xo.
Assim, temos que

VU1 = T1T2X1XT3 > T1X3L1To2 = V.

Definicao 2.1.7. Dados um corpo K e um conjunto de letras ndo comutativas x, xs, . . . , x,,
definimos um polinédmio nao comutativo como uma combinacao linear de palavras v;

em letras z; e escalares no corpo, isto ¢, f = Z a;v; com a; € K. Falaremos simplesmente
i

polinémio.

Definigao 2.1.8. Sejam K um corpo e X um conjunto de varidveis. A algebra livre

K (X)), consiste de polinémios de varidveis ndo comutativas, que podem ser expressos por

combinagoes lineares formais Z k;v; de palavras em letras do conjunto X, com o produto

(2
concatenacao.

Definigao 2.1.9. A constitui¢ao de uma palavra v em X = {zy,...,z,} é uma familia

ordenada de inteiros nao negativos {m; | z; € X} tais que u possui m; ocorréncias de ;.

Exemplo 2.1.10. Dado X = {z1, 25}, se u = x3z,75 temos que, my,, = 1 e m,, = 3,

entdo a constituigdo de u é {1, 3}.

Fixada a ordem total > em X, sendo xy > 29 > --- > x,_1 > xz, > ..., tomamos
['" o monoide aditivo livre (comutativo) gerado por X. O monoide I'* é completamente

ordenado com relagao a seguinte ordem:
/ / !/
MiT;, + Moy, + -+ - + My, > MyTy, + Moy, + -+ + My,
se o primeiro numero diferente de zero da esquerda em (mq —m/, mg —ml, ... my —m})

for positivo, onde Ty € X ey > Ty > > Ty,

Defini¢ao 2.1.11. O grau de uma palavra u é dado por D(u) = Z mzx € I'T, onde

zeX
k

{m, | x € X} éa constitui¢do de u. Se f = ayu; € K(X), com o; # 0 em K, definimos
i=1

D(f) = max{D(u;) | 1 <i<n}.
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Exemplo 2.1.12. No exemplo anterior a constituigao de u é {1,3}, entdo o seu grau é
D(u) = 1z1 + 3x2.

Exemplo 2.1.13. Seja f = z17921 + 32223 um polindmio nao comutativo. Tomando

U] = T ToT1 € Uy = T37w3, temos que a constituicao de u; é {2,1,0} e a constituicio de
ug € {2,2,1}, entdo D(uy) = 2z + lag e D(ug) = 221 + 229 + la3. Logo, D(uz) > D(uy),
poisem (2—2,2—1,1—-0) = (0,1,1) o primeiro termo da esquerda diferente de zero é

positivo. Portanto D(f) = max{D(uy), D(uz2)} = D(u2).

Para facilitar a escrita, como iremos trabalhar adiante com o conjunto X sendo finito,
utilizaremos (01, 0s,...,0,) como o grau da palavra y, onde 0; é o grau da varidvel x;.
Chamaremos de grau total da palavra y o inteiro 9y + Jo + - - - + 9,,. Neste caso, temos
que o grau de u do exemplo anterior é (1, 3) e o seu grau total é 4.

Definicao 2.1.14. Um polinémio f = Z a;v; € dito homogéneo se todas as palavras v;
i

tém mesmo grau.

Definicao 2.1.15. Um elemento u ¢ chamado de skew-central se para todo v homogé-

neo, nés temos uv = awu, o = a(v) € K. E equivalente dizermos que ux; = a;z;u para

todo i, com 1 <i<n, ; € K.

2.2 Algebras de Hopf de caracteres

O objetivo desta segdo é definir as algebras de Hopf de caracteres, em particular a
skew dlgebra de grupos G (X), uma vez que as quantizagbes que serao definidas adiante

sao quocientes desta.

Defini¢do 2.2.1. Uma fungao y : G — K\{0} é dita um caracter do grupo G se x é

um homomorfismo de grupos.

Definicao 2.2.2. Um elemento a é dito semi-invariante se ag e ga sdo proporcionais

para todo g € G.

Definicao 2.2.3. Uma &algebra de Hopf H ¢é dita uma algebra de Hopf de caracteres
se o grupo G de todos elementos group-likes é comutativo e H é gerado sobre KG por

skew-primitivos semi-invariantes a;, i € I = {1,...,n}, isto é

Ala))=a; @1+ g ®a;, 0. €G e gag ' =x(9)ai, g € G,

onde x?, i € I, sdo caracteres do grupo G.

O Teorema a seguir é um resultado importante para provarmos a existéncia de skew-
primitivos em bi-ideais de dlgebras de Hopf de caracteres, este serd muito utilizado quando

estivermos calculando o posto combinatorio das algebras de Hopf que iremos estudar.

16



Teorema 2.2.4. [13, Corollary 5.3] Todo bi-ideal nio nulo de uma dlgebra de Hopf de

caracteres possui pelo menos um elemento skew-primitivo nao nulo.

Definicao 2.2.5. Dizemos que z é uma variavel quantica se um elemento g de um
grupo abeliano G e um cardcter x : G — K\{0}, que serdo denotados por g, e x*, estdo

associados a z. Um polinémio quantico é um polinémio em varidveis quanticas.

Observacao 2.2.6. Se u = ;,%;, ... x;, entdo g, = ¢, Gi, - - - Gi,- S€ v € uma palavra em
varidveis quanticas, isto ¢, v = x; zy, . .. 1;,, onde cada r;; ¢ uma varidvel quantica, temos

que X¥(gu) = X" (gu)X"2(gu) - - - X* (gu)-

Notagao 2.2.7. Denotaremos x"(g,) por p(u,v) = pu, onde u, v sdo palavras em vari-

veis quanticas.

Defini¢ao 2.2.8. Definimos a a¢do de um grupo abeliano G sobre a édlgebra livre K (X},
por g;a;g; 1 X’(gi)a;, onde a; é um monodmio arbitrario de X, g; um elemento do grupo
G e x’ é um cardcter de X, com X = {xy,79,...,2,} e K um corpo. A skew &algebra
de grupo G (X) é uma algebra definida pelos geradores z; € X, g € G e relagdes de

comutacao g;r; = pi;x;9;-

A dlgebra G (X) tem a estrutura natural de uma algebra de Hopf considerando

Alz) =z, @149, @z, i€l, Ag) =g®y. (2.1)

Observacgao 2.2.9. Note que, G (X) é uma algebra de Hopf de caracteres por definigao.
E ainda, as varidveis z; € G (X) sdo varidveis quanticas, pois para todo i existem g; um

elemento do grupo abeliano G e x* um caracter, associados a ;.

Definicao 2.2.10. Definimos um skew-comutador bilinear sobre o conjunto de todas

as palavras em variaveis quanticas pela férmula:
[u, v] = uv — pyyou. (2.2)

Proposicao 2.2.11. Sejam u,v e w palavras. Sao validas as sequintes identidades:
(i) [wv,w] = u[v, w]| 4+ pyy|u, w]v;
(il) [u,vw] = [u, v]w + puyv|u, w|;

(i) [[u, o], w] = [u, [v, ] + pyyllu, w], v] + (Pow — Pr) [, w]o.

Demonstrag¢io. Para provarmos as igualdades basta aplicarmos o skew comutador (2.2)

em cada caso.

(1) [uv, w] = wvW — PyupLWUV = VVW + (PyUWV — Py UWV) — DuwPep WUV = u(vw —

pvwwv> + pvw<uw - puwwu)v - U[U7 w] + Pow [U, U)]U.
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(1) [u, vw] = VW — Py = UVW + (PupVUW — PyuypVUW) — DuyPun VWU = (U, V]w +

Pun|u, w).

(7ii) Subtraindo [[u, v], w] por [u, [v, w]], temos que [[u, v], w]—[u, [v, w]] = [VV—puOU, W]—
[t VW — Py wv] = [V, W] — Py VU, W] — (U, VW] + Py [, W] = UV, W] + Py u, Wjv —
Puw (V[ W] H Py [V, W) — ([, V]w+pyyv]u, w])+Pyw (1, WvHPrw|u, v]) = =Py wWuv—

DunVUW + Pu,pw VWU + Do UWO.

Ainda, por outro lado, temos que py. [[u, w], v]+ (Pyw — Pga )[4, w]v = Py ([[u, w], v]+

PowPuwv [U, ’IU]’U - [’LL, w]v) = pq;ql) ('LLU}'U _puw,vvuw — Pupy WUV +puwpwuku +pvakuwv -

PuwoPowPuwWUV — YWV + puwwuv) = T Pup,wWUV — Pypy VUW + Pupw WU + PowUWV.
Portanto, temos que [[u, v], w]—[u, [v, w]] = pyollu, w], V|4 (Pow —Ppe) U, w]v. Assim,
[[u, v], w] = [u, [v, w]] + pyy[[u, w], v] + (Pow — P [u, wlo.

Observagao 2.2.12. Note que, se [u,w] = 0 no item (7i7) da Proposi¢do 2.2.11, temos
que
[[u, v}, w] = [u, [v, w]]. (2.3)

Ainda, se p,, é uma raiz t-ésima da unidade, segue que

[u,v'] = [... [[u,v],v],...,v]; (2.4)

W' u) = (v, [v,... [v,4]...]]. (2.5)

(Ver [12)).

2.3 Hiper-letras duras

Nesta secao iremos definir palavras nao associativas e apresentar resultados necessarios

para estudarmos hiper-letras duras.

Defini¢ao 2.3.1. Uma palavra ndo associativa é uma palavra onde colchetes [, |
definem como deve ser aplicado o produto entre as letras desta palavra. Em nosso caso
usaremos a definicdo do colchete dado em (2.2). Denotaremos por [u] a palavra nao

associativa, e u a palavra associativa correspondente.

Exemplo 2.3.2. Dada a palavra associativa u = xjxox3, temos as seguintes possiveis

palavras nao associativas relacionadas

[u] = [21, [T9, 23]] ou [u] = [[z1, 23], T3]
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Definicao 2.3.3. O conjunto de todas as palavras nao associativas ¢ definido

indutivamente por:

(i) Todas as letras sdo palavras nao associativas,

(ii) Se [u] e [v] sdo palavras ndo associativas entdo [w] = [[u], [v]] é uma palavra nao

associativa,

(7i) Nao existem outras palavras nao associativas.

Definimos uma ordem natural para as palavras ndo associativas. Dadas palavras [u] e

[v], temos que [u] > [v] se, e somente se, u > v.

Defini¢ao 2.3.4. Dizemos que uma palavra nao associativa [u] é standard se:

(i) A palavra u é standard,
(77) Se [u] = [[u1], [us]] entdo, [u1] e [ug] sdo palavras nao associativas standard,
(7i7) Se [u] = [[[u1], [ua]], [us]], entdo us < us .

Embora possam existir diferentes palavras nao associativas provenientes de uma pala-
vra associativa standard, quando exigimos que esta palavra nao associativa seja standard
também sempre existird um tnico alinhamento possivel. A prova deste resultado foi feita

por A. I. Shirshov e pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.3.5 (Teorema de Shirshov). [18, Lemma 1] Toda palavra standard u possui

um unico alinhamento de colchetes tal que a palavra ndo associativa [u] € standard.

Além da unicidade destas palavras nao associativas standards, A. I. Shirshov apresenta
como deve ser feito o alinhamento dos colchetes a partir de uma palavra associativa
standard para que resulte em uma palavra nao associativa standard, veja:

Os fatores v, w da decomposigao nao associativa [u] = [[v], [w]] s@o palavras standards

tal que u = vw e v tem comprimento minimo.
Exemplo 2.3.6. Seja u = x%xy,:clxg, temos as seguintes opcoes para v e w:
1. Se v = 1 e w = x1237172. Entdo w nao é standard, pois w = wywy tal que
W1 = T1T3 € Wo = T1T2, MaAS W1 > W.

2. Se v =12? e w = w371To, é facil ver que w nio é standard.

3. v =273 e w = 1T, ambas as palavras sdo standard. Como esta opcao ji cumpre
com as exigéncias acima nao ha necessidade de continuar avaliando os outros ca-
sos, uma vez que, pelo Teorema de Shirshov, o alinhamento de colchetes standard

relacionado a palavra associativa u € tnico.
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Desta forma, temos que o alinhamento em que a palavra nao associativa [u] é stan-
dard ¢ [u] = [[v], [w]] = [[3x3], [x122]]. Seguindo este processo, podemos alinhar v e

w como palavras nao associativas standards resultando no seguinte alinhamento [u] =

(1, [21, 23], [21, 22]]-

Definicao 2.3.7. Uma hiper-letra ¢ um polinomio que ¢ uma palavra standard nao
associativa, onde os colchetes sdo definidos por (2.2). Uma palavra em hiper-letras é

chamada de hiper-palavra.

Observagao 2.3.8. Sejam [u] e [v] duas hiper-letras e u = z;, 4, ... ;, € V = Tj, T, . .. Tj,

suas palavras associativas correspondentes, entao p,, sera dado por,

Puv = PirjiPirgs - - - PirgiPizji Pisge - - - Piogi, - - - PirjiPirga - - Piggir-

Corolario 2.3.9. Cada palavra standard u define uma unica hiper-letra.

Observacao 2.3.10. Em alguns momentos deste trabalho sera mencionado o valor de
uma hiper-letra v em H (ou hiper-palavra, letra, palavra, etc). Isto significa que podemos
estar aplicando relagoes em u que sao satisfeitas em H. Em alguns casos temos que o
valor de u sera diferente em duas algebras de Hopf distintas, por exemplo, na Se¢ao 2.6
veremos que os geradores PBW [u] elevados a sua altura h, possuem valores diferentes
nas quantizacoes v/ (g) e U (g). Em u](g) temos que [u]™ = 0, mas em U/ (g) temos

] # 0.

Definicao 2.3.11. Uma hiper-letra [u] é dita dura em H se o seu valor em H nao é uma
combinagao linear de valores de hiper-palavras do mesmo grau em hiper-letras menores

do que [u]. Caso contrario, dizemos que [u] é suave em H.

Proposicao 2.3.12. [12, Corollary 2] Uma hiper-letra [u] € dura em H se e somente se,
o valor em H da palavra standard uw ndo é uma combinacao linear de palavras menores

com o0 mesmo grau.

Exemplo 2.3.13. Considerando a relagdo [[xy, 22|, 2] = 0 e seguindo a ordem ja defi-
nida na algebra de Hopf H, veremos que [u] = [[[z1, 23], 23], x5] é uma hiper-letra suave.

Desenvolvendo os colchetes, obtemos o seguinte:

0= [[95175132]7332] = [351, 5102]51?2 - p12p22x2[x1,w2]
= (1'1352 - p12$21‘1)9€2 - p12p22$2(x19€2 - P129€25U1)

2 2 2
= 2175 — (P12 + P12P22) TaX 1T + DiaPa2 5Ty .

Note que,

2 2 2
L1y = (p12 +P12p22)$2$1xz — P1oP22T5T .
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Multiplicando por x5 em ambos os lados temos,

3 2 2 2
117y = (P12 + P1aPe2) TaT1T5 — PiaParTyT1To.

Isto é, a palavra u é uma combinacao linear de palavras menores com o mesmo grau.

Assim, pela proposicao anterior a palavra [u] é suave.

Observacao 2.3.14. Note que, se uma hiper-letra ¢ igual a zero, entao ela nao sera dura.

De fato, se [u] = 0, podemos escrever

[u] = wug ... up + ogugug, g, 40U, g, = 0,

n

com o grau de cada palavra associativa na soma igual ao grau de u, no qual a palavra asso-
clativa u = wjus . .. u,. Assim, temos wyus ... u, = Bjuju, ... w;, + -+ Bitli Wiy . .. W,
como u é standard, por ser uma hiper-letra, segue que cada palavra associativa do lado di-
reito é menor que u. Portanto, temos que a palavra associativa v é uma combinagcao linear
de palavras menores de mesmo grau, e pela Proposicao 2.3.12, [u] ndo é uma hiper-letra

dura.

Proposicao 2.3.15. [10, Lemma 4.8] Seja B um conjunto de hiper-letras contendo

T1,...,ZTy. Se cada par [u],[v] em B, com u > v, satisfaz uma das sequintes condigoes:

(i) [[u], [v]] ndo é uma palavra standard nao associativa,
(ii) A hiper-letra [[u], [v]] ndo é dura em H,
(iif) [[u], [v]] € B,

entdo o conjunto B inclui todas as hiper-letras duras em H.

2.4 Bases PBW

Definigao 2.4.1. Seja A uma &algebra sobre K e B uma K-subalgebra de A com uma
base fixada {b; | j € J}. Um subconjunto totalmente ordenado W C A é dito ser um
conjunto de geradores PBW de A sobre B se existe uma fungao h : W — Z* U {00},

chamada funcao altura, tal que o conjunto de todos os produtos
bjwitwy? .. wpk, (2.6)

onde j € J,wy <wy < -+ <wy € W,0<n; <h(w;),1 <i<keéuma basede A. O valor
h(w) é referido como a altura de w em W. Se B = K corpo base, entdo chamaremos W

simplesmente como um conjunto de geradores PBW de A.
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Defini¢ao 2.4.2. A altura h de uma hiper-letra dura [u] em H é definida como o menor

numero tal que:

(i) Puu é uma h-ésima raiz da unidade;

(ii) O valor de [u]® em H é uma combinagdo linear de hiper-palavras do mesmo grau

em hiper-letras menores que [u].

Se nao existir tal nimero dizemos que a altura é igual a infinito.

Teorema 2.4.3. [12, Theorem 2] Sejam H uma dlgebra de Hopf de caracteres e G o
grupo dos elementos group-likes de H. Os valores de todas hiper-letras duras em H junto

com suas alturas formam um conjunto de geradores PBW para H sobre KG.

O resultado a seguir sera utilizado nos capitulos posteriores, para encontrarmos os

possiveis skew-primitivos de U (g).

Lema 2.4.4. [10, Lemma 4.9] Seja H uma dlgebra de Hopf. Se T € H é um elemento

skew-primitivo homogéneo entdao
T=au"+> aw;, a#0

onde [u] € uma hiper-letra dura, w; sdo palavras em hiper-letras menores que [u], de mesmo
grau de [ul". Se py, uma raiz t-ésima primitiva da unidade entdo h =1 ou h =t. Caso

contrario h = 1.

2.5 Ordem convexa

Seja (V,c¢) um espago vetorial trangado de dim(V) = 6, no qual existe uma base

(@i)ieny, Ip ={1,2,...,0}, e uma matriz de tranca p = (p;;): e, tal que
C(Ii X .Tj) = Pij Ty &® Z;.

Sejam AP o sistema de raizes generalizado associado a p e A} = {f1,...,8u} o
subconjunto de raizes positivas. Sejam «;, ¢ € Iy, as raizes simples. Nos denotamos

Loy, = Ty, 1€ ]Ig.

Definicao 2.5.1. Considere um sistema de raizes A} com uma ordem total fixada <.
Dizemos que esta ordem é uma ordem convexa se para quaisquer «, 3 € AR, tal que
a<fBea+ el nés temos

a<a+fp<p.
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Observagao 2.5.2. Toda dlgebra de Lie simples g possui um sistema de raizes A® de
forma que podemos fixar uma ordem convexa as suas raizes. Além disso, segundo I.
Angiono, cada raiz simples «; estd associada a uma varidvel quantica x;,7 € {1,...,0}.
Ainda, temos que cada raiz positiva [3; esta associada a um gerador PBW das algebras de

Hopf U, (g) e u; (g) sobre KG. Estes resultados sao demonstrados e mais explorados em
[1].

No resultado a seguir é dada uma forma de associar as raizes positivas de uma algebra
de Lie g a geradores PBW da élgebra de Hopf U, (g), no qual [ é a palavra associativa

standard, que é um gerador PBW de Uq+ (g), associada a raiz positiva f.

Proposicao 2.5.3. [1, Corolario 2.1.18] Para cada € AL, com B # aq,qz, ..., ay,
lﬁ = min{l51l52 : 61,52 € A]i, 01+ 0y = B, l(51 > l52}.

Definicao 2.5.4. Dizemos que uma base PBW é uma base convexa se a ordem das

raizes associadas aos geradores PBW é convexa.

Note que nem sempre uma algebra quantica possui apenas um conjunto convexo de
geradores PBW, mesmo quando fixamos uma ordem para as raizes simples. No entanto,
se supormos que os elementos sao hiper-letras, temos apenas uma base convexa possivel,

uma base gerada pelas hiper-letras duras, veremos isso na proposicao seguinte.

Observagao 2.5.5. Por [2, Lemma 4.5], se uma base PBW de hiper-letras é uma base
convexa, entao para quaisquer [ul, [v] nesta base, com [u] > [v], temos que [[u], [v]] é uma
combinacao linear de hiper-palavras da base [w] = [wy]...[wy], onde [u] > [w;] > [v],

i€{l,...,k}, [w;] pertence a base PBW e [w] tem mesmo grau de [[u], [v]].

Proposicao 2.5.6. Seja B um conjunto de geradores PBW convexo formado por hiper-

letras. Entdo B € constituido por hiper-letras duras.

Demonstracdo. Seja B uma base PBW convexa de hiper-letras. Pela observagao anterior
e pela Definigao 2.3.11, para todo par [u], [v] € B, tal que [u] > [v], temos que [[u], [v]] € B
ou [[u], [v]] ndo é dura. Ou seja, os itens (ii) ou (iii) da Proposi¢ao 2.3.15 sao satisfeitos,
logo B ¢ constituido pelas hiper-letras duras.

|

2.6 Grupos quanticos

Nesta segao definiremos os grupos quanticos U, (g) e u/ (g), nos quais g ¢ uma algebra

de Lie simples.
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Definicao 2.6.1. Uma matriz de Cartan, C = (a;;), com a;; € Z, é uma matriz
simetrizavel (existe matriz diagonal D, tal que o produto de C' por D resulta em uma
matriz simétrica) associada a um sistema de raizes simples (ver Capitulo III de [8]), tal

que a;; = 2,a;; < 0,1 # j, e a;; = 0 se, e somente se, a;; = 0.

Definigao 2.6.2. Seja C' = (a;;) uma matriz de Cartan simetrizavel por D = diag(dy, . .., d,),
isto ¢, d;a;; = d;a;;, e g uma algebra de Kac-Moody definida por C (ver em [9]). Suponha

que os parametros de quantizagao p;; sao relacionados por
pi = q%,  pipi = ¢, 1<i,j<n, (2.7)

onde ¢ é um elemento do corpo K e ¢ # 1. A quantizacao U; (g) da subélgebra de Borel
g" é uma élgebra de Hopf de caracteres gerada por (z;)1<i<n € (¢:)1<i<n € definida pelas

seguintes relagoes de Serre com skew-comutador (2.2):

[ [z @), x4, .. Jo2]) =0, 1 <i#j<n, (2.8)
onde x; aparece 1—ay; vezes. Isto é, U (g) = %, com X ={x1,..., 2.}, G={g1,--.,9n)
eS={([..][[xixj],z],...],2;]) é o conjunto gerado pelos elementos das relagoes de Serre.
Observagao 2.6.3. Temos que [[. .. [z, z;], x4], ... ], x;], parai, j € I, ¢ um skew-primitivo

em G (X), por [11, Theorem 6.1]. Portanto, pela Proposigao 1.4.13, o ideal gerado por

esses elementos é um ideal de Hopf.

Definicao 2.6.4. Se a ordem multiplicativa t de q ¢é finita, definimos u;r(g) como %,
onde A ¢ o maior ideal de Hopf de G (X) contido em G (X)®, sendo G (X)® o conjunto
de todos polindémios ndo comutativos sem termos livres e lineares. Além disso, para cada

[u] € U (g), [u]" = 0 em u}(g), no qual h é a altura do elemento [u].

Pela Proposigao 1.4.10, u/ (g) ¢ uma édlgebra de Hopf. Mais ainda, como u; (g) é nao

comutativa e nao cocomutativa, u;r (g) é um grupo quantico.

Observagio 2.6.5. Como A é o maior ideal de Hopf de G (X) em G (X)), temos que
os demais ideais de Hopf de G (X) contidos em G (X)® estdo em A. Desta maneira, A
contém todos os elementos skew-primitivos de G (X) com grau total maior ou igual a 2,
pois cada um destes gera um ideal de Hopf de G (X) em G (X)®. Portanto, por [11,

Theorem 6.1] as relagdes de Serre ainda sao vilidas em u; (g).

Note que, pela Proposigao 1.4.10, como os grupos quanticos U/ (g) e u/ (g) sdo defini-
dos como um quociente da algebra de Hopf de caracteres G (X) por um ideal, a estrutura

de dlgebra de Hopf dada em (2.2.8) para G (X) serd a mesma para as algebras de Hopf
Uy (9) e ug (9)-
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2.7 Posto combinatorio

Seja H uma algebra de Hopf de caracteres e J um ideal de Hopf de H. Construimos
uma cadeia de ideais de Hopf de H,0=Jy C J1 € J C --- C J; € --- C J, da seguinte
forma. Definimos J; como o ideal de Hopf gerado pelos elementos skew-primitivos de
J. Se J; # J, temos que Jil # 0 é um ideal de Hopf de Jﬂl’ que é uma algebra de Hopf

de caracteres, e entao, pelo Teorema 2.2.4, J% possui um elemento skew-primitivo nao

nulo. Definimos i—f o ideal de Hopf gerado pelos elementos skew-primitivos de Jil’ onde
Jo = W_l(%), comm: H — Jﬂl Se Jy # J, entao definimos i—; como o ideal gerado pelos

elementos skew-primitivos de J% Seguindo este processo, esta cadeia de ideais de Hopf se

estabiliza se J, = J para algum k.

Lema 2.7.1. [14, Lemma 1.24] Considere H uma dlgebra de Hopf de caracteres, J um

ideal de Hopf de H e J; os ideais de Hopf como construido acima. Entao, U Jp = J.
i=1

Definigao 2.7.2. Seja H uma &algebra de Hopf de caracteres gerada por a;,1 < i < n,
sobre GG, onde G é grupo abeliano dos elementos group-likes de H. Considere X =
{z1,...,2,} e ¢ : G(X) — H, sendo ¢(z;) = a;. Se J = ker(y) (que é um ideal
de Hopf de G (X)), dizemos que o posto combinatério de H é o comprimento x da
cadeia acima, ou infinito se a cadeia nao se estabiliza. Denotaremos por x(H) o posto

combinatorio de H.

Considere as projecoes ¢y : G (X) — uf(g) e ¥ : G(X) — US(g). Sabemos que
ker(1y) = A é o maior ideal de Hopf de G (X)® e ker(is) ¢ gerado pelas relages de
Serre (2.8). Para o calculo do posto combinatério (u] (g)) consideraremos J = A. No
entanto, temos que ker (i) C ker(yy) = A e as relagdes definidas para U, (g) sdo skew-
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