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RESUMO

CARVALHO, J. V. A. Comportamento constitutivo de rejeito de minério de ferro filtrado e
compactado. 2023. 135p. Dissertação (Mestrado em Engenharia) -- Programa de Pós-Graduação
em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

A ocorrência de desastres de grandes magnitudes envolvendo os métodos convecionais de
disposição de rejeitos endossou a busca por alternativas viáveis para dispor esses subprodutos
dos processos de extração e beneficiamento de minérios de forma mais segura e sustentável.
Uma possibilidade é a disposição em pilhas de rejeito compactado e filtrado. Para isso, faz-se
necessário o entendimento do comportamento desses materiais em estados densos e a influência
dos estados de tensões aos quais estarão submetidos durante a vida útil da estrutura. Além disso,
durante a etapa de projeto, a fim de prever o comportamento de Estruturas de Armazenagem
de Rejeitos (EAR), usualmente são empregados modelos constitutivos. Porém, as hipóteses e
condições assumidas no desenvolvimento dos modelos aplicados precisam ser verificadas e
adequadas à sua aplicação. Portanto, este trabalho busca descrever o comportamento constitutivo
de um rejeito de minério de ferro filtrado e compactado em uma ampla faixa de tensões e
estados a fim de promover um maior entendimento da resposta mecânica desse material. São
investigados aspectos relativos ao comportamento tensão-deformação, tensão-dilatância, forma
da superfície de plastificação e direção de fluxo plástico do material sob uma ampla faixa de
tensões e diferentes compacidades. Observou-se que a quebra de partículas apresenta reflexos no
comportamento constitutivo do material desde tensão mais baixas. Além disso, foi verificada a
forma da superfície de plastificação de um rejeito de minério de ferro e que esse segue uma lei
de fluxo não associada. Por fim, a partir das observações sobre o comportamento constitutivo
do rejeito, são propostas condições para definição de uma equação de dissipação de energia
consistente.

Palavras-chave: rejeito de minério de ferro, estado crítico, dilatância, empilhamento à seco,

materiais granulares, altas tensões.



ABSTRACT

CARVALHO, J. V. A. Comportamento constitutivo de rejeito de minério de ferro filtrado e
compactado. 2023. 135p. Dissertação (Mestrado em Engenharia) -- Programa de Pós-Graduação
em Engenharia Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

The recent disasters involving conventional tailings storage facilities highlighted the need for
viable alternatives to safely and sustainably dispose of these by-products of ore extraction
and beneficiation. One possibility is the disposal of filtered compacted tailings in stacks. In
this regard, a better understanding of tailings behaviour in dense states and the influence of
stress history occurring during the structure lifetime is needed. Furthermore, constitutive models
are usually considered in previewing the behaviour of tailings storage facilities during design
stages. However, the assumptions made during the models’ development and their validity to the
applications being considered are not usually verified. Accordingly, this work aims at describing
the constitutive response of filtered compacted iron ore tailings in a broad range of pressures and
states. Besides, the tailings’ stress-strain and stress-dilatancy response, the shape of the yield
surface, and the plastic flow direction are investigated. Particle breakage was found to influence
the constitutive behaviour from low pressures. Also, the shape of the yield surface for the iron
ore tailings was verified, and the tailings followed a non-associated flow rule. Finally, conditions
for defining a consistent energy dissipation equation are proposed from the observed behaviour.

Keywords: iron ore tailings, critical state, dilatancy, dry stacking, granular materials, high
pressures.
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1 INTRODUÇÃO

Os recentes desastres envolvendo a ruptura de barragens de rejeitos de mineração (e.g., SAN-
TAMARINA et al., 2019; WISE, 2022) voltaram as atenções da sociedade para a segurança
dessas estruturas. No Brasil, em especial, as rupturas nas minas de Fundão (MORGENSTERN
et al., 2016) e Córrego do Feijão (CIMNE, 2021; ROBERTSON et al., 2019) representaram,
respectivamente, os maiores desastres em termos de perdas ambientais e de vidas humanas da
história do país. Santamarina et al. (2019) destacaram o crescente número de desastres no mundo
todo nos últimos anos e também o maior impacto ocasionado por esses.

Essas situações motivaram, por exemplo, a decisão por parte de agências regulatórias de proibir
a adoção de determinados métodos construtivos e reforçar fiscalizações e legislações. No Brasil,
foram proibidas novas barragens de rejeitos no sistema de elevação à montante, o mesmo utilizado
nas duas barragens que romperam no país (ANM, 2019a,b). Em razão disso, alternativas para a
disposição desses rejeitos vêm sendo buscadas, de forma a garantir a segurança das estruturas e
minimizar riscos enquanto mantendo a capacidade operacional das plantas de beneficiamento.

A disposição de rejeito, filtrado e compactado, em pilhas é uma das alternativas (CONSOLI et al.,
2022; DAVIES, 2011). Nesse sistema, o rejeito é filtrado até que atinja teores de umidade mais
baixos, próximos ao seu teor de umidade ótimo para compactação, e então disposto compactado
de forma a se obter uma pilha estável (LUPO et al., 2011). Essas estruturas podem atingir
centenas de metros de altura submetendo assim o material na sua base a estados de tensões de
grandes magnitudes. Embora diminuídos, em razão do material não se encontrar em um estado
fofo e saturado, os riscos ainda existem e precisam ser devidamente considerados durante as
etapas de projeto do empilhamento. Santamarina et al. (2019) reforçam que são necessários
maior conhecimento do comportamento dos materiais, gerenciamento e engenharia eficientes e
reforço das legislações, a fim de prevenir futuros desastres com Estruturas de Armazenagem de
Rejeitos (EAR).

Uma das etapas mais importantes para a garantia da segurança e eficiência das estruturas projeta-
das é o desenvolvimento dos conhecimentos referentes ao comportamento mecânico de rejeitos
de mineração. Esses rejeitos apresentam características dependentes da rocha de origem, angu-
laridades salientes, comportamento predominantemente friccional e partículas com diferentes
tamanhos e mineralogias por causa do seu processo de obtenção e beneficiamento (FOURIE
et al., 2022; LI, W. et al., 2018). Além disso, como materiais granulares, o comportamento
desses materiais é dependente do seu estado de tensões e da sua compacidade, assim como o

Comportamento constitutivo de rejeito de minério de ferro filtrado e compactado



20

de solos naturais. O plano de fundo teórico que baseia as relações entre estados de tensões e
compacidade usualmente adotado na engenharia geotécnica é a Mecânica dos Solos dos Estados
Críticos (CSSM, na sigla em inglês) (SCHOFIELD et al., 1968). Este modelo teórico de descrição
dos comportamentos de meios particulados teve sucesso durante o seu desenvolvimento para
aplicação em argilas levemente pré-adensadas ou normalmente adensadas. Já para materiais
puramente friccionais, como siltes e areias, houve algumas dificuldades, contornadas com o
desenvolvimento dos conhecimentos estabelecidos e de novos modelos constitutivos baseados na
Mecânica dos Solos dos Estados Críticos (e.g., JEFFERIES, 1993; GAJO et al., 1999b; LI, X. S.
et al., 2012).

A modelagem constitutiva é a área responsável por partir de dados experimentais ou compor-
tamentos idealizados e construir modelos para o cálculo e previsão de deformações a partir de
tensões ou o contrário (MUIR WOOD, 1990; YU, 2006). Com os avanços na capacidade de
processamento dos computadores, a realização de projetos de obras de engenharia tem sido cada
vez mais eficiente e complexa. Por vezes, esses avanços tecnológicos e teóricos são inseridos na
prática de engenharia sem o devido cuidado no entendimento das hipóteses assumidas quando
do seu desenvolvimento (MUIR WOOD, 2004).

Diversos modelos constitutivos e teorias foram propostos para o tratamento de meios particulados
e porosos, como é o solo (SCHOFIELD et al., 1968; LADE, 1977; JEFFERIES, 1993; YU,
1998; GAJO et al., 1999b). Os modelos mais bem-sucedidos, no entanto, foram aqueles capazes
de descrever o estado do material em termos da sua compacidade (representada pelo índice
de vazios) e do estado de tensões ao qual está submetido. Autores como Wroth et al. (1965)
e Poorooshasb (1989) já haviam sugerido que a descrição do comportamento de materiais
granulares deveria se dar pela correta determinação do estado desses, através de parâmetros de
estado condizentes.

Entretanto, grande parte desses modelos foi desenvolvido majoritariamente suportado por resul-
tados experimentais obtidos em areias quartzosas uniformes, com baixo ou nenhum teor de finos
(BEEN et al., 1991; VERDUGO et al., 1996; MUIR WOOD, 2007; RUSSELL et al., 2004).
Os rejeitos de mineração diferem desses materiais usuais, tanto por sua mineralogia quanto
pela forma, tamanho e rugosidade das partículas (YANG, Y. et al., 2019). Diferentes autores
estudaram individualmente cada um desses efeitos no comportamento de materiais granulares,
incluindo rejeitos, como a influência do teor de finos (e.g., CARRERA et al., 2011; SHIPTON
et al., 2015; GOUDARZY et al., 2016; LADE et al., 1997; THEVANAYAGAM et al., 2002), da
forma das partículas (e.g., DE BONO et al., 2016; XIAO, Yang et al., 2019; CAVARRETTA
et al., 2017) e da mineralogia (e.g., COOP, 1990; MCDOWELL et al., 2002; GUIDA et al.,
2019).

Além disso, o comportamento mecânico de rejeitos de mineração usualmente é avaliado do ponto
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de vista de carregamentos não drenados, ou ainda drenados em estados extremamente fofos. Isto
se dá em razão da disposição usual destes rejeitos em grandes barragens, nas quais esses são
encontrados em estados fofos e saturados (LI, W. et al., 2018; ISLAM et al., 2021). Comumente,
esses materiais são avaliados sob a ótica da avaliação do seu potencial de liquefação ou ainda
definição de estados críticos em tensões relativamente baixas (e.g., CARRERA et al., 2011;
BEDIN et al., 2012). Sendo assim, um maior entendimento desses materiais em estados densos é
necessário para a correta avaliação e previsão do comportamento de estruturas nessas condições
(WAGNER et al., 2023).

No que tange o projeto de estruturas de rejeito filtrado e compactado, é crucial a determinação do
comportamento mecânico desses materiais nas diferentes faixas de tensões e estados aos quais
possa estar submetido durante a vida útil da estrutura. A fim de viabilizar a utilização de novas es-
truturas de armazenagem, é preciso estabelecer formas seguras para o futuro descomissionamento
dessas (EDRAKI et al., 2014). Outro aspecto é a possibilidade do reprocessamento dos rejeitos
no futuro. Ainda que atualmente possa não se apresentar como uma alternativa economicamente
viável, a necessidade de uma gestão mais eficiente dos resíduos gerados, o avanço nas tecnologias
de extração, ou ainda o esgotamento de jazidas, pode ocasionar a viabilização da reexploração
de rejeitos já dispostos (LÈBRE et al., 2017). Essas situações podem vir a ocasionar diferentes
estados de tensões e solicitações na estrutura que necessitam ser devidamente previstos.

Sendo assim este trabalho busca estudar o comportamento constitutivo de um rejeito de mineração
de ferro em estados densos para a aplicação na construção de pilhas de rejeito filtrado. Para
isso, definiu-se uma série de ensaios triaxiais com diferentes histórias de tensões que permitam
a análise do material sob a luz da mecânica dos solos dos estados críticos, e avaliação das
suas relações constitutivas fundamentais. Pretende-se avaliar com detalhe as relações tensão-
deformação e tensão-dilatância de um rejeito de minério de ferro até tensões elevadas a fim de
descrever a resposta mecânica desse para o correto projeto e previsão do comportamento de
pilhas de rejeito filtrado, nos diferentes estados que possam se encontrar durante a sua vida útil.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivos gerais

Este trabalho tem por objetivo avaliar o comportamento constitutivo de um rejeito de mineração
de ferro em uma ampla faixa de tensões, diferentes estados de compacidade e histórias de tensões
visando a sua disposição em pilhas de rejeito filtrado.
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1.1.2 Objetivos específicos

São objetivos específicos deste trabalho:

- Avaliar a resposta tensão-deformação-resistência de rejeitos de mineração até pressões
elevadas (< 4 MPa de confinamento) sob diferentes estados de compacidade e histórias de
tensões;

- Estabelecer os requisitos para uma lei de dissipação de energia consistente com comporta-
mento de um rejeito de minério de ferro;

- Avaliar a possibilidade de quebra de partículas em um rejeito de minério de ferro quando
submetido a pressões elevadas de confinamento;

- Estimar a forma da superfície de plastificação de um rejeito de minério de ferro em uma
ampla faixa de tensões;

1.2 ORGANIZAÇÃO DO DOCUMENTO

Este documento está organizado em cinco capítulos:

No Capítulo 1, é apresentada uma introdução ao tema e à relevância do trabalho realizado, bem
como seus objetivos principais e a estrutura proposta para o documento.

No Capítulo 2, é apresentada uma revisão bibliográfica dos principais tópicos abordados no
desenvolvimento do trabalho e que forneçam a base necessária para realização desse.

No Capítulo 3, são apresentados os materiais a serem utilizados e os métodos empregados para
obtenção e análise dos resultados experimentais.

No Capítulo 4, são apresentados e discutidos os resultados experimentais obtidos.

No Capítulo 5, estão colocadas as conclusões atingidas com a realização da pesquisa e sugestões
para trabalhos futuros.
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2 REFERENCIAL BIBLIOGRÁFICO

2.1 REJEITOS DE MINERAÇÃO

Os subprodutos da operação de extração mineral podem ser separados em dois grandes grupos:
o estéril, solos e rochas removidos a fim de viabilizar o acesso à jazida com concentração do
mineral de interesse, e os rejeitos, sub-produtos do processo de extração e beneficiamento de
minérios (SPITZ et al., 2019). Usualmente, esses materiais são armazenados separadamente em
diferentes tipos de estruturas, sejam elas pilhas, dentro de cavas, em grandes barragens, entre
outros tipos (BLIGHT, 2010).

Os rejeitos (tailings, em inglês) são, essencialmente, um meio particulado constituído de duas
fases: uma matriz mineral e os espaços entre as partículas, que podem estar preenchidos por
água, ar ou outros fluidos. A grande diferença entre os rejeitos e outros materiais geotécnicos
é o seu processo de formação, dado que os rejeitos são obtidos através de uma combinação de
processos industriais químicos e físicos, enquanto os solos são formados ao longo de vastos
períodos de tempo pela ação do intemperismo, transporte e sedimentação (FOURIE et al., 2022;
SCHNAID, 2022).

Apesar de os rejeitos de mineração serem materiais geotécnicos aos quais são aplicáveis as teorias
e planos de fundo teóricos desenvolvidos na mecânica dos solos, o número de falhas de EARs
reforçam que esses materiais não apresentam comportamento convencional (SANTAMARINA
et al., 2019). O comportamento de rejeitos apresenta particularidades específicas oriundas do
seu processo de obtenção. Entre essas especificidades pode-se citar: o formato das partículas, a
sua distribuição granulométrica, a variabilidade dos minerais constituintes e a estrutura recente
sob a qual se formam (FOURIE et al., 2022; SCHNAID, 2022). Além disso, os materiais
convencionais (areias e argilas), normalmente apresentam relações diretas entre o tamanho das
partículas e sua composição mineralógica, enquanto que os rejeitos de mineração apresentam
faixas amplas de tamanhos de partículas, incluindo tamanhos de argila, sem necessariamente
apresentar argilominerais na sua composição.

No caso dos rejeitos oriundos da produção do minério de ferro, o esgotamento gradual de
jazidas com minerais com alta concentração de ferro e a demanda acabam por incentivar a
exploração de minérios com concentrações mais baixas (SOUZA et al., 2021). As etapas para
exploração de minérios de baixa concentração consistem de: cominuição, classificação dos
tamanhos e concentração (LIMA et al., 2011; SILVA et al., 2022). A concentração de ferro
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no minério impacta diretamente o volume de rejeitos gerados, sendo que os minérios com
menor concentração implicam no aumento do volume de rejeito gerado na produção (SOUZA
et al., 2021). Os minérios encontrados na Região do Quadrilátero Ferrífero (MG) (QF) têm
concentrações de Ferro da ordem de 31-45% e, portanto, o beneficiamento destes segue os
processos descritos e é mandatório (DAUCE et al., 2019).

Historicamente, o principal método de disposição dos rejeitos era o transporte ainda enquanto
lama e disposição atrás de grandes barragens, dada a facilidade de disposição nesse método e o
estado do material após o processo de beneficiamento, com umidades muito altas e baixo teor
de sólidos (CONSOLI et al., 2000; XIAOLONG et al., 2021). Porém, dadas as preocupações
com a estabilidade à longo prazo dessas estruturas, impactos ambientais e custos envolvidos na
sua operação de gerenciamento o esquema de disposição considerado passou a ser determinado
pela estrutura que melhor satisfaça condições econômicas, ambientais e de segurança (LI,
2017; SPITZ et al., 2019). Ainda assim, em razão da prática na operação dessas estruturas, do
baixo custo operacional e da condição dos rejeitos usualmente obtida ao final dos processos
de beneficiamento, a disposição em grandes represas continua sendo o método mais comum
de disposição de rejeitos (LI, W. et al., 2018; KOSSOFF et al., 2014; GLOBAL TAILINGS
PORTAL, 2021).

A disposição desses rejeitos em estados fofos e saturados está associada a riscos, principalmente
em métodos de elevação em que o rejeito seja parte da estrutura de contenção (ISLAM et al.,
2021; YAO, C. et al., 2021). Estima-se que, atualmente, cerca de 45 bilhões de metros cúbicos
de rejeitos estejam dispostos em barragens no mundo e que esse volume deve crescer pelo
menos 26% nos próximos 4 anos (GLOBAL TAILINGS PORTAL, 2021). Esse volume de
rejeitos armazenados alerta a sociedade pela segurança das estruturas e o impacto catastrófico
que a sua ruptura pode ocasionar. Santamarina et al. (2019) relatam um volume acumulado de,
aproximadamente, 280 milhões de metros cúbicos liberados no meio ambiente desde 1910 em
razão de rupturas de EARs.

As causas dessas rupturas e o tipo de estruturas envolvidas (tamanho, tipo de rejeito, volume
armazenado, método construtivo, etc.) são variados. No entanto, um aspecto em comum levantado
por autores (e.g., LYU et al., 2019; SANTAMARINA et al., 2019; ARMSTRONG et al.,
2019) é a lacuna de conhecimento do comportamento desses materiais. Questões econômicas
e operacionais da gestão dessas estruturas estão também relacionadas à ocorrência de falhas
(ARMSTRONG et al., 2019).

Logo, alternativas são buscadas para os métodos convencionais de disposição, de forma a
aumentar a segurança e reduzir os riscos associados à disposição de rejeitos de mineração. Essas
alternativas estão vinculadas aos avanços em tecnologias de processamento e na filtragem desses
materiais (GOMES et al., 2016). O rejeito a ser disposto pode estar em diferentes condições
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tais como: lama, pasta, espessado ou filtrado (MEND, 2017). Cada uma destas condições está
relacionada a uma concentração de sólidos e permite a adoção de diferentes esquemas de
disposição.

Apesar das características de cada esquema serem distintas, o processo de concepção da estratégia
de disposição se assemelha. Esse processo é representado na Fig. 2.1.

EAR
Classificação

Objetivos do 

armazenamento

Avaliação do local 

de implantação

Análise de riscos

Seleção do tipo de 

estrutura

Projeto

Sistema de 

descarga

Construção

Operação

Monitoramento

Expansão 

Descomissionamento 

e fechamento 

Gerenciamento 

pós-fechamento

Figura 2.1 – Gerenciamento de Estruturas de Armazenagem de Rejeitos (EAR).
Adaptado de Spitz et al. (2019).

2.2 REJEITO FILTRADO

2.2.1 Métodos de filtragem

A condição dos rejeitos antes da disposição normalmente é classificada de acordo com a sua
concentração de sólidos. Usualmente, são classificados nos seguintes tipos: rejeito em lama,
rejeito espessado, rejeito em pasta e filtrado (SPITZ et al., 2019). A Tabela 2.1 apresenta
estimativas para o teor de sólidos presente em cada tipo.

Tabela 2.1 – Tipos de rejeitos para disposição (ULRICH, 2019).

Classificação dos rejeitos Concentração de sólidos típica (%)

Rejeito em lama <50
Rejeito espessado 50 a 70
Rejeito em pasta 70 a 85
Rejeito filtrado >85
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O alto custo de implementação é normalmente considerado como uma das razões para não adoção
da disposição de rejeitos filtrados. Porém, a escassez de água originada por crises hídricas e a
pressão para que os processos de extração mineral sejam adaptados a práticas mais sustentáveis
têm tornado esse método uma alternativa a ser considerada, especialmente pela possibilidade
de reutilização de parte da água (LARA et al., 2013; EDRAKI et al., 2014; MEND, 2017). Em
especial, o processo de flotação pode apresentar alto consumo de água (3-7 toneladas para cada
1 tonelada de minério). O impacto do reaproveitamento de água do processo, nesses casos, é
altamente positivo e potencializado em regiões com deficiência hídrica (FURNELL et al., 2022).

As tecnologias para redução da umidade dos rejeitos estão em constante evolução, tendo atingido
estágios elevados de eficiência nos últimos anos (SCHOENBRUNN, 2011). Essas tecnologias
podem ser classificada em três tipos: sedimentação, filtragem e secagem térmica. A filtragem é
o processo de separação de sólidos do líquido através de um meio poroso (filtro), seguido da
aplicação de um gradiente de pressão que pode ser aplicado de diferentes formas. Na extração
mineral, esse processo usualmente ocorre após a etapa de espessamento (WILLS et al., 2016;
WANG et al., 2014). Entre as tecnologias de filtragem estão: filtros de malha, filtros de disco de
vácuo, filtros de banda e filtros de pressão. Sendo o último tipo aquele que apresenta melhor
eficiência (LARA et al., 2013; ULRICH et al., 2013).

O princípio geral de funcionamento dos filtros de vácuo é um mecanismo em forma de anel que
gira enquanto uma porção é submergida na lama. Durante o giro dessa peça, a lama adere ao
filtro. Após, a pressão de vácuo aplicada do lado oposto do filtro suga a água da amostra úmida.
Ao completar o ciclo de rotação, o rejeito filtrado resultante é permitido cair do filtro. Já os
filtros de pressão operam de maneira diferente. Filtros de placa, ou quadro, são dispositivos que
utilizam pressão para remoção da parte líquida da mistura. Nesses dispositivos, o rejeito fino fica
entre duas placas as quais os filtros são fixados. Os sólidos são mantidos entre as placas enquanto
o líquido flui através dos filtros com o aumento da pressão. Tipicamente os sólidos resultantes
desse processo de filtragem são dispostos diretamente em comboios para serem direcionados
para a próxima etapa do tratamento (ULRICH et al., 2013; BEDELL, 2006).

A escolha do método de filtragem depende de aspectos físicos e mineralógicos da amostra,
bem como financeiros e operacionais da planta de beneficiamento. Do ponto de vista das
caraterísticas dos materiais, alguns dos aspectos fundamentais na escolha são: o tamanho das
partículas, em especial a quantidade de finos, a mineralogia e a densidade específica dos rejeitos.
Além disso, aspectos operacionais como a taxa de produção e a meta de umidade relativa final
são considerados na decisão do tipo e quantidade de filtros a serem utilizados (LARA et al., 2013;
ULRICH, 2019). Em relação à produção da mina, alguns projetos piloto ao redor do mundo
vêm sendo testados em minas de alta produção. O sucesso destes projetos pode significar um
importante precedente para adoção de novas tecnologias na indústria (ULRICH, 2019). A Tabela
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2.2 apresenta algumas operações existentes de rejeitos filtrados de grande capacidade.

Tabela 2.2 – Exemplos de operações de rejeito filtrado de grande capacidade.
Adaptado de Ulrich et al. (2013).

Mina Localidade Tipo de minério Produção (ton/dia)

Alcoa Austrália Alumínio 35500
Chingola Zâmbia Cobre 24000
La Coipa Chile Ouro e prata 16000
Mantos de Oro Chile Ouro e prata 15000
Vaal Reef África do Sul Ouro e urânio 10000
Randfontein Estates África do Sul Ouro e urânio 10000
Lihir Island Papua Nova Guiné Ouro 7500
El Sauzal Chihuahua, México Prata e ouro 5300
Gecamines Zaire Cobre 5000
Nabalco Austrália Alumínio 5000
Mantos Blanco Chile Cobre 4000
Alamo Dorado Sonora, México Prata e ouro 3500
Pogo Alaska, USA Ouro 2500
Raglan Quebec, Canadá Zinco 2000
Greens Creek Alaska, USA Ouro, prata e zinco 1500
Eskay Creek BC, Candá Cobre 300
Nixon Fork Alaska, USA Ouro 150

Do ponto de vista operacional, o processo de filtragem pode ser dividido em duas etapas princi-
pais: separação, cujos produtos são a torta e o filtrado, e o tratamento da torta, como lavagem e
secagem. No processamento por lote, ao fim de cada ciclo o equipamento é desmontado, limpo e
preparado para um novo ciclo, até que seja filtrada toda a lama. Já no processo contínuo, a perda
de tempo é minimizada sendo o fator determinante para o tempo a permeabilidade do conjunto
torta-filtro (GUPTA et al., 2016).

O avanço nas tecnologias de filtragem, associados tanto à capacidade de redução da umidade
quanto à produtividade, são aspectos fundamentais à popularização e implementação desse em
processos de beneficiamento. A necessidade de novos meios de disposição, principalmente
aqueles em que o rejeito não necessite ser disposto em grandes represas, impulsiona o desen-
volvimento desse setor a fim de viabilizar a implementação com melhor custo-benefício. Para
isso, é fundamental o entendimento do estado-da-prática no que tange a filtragem de rejeitos e o
comportamento mecânico do material resultante.

2.2.2 Pilhas de rejeito filtrado

O empilhamento de rejeito filtrado ganhou notoriedade como alternativa viável à disposição
dos rejeitos de mineração em barragens, especialmente após a ocorrência de grandes desastres
envolvendo os métodos convencionais que ocasionaram mudanças em legislações (SCHAPER
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et al., 2020). Apesar disso, esse método é aplicado em regiões secas e com escassez de recursos
hídricos há algum tempo (CALDWELL et al., 2015; LARA et al., 2013; DAVIES et al., 2001).
As primeiras operações envolvendo a disposição de rejeitos filtrados datam do fim dos anos 1980
(CALDWELL et al., 2015). Davies et al. (2010) apresentam um levantamento das estruturas de
armazenagem de rejeitos filtrados sugerindo uma crescente desde os anos 1990.

O conceito por trás da implementação de estruturas de rejeito filtrado é bastante direto. Os
rejeitos são inicialmente espessados utilizando tecnologias convencionais, a seguir são levados
para a planta de filtragem, onde terão sua umidade reduzida para teores próximos à umidade
ótima de compactação a ser utilizada em campo. Por fim, os rejeitos são transportados por
caminhões até o local de disposição, onde são dispostos com diferentes graus de compactação de
forma que se atinja uma pilha estável (ULRICH et al., 2013).

A adoção da disposição dos rejeitos em condição filtrada pode impactar a operação da mina
positivamente. Esse método de disposição oferece a possibilidade de redução dos volumes arma-
zenados de forma convencional, em barragens, e promove também um melhor aproveitamento
da área utilizada para disposição (LARA et al., 2013). Algumas das vantagens da utilização de
pilhas de rejeito filtrado em comparação à disposição convencional são: melhor aproveitamento
da água (EDRAKI et al., 2014; LUPO et al., 2011); melhor aproveitamento da área disponível
para disposição (maior volume armazenado com uma menor projeção em planta) (OLDECOP
et al., 2021; SPITZ et al., 2019); adequação dos materiais ao projeto e não do projeto aos
materiais, como ocorre em métodos convencionais (VARGAS et al., 2022; CONSOLI et al.,
2022); redução dos riscos associados à operação e manutenção (FRANKS et al., 2011); entre
outros.

As estruturas construídas podem ser de diferentes geometrias, a depender das condições do
relevo no local de disposição. Assim como outros métodos de disposição, o empilhamento de
rejeito filtrado pode ser side hill, cross-valley ou autoportantes (ULRICH et al., 2013). A Figura
2.2 ilustra alguns desses tipos.

Uma forma comum para estruturas autoportantes é a pirâmide. Essa geometria do empilhamento
oferece uma capacidade inferior às demais e uma área maior a ser coberta no fechamento. Em
compensação, é a forma mais estável (CALDWELL et al., 2015). Associada à uma gestão
eficiente da água, os riscos são ainda menores e os impactos, no caso de alguma falha, também
(EDRAKI et al., 2014; EAST et al., 2021). Uma alternativa para contornar uma das desvantagens,
a fim de aumentar a capacidade de armazenamento sobre uma mesma projeção em planta (maiores
alturas e inclinações mais íngremes), é a utilização de agentes cimentantes. Esses agentes ainda
contribuem para minimização dos riscos referentes à liquefação em zonas suscetíveis (CONSOLI
et al., 2022; CARVALHO et al., 2023; MAFESSOLI et al., 2023).
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Pilha de rejeito filtrado

(a) side hill

Pilha de rejeito filtrado

(b) cross-valley

Pilha de rejeito filtrado

(c) autoportante (pirâmide)

Figura 2.2 – Exemplos de geometrias de pilhas de rejeito filtrado.

Além das classificações de geometrias esquemáticas, as pilhas podem contar com aterros ao
redor de seu perímetro, de forma a permitir o acesso para novas disposições e operação da pilha
(SPITZ et al., 2019). Os rejeitos utilizados na construção normalmente são transportados por
caminhões e comboios, dado que não é possível bombeá-los em razão do seu teor de sólidos. Na
pilha os rejeitos são dispostos e, no caso das zonas estruturais, compactados (CALDWELL et al.,
2015).

A fim de acompanhar a taxa de produção das plantas de beneficiamento e otimizar a construção
da estrutura de contenção, normalmente a pilha é construída com regiões apresentando diferentes
graus de compacidade. Essas regiões são divididas em dois grupos: as zonas estruturais, em que o
rejeito é compactado para uma dada energia de compactação a fim de atingir a sua compacidade
máxima; e as zonas não-estruturais, nas quais o rejeito é disposto com baixo grau de compacidade
ou até em condições fofas (DAVIES, 2011).

Apesar da adoção de zonas estruturais ser prática comumente encontrada na literatura de empi-
lhamentos de rejeitos, e efetivamente aplicada, a existência de regiões com pouca ou nenhuma
compactação pode impactar a segurança das estruturas. Os critérios de definição dos limites
das zonas estruturais precisam ser claros e fundamentados do ponto de vista teórico, dado que a
compactação dos materiais dos taludes apenas desloca as possíveis superfícies de ruptura, além
de promover deformações distintas no topo da pilha. Além disso, como citado anteriormente, a
prática da construção de pilhas de rejeitos apresenta relatos bem sucedidos e experiências em
regiões de clima árido. No entanto, a utilização desse sistema no Brasil envolve a adaptação
ao clima e aos regimes pluviométricos locais. A ocorrência de chuvas pode impactar tanto as
etapas de construção quanto de operação da pilha. Em relação à construção, as chuvas afetam
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a capacidade de redução de umidade e compactação dos materiais no campo. Já em relação à
operação da pilha construída, ocorre a infiltração de água na estrutura que associada à existência
de zonas não compactadas pode induzir o risco de suscetibilidade à liquefação na base.

Algumas características-chave para os rejeitos a serem utilizados em instalações de rejeitos
filtrados são: alta resistência quando compactos, baixa condutividade hidráulica e baixa com-
pressibilidade. Em relação ao projeto da estrutura devem ser observadas considerações relativas
à altura da pilha, à velocidade de crescimento da pilha, quanto à gestão dos recursos hídricos e
quanto à infiltração (LUPO et al., 2011).

Já em relação ao risco associado à operação dessas estruturas, algumas situações a serem evitadas
são: disposição de rejeitos em estados mais úmidos que o especificado e formação de poças, de
forma que seja gerada uma linha freática na base do empilhamento causando susceptibilidade à
geração de poropressão. Os riscos associados a essas instalações usualmente são menores que o
de sistemas de disposição convencionais e, caso bem previstos e administrados, não costumam
oferecer dificuldades, tornando o empilhamento de rejeitos filtrados uma solução estável a longo
prazo (CALDWELL et al., 2015).

Apesar de ser um dos métodos de disposição mais promissores (SPITZ et al., 2019), a literatura
sobre diretrizes de projeto e operação de instalações envolvendo rejeito filtrado é limitada. Um
dos fatores preponderantes para que isso ocorra pode ser o entendimento de que a construção
e operação dessas estruturas é simples e o conceito bem entendido. Porém, conforme cresce a
capacidade das plantas de filtragem e aumentam os volumes dispostos seguindo esse esquema de
disposição, cresce também a complexidade das estruturas. Pilhas altas construídas em plantas de
beneficiamento de alta produtividade dão origem a problemas de comportamento relacionados
às altas tensões desenvolvidas na base, além de risco aumentado em caso de falhas.

Existem relatos da operação bem sucedida de estruturas de contenção de rejeitos filtrados
bem como de projetos recentes que optaram por essa metodologia (e.g., CARRASCO, 2021;
VARGAS et al., 2022; CONNELLY, 2021; GOMES et al., 2016; DIMITRIADIS et al., 2022;
KWAN et al., 2011). Algumas operações e projetos atraem especial atenção devido à sua alta
produção, seja ela real ou prevista. A operação de extração de minério de ferro de Karara, na
Austrália (HORE et al., 2014), com produção diária de 50000 toneladas, e as previsões de
Metales (120000 ton/dia), no México (EAST et al., 2021), e Rosemont (75000 ton/dia), no
Canadá (NEWMAN et al., 2011), são alguns exemplos.
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2.3 COMPORTAMENTO DE MATERIAIS GRANULARES

2.3.1 Aspectos gerais

No passado, ensaios triaxiais eram realizados com o principal objetivo de determinar a resistência
ao cisalhamento dos solos. Buscava-se determinar, fundamentalmente, os parâmetros para o
critério de ruptura de Mohr-Coulomb, isto é, ângulo de atrito (φ ′) e intercepto coesivo (c′) (MUIR
WOOD, 1984). Com o passar do tempo, passou a ser de interesse, também, o comportamento
dos solos em estágios anteriores e, até, posteriores à ruptura. A previsão de deformações das
estruturas passou a ser tópico relevante e presente nos projetos de engenharia.

Um aspecto fundamental do comportamento de geomateriais são as deformações volumétricas
que ocorrem durante o seu cisalhamento. No caso de solos não-coesivos, desde o trabalho
pioneiro de Casagrande (1936) o seu comportamento é entendido como sendo função da sua
compacidade. De acordo com a compacidade inicial do material era esperado um comportamento
de aumento de volume (dilatante) ou redução de volume (compressivo) durante o carregamento
(Fig. 2.3).

v

ε

Fofo, 

compressivo

Denso, 

dilatante

Volume 

constante

Figura 2.3 – Comportamento volumétrico de materiais granulares em diferentes
compacidades.

Esse comportamento é representativo para um mesmo material, sob uma mesma tensão de
confinamento efetiva. Nos solos, a resistência ao cisalhamento é fruto principalmente do atrito
entre as partículas, sendo assim é proporcional à tensão normal efetiva experimentada pelo
material (TAYLOR, 1948). Essencialmente, dois mecanismos são responsáveis pela mobilização
da resistência ao cisalhamento: o atrito entre as superfícies das partículas e o intertravamento
originado pelo arranjo entre elas. O intertravamento é tão maior quanto menor for o índice de
vazios da amostra, ou seja quanto mais próximos estejam os grãos de forma que seja necessário
despender uma energia adicional para que ocorra o movimento relativo das partículas dentro da
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massa de solo. Assim, os aspectos fundamentais que determinam a resistência ao cisalhamento
dos solos são de natureza do material (e.g., formato, tamanho e composição mineralógica das
partículas) ou das condições de contorno impostas (e.g., tensão efetiva, taxa de carregamento,
compacidade do material) (LAMBE et al., 1979).

A variação de volume durante o cisalhamento experimentada pelos geomateriais é uma con-
sequência da sua natureza particulada. Esses materiais, diferentemente de outros materiais usuais,
existem na forma de um agregado de partículas em equilíbrio. Reynolds (1885) foi quem primeiro
ressaltou a natureza única do comportamento de meios granulares, cuja resposta macroscópica
é controlada por efeitos microscópicos advindos do movimento relativo entre partículas e que
resultam em alterações de volume da amostra.

Quando os geomateriais submetidos a um carregamento aumentam de volume, é dito que esses
dilatam. Por sua vez, quando esses experimentam redução de volume é dito que contraem. À
variação de volume dos geomateriais durante o carregamento é dado o nome de dilatância, sendo
essa assumida como positiva no caso da contração e negativa no caso de expansão, de acordo
com as convenções usualmente adotadas na engenharia geotécnica. A dilatância é um fenômeno
físico de dissipação de energia, principalmente daquela relacionada ao arranjo dos grãos, que
provê a parcela de resistência associada ao intertravamento. Essa tendência de aumento de
volume é suprimida à medida que aumentam as tensões de confinamento. Isto ocorre pela maior
restrição proporcionada pelo confinamento e também em virtude de uma maior deformação nos
contatos das partículas que reduz os efeitos do intertravamento (MUIR WOOD, 1990).

Sob a abordagem dos mecanismos de movimento das partículas dentro da massa de solo, Rowe
(1962) deu continuidade aos avanços no entendimento dos mecanismos relacionados à dilatância
de meios granulares porosos. O autor baseou-se no princípio da razão de energia mínima para
formulação teórica dos conceitos de dilatância. Esse princípio consiste da consideração de que
uma areia sempre irá deslizar na direção na qual a taxa de energia interna absorvida é mínima.

Os estudos de dilatância em materiais granulares, seja do ponto de vista macroscópico ou
microscópico, geralmente baseiam-se na variação volumétrica resultante de amostras em ensaios
a fim de obter relações físicas de mecanismos de dissipação de energia na mobilização da sua
resistência ao cisalhamento. Sendo assim, é importante definir matematicamente o parâmetro de
dilatância considerado (Eq. 2.1). Geralmente, a avaliação da dilatâcia tem o intuito de estabelecer
relações entre as tensões experimentadas e o comportamento volumétrico observado, que pode
ser chamada como uma relação tensão-dilatância cujo resultado final é a obtenção de uma lei
que explique a ocorrência da dilatância (e.g., ROWE, 1962; MATSUOKA, 1974; BOLTON,
1986; LI, X. S. et al., 2000; JEFFERIES et al., 2002).
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DP =
ε̇

p
v

ε̇
p
s

(2.1)

onde ε̇v é o incremento de deformação volumétrica, ε̇s é o incremento de deformação distorcional
(2/3 · [εa − εr], em condições do ensaio triaxial convencional) e o índice p refere-se à parcela
irrecuperável das deformações.

Conforme dito anteriormente, a tensão confinante efetiva tem influência direta no comportamento
volumétrico observado e, portanto, na dilatância. À medida que essas tensões aumentam, a
quebra de grãos passa a se tornar um mecanismo de deformação, e de dissipação de energia,
relevante, podendo se tornar inclusive o mecanismo principal a depender do nível de tensões
atingido. Alguns autores buscaram investigar a influência dessas condições nas leis de dilatância
desenvolvidas, tanto teórica quanto experimentalmente (COOP, 1990; UENG et al., 2000; DE
BONO et al., 2014). Em relação aos efeitos da quebra de grãos no comportamento tensão-
deformação, trabalhos como o de Vesić et al. (1968) e de Yamamuro et al. (1996) atigiram
tensões de confinamento extremamente altas e discutiram extensivamente os mecanismos físicos
envolvidos, enquanto que Muir Wood (2007) e Muir Wood et al. (2008) trataram em detalhe da
modelagem desses comportamentos.

Os efeitos de outras características específicas de rejeitos de mineração na dilatância são também
pouco observados. A falta de um arcabouço teórico estabelecido dificulta a consideração de
novas variáveis. Além disso, os dados sobre análises de tensão-dilatância para rejeitos são
limitados na literatura, muito provavelmente pelo foco dos estudos desses geomateriais ser a sua
disposição em estados fofos (WAGNER et al., 2023).

2.3.2 Mecânica dos Solos dos Estados Críticos

O estado de um meio granular em que ele escoa como um fluído friccional na ausência de
variações volumétricas ou do estado de tensões é denominado o estado crítico (SCHOFIELD et
al., 1968). Esse estado é atingido após o desenvolvimento de grande deformações (ATKINSON,
2007). As primeiras observações da existência de um índice de vazios crítico foram feitas por
Casagrande (1936). Após, Taylor (1948) observou a dependência das tensões de confinamento
efetivas no índice de vazios crítico determinado. Esse conceito foi então formalizado por Roscoe
et al. (1958) que incluiu a densidade como uma variável no tratamento de geomateriais. A
representação matemática dessa condição pode ser dada no espaço v-p′-q através da Eq. 2.2.

∂ p′

∂εs
=

∂q
∂εs

=
∂v
∂εs

= 0 (2.2)
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onde p′ e q são os invariantes de tensão conforme as Eq. 2.3 e 2.4 para as condições de ensaio
triaxial e v é o volume específico do material.

p′ =
1
3
(σ ′

1 +2 ·σ ′
3) (2.3)

q = σ
′
1 −σ

′
3 (2.4)

A Equação 2.2 foi posteriormente estendida por Poorooshasb (1989) para contabilizar a condição
de um ângulo de Lode constante (Eq. 2.5).

∂ p′

∂εs
=

∂q
∂εs

=
∂v
∂εs

=
∂θ

∂εs
= 0 (2.5)

Portanto pode-se definir no espaço de tensões e densidade uma superfície limite em que meios
particulados porosos conseguem deformar sem variação volumétrica ou de tensões, chamada de
superfície última e que define um lócus de estados críticos. Essa superfície costumeiramente
é representada pelas suas projeções nos planos derivados q-p′ e v-ln p′, sendo a sua projeção
denominada Linha de Estado Crítico (LEC).

Uma premissa fundamental na teoria de estado crítico é de que os materiais granulares evoluem
para esse estado através de deformações cisalhantes (JEFFERIES et al., 2016). Portanto, quando
carregados os materiais granulares irão desenvolver tensões cisalhantes e deformações distor-
cionais que eventualmente conduzem o material até o lócus de estados críticos. A observação
desse estado normalmente é dada pela verificação da estabilidade nas deformações volumétricas
observadas e na tensão desviadora. Ainda que as deformações atingidas em ensaios triaxiais
convencionais em geral sejam insuficientes para atingir o estado crítico, seja por limitações do
equipamento ou questões relativas à localização, é possível estimar com certa precisão a região
próxima a essa superfície.

A LEC no plano v-ln p′ foi inicialmente aproximada por uma função linear (Eq. 2.6) (SCHOFI-
ELD et al., 1968).

ec = Γ+λ ln p′ (2.6)

Essencialmente, a LEC é assumida como linear e paralela a Linha Isotrópica de Compressão
(Linha de Isotrópica de Compressão (LIC)), que por sua vez, define o limite de estados possíveis
de materiais particulados no plano v-ln p′ (Fig. 2.4).
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Figura 2.4 – Representação da Linha de Estado Crítico (LEC) e da Linha de
Isotrópica de Compressão (LIC) no plano v-ln p′.

Há outras idealizações matemáticas para a LEC que variam desde condições bi-lineares (BEEN
et al., 1991), tri-lineares (RUSSELL et al., 2004) e funções de maior ordem (GUDEHUS, 1996;
JEFFERIES et al., 2016). Alguns estudos sobre a liquefação estática de materiais granulares
(SCHNAID et al., 2013; BEDIN et al., 2012; CARRERA et al., 2011) e sobre o comportamento
geral de rejeitos de mineração (WAGNER et al., 2023; LI, W. et al., 2019) demonstraram a
existência de linhas de estado crítico não-lineares desde baixas tensões. Assim, optou-se neste
trabalho por adotar a formulação da LEC proposta por Jefferies et al. (2016), dada pela Eq. 2.7.

ec = Γ+A ·

(
p′

p′re f

)B

(2.7)

onde A e B são constantes de ajuste da curva.

A partir da definição da LEC é possível descrever o comportamento de materiais com base em
sua posição relativa à ela. Logo, se um material está em um estado correspondente a um ponto
abaixo da LEC no plano v-ln p′ ele necessariamente deverá aumentar de volume para que atinja
o estado crítico (ou, no caso de carregamento não drenado, desenvolver poropressão negativa,
resultando no aumento da tensão efetiva média), dado que esse necessariamente será o seu estado
final. Da mesma forma, caso o estado do material esteja acima da LEC o seu comportamento
deverá ser compressivo (poropressão positiva, no caso não drenado), a fim de atingir o estado
crítico (Fig. 2.5).
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Figura 2.5 – Comportamento volumétrico esperado de um material em diferentes
posições em relação à LEC.

Logo, a magnitude das deformações volumétricas e da mobilização de tensões que um material
desenvolverá para atingir o estado crítico é dependente do seu estado inicial e do quão distante ele
está do estado final (WROTH et al., 1965). Uma forma de descrever o estado inicial do material é
através de parâmetros de estado condizentes. Uma grandeza apropriada para a descrição do estado
de um material deve ser tal que influencie de alguma forma o comportamento observado, esteja
associada a amostra e possa ser medida diretamente (POOROOSHASB, 1989). Usualmente,
utiliza-se o índice de vazios como um parâmetro de estado, porém essa definição não é suficiente
dado que é necessária a conjugação entre a compacidade e estado de tensões de forma a descrever
completamente o comportamento de um material (BEEN et al., 1985). Sendo assim é tomado
como parâmetro de estado (ψ) a definição de Been et al. (1985), dada pela Eq. 2.8.

ψ = e− ec(p′) (2.8)

A partir da Equação 2.8 é possível verificar que, quando apresentar uma tendência de comporta-
mento compressivo, o material apresentará parâmetro de estado positivo (e > ec). Já quando o
comportamento for dilatante, o valor será negativo (e < ec).

É importante ressaltar que outras tentativas de descrever o estados dos materiais foram feitas,
incluindo descrição da anisotropia inerente a esses (LI, X. S. et al., 2012). A adoção do escalar
definido na Eq. 2.8 é uma possibilidade, autores como Bolton (1986) e Ishihara (1993) propuse-
ram escalares de outras formas, a fim de descrever o estado de geomateriais para as aplicações
desejadas.

O parâmetro de estado pode ser interpretado como uma medida de estado inicial, anterior ao
carregamento, ou como uma variável de descrição do comportamento. No segundo caso, esse
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valor evolui com o desenvolvimento de deformações volumétricas descrevendo a mudança de
estado do material durante o carregamento. Alguns modelos constitutivos incluem essa condição,
de forma a obter uma descrição condizente do estado do material ao longo de toda a sua história
de tensões (JEFFERIES, 1993; YU, 2006; GAJO et al., 1999b,a).

A utilização da teoria de estado crítico é fundamental para a descrição do comportamento
dos geomateriais dado que permite a descrição e previsão dos comportamentos esperados. A
interdependência entre compacidade e estado de tensões em meios granulares porosos é um
aspecto fundamental da resposta mecânica desses e não pode ser ignorada. O entendimento do
comportamento macroscópico dos materiais em função de seu estado é uma premissa básica
para a correta modelagem e previsão desses.

2.3.3 Dilatância em materiais granulares

Os mecanismos envolvidos nas alterações de volume sofridas por geomateriais quando carrega-
dos constituem o cerne da mecânica dos solos e engenharia geotécnica. Desde a compreensão de
Reynolds (1885) de que os comportamentos macroscópicos eram fruto das interações a nível de
partícula que ocorriam na massa de solo, pesquisadores buscam compreender os mecanismos
envolvidos na dilatância dos solos e como essa governa a resposta mecânica desses materiais
(e.g., TAYLOR, 1948; ROWE, 1962; MATSUOKA, 1974; DE JOSSELIN DE JONG, 1976;
FROSSARD, 1979; BOLTON, 1986; HOULSBY, 1991; LI, X. S. et al., 2000; JEFFERIES et al.,
2002; TSEGAYE et al., 2014; GUIDA et al., 2019; CHANG et al., 2022). O caráter inovador do
trabalho de Rowe (1962) foi um passo fundamental no entendimento dos mecanismos evolvidos
no fenômeno físico da dilatância.

Rowe (1962) estabeleceu a partir de considerações teóricas para um arranjo ideal de esferas
(Fig. 2.6), relações entre as tensões experimentadas e as deformações volumétricas. Os conceitos
partiram da consideração de uma direção preferencial de deslizamento das partículas, que
modificaria o arranjo. Sendo assim, as partículas deslizariam sempre na direção na qual a taxa
de energia interna absorvida é mínima.

Da Figura 2.6b pode ser visto que, em razão do formato uniforme das partículas os movimentos
em cada direção são equivalentes e proporcionais ao grau de liberdade das partículas na massa
de solo. Além disso, o formato esférico induz que esse movimento é independente de possível
rotação das partículas, como a orientação de uma partícula esférica não causará diferenças no ar-
ranjo. Rowe (1962), portanto, definiu baseado em idealizações micromecânicas dos movimentos
das partículas dentro da massa de solo uma relação entre a deformação volumétrica observada e
as tensões experimentadas, que pode ser representada pela Eq. 2.9.
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Figura 2.6 – Mecanismo de deformação volumétrica idealizado por Rowe (1962)

para um arranjo uniforme de esferas em seu estado (a) inicial e (b)
final. Adaptado de Rowe (1962).

DP =
9(M f −η)

9+3M f −2M f η
(2.9)

Porém, para materiais naturais, as partículas geralmente diferem consideravelmente do formato
esférico. Apesar de não considerar os efeitos do formato das partículas, Rowe (1962) faz
considerações sobre a possibilidade de reorientação dessas. O autor coloca que a irregularidade
da forma dos grãos pode induzir uma energia extra a ser dissipada durante o carregamento,
conforme o movimento relativo entre elas ocorre e elas se reorientam em direções preferenciais,
de acordo com o grau de restrição ao movimento na região adjacente. A Figura 2.7 ilustra
uma possibilidade de movimento entre um arranjo de partículas angulares e os efeitos nas
considerações feitas na Fig. 2.6.

Outro aspecto relevante à previsão de dilatância em materiais é a presença de variados tamanhos
de partículas na matriz mineral, em contrapartida a arranjos uniformes. A presença de finos,
plásticos ou não plásticos, afeta diretamente o comportamento do material. Dependendo da
quantidade e da plasticidade dos finos presentes, a resposta mecânica do material granular difere
daquela obtida para o caso de granulometria uniforme (CARRARO et al., 2009; SHIPTON et al.,
2015). No caso de finos não plásticos, é visto que a resistência aumenta conforme cresce o teor
de finos ( fc), enquanto que o comportamento volumétrico é também afetado. As amostras fofas
se tornam mais contráteis e as densas mais dilatantes com o aumento na quantidade de finos não
plásticos presentes (SALGADO et al., 2000).
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Figura 2.7 – Mecanismo de deformação volumétrica para um arranjo irregular de

partículas angulares em seu estado (a) inicial e (b) final.

Os efeitos da presença de finos nas relações tensão-dilatância ainda carecem de melhor entendi-
mento, tendo poucos exemplos na literatura (YILMAZ et al., 2021). Alguns autores apresentaram
considerações sobre o assunto (e.g., SALGADO et al., 2000; CARRARO et al., 2009; XIAO, Y.
et al., 2017), no entanto, para teores de finos de no máximo 30%. Yilmaz et al. (2021) identifica-
ram a existência de um teor de finos a partir do qual o comportamento na dilatância é alterado.
Comumente o teor de finos em que ocorre a mudança na tendência de comportamento é chamado
de teor de finos de transição (THEVANAYAGAM et al., 2000; ZUO et al., 2015), porém essa
propriedade normalmente não é avaliada em termos da relação tensão-dilatância. Wagner et al.
(2023), ao estudarem dois rejeitos de mineração com teores de finos distintos avaliaram a relação
tensão-dilatância dos materiais bem como a relação entre a resistência de pico e a dilatância
mínima observada. Os autores concluíram, para os materiais estudados ( fc ≈ 50% e fc ≈ 30%),
que a variação no teor de finos não implicou em diferenças significativas no comportamento
tensão-dilatância dos materiais, sendo possível, inclusive, realizar um ajuste único para os dados
de resistência de pico vs dilatância mínima.

Esses e outros aspectos morfológicos das partículas constituintes do material em estudo quando
vistos em conjunção podem ser interpretados como uma propriedade de materiais granulares
conhecida como fabric. A definição, e consequentemente a tradução, do termo fabric é difícil,
dado que ainda hoje parâmetros para quantificação dessa grandeza são difíceis e algumas das
propostas são restritas a casos de simulação através do Método dos Elementos Discretos (MED),
sendo inaplicáveis para problemas reais (COLLINS et al., 2010). Muitas vezes, os termos fabric

e estrutura são utilizados indistintamente. Mitchell et al. (2005), porém, diferenciam ambos ao
definir estrutura como o conjunto de características e interações entre as partículas, combinando
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efeitos morfológicos, mineralógicos e de cimentação, enquanto o fabric estaria relacionado
exclusivamente ao arranjo formado pelas partículas.

Em geral, as relações tensão-dilatância propostas assumem relações dependentes apenas da
razão de tensões, desconsiderando fatores como, por exemplo, os efeitos do fabric. A Tabela 2.3
apresenta algumas das relações propostas na literatura.

Tabela 2.3 – Relação de leis de dilatância encontradas na literatura.

Autor Relação tensão-dilatância

Schofield et al. (1968) (Camclay original) DP = M−η

Roscoe et al. (1968) (Camclay Modificado) DP = (M2 −η2)/2η

Rowe (1962) DP = 9(M f −η)/(9+3M f −2M f η)
Nova (1982) DP = (M−η)/(1−N)

Dentre as relações apresentadas na Tab. 2.3, apenas a proposta por Nova (1982) pode ser
considerada como ter em conta um parâmetro relacionado ao fabric, ainda que indiretamente.
Nova (1982) inseriu o parâmetro N como um parâmetro de acoplamento volumétrico, ou seja,
um fator redutor na energia dissipada. Logo, segundo a lei de Nova, nem todo o trabalho
plástico realizado seria dissipado. Jefferies (1997) investigou o significado físico de N como
sendo a energia plástica confinada (ou não-dissipada) no arranjo de partículas. Esse conceito é
melhor discutido na seção seguinte, a partir de considerações termodinâmicas e microestruturais.
Sendo assim, N teria relação com a cadeia de transferência de forças dentro da massa de solo
e é esperado estar relacionado com o fabric (JEFFERIES, 1993). A Figura 2.8 apresenta um
exemplo gráfico das diferentes leis de dilatância apresentadas na Tab. 2.3, enquanto que a Fig.
2.9 mostra como a relação tensão-dilatância de Nova (1982) varia com o valor de N.
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Figura 2.8 – Leis de dilatância dependentes exclusivamente da razão de tensões.
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Figura 2.9 – Variação da relação tensão-dilatância de Nova (1982) conforme o
valor de N.

Outro aspecto na relação tensão-dilatância de materiais granulares é dependência dessa no estado
do material. Xiang Song Li et al. (2000) ressaltam que observações da dependência da relação
proposta por Rowe (1962) (Eq. 2.9) no índice de vazios dos materiais testados foram feitas
desde a sua derivação, tendo sido associadas às diferenças entre o arranjo idealizado proposto e
aquele que realmente ocorre entre as partículas. Os autores reforçam que a premissa básica que
determina a dependência da variação volumétrica no estado do material é a de que uma areia
fofa contrai e uma areia densa dilata, ainda que estejam em um dado ponto com uma mesma
mobilização de resistência (mesmo valor de η). Outros autores como Jefferies (2021) reforçam a
adoção de uma relação chamada de estado-dilatância, em contrapartida as formalizações usuais
de tensão-dilatância. Além disso, como será visto na seção seguinte, Poorooshasb et al. (1966)
havia provado a dependência do estado na direção das deformações plásticas, as quais são
determinadas a partir da definição de uma lei de dilatância.

Sendo assim, Xiang Song Li et al. (2000) propuseram que uma lei de dilatância geral, teria a
forma da Eq. 2.10.

DP = d(η ,e,Q,C) (2.10)

onde Q e C são termos que definem o estado interno além do índice de vazios e podem estar
relacionados a fatores como a anisotropia e o fabric.
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A partir de uma série de considerações teóricas e assumindo o parâmetro de estado, conforme
definido na Eq. 2.8, Xiang Song Li et al. (2000) propõem a seguinte relação de dilatância, como
função do estado do material.

DP =
d0

M
(Memψ −η) (2.11)

A Figura 2.10 ilustra a dependência da Eq. 2.11 nos parâmetros de ajuste d0 e m.
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Figura 2.10 – Dependência da relação estado-dilatância de Xiang Song Li et al.

(2000) nos parâmetros de ajuste (a) d0 e (b) m.
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2.3.4 Modelagem constitutiva

Modelos são simplificações apropriadas da realidade. A questão na engenharia é a adoção do
nível certo de simplificação, adequado para cada aplicação. A utilização de modelos computacio-
nais acabou popularizando-se juntamente com o acesso à tecnologia, porém o entendimento das
hipóteses assumidas na utilização desses modelos nem sempre é completa. Muitas vezes, enge-
nheiros desconhecem as hipóteses e simplificações assumidas no desenvolvimento de modelos e
os aplicam, o que pode vir a gerar problemas (MUIR WOOD, 2004). Usualmente, simplificações
são feitas no desenvolvimento de modelos, sejam elas visando otimizar os recursos despendidos
nos cálculos, viabilizar a implementação matemática ou simplesmente desprezar efeitos cuja
magnitude é irrelevante frente às demais grandezas envolvidas. Portanto, ao utilizar essas ideali-
zações matemáticas é crucial que haja o entendimento das premissas assumidas e se essas são
válidas para a aplicação desejada.

Os modelos matemáticos que procuram representar o comportamento de materiais são chamados
de Leis constitutivas, ou ainda modelos constitutivos. Esses são representações quantitativas
de eventos percebidos empiricamente, que permitem a estimativa da resposta dos materiais
modelados. Logo, a eficiência de um modelo é diretamente ligada ao grau de entendimento
do fenômeno físico a ser modelado (DESAI et al., 1984). Os modelos constitutivos podem ser
separados em dois grupos: os modelos descritivos e os modelos idealizados (JEFFERIES et al.,
2002). Os modelos descritivos são aqueles que se baseiam no ajuste de funções matemáticas
a comportamentos observados experimentalmente. Esses modelos se baseiam em resultados
experimentais e podem ser adequados apenas às situações com as condições de contorno ao
qual eles foram desenvolvidos. A generalização desses modelos para previsão de condições
diferentes daquelas existentes no ensaio não encontram embasamento teórico e o modelo não
provê explicações consistentes para os fenômenos físicos. Já os modelos idealizados são emba-
sados em postulados e princípios físicos bem estabelecidos, dos quais os comportamentos são
derivados. Eles são aptos a generalizações para diferentes condições e adaptações, mas ainda
assim dependem, também, de comprovação experimental das hipóteses e postulados assumidos
(JEFFERIES et al., 2002).

Os primeiros desenvolvimentos de modelos de previsão de comportamento de geomateriais
surgiram ainda com as teorias de Rankine (1857) e Coulomb (1773). Ambos os autores estavam
preocupados com as condições limites do material e acabavam por considerar o material como
um corpo rígido-perfeitamente plástico em suas teorias. Ou seja, não haveria deformações até
que o material atingisse um estado de tensões no qual deformasse indefinidamente sem que
houvesse novo incremento de tensões. Com o desenvolvimento das teorias e crescimento da
complexidade dos problemas fez-se necessário conhecer o comportamento em estágios anteriores
aos estados limites.
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Durante muito tempo, a fim de prever as deformações, os geomateriais eram assumidos como
materiais elásticos, nos quais há relação direta entre os incrementos de tensões e as deformações,
sendo essas recuperáveis (MUIR WOOD, 2004). Os geomateriais, porém, são essencialmente
materiais plásticos. Logo, as deformações são em grande parte irrecuperáveis. Além disso, a
resposta do material é diretamente relacionada ao seu estado atual, que, por sua vez, evolui
durante o carregamento.

A fim de tratar matematicamente essas nuances foram estabelecidas teorias que permitam
contabilizar esses e outros efeitos. O fundamento mais utilizado para isso costuma ser a Teoria
da Plasticidade. Hill (1998) define a teoria da plasticidade como o nome dado para o estudo
de tensões e deformações em sólidos deformados plasticamente. O ponto de partida para sua
definição são observações experimentais do comportamento macroscópico de um sólido plástico
submetido a uma combinação de tensões.

O desenvolvimento da teoria da plasticidade para os geomateriais partiu da adaptação de pes-
quisas realizadas sobre o comportamento plástico de metais. Porém, diferentemente dos metais,
geomateriais sofrem deformações volumétricas quando submetidos a carregamentos (YU, 2006).
Sendo assim, trabalhos como o de Drucker et al. (1957) sobre o enrijecimento de solos e Roscoe
et al. (1958) sobre a plastificação de solos estabeleceram as bases para o desenvolvimento de
teorias da plasticidade aplicadas à modelagem de geomateriais.

A Figura 2.11 representa esquematicamente a resposta tensão-deformação de diferentes modelos
de comportamento. A condição 1 representa o comportamento rígido-perfeitamente plástico, em
que não há deformações até que se atinja a tensão limite do material. A condição 2 é representativa
de um modelo elástico linear-perfeitamente plástico, em que o material se comporta de maneira
linear até atingir o limite elástico e então passa a deformar sob um estado constante de tensões.
Já a condição 3 apresenta a idealização de um comportamento de enrijecimento com a ocorrência
de deformações (strain-hardening) nesse caso a componente de deformações do material é
composta por uma parte elástica (εe) e outra plástica (ε p) e a medida que as deformações
plásticas se desenvolvem o material se torna mais rígido. Por fim, a condição 4 apresenta a
condição de amolecimento com as deformações (strain-softening). Nessa situação o material
tem a sua rigidez reduzida com a ocorrência de deformações.
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1    Rígido-perfeitamente plástico

2    Elástico – perfeitamente plástico

3 Strain-hardening

4    Strain-softening

Figura 2.11 – Representação esquemática de resposta tensão-deformação para
diferentes modelos constitutivos.

Atualmente, entende-se que a resposta dos meios particulados quando carregados é um conjunto
de comportamento elástico e plástico. Portanto, a fim de estabelecer um modelo de previsão de
comportamento alguns pré-requisitos devem ser atendidos (JEFFERIES, 2021; MUIR WOOD,
1990):

1. Descrição do comportamento elástico;

2. Definição do limite até o qual a resposta é elástica (Plastificação);

3. Descrição da forma como ocorrem as deformações plásticas (Lei de fluxo);

4. Definição da evolução do material devido às deformações sofridas (Lei de enrijecimento).

A relação mais simples entre tensões e deformações para modelos elásticos é a linearidade,
que implica numa proporcionalidade entre os incrementos de tensão e deformação (MUIR
WOOD, 2004). A elasticidade linear e isotrópica é o modelo mais comum para o tratamento do
comportamento dos materiais antes da plastificação. Essa relação linear pode ser representada na
forma da lei de Hooke (Eq. 2.12).

[ε] = [Ce][σ ] (2.12)

A expressão dada pela Eq. 2.12 é conhecida como Lei de Hooke generaliza, em que a matriz
[Ce] é a matriz tensão-deformação.
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Outros modelos de relação tensão-deformação foram propostos para o trecho de comportamento
elástico de geomateriais, como a elasticidade não linear de Duncan et al. (1970). Outra possi-
bilidade é a consideração da resposta anisotrópica do material, ou seja, resposta diferente em
diferentes direções de carregamento. Essas representações, porém, adicionam complexidades de
modelagem sem ganho significativo na resposta, dado que o comportamento de geomateriais é
essencialmente plástico. Sendo assim, sua adoção acaba por se restringir a situações específicas,
enquanto que no geral é assumido um comportamento elástico-linear para representação dos
geomateriais em estados anteriores à plastificação (JEFFERIES et al., 2016). Nos geomateriais, é
comum ainda associar o comportamento elástico às pressões efetivas experimentadas através de
relações entre os parâmetros elásticos (e.g., módulo volumétrico, módulo cisalhante, coeficiente
de poisson) e o primeiro invariante de tensão p′.

O ponto em que o comportamento do material deixa de ser elástico e passa a ser plástico é
chamado de ponto de plastificação, ou yield point em inglês. Formalmente esse ponto correspon-
deria ao estado a partir do qual deformações plásticas ocorrem, sendo os estados anteriores a
esse compostos apenas de deformações recuperáveis (elásticas). No caso de geomateriais, essa
definição pode ser convenientemente adotada como o estado de tensões no qual a resposta do
material muda de uma resposta mais rígida, para uma menos rígida (YU, 2006; MUIR WOOD,
1990).

Roscoe et al. (1958) investigaram a plastificação de materiais coesivos e não-coesivos ante
condições drenadas e não drenadas. Esse estudo partiu do surgimento de ensaios conduzidos
sob a condição de deslocamento controlado, em contrapartida aos ensaios com apenas tensão
controlada anteriormente, onde não era possível se obter uma análise do comportamento após
o pico de resistência do material. Experimentalmente, Roscoe et al. (1958) determinaram o
ponto de plastificação para materiais em diferentes estados, a conexão desses pontos, por sua
vez, dá origem à superfície de plastificação. Os autores reportam ainda a similaridade dos
conceitos estabelecidos para os tipos de materiais estudados, indicando a natureza mecânica da
plastificação em meios granulares.

A partir desse estudo, duas condições limites de estado para geomateriais podem ser definidas, as
chamadas superfícies de Hvorslev e de Roscoe. Essas superfícies são definidas em um domínio
p′−q normalizado pela chamada pressão equivalente (p′e), definida da Fig. 2.12a. A conjunção
dessas superfícies dá origem a superfície limite de estado, representada na Fig. 2.12b para uma
dada seção de volume específico (v) constante.
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Figura 2.12 – Definições (a) da pressão equivalente (p′e) de Hvorslev no plano

v− ln p′, (b) das superfícies limites de estado e (c) da pressão equi-
valente no plano q− p′.

A definição da superfície de plasticação pode ser um dos pontos de maior incerteza na definição
do comportamento. Em geral, um procedimento adotado para identificação do ponto de plasti-
ficação é a variação no módulo de elasticidade tangente, sob pequenos incrementos de tensão
(POOROOSHASB, 1971; TATSUOKA et al., 1974). Nova et al. (1978) sugerem um método
baseado em derivações teóricas para a determinação da superfície de plastificação. Enquanto
que de Bono et al. (2018) definiram para seus resultados em MED o ponto de plastificação como
sendo o ponto no qual o módulo tangente passa a ser inferior à metade do módulo tangente inicial.
Kuwano et al. (2007), por sua vez, apresentaram uma forma de determinação das superfícies
de plastificação considerando a plastificação cinemática em modelos de múltiplas superfícies,
sendo cada uma dessas definida a partir de contornos de mesma razão entre as deformações
plásticas e as deformações totais.

Poorooshasb et al. (1966) ampliaram os conhecimentos relativos à plastificação de materiais
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granulares não-coesivos. Enquanto que os conceitos elaborados por Roscoe et al. (1958) eram
válidos, algumas considerações feitas que indicavam a normalidade da direção das deformações
em relação às deformações para solos não-coesivos foram revistas. A condição de normalidade
refere-se à direção das deformações plásticas em relação à direção do incremento de tensões.
Essa condição implica nos vetores de deformações plásticas serem normais à superfície de
plastificação (Fig. 2.13a), logo, nesse caso a superfície de potencial plástico é igual à superfície
de plastificação e diz-se que é seguida uma lei de fluxo associada (MUIR WOOD, 1990).

Poorooshasb et al. (1966), no entanto, definem que, para materiais não-coesivos: ‘‘a direção

da componente plástica do vetor de deformações é independente da direção do incremento de

tensões, sendo função somente do estado do elemento’’. Essa afirmação, sugere uma forma de
comportamento diferente daquela assumida anteriormente. Nesse caso, o vetor de deformações
plásticas não precisa respeitar a condição de normalidade e a superfície de plastificação e a de
potencial plástico não coincidem, sendo essa condição denominada de lei de fluxo não associada
(Fig. 2.13b) (MUIR WOOD, 1990).

𝑝′/𝑝𝑒
′ ; δ𝜀𝑣

𝑝 1

; 
δ

(a)

𝑝′/𝑝𝑒
′ ; δ𝜀𝑣

𝑝 1

; 
δ

(b)
Figura 2.13 – Representação da superfície de plastificação e vetores de incremento

de deformações plásticas para (a) fluxo associado e (b) fluxo não
associado.

A existência de uma lei de fluxo não associada para materiais não coesivos é bastante aceita
e foi verificada por diversos autores (e.g., COOP, 1990; CHANDLER, 1985). Na verdade,
para materiais friccionais, a existência de uma lei de fluxo não associada é uma consequência
termodinâmica, inerente à natureza desses (COLLINS et al., 1997). Essa condição foi também
considerada na modelagem constitutiva (POOROOSHASB, 1989; YU, 1998; GAJO et al., 1999b;
LADE, 1977). Porém, a consideração de uma lei de fluxo não associado através da forma usual
de derivação de modelos constitutivos implica na determinação de parâmetros para a superfície
de potencial plástico. Além disso, a consideração de duas superfícies diferentes ao invés de uma
única implica também na complexidade da solução, fazendo com que alguns autores optem pela
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consideração de leis de fluxo associadas no desenvolvimento de modelos (JEFFERIES, 1993;
JEFFERIES et al., 2016; SCHOFIELD et al., 1968; ROSCOE et al., 1968).

Outro aspecto relativo à superfície de plastificação, fundamental à definição de um modelo
constitutivo, é a descrição da evolução da superfície durante o desenvolvimento das deformações.
Esse fenômeno é denominado enrijecimento (hardening) e representa a mudança em posição,
tamanho ou até forma da superfície de plastificação de acordo com a história de tensões (YU,
2006). Em modelos como o Camclay (SCHOFIELD et al., 1968; ROSCOE et al., 1968) a lei
de enrijecimento é assumida como dependente exclusivamente da pressão efetiva média (p′)
experimentada, esse caso é conhecido como enrijecimento isotrópico.

Durante o enrijecimento isotrópico é assumido que a superfície de plastificação mantém sua
forma e posição, expandindo apenas em tamanho (YU, 2006). O enrijecimento isotrópico, porém,
pode ser expandido para consideração de um enrijecimento devido às deformações plásticas de
cisalhamento e não unicamente das deformações volumétricas, o que provê um comportamento
mais realista de meios granulares (JEFFERIES et al., 2002). Outra forma de enrijecimento é
o chamado enrijecimento cinemático, utilizado para casos de carregamentos cíclicos em solos.
Nesse modelo de enrijecimento a superfície mantém sua forma e tamanho, porém é transladada
no espaço de tensões (DESAI et al., 1984).

Outra forma de se obter a superfície de plastificação é a partir do desenvolvimento de relações
teóricas. No desenvolvimento de modelos constitutivos idealizados, a premissa básica para
definição da lei constitutiva é uma equação de dissipação de energia (JEFFERIES et al., 2002;
SCHOFIELD et al., 1968). A partir de uma lei de disspação de energia em função das deforma-
ções volumétricas e cisalhantes, podem ser derivadas as formas da superfície de plastificação e
da função de potencial plástico, que podem ser iguais ou não (YU, 2006).

No entanto, é importante diferenciar a lei de dissipação de energia da lei de trabalho plástico. Isso
ocorre em razão de o trabalho plástico conter uma parcela de energia livre no sistema. Variáveis
conjugadas de trabalho são aquelas cujo produto é o trabalho realizado. Isso ocorre, por exemplo
em relação às tensões efetivas e suas deformações correspondentes (i.e., o produto entre p′ e
δεv é o trabalho de deformação volumétrica). No caso do trabalho plástico as tensões efetivas
são conjugadas às deformações plásticas, porém essas não correspondem à totalidade da energia
dissipada. Em geral a equação de trabalho de deformação isotérmica em um geomaterial pode
ser dada pela Eq. 2.13 (COLLINS et al., 1997).

p′δεv +qδεs = δΨ+δΦ : δΦ ≥ 0 (2.13)

A diferença entre a lei de dissipação de energia δΦ e a lei de trabalho plástico Ẇ é que a lei de
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dissipação de energia é conjugada com as chamadas tensões dissipativas π ′ and τ , relacionadas
às tensões efetivas pelas Eq. 2.14 e 2.15, respectivamente. Isso ocorre porque, devido à natureza
particulada dos geomateriais, as deformações plásticas são consequência do movimento relativo
das partículas e também das cadeias de forças transmitidas nos contatos das partículas, que não
são uniformes (MUIR WOOD et al., 2008; O’SULLIVAN et al., 2013). Sendo assim, apesar
de deformar plasticamente, uma parte dos contatos das partículas na massa de solo ainda se
encontra no regime elástico, o que oferece uma energia armazenada durante trabalho plástico e
não incluída na energia dissipada pelo sistema (PALMER, 1967; JEFFERIES, 1997; COLLINS
et al., 2002b; COLLINS, 2005).

p′ = ρ
′+π

′ (2.14)

q = ζ + τ (2.15)

Logo, a Eq. 2.13 pode ser vista como o enunciado da segunda lei da termodinâmica e a condição
de δΦ maior que 0, como a condição de que a entropia precisa sempre aumentar. Sendo assim,
a determinação da direção de fluxo plástico assumindo uma lei de trabalho plástico como a
dissipação de energia é uma violação direta de princípios da termodinâmica e não está de acordo
com a formulação robusta de um modelo constitutivo condizente (COLLINS et al., 2002b, 1997;
YAO, Y. et al., 2022).

A forma geral da equação de energia proposta no desenvolvimento original do modelo Camclay
é dada pela Eq. 2.16.

δΦ = Mp′|ε̇ p
v | (2.16)

Porém, no desenvolvimento, o incremento de fluxo plástico é igualado à função de dissipação de
energia. Portanto, conforme posto anteriormente, essa condição implica na violação de princípios
básicos da termodinâmica (COLLINS et al., 2002b).

A teoria de Collins e Houlsby (HOULSBY, 1979, 1981, 1991; COLLINS et al., 1997, 2002a,b;
COLLINS, 2003; COLLINS et al., 2007, 2010) fornece uma base teórica sólida, apoiada nos
princípios da termodinâmica, para o desenvolvimento, ou verificação, de modelos constitutivos
aplicados a geomateriais. Os conceitos centrais da teoria estão na definição completa da equação
de energia, base para o desenvolvimento. A partir do entendimento dos conceitos estabelecidos,
os autores propõe um método de derivação de ambas as funções de plastificação e de potencial
plástico, sem a necessidade de assumir uma lei de fluxo associada ou definir outras funções,
dado que ambas são derivadas da lei de dissipação de energia definida.

João Vítor de Azambuja Carvalho (azambuja.jvc@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



51

A abordagem termodinâmica proposta por Collins (2003) pode ser utilizada na verificação da
adequabilidade de modelos existentes, como demonstrado para os modelos Camclay original
e modificado e outros (COLLINS et al., 2002a; YAO, Y. et al., 2022). Yangping Yao et al.
(2022) desenvolveram uma abordagem denominada método termodinâmico indireto baseado
nos conceitos de Collins (2003). Nessa abordagem é considerada a existência de uma superfície
de potencial plástico elíptica no espaço dissipativo como a forma mais simples que atenda aos
princípios da termodinâmica. Os autores colocam que a abordagem de Collins, chamada de
método termodinâmico direto, insere dificuldades na determinação dos modelos visto que há
alguma arbitrariedade na definição da lei de dissipação sendo difícil partir de um conjunto de
dados e determinar as condições necessárias para o desenvolvimento do modelo. No método
de Yangping Yao et al. (2022), portanto, as formas da lei de trabalho plástico e da superfície
de plastificação no espaço de tensões efetivas reais, são pré-definidas com base em dados
experimentais e, após determinado, o modelo é verificado de acordo com os princípios da
termodinâmica. Essa abordagem também pode ser utilizada na verificação de modelos existentes,
como feito pelo autores para os modelos da família Camclay. No Apêndice A deste trabalho
encontra-se uma verificação do modelo NorSand (JEFFERIES, 1993; JEFFERIES et al., 2016)
pelo método termodinâmico indireto de Yangping Yao et al. (2022).

Um aspecto em comum entre a abordagem de Collins e a de Yangping Yao et al. (2022) é a forma
da função de dissipação adotada (Eq. 2.17). Essa forma foi proposta por Collins et al. (1997)
como uma equação linear que sempre provê uma lei de fluxo associada no plano dissipativo, mas
não necessariamente no plano de tensões efetivas verdadeiras. Isso ocorre a partir de uma série
de considerações teóricas que podem ser trazidas para o contexto dos geomateriais. A adoção de
uma função de dissipação linear atende aos requisitos físicos e termodinâmicos sem que seja
adicionada complexidade matemática desnecessária. Os autores colocam ainda que pode ser
assumido que, para um material isotrópico, essa forma pode sempre ser adotada.

δΦ =

√
(Aε̇

p
v )2 +(Bε̇

p
s )2 (2.17)

Collins et al. (2010), porém, apresentam uma forma modificada da equação de energia, a qual
leva em conta a dependência da lei de dissipação no estado do material (Eq. 2.18). Na seção
anterior, a existência de uma relação estado-dilatância já havia sido discutida. A partir das
considerações de Rowe (1962), Poorooshasb et al. (1966), Nova (1982) e Xiang Song Li et al.
(2000) foi apresentada a necessidade da consideração do estado da determinação da lei de
dilatância e, consequentemente, na direção das deformações plásticas. Através da abordagem de
Collins e Houlsby para definição de um modelo constitutivo completo, adequado aos princípios
da termodinâmica moderna, foi mostrada a interdependência das características constitutivas do
material da lei de dissipação. Logo, o estado deve também estar incluído na definição da lei de
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dissipação a ser adotada.

δΦ = p
√

A(ξ )2ε̇
p
v 2 +M2B(ξ )2ε̇

p
s 2 (2.18)

onde A e B são funções do parâmetro de estado termomecânico (ξ ) definido por Collins et al.
(2010).

Portanto, a determinação da superfície de plastificação e da correspondente superfície de poten-
cial plástico é uma tarefa árdua na modelagem de geomateriais. Para obtenção, tanto experimental
quanto teórica, são necessárias várias hipóteses que devem ser comprovadas ou refutadas atra-
vés de dados experimentais e da coerência nos comportamentos observados. O entendimento
dos fenômenos físicos envolvidos é fundamental para descrição completa da plastificação em
meios granulares e a influência de aspectos fundamentais como a morfologia e mineralogia das
partículas pode interferir nas diferentes condições adotadas. Efeitos como a presença de finos
não-plásticos em materiais não coesivos também aparecem com menos frequência na literatura,
onde os conhecimentos foram mais desenvolvidos para aplicações em areias puras.

A definição de uma equação de dissipação de energia, pode ser feita através de considerações
teóricas e uma lei de dilatância apropriada. A consistência entre as hipóteses assumidas é crucial
para a definição de modelos robustos, capazes de prever o comportamento de geomateriais em
diferentes estados. A adoção de uma lei de fluxo não associada, apesar de incorrer em um custo
computacional, pode ser realizada através de ensaios convencionais e de forma consistente com
a lei de dilatância e superfície de plastificação adotadas, além de ser uma consequência teórica
para materiais de natureza friccional.
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3 MATERIAIS E MÉTODOS

Este capítulo descreve os materiais empregados na realização do trabalho e os métodos utili-
zados para a obtenção e análise dos dados experimentais. Além disso, é descrito o programa
experimental proposto a fim de cumprir os objetivos previamente elencados.

3.1 PROGRAMA EXPERIMENTAL

O programa experimental proposto abrange um amplo espectro de tensões de confinamento para
avaliação da resposta mecânica de um rejeito de minério de ferro. Normalmente, as aplicações
em mecânica dos solos são restritas a tensões de até 1 MPa, enquanto que estudos envolvendo
tensões maiores são menos comuns. Além disso as denominações relativas às diferentes faixas
de tensões não são unânimes. Sendo assim, a Tabela 3.1 apresenta a denominação adotada, as
respectivas tensões a qual se referem e exemplos de aplicações possíveis para geomateriais.
Neste trabalho optou-se pela nomenclatura de Vesić et al. (1968).

Tabela 3.1 – Faixas de tensões e exemplos de aplicações em engenharia geotécnica.
Adaptado de Liu et al. (2020).

Baixas Elevadas Altas Muito Altas

Faixa de tensões 10 kPa-1 MPa 1-10 MPa 10-100 MPa 100-1000 MPa

Aplicações em
geotecnia

Aplicações
usuais

Pilhas de rejeitos
de grande altura

Aberturas
em minas
profundas

Solos submetidos a
explosões

Para a descrição dos estados iniciais dos materiais foi adotada nomenclatura conforme Coop
(1990). A Figura 3.1 resume a nomenclatura adotada.

Os estados fofo e denso referem-se ao comportamento esperado das amostras em relação ao seu
comportamento volumétrico no cisalhamento. Sendo assim, as amostras fofas foram moldadas
em índices de vazios maiores a fim de se obter um parâmetro de estado inicial (ψ) positivo
e, portanto, comportamento volumétrico contrátil. Já as amostras densas foram moldadas em
índices de vazios mais baixos, com o objetivo de se obter um parâmetro de estado inicial negativo,
representativo de um comportamento dilatante.

A Tabela 3.2 resume o programa experimental proposto e a motivação da realização de cada
ensaio.
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Figura 3.1 – Estados considerados no programa experimental.

Tabela 3.2 – Resumo do programa experimental proposto.

Estado Objetivo História de
tensões

OCR p′max (kPa) p′0 (kPa) Condição

Denso

Análise de
dilatância

Compactado

1 50 50

Drenado

1 125 125

1 250 250

1 500 500

1 1000 1000

Estimativa da
superfície de
plastificação

SC

2 200 100

4 200 50

2 2000 1000

4 2000 500

2 4000 2000

4 4000 1000

Fofo Estimativa da
LEC

-

1 50 50

1 250 250

1 500 500

1 1000 1000

1 2000 2000
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A fim de identificar cada um dos ensaios realizados em função das variáveis controladas, foi
determinada uma nomenclatura de seguinte forma:

e_X kPa_SC/C/F (Y)

Índice de 

vazios de 

moldagem

Tensão efetiva 

média no início 

do cisalhamento

Razão de 

sobreadensamento, 

se > 1

Além dos ensaios triaxiais, foi realizada a caracterização geotécnica dos materiais, incluindo
análise granulométrica (ASTM, 2021a), limites de Atterberg (ASTM, 2017), peso específico real
dos grãos (ASTM, 2014) e determinação da curva de compactação (ASTM, 2021b). Foi ainda
realizada MEV e Espectroscopia de raios-X por Dispersão em Energia (EDE) para caracterizar o
material do ponto de vista químico e morfológico.

3.2 CARACTERIZAÇÃO GEOTÉCNICA DOS MATERIAIS

Neste trabalho será utilizado um material oriundo da mistura de dois rejeitos de minério de ferro
em uma proporção determinada. Ambos os rejeitos são provenientes da região do Quadrilátero
Ferrífero (QF), no estado de Minas Gerais (MG). Essa região é responsável pela produção de
aproximadamente, 65% de toda a produção de minério de ferro do Brasil (DAUCE et al., 2019;
VILAÇA et al., 2022). As atividades de mineração e beneficiamento de minério de ferro incluem
desde processos de quebra e triagem até processos mais sofisticados. Os rejeitos considerados
foram obtidos de uma mesma planta de beneficiamento, sendo as suas diferenças originadas
pelos diferentes estágios do processo de beneficiamento do qual foram extraídos. Após a triagem,
o material considerado fino (partículas com diâmetros entre 0.15 e 0.63mm), segue para a etapa
de deságue, através de uma sequência de hidrociclonagens. Em seguida, o Rejeito Ultrafino (UF)
é retirado e armazenado. O restante segue para um processo de flotação catiônica reversa no
qual o minério de partículas menores (pellet feed) é isolado e o rejeito granular é o material
resultante. Esse rejeito é também chamado de Rejeito de Flotação (F), sendo sua composição
majoritariamente de grãos de quartzo (ou outros minerais presentes na rocha de origem) (SILVA
et al., 2022).

A Figura 3.2 ilustra as etapas da produção do minério e os estágios no qual os rejeitos originais
são recuperados.
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Figura 3.2 – Cadeia de processamento do minério de ferro e estágio de obtençaõ
dos rejeitos Ultrafino (UF) e Flotação (F). Adaptado de Silva et al.

(2022).

O material utilizado foi então obtido a partir da mistura a seco dos materiais seguindo a proporção,
em peso, de 80% de F e 20% de UF.A Figura 3.3 apresenta cada um dos materiais previamente à
mistura. As curvas granulométricas da mistura e dos rejeitos originais foram obtidas de acordo
com a norma ASTM D7928 (ASTM, 2021a) e são apresentadas na Fig. 3.4.

(a) (b)
Figura 3.3 – Amostras originais do (a) Rejeito UF e (b) Rejeito F previamente à

mistura.
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Figura 3.4 – Curva granulométrica do material antes de ser testado.

Conforme referido na seção 2.1, o processo de formação industrial ao qual os rejeitos são subme-
tidos propicia características particulares a esses materiais. De forma a visualizar características
proeminentes em rejeitos de mineração (e.g., angularidade, rugosidade, presença de partículas
alongadas, lamelares, entre outras) foi realizada análise de MEV nas amostras originais e após
mistura. A Figura 3.5 apresenta os resultados obtidos.
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Rugosidades acentuadas
Angularidades salientes
Partículas grandes
Partículas lamelares
Região ampliada

(a) Rejeito F (b) Rejeito F

Agregados cercados por finos
Partículas lamelares

(c) Rejeito UF (d) Rejeito UF

(e) Rejeito 80F20UF (f) Rejeito 80F20UF
Figura 3.5 – Imagens de MEV dos rejeitos (a, b) UF, (c, d) F e (e, f) 80F20UF.

João Vítor de Azambuja Carvalho (azambuja.jvc@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



59

É possível observar a presença de partículas angulares e lamelares em ambos os rejeitos originais
(UF e F). No rejeito UF é possível observar (Fig. 3.5d) o formato das partículas menores, que
cercam as maiores. As partículas menores apresentam características variadas, porém mantendo
angularidades salientes e formato alongado. Já no rejeito utilizado para realização de ensaios
triaxiais (80F20UF), observa-se a predominância das características do rejeito F, devido à sua
maior quantidade na mistura, porém com a adição de finos que acabam por envolver as partículas
maiores. Com o intuito de caracterizar morfologicamente o rejeito ser ensaiado e comparar com
resultados após os ensaios, foram selecionadas duas gradações de peneiras para serem realizadas
análises de MEV (aberturas 0.075mm e 0.425 mm). A Figura 3.6 apresenta características
adicionais das amostras antes de serem ensaiadas.

(a) Peneira 0.075 mm (b) Peneira 0.425 mm
Figura 3.6 – Imagens MEV do Rejeito 80F20UF retido nas peneiras (a) 0.075 mm

e (b) 0.425 mm.

Durante a realização da MEV, foi realizada análise EDE em uma região ampla da cada uma das
amostras. Os resultados são apresentados na Tab. 3.3. É possível observar que o rejeito obtido da
mistura dos rejeitos originais preserva as características desses e, conforme esperado, apresenta
teores de sílica (SiO2) e hematita (Fe2O3) elevados.

Tabela 3.3 – Resultado de Espectroscopia de raios-X por Dispersão em Energia
(EDE).

Rejeito SiO2 Fe2O3 MnO Al2O3
% % % %

F 94 6 - -
UF 32 55 1 12
80F20UF 64 28 1 7
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Foram ainda realizados ensaios de compactação dos materiais considerados. A Figura 3.7
apresenta as curvas de compactação para cada um dos rejeitos e para a mistura utilizada neste
trabalho, enquanto a Tab. 3.4 resume os resultados de caracterização.

O rejeito UF apresenta um peso específico seco maior, devido ao maior peso específico dos
grãos ocasionado pela sua maior concentração de óxido de ferro. Já o rejeito F, apresenta peso
específico seco e teor de umidade ótima menores. O formato da curva de compactação da mistura
80F20UF se assemelha bastante ao do rejeito F, dada a maior porcentagem deste na mistura,
sendo apenas deslocada para cima, devido ao aumento do peso específico dos grãos, e para
esquerda (teor de umidade ótima reduzido).
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Figura 3.7 – Curva de compactação do material considerando a energia normal.
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Tabela 3.4 – Resumo da caracterização dos materiais originais e da mistura utili-
zada.

Parâmetros UF F 80F20UF

Gravidade específica – Gs 3.402 2.717 2.917
Pedregulho (%) 0% 0% 0%
Areia grossa (%) 0% 4% 2%
Areia média (%) 3% 10% 13%
Areia fina (%) 18% 69% 57%
Silte (%) 64% 16% 22%
Argila (%) 15% 1% 6%
wL (%) 30.8% - -
PI (%) 6.5 Não plástico Não plástico
Classificação ASTM-USCS ML SM SM
wopt (%) 19.0% 15.4% 12.7%
γd,max (kN/m3) 19.1 17.0 18.7

3.3 ENSAIOS TRIAXIAIS

3.3.1 Preparação das amostras

As amostras para os ensaios triaxiais foram moldadas através de compactação estática, seguindo
o método de undercompaction (LADD, 1978; SUITS et al., 2003). Inicialmente os materiais
(rejeito ultrafino, rejeito de flotação e água destilada) foram pesados individualmente a fim de
atingir as metas de índice de vazios e umidade de moldagem. A seguir os dois rejeitos originais
foram misturados secos, foi adicionada água destilada à mistura e realizada a moldagem dos
corpos de prova, que foram levados diretamente ao equipamento triaxial para serem ensaiados.
Para cada corpo de prova foi pesada individualmente a proporção de 80% de rejeito F e 20% de
rejeito UF, de forma a garantir a maior homogeneidade possível entre as amostras.

A partir dos resultados de caracterização geotécnica dos materiais empregados, foi definida a
adoção de duas condições de moldagem distintas, uma com objetivo de obter amostras densas
considerando 100% do grau de compactação (ν0 ≈ 0.59) e outra a fim de obter amostras fofas
considerando 85% do grau de compactação (ν0 ≈ 0.80). Para ambas as moldagens foi usado como
meta o teor de umidade ótima do material de, aproximadamente, 13% (ver Tab. 3.4). Utilizou-se
durante toda a realização do trabalho corpos de prova com dimensões de, aproximadamente,
5 cm de diâmetro e 10 cm de altura.
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3.3.2 Realização dos ensaios

Os ensaios triaxiais foram realizados no Laboratório de Ensaios Geotécnicos e Geoambientais
(LEGG) da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). Durante a realização do
porgama experimental, foram utilizados dois equipamentos, a fim de atender a ampla faixa de
tensões propostas, um equipamento triaxial do tipo Bishop-Wesley (BISHOP et al., 1975) e um
equipamento triaxial para pressões elevadas (< 10 MPa). Ambos os equipamento utilizados
foram inteiramente concebidos e construído no LEGG. O equipamento triaxial de altas pressões
consiste de um equipamento em aço inoxidável, a fim de suportar pressão confinante de até
10 MPa, com controle das pressões confinante e contrapressão completamente independente e
automatizado e conta com um sistema de controle e aquisição eletrônica dos dados da instru-
mentação (MARQUES, 2016). O equipamento do tipo Bishop-Wesley, por sua vez, é composto
por uma câmara em acrílico e um pedestal em aço inox, que conectado a um motor de passo,
aplica o carregamento ao deslocar a amostra contra um pistão conectado a um sistema de reação.
Assim como o equipamento triaxial de altas pressões, o triaxial Bishop-Wesley conta também
com sistemas automatizados de controle e aquisição de dados.

Todos os ensaios foram conduzidos com deslocamento controlado e contaram com instrumenta-
ção interna (Fig. 3.8), para melhor avaliar o comportamento do material à pequenas deformações,
possibilitar a avaliação da rigidez e garantir uma medida mais fiel da deformação real da amos-
tra. O uso de instrumentação interna pode oferecer medidas mais confiáveis ao evitar erros
oriundos de alinhamento, deformação do arranjo, entre outros (LADE, 2016). O controle das
deformações volumétricas foi realizado através de um dispositivo do tipo pistão, no caso do
triaxial de pressões elevadas (MENZIES, 1975). Neste sistema a água é confinada, como em
um sistema hidráulico de aplicação de carga, e um transdutor conectado na linha, conforme a
água é expulsa ou succionada pela amostra saturada a pressão gerada é compensada pelo sistema
eletrônico de aplicação de carga e o deslocamento do pistão dentro do êmbolo é conhecido. Logo,
a partir da área da seção transversal do êmbolo e o deslocamento medido do pistão é possível
determinar o volume deslocado (LADE, 2016; MENZIES, 1975; MARQUES, 2016). No triaxial
Bishop-Wesley foi utilizado um medidor volumétrico do tipo imperial college.

Foram realizados ensaios Consolidado Isotropicamente Drenado (CID) seguindo as recomenda-
ções da norma ASTM D7181 (ASTM, 2020). Cada amostra foi saturada através de um processo
constituído das seguintes etapas:

1. Percolação de CO2;

2. Percolação de água destilada;

3. Incrementos constantes na contra pressão (mantendo p′= 15 kPa) até a obtenção de
parâmetro B superior a 0.95.
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Amostra

Sensores 

axiais

Sensor 

diametral

Top cap

Pedestal

Figura 3.8 – Esquema de intrumentação interna utilizado na realização dos ensaios
triaxiais.

A fase seguinte, de consolidação, foi conduzida de forma a produzir um aumento da tensão
confinante até a tensão desejada para o ensaio, esse estágio foi encerrado somente após cessarem
as deformações volumétricas e o excesso de poropressão gerado ter sido totalmente dissipado.
No caso dos ensaios Sobreconsolidado (SC), além da elevação da tensão confinante até a tensão
máxima estipulada, houve um estágio de descarregamento da amostra até a tensão efetiva
determinada para que fosse realizado o cisalhamento. O cisalhamento foi realizado a uma
taxa constante de 2 mm/h, suficiente para garantia de drenagem da amostra (ensaios CID). A
deformação volumétrica foi controlada externamente, via dispositivo do tipo pistão (triaxial de
pressões elevadas) ou via medidor volumétrico do tipo imperial college (triaxial Bishop-Wesley),
e internamente pela utilização de sensores de efeito Hall (CLAYTON et al., 1986). A carga
vertical foi medida digitalmente utilizando uma célula de carga eletrônica e as tensões confinante
e de contrapressão pelo uso de transdutores de pressão.
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3.3.3 Correções de área

A determinação da tensão principal (σ ′
1) atuante na amostra durante o ensaio triaxial se dá pela

soma da tensão confinante (σ ′
h=σ ′

3) com a tensão vertical (σ ′
v), obtida através da medida da

célula de carga. A Equação 3.1 relaciona a medida de força obtida pela célula de carga com a
tensão vertical.

σ
′
v =

Fd

Acp
(3.1)

onde Fd é a força desviadora medida pela célula de carga e Acp é a área da amostra.

A área da amostra, porém, varia durante o ensaio triaxial, sendo necessária corrigi-la conforme
a carga é aplicada. O método de correção da área varia de acordo com o modo de deformação
desenvolvido. Neste trabalho foram consideradas as correções de área propostas por La Ro-
chelle et al. (1988). A Figura 3.9 ilustra os diferentes modos de deformação observados e os
procedimentos adotados para correção de área em cada um dos casos.

Embarrigamento
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ac
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𝑎𝑐 = 𝑎0
1 + ΔV/V0
1 − 𝜀𝑎

(a)

α
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θ

Plano de cisalhamento (Corpo rígido)

Até a formação do plano: 

Ver embarrigamento

Após a formação do plano:

𝑎𝑐 =
𝑑0
2

4
[𝜃 − sen𝜃]

Onde,

𝜃 = 2acos[
2𝛿

tan𝛼
]

𝛿 = −Δhp/hp

(b)

Plano de cisalhamento

Até a formação do plano: 

Ver embarrigamento

Após a formação do plano:

𝑎𝑐 = 𝑎𝑓 + (𝑎𝑐𝑒 − 𝑎𝑓)(
𝜀 − 𝜀𝑓
𝜀𝑒 − 𝜀𝑓

)

da db

Onde, 𝑎𝑓 é a área no pico, 𝑎𝑐𝑒 a área no final do 

ensaio, 𝜀𝑓 deformação no pico e 𝜀𝑒 deformação final

(c)
Figura 3.9 – Métodos de correção de área empregados na análise de ensaios triaxi-

ais de acordo com o modo de deformação observado (a) embarriga-
mento, (b) plano de cisalhamento considerando dois corpos rígidos

deslizando um sobre o outro e (c) plano de cisalhamento.
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3.3.4 Quebra de grãos

A ocorrência de quebra de partículas foi investigada para os ensaios que experimentaram as
maiores tensões de confinamento aplicadas. Para tal, foi realizada a análise granulométrica das
amostras posteriormente à realização dos ensaios triaxiais, bem como microscopia eletrônica
dos materiais originais e após testados. Após a realização da análise granulométrica para as
amostras que experimentaram a tensão de 4000 kPa em algum momento (ensaios 0.60_4000
kPa_C, 0.60_2000 kPa_SC (2) e 0.60_1000 kPa_SC (4)), o material resultante foi lavado e
separado nas correspondentes frações granulométricas a fim de avaliar mudanças morfológicas
nas partículas.

3.4 DETERMINAÇÃO DA SUPERFÍCIE DE PLASTIFICAÇÃO

A partir dos dados obtidos pretende-se estimar a superfície de plastificação do rejeito de minério
de ferro, através da avaliação de mudanças na rigidez do material (POOROOSHASB, 1971;
TATSUOKA et al., 1974; DE BONO et al., 2018).Para tal assume-se algumas hipóteses, tais
como a isotropia do material e o enrijecimento isotrópico. A partir disso, tendo sido realizados os
ensaios na condição SC, pode-se assumir que ao respeitar o enrijecimento isotrópico os ensaios
SC que experimentaram uma mesma tensão média efetiva máxima na compressão isotrópica
(p′max) estarão sob uma mesma superfície de plastificação (Fig. 3.10).

𝑝′𝑝′max

x

x

𝑝′max /2𝑝′max /4

Superfície de 

plastificação

Pontos de 

plastificação

Figura 3.10 – Hipótese de enrijecimento isotrópico e esboço de uma superfície de
plastificação para materiais que experimentaram uma mesma tensão

efetiva média máxima na compressão isotrópica.
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3.5 DETERMINAÇÃO DA DIREÇÃO DE FLUXO PLÁSTICO

Para definir a magnitude das deformações plásticas, é necessária a definição de um modelo
para as deformações elásticas. O modelo adotado é o de elasticidade incremental, assumindo o
desacoplamento de deformações elásticas e plásticas. Em geomateriais, usualmente é considerada
a variação do módulo volumétrico (B) com a tensão efetiva média, sendo o módulo cisalhante
mantido constante. Além disso, assume-se que B em um dado instante depende do índice
vazios atual (MUIR WOOD, 1990). Dessa forma, o parâmetro de elasticidade relacionado as
deformações volumétricas é obtido pelo trecho de descarregamento dos ensaios SC. O módulo
cisalhante (G), por sua vez, é obtido a pequeníssimas deformações na etapa de cisalhamento
dos ensaios triaxiais, possibilitado pelo uso de instrumentação interna. As Equações 3.2 e 3.3
resumem os parâmetros elásticos empregados.

δε
e
v =

κ

v
ṗ′

p′
(3.2)

δε
e
s =

q
3G

(3.3)

A direção das deformações plásticas foi determinada a partir da consideração do modelo elástico
estabelecido pelas Eq. 3.2 e 3.3. Sendo definida a magnitude das deformações elásticas e tendo
as deformações totais, as respectivas deformações plásticas foram calculadas considerando:

dε
P = dε −dε

e (3.4)

Foram então determinadas as deformações plásticas correspondentes aos invariantes de tensão
adotados, sendo essas a deformação volumétrica e a deformação distorcional. Por definição a
superfície de potencial plástico g define a direção das deformações plásticas. Dessa forma, a Eq.
3.5 define o vetor normal à essa superfície.

∇⃗g(p′,q) =
(

λ
∂g(p′,q)

∂ p′
,λ

∂g(p′,q)
∂q

)
(3.5)

onde,

ε̇
p
v = λ

∂g(p′,q)
∂ p′

(3.6)

ε̇
p
s = λ

∂g(p′,q)
∂q

(3.7)

João Vítor de Azambuja Carvalho (azambuja.jvc@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



67

O vetor unitário de deformações plásticas, por sua vez, é dado pela Eq. 3.8.

ε⃗P =

 ε̇
p
v√

ε̇
p
v 2 + ε̇

p
s 2

,
ε̇

p
s√

ε̇
p
v 2 + ε̇

p
s 2

 (3.8)

3.6 DETERMINAÇÃO DAS SUPERFÍCIES LIMITES DE ESTADO

Uma hipótese comum é a de que a superfície limite de estado, bem como a superfície de
plastificação, varia em tamanho com as tensões efetivas experimentadas, mas mantém o mesmo
formato. Sendo assim, pode-se adotar uma forma de normalização a fim de avaliar a forma
das superfícies sem que a pressão efetiva seja uma variável (COOP, 1990). Algumas formas
de normalização foram propostas ao longo do tempo, sejam elas dependentes da tensão efetiva
média equivalente à LIC, relativas à tensão de sobreconsolidação atual, em relação à pressão
equivalente no estado crítico ou ainda em relação a outros fatores (TODISCO et al., 2016;
CHANDLER, 1985). A Figura 3.11 apresenta algumas das formas de normalização que podem
ser adotadas.

v

ln 𝑝′
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LEC
Γ

κ

Estado atual

λ

𝑝𝑒𝑐
′ = 𝑝𝑟𝑒𝑓

′ Γ − ν

𝐴

1/𝐵

𝑝𝐿𝐼𝐶
′ = exp(

𝑁 − 𝜈

𝜆
)

𝑝𝑒
′ = exp(

𝑁 − 𝜈 − 𝜅ln 𝑝′

𝜆 − 𝜅
)

Figura 3.11 – Definições das pressões de normalização para determinação das
superfícies limites de estado. Adaptado de Todisco et al. (2016).
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A fim de avaliar a forma da superfície de plastificação, irrespectivamente ao seu tamanho,
determinado pela pressão efetiva experimentada em dado instante, adotou-se a utilização das
normalizações para análise dos resultados experimentais obtidos. Portanto, adotou-se uma
normalização referente à LEC e outra referente à LIC. A normalização em função da pressão
sobre a LIC escolhida foi a que leva em conta os efeitos da parcela recuperável das deformações
no descarregamento, assim como a adotada por Coop (1990) e de Bono et al. (2017).
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4 RESULTADOS

Neste capítulo são apresentados e discutidos os resultados experimentais obtidos. Inicialmente,
são apresentados os resultados de ensaios triaxiais de maneira convencional, sob a luz da
Mecânica dos Solos dos Estados Críticos, de forma a caracterizar o comportamento mecânico
do material estudado. A seguir, o comportamento constitutivo do material estudado é analisado,
sendo investigados aspectos relativos à superfície de plastificação, lei de dilatância e direção das
deformações plásticas.

4.1 COMPORTAMENTO TENSÃO-DEFORMAÇÃO-RESISTÊNCIA

O comportamento tensão-deformação-deformação volumétrica é um dos conceitos principais
da mecânica dos solos, visto que caracteriza a resposta mecânica do material e oferece as bases
necessárias para a previsão dos comportamentos. É sabido que efeitos como a morfologia, a
mineralogia e as condições do material no início do carregamento afetam diretamente a resposta
observada (MITCHELL et al., 2005; LAMBE et al., 1979). Como visto anteriormente, devido
ao processo de obtenção dos rejeitos de mineração, esses efeitos são ainda mais pronunciados,
principalmente a influência da presença de finos não-plásticos, a forma das partículas e como
elas se organizam na massa de solo de forma a transmitir as solicitações externas através dos
seus contatos. Na Figura 3.5(e, f), é possível identficar a presença de finos e ainda a forma tanto
desses quanto das partículas maiores. J. Yang et al. (2012) observaram que a forma dos finos
presentes afeta diretamente a resistência e o comportamento tensão-deformação do material.
Os autores sugerem que finos angulares, em contrapartida a finos arredondados, requerem
maior esforço para se movimentarem, o que induz um aumento da resistência. A Figura 4.1
apresenta o comportamento tensão-deformação-deformação volumétrica obtido para as amostras
ditas compactadas. É importante ressaltar que todas as amostras foram preparadas através de
compactação estática. Porém, utiliza-se a denominação de amostras compactas a fim de distinguí-
las das amostras sobreconsolidadas e ressaltar que as amostras não atingiram a LIC. Apesar de
terem sido moldadas com o mesmo índice de vazios inicial (ν0≈ 0.6), as amostras compactas
estão sob a máxima tensão de compressão experimentada no início do cisalhamento, enquanto
que as amostras SC foram levadas a tensões maiores durante a etapa de compressão isostrópica
e descarregadas até a tensão determinada para realização do cisalhamento sob trajetória de
compressão triaxial convencional.
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Figura 4.1 – Comportamento tensão-deformação-deformação volumétrica para (a)

amostras densas e (b) amostras densas sob tensão confinante de até
250 kPa.

Na Fig. 4.1b, é possível verificar o pico pronunciado das amostras, seguido de um compor-
tamento de amolecimento com o desenvolvimento das deformações (strain-softnening). Esse
comportamento é esperado e confirma a expectativa de moldagem de amostras do lado seco
da LEC (ψ i < 0), com o intuito de observar comportamento dilatante durante o cisalhamento
(Fig. 4.1a). Verifica-se ainda que o pico se torna menos pronunciado com o aumento da tensão
confinante, de forma que a amostra ensaiada sob tensão confinante de 4000 kPa apresenta
comportamento de enrijecimento com as deformações (strain-hardening) e compressivo durante
todo o ensaio. Isso ocorre devido à maior restrição ao movimento das partículas existente sob
tensões confinantes maiores e a uma maior deformação nos contatos das partículas.

Outro aspecto a ser observado é a irregularidade das curvas tensão-deformação após o pico,
em especial para as amostras cisalhadas sob tensão confinante de 250, 500 e 1000 kPa. Esse
comportamento foi também observado por Carraro et al. (2009) ao estudar os efeitos da inclusão
de finos em uma areia uniforme e foi característico de um fabric não-flutuante. Nesse caso,
as partículas finas preenchem os vazios deixados pelo arranjo das partículas maiores, porém o
comportamento geral é dominado pelas cadeias de esforços formadas pelos contatos dos grãos
maiores.
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Além disso, o comportanto de deformação volumétrica observado é característico de amostras
densas, em que há uma pequena tendência contrativa no início do ensaio seguido de aumento de
volume. Observa-se ainda a ocorrência de localização de deformações, relacionada à mudança
abrupta na curva de deformação volumétrica por deformação axial. A localização de deformações
dificulta a precisão da determinação dos estados finais do ensaio e, consequentemente, do lócus
de estados críticos para essas amostras. Sendo assim, foi prevista no programa experimental a
realização de ensaios em amostras fofas para melhor delimitar a região de estados críticos com
amostras tendendo para essa a partir de estados iniciais acima e abaixo da LEC. A Figura 4.2
apresenta os resultados das amostras fofas.

Novamente, o comportamento observado confirma a intenção de moldagem (ψ i > 0). As amos-
tras apresentaram comportamento de enrijecimento com as deformações, sem pico pronunciado e
com tendência contrativa durante todo o ensaio. É interessante ressaltar que as amostras ensaiadas
sob tensão confinante de 250, 500 e 1000 kPa apresentaram curvas de deformação volumétrica
semelhantes entre si. Isso se dá em razão dessas amostras atingirem valores de ψ i semelhantes
após a etapa de compressão isotrópica (BEEN et al., 1985), conforme pode ser verificado na Tab.
4.1 e será apresentado na sequência do trabalho com a definição da LEC.

Os resultados de ensaios triaxias foram analisados ainda através da normalização da tensão
desviadora pela tensão efetiva de confinamento aplicada em cada caso. A Figura 4.3 apresenta
as curvas tensão-deformação normalizadas das amostras densas e fofas.

Nesse caso, é possível verificar a influência da tensão de confinamento na redução do pico de
resistência para as amostras densas, bem como a sua ocorrência sob deformações maiores. Esse
deslocamento dos picos está relacionado à maior deformação dos grãos nos contatos, devido à
maior tensão atuante, que reduz os efeitos de intertravamento entre as partículas. Verifica-se ainda
que há uma tendência de deslocamento das curvas tensão-deformação das amostras fofas com a
tensão de confinamento aplicada. As amostras com maior de tensão de confinamento apresentam
uma inclinação mais suave, com mobilização gradual da resistência, enquanto que para tensões
confinantes menores a inclinação é mais acentuada. Yamamuro et al. (1996) relacionaram as
mudanças no comportamento tensão-deformação normalizada das amostras à ocorrência de
quebra de partículas. Segundo os autores, a porção inicial menos inclinada indicaria a quebra de
grãos e a mobilização de resistência através de mecanismos além do rearranjo dos grãos e atrito
entre as partículas. A possibilidade de quebra de partículas durante o cisalhamento sob tensões
confinantes maiores foi investigada nesse trabalho e é discutida mais adiante.
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Figura 4.2 – Comportamento tensão-deformação-deformação volumétrica de
amostras fofas.
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Figura 4.3 – Comportamento tensão-deformação normalizado de amostras fofas e
densas.

Tendo sido verificado o comportamento das amostras fofas e densas, passa-se ao estudo da
influência da história de tensões na resposta mecânica do rejeito de minério de ferro. Para tal, os
resultados de ensaios sobreconsolidados a três distintos níveis de tensão são apresentados nas
Figs. 4.4 a 4.7 e Tab. 4.1.

No caso dos ensaios cisalhados sob tensão confinante de 50 kPa (Fig. 4.4) é possível verificar
que o sobreadensamento da amostra não apresentou efeitos significativos na resposta tensão-
deformação, como esperado para materiais granulares (MITCHELL et al., 2005). Isso se dá
pela mobilização de resistência nesses materiais ser fruto apenas do atrito entre os grãos, sem
interferência de fatores químicos ou de agentes cimentantes. Tanto a resistência máxima atingida
quanto a rigidez inicial do material são muito semelhantes para amostras densas ou sobrecon-
solidadas e inclusive o índice de vazios no início do cisalhamento é equivalente, indicando
o pequeno efeito oriundo do carregamento e descarregamento. A principal característica que
distingue os ensaios sob a tensão confinante de 50 kPa é a tendência inicial de compressão que
é suprimida no caso do ensaio sobreconsolidado em razão desse já ter experimentado essas
deformações durante a etapa de compressão isotrópica.
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Figura 4.4 – Comparativo entre o comportamento tensão-deformação-deformação
volumétrica de amostra inicialmente fofa, compactada ou sobrecon-

solidada sob tensão confinante de 50 kPa.

Já nos ensaios sob tensão confinante maior (500 kPa, 1000 kPa e 2000 kPa), os efeitos da história
de tensões são mais marcados. Em especial para os ensaios cisalhados sob 1000 kPa, é possível
verificar a influência do grau de sobreadensamento (razão entre p′max e tensão efetiva média
no início do cisalhamento) na resposta. A Figura 4.6 apresenta os resultados dos ensaios. Em
relação ao grau de sobreadensamento, não é possível verificar influência significativa dado que
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a resistência atingida por ambas as amostras foi idêntica, assim como a curva de deformação
volumétrica é muito semelhante. As diferenças na resistência final das amostras, por sua vez, são
de difícil comparação em função da localização bastante marcada para esses corpos de prova.
Já em relação à amostra densa, ambas as amostras sobreconsolidadas apresentaram rigidez um
pouco menor e menor resistência de pico.
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Figura 4.5 – Comparativo entre o comportamento tensão-deformação-deformação
volumétrica de amostra inicialmente fofa, compactada ou sobrecon-

solidada sob tensão confinante de 500 kPa.
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Figura 4.6 – Comparativo entre o comportamento tensão-deformação-deformação
volumétrica de amostra inicialmente fofa, compactada ou sobrecon-

solidada sob tensão confinante de 1000 kPa.
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As amostras sobreconsolidadas apresentarem resistência de pico inferior às amostras compactas
o que pode estar associado à ocorrência de quebra de partículas durante a compressão isotrópica
e no cisalhamento. Na amostra densa, a tensão média efetiva em cada ponto é a maior que
a amostra experimentou, propiciando deformações dos grãos nos contatos e mobilizando a
resistência a partir do grau de restrição ao movimento encontrado pelas partículas dentro da
massa de solo. Conforme as partículas são mais angulares e rugosas, o grau de liberdade para
rearranjo de partículas é restringido. Nos ensaios sobreconsolidados, por outro lado, o arranjo dos
grãos já foi modificado a fim de se adaptar a uma solicitação maior que a experimentada em dado
instante. Aliado a isso, esses grãos foram desgastados ou ainda tiveram algumas asperidades
quebradas pelas tensões superiores que experimentaram, permitindo um grau de restrição ao
movimento relativo das partículas menor. Os mecanismos envolvidos na quebra de partículas e a
influência desses no comportamento são discutidos adiante no trabalho.

Os ensaios cisalhados sob tensão confinante de 2000 kPa (Fig. 4.7) apresentam comportamento
análogo àqueles cisalhados sob 1000 kPa. A resistência de pico é inferior à atingida para o ensaio
denso, rigidez pouco inferior e comportamento volumétrico predominantemente dilatante, tendo
sido suprimida a tendência contrativa inicial observada para a amostra densa.

Logo, nos ensaios cujo parâmetro de estado no início do cisalhamento é negativo, é observado
tendência dilatante durante todo o ensaio e um pico seguido de queda abrupta no comportamento
tensão-deformação. Para o caso dos ensaios sobreconsolidados à 2000 kPa e 4000 kPa o pico de
resistência é inferior ao observado para amostras densas, sendo efeito de possíveis mudanças na
morfologia dos grãos e do rearranjo dos grãos durante o carregamento e descarregamento. Esses
resultados podem ser analisados também sob a ótica da determinação da envoltória de resistência
do material. A partir dos pontos finais dos ensaios densos, é possível traçar uma envoltória que
delimita os estados possíveis de serem atingidos no plano q-p′. Essa envoltória de resistência
normalmente é adotada como uma aproximação linear de uma envoltória que, na verdade, é
não linear, o que dá origem à existência de um intercepto coesivo (c′), apesar do material não
apresentar resistência à tração.

Na Figura 4.8 é apresentado um ajuste parabólico para a envoltória de resistência no plano
q-p′. Apesar de não incorrer em dificuldades de cálculo devido à modernização das ferramentas
existentes, a adoção de envoltórias curvas não é usual e por vezes considerada de difícil interpre-
tação por não oferecer parâmetros constantes. Porém, o ajuste dessa envoltória de resistência
pode ser transferido para os planos de Mohr-Coulomb (τ ×σ ′), de forma que os parâmetros de
resistência podem ser interpretados como a inclinação da reta tangente à envoltória em dado
ponto e obtém-se uma formulação para φ ′

t (BAKER, 2004; COLLINS et al., 1988).
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Figura 4.7 – Comparativo entre o comportamento tensão-deformação-deformação
volumétrica de amostra inicialmente fofa, compactada ou sobrecon-

solidada sob tensão confinante de 2000 kPa.
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Figura 4.8 – Ajuste da envoltória de resistência de pico de ensaios densos por
polinômio de 2o grau.

Conforme dito anteriormente, os ensaios sobreconsolidados apresentaram resistência de pico
inferior às amostras densas. Sendo assim, a Fig. 4.9 compara duas envoltórias, uma obtida apenas
considerando as amostras densas e outra considerando as amostras sobreconsolidadas.
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Figura 4.9 – Comparativo de envoltórias de resistência de pico de ensaios densos
e sobreconsolidados.
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4.2 ESTADO CRÍTICO

4.2.1 Plano q-p′

A projeção da Linha de Estado Crítico (LEC) no plano q-p′ foi estimada com base nos pontos
finais dos ensaios que foram considerados estarem mais próximos do estado crítico. Para tal foi
avaliada a estabilidade na tensão desviadora e nas deformações volumétricas. Além disso, foram
considerados no ajuste apenas os pontos relativos a ensaios realizados em amostras fofas, visto
que a ocorrência de localização de deformações dificulta a identificação dos estados críticos para
amostras densas. A Figura 4.10 apresenta a envoltória de estado crítico estimada e os pontos
considerados nessa estimativa.
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Figura 4.10 – Linha de Estado Crítico no plano q-p′.

O valor de M de 1.25 corresponde a um ângulo de atrito no estado crítico de, aproximadamente,
31.1o (Eq. 4.1). Esse valor é levemente inferior ao encontrado para outros rejeitos de ferro (LI,
2017; WAGNER et al., 2023) e bastante próximo ao obtido para areias quartzosas com pequenas
quantidades de finos não plásticos (SALGADO et al., 2000; CARRARO et al., 2009; YILMAZ
et al., 2021). Os resultados são condizentes com as características mineralógicas observadas na
seção 3.2, em que o mineral predominante é o SiO2. Os valores de ângulo de atrito no estado
crítico obtidos serem semelhantes aos obtidos para areias quartzosas com pequenas quantidades
de finos não plásticos indica ainda que o mecanismo de resistência principal para o fabric
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formado para essas amostras continua sendo a cadeia de transmissão de forças nos contatos das
partículas maiores.

M =
6sinφ ′

3− sinφ ′ (4.1)

Na Figura 4.11 as envoltórias de pico determinadas anteriormente para amostras compactas ou
sobreconsolidadas são comparadas com a envoltória de estado crítico determinada. São ainda
apresentados os pontos finais de cada um dos ensaios realizados.
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Figura 4.11 – Envoltórias de pico para amostras compactadas e sobreconsolidadas
e LEC no plano q-p′.

Pode-se verificar ainda a adequabilidade da envoltória de estado crítico estimada através da
análise dos resultados normalizados em relação à razão de tensões (η = q/p′). A Figura 4.12
apresenta o gráfico de η em função da deformação distorcional para as amostras em estados
iniciais fofos e compactos.
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Figura 4.12 – Razão de tensões vs deformação distorcional para as amostras fofas
e compactas.

É possível observar que o valor de M = 1.25 estabelecido está próximo de um limite inferior para
as amostras fofas, que apresentam comportamento de enrijecimento com as deformações. Além
disso, observa-se na Fig. 4.12 uma tendência de redução na razão de tensões com o aumento
das tensões confinantes, o que pode ser comprovado na Tab. 4.1. A projeção da LEC no plano
q-p′ é usualmente assumida como linear, porém a sua determinação dificilmente é verificada
para faixas de tensões mais amplas, tais como a estudada neste trabalho. A mudança na razão
de tensões atingida pode também estar relacionada à quebra das partículas e modificação da
morfologia dessas, modificando a mobilização de resistência. Ainda assim, dado a pequena
variação observada para os dados experimentais e o ajuste satisfatório de uma envoltória linear,
foi adotada essa formulação.

Os resultados são analisados em comparação com as amostras sobreconsolidadas (Fig. 4.13).
Assim como para o comportamento normalizado em relação à tensão confinante, é possível
perceber a diferença entre os picos das amostras densas e sobreconsolidadas. Além disso, apesar
de os efeitos de localização, o comportamento pós-pico dos ensaios sobreconsolidados apresentou
tendência em direção à razão de tensões no estado crítico definida.
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Figura 4.13 – Razão de tensões vs deformação distorcional para as amostras so-
breconsolidadas em relação às amostras fofas e densas.

4.2.2 Plano v-ln p′

A Figura 4.14 apresenta as trajetórias de estado dos ensaios triaxiais realizados no plano volume
específico vs logaritmo da tensão efetiva média. É também indicada a LEC ajustada para os
dados experimentais conforme a Eq. 2.7.

vc = Γ+A ·

(
p′

p′re f

)B

(2.7 rep.)

Foram determinados parâmetros de 1.75, 0.0012, 0.6 e 1 kPa para Γ, A, B e p′re f , respectivamente.
Apesar de o estado crítico ser atingido apenas sob grandes deformações (ATKINSON, 2007),
a região do lócus de estados críticos aparece bem delimitada e pode ser inferida através dos
resultados de ensaios triaxiais.

Historicamente, a interpretação do lócus de estados críticos é visualizada em um espaço semilo-
garítmico do volume específico (ou índice de vazios) em função do primeiro invariante de tensão.
Isso se deu, principalmente, pela identificação da linearização da LEC nesse espaço no caso
dos estudos de argilas normalmente adensadas que deu origem ao modelo Camclay (ROSCOE
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et al., 1958; SCHOFIELD et al., 1968). A identificação de uma LEC curva para materiais
granulares, porém, fez com que alguns autores buscassem outras formas de representação, ou
normalizações, buscando a representação linear do lócus de estados críticos (COLLINS et al.,
2010; BUTTERFIELD, 1979). Independemente do espaço escolhido, em escala natural, o lócus
de estados críticos pode ser identificado como uma curva que descresce monotonicamente em
direção a um limite assintótico. A Figura 4.15 apresenta as trajetórias de estado e a LEC estimada
em escala natural.
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Figura 4.14 – Estimativa do lócus de estados críticos no plano v-ln p′.

Normalmente, a existência de uma LEC curva no plano v-ln p′ é associada com a ocorrência de
quebra de partículas (MUIR WOOD, 2007; BEEN et al., 1991). Bedin et al. (2012), no entanto,
descrevem uma LEC curva desde baixas tensões, associada à mudança na suscetibilidade à
liquefação conforme aumentam as tensões. Essas observações foram também realizadas por
Carrera et al. (2011), ambos os trabalhos estudando diferentes rejeitos de mineração. Wagner
et al. (2023) associaram as LECs obtidas para os dois materiais estudados à existência de estados
metaestáveis em tensões baixas, indicando claramente uma não linearidade desde pequenas
tensões. Apesar de não terem sido realizados ensaios não drenados neste trabalho, e, portanto,
não ter sido avaliada a suscetibilidade à liquefação do material, é possível verificar na Fig. 4.14
a não linearidade da LEC desde pequenas tensões, tendo assim sido adotada a Eq. 2.7.

A LEC definida é comparada com outras obtidas para diferentes rejeitos de mineração na Fig.
4.16. É possível ver a similaridade no formato da LEC definida com os dados de Wagner et al.
(2023). Essa semelhança pode estar vinculada a origem geológica comum dos rejeitos, dado que
todos são originários do QF.
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Figura 4.15 – Representação do lócus de estados críticos estimado em escala
natural no plano v-p′.
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Figura 4.16 – Comparativo da LEC obtida para o rejeito estudado com outros
resultados disponíveis na literatura.
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4.3 SUPERFÍCIE DE PLASTIFICAÇÃO

Formalmente, a superfície de plastificação delimita o espaço no qual a resposta do material é
elástica. Quando o material se encontra em um estado interno à superfície de plastificação o seu
comportamento deve ser governado pela teoria da elasticidade e as deformações são recuperáveis.
Já quando o material atinge a superfície de plastificação uma parcela das deformações passa a
ser irrecuperável e o material deforma numa trajetória sobre a superfície. Nos geomateriais, o
ponto exato a partir do qual há a mudança de comportamento é de difícil definição, dado que
a característica do material é de um comportamento não linear, predominantemente plástico e
dependente da tensão efetiva atuante. Sendo assim, a superfície de plastificação nesses casos
acaba sendo definida a partir da percepção de uma mudança no comportamento do material. Um
dos aspectos avaliados para identificação do ponto em que se dão majoritamente deformações
plásticas é através de variações na rigidez do material (MUIR WOOD, 1990; POOROOSHASB
et al., 1966; TATSUOKA et al., 1974).

A Figura 4.17 apresenta a variação do Módulo de Elasticidade Tangente (Etan) com as deforma-
ções para uma amostras fofa, densa e sobreconsolidada. Na figura, pode ser visto claramente
a degradação gradual do módulo inicial, de forma que definições arbitrárias sobre o ponto de
plastificação podem ser adotadas com base em análises prévias do comportamento do material
(DE BONO et al., 2018). Em relação à variação da rigidez do material é possível observar que a
rigidez das amostras densa e sobreconsolidada são semelhantes, indicando que não há diferença
significativa oriunda da pré-compressão da amostra SC.

O comportamento observado para as amostras ensaiadas a 50 kPa é condizente com o esperado
para materiais granulares, com pequena influência do sobreadensamento. Essa resposta, porém,
não ocorre para os materiais que sofreram sobreadensamento até níveis de tensões maiores. A
Figura 4.18 apresenta a variação da rigidez para os ensaios cisalhados sob tensão confinante
de 1000 kPa. Nesse caso, a amostra compacta apresentou rigidez inicial superior à rigidez
das amostras sobreconsolidadas. Assim como referido anteriormente, esse efeito é associado à
uma quebra de partículas e rearranjo durante o carregamento e descarregamento. A quebra de
asperidades, redução de angularidades e redução da heterogeneidade de forma das partículas,
favorece a capacidade de rearranjo dos grãos, reduzindo o esforço necessário para o movimento
relativo das partículas.
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Figura 4.17 – Variação do Módulo de Elasticidade tangente (Etan) com as defor-
mações axias para amostra fofa, compactada e sobreconsolidada

sob tensão confinante efetiva de 50 kPa.
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Figura 4.18 – Influência da tensão máxima de compressão isotrópica e da história
de tensões na degradação do Módulo de Elasticidade tangente.
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Para estimar a forma da superfície de plastificação e avaliar efeitos da morfologia das partículas
e da quebra, foi definido no programa experimental a utilização de amostras sobreconsolidadas,
conforme explicitado na seção 3.4. A hipótese principal adotada nesse caso é a de que as
amostras pré-comprimidas a uma mesma tensão máxima estariam sob uma mesma superfície de
plastificação. Ou seja, o material estaria sujeito a uma lei de enrijecimento isotrópica em que a
superfície de plastificação expande em tamanho com a ocorrência de deformações volumétricas.

Sendo assim, a variação da rigidez das amostras sobreconsolidadas é apresentada na Fig. 4.19. É
também identificado na figura o ponto em que Etan corresponde a metade do seu valor inicial.
de Bono et al. (2018) apresentaram esse critério para definição do ponto de plastificação na
análise de simulações utilizando MED. Apesar de ser uma definição arbitrária (outros níveis
de deformação poderiam ser escolhidos), espera-se que não haja efeitos diretos da definição
na estimativa da forma da superfície, apenas no seu tamanho. Além disso, objetiva-se avaliar a
interferência dos parâmetros avaliados na forma da superfície de forma qualitativa, sem definição
da localização exata dessa.
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Figura 4.19 – Variação do Módulo de Elasticidade tangente e determinação de
pontos de plastificação por variação na rigidez de ensaios sobrecon-

solidados em (a) escala natural e (b) escala semi-logarítimca.

Para o cálculo de Etan foram necessárias algumas considerações que facilitem a interpretação,
dada a usual dispersão encontrada em ensaios triaxiais e aos pequenos incrementos de tensão e
deformação que puderam ser medidos pela utilização de instrumentação interna. Portanto, foi
considerado um método de regressão linear utilizando os pontos vizinhos para determinação do
módulo tangente em um dado ponto (JOVICIC et al., 1997). Além disso, foi assumido que o
módulo tangente apenas decresce com a ocorrência de deformações, sendo eliminados os pontos
em que o módulo fosse maior que o anterior (DE BONO et al., 2018).

A partir da definição dos pontos de plastificação esses podem ser sobrepostos à trajetória de
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tensões dos ensaios, para estimativa da forma da superfície de plastificação. A definição da
equação para ajuste de uma superfície partiu de alguns pressupostos:

1. A resistência do material é fruto exclusivamente do atrito entre os grãos (q = 0 quando
p′ = 0);

2. É assumido enrijecimento isotrópico (q = 0 quando p′ = p′c);

3. A superfície de plastificação tem um formato de gota, tendendo para a origem (CHAN-
DLER, 1985; COOP, 1990; MUIR WOOD, 1990).

A partir dessas hipóteses uma forma possível para a superfície de plastificação é dada pela Eq.
4.2 (COLLINS et al., 2002b).

q = β ·M ·Π[p′(p′c − p′)]1/2 (4.2)

onde,

Π = [α +(1−α)(p′/(pc/2))] (4.3)

Logo, a Fig. 4.20 apresenta as superfícies de plastificação estimadas para cada par de ensaios
sobreconsolidados a uma mesma tensão máxima. Na Figura, é possível verificar que a forma
da superfície de plastificação foi mantida para os ensaios sobreconsolidados a 200 kPa e 2000
kPa, enquanto que não foi possível determinar uma superfície de plastificação com o mesmo
formato que ajuste os dois ensaios sobreconsolidados a 4000 kPa. As superfícies estimadas
foram ainda normalizadas em relação ao seu tamanho em p′ (Fig. 4.21) e em p′ e q (Fig. 4.21b).
A normalização das superfícies permite a avaliação da forma dessas, supostamente constante
como característica intrínsica do material, que expandiria apenas em tamanho.
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Figura 4.20 – Superfícies de plastificação estimadas a partir de variações na rigi-
dez do material.

A existência de dois tipos de plastificação em materiais granulares é bastante aceita, uma
relacionada à deformação permanente e rearranjo dos grãos (distorcional) e outra relacionada à
quebra de partículas (MUIR WOOD, 1990; DE BONO et al., 2018). Chandler (1985) propôs
uma formulação teórica para a plastificação de materiais não coesivos através da teoria de
envelopes e considerando dois mecanismos distintos de deformação, um pela distorção dos grãos
e um pelo rearranjo de partículas, porém sem considerar a energia dissipada através da quebra.
Outros autores como McDowell (2000) e Einav (2007) propuseram modelos de plastificação
considerado a dissipação de energia através da quebra de partículas. de Bono et al. (2020)
identificam que a superfície relacionada a porção de compressiva da plastificação é única e
característica intrínseca do material, já a plastificação por distorção é dependente da trajetória
de carregamento, formato da partícula, nível de tensões, entre outros aspectos. A tendência de
redução do tamanho da superfície em q observada na Fig. 4.21a concorda com os resultados
de de Bono et al. (2020) em que a superfície de plastificação reduz em q com a mudança no
formato das partículas e nível de tensões experimentado.

Além disso, na Fig. 4.21b, as superfícies são coincidentes em forma, porém, retornando à Fig.
4.20, a superfície definida para os ensaios sobreconsolidados a 4000 kPa não foi coincidente com
os dois pontos de plastificação indicados para esses ensaio. Isso indica que além da mudança em
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Figura 4.21 – Superfícies de plastificação normalizadas em relação (a) à pressão

de compressão isotrópica e (b) à pressão de compressão isotrópica e
o efeito das deformações cisalhantes.

escala, a superfície de plastificação do material pode estar mudando em forma conforme se dá a
quebra de partículas e mudança do formato das partículas.

As superfícies de plastificação representadas nas Figs. 4.20 e 4.21a referem-se à plastificação
geral, pelo efeito combinado da compressão e distorção. A superfície relacionada unicamente à
compressão, no entanto, é assumida como tendo uma forma única (DE BONO et al., 2020). A
existência dessa superfície com forma única dá origem a possível determinação da superfície
limite de estado, dado que qualquer ensaio que esteja sobre a LIC percorrerá uma trajetória
de estado sobre a superfície de compressão definida. Essa superfície é também dependente da
pressão de pré-compressão em tamanho, mantendo a sua forma constante. Sendo assim, a fim
de obter a superfície limite de estado do material é necessária a adoção de uma normalização
em relação à tensão de referência. A Figura 4.22 apresenta as trajetórias dos ensaios triaxiais
realizados normalizadas em relação à tensão efetiva média no estado crítico.

No entanto, as tensões consideradas neste trabalho não foram suficientes para que se atinja a LIC,
de forma que a superfície limite de estado acaba variando, em decorrência também da existência
de uma LEC curva (LI, W. et al., 2019). Ainda assim, apesar de não ser possível a determinação
com precisão da superfície limite de estado, a forma dessa é verificada e está em acordo com as
previsões de Chandler (1985) da existência de um pico na superfície antes do estado crítico ser
atingido, o que foi também verificado experimentalmente por Coop (1990).
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Figura 4.22 – Estimativa da superfície limite de estado através da normalização
dos invariantes pelas tensões no estado crítico.

4.4 LEI DE DILATÂNCIA

O estudo de dilatância se torna fundamental na descrição do comportamento constitutivo do
material, pois fornece informações relevantes referentes à direção das deformações plásticas e
sobre o trabalho plástico realizado. Uma consideração importante nessa análise é a separação
das deformações plásticas (ou irrecuperáveis) das não-plásticas (recuperáveis), dado que muitas
vezes as análises são realizadas em termos de deformações totais. Para tal, foi definido um
modelo elástico incremental para definição das deformações elásticas experimentadas em cada
estágio de carregamento, conforme estabelecido na seção 3.4.

A Figura 4.23 apresenta a relação entre as deformações plásticas e as deformações totais
experimentadas para uma amostra fofa, uma compacta e uma sobreconsolidada sob tensão
confinante de 500 kPa. Na figura, é possível ver que a partir de pequenos níveis de deformação
quase a totalidade das deformações experimentadas é plástica (δεP/δε ≈ 1). Isso indica que o
cálculo da dilatância em termos de deformações totais não incorre em erros grandes, quando
avaliada em termos de dilatância mínima ou no fim do ensaio. Além disso, a Fig. 4.23 ressalta
uma outra importância da consideração de amostras SC no programa experimental. A superfície
de plastificação pode ser determinada por variações na rigidez, como feito na seção anterior,
ou ainda em termos de contornos de relação entre deformação plástica e deformação total
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(KUWANO et al., 2007). Sendo assim, a consideração de amostras SC, além de estarem sob
uma mesma superfície de plastificação, apresenta uma faixa maior de valores de relação entre
deformações plásticas e totais que as amostras fofas ou compactas. Essas apresentam razões altas
desde estágios iniciais do carregamento, com as deformações plásticas iniciais correspondendo
a, aproximadamente, 70% no caso das fofas. Essas relações altas dificultam a determinação de
contornos das diferentes superfícies de plastificação existentes, como por exemplo a superfície
correspondente à razão δεP/δε = 0.5 proposta por Kuwano et al. (2007).
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Figura 4.23 – Razão entre o comprimento do vetor de deformações plásticas e
vetor de deformações totais em função da deformação distorcional.

As diferenças entre a dilatância (δεv/δεs) calculada em termos de deformações totais ou em
termos de deformações plásticas é investigada em detalhes na Fig. 4.24. É possível perceber que
o formato das curvas é semelhante, com uma pequena diferença no valor da dilatância mínima,
que pode ser atribuído à quantidade de pontos considerada na diferenciação numérica.

Apesar da representatividade da dilatância calculada em termos de deformações totais para as
análises a serem realizadas nesse trabalho, optou-se pela adoção do cálculo de dilatância em
termos de deformações plásticas a fim de manter a consistência das análises realizadas e permitir
a determinação da direção de fluxo plástico na sequência. A Figura 4.25 apresenta as curvas
tensão-dilatância plástica obtidas para cada uma das amostras fofas e compactas ensaiadas.
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Figura 4.24 – Comparativo de curvas tensão-dilatância obtidas a partir de defor-
mações totais ou plásticas.
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Figura 4.25 – Curvas tensão-dilatância plástica de amostras fofas e compactas.
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É possível ver que as curvas tensão-dilatância diferem significativamente daquelas observadas
na Fig. 2.8. Por outro lado, o formato da lei proposta por Xiang Song Li et al. (2000) se aproxima
dos resultados obtidos. Esse formato caracteriza-se pela existência de um estado de imagem,
no qual a curva cruza o eixo η em um valor diferente do valor de M. Isso ocorre por uma
mobilização gradual da resistência ao cisalhamento no estado crítico e o valor em que a curva
cruza o eixo sem que tenha sido atingido o estado crítico é chamado de M operacional (LI, X. S.
et al., 2000; JEFFERIES et al., 2011). Esse aspecto reforça a dependência da dilatância no estado,
sendo mais apropriadas leis de estado-dilatância do que puramente tensão-dilatância.

Os ensaios sobreconsolidados foram analisados separadamente, a fim de avaliar a influência da
pré-compressão na dilatância dos materiais. A Figura 4.26 compara os resultados em amostras
densas e sobreconsolidadas para tensões de confinamento de 50 e 1000 kPa, respectivamente.

- 2 . 0 - 1 . 6 - 1 . 2 - 0 . 8 - 0 . 4 0 . 0 0 . 4 0 . 8 1 . 2 1 . 6 2 . 0
0 . 0
0 . 2
0 . 4
0 . 6
0 . 8
1 . 0
1 . 2
1 . 4
1 . 6
1 . 8
2 . 0

 0 . 5 9 _ 5 0  k P a _ C
 0 . 6 0 _ 5 0  k P a _ S C  ( 4 )

Ra
zão

 de
 ten

sõe
s - 

�

D i l a t â n c i a  p l á s t i c a  -  D P

(a)

- 2 . 0 - 1 . 6 - 1 . 2 - 0 . 8 - 0 . 4 0 . 0 0 . 4 0 . 8 1 . 2 1 . 6 2 . 0
0 . 0
0 . 2
0 . 4
0 . 6
0 . 8
1 . 0
1 . 2
1 . 4
1 . 6
1 . 8
2 . 0

 0 . 6 0 _ 1 0 0 0  k P a _ C
 0 . 7 9 _ 1 0 0 0  k P a _ F
 0 . 6 0 _ 1 0 0 0  k P a _ S C  ( 2 )
 0 . 6 0 _ 1 0 0 0  k P a _ S C  ( 4 )
 M   =  1 . 2 5

Ra
zão

 de
 ten

sõe
s - 

�

D i l a t â n c i a  p l á s t i c a  -  D P

(b)
Figura 4.26 – Comparativo de dilatância para amostras compactas e sobreconsoli-

dadas sob tensão confinante de (a) 50 kPa e (b) 1000 kPa.

No caso das amostras cisalhadas sob tensão confinante de 50 kPa, verifica-se que a pré-
compressão teve pouco efeito sobre a dilatância do material sendo que a curva obtida é muito
semelhante à da amostra compacta. As diferenças existentes são oriundas da mudança no estado
inicial do material devido à compressão e variabilidade na moldagem. Já nos ensaios cisalhados
sob 1000 kPa, observa-se uma pequena redução na magnitude da dilatância mínima e na resis-
tência máxima mobilizada, fatores associados às mudanças na morfologia das partículas devido
à quebra de grãos, como citado anteriormente. O grau de sobreadensamento, por sua vez, não
demonstrou interferência na resposta mecânica do material. A Figura 4.27 apresenta as curvas
dos demais ensaios sobreconsolidados.
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Figura 4.27 – Curvas tensão-dilatância de ensaios sobreconsolidados.

Após verificar o comportamento de tensão-dilatância dos ensaios realizados, parte-se para a
análise em termos da dilatância mínima (DP

min). Normalmente, o ponto em que a dilatância é
mínima corresponde à proximidade do ponto de resistência máxima para ensaios densos, de
forma que a energia dissipada é máxima. A partir disso, é possível definir relações entre os
fatores com intuito de buscar uma lei que explique a mobilização da resistência em função da
dilatância. A Figura 4.28 apresenta os resultados em termos de DP

min e o ajuste linear para
definição do parâmetro N de Nova (1982), conforme proposto por Jefferies et al. (2011).

Apesar de ser possível traçar ajustes lineares com bom coeficiente de ajuste para os dados, fica
claro na figura a baixa representatividade da relação para os dados obtidos. Quando realizada
regressão linear, o valor do intercepto no eixo de DP = 0, que deveria corresponder ao valor de M
no estado crítico, difere significativamente do obtido através de ensaios fofos (1.25). Já quando
fixado o valor do intercepto para realização da regressão linear, o ajuste obtido não captura
nenhum dos pontos obtidos experimentalmente. Essa situação provê algumas informações sobre
a forma de dissipação de trabalho plástico e da inadequabilidade de algumas leis de tensão
dilatância (ilustrado na Fig. 4.29).

Nenhuma das relações tensão-dilatância avaliadas na Fig. 4.29 apresentou resultados satisfatórios
para toda faixa de tensões ensaiadas. Isso pode estar associado a diferentes fatores, entre eles a
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Figura 4.28 – Relação entre DP
min e ηmax para o material estudado.
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redução gradual do valor de M no estado crítico devido à quebra de partículas e a dependência
da dilatância no estado do material. No último caso, a Fig. 4.30 investiga as características da
dependência de DP

min e ηmax no estado.
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Figura 4.30 – Influência do estado através de ψ em (a) DP

min e (b) ηmax.

Nas figuras, foi indicada ainda a tendência linear para os dados. É importante ressaltar que
são necessárias algumas considerações, que são consequências da teoria de estado crítico, para
realização da regressão linear nesses casos. No caso da relação DP

min−ψ quando ψ = 0, ou seja,
quando o material se encontra no estado crítico (i.e., estado em que o material escoa como fluído
viscoso sob volume constante), a diltância precisa ser 0. Já para a relação entre ηmax e ψ quando
ψ = 0, necessariamente, η = M.

Sobre as relações com o parâmetro de estado, a Fig. 4.30a mostra, claramente, que o ajuste linear
não foi capaz de representar satisfatoriamente o grupo de dados. A normalização de ηmax, por
outro lado, parece se adequar bem a um ajuste linear. Essas relações com o estado precisam ser
interpretadas cuidadosamente, visto que DP

min e ηmax são também relacionados. Sendo assim,
propõe-se que o estado do material define a dilatância limite experimentada e é a magnitude das
deformações volumétricas que define a resistência mobilizada (BEEN et al., 1985; JEFFERIES,
2021).

4.5 DIREÇÃO DE FLUXO PLÁSTICO

Dentre os aspectos necessários para estabelecimento de um modelo constitutivo está a definição
da direção de fluxo plástico. Essa direção pode ser assumida como ortogonal à superfície de
plastificação definida (fluxo associado) ou não (fluxo não associado). Apesar da hipótese de
fluxo associado ser considerada no desenvolvimento de alguns modelos, Chandler (1985) e
Collins et al. (1997) demonstraram que a existência de uma lei de fluxo não associada é uma
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consequência direta da natureza friccional dos geomateriais.

A partir da separação das deformações plásticas e elásticas considerada, foi possível determinar
neste trabalho os vetores unitários de deformação plástica, conforme descrito na seção 3.5. Esses
vetores indicam a direção das deformações plásticas e definem a superfície de potencial plástico
como a função da qual são ortogonais, caso a superfície de potencial plástico e a superfície de
plastificação sejam coincidentes, têm-se que os vetores de deformação plástica serão ortogonais
a essa e segue-se uma lei de fluxo associada. Os vetores de deformação plástica definidos foram
então sobrepostos às trajetórias normalizadas em relação à tensão efetiva média em um espaço
compartilhado entre deformações e tensões (Fig. 4.31). Foi definida a sobreposição para as
trajetórias normalizadas em razão dos ensaios fofos estarem supostamente sobre a superfície
relativa à compressão e portanto, nesses casos, a superfície de plastificação teria o mesmo
formato da superfície limite de estado definida no espaço normalizado.
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Figura 4.31 – Sobreposição dos vetores de deformação plástica às trajetórias nor-
malizadas para ensaios de 1000, 2000 e 4000 kPa.

Na Figura 4.31 a direção dos vetores de deformação plástica demonstra a existência de fluxo
não associado para o material. Esse aspecto é ilustrado além na Fig. 4.32 em que os vetores de
deformação plástica no ponto de plastificação foram sobrepostos à superfície estimada para os
ensaios sobreconsolidados à tensão máxima de 2000 kPa.
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Figura 4.32 – Sobreposição dos vetores de deformação plástica à superfície de
plastificação dos ensaios sobreconsolidados à 2000 kPa.

4.6 QUEBRA DE PARTÍCULAS

A ocorrência de quebra de partículas em solos normalmente é associada a tensõs muito altas. Em
especial para areias quartzosas, associa-se a quebra a tensões da ordem de 15 MPa (COOP et al.,
1993). Outros materiais, devido à sua natureza e ao formato de suas partículas, podem apresentar
quebra de grãos em tensões inferiores (CONSOLI et al., 2007). A relevância da quebra em
tensões menores, porém, costuma ser associada a materiais com grãos menos resistentes, que
apresentem mineralogia distinta ou ainda se caracterizem pela existência de poros nessas (COOP,
1990).

Ainda que o material predominante na matriz mineral do rejeito de minério de ferro estudado
seja quartzo e tenham sido atingidas pressões de confinamento de no máximo 4000 kPa, foi
investigada a ocorrência de quebra de partículas para os ensaios triaxias realizados sob maiores
pressões. A Figura 4.33 apresenta os resultados de distribuição granulométrica dos ensaios antes
e depois do cisalhamento.

Pode ser observado que a amostra cisalhada sob tensão de confinamento de 4000 kPa experi-
mentou quebra levemente superior às amostras sobreconsolidadas à 4000 kPa, porém cisalhadas
a 2000 e 1000 kPa. Isso indica a influência de diferentes mecanismos de quebra de partículas,
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Figura 4.33 – Distribuição granulométrica de amostras antes e após o cisalhamento
sob altas tensões.

um relacionado à compressão isotrópica e outro vinculado ao cisalhamento da amostra. Sendo
assim, percebe-se a ocorrência de quebra de partículas no material em tensões inferiores àquelas
relatadas para areias quartzozas. Alguns aspectos do material podem estar relacionados a isso,
em especial a morfologia dos grãos. Conforme observado nas imagens MEV do material original
(Fig. 3.5), o rejeito de minério de ferro estudado caracteriza-se pela presença de partículas
lamelares, angularidades salientes e rugosidades na superfície, que podem acabar promovendo a
mudança na distribuição granulométrica observada na Fig. 4.33.

As análises de curvas granulométricas, de forma geral, são realizadas a partir da avaliação
de distribuições cumulativas em massa dos grãos passantes em diferentes peneiras ou obtidos
através da interpretação do processo de sedimentação. No entanto, pode-se obter diferentes
informações ao avaliar essas distribuições granulométricas sob a ótica de uma distribuição de
probabilidade de ocorrência de determinado tamanho de partícula em uma massa de solo. A
Figura 4.34 apresenta as distribuições granulométricas antes e após o cisalhamento em função da
porcentagem em massa retida na peneira, em contraste a análise usual de distribuição cumulativa
de porcentagem passante.
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Figura 4.34 – Porcentagem retida para cada tamanho equivalente de grãos antes e
após o cisalhamento.

Nota-se, na Fig. 4.34, que as distribuições de tamanhos de partículas das três amostras são
bastante semelhantes, ainda assim percebe-se algumas diferenças fundamentais que sugerem a
explicação de efeitos observados anteriormente como a mudança na rigidez e resistência máxima
observada nos ensaios sobreconsolidados. Em relação às partículas finas, houve um pequeno
aumento, conforme esperado, nas amostras após o cisalhamento, sendo difícil estabelecer uma
tendência entre essas. Já nas partículas mais grosseiras, percebe-se duas alterações importantes.
A primeira refere-se ao tamanho de partícula de 0.1 mm. Nesse tamanho, a curva do material
previamente ao cisalhamento mostra um pico, reduzido para as amostras cisalhadas, sendo
a amostra cisalhada sob maior tensão confinante a que apresenta menor pico. Outro aspecto
refere-se à faixa de valores entre 0.02 e 0.075 mm. Nessa faixa, percebe-se um aumento da
quantidade de partículas em relação à curva original, sendo o maior aumento na maior tensão de
confinamento.

Podem ocorrer diferentes tipos de quebra de partículas, sendo quebras catastróficas (i.e., uma
partícula sendo partida ao meio), quebra de angularidades ou ainda desgaste (redução da rugosi-
dade). O que se percebe nos resultados obtidos é que o principal efeito da aplicação de tensões
elevadas, nesse caso, foi a mudança na morfologia da partícula, em contrapartida a mudanças na
distribuição granulométrica propriamente dita. Portanto, atribui-se que os principais mecanismos
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de quebra ocorrendo são a quebra de angularidades e o desgaste. A fim de melhor identificar
essas mudanças, após a realização do peneiramento e sedimentação, foram separadas as partícu-
las retidas em duas peneiras, aberturas 0.425 mm e 0.075 mm, para realização de microscopia
eletrônica. A Figura 4.35 apresenta as características do material através das imagens de MEV e
distribuição de tamanhos de partículas.
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Figura 4.35 – Características das partículas retidas em duas distintas aberturas de
peneiras a partir da imagens MEV.

Os resultados obtidos são ainda consistentes com outros estudos experimentais, onde foi demons-
trado que a quebra de partículas tende a diminuir a heterogeneidade nas formas das partículas
(BOWMAN et al., 2001).

Portanto, sugere-se uma abordagem diferente para a interpretação da quebra de partículas. Em
contrapartida à visão de que a quebra ocorreria unicamente sob uma tensão específica (e elevada),
a partir da qual ela seria observada de forma macroscópica, propõe-se que a quebra das partículas
ocorra desde estágios iniciais de carregamento. Para que as deformações macroscópicas sejam
observadas, mecanismos de deformação nos contatos dos grãos e movimento relativo entre esses
deve ocorrer. Nesses contatos, com áreas muito pequenas, ocorrem concentrações de tensões que
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acabam por deformar a região adjacente e também a promover pequenas quebras. Apesar dessa
modificação, por vezes, não se tem sequer a precisão necessária para medir experimentalmente
esses efeitos. Sendo assim, à medida que aumentam as tensões aplicadas, esses processos se
tornam mais agressivos e os esforços transmitidos maiores, até o ponto em que a quebra de
partículas é observada macroscopicamente e interfere significativamente no comportamento
do material. Sugere-se que a visão usual da quebra de partículas, associada a altas tensões e
alterações no comportamento de compressão isotrópica, na verdade refere-se ao ponto em que a
quebra de partículas supera os demais mecanismos existentes e se torna o principal mecanismo
de deformação.

No caso de materiais em que as partículas apresentem formas mais uniformes e com maior
esfericidade, tanto as cadeias de transferência de esforços quanto a distribuição dos esforços
nos contatos tenderão a ser mais uniformes, reduzindo o impacto dos efeitos de mudança
de forma observados. Nesses casos, a interpretação usual de que a quebra iniciaria somente
sob altas tensões é válida, ao passo que provavelmente o ponto em que a quebra se torna o
principal mecanismo corresponda ao ponto em que são observados efeitos da mudança da
morfologia das partículas. Já para materiais como o rejeito de minério de ferro estudado, as
características intrínsecas da sua obtenção determinam a existência de uma heterogeneidade de
formas, angularidades e rugosidades. Logo, os efeitos da mudança na morfologia das partículas
são significativos na resposta mecânica do material desde níveis de tensões mais baixos, mesmo
antes de a quebra de partículas ser o principal mecanismo de deformação.
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5 CONCLUSÕES

Este capítulo apresenta as conclusões do trabalho. Inicialmente, são apresentadas as conclusões
específicas de cada tópico abordado, a seguir são avaliadas as implicações dos resultados em
relação à definição de uma lei de dissipação de energia apropriada.

5.1 CONCLUSÕES ESPECÍFICAS

O programa experimental realizado permitiu a avaliação do comportamento constitutivo de
um rejeito de minério de ferro em aspectos relativos à rigidez, resistência, lócus de estados
críticos, plastificação, dilatância, direção das deformações plásticas e quebra de grãos. Além
disso, o programa experimental proposto demonstra a capacidade da definição completa do
comportamento de materiais a partir de ensaios triaxias convencionais. Um aspecto relevante a
ser ressaltado é a utilização de instrumentação interna, que permitiu a avaliação da rigidez do
material e aumento na confiabilidade das análises. A seguir cada um dos aspectos observados é
abordado em detalhes.

5.1.1 Rigidez

Os efeitos da pré-compressão na rigidez do material apresentaram-se dependentes do nível de
tensões experimentado. Para ensaios em que a pressão máxima experimentada durante a fase
de compressão isotrópica foi de 200 kPa, não foram observados efeitos do sobreadensamento
na modificação da rigidez. Já para os ensaios sobreconsolidados à tensão máxima de 2000 kPa

e 4000 kPa a rigidez obtida foi inferior à rigidez dos ensaios compactos correspondentes. A
alteração na rigidez pode estar relacionada a uma alteração na morfologia das partículas devido
à quebra de angularidades e redução da rugosidade, o que reduz o esforço necessário para o
rearranjo dos grãos. O grau de sobreadensamento experimentado pelas amostras não demonstrou
relevância na alteração da rigidez do material.

5.1.2 Resistência

Foi ajustada envoltória de resistência não linear para os estados de pico do rejeito estudado. As
amostras densas chegaram a apresentar ângulo de atrito no pico equivalente a 42.7o, sendo o
valor médio obtido de 38.5o. Os ensaios sobreconsolidados, por sua vez, apresentaram resistência
inferior às amostras compactadas sendo o ângulo de atrito máximo encontrado de 42.3o e o
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valor médio de 37.6o. Foi obtida uma envoltória parabólica para as amostras sobreconsolidadas.
Novamente, a redução na resistência máxima mobilizada é associada à quebra de partículas
e alteração na morfologia dessas, facilitando o movimento relativo dos grãos e reduzindo o
esforço necessário. Do ponto de vista da envoltória de resistência no estado crítico, foi observado
um decréscimo da inclinação da envoltória com o aumento das tensões de confinamento, ao
avaliar os dados individualmente. Porém, devido à pequena variabilidade, foi ajustada uma
envoltória linear considerando os ensaios que tenham apresentado estabilidade nas deformações
volumétricas e tensão desviadora. O valor de M obtido foi de 1.25, que corresponde a um
ângulo de atrito no estado crítico de, aproximadamente, 31.1o. Esse valor está de acordo com o
encontrado na literatura para outros rejeitos de mineração e areias contendo finos não-plásticos.

5.1.3 Lócus de estados críticos

Definiu-se uma Linha de Estado Crítico (LEC) curva desde baixas tensões no plano v− ln p′ com
parâmetros iguais a Γ=1.75, A = 0.0012 e B = 0.6, considerando uma pressão de referência igual
a 1 kPa. A curvatura da LEC não está diretamente associada à ocorrência de quebra de grãos, mas
sim à existência de estados metaestáveis em regiões com altos volumes específicos e sob baixas
tensões de confinamento. A LEC definida apresenta similaridades com a de outros trabalhos
na literatura. Em especial, o formato obtido se assemelha à LEC encontrada por Wagner et al.
(2023) para rejeitos de mineração oriundos da mesma região.

5.1.4 Superfície de plastificação

A plastificação dos materiais foi considerada a partir da avaliação de mudanças na rigidez e
sob a hipótese de enrijecimento isotrópico, de forma que os ensaios sobreconsolidados a uma
mesma pressão máxima estariam sob uma mesma superfície de plastificação. Foi possível ajustar
superfícies de plastificação em formato de gota com uma forma constante para os ensaios
sobreconsolidados à 200 kPa e à 2000 kPa, reduzindo apenas em tamanho, tanto em p′ como em
q. Para os ensaios sobreconsolidados à 4000 kPa não foi possível determinar uma superfície de
plastificação única, o que pode indicar uma alteração na forma da superfície de plastificação
devido à quebra de grãos.

Foi ainda estimada a superfície limite de estado do material a partir da normalização das
trajetórias de tensões pela tensão média efetiva no estado crítico. A forma das superfícies
estimadas está de acordo com as previsões de Chandler (1985) e resultados experimentais de
Coop (1990). Além disso, a variação das superfícies limites de estado no trecho compressivo
confirmam que não foram atingidas tensões suficientes para que seja obtida a Linha de Isotrópica
de Compressão (LIC) do material.
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5.1.5 Dilatância

Avaliou-se na análise de dilatância a influência da adoção de deformações plásticas ou totais no
cálculo dessa. Observou-se que a adoção de ensaios sobreconsolidados permitiu a avaliação do
comportamento do material com comportamento elástico desde pequenas deformações, enquanto
amostras fofas ou compactas apresentam razão entre deformações plásticas e totais altas desde
o início do ensaio. Determinou-se também que, a partir de pequenos níveis de deformação,
aproximadamente a totalidade das deformações é de natureza plástica, de forma que a adoção da
dilatância em termos de deformações totais não incorre em prejuízo nas análises. Ainda assim,
optou-se por avaliar a dilatância do material em termos de dilatância plástica.

Em relação à dilatância, verificou-se que o sobreadensamento teve pouca influência sobre a
magnitude da dilatância com os principais efeitos estando relacionados à mudança na morfologia
das partículas durante o cisalhamento. O grau de sobreadensamento também não demonstrou
influência significativa nos resultados obtidos. Foi demonstrada ainda, a inadequabilidade de leis
tensão-dilatância usuais para representação do conjunto de dados experimentais. Esses aspectos,
conforme explicitado durante a revisão bilbiográfica, reforçam a dependência da dilatância no
estado do material e no fabric formado, sendo necessárias considerações sobre esses aspectos na
determinação de uma lei de dilatância apropriada.

5.1.6 Direção de fluxo plástico

Demonstrou-se através da sobreposição dos vetores de deformação plástica à superfície limite
de estado e à superfície de plastificação a existência de uma lei de fluxo não associada para o
material estudado. Os resultados estão de acordo com as formulações teóricas de Collins et al.
(1997) e Chandler (1985) que definiram que a existência de uma lei de fluxo não associada é uma
consequência formal da natureza friccional dos geomateriais, além das evidências experimentais
de Poorooshasb et al. (1966) e Coop (1990).

5.1.7 Quebra de partículas

Houve quebra de partículas para as amostras ensaiadas sob as maiores tensões efetivas de
confinamento. A ocorrência da quebra foi verificada através de análise granulométrica e de
microscopia eletrônica antes e após o cisalhamento. Observa-se que a quebra de partículas, em
contraste ao usualmente aceito, ocorre desde estágios iniciais de carregamento estando relacio-
nada principalmente à mudança na morfologia das partículas durante o cisalhamento. A natureza
antrópica dos rejeitos de mineração provê a esses materiais formas angulares e heterogêneas o
que induz a quebra de saliências e redução da rugosidade ao longo do carregamento. Apesar
de pequena magnitude, a quebra de partículas demonstrou efeitos na resposta constitutiva do
material do ponto de vista da rigidez, comportamento tensão-deformação e da plastificação.
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5.2 IMPLICAÇÕES À EQUAÇÃO DE ENERGIA

Como apresentado na revisão bibliográfica, uma forma geral para a equação de dissipação de
energia é a seguinte:

δΦ = p
√

A(ξ )2ε̇
p
v 2 +M2B(ξ )2ε̇

p
s 2 (2.18 rep.)

Os parâmetros A e B são funções do estado do material e estariam relacionados, respectivamente,
à efeitos de compressão e distorção. O trabalho realizado fornece algumas informações adicionais
sobre a forma da equação de dissipação de energia, são elas:

1. A existência de uma superfície de plastificação em formato de gota induz o efeito combi-
nado de compressão e distorção na plastificação do material. Logo, devem ser considerados
na equação de dissipação de energia cada um dos fenômenos envolvidos: rearranjo dos
grãos, distorção dos grãos e quebra de partículas;

2. A dependência do tamanho da superfície de plastificação em q com o nível de tensões
induz a influência da quebra de partículas e o enrijecimento em termos de deformações
volumétricas e cisalhantes;

3. A variação do tamanho e da forma da superfície de plastificação com o nível de tensões
sugere a dependência da equação de dissipação de energia na quantidade de quebra de
partículas experimentada;

4. A existência de uma lei de fluxo não associada implica na dependência da lei de dissipação
nas tensões verdadeiras;

5. A dilatância do material sofre influência tanto do fabric quanto do estado do material,
portanto a equação de dissipação de energia deve ser função do estado.

Sendo assim,

1. A e B são funções da quebra de partículas;

2. A equação de energia precisa depender dos invariantes de tensão;

3. B é função do estado;

4. Existe um outro fator C que combina os efeitos em ε̇
p
v e ε̇

p
s ;

5. B é função do fabric.
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Isso implica em algumas dificuldades a serem investigadas em futuros trabalhos, como por
exemplo a definição de fatores quantitativos para medida de fabric e grau de quebra do material.

5.3 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

- Realização de ensaios sobreconsolidados sob outras trajetórias de tensões a fim de melhor
determinar a forma da superfície de plastificação;

- Ensaios triaxias sob tensões confinantes superiores às atingidas nesse trabalho para melhor
caracterizar os efeitos de quebra de partículas no comportamento do material;

- Realização de análise de processamento de imagem e ensaios específicos para a caracteri-
zação da morfologia das partículas do rejeito de ferro de forma quantitativa;

- Investigação micromecânica dos comportamentos macroscópicos observados através de
simulações utilizando o Método dos Elementos Discretos (MED), considerando efeitos
como a inclusão de finos e da forma das partículas;

- Investigação da influência de diferentes teores de finos no comportamento mecânico de
rejeitos de mineração.
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APÊNDICE A – VERIFICAÇÃO DO MODELO NORSAND PELO
MÉTODO TERMODINÂMICO INDIRETO

O modelo NorSand é um modelo constitutivo baseado na mecânica dos solos dos estados
críticos e na dependência da resposta mecânica do material no seu estado atual (JEFFERIES,
1993; BEEN et al., 1985; JEFFERIES, 2021). Esse modelo é dito como da família dos modelos
desenvolvidos em Cambridge, sendo apresentado como uma generalização dos casos dos modelos
Camclay original (SCHOFIELD et al., 1968) e Camclay modificado (ROSCOE et al., 1968). A
principal diferença no desenvolvimento do modelo NorSand é a hipótese de que os geomateriais
apresentem infinitas linhas de compressão normal, em contrapartida aos modelos originais
desenvolvidos em cambridge onde era assumida uma única Linha Isotrópica de Compressão
(LIC), paralela à Linha de Estado Crítico (LEC) (JEFFERIES et al., 2000).

Durante o desenvolvimento dos modelos Camclay original e modificado, a hipótese de uma
única LIC implicava em duas condições fundamentais (JEFFERIES et al., 2016):

1) Previsão de rigidezes elevadas e dilatâncias não correspondentes com a realidade para
materiais em estados densos;

2) A superfície de plastificação necessariamente cruza a LEC quando atinge o topo, a fim de
atender a condição de dεv/dεq = 0 no estado crítico.

Sendo assim, o modelo NorSand apresenta formas de contornar esses efeitos, através da conside-
ração de infinitas LICs possíveis para os materiais granulares e pela introdução do conceito do
estado de imagem. O estado de imagem seria o estado em que alguma das condições estabelecidas
pela Eq. 2.5 é atendida, mas não todas simultaneamente.

∂ p′

∂εs
=

∂q
∂εs

=
∂v
∂εs

=
∂θ

∂εs
= 0 (2.5 Rep.)

No entanto, apesar de contornar algumas das dificuldades observadas na modelagem de materiais
granulares e incluir a consideração dos estados do material no seu desenvolvimento, o modelo
NorSand ainda mantém considerações como, por exemplo, a existência de uma lei de fluxo
associada para materias granulares, refutada por diversos autores (e.g., POOROOSHASB et al.,
1966; CHANDLER, 1985; COOP, 1990; LI, X. S. et al., 2000; COLLINS et al., 2002b; YAO, Y.
et al., 2022). Este capítulo tem por intuito realizar a verificação do modelo em relação à segunda
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lei da termodinâmica, conforme o método indireto de Yangping Yao et al. (2022) apresentado na
seção 2.3.4.

Inicialmente são apresentadas a função da superfície de plastificação (Eq. A.1) e a lei de
dissipação do trabalho plástico (Eq. A.2) adotadas no modelo NorSand 1 (JEFFERIES et al.,
2016):

η

M
= 1− ln

(
p
pi

)
(A.1)

DP = Mi

(
ṗi

pi

)
−η (A.2)

onde Mi é a razão de tensões no estado de imagem.

A partir da Eq. A.1 pode-se resolver a tensão p na qual o solo encontra-se no estado crítico (i.e.,
η = M e Mi = M). Isso ocorre quando p = pi. Sendo assim os parâmetros de mudança entre o
espaço dissipativo e o espaço de tensões real são dados por:

p = ρ +π −→ π = p− pi (A.3)

q = τ (A.4)

Segundo Yangping Yao et al. (2022) de forma a verificar a existência de uma superfície elíptica
no espaço dissipativo de tensões:

ε̇
p
v

ε̇
p
s
=

π

τ

B2

A2 (A.5)

Logo, substituindo (A.3) e (A.4) em (A.5, têm-se:

ε̇
p
v

ε̇
p
s
=

p− pi

q
B2

A2 (A.6)

(A.7)

A outra equação é obtida a partir da lei de dissipação do trabalho plástico adotada pelo modelo
(Eq. A.2). Portanto,
1 Equações apresentadas para as condições de ensaio de compressão triaxial.

João Vítor de Azambuja Carvalho (azambuja.jvc@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2023.



135


ε̇

p
v

ε̇
p
s
= p−pi

q
B2

A2

ε̇
p
v

ε̇
p
s
= Mi

(
ṗi
pi

)
−η

(A.8)

Da Eq. A.8,

B2

A2 =

(
q

p− pi

)[
Mi

(
pi

p

)
−η

]
= β (A.9)

Outra condição para a existência de uma superfície elíptica no espaço dissipativo é dada pela Eq.
A.10.

π2

A2 +
τ2

B2 = 1 (A.10)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.10),

(p− pi)
2

A2 +
q2

β A2 = 1 (A.11)

A partir das Eqs. A.9 e A.11 pode-se obter A e B como:


A =

√
(p− p2

i )+
q 2
β

B =

√[
q

p−pi
(β (p− pi)2 +q2)

](
Mi

pi
p −η

) (A.12)

Das Equações A.9 e A.12 têm-se que, quando q = 0, B pode ser calculado como sendo 0.
Isso significa que nenhuma superfície de potencial plástico elíptica correspondente pôde ser
determinada no espaço dissipativo, de forma a descrever o fluxo plástico na condição q = 0.
Como consequência o fluxo plástico dissipativo não pode ser determinado nesse espaço e,
portanto, o modelo não atende a princípios fundamentais da termodinâmica.

Comportamento constitutivo de rejeito de minério de ferro filtrado e compactado


	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de Figuras
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Objetivos
	Objetivos gerais
	Objetivos específicos

	Organização do documento

	Referencial Bibliográfico
	Rejeitos de mineração
	Rejeito filtrado
	Métodos de filtragem
	Pilhas de rejeito filtrado

	Comportamento de materiais granulares
	Aspectos gerais
	Mecânica dos Solos dos Estados Críticos
	Dilatância em materiais granulares
	Modelagem Constitutiva


	Materiais e Métodos
	Programa Experimental
	Caracterização geotécnica dos materiais
	Ensaios triaxiais
	Preparação das amostras
	Realização dos ensaios
	Correções de área
	Quebra de grãos

	Determinação da superfície de plastificação
	Determinação da direção de fluxo plástico
	Determinação das superfícies limites de estado

	Resultados
	Comportamento tensão-deformação-resistência
	Estado Crítico
	Plano q-p
	Plano -p

	Superfície de plastificação
	Lei de dilatância
	Direção de fluxo plástico
	Quebra de partículas

	Conclusões
	Conclusões específicas
	Rigidez
	Resistência
	Lócus de estados críticos
	Superfície de plastificação
	Dilatância
	Direção de fluxo plástico
	Quebra de partículas

	Implicações à equação de energia
	Sugestões para trabalhos futuros

	REFERÊNCIAS
	APÊNDICES
	Verificação do modelo NorSand pelo Método termodinâmico indireto




