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1 Introducao

As teorias do grupo de renormalizacdo surgiram na década de 70, mais preci-
samente em 1971, com o artigo de K. G. Wilson, da Universidade de Cornell,
USA. O grupo de renormalizacao surgiu como uma sintese de vérias técnicas
aplicadas com o objetivo de prever o comportamento de sistemas diversos
proximos & criticalidade. A teoria também explicou, de modo satisfatorio e
matematico, uma gama de fenomenologias que, apesar de muito conhecidas,
nao possuiam explicagao devida.

Observa-se que os sistemas que apresentam transi¢ao de fase (tenham
um processo critico) possuem varios comportamentos em comum. Apoés o
aparecimento da Mecéanica Estatistica no final do século XIX e seu desenvol-
vimento no decorrer do século XX, procurou-se entender o que ocorria com
sistemas termodinamicos, fluidicos e ferromagnéticos (entre outros) proximo
a uma transi¢do de fase (criticalidade). Os resultados revelaram que, inde-
pendentemente do sistema em estudo, hd comportamento geral a todos os
sistemas de uma dada classe, isto é, em dadas condicoes. Esse comporta-
mento foi chamado de universalidade, e, fenomenologicamente, foi modelado
pela teoria dos expoentes criticos de Lyapunov. No surgimento do grupo de
renormalizacdo é que a universalidade obteve uma explanacao satisfatoria.

Antes, a teoria era uma colecao de resultados a esmo e independentes,
porém potencialmente tteis. Essas técnicas utilizadas foram baseadas:

e Na andlise de modelos, computacional e tedrica, tais como os modelos
de Ising, Heisenberg, Potts, X-Y, etc.;

e Nos estudos aproximativos oriundos das teorias de campo médio;

e Nas expansoes em séries de poténcias dos modelos para regimes de
temperaturas;

e Com os estudos que exploraram as simetrias sistémicas, como a matriz
de transferéncia, e

e A predigdo de varios resultados a partir de estudos comportamentais
dos sistemas baseados em simula¢oes randomicas (método de Monte-
Carlo).

Antes de apresentar a teoria do grupo de renormalizacdo, seré feita uma
revisao histérica do aparecimento da teoria. No primeiro capitulo, seré apre-
sentada uma revisao de conceitos termodindmicos e mecinico-estatisticos.
Também serao apresentados alguns modelos (da Mecanica Estatistica) e seus
resultados, e ainda serao discutidas as técnicas de matriz de transferéncia e
de expansoes em série. O capitulo intermediario apresentard a teoria dos
campos meédios, e sua importancia. Todos terao como enfoque o Modelo de
Ising de Spin -1/2, devido & sua simplicidade. No tltimo, serd finalmente
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apresentada a teoria juntamente com suas técnicas matemaéticas e a forma
como explicou os conceitos a ela associados.



2 CONCEITOS TERMODINAMICOS E MECANICO-ESTATISTICOS 5

2 Conceitos Termodinidmicos e
Mecanico-Estatisticos

2.1 Introducao

Da Mecanica Estatistica, sabe-se que a expressao para a fun¢dao parti¢ao de
um ensemble de particulas é dada por

Z(H,B) =) e, (1)

ou seja, representa uma soma sobre todos os estados indexados por r, e
definidos pelo Hamiltoniano &, do sistema. O fator 8 é tal que g = 1/kT,
em que k é a constante de Boltzmann e 7" é a temperatura absoluta (em
Kelvin); H é, por exemplo, um campo magnético do sistema (mas também
pode representar o volume se o sistema em estudo for fluidico). &, é obtida
a partir do Hamiltoniano H = H(H,T). A partir da func¢do partigdo, é
possivel calcular a energia livre, o potencial termodindmico de Helmholtz:

F(T, H) = —;an(T,H); @)
F(T,H) = [U](S, H); (3)
F—U-TS, (@)

A equacao (3) representa a Transformada de Legendre, e (4) sua expres-
sao matematica. A fungdo U = U(S,V, N) é a equagao fundamental, como
usual na termodindmica. De acordo com a primeira lei,

dU = TdS — M dH, (5)

onde M é a magnetizacao. Dessa forma, a primeira lei para o potencial de
Helmholtz é calculada, a partir de (4), como:

dF = dU — TdS — SdT; (6)

(5) = dF = —M dH — SdT, (7)

o que justifica o fato de F = F(H,T). A partir da funcao particao, calculam-
Se as variaveis:

e Energia Interna:
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e Entropia: oF .
s=(5r), =1 ©
e Magnetizacao:
() a0
E, a partir delas, calculam-se as propriedades:
e Calor Especifico:
e (Calores Especificos:
Cum=T (g;) o ; (12)
e Susceptibilidade Isotérmica:

Um conceito importante em mecéanica estatistica é a func¢ao de correlagao.
Como o nome diz, mede a o grau de dependéncia entre duas de um conjunto
de variaveis (caso conhecido como autocorrelagao). Por exemplo, a funcao
de corregao para spins em sistemas ferromagnéticos (em dada dimensao) se
apresenta como:

I(7%,75) = ((si = (s3)) (s5 = (s5))), (14)

em que (---) denota uma média térmica, e s; ¢ a variavel de spin. E sabido
que |1] a fungao de correlagao decai, do ponto de vista espacial, e a grandes
distancias, sob a forma:

[(7) ~ r Texp /<. (15)

O ntmero 7 nao é significativo para a subsequente andlise, e £ é um
parametro chamado de comprimento de correlacdo. Conforme o sistema
se aproxima da criticalidade, & — oo. Pode-se mostrar que a funcao de
correlacao, na criticalidade, decai como a lei de poténcia

1

sendo d a dimensionalidade do sistema, e n é uma constante que depende do
sistema, um exemplo de expoente critico.
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Também é conhecido que [1],

XT ~ N/F(r)rdl dr. (17)

Da equacao acima infere-se que, durante a criticalidade, uma vez que
X7 — 00, também deve divergir I" (r), e portanto, impde-se um limite supe-
rior para 7, tal que max{n} = 2.

2.2 Classificagao das Transicoes, de Ehrenfest

Uma transicao de fase é caracterizada por uma singularidade num potencial
termodinamico.

Diz-se que a transicdo é de primeira ordem se a descontinuidade for
finita em uma ou mais derivadas do potencial termodindmico. Para um
sistema ferromagnético, existe uma descontinuidade na magnetizacao, indi-
cando transi¢cdo de primeira ordem.

Diz-se que a transicao de fase é de alta ordem, continua, ou ainda critica,
se as primeiras derivadas forem continuas, mas as segundas apresentarem
descontinuidades ou tenderem ao infinito. Nesse tipo de transi¢do, ocorre
que x7,€& — 00 e um decaimento em forma de poténcia de I', (16), na
analise de sistemas ferromagnéticos simples.

Por exemplo, em sistemas ferromagnéticos, ha uma transicao de fase em
H =0, e existe uma transicao de fase na curva definida por H (T' < T¢x) =0
onde T é a temperatura critica, e a transicao é de primeira ordem. Cruzando
essa linha, conforme varia H, existe um salto na magnetizagao para T’ < Tc¢.
No mesmo regime de temperatura, a fun¢do de Helmholtz é continua, mas
apresenta bicos em F(H = 0). Conforme T — T¢,H — 0, xg — o0.
Figuras abaixo ilustram o citado.

2.3 Expoentes Criticos e suas Desigualdades, Universalidade

Os expoentes criticos ajudam a compreender melhor a criticalidade. A fim

de defini-los, considere-se
T—-1T¢c
t:= . 18
o~ (15)

Entao, define-se o expoente critico associado com a fun¢ao F(t) como
sendo

A = Tim 2FOL (19)
t—0 ln\t\
ou ainda,
F(t) ~ |t (20)

e mais geralmente, como

FO) ~ I (1400 ), x>0, (21)
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Curva para M(H)

Fﬂc

T=Tc

[

Figura 1: Curvas para a magnetizacao. H4 saltos para T < T,, mas se
T > T¢ a curva é suave.

Curva para X(T)

r

TC

Figura 2: A susceptibilidade diverge se H = 0.

Se mostra que assim definidos os expoentes criticos é conveniente, dado
o comportamento estudado, de sistemas ferromagnéticos, fluidicos e modelos
estatisticos, de acordo com a forma aproximada da curva préxima & critica-
lidade. Nas tabelas abaixo, encontram-se as definicoes dos expoentes tanto
para sistemas ferromagnéticos quanto para fluidicos. V representa o volume,
p a densidade e P a pressao. Atencdo especial & simetria das definicoes e
& independéncia dos limites laterais 7' — Téf, eT — Tg, isto é, 0 mesmo
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expoente caracteriza o comportamento antes e depois de T¢. Observar tam-
bém que os expoentes serao iguais apenas se ambos os sistemas pertencerem
a mesma classe de universalidade.

Sistemas Ferromagnéticos
Calor especifico em campo zero | Cy ~ [t|7¢

Magnetizagdo em campo zero | M ~ (—t)fﬁ

Susceptibilidade isotérmica em campo zero | x7 ~ [¢t|7
Isoterma critica (t = 0) | H ~ |M|%sgn (M)
Comprimento de correlagao | £ ~ [t|7"
Funcio de correlacio em To | G(7) ~ 1/r®=2F1

Tabela 1: Comportamento de sistemas ferromagnéticos durante a criticali-
dade. De [1]

Sistemas Fluidicos
Calor especifico a Vo | Cy ~ |t|7¢

Diferenga de densidade liquido-gas | (o1 — pg) ~ ()P
Compressibilidade isotérmica | kp ~ [t|™7
Tsoterma critica (t = 0) | P — Po ~ |p; — pgl°®sgn(pr — pg)
Comprimento de correlagdo | £ ~ [t|™"
Funcio de correlacao em T | G(7) ~ 1/r9=2F0

Tabela 2: Criticalidade de sistemas fluidicos. [1]

Nas figuras (1) e (2) acima, pode-se inferir, de modo visual, que § ~ 2 e
1 <~ <2 De(11) e (12), juntamente com o fato de que Cgr > 0, é possivel
mostrar que

a+20+v>2 (22)

a+B1+6)>2, (23)
segue, por exemplo, da concavidade da energia livre (que é concava, isto, é
(02F 04T, H}2){H7T} < 0. O fato de a energia livre ser concava é oriunda
do fato de que Cyg = —T (82f/8T2)H > 0, e desde que H = Ho — HM,
XT = — (82.7-"/8H2)T >0 [1)).
Também podem ser derivadas outras relacoes, a partir do comportamento
termodindmico da funcdo de correlagao, tais como

7<@2-ny; (24)

vd > 2 — (25)



2 CONCEITOS TERMODINAMICOS EMECANICO-ESTATISTICOS10

v > B0 —1). (26)

Contudo, na literatura cientifica, todos os expoentes calculados com os
modelos concordam no fato de que as desigualdades supracitadas aparecem
como igualdades.

A esse ponto se define o conceito de universalidade. Os expoentes criticos,
como acima definidos, dependem de muito poucos paradmetros; em um sis-
tema cuja interacao dada é de curto alcance, os parametros de que dependem
sao a dimensionalidade do espago, d, e da simetria do parametro de ordem.
O parametro de ordem de uma transicao representa, no caso de um sistema,
ferromagnético, a quantidade de magnetizacao; e a diferenga entre densida-
des liquido-gas, por exemplo, para um sistema fluidico. Quando um sistema,
apresenta transicao de um regime ferromagnético para antiferromagnético,
o pardmetro de ordem se anula, bem como no caso dos fluidos. A primeira
evidéncia disso foi quando Guggenheim, em 1945, construiu curvas de coe-
xisténcia para diferentes fluidos. De acordo com seus dados, havia um valor
de 8 = 1/3 para todos os fluidos. No modelo de Ising (que sera discutido
na proxima se¢ao), os modelos experimentais indicam que § = 0.327 para
as redes cubica, cibica de corpo centrado e cubica de face centrada, mesmo
que as trés possuam diferentes valores para T¢. Isso é a universalidade.

Para concluir, é possivel estudar os expoentes do ponto de vista do mo-
delo mais simples e aplicd-lo & sua classe de universalidade, desde que se
trabalhe com a dimensionalidade correta e se observe a simetria do parame-
tro de ordem.

2.4 Matriz de Transferéncia

A matriz de transferéncia é uma ferramenta matemética muito atil quando
a funcao particdo apresenta simetrias em sua forma. Para isso, considere-se
um Hamiltoniano da forma (de Ising):

N—-1 N-—1
HN =—J Z SiSi+1 — H Z Si. (27)
=0 1=0

Tome-se juntamente a condigoes de contorno periodicas (s; = sy ). Dessa

forma,
Z = Z eﬁJ(Sosl+S182+"'+8N—150)+5H(50+51+'“+SN—1)’ (28)

{s}

em que {s} representa o traco sobre todos os estados definidos pelo sistema,
e s; = £1. Rearranjando os termos,

Z — Z e,@JSOS1+BH(S()+S1)/26,5J8182+ﬁH(81+52)/2 o
{s}

o eﬁJSN—150+ﬁH(SN—1+So)/2; (29)
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Definindo
Tiir1 = 66J3i5i+1+/6H(5i+5i+1)/2’ (30)

como sendo os elementos de uma matriz T, obtém-se:

Z=) To1Ti2... Tn_10, (31)
{s}
ou seja, a funcao particao foi posta sob a forma de um produto de matrizes
da forma
GBUI+H) BT
( 8 B ) : (32)
e e
em que as linhas sao indexadas pelos valores respectivos de s; =1 e s; = —1,
e as colunas por s;y;1 = 1 e s;41 = —1. Quando o trago é efetuado, (31)
reduz-se a
Zy= ) (T")o. (33)
so==*1

Diagonalizando a matriz T, encontram-se seus autovalores A;. Assim,
Zn = Z AN, (34)
i

Nem sempre as matrizes terdo o formato 2 x 2. Por exemplo, o modelo
de Potts com ¢q estados a matriz serd g X q.

A densidade de energia livre (por spin) é dada pela expressao (como visto
anteriormente):

. 1
f= —kTA}inooﬁanN. (35)

Tomando a diagonalizagao (34), e cunhando A\g como o maior dos autovalores
da matriz (32), calcula-se:

. 1 N /\i
f=—kT lim = [)\0 (1 + Z <Ao>>] ; (36)
S f=—kT1In ). (37)
A funcao de correlagao ¢ dada por:
I'r = g; <§\\;> (ugsoui) (u?sRuo) . (38)

Na equacgao acima, u; sao os autovetores de T e sg e sgr representam as
matrizes (operadores) do 0-ésimo e do R-ésimo sitios da rede, respectiva-
mente. (7) representa o transposto de matriz.
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O comprimento de correlagao, de acordo com a defini¢ao (15), em vista

de (38), se torna:
1 Ao
—=In{—].
; n ()\1) (39)

Para o modelo de Ising, que é regido pela equagao (27) os calculos acima
mencionados resultam em que,, diagonalizando a matriz (32):

)\071 — BJcoshBH | \/e2ﬂJ sinh? BH + 6*2@7; (40)
Uy = <Oé+>’ uy = <a_>7 (41)
o Q4
onde
1 BJ sinh BH
RE Y I . : (42)
2 V€287 sinh? BH + e—207

Em sintese, a Matriz de Transferéncia acarreta no que segue:

f=—kTIn{e?’ coshBH + /e sinh® BH + e—267}

4
p—o0
f - —-J-—H.
No caso da magnetizagao,
(s) = tanh G H, seJ=0&T — . (43)
Note-se que:
lim lim (s) = %1, (44)
H—0t T—0

evidenciando que ha uma transicdo de fase em temperatura zero para um
estado totalmente ordenado, a temperatura nula.
Ja a funcgdo de correlacao torna-se:

I'r(H = 0) = tanh® 8., (45)
que fornece os resultados
'r—1, se T—0; TpR—>0,R— 00, se TH#O. (46)
E finalmente, o comprimento de correlacao se calcula como:
=0 (47)
172 (48)

Dos graficos feitos na segunda se¢ado, e dos modelos na seguinte, foi apre-
sentado, de um modo genérico, o comportamento de sistemas ferromagnéti-
cos. Mencionou-se o comportamento assintotico do sistema, a existéncia de
uma transicao em T = 0, que podem ser justificados pelos calculos acima.
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2.5 Alguns Modelos Estatisticos e seus Expoentes

Esta sec@o destina-se a apresentar os resultados que os modelos forneceram
para o calculo dos expoentes criticos. As implicagoes serao discutidas na
altima subsecao.

O Modelo de Ising de spin - 1/2 considera um Hamiltoniano

H = _stisj — sti, (49)
(i) i

em que s; representa o spin em cada sitio de uma rede, J é chamado de
energia de troca, e H é o campo, como usual. (ij) denota uma soma sobre
os vizinhos mais préoximos. Em uma e duas dimensoes sem campo, o modelo
de Ising é completamente soluvel. Nele, a transicdo de fase ocorre em uma
temperatura Tc = 0. O primeiro termo é responsavel pelo comportamento
coletivo dos spins, e pela possibilidade de transi¢cdo, enquanto que o segundo
evidencia um modelo paramagnético. A energia de troca pode ser positiva
ou negativa, sendo que a primeira favorece spins alinhados paralelamente, e
a ultima, antiparalelamente.

O modelo bidimensional, calculado por Onsager em 1944, j4 evidenciava o
fato de que os expoentes criticos, de algum modo obscuro a época, apareciam
COMO Tacionais.

Tanto o modelo bidimensional a campos nao nulos com campo magnético
como o tridimensional ndo foram ainda, resolvidos exatamente, mas suas
propriedades foram extraidas por métodos numéricos.

Entre suas aplicacoes, o modelo é usado, com algumas implementacoes,
para transicoes ordem-desordem em ligas binédrias e em modelos de gas de
rede.

Um aprimoramento do modelo de Ising de spin - 1/2, 0 modelo para spin
1 admite o Hamiltoniano

H= —JZsisj—K s?s?—DZs?—LZ(s?strsis?)—HZsi; (50)
(i4) (ig) i (i) i

s; = +1,0. (51)

e comporta o estudo de sistemas cujos pardmetros de spin envolvem mais do
que apenas dois estados. O modelo de spin 1/2 se obtém fazendo K = D =
L=0.

Um dltimo modelo classico a ser visto é o modelo de Potts de g estados.
Considere que cada sitio de uma rede é descrito por uma variavel que pode
assumir ¢ valores, a qual seja g;, onde 0; = 1,2,3,...,¢9. A interagdo entre
os spins de cada sitio é descrita pelo Hamiltoniano

H=-J> 000, (52)
(i)
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em que 0 é a fungdo de Kronecker. O Hamiltoniano acima representa a
energia de dois spins vizinhos, dizendo que é mais ligada se estiverem no
mesmo estado. Observar que ¢ = 2 leva ao modelo de Ising.

O Modelo de Potts tem a propriedade de que, conforme a temperatura é
incrementada, hd uma transi¢do para uma fase paramagnética que é continua
se ¢ < 4 mas de primeira ordem se o contrario ocorre, em duas dimensoes.
Um exemplo de aplicagao do modelo consiste na adsor¢ao de criptdonio pelos
planos hexagonais do grafite.

O modelo de Heisenberg foi especialmente desenvolvido para ser aplicado
a sistemas ferromagnéticos. O modelo de Ising de spin - 1/2 apenas é ttil
para descrever sistemas que sao altamente anisotropicos com relagao ao spin.

Utiliza-se
H=-J> & 6;—-H> of. (53)
(i) i

em que o; sao as matrizes de Pauli.
Essa equacao pode ser reduzida a:

N
H=—> [J(ofof, +olol,) + Acfor,]. (54)
=1

Esse modelo foi introduzido em 1928 e guarda a caracteristica de que,
tanto no regime quéntico, como acima, quanto no regime classico, tem os
mesmos expoentes criticos contanto que A > J. Analogamente ao modelo
de Ising, tem uma transicao de fase com temperatura finita para d > 1 e se
ordena em T = 0se d < 2.

Com Hamiltoniano (semelhante ao anterior)

H=-J, Z(Ufaf—i-azyaé/) —HZUf, (55)
(i) i

o modelo X-Y descreve um modelo de spins quanticos bidimensionais. Apre-
senta uma transicdo de fase convencional a temperatura nao nula quando
d > 2. Em d = 2 existe uma transicdo de fase em temperaturas finitas para
um estado ordenado cujas interagoes sao do tipo longo-alcance, que forca as
correlacoes a decair algebricamente.

Ambos os modelos de Heisenberg e X-Y déao conta do fato de o campo
H nao ser paralelo & magnetizagdo M. O limite de Ising é obtido fazendo
J1 = 0 na ultima equagao.

Abaixo constam as tabelas construidas exaustivamente através de pro-
cessos teoricos e/ou simulativos. Os processos simulativos, em sua maioria,
usam como base o algoritmo de Metrépolis [1], este tltimo baseado no mé-
todo de Monte Carlo. Contém uma descri¢ao da simetria do parametro de
ordem, os expoentes e exemplos. Tabelas extraidas de [1].
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’ Classe ‘ Q ‘ 16} ‘ ~y ‘ 1) ‘ v ‘ n ‘
Ising 2-D 0(log) | 1/8 | 7/4 | 15 1 1/4
Ising 3-D 0.10 033 | 1.24 | 4.8 | 0.63 | 0.04
X-Y 3-D 0.01 0.34 | 1.30 | 4.8 | 0.66 | 0.04

Heisenberg 3-D | —0.12 | 0.36 | 1.39 | 4.8 | 0.71 | 0.04
Campo médio | 0 (dis.) | 1/2 1 3 | 1/2 0
Potts 2-D, ¢ =3 | 1/3 | 1/9 | 13/9 | 14 | 5/6 | 4/15

g=4 2/3 |1/12| 7/6 | 15 | 2/3 | 1/4

Tabela 3: Valores dos expoentes criticos para diferentes classes

’ Classe \ Simetria do par. de ordem \ Exemplos
Ising 2-D escalar de dois componentes adsorcao de H em Fe
Ising 3-D idem ordem-desordem em fluidos
XY 3-D vetor bidimensional supercondutores
Heisenberg 3-D vetor tridimensional magnetos isotrépicos
Potts 2-D, ¢ =3 | escalar de q componentes | alguns monoatmos adsorvidos
qg=4 idem adsorcao de Kr em grafite

Tabela 4: Exemplos de aplicagao as classes

A este ponto é cabivel evidenciar que, para dimensoes maiores do que
d > 4 os expoentes par os modelos de Ising, X-Y e Heisenberg se tornam os
mesmos (no regime em que A > J).
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2.6 Expansoes em Séries

As expansdes em série foram as que mais contribuiram para o estudo da
criticalidade. Por exemplo, a sugestdao de que as leis de poténcia eram obe-
decidas na criticalidade foi proveniente de tal analise, bem como constituiram
as primeiras evidéncias do comportamento universal, e acerca da existéncia
da dimensao critica.

A ideia consiste em, segundo [1]:

"encontrar um jeito sistematico de calcular as classes de contri-
buicoes & funcado de particao, que pode ser obtida exatamente, e
esperar que as aproximacoes sucessivas possam ser extrapoladas
para dar informagcoes acerca das propriedades criticas."

Duas situagoes serao introduzidas: em regimes de altas e baixas tempe-
raturas.

Como exemplo em altas temperaturas, o Hamiltoniano de Ising pode ser
usado, (49), mas sem estar sujeito a um campo (H = 0). Seja B o namero de
ligagoes na rede que define (49). A fungao de parti¢do pode ser expandida
como:

Z = (cosh 3.J)B Z{l +v Z 5iS;
{s} (ij)
+ v? Z 8iSjsKS1+ -+ . (56)
(ig)3 (kl)

Com a teoria dos grafos [1], pode-se mostrar que, se v = tanh 3J (pois
v — 0 quando T' — 00),
Z = (cosh BJ)B2N {1 + No* + 2N0°
1
+ 5NNV + 9)v® + 2N(N + 6)v' + O(v'?)}. (57)

Para uma rede quadrada de N sitios, B = 2N. Expandindo para peque-
nos valores de v, finalmente obtém-se:
3 7 19 61
F=—NkT{In2+4v* + 51)4 + gvﬁ + sz + Evlo + O(v'?)}. (58)
Para se obter propriedades da criticalidade abaizo da temperatura critica,
¢é necessario efetuar uma expansdo em baixas temperaturas. Para tanto, ao
ordenar-se os termos da func¢ao particdo como:

Z = ¢ Bo/kT (1 +3 Az](;”) , (59)

n=1
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em que AZ](\?) sao os pesos de Boltzmann relativos a energia ground state

(N e—(En—EO)/kT)'

Assim, a expansao leva a:

1
Z = e P/ 4 Nat + 2Nz + SNV + 9)z8
+2N(N + 6)z' + O(z'?)}, (60)

_QJ/kT, variavel natural a ser expandida, pois £ — 0 quando

em que £ =e€
T — 0.

O caso das altas temperaturas demonstra que a funcao de particao, para
o modelo de Ising, é

Z =2 coshV =1 g, (61)

A expansdo em baixas temperaturas indica que a série converge quando
x — 0, como esperado.
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3 Teorias de Campo Médio

As teorias de campo médio tem utilidade para aproximar resultados de mode-
los insoluveis, na maioria dos casos. A mais conhecida é a teoria de Landau,
pela simplicidade dos seus argumentos, os quais sao potentes na obtengao de
resultados.

3.1 Aplicadas ao Modelo de Ising

Embora o modelo de Ising tenha sido resolvido analiticamente (unidimensio-
nal e bidimensional sem campo), é interessante, a fim de fixar ideias, calcular
os resultados da teoria de campo médio para ele.

Dado um Hamiltoniano H, tome a inequacao de Bogoliubov,

F <& =Fo+ (H-Ho)o. (62)

Na dltima férmula, F representa a energia livre verdadeira para o sis-
tema, Ho = Ho (Hp) um Hamiltoniano ¢rial que depende da variavel Hy e
a média é feita sobre o ensemble definido pelo Hamiltoniano trial. Assim, a
energia livre de campo médio é definida por

Fern = H#On{<b}, (63)

constituindo o valor minimizado da fung¢ao ® com relagao ao parametro Hy
(¢ um método variacional).

Como exemplo, tome-se o Hamiltoniano do modelo Ising sem campo
(H = 0), com z vizinhos proximos em uma rede de NN sitios, (49). Como
trial usa-se simplesmente

Ho = —Hj Z Si- (64)
em que Hy é chamado de campo médio. A minimizacao da fungdo ® gera
Hy = Jztanh SH), (65)
e 0 processo inteiro leva a
Fem = —NET In (2 cosh BJ2(s)o) + NJz(s)3 /2. (66)

Uma anélise grafica da equagao (65) indica que, em temperaturas na faixa
T > T¢, a tnica solucdo é (s)o = 0, uma fase paramagnética. Para T < T,
hé a solucdo anterior, e mais uma para algum valor finito de (s)g. Ver figura
(3) abaixo. A ultima solugao é a que minimiza (66). A fase estavel é, entao,
ferromagnética. A temperatura critica é calculada fazendo-se kT = Jz.

Dessa forma, os expoentes, calculados através de uma expansao do pa-
rametro ¢, anteriormente definido, mostram que Bepn = 1/2, aey = 0. Para
obter os valores de § e 7, é necessario acrescentar o termo —H ) . s; ao
Hamiltoniano (64). Isso produzird dem = 3 € Yem = 1.
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Curvas para <5»o = tanhl(Jz<{5>01}7{kT}]

T{Tc
y=<{5>0
y=tanh[{Jz<{5>0)/kT]

T=Tc

y=tanhl {J=z<5>03 /kT]
T>Tc

<{5>0

Figura 3: Gréfico para anélise da eq.(65).

<5>0

T/Te

Figura 4: Curva S(T"). Conforme T"— T, o sistema migra para um estado

totalmente ordenado, onde (s)p = 1.
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3.2 A Teoria de Landau

A teoria de Landau pressupOe uma forma simples para a forma da energia
livre. Supos ele que podia ser expandida em fungao do parametro de ordem
m (bem genérico, sem distin¢ao acerca do sistema modelado). Para um
ferromagneto em Hy:

F = Fo+ agm? + agm?, (67)
em que o termo ciibico é suprimido por causa da simetria do sistema perante
inversao de campo, e os termos subsequentes nao corroboram para a critica-
lidade. O modelo prevé resultados bastante interessantes. Se as > 0, existe
apenas um minimo, absoluto, da energia livre e ocorre em m = 0, apontando
que o sistema estd na fase paramagnética. Para as < 0 ha dois estados es-
taveis de magnetizacao simétricos em +mg e —mg em virtude da simetria,
uma fase ferromagnética. a4 > 0 corresponde & condi¢ao de contorno de que
o sistema deva estar ligado. Checar figura abaixo.

Funcao de Landau F(m)

(93]

Figura 5: Diversas curvas em funcao do coeficiente as. aq4 > 0.

Expandindo a equacdo (66) para pequenos valores de (s)g, obtém-se a
seguinte equagao:

NJz
2

Fem = Fo + ()5 (1= BJ2) + 0O ({s)g) - (68)
que ¢é analoga a equacao (67). Portanto, ambas as teorias tem os mesmos
expoentes criticos. Em verdade, pode ser mostrado que os modelos X-Y,
Ising de varios estados de spin e o de Heisenberg mencionados anteriormente
podem ser reduzidos & equagao de Landau. Portanto, possuem os mesmos
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expoentes criticos, e pertencem & mesma classe de universalidade. Se a
equacao (67) nao apresentar um resultado satisfatorio, a truncagem deve ser
feita de uma forma diferente. Um exemplo constitui o modelo de Potts com
¢ = 3, em que os termos em m?>

Uma, andlise detalhada da funcao de correlacao no espaco de Fourier reci-
proco indica que a correlagdo apresenta o seguinte comportamento, segundo
a teoria de Landau:

e mS devem ser incluidos.

—r/¢
I (7) ~ r%*3)7/2’ t#0; (69)
preg t=0,

em que 7 = y/g/az, e g leva em conta o provavel fato de os spins nao
estarem paralelos. Enfim, segundo a equacao acima, facilmente identifica-se
Vem, = 1/2 € Mgy, = 0.

As teorias acima sao quénticas. Cabe mencionar que também existem
teorias classicas aproximativas. A Teoria de Weiss serve para sistemas fer-
romagnéticos e tem resultados semelhantes aos modelos acima. Para os flui-
dos, a teoria de Van der Waals, implementada pela método da construgao
de Maxwell, d& conta das transicoes liquido-gés.

A teoria de Landau constitui uma sintese, como se pode observar, de
varias teorias que foram mais tarde chamadas de teorias de campo meédio.
Tais teorias sao validas apenas se dy,f > 4. O caso d = 4 ¢ chamado de
dimensao critica.
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4 Grupo de Renormalizacgao

Em resumo, todos os métodos aproximativos descritos nas se¢oes anteriores
nao fomentam explicagbes para o seguinte [1]:

e Transicoes de fase continuas caem em uma classe de universalidade
caracterizada por dados valores dos expoentes criticos;

e Para dada classe de universalidade, existe uma dimensao critica acima
da qual os expoentes criticos tomam valores de campo médio;

e As relagOes entre os expoentes obtidos através de relagoes termodina-
micas sao, na verdade, igualdades;

e Os expoentes apresentam uma simetria com relacdo & temperatura
critica: tendem ao mesmo valor acima e abaixo de T¢, e

e Os expoentes aparecem como sendo racionais em sistemas bidimensio-
nais.

Entao, o que falta é uma teoria matematica concisa para descrever tais
fenémenos. Isso foi feito em 1971 por K. G. Wilson, quem ofereceu uma
primeira abordagem.

O grupo de renormalizagdo trabalha sobre um sistema modificando sua
escala de comprimento, isto é, diminuindo os graus de liberdade de tal sis-
tema. Na criticalidade, nao importa o nimero de transformagoes, as propri-
edades do sistema permanecem inalterados porque os pontos fizos da trans-
formacgao foram atingidos. Nessa situagdo, o comprimento de correlacao, &,
tende ao infinito: todas as escalas sdo importantes.

4.1 Definicao do Grupo

Supondo-se que o sistema em estudo seja descrito por um Hamiltoniano H =
H/KT, entao é aplicada uma transformacao de escala sobre o sistema, dada
pelo operador de renormalizacdo, R, para produzir um novo hamiltoniano
=/
H: . B

H =RH. (70)

O fator de escala define a reducao de graus de liberdade do sistema d-
dimensional, de N para N':
be = ﬁ
N/
O objetivo é que a energia livre total permaneca a mesma. Para tanto,
é necessario que a fun¢do de particao seja invariante sob a transformagcao:

(71)

Zyp(H') = Zn(H). (72)
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A energia livre por spin é uma grandeza intensiva, assim
_ _
F(H) = b f(H). (73)

As medidas dos comprimentos do sistema, em relagao a uma dada origem,
ficam diminuidas por um fator b:

_f

7

. (74)

S| =

Permita-se que as variaveis de spin transformem-se de acordo com § =
c¢~'5, onde também se permite que ¢ seja uma constante diferente de b. Por
isso, a funcao de correlacao, como depende de um produto de dois spins se

transformard de acordo com:

I AN
r (br,H) = CQF(T‘,H). (75)

O objetivo é encontrar os pontos fixos da transformacao de escala:
H=H=H" (76)

Os pontos fixos sdo pontos de/para onde o sistema flui dependendo de
suas condigoes iniciais. Deve-se ter em mente que o Hamiltoniano H e
também funcao das coordenadas generalizadas. Portanto, a constancia do
Hamiltoniano ocasiona uma constancia das coordenadas generalizadas. A
figura abaixo ilustra o procedimento.

{a)

1 2 3 '] 5 7 ] -] o 1
e ] *

1 3 5 7 | 1
(o - * -

1 2 3 “ 5 B

Figura 6: Transformacao de uma rede unidimensional. Apés a renormaliza-
¢ao0, os pontos sdo reindexados. Os pontos que “sobreviverem” as sucessivas
operagoes sao os pontos fixos.

Atras, mencionou-se que todas as escalas, durante a criticalidade sao
importantes. Devido a tanto, o comprimento de correlacao deve permanecer
constante sob a transformacao, £ = £ = £*. Mas, com a mudanca de escala,
¢ = (1/b)&, o que justifica o fato de & — oo na criticalidade (o caso £ =0 é
trivial e ndo é cabivel ao problema).
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4.2 Espaco de Fases e Universalidade

Para entender os conceitos de universalidade, permita-se definir o Fspaco de
Fases da transformacio feita pelo grupo de renormalizacio. E sabido que
todo Hamiltoniano pode ser escrito na forma genérica [1]

H=> ji-0, (77)

onde 0 sdo os produtos de operadores com a devida simetria (no modelo
de Tsing englobam, por exemplo, operadores de spin). i sdo chamados de
campos conjugados, que marcam a posicdo do sistema em espaco de fases
infitamente-dimensional. Tais campos se transformam sob a operacao de
renormalizacao, e também possuem pontos fixos,

f=Ri [{=p=ji. (78)
Seja a expansao dos campos conjugados ao redor de algum ponto fixo,

D e
Lo SR (79)

R
Expandindo em Taylor a parte esquerda da eq. (78),
ofi' = A(fi")of, (80)

em que a matriz A deve ser calculada nos pontos criticos. Porém, sao seus
autovalores A; e seus autovetores ¥; os quais sao determinantes para a deter-
minacdo das propriedades criticas do Hamiltoniano.!

Os autovalores devem ter a forma:

Ai(b) = b¥1, (81)

em virtude de seu comportamento sob a mudanca de escalas. Essa hipotese
¢ chamada de hipdtese de escala, ou de homogeneidade. Equivalentemente,
pode-se assumir que a energia livre seja uma fung¢ao homogénea de suas
variaveis [8]. Assim, se um sistema esta proximo do comportamento critico,
¢é valida a expansao:

i ="+ gili; (82)
A
A=) g, (83)
%
isto é,
gi =g (84)

'Dos sistemas dinamicos, sabemos que o sistema pode ser estudado apenas na vizi-
nhanca dos pontos criticos, [2]
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e

Critical surface

""'H-..\_\_\_\_\_H
%

Figura 7: Sistema com duas varidveis irrelevantes (g2 e g3) e uma relevante
(g1). As trajetorias pontuadas representam algum vetor /i que possui alguma

componente em g1, sendo arrastado para fora da superficie critica. Extraido
de [1].

Nas equagoes acima, so foi feita uma iteracao (ou transformacao). Mais
adiante, mostrar-se-a que os y; sao, de fato, os expoentes criticos.

Para y; > 0, o valor de g; aumenta conforme se realizam as transforma-
¢oes, e o sistema é levado para longe do ponto fixo. No caso, y; é chamado de
varidvel relevante. Por outro lado, se y; < 0, o sistema é levado ao ponto fixo,
nao importando as condicoes iniciais, e y; é chamada de varidvel irrelevante.
O caso y; = 0 é dita varidvel marginal e foge do escopo de estudo.

Concluindo: o comportamento do sistema é definido pela quantidade de
varidveis relevantes e irrelevantes que possui. O conjunto das trajetérias
no espaco de fases, que leva a um ponto fixo, definem uma curva chamada
superficie critica. Um vetor que possui um componente de p ao longo de
uma trajetoria, no espaco de fases, definida por uma variavel relevante sera
movido para longe da superficie critica.

Considere um sistema que possui pelo menos um ponto critico nao tri-
vial. De acordo com o supracitado, préoximo & criticalidade, a posicao pode
ser expandida em termos (lineares ou nao) de campos relevantes e irrele-
vantes. Conforme se muda a escala do mesmo, os irrelevantes arrastarao
o sistema juntamente ao ponto fixo, mas o contréirio serd feito pelos rele-
vantes. Se os campos relevantes iniciais forem de pequena intensidade, as
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trajetorias tenderao a ser préoximas ao ponto fixo. Entdo, depois de dada
evolucao, e proximo ao ponto fixo, basta estudar o sistema proximo a tal
ponto, linearizado [2], de modo que nao importa sua origem. Por isso, todos
os sistemas cujas trajetorias no espaco de fases estejam proximas do ponto
fixo apresentardao os mesmos expoentes criticos y; determinados pela matriz
A. TIsso justifica a propriedade de universalidade.

4.3 Calculo dos Expoentes

Proceda-se aos calculos dos expoentes criticos. Serao demonstradas as igual-
dades entre eles, segundo o grupo de renormalizacao. Para tanto, considere
a equacao de energia livre para o espaco de fases (em vista de (77)),

Fs(i) = (1/6%) (i) (85)

Aqui, assume-se que a densidade de energia livre possa ser separada como
uma soma de duas partes [8]: uma parte homogénea e a parte que contém
todo o fenomeno da criticalidade, leia-se f,.

Como estudar-se-4 o sistema proximo a sua criticalidade,

(82)7(83) = ?s(gla 92,93, - - ) ~ bid?s(bylgla by2927 by3g37 ce ) (86)
A equacdo acima é chamada de forma de escala da energia livre.
Agora, a energia livre tem duas variaveis relevantes: h := H/kT, e t.

Seja g1 =t, go = h e que todos as demais sejam irrelevantes.

fs(t hygs,...)~ b_dfs(bylt, b¥2h,b%gs, .. .), quando t,h,gs,... — 0.

(87)
De acordo com a tabela da se¢ao #2, (2.3),
o0*f _
Cp ~ < s) ~ [t (88)
oM ) g
Mas, de (87), tem-se
?tt(tv O) ~ b_d+2y1?tt(by1tv 0) (89)
b & um parametro livre. Escolha-se b¥! |t| = 1. Assim,
Fuu(t,0) ~ [t 200 F (£1,0), (90)
a=2—d/y;. (91)

Como um tultimo exemplo do célculo de expoentes, se calculara 8. Lem-

brando que:
M ~ (af> , (92)
OH t,H—0
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tem-se
M~TF ~ (—1)B.
Ta|,_,~ 10 (93)
Fu(t ) ~ 07T F (014,072 h) ~ (=) (94)
b (=t) = 1= (=) F(=1,0) ~ (=) (95)
sB=(d—y2)/y; (96)
Outras equagbes também podem ser derivadas de modo semelhante:
v = (2y2 — d)/y1; (97)
6 =y2/(d —y2). (98)

Eliminando as varidveis y; e y2 das equacdes acima, obtém-se
a+28+y=2 (99)

v =65~ 1). (100)

Compare com as desigualdades obtidas no capitulo #2. )
1/y1

Observe que os comprimentos sao reescalados como b ~ |t|”/Y*. Portanto,
v=1/yi. (101)
Notar que a equagado acima combinada com (91) produz:
2 —a=vd. (102)
Para o céalculo de n, utilizaremos a funcao de correlagao:
T(7,t,h,g3,...) ~ cDO)T (D17, YL, b¥2h, b3 g3 ); (103)
hygss... — 0= T(Ft) ~ A(t| YD (Y% 7, +1). (104)
Na criticalidade,
T(F) ~ (@725, (105)
Comparando-se com a equagao (104),
Ab) = b TEM2 o= c(b). (106)

S6 resta o célculo de 7. Lembrando que:

XT ~ N/F(r)rdl dr, (107)
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e usando (105), e efetuando a substitui¢ao r = x& tem-se:

7 ~ &7 mas, (108)
xr ~ 77 €~ (109)

Finalmente,
g -2 (110)

Logo, todos as desigualdades evidenciadas na se¢ao primeira, na verdade
sao igualdades. Resta apenas explicar o fato de os expoentes, para dimensoes
maiores que 2, serem racionais, e também a existéncia de uma dimensao
critica.

A explicag@o para a racionalidade s6 surgiu em 1984, quando se perce-
beu que além de sistemas na criticalidade apresentarem invariancia de escala,
também apresentam invaridncia quando se aplica uma transformag¢ao con-
forme [9]. As transformagoes conformes é uma ferramenta da matematica
complexa que mapeiam o plano bidimensional em outro, através de mudan-
¢as angulares, quando a dimensao for igual a 2. Com a invariancia conforme,
é possivel mostrar que os expoentes para d > 2 dimensoes sao nimeros raci-
onais, e sao fungoes continuas.

A existéncia de uma dimensao critica pode ser explicada pela forma con-
tinua do modelo de Ising, que admite a forma:

H ~ /(r+q2) Im(q)*dgq +

///um(ql)m(qz)m(qs)m(—ql —q2 — q3)dq1dgadgz, (111)

em que se permite que a magnetizagdo m varie espacialmente. O primeiro
termo é quadratico e o segundo é quartico. u e r sao os parametros a serem
analisados.

A renormalizacao fornece as equagoes, em aproximacao:

o= 4[r+30u/(1+7“)]7

u = 2° [u —9cu? /(1 + 1“)2] , (112)

em que € =4 —d, e c uma constante. Se a dimensionalidade é d > 4, ha um
tnico ponto fixo em (r*,u*) = (0,0), porém se o contrario ocorre, os pontos
fixos dependem do parametro e:

r* = _461112;

wt = _611?2, (113)
9c 7

e portanto depende da dimensao. Se d > 4, os expoentes independem da
dimensao e tomam os valores médios. O processo é conhecido como ezpansao-
€.
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4.4 Exemplo [10]

Como exemplo de renormalizagdo, considere-se o Hamiltoniano (de Ising,
sem a parte paramagnética):

N
H = —JZ SiSi+1, (114)
i=1

em que s; = +1,sy4+1 = s1. Renormalizando por um fator de escala b =
2, selecionam-se, por exemplo, os termos pares de spin do Hamiltoniano
original. Se Tr representa o traco, a funcao de particao é expressa por:

N
ZN(J) = Trexp <5JZSiSi+1> = Z =exp [BJ (s152 + s283+ -+ )] .
i=1 s;==+1

(115)
Como é necessario que a funcao de particdo tenha a mesma forma que a

original,
Z eﬂjs1(82+83) — A(J)GJ/(J)SISQ, (116)

s1==*1

onde A(J) e J'(J) se calculam via sistema de equagoes, e valem:

A(J) = 2(cosh2B.J)Y/2, 1)
J'(J) = g5n(cosh28.]).

A ultima equacao fornece a transformacao. Porém, procurando as so-
lucoes de J' = J os pontos fixos ocorrem em T = 0,00, apenas solucoes
triviais, evidenciando que o modelo nao tem transigoes, como esperado. O
processo de somar sobre conjuntos de spins ¢ chamado, apenas por curiosi-
dade, de decimag¢ao. Mesmo que o termo paramagnético seja incluido, em
uma dimensao, ndo hé transicao (ou a transicao ocorre a pontos triviais) [8].



5 CONCLUSAO 30

5 Conclusao

Em suma, neste trabalho foi apresentada uma breve introdugao ao grupo
de renormalizagao. Iniciou-se com uma revisao de conceitos estabelecidos na
mecanica Estatistica e em termodinamica, como a funcao de particdo e como
se calcula, através dela, o potencial termodinamico e as grandezas passiveis
de medida, como magnetizacao e suas caracteristicas como susceptibilidade
e calor especifico. Mostrou-se as desigualdades entre os expoentes.

Em seguida, apresentou-se os modelos e os resultados destes oriundos,
como o fato de os expoentes serem racionais. Apos, os estudos com a matriz
de transferéncia tiveram enfoque no modelo de Ising, em que evidenciou-se
transicao em temperatura zero para uma rede unidimensional.

Uma breve sintese sobre expansoes em série foi dissertada, e sua contri-
buicao para o estudo do comportamento em lei de poténcia por parte das
grandezas termodindmicas durante a criticalidade.

A teoria de campo médio também foi apresentada, na qual salientou-se
a existéncia de uma dimensao critica.

Finalmente, introduziu-se o grupo de renormalizacdo. Definindo uma
transformacao espacial e um espago de fases, mostrou-se que os expoentes
sao os mesmos se se atinge a temperatura critica Tc por baixo ou por cima.
Os expoentes foram calculados, as relagdes de igualdade entre os mesmos
também. O fato de os expoentes serem racionais foi explicado devido & sua
invaridncia sob transformacao conforme, e a existéncia de uma dimensao
critica foi justificada pela expansao-e.

O panorama atual de pesquisa em torno dos grupos de renormalizacao
se dd em &reas como fisica nuclear, cosmologia, fisica computacional. Em
fisica nuclear [5], |6] ¢ utilizado a fim de estudar sistemas de muitos corpos
nuclednicos, bem como para a interacao entre quarks de muitos sabores. Em
cosmologia [7] pode ser utilizado para o entendimento da Era de Planck, e
em gravitagao quantica. No que concerne ao estudo do grupo em si, subse-
quentemente ao grupo de normalizacao foram criados os chamados Modelos
Hierarquicos [3], os quais podem ser utilizados para o estudo, por exemplo,
do gas de Coulomb [4].
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