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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ o estudo de algumas propriedades
locais da entropia topoldgica de uma acao de semigrupo livre.
Para fazer isso, focamos no conjunto de pontos de entropia de
uma acao de semigrupo livre e mostramos que esse conjunto
carrega a entropia total do sistema (o que, do ponto de vista da
caoticidade do sistema, da uma relevancia fundamental a esse
conjunto). Provamos que a entropia topoldgica de uma acao de
semigrupo esta focada em um conjunto enumeravel de pontos.
Nossos resultados sao inspirados pelos resultados de [2].

Palavras-chave: Acao de semigrupo livre, entropia topoldgica,
pontos de entropia, fungao entropia, skew-products.



Abstract

The aim of this work is to study some local properties of the
topological entropy of a free semigroup action. In order to do
that we focus on the set of entropy points of a free semigroup
action, show that this set carries the full entropy of the system
(which, with respect to the chaocity of the system, gives a fun-
damental relevante to such set). We prove that the topological
entropy of a free semigroup action focuses on a countable set of
points. Our results are inspired by the ones presented in [2].

Keywords: Free semigroup action, topological entropy, entropy
points, entropy function, skew-products.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de entropia, que foi introduzido ao mundo dos sis-
temas dinamicos mais de cinquenta anos atras em [3], tornou-
se um ingrediente importante na caracterizacao da complexi-
dade de sistemas dinamicos. A entropia topoldgica representa
a taxa de crescimento exponencial do numero de segmentos
de orbita que sao distinguiveis com precisao arbitrariamente
grande, porém finita, e descreve de forma bruta mas sugestiva a
complexidade exponencial total da estrutura das érbitas através
de um tnico nimero. Dessa forma, tem, naturalmente, conexao
com os conceitos de complexidade e de caos, que tém sido areas
de intensa pesquisa no ultimo meio século.

Um vasto leque de investigacoes tem acontecido envolvendo
comparagoes com outras formas de entropia, como, por exemplo,
a entropia de Kolmogorov-Sinai (entropia métrica), entropia de
grupo fundamental, entropia de Shannon, e entropia algébrica.
Além disso, muita pesquisa continuou acontecendo nas conexoes,
principalmenta através de estimativas, com outros aspectos dos
espacos, como a estrutura de sistemas dinamicos mensuraveis
no principio variacional, estrutura de variedades diferenciaveis,
métricas Riemannianas (em que Newhouse desempenhou papel



importante em [4],[5],[6]), homotopia e homologia como na con-
jectura de Shub [7] (a qual foi confirmada para fung¢oes suaves
por Yomdin [§]). Por exemplo, gragas ao principio variacional,
a entropia topoldgica é uma ferramenta fundamental para ob-
ter informacoes estatisticas e ergddicas para uma ampla gama de
sistemas dinamicos. Além do mais, representa um invariante to-
polégico importante no estudo das propriedades termodinamicas
de certos sistemas com motivagao fisica (ver [9]). Nos trabalhos
de James Maxwell e Ludwig Boltzmann, por exemplo, relacio-
nados a mecanica estatistica, o conceito de entropia métrica tem
um papel fundamental (ver [10] e as suas referéncias).

A atividade crescente de pesquisa em aplicagoes envolvendo
entropia topologica é, muito provavelmente, devida a sua intima
relacao com complexidade, eficiéncia de comunicagao, imprevi-
sibilidade, e caos dinamico. A titulo de exemplo, aplicacoes
em mecanica dos fluidos e dinamica granular relacionadas a mi-
xing estao agora bem estabelecidas e continuam sendo intensa-
mente investigadas. Outras areas de aplicacao tém visto intensa
atividade nos anos recentes. Essas incluem aplicagoes em bio-
logia onde, por exemplo, uma forma generalizada de entropia
topolégica é usada na andlise de sequéncias de DNA (ver [11],
[12] e suas referéncias), engenharia industrial (ver [13] e suas
referéncias), em que redes de manufatura sao estudadas usando
entropia topoldgica (ver [14] e suas referéncias), engenharia de
comunicagoes, teoria de controle e engenharia (ver [15] e suas re-
feréncias), matéria condensada e fisica quantica (ver [16] e suas
referéncias), teoria de grupos, teoria da informagao, e até mesmo
em ciéncias sociais (ver [17] e suas referéncias). Com o sucesso
da entropia topologica como ferramenta nessas areas, é provavel
que a pesquisa sobre esse assunto ganhe mais espaco.



Na medida em que entropia topoldgica tem se mostrado tao
importante na teoria de sistemas dinamicos e também em nu-
merosas areas de aplicacao, tém sido feitos bastantes esforcos
de pesquisa dedicados a encontrar esquemas eficientes e efetivos
para sua aproximacao ou computacao exata. Nesses esforcos
foi feito progresso consideravel, especialmente no desenvolvi-
mento de esquemas algoritmicos para encontrar cotas inferiores
em duas e tres dimensoes.

Esta tese é baseada principalmente em [I], no qual foi con-
siderada uma nocao de entropia topoldgica para uma acao de
semigrupo livre introduzida por Bufetov [18] no fim do século
passado. Naquele trabalho o autor considera um semigrupo
livte G gerado por um conjunto finito de funcoes continuas
Gy ={Id, f1,..., f,} agindo em um espago métrico compacto X
com o passeio aleatério 7, = (%, . %)N . ¢ obtém uma relacao
entre a entropia topoldgica da acao de semigrupo livre indu-
zida por G, a entropia topolégica do shift o : X7 — X5 e o
skew-product continuo associado Fg : X7 x X — X7 x X.
Além de representar uma extensao natural ao conceito de sis-
tema dinamico, gracas a sua relagao com aplicacoes do tipo
skew-product, entender o comportamento dinamico de acoes de
semigrupo livre atraiu diversos pesquisadores, veja por exem-
plo [19, 20}, 21, 22 23| 24, 25|, 26, 27, 28, 29]. Recentemente,
em [30, [31], 2], uma defini¢ao mais geral de entropia topoldgica
inspirada por aquela introduzida em [18] foi explorada. Nesse
contexto, em que o passeio aleatorio considerado em G é qual-
quer medida de probabilidade de Borel P em E;, os autores
introduzem uma definicao de entropia métrica de uma acao de
semigrupo livre com respeito a uma medida de probabilidade de
Borel no espaco de fase e um principio variacional é obtido. Um



dos ingredientes principais para se obter tal principio variacional
é a relacao entre a acao de semigrupo livre e o skew-product.
Comecando com o estudo de andlogos topoldgicos aos siste-
mas de Kolmogorov, recentemente muita atencao foi dada as
propriedades locais da entropia e seus varios resultados inte-
ressantes (ver [2, (33, 34, B35, B6, B7]). Em [2], usando a de-
finicao de Bowen de entropia topoldgica, explorou-se o conceito
de ponto de entropia (ponto para o qual a entropia topoldgica
é positiva para qualquer vizinhanga fechada que o contenha)
para uma funcao unica. A partir dos resultados apresentados
14, é possivel ver a importancia de tal nocao para o melhor en-
tendimento do comportamento local da dinamica, sua entropia
topolégica e também sua entropia métrica, uma vez que eles
mostram que o suporte de medidas ergodicas estd contido no
conjunto dos pontos de entropia e que a entropia métrica de
uma medida ergddica representa uma cota inferior para a entro-
pia topoldgica de conjuntos borelianos, entre outros resultados
importantes, como aqueles relativos a funcao entropia. Esses
resultados contribuem para o entendimento do comportamento
local da entropia topoldgica. Uma consequéncia de certa forma
surpreendente do estudo dos pontos de entropia uniforme é que
para qualquer sistema dinamico topolégico existe um conjunto
enumeravel fechado cuja entropia é igual a entropia do sistema
original. Mais que isso, esse conjunto enumeravel fechado pode
ser escolhido tal que tenha no maximo um ponto de acumulacao.
O objetivo principal de [I] e, em consequéncia, desta tese, é
obter propriedades importantes que ajudem a descrever o com-
portamento local das acoes de semigrupo livre e sua entropia
topolégica. Para isso, foca-se nos conjunto de pontos de en-
tropia para uma acao de semigrupo livre (a existéncia de tais



pontos foi garantida para acoes de semigrupo livre com entro-
pia topoldgica positiva em [38]). Os resultados sao motivados
por aqueles apresentados em [2]. Mostramos que o conjunto de
pontos de entropia de uma acao de semigrupo livre contém toda
entropia topoldgica do sistema (ver Teorema ; dada uma me-
dida de probabilidade no espaco de fase, sob certas condicoes, a
entropia métrica da acao de semigrupo livre com respeito aquela
medida representa uma cota inferior para a entropia topologica
de qualquer conjunto boreliano (ver Teorema ; se a acao de
semigrupo livre satisfaz a propriedade da especificacao orbital
forte, entdo sua fungao entropia é constante (ver Teorema |EJ);
assim como no contexto cldssico (com uma dinamica dada por
uma funcao s6), sempre existe um conjunto enumeravel fechado
com entropia total, esse conjunto contém no maximo um ponto
de acumulacao e, no caso em que esse ponto de acumulacao
existe, a funcao entropia avaliada nesse ponto coincide com a
entropia da agao (ver Teorema |F)).

A tese é organizada da seguinte forma: no Capitulo [2| sao
apresentadas as definigoes e resultados mais importantes que
serao usados no resto do texto. Os Capitulos [3| e 4] trazem os
resultados referentes aos pontos de entropia e a funcao entropia,
respectivamente. Por fim, no Capitulo|b|sao apresentados alguns
exemplos.



Capitulo 2

Preliminares

Nesta primeira secao relembraremos a definicao de entropia to-
pologica para sistemas dinamicos usuais. Isso é importane por-
que mais adiante generalizaremos essas definicoes para o caso de
acoes de semigrupo livre.

2.1 Entropia em sistemas dinamicos deter-
ministicos

Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f: X — X uma
funcao continua. Para z,y € X, definimos a métrica dinamica
—_ 2 1
dn(r,y) = max d(f'(z), ['(y)).

As métricas d e d,, geram a mesma topologia em X porque f é
continua. Note que d,(x,y) ser pequeno significa que, de certa
forma, os segmentos de érbita de comprimento n que comecam
em x e y tém comportamento parecido.

Dado K C X, um conjunto £ C K é dito (n, ¢)-separado em
K se, para todos z,y € E distintos, tivermos que d,(z,y) > €.
Denotamos por S, (K, f,¢) a cardinalidade maxima possivel de
um conjunto (n,e)-separado em K.
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Um conjunto F' C K é dito (n,e)-gerador em K se, para
cada y € K, existir x € F tal que d,(x,y) < e. Denotamos
por B, (K, f,¢) a cardinalidade minima possivel de um conjunto
(n,e)-gerador em K.

Definimos, ainda,

1
S(K7 f?g) - hH’lSU.pE]OgSn(K, f,e’-:)

n—oo

1
B(K, f,e) = limsup — log B, (K, f,¢).

n—oo

Definicao 2.1. A entropia topologica de f em relagcao ao con-
Junto K € dada por

htop(va) - lg%S(K? f’g)'

Observacao 2.2. Pode-se mostrar que a Defini¢cao poderia
ser feita usando-se conjuntos geradores, isto €,

hiop(K) = lli%B(Ka f.e).
Este fato se deve a sequinte relacao:

Bn(Kv f,g) S STI(K: f,g) S Bn(Kv f?%)

E usual suprimir o f nas definicoes acima quando for claro
pelo contexto qual dinamica esta sendo considerada.

2.2 Acoes de semigrupo livre

Dado um conjunto finito de fungoes continuas g; : X — X, i =
1,2,...,p,p > 1, eoconjunto de geradores G = {Id, g1, g2, . - ., Gp }»

7



definimos (,, como o conjunto formado por n elementos de G
concatenados. Ou seja, escrevemos g € G, se, e somente se,
g = Gi, 99, com g;. € G, e definimos Gy = {Id}. Dessa
forma, o conjunto G = U,,en, G, com a operacao de composicao,
¢ um semigrupo livre finitamente gerado. Um semigrupo pode
ter varios conjuntos de geradores. Assumiremos que o con-
junto de geradores (G; é minimal, isto é, nenhuma das fungoes
g; pode ser escrita como composicao das demais. Denotaremos

1 =G\ {ld} e, para cada n € N, G} serd o espago das con-
catenacoes de n elementos de GG7. Dessa forma, G, pode ser
pensado como o conjunto das palavras de até n letras, enquanto
que G, é o conjunto de palavras de exatamente n letras. Pode-
mos, também, escrever |g| = n ao invés de g € G.

Em G, a operacao de_semigrupo de congatenagéo ¢ a usual:
se g = i, --9i0i, € h = gj,. ... 9595, com |g| = n e |h| =m,
entao gh = gi, - - - 9,919 - - - 95295 € Grrom- S€ 9= Gi, - - - 9 i
e k < n, denotaremos por g, © elemento do semigrupo que ¢é
igual a g nos primeiros k indices, isto ¢, 9, = 9iGir_r - - - GirGir-
Para k£ = 0, definimos g, = Id.

O semigrupo livre finitamente gerado G induz uma agao em
X, definida a seguir.

Definicao 2.3. Dizemos que
S:Gx X —X
(g, 7) = g(x)

€ uma agao de semigrupo se, para quaisquer g,h € GexeX,
tivermos S(gh, r) = S(g,S(h, z)). Dizemos que S € continua se
a fungdao g : X — X € continua para todo g € G.

Associado ao conceito de acao de semigrupo, temos o seguinte
skew-product, cuja dinamica é relacionada a dinamica da acao.

8



Definicao 2.4. Dadas as funcoes continuas g; - X — X, 1 =
1,...,p, definimos o skew-product

Fo:Xy x X — 3 xX
(w, ) = (0(w), g, (%)),

onde w = (w1, ws,...) € um elemento do espago unilateral de
sequéncias Y = {1,2,...,p¥Y, e o € o shift em ¥y Para
n > 1, escrevemos Fi(w,x) = (0" (W), Gu, - - - Gu, (T)).

Se w,w’ € ¥, podemos definir a distancia d(w,w’) = 2%, em

que n é a primeira coordenada na qual w difere de w’. O espaco
unilateral das sequéncias E;, munido com essa distancia, é um
espaco métrico compacto.

2.3 Entropia de acoes de semigrupo

Consideraremos agora um semigrupo livre finitamente gerado
(G, G1) agindo em um espago métrico compacto (X, d) através
da agao S. Dado g = ¢;, ...g;, € Gy, definimos, para z,y € X,
a métrica dinamica

dy(z,y) = max d(g.(z),g.(y))

= 0<i<pn—1 = =t

Note que dois pontos estarem préximos nessa métrica significa
que suas orbitas pela acao permanecem préximas pelas primeiras
n — 1 iteracoes.

Seja K C X um conjunto compacto e ¢ > 0. Dizemos que
FE C K é um conjunto (g, €)-separado de K se, para todos z,y €
E distintos, tivermos que dg(z,y) > €. A cardinalidade maxima
possivel de um conjunto @, e)-separado de K ¢é denotada por
s(K,g,¢). -



Dizemos que F' C K é um conjunto (g,¢)-gerador de K se,
para todo y € K, existir x € F tal que dg(;:, y) < e. A cardinali-
dade minima possivel de um conjunto (g, )-gerador é denotada
por b(K, g,¢). B

Deﬁniﬂlos, ainda,

1
Su(K,S,e) = — ) " s(K,g,e),
P gea,

1
S(K,S,e) =limsup —log S, (K, S, ¢),

n—oo TN
e, similarmente,

1
Bn(K7 S,S) R Z b(K7275)7
b 9eGr,

1
B(K,S,¢e) = limsup — log B, (K, S, ¢).
n

n—o0
Definicao 2.5. Dado um conjunto compacto K C X, definimos
a entropia topologica da acao S em K por

hiop(K,S) = lim S(K, S, ¢).
e—0

Observacao 2.6. A Definicao poderia ter sido feita em ter-
mos de conjuntos geradores, isto €,

hip(K,S) = lim B(K,S, ¢).
e—0

Segue imediatamente das defini¢coes, e ¢ um fato que sera
usado em diversos pontos do texto, que, se K C M C X, entao
hiop (K, S) < hiop(M, S).

Essa definicao de entropia para acoes de semigrupo livre foi
introduzida em [I§], onde Bufetov mostrou a relagdo que existe
entre a entropia topologica de uma acao de semigrupo, do skew-
product associado, e do shift.
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Teorema 2.7. hy,p(X) X X, Fg) = hiop(X,S) + logp.

Note que o logp que aparece na formula de Bufetov é, na
verdade, a entropia do shift de p simbolos. Assim, de certa
forma, o que estd se dizendo é que a complexidade de Fg é
composta das complexidades de S e do shift o.

Definiremos no que segue a entropia métrica de uma acao de
semigrupo livre. Denotamos por M(X) o conjunto das medidas
em X, por M;(X) o conjunto das probabilidades de Borel em
X, e para uma funcao continua dada f : X — X denotamos
por My, (X) o subconjunto das probabilidades f-invariantes em
X. Em [32] os autores consideraram P = n, = (a1, az, . . ., a,)",
com (ap,as,...,a,) um vetor de probabilidade, e definiram a
entropia métrica de uma acao de semigrupo livre S com respeito

ave M;(X) como

hu(S,1ma) = sup {hu(fG)+ /

log awldna(w)} :
well(v,o) pIng

em que II(v,0) é o subconjunto de M; (¥} x X) que consiste
das probabilidades u que sao Fg-invariantes, com marginal em
E; o-invariante e cuja marginal em X é v. Eles mostraram que
essa entropia métrica satisfaz um principio variacional, dado por

htop(X7 Sa 77@) - sup hl/(S7 77@)'
veM(X):I(v,0)#0

Quando 7, =1, = (%, o %)N, nés temos a definicao a seguir,
que sera a que usaremos neste trabalho.

Definicao 2.8. Seja S : G x X — X wma acao de semigrupo
livre finitamente gerado e v € My(X) com II(v,0) # 0. Entdo

hy(S) = h,(S,mp) = sup h,(Fg) —logp

pell(v,0)

¢ a entropia métrica de S com respeito a medida v.
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Capitulo 3

Pontos de Entropia

Definigao 3.1. Dizemos que xo € X é um ponto de entropia Se,
para qualquer vizinhanca fechada K de xy, tivermos que

hiop( K, S) > 0.

O congunto dos pontos de entropia € denotado por E,(X,S).
Dizemos que xo € X é um ponto de entropia total se, para
qualquer vizinhanca fechada K de x, tivermos que

Piop(K,S) = hip( X, S).

Quando falarmos em pontos de entropia total vamos assumir
que hiy(X,S) > 0. O conjunto dos pontos de entropia total é
denotado por Ef(X,S).

Pontos de entropia sao aqueles cujas vizinhancas refletem a
complexidade do sistema inteiro. Se medirmos o caos do sistema
pela sua entropia topoldgica, a presenca de um ponto de entro-
pia em uma vizinhanca fechada significa que o sistema, quando
restrito a essa vizinhanca, é cadtico.

Sabe-se que se uma acao de semigrupo tiver entropia to-
polégica positiva, entao deve ter algum ponto de entropia total.
De fato, em [38] os autores mostraram o seguinte resultado.
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Teorema 3.2. Seja S : G x X — X uma acao de semigrupo
livre com entropia topologica positiva. Entao Eg(X, S) #0.

A proposicao a seguir é uma generalizacao do resultado de
Bufetov. Aqui mostramos que a formula nao vale apenas para
0 espaco inteiro, mas também quando consideramos um cilindro
em E; e um subconjunto compacto qualquer K C X.

Proposigao 3.3. Seja w = wywy--- € X7 el € N. Entdo
Piop([wr - .. wi] X K, Fg) = hip( K, S) 4 log p.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que vale a desigualdade
>,

Seja n € N e considere N = p". N é o numero de pa-

lavras distintas de comprimento n, as quais denotaremos por
o', 0%, ..., 6N,

Seja (0(i));L, C X uma sequéncia tal que 6(i)|y ) = 6". Note
que, para 0 < € < 3, a sequéncia (w; . ..w;#(7))~ | é um conjunto
(n+1,e,0)-separado de |w; ...w].

Denotaremos 6" = 65 ... 60 e g/ = gg ... ggi Gy - - - G- Sejam
x},...,x! pontos que formam um conjunto (¢*), £)-separado de
K, onde s; = s(K, g, ). Assim os pontos (w; . .. wf(i), xz) com
i=1,...,Nej=1,...,s formam um conjunto (n +(, ¢, F¢)-
separado de [wy ...w;] x K. Isso implica que
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Disso, obtemos que

S(lwy .. .wi] x K, Fg,e) =

= lim sup log Spai([wr .. wi] X K, Fg,e)
n—oo N1
1
> Jimsup —— log (15, (K. ©))
n—oo
1
= lim sup l log S,(K,S,e) + logp
n—oo

= S(K,S,¢) + logp,
(3.1)

e, portanto, que

hiop([wi - .. wi] X K, Fg) =lm S([wy ... w] X K, Fg,¢€)

e—0

> 1irr(1)S(K,S,€) + log p
E—
= htop(Ka S) + lng

Para provarmos a desigualdade inversa, considere ¢ > 0 e

tome C(¢) um inteiro positivo tal que 27 < = Note que

100"
n+2C() palavras distintas de comprimento n +

existem N = p
2C(g). Denotaremos essas palavras por w!,w?, ..., w!.

Seja (w(i))N, C ¥, uma sequéncia satisfazendo

w(z’)|[1,n+20(5)+l] = Wiy .. .wlwi.

Os elementos dessa sequéncia formam um conjunto (n+1[,¢,0)-
gerador de [wy ...w;]. Denote §' = w(i)|p 4y (6" serd repetido
para Varios i) e g(i) a concatenacao associada a ¢°. Defina b; =
b(K, g, ) e assuma que os pontos i}, ... ,xj, formam um
conjunto (g(i), e)-gerador de K de cardinalidade minima.

Segue que os pontos (w(i),z5)comi=1,...,Nej=1,...,b
formam um conjunto (n + [, e, Fg)-gerador de [wy...w] x K.
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Como esse conjunto é finito, existe uma constante positiva 7'(¢)
que compensa a multiplicidade dos 6° (e que depende s6 de ¢)
tal que

N
Boyi(lwr . ..w] x K, Fg,e) <Y b <T(e) > b(K,g,e),
i=1 lgl=n+i

do que obtemos que

B([wi .. .w] x K, Fg,¢) =

1
= lim sup l log B, i(jwr ... wi] X K, Fg,€)
n—oo
1
< limsup ——log | 7'(e) > WK g.e)
n—oo N lgl=n+1
< lim sup log [ T(e)p" ™ — Z b(K

nooo N+ 1
|g\ n-+l

log (T'(e)p" ' B (K, S, ¢))

= lim sup
n—oo M+ 1

= B(K,S,¢) + logp,
(3.2)

e disso segue que hop([wr - . . wi] X K, Fg) < hiop( K, S)+logp. O

Essa proposigao tem algumas consequéncias interessantes, des-
critas no que segue.

Corolério 3.4. E, (X} x X, Fg) = X7 x X.

Demonstragdo. Dados (w,z) € ¥ x X e F uma vizinhanca fe-
chada de (w, =), existe | € N e subconjuntos fechados [wy ... w;] C
Yre K C X tais que (w,z) € [wr...w] x K CF.
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Como hiop(Fy Fa) > hiop([wr .. .wi] X K, Fg) e, pela Pro-
posicao 3.3 hiop(lwi...wi] x K, Fg) > logp > 0, segue que
hiop(F, Fg) > 0. Como F é uma vizinhanca fechada qualquer
de (w,z), temos que (w,x) € E,(5] x X, Fg). O

Corolario 3.5. Um ponto x € X € um ponto de entropia total
para S se, e somente se, o ponto (w,x) € E; X X € um ponto de
entropia total para F¢, para todo w € E;. Isto €, x € EIJ;(X, S)
se, e somente se, (w,x) € Eg(E; x X, Fg), para todo w € 7.

Demonstracao. Seja (w,x) € EJ(E; x X, Fg) e K uma vizi-
nhanga fechada de x. O conjunto X7 x K ¢é uma vizinhanga
fechada de (w,x). Da Proposicao e da férmula de Bufetov,
temos que
htop(X7 S) + lng = htop(E; X X, FG)
= htop(E; X K, FG)
— htop(Ka S) + lng,
e, portanto, = € EZJ:(X, S).
Por outro lado, sejam x € Eg(X, S) e w € X, Qualquer
vizinhanca fechada V' de (w, x) contem uma vizinhanca fechada

da forma [w;...w;] x K para algum [ € N e algum K C X
vizinhanga fechada de x. Entao, pela Proposigao [3.3] temos que

Isso implica que hiop(V, Fg) = hiop(X; x X, Fg), e portanto
(w,z) € BJ () x X, Fa). O
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Outra consequencia importante da Proposicao [3.3| é uma de-
monstracao alternativa do Teorema (3.2}

Corolario 3.6. E/(X,S) # 0.

Demonstragio. Como mostrado em [2], EJ (3 x X, Fg) # 0.
Entao, do Corolério 3.5, obtemos que E]f (X,S) # 0. O

O resultado a seguir sera importante na demonstracao do
Teorema [3.8l

Lema 3.7. Seja X um espaco métrico compacto e f : X — X
uma fungao continua. Dados K C X ea > 0, se hyp(K, f) > «,
entao hio,(f(K), f) > a.

Demonstracao. Seja K C X e a > 0. Provaremos por con-
tradi¢ao. Suponha que hiop(f(K), f) < a. Entao existe v > 0
tal que hyop(f(K), f) < a—7. Da Defini¢do 2.1] temos que, dado
n > 0, existe ¢ > 0 tal que

limsup%logSn(f(K%f, e) < (=) +mn,

n—oo

para todo € € [0,d]. Isso implica que, para ¢ nessa faixa, existe
Ny = Ny(e) tal que

Sulf(K), fre) < e"trtlem), (3.3)

para todo n > Nj.

Considere £ C K um conjunto (n,e)-separado de K de car-
dinalidade maxima. Seja F; C E um conjunto (1,¢)-separado
de F. Para cada par de pontos x,y € FE \ E; existe algum
j€{l,...,n—1} tal que d(f’(x), f/(y)) > ¢, portanto trata-se
de um conjunto (n— 1, ¢)-separado de f(K). Dessa forma, como
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FE é a uniao disjunta de Fy e E'\ Fy, e como S,,_1(f(K), f,e) <
Su(f(K), f,¢€), segue que

Sn<K7f78) < Sﬂ—l(f(K)ufag) +Sl<K7f78)
S Sn(f(K)afng) +SI(K7 fag)'

Juntando isso com [3.3] obtemos que
Sn(K7 f: 8) S en(n+(a—’7)) + Sl(Ka fa 5)7

para todo n > Ny, e dai segue que

limsupl log S, (K, f,e) <n+ (a—7).
n—oo N
Portanto hiop (K, f) <n+ (a0 — 7).
Como 7 pode ser escolhido tao pequeno quanto se queira,
conclui-se que hyop(K, f) < o — 7, 0 que contradiz a hipdtese e
conclui a prova. ]

O préximo resultado garante que o conjunto dos pontos de
entropia de S e o conjunto dos pontos de entropia total de S sao
ambos S-invariantes.

Teorema 3.8. Seja S : G x X — X uma acao de semi-
grupo livre finitamente gerado. Entdao g(E,(X,S)) C E,(X,S) e
9(E{(X,S)) C E!(X,S) para todo g € G.

Demonstracao. Mostraremos apenas a invariancia por g € G de
E,(X,S), uma vez que a invariancia de E]J: (X,S) é provada por
argumentos similares. Note que para mostrar que E,(X,S) é
invariante por qualquer f € G, basta mostrar que ¢ invariante
por qualquer f € Gy.

Sejam f € G} e z9p € Ey(X,S). Seja w = wiwy--- € X7
tal que gL = g., = f, considere o cilindro [w1], que contem w,
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e tome K C X qualquer vizinhanga fechada de f(zy). Como
f ¢ continua e xg € E,(X,S), temos que f~}(K) ¢ vizinhanca
fechada de zy e que hiop(f1(K),S) > 0. Pela Proposigao
segue que hyop([wi1] x fTHK), Fg) > logp, e como Fg([wi] X
f7H(K)) € Xf x K, obtemos que

log p < htop(Fa([wi] x fUK)), Fa)
S htop(Z; X K, FG)
= htop(Kv S) + logp
Logo, hiop(K,S) > 0 e, pelo Lema 3.7, f(zo) € E,(X,S). O

O préximo Lema, além de ser uma ferramenta importante que
sera usada no resto do trabalho, também ajuda no entendimento
de como a entropia é distribuida em um conjunto.

Lema 3.9. Sejam S : G x X — X uma acao de semigrupo
lwre finitamente gerado e Ky, Ko, ..., K,, C X. Entdao

S(UﬁlKia Sa 5) = nax S<Kza Sa 5)
para qualquer € > 0, e portanto
htop(Ugnlei, S) = Imax htop(Kia S)

Demonstracao. Fixa ¢ > 0. Dados n € N e g € Gy, existe
i(g,¢) € {1,...,m} tal que

K 9, € Z Kuga = 'S(Ki(g,5)7gag)a

onde K = U"  K; e s(Kj(y.), g,€) = maxi<i<m $(Ki, g,€). Logo,

Z $(Ki(g.e), 9- €)-

geay,

1
Sp(K,S,e) <m-—
pn
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Lembre que

1
limsup —log S,,(K, S, e) = S(K,S,¢)
n

n—0o0
e que
lir% S(K,S,¢e) = hiop(K,S).
e—

Podemos escolher uma sequéncia crescente {n;} ey tal que

1 log S, (K, S, ) — limsup 1 log S,(K, S, ¢)
n; n—00
se 7 — 00.

Pelo menos um dos elementos do conjunto { K7, ..., K,,} apa-
rece infinitas vezes na sequéncia {Ki(g’g) }gegzj jeN. Seja K. esse
elemento. Escolhendo uma subsequéncia de {n;};en (que deno-
taremos da mesma forma, por simplicidade) podemos assumir
que Ky = Kj() para todo g € G;‘lj e 7 € N. Entao

1
lim —log S, (K, S, ¢) <

J

J—00 M
< lim 1 1 L g (K )
= og|ym:-— S(LYi(ge)» 95 €
j—00 1 p geGr (9:5) (3.4)
L o > s(k )
1 0g . S i(e)r 9, ¢
J—00 N pli et ()2

Agora, seja {g;}eny uma sequéncia que converge a zero. Pelo
menos um dos elementos do conjunto {Ky,..., K}, digamos
K*, aparece infinitas vezes na sequéncia {Kj,}en. Podemos
tomar uma subsequéncia {e;, }sen tal que Kj(, ) = K*, para todo
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t € N. Por 3.4] podemos concluir que

1
hiop(£S,S) = lim lim —log S, (K, S, ¢;,)

t—00 j—00 n;

1 1
< lim lim —log | — Z S(K*,Qaé“zt)

e imee P 96,
< hiop( K™, S).
Concluimos, em particular, que
hiop(UiL K, S) < max hiop (K, S).
A desigualdade contraria segue do fato que K; C K para todo
1=1,...,m. ]

A entropia topologica da agao de semigrupo ser positiva quando
restrita a um subconjunto de X estd relacionada a presenca de
pontos de entropia nesse subconjunto. E isso que prova a pro-
posigao a seguir.

Proposicao 3.10. Seja K um subconjunto fechado de X .
i. Se hiy(K,S) > 0, entao K N E,(X,S) # 0.
ii. Se hiop(K,S) = hiy(X,S), entio K N EI(X,S) # 0.

Demonstragdo. (i.) Suponha hip(K,S) > 0. Podemos cobrir K
por finitas bolas fechadas Bi, ..., Bll1 , de diametro no maximo
1, porque K é compacto. Além disso, podemos assumir que

K = U%l 1B]1. (pois, para os nosso propdésitos, bastaria tomar
A = BjNK). Pelo Lema 3.9, temos

0 < hiop(K,S) = hiop(U B}, S) = max hiop(B},S),
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o que implica a existéncia de um indice j; tal que hiyop(K,S) =
htop(B ! ,S). Podemos entao cobrir B}l por finitas bolas fechadas
B2, .. Bi , de diametro no maximo % Pelo mesmo raciocinio,
deve existir jo tal que hiop(K,S) = hiop(B;,,S) = hiop(B3,,S).
Por inducao, para Cada n > 2 existe uma bola fechada B} de
didmetro no méaximo -, tal que hiop(K,S) = htop(B ,S). Como
B} C B” 1 | bara todo n, sabemos que existe um unico x € K na
1nterse<;ao de todas essas bolas fechadas. Como para qualquer
vizinhanga contendo z vai conter B para algum n, segue que
essa vizinhanca terd entropia positiva. Portanto, tal x é ponto
de entropia para S.

(ii.) Se hiop(K,S) = hiop(X,S), entao hiop(E) x K, Fg) =
hop(X, X X, Fg). Em [2, Theorem 3.5] é provado que existe
(w,2) € ZF x KN EJ(SF x X, Fg). Pelo Coroldrio 3.5 temos
quexEKﬂEg(X,S). O

Antes de prosseguir para a prova do Teorema [A] precisamos
definir um conceito que sera utilizado na demonstragao.

Definigao 3.11 (Entropia de Katok). Dados uma medida de
probabilidade de Borelv em X, § € (0,1) ee > 0, definimos

hE(S, e, 0) —hmsup log S,(X,S,n,¢e,9),
n—oo T

onde

1
S, (X,S,n,e,d)=— sy(g,e,90),
( ) an (g9,€,9)

9eGr,

e, para g € Gy,

14 ) 76 = I f E7 ) )
OGS = e ")
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em que s(E,g,€) denota a cardinalidade mdrima de conjuntos
(g, €)-separados de E. A K-entropia métrica da agdo de semi-
grupo livre S com respeito a v € definida por

RE(S) = lim lim A (S, €, 9).

0—0e—0

O limite acima estda bem definido por causa da monotonici-
dade da funcao

1
(€,0) = —log S, (X, S,n,e,d)
n

nas variaveis € e 0. Além disso, se o conjunto de geradores for
G1 = {Id, f}, entdo recupera-se a nogao de entropia proposta
por Katok para uma unica dinamica f.

Observagao 3.12. A Definicao poderia ter sido feita em
termos de conjuntos geradores, ao invés de conjuntos separados.
Dados e >0, € (0,1), ne N ege G, definimos

bV 9 )5 — 1 f b E’ 3 .
(g.6,0) = [ Jnf , b(E g:¢)

Pode se provar que

1
A% (S) = lim lim lim sup — log B, (X, S, n, ¢, 6),
n

0—=0e—=0 5500

onde

1
B,(X,S,n,e,0) = — b,(g,e,0).
( )= 3 bulg.0

9eGy

Por [32, Theorem C], vale um principio variacional nesse con-
texto, a saber,

htop(Xag): sup hf(g)
I/EM1(X)

23



O Teorema [A]| que é provado em seguida, mostra que a entro-
pia métrica e a entropia topoldgica de uma acao de semigrupo
livre é concentrada no conjunto de pontos de entropia.

Teorema A. Seja S : G X X — X uma acao de semigrupo
lwre finitamente gerado. Entao

i. E,(X,S) e EZJ;(X, S) sdo ambos S-invariantes;

. se v € My(X) € tal que I(0,V)ery # 0 € hy(S) > 0 entdo
supp(v) € Ep(X,S);

iii. hiop(Ey(X,S),S) = hiop(X,S).

Demonstragao. (1.) Segue do Teorema [3.8|

(ii.) Para v € M;(X) denotamos o subconjunto de medidas
ergbdicas em II(o, v) por II(o, 1/)erg.

Como hy(S) = sup,cri(op).., 1 7u(Fe) —logp} e, por hipétese,
h,(S) > 0eIl(o,v) # 0, entao existe uma probabilidade ergddica
p € (o, v)eg para a qual vale que h,(Fg) > log p.

Se x € supp(v), entao para qualquer vizinhanca fechada N,
de x teremos u(X; x N;) = v(N;) > 0. Como p é Fg-ergédica
e u(X; x N;) > 0, podemos aplicar [2, Theorem 3.7, segundo
o qual

lim inf{S(K, Fg.€) : K € By, x com p(K) > 0} > hy(F),
e— P

onde By, y ¢ a o-dlgebra de Borel de %) x X. Como ¥ X N, €
By, x, temos que
S(Z; X Nx7FG78> >
> inf{S(K, Fg,¢) : K € Byy, x com u(K) > 0}
> hu(]:G)-
(3.5)
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Logo, como hop (X5 X N, Fg) = lim. 0 S(3; x Ny, Fa, €), entao,
fazendo € — 0 em [3.5)],

htop(E;_ X Nw,fg) Z hu(Fg)
Disso, aplicando a Proposicao [3.3]
htop(NahS) + logp = htop(zg X Nx;-FG) > hu(fG)

Como h,(Fg) > logp, isso implica que hiop(N,,S) > 0, ou seja,
que z € E,(X,S).

(iii.) Note que

hiop(X,S) = sup h,(S).
veMy:11(0,1)erg #0

Pelo item (ii) temos que o supremo é avaliado entre todas as
probabilidades de X com suporte contido em E,(X,S) (que é
S-invariante pelo item (i)). Da prova de [32] item (iii), Theorem
C] temos que

hy(S) < i (S),
o que implica que hiop(X,S) = hiop(Ey(X,S),S), uma vez que
supp(v) C E,(X,S). ]

Similarmente ao que foi provado em [2], é possivel obter uma
cota superior para a entropia métrica de uma acao de semigrupo

livre com respeito a uma probabilidade v com II(0, 1)y 7# 0 em
termos da informacao local da entropia topolégica.

Teorema B. Sejam S : G x X — X uma ac¢ao de semigrupo
livre finitamente gerado e v € My(X) tal que II(0,V)erg # 0.
Entao

lir%inf{S(K,S,s) : K € By comv(K) >0} > h,(S),
e—

onde Bx € a o-dlgebra de Borel de X .
Em particular, para K € Bx, hip(K,S) > hy,(S).
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Demonstragao. Sejam § € (0,1), e > 0 e K € By satisfazendo
v(K) > 0. Temos que II(0,v)eq # 0, € para p € I1(0, 1)y vale,
por causa da ergodicidade de u, que existe m = m(K) € N tal
que

U (u;?jﬂ{‘)fg(z:; x K)) >1-4.

Afirmacdo: se definirmos K™ := WX(UZZ(J()Fé(E; x K)),
entdo S(K,S,e) = S(K™. S, ¢).

De fato, note que, como u (U?;(g()fé(E; X K)) >1—90e
i € T(0,V)ey, entdo v(K™) > 1 - 6. Fixan € N e tome
g € G),. Seja E, C K™ um conjunto (g, e)-separado. Deve

existir um ig = ip(n) < m tal que

|Egﬁ7rX(]-“é$(E; x K))| > T (3.6)

porque, do contrario, como

E, C mx (S x K)Umx (Fa(SF x K))U- - -Umx (Fa ™ (S x K))

e, portanto,
m(K) .
B, = | (B nmx(Fo() < K))),
i=0
teriamos que
Bl < D0 1B, Nl FelS) x K| < (m+1)- 2 = |E,
i=0

0 que seria uma contradicao.
Se g = gj,.--gj, entao tomando g = 99, » nés temos que
BN - —0

gi_ol(Eg) ¢ um conjunto (g,e)-separado, com g € Gpym (pOis
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gl=nelg | =io <m). Ouseja, dado E, € K™ um conjunto
gl g, | g

=10
y separado, COHStI"UIHIOS .1 E K que é ui COD‘U.IltO
g gZ g .]
7 Zig

(g, €)-separado em K, e sabemos relacionar suas cardinalidades
por [3.6, Assim, obtemos

1 1
[((m),g7 8) >

s(K,g,¢),

m—+1 ( g )

em que a segunda desigualdade vem do fato de que K € K (m)
Denote por Gm +n O subconjunto dos g obtidos na construcao

acima. Observe que |G = |G|, pois para cada g € G,

m—|—n|

construimos exatamente um g € G* +n- Entao
Y s(K.ge)< > s(K™, ge
geGy, geGr,
<(m+1) > s(K.ge)
gEGm-i-n
< (m-+1) Z s(K,g,¢)
gEGm+n
1
= (m + 1)pm+”—m+n Z s(K,g,¢)
p
geGern

- (m + 1)pm+nSm+n(K? S? 8)7

ou seja,

1 1
Sm+n(K,S,5) > —m——'_Sn(K(m)’S,g) > —m—+Sn(K,S,5)
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Logo,

S(K,S,e) = limsup

n—oo TN+ M

1Og Sm+n(K7 Sa 5)

1 1 1
> i 1 —— _S,(K™. S
- l?ﬁsoganrm ©8 <pmm+1 ( ’ ’€>>

= lim sup
n—oo T T MM

1 1 1
> lim sup log <——SH(K, S, 6))
n—oo T+ M p"m+1

= S(K,S,¢),
de forma que S(K,S,¢) = S(K™),S, ¢), pois

log S, (K™ S, ¢)

log S, (K™ S &) = S(K™ S, ¢),

lim sup
n—oo TN+ M

o que finaliza a prova da afirmacao.

Como vale que B,(R,S,e) < S,(R,S,¢) para quaisquer £ >
0,neNeRCX, temos que, para 0 < d < 1,

inf{S(K,S,¢): K € Bx com v(K) > 0}

— inf{S(K™ S, ¢): K € Bx com v(K) > 0}

1
= inf{lim sup — log S (KM'S, e): K € Bx com v(K) > 0}
n

n—oo

1
> inf{limsup — log B, (K™ .S,¢) : K € Bx com v(K) > 0}
n

n—oo

1
> limsup — inf{log B, (K™ .S, ¢) : K € Bx com v(K) > 0}
n

n—oo

1
> limsup —log B, (S, n, €, 9).
n

n—oo

Fazendo ¢ — 0 e 6 — 0, e lembrando que

1
RE(S) = lim lim lim sup — log B, (X, S, n,&,0) > h,(S),
n

0—=0e—=0 500
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concluimos a prova. ]

Como consequéncia do Teorema [B] temos o seguinte resul-
tado.

Corolario 3.13. Seja S : G x X — X uma acao de semigrupo
lwre finitamente gerado. Entao

U{supp(y) (0, V) eng 0 € hy(S) = hyp(X,S)} C Eg(X, S).

Em particular, se existe v € My(X) de entropia mdxima e que
satisfaga 110, 1) ey # 0, entao hyy(EI(X,S),S) = higp(X,S).

29



Capitulo 4

Funcao Entropia

Para cada € > 0 e z € X, definimos
hg(z,e) = inf{B(K,S,¢e) : K é uma viz. compacta de x},

onde o subscrito d enfatiza a métrica usada, e B(K, S, ) é como
definido na Secao[2.3l Como, por [38], B(K,S,¢) < S(K,S,¢) <
B(K,S,5), essa defini¢do poderia ser feita equivalentemente em
termos de conjuntos separados.

Ja que hg(x,e) aumenta quando € — 0, esta bem definido o
limite

hg(z) = lim hy(z,€)
e—0t

e ¢ no maximo hip(X,S). Adaptando a prova de [39, Propo-
sition 2.5.3], podemos concluir que hy(x) depende apenas da
topologia de X, e nao da métrica especifica. Dessa forma, de-
notaremos hq(x) por hiep(z).

Definicao 4.1. Seja S : G x X — X wuma agao de semi-

grupo livre finitamente gerado continua. A fun¢do hiyy : X —
[0, hiop(X,S)] € chamada de fungdo entropia de S.

O préximo teorema da uma cota inferior, dependendo da en-
tropia métrica, para a funcao entropia em cada ponto. Além
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disso, prova que o supremo da funcao entropia é dado pela en-
tropia topoldgica.

Teorema C. Seja S : G x X — X uma acao de semigrupo
lwre finitamente gerado. Entao

0.

7.

hiop(x) > sup{h,(S) : v € My(X), Il(0,V)erg # D ex €
supp(v)};

Para todo € > 0, hy(-,€) € semicontinua superiormente e,
consequentemente, .,y ¢ Borel mensurdvel;

A fungdo entropia hyy 1 X — [0, 00] € S-invariante;

Se K C X € fechado, entao sup,cg hiop(z) > hip(K,S).
Em particular

sup htop(x) = htOP(Xv S);
reX

hiop € S-invariante e, para qualquer v € My(X) satisfazendo
(o, V) ey # 0, temos

/ hiop(x)dv > h,(S).

Demonstracao. Sabemos que

hiop(z) = ll_r}% inf{S(K,S,¢) : K vizinhanca compacta de x},

e do Teorema |B| temos que, para v ergddica,

hr%inf{S(K,S,s) : K € Bx com v(K) >0} > h,(S).
e—
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Como vale a inclusao {K vizinhanca compacta de z} C {K €
By com v(K) > 0}, podemos concluir que

hiop(z) = ll_r% inf{S(K,S,¢) : K vizinhanca compacta de x}
> lir%inf{S(K,S,s) : K € Bx com v(K) > 0}
e—
> h,(S),

provando o item (i).

Para o item (ii), seja € > 0. Para r € R, se hiop(20,€) < 7,
entdo existe uma vizinhanga fechada K de xy com B(K,S,¢) <
r. Em particular, hyp(x,e) < r para todo x € K. Logo,
hiop(+, €) €é semicontinua superiormente. Ja que hiop(z) pode ser
obtida como o limite de {hop(z, 2)}nen, que é uma sequéncia
de funcoes semicontinuas superiormente, segue que hyo, ¢ Borel
mensuravel.

(iv) Cubra K por finitas bolas fechadas Bj, ..., Bll1 , as quais

tém diametros no maximo 1. Sabemos que

hiop (K, S) = max hiop( B}, S),
J

e isso implica a existéncia de ji tal que B(K,S,e) = B(Bj N
K,S,e). Da mesma forma, cobrindo B}l por finitas bolas fecha-
das B2, ..., Blz2 de diametro no maximo %, podemos concluir que
existe um js tal que B(K,S,¢) = B(sz2 NK,S,e). Por indugao,
para cada n > 2, existe uma bola fechada B}”‘n C B;.Inj tal que
B(K,S,e) = B(B} NK,S,¢). Seja xq o tinico ponto que estd na
intersegao de todas as bolas B} . xy ¢ um elemento de K, pois
K é fechado. Se K’ é uma vizinhanca fechada qualquer de ),
para n € N suficientemente grande teremos que B} N K C K !
o que implica

B(K',S,e) > B(B} NK,S,¢) = B(K,S,¢).

32



J& que isso vale para qualquer K’ vizinhanca fechada de ),
segue que

ha(xg,e) = inf{B(K",S,¢) : K' viz. fechada de zo} > B(K,S,¢),

e disso, fazendo € — 0 e lembrando que hg(xg, €) < hiop(zo) para

todo e, obtemos
htop(xO) > htop(Ka S)

Tomando o supremo dentre todos elementos de K, podemos

concluir que

sup hiop () > hiop (£, S).
rzeK

Para a parte final da prova do Teorema [C] precisaremos da
seguinte proposi¢ao, que é uma consequéncia da definicao de
funcao entropia de S e de Fg e é, de certa forma, a versao para
funcao entropia da Proposicao . Escreveremos hiop(-,S) e
hiop((+, ), Fa) para explicitar qual dinamica estd sendo levada
em consideracao. Lembre que, para qualquer espaco topoldgico
compacto Y, se d’ é uma métrica em Y que gera a topologia de
Y, entao hiop(:) = ha(+).

Proposicao 4.2. Seja S : Gx X — X uma ac¢ao de semigrupo
lwre finitamente gerado. Para x € X e w € E;;,

hiop((w, ), Fa) = hiop(x, S) + log p.

Demonstracao da Proposicao. Fixa € > 0. Sejax € X e 6 > 0.
Existe Z = Z(e) uma vizinhanga fechada de z tal que

hd(x,s) < B(Z,S,é‘) < hd(x,e) + 0.

Dado w € ¥, note que ¥} x Z é uma vizinhanga fechada de
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(w, ). Segue que

thd((w,x) ) B(E;_ X Z, FG,(C.::)
B(Z,S,e) +logp
h

i(x,€) + 6+ logp,

IA A IA

onde a segunda desigualdade vem de [3.2] Entao, fazendo 6 — 0
e ¢ — 0, concluimos que

hiop((w, ), Fa) < hiop(x,S) + log p.

Por outro lado, dada ¥ x K uma vizinhanca fechada de (w, z)
(a qual podemos assumir sem perda de generalidade que foi to-
mada tal que ¥ seja um cilindro e K uma vizinhanca fechada

de x), temos, de 3.1} na prova da Proposi¢ao [3.3 que
S(K,S,e) +logp < S(X x K, Fg,¢),
para todo € > 0. Logo

thd((w, ZC), E) =
= inf{S(V, Fg,¢e) : V é uma viz. fechada de (w, )}
= inf{S(X x K, Fg,¢) : ¥ é um cilindro contendo w
e K é uma viz. fechada de x}
> inf{S(K,S,¢) : K é uma viz. fechada de z} + logp
= hqg(z,€) + logp,

portanto hyep((w, z), Fa) > hiop(x,S) + logp e isso conclui a
prova da Proposicao. [

O préoximo Lema garante que a funcao entropia associada a
Fa € Fg-invariante.
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Lema 4.3. Seja Fg : ¥f x X — XF x X o skew-product dado
na Definicdo [2.4. Entdo a func¢do entropia associada a Fg é
Fa-invariante.

Demonstragdo do Lema. Seja (w,r) € ¥ x X e > 0 fixo. Seja
K C ¥} x X uma vizinhanga fechada de Fg(w, ). Pela con-
tinuidade de Fg, existe M C F;'(K) uma vizinhanga fechada
de (w, ) cujo diametro é menor que €. Entao, dado n € N, se
E C M é (n,e)-separado em M, entdo Fg(FE) C K é (n—1,¢)-
separado em K. Isso implica que

Sn(Ma-FG7€) S Sn—l(K7 FG7€)7
e, portanto,
S(M, Fg,e) < S(K, Fg,e).

Dessa forma, da defini¢ao de hy,, temos

htop((wvx)rFG) =
= liminf{S(U, Fg,¢) : U é viz. fechada de (w,z)}

e—0

< lilr(l) inf{S(V, Fg,¢) : V é viz. fechada de Fg(w,x)}
e—
= htop(./—"g(w, ZL‘), fg)

Para a desigualdade inversa, tome K C E; x X uma vi-
zinhanga fechada de Fg(w,z), e considere F'(K), que é vi-
zinhanga fechada de (w,) e satisfaz Fg(F5'(K)) = K. Se
F C F;'(K) é um conjunto (n,¢)-gerador de F'(K), entdo
Fo(F) € K é um conjunto (n — 1,¢e)-gerador de K. Logo
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B(K, Fa,¢) < B(F;'(K), Fa,¢€), o que implica

htop(fG(wax)v-FG) -
= liminf{B(K Fa,¢€) : K viz. fechada de Fg(w,x)}
< hr%mf{B(K Fa,e) : K' é viz. fechada de (w, )}
e—
): Fa),

e isso conclui a prova do Lema. [

= hiop((w,

O seguinte Corolario prova o item (iii) do Teorema.

Corolario 4.4. A funcdo entropia associada a S € S-invariante.

Demonstragao do Coroldrio. Seja f € G7, e seja w = wiwy - -+ €

Z; tal que g} = f. Entdo, pela Proposicao 4.2 e pelo Lema 4.3

temos

hiop(2,S) + log p = hiop((w, ), Fg)
= hop(Fe(w, ), Fa)
= hiop((0(w), f()), Fc)
— (1), 5) + logp.

Como isso vale para qualquer f € G7, fica provado o Corolario.
[]

S6 falta provar o item (v) do Teorema|C| Para tanto, do item
(ii) temos que

sup  hyop((w, ), Fa) = hiop(X,) % X, Fa).

(w,2)EXF x X

Seja a € Meg(X, x X). Pelo Lema 4.3 hop((-,+), Fa) € Fa-
invariante, logo existe ¢ > 0 com hyop (X7 X X, Fg) > c tal que
hiop((w, x), Fg) = ¢ para a-q.t.p. (w,z). Isso se deve ao fato de
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(Fa, «) ser um sistema ergddico. Por (i), aplicado a Fg, temos
(e ha<FG)' Logo,

/ hiop((w, ), Fa)da > ho(Fa).
Y x X

Para v = (mx).a obtemos, pela Proposigao [4.2]
h,(S)= sup {hu,(Fg)—logp}

#GH(J,V)erg

< sup {/+ hiop((w, ), Fa)dp(w, x) —logp}
Yp xX

KEIL(0,V) erg

— swp / (hop (w0, 2), Fs) — log p) dp(w, )
Yhx X

,UJGH(O'ay)erg

= sup / hiop(z, S)dp(w, )
YixX

HEII(0,V) erg
= / hiop(x, S)dv(x),
X

o que finaliza a prova. [

Definicao 4.5. Dizemos que x € X ¢ um ponto de entropia
uniforme e denotamos x € E,,(X,S) se hyp(x) > 0.

Dizemos que v € X é um ponto de entropia uniforme total e
denotamos x € EJ (X,S) se hiop(x) = hioy( X, S).

O teorema a seguir relaciona as nocoes de ponto de entro-
pia e ponto de entropia uniforme. Além disso, mostra que os
conjuntos de pontos de entropia uniforme e pontos de entro-
pia uniforme total sdo S-invariantes e que, para v € M;(X)
satisfazendo TI(o,v) # 0 e h,(S) > 0, ndés temos supp(rv) C
hiop((0,00])) = Eup(X,S). No caso em que hy(S) = hiop(X,S),
vale que supp(v) C hygy (hiop(X, S)) = E (X, S).

37



Teorema D. Seja S : G x X — X uma acao de semigrupo
lwwre finitamente gerado.

0.

7.

V1.

VL.

B! (X,S) C E,(X,S) N E/(X,S), ¢ B,y(X,S) C E,(X,S).

Se K é um conjunto fechado com hy,(K,S) > 0, entdo
KnNE,X, ) # (0. Em particular, E,,(X,S) # 0 quando
Piop(X, S

) >
Ew(X,S) e EJ(X,S) sao S-invariantes.

E,(X,S) é um conjunto F,, ou seja, é uma unido enu-
merdvel de conjuntos fechados de X. El (X,S) é um con-

jqunto Fys, ou seja, uma intersecao enumerdvel de conjuntos
F, de X.

Sev e M,
supp(v) C

Seve Mi(X) étal que II(o,0)erg # 0 € hy(S) = hygy( X, S),
entao supp(v) C Ef(X,S).

Piop(Eup(X,S),S) = hiop(X, S).

(X) € tal que II(0,V)ery # O € hy(S) > 0, entao
Eu(X,S).

Demonstragao. (i) Seja x € Ef (X,S), ou seja, tal que hiop(z) =
hiop(X,S). Se hiop(X,S) > 0, entdao hyop(x) > 0 e, portanto,
r € Ep(X,S).

Como higp(r) = hiop(X,S), entdo dado um & > 0, existe

g1 > 0 tal que hiop(,€) > hiop(X,S) — 0 para todo € < g1. Além
disso, para todo compacto K contendo = vale que hiop(z,€) <
S(K,S,¢€). Logo,

S(K,S,e) > hiyop(X,S) — 0,
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para todo ¢ < €1 e todo K compacto contendo x. Fazendo
e — 0, obtemos que

htop(Ka S) Z htop(X7 S) - 67

para todo K compacto contendo x. Como vale para qualquer
d > 0, segue que hyop (K, S) > hiop(X,S), e portanto x € Eg(X, S).

Para a segunda parte do item, seja © € Ey,(X,S) e K uma
vizinhanca fechada de .

heop (K, 8) = lim B(K. S, ¢)
E—
> lin% inf{B(K',S,¢), K' é viz. fechada de x}
E—
= htop(x) > O,

logo, = € E,(X,S).
(ii) Este item é consequéncia do item (iv) do Teorema [C|, que
diz que, se K C X ¢é fechado, entao

sUp hiop () > hiop(K,S).
zeK

De fato, se hiop(K,S) > 0, entao segue do Teorema [C| que
existe x € K com hiop(x) > 0, logo K N Eyw(X,S) # 0, o que
vale em particular para K = X.

(ili) Seja x € Fyp(X,S). Temos que hiop(z) > 0, e do item
(ii1) do Teorema[C|a funcéo hip é S-invariante, portanto também
temos hiop(f(z)) > 0 para toda f € G;. Logo, f(x) € Eyw(X,S)
para toda f € Gy, o que significa que E,,(X,S) é S-invariante.

Da mesma forma, se € B[ (X,S), vale que hp(2) =
hiop(X,S) e também que hiop(f(2)) = hop(X,S), pois hep €
S-invariante. Logo, f(z) € Egp(X, S) para toda f € G, e por-
tanto E{fp(X ,S) é S-invariante.
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(iv) Vamos assumir sem perda de generalidade que hiop (X, S) >
0. Entao

Ep(X,8) = |J J{zex: hd<x—>> —1.

meNneN
Para cada ¢ > 0, a fungao hy(+, €) é semicontinua superiormente,
portanto {x € X : hy(x, %) > %} ¢ fechado para quaisquer
m,n € N, e By, (X,S) é F,.
J& para Ef (X,S), temos que, se hop(X,S) < o0,

Ef (X S) ﬂ U{gjeX hd( ) > hiop(X, S) — ;},

meN neN

e, se hop(X,S) =

El (X,S) ﬂU{xeX hd<a: —>>m}

meN neN
de forma que Ef (X,S) é Fys.
(v) Por [C] temos que
hop(z) > sup{h,(S) : v € My(X),II(o,v) # 0 e x € supp(v)}.
Seja v € M;(X) com I(o,v) # 0 e h,(S) > 0. Entao, se
v € supp(v).
hiop(z) = sup{hy(S) : v € My(X),Il(0,v) # 0 e x € supp(v)}
> hy(S) >0,
de onde hiop(x) > 0 e, portanto, x € Eyy(X,S).
(vi) Seja v € My(X) com II(o,v) # 0 e hy(S) = hiop(X, S).
Entao
hiop(X,S) = hiop()
> sup{h,(S) : v € My(X), (0, v) # 0 e x € supp(v)}
> hy(S)
= hiop(X, S).
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Ou seja, hiop(x) = hiop(X,S) e, portanto, z € EJ (X,S).
(vii) Para este item basta imitar o argumento feito no item

(iii) do Teorema [A] O

Definicao 4.6. Dizemos que uma ac¢ao continua de semigrupo
livre S : Gx X — X associada ao semigrupo finitamente gerado
G satisfaz a propriedade da especificacdo orbital forte (conceito
introduzido em [38]) se, para qualquer € > 0, existe p(e) > 0 um
inteiro tal que, para

e qualquer ij € G;‘;j,

e quaisquer pontos x1,...,T, € X,
e quaisquer numeros naturais ni, . ..,ny (com p; > p(e) para
1<j<k)

® ¢ quaisquer gnjj = Gin, g -+ Ging 3 Giny i € an (onde 1 < j <

k) elementos do semigrupo,

existe x € X tal que

d(gl,l(x)’ 2171 (1‘1)) <e¢

para todol=1,....,ny e

d(glujhpj*l o gng,thlgnl,l(x)’glﬁ(x])) < 8

para todo j = 2,....k el = 1,...,n; (aqui estamos conside-
rando 9,; = Yirj - - Gir,j)-

E interessante notar que, no caso de uma dinamica so, essa
definicao recai na definicao da propriedade da especificacao.

No teorema a seguir mostramos que a propriedade da espe-
cificacao orbital forte implica que todo ponto é um ponto de
entropia total uniforme.
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Teorema E. Seja S : Gx X — X uma acao de semigrupo livre
finitamente gerado tal que todo g € Gy é um homeomorfismo
local. Se S satisfaz a propriedade da especificao orbital forte,
entdo hiop(x) = hiy(X,S), para todo x € X.

Demonstracao. Como S tem a propriedade da especificacao or-
bital forte, entao por [38, Theorem 11] temos que hyop(X,S) > 0
e que todo ponto é um ponto de entropia total.

Fixa ¢ > 0. Existe ¢y > 0 tal que

S(X7 S? 5) > htop(Xa S) - Ca (4'1)

para todo € € (0,eg). Pela definicdo da fungao entropia, existe
n € (0,e0) tal que para todo € € (0,7) existe uma vizinhanca
fechada de z, digamos K = K(7), para a qual temos

heop(z) — C < S (K,S, Z) < Top() + €.

Fixa ¢ € (0,n) e seja p(e) € N como dado pela propriedade
da especificagao orbital forte. Como G tem finitos elementos
com finitos ramos inversos, entao existe C. (que depende de € e
tende a zero quando € — 0) tal que

diam(h ' (B(y,¢))) < C.,

para h € G, ey € X.

Fixa h = hi,., ... hi € G,. Toman >1eg=gi, ...g, €
G, arbitrarios. Seja E = {x1,...,2;} € X um conjunto (g, ¢)-
separado maximal e considere um aberto W C K definido como
o conjunto de pontos y € K tais que d(y,0K) > C,. Assuma
que 0 < e < n satisfaz ¢ + C. < (),

Dado um conjunto e-separado F' = {z1,...,2,} C W, pela
propriedade da especificagao, para qualquer z; € F e z; € F
existe i/ € B(z;, SYNh N (B(wi, g, %))
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Como diam(h ™ (B(y, 7)) < C<, segue que

<dz],yZ +d<y, 1< <$“g’i>>)+

5
d(6 (8 (ws.3)) 0K)
<Z+0+d (b (B (wno2)) . 0K).,
o que implica que d(h~" (B(zi,9,9)),0K) > Cy — 5 — C= > 0.
Disso podemos concluir que h~'(B(z;,9,%)) C K, para todo
i. Uma vez que {z;}._, é (g, €)-separado, segue que os conjuntos
B(z;,g9,7), comi=1,... .1 sao dois-a-dois disjuntos e os pontos
yf € K sao (gh, §)-separados. Isso prova que

s (K,g@, Z) > 5(X,g,¢)8(K,1d,e) > 5(X, g,¢).

Os elementos g e h foram escolhidos arbitrariamente, por-
tanto somando sobre todas as possiveis concatenacoes, fazendo
n — 00, e lembrando de [4.1] deduzimos que

hiop(®) +¢ = S (K.8,7) = S(X,8,€) = hiop(X.8) = .
de onde obtemos que hiop () > hiop(X,S)—2¢. Como ¢ pode ser
escolhido arbitrariamente, segue que hiop(z) = hiop(X,S). O

O 1ltimo teorema mostra que entropia topoldégica de uma
acao de semigrupo livre pode ser computada em termos de con-
juntos enumeraveis.

Teorema F. Seja S : G x X — X wuma acdo de semigrupo

livre finitamente gerado. Entao existe um subconjunto fechado
enumerdvel K C X tal que hyp(K,S) = hyp(X,S). Além disso,
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1. K pode ser escolhido de forma que tenha mo mdximo um
ponto de acumulacao;

1. K tem um unico ponto de acumulacdo se, e somente se,
eviste £ € X com hiop() = hyop( X, S).

Demonstracao. O teorema sera consequéncia da seguinte pro-
posicao.

Proposicao 4.7. Seja S : G x X — X uma acao de semigrupo
livre finitamente gerado e hy,, sua fungao entropia.

1. Se K € um subconjunto fechado com wm wunico ponto de
acumulagdo xg, entao hioy(ro) > hip(K,S).

1. Seja xg € X. FEntdo existe um subconjunto fechado enu-
meravel K C X tal que xo € K ¢é seu unico ponto de acu-
mulagdo em X e hyp(x0) = hiop(K,S).

Demonstra¢ao da Proposi¢ao. (i) Seja e > 0. Por hipdtese, para
qualquer vizinhanga Z de xg, temos que K \ Z é finito, e isso
implica que B(Z,S,e) > B(K,S,¢). Da defini¢ao de hy,p, temos
que

hiop(x0) > ha(zo,€) > B(K, S, €).

Fazendo € — 0 obtemos que hiop(20) > hiop (K, S).
(i) Assuma que hiop(zg) < 00. Para cada n € N, definimos

1
Kn:{xEX:d(a:,xo)g—}.
n

Para cada m € N, escolhemos ¢, > 0 tal que

1 1
hiop(z0)—— < inf S(K,,S, ;) = inf lim sup Elog Se(Kn, S, em).
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Assim, existe uma sequéncia crescente {k, ,ney € N tal que,
para todo n € N,

Z S ) 97 5m) = Skmm(Kn, S’ Em) 2 ekn,m(htop(xo)—%)'

gEG

knm

Tome g € G e denote por Fy ) um conjunto (g,em)-

separado de K, de méxima cardinalidade. Defina

m=J Epmm I{z} e K=JJEum

geGy m>1n>1

knm

Se V' ¢é uma vizinhanca de xy, entao pela definicao dos con-
juntos K, nés temos que K,, C V para algum ng € N suficien-
temente grande. Entao

no—l ’no—l

K\VCK\K, C U U Epm.

m=1 n=m

Como cada E, ,, é finito, K \ V ¢ finito e isso garante que x é
o unico ponto de acumulacao possivel para K.

Agora vamos mostrar que hiop(zo) = hiop(K,S). Para fazer
isso, fixa m € N. Paran > m, tome g € G , e note que

By (n,m) ¢ um conjunto (g, €, )-separado em K. Daf

1 1 o
fram Z UK, & m) 2 phinam Z |Ega(n,m)| > efnam (Mrop(0)=35).
9geGy,

kn ,m
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Nesse caso, obtemos
hiop(K,S) > S(K,S, )
1
= limsup — log Sk(K, S, &)

k—00 k
1
n—oo n,m
2 11m sup log 6kn,m(htop(‘r0)_%)
n—0o0 n,m

1
= htop(aj(}) — E

Como a desigualdade vale para qualquer m € N, temos que
hiop(K,S) > hiop(z0). Aplicando o item (i) obtemos a igualdade
que queriamos. O

Agora podemos provar o Teorema [F| Para € > 0, considere
B.(x) a bola aberta de raio € e centro em z. Como X ¢ com-
pacto, pelo Teorema |C| existe uma sequéncia {z,},eny C X tal
que

nh_)rgo Ty, = Tg € nh_)rgo hiop(2n) = hiop(X, S).

Seja {r,}neny uma sequéncia dada de numeros reais positivos
que converge a zero. Aplicando a Proposigao[4.7, dadon € N, é
possivel tomar um subconjunto enumeravel fechado K, tal que
hiop(Kn, S) = hiop(xn) € x,, € seu tnico ponto de acumulacao em
X. Além disso, K, \ B, (z,) é um subconjunto finito e, com
essa observacao, podemos assumir sem perda de generalidade
que K, C B, (x,).

Defina K = U,enK,, U {z}. Como cada K, é um conjunto
enumeravel fechado, K é enumeravel fechado e o conjunto de
pontos de acumulagao de K é {xo}U{x, : n € N}, como x,, — xg
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e r, — 0 quando n — oco. Assim,
htop(Ka S) > htop(Km S) = htop(ajn)a
o que implica que

htop(K7 S) 2 hm htop(.flfn) = htop(Xa S),
n—00

e isso termina a prova, tomando K como o conjunto desejado,
uma vez que hiop (K, S) < hiop(X, S). N
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Capitulo 5

Exemplos

O primeiro exemplo considera uma acao de semigrupo livre em
que o conjunto gerador é dado por funcoes expansoras.

Exemplo 5.1. Dizemos que um difeomorfismo local f : M —
M de classe C' em uma variedade Riemanniana compacta M
é expansor se existem constantes C' > 0 e 0 < A < 1 tais que
|[(Df*(z))7Y| < CA" para todon > 1ez € M. Em [38
Theorems 13 e 16] é mostrado que se G7 = {g1,92,--.,9k} €
um conjunto finito de funcoes expansoras agindo em M e G é
o semigrupo livre gerado por G, entao S tem a propriedade da
especificacao orbital forte e todo ponto x € M é um ponto de
entropia total para S. Além disso, pelo Teorema [E], hiop(z) =
hiop(M,S) para todo z € M.

O préximo exemplo mostra que é possivel ter uma acao de
semigrupo livre com um conjunto gerador que nao é dado por
funcoes expansoras, mas cujo conjunto dos pontos de entropia
total continua sendo todo o espaco de fase.

Exemplo 5.2. Para qualquer S > 0, considere a fungao f3 :
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[0,1] — [0, 1] dada por
(14 (2z)%), sex € 0,3]
fo(x) = |
20 — 1, se x € (5,1],
também conhecido como funcao de Manneville-Pomeau. Em-

1

0 1/2 1
Figura 5.1: Grafico da fun¢ao de Manneville-Pomeau.

bora fg nao seja continua, ela induz uma transformagao do
circulo fﬁ : St — S! que é continua e topologicamente mixing.

Seja G o semigrupo gerado por G = {Id,fg,Ra}, em que
R, ¢ a rotacao de angulo a. Nenhum dos elementos de G é
expansor. De novo, como mostrado em [3§], temos que todo
r € S' é um ponto de entropia total.

Nos exemplos anteriores o conjunto dos pontos de entropia
era todo o espaco de fase. No proximo exemplo é apresentada
uma acao de semigrupo livre para a qual o conjunto dos pontos
de entropia nao é o espaco todo.

Exemplo 5.3. Sejam X; e X5 espacos métricos compactos nao-
vazios. Para i € {1,2} tome f; : X; — X, e g; : X; — X;
funcoes continuas. Entao, defina X = X7 U X5, e

) filw), se zE X
flz) = {fg(as), se x € Xy
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gi(z), se ze€X;
g(x) =
g2(x), se x € Xs.

Se fo = go = Idx, nés temos que a entropia topoldgica da
acao de semigrupo gerado por G; = {ldy, f,g} coincide com
a entropia topoldgica da acao de semigrupo gerado por H; =
{Idx,, fi,1}. Em particular, E,(X,S) C X; # X, no caso em
que a acao de semigrupo livre do semigrupo gerado por H; tem
entropia topoldgica positiva.

Na Proposicao vimos que se a entropia topoldgica de um
subconjunto fechado é positiva entao esse subconjunto contém
um ponto de entropia. No exemplo a seguir veremos que a
reciproca nao é necessariamente verdadeira.

Exemplo 5.4. Considere

(1) er-()

Defina
C 00 I 0 0
A=10 1T 0)eB=1[|0C 0],
0 00 0 0 0

matrizes em Mjsy5(Z). Temos que AB = BA e, como para
qualquer x = (21, 79, 23,74, 75) € T° e m,n € NU {0},

A"B"(x) = (C™(x1,x2),C"(x3,14),0),

essas matrizes induzem endomorfismos lineares nao transitivos
no toro T° = R®/Z°. A acao dada pelo semigrupo gerado por
G1 = {ldrs, A, B} nao admite um ponto com érbita densa. Ou-
tra consequéncia importante é que hop(7({(0,0,0,0,z) : x €
R}),S) =0, em que 7 : R® — T® é a projecio canonica.
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Por outro lado, dado z € 7({(0,0,0,0,z) : = € R}), temos
que hip(z) > 0, ou seja, z € E,,(TS). De fato, seja z €
7({(0,0,0,0,2) : x € R}) e K C T° uma vizinhanca fechada
de z. Entao existem y € R tal que 7(0,0,0,0,y) = z, U C R
vizinhanca fechada de 0 e V' C R vizinhanca fechada de y tais
que (U x U x U x U x V) C K é uma vizinhanga fechada
de z. Note que, por [40], dado o € (0,1), para todo ¢ > 0
suficientemente pequeno noés temos que

4@
B(n(UxUxUxUxV),S,e) > logE,
o que implica que B(K,S,¢) > B(n(UxU xU xU xV),S,¢e) >
log 2. Dessa forma, como para qualquer vizinhanca fechada K de
z nés temos que B(K,S,e) > log2, segue que hiop(2) > log2 >
0.

No préximo exemplo apresentamos uma acao de semigrupo li-
vre que ¢ topologicamente transitiva, possui entropia topologica
positiva, mas cujo conjunto dos pontos de entropia uniforme
total nao coincide com o espaco todo.

Exemplo 5.5. Seja X = [0,2] e considere a funcao f; : X —
X (veja a Figura definida por
1—1—3z], sexze€l0,3],
fi(x) = < 3z — 2, sex € [%,1],
x, se x € [1,2].

Nesse caso f1([0,1]) = [0, 1], fi|p, é topologicamente transitiva

1]
€ htop([ov 2]7 fl) - 10g3
Seja fo: X — X (veja a Figura definida por

x, se x € |0, 1],
f(a) = [0,1]
2—1[3—2z|, se x€]ll,2].
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0 /3 2/3 1 2
Figura 5.2: Gréfico da funcao f;.

Note que f>([1,2]) = [1,2], fa|j1,9 € topologicamente transitiva

Figura 5.3: Grafico da funcao fs.

e hiop([0,2], f2) = log2. Seja G o semigrupo livre gerado por
G1={Id, f1, fo} esejaS: G x X — X a agdo de semigrupo
livre induzida por G em X. Como para quaisquer dois conjuntos
abertos U,V C X existe n € N para o qual f{(U) NV # 0 ou
faU) NV #£ (), nés temos que S é topologicamente transitiva.
Como

fi [0,1] © f2 0,1 = f2 [0,1] © fi [0,1] = fi
e fi|p,) satisfaz a propriedade da especificacao (que coincide
com a propriedade da especificagao orbital forte quando consi-
deramos o semigrupo gerado por fi|o1)), pelo Teorema [E temos

que hiop(z) = log3 para qualquer x € [0,1]. Por outro lado,

[0,1]>
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CcOmo
fl’[l,Z} © f2’[1,2} = fz\[1,2] © fl’[l,Z] = f2\[1,2];

temos, pelo Teorema |F] e usando que fa;19) tem a propriedade
da especificagao, que hiop(z) = log 2 para qualquer x € [1,2], de
forma que temos EJ,([0,2],S) = [0, 1] # [0,2].
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