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pelo Programa de Pós-Graduação em Matemática do Instituto
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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo de algumas propriedades
locais da entropia topológica de uma ação de semigrupo livre.
Para fazer isso, focamos no conjunto de pontos de entropia de
uma ação de semigrupo livre e mostramos que esse conjunto
carrega a entropia total do sistema (o que, do ponto de vista da
caoticidade do sistema, dá uma relevância fundamental a esse
conjunto). Provamos que a entropia topológica de uma ação de
semigrupo está focada em um conjunto enumerável de pontos.
Nossos resultados são inspirados pelos resultados de [2].

Palavras-chave: Ação de semigrupo livre, entropia topológica,
pontos de entropia, função entropia, skew-products.



Abstract

The aim of this work is to study some local properties of the
topological entropy of a free semigroup action. In order to do
that we focus on the set of entropy points of a free semigroup
action, show that this set carries the full entropy of the system
(which, with respect to the chaocity of the system, gives a fun-
damental relevante to such set). We prove that the topological
entropy of a free semigroup action focuses on a countable set of
points. Our results are inspired by the ones presented in [2].

Keywords: Free semigroup action, topological entropy, entropy
points, entropy function, skew-products.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O conceito de entropia, que foi introduzido ao mundo dos sis-
temas dinâmicos mais de cinquenta anos atrás em [3], tornou-
se um ingrediente importante na caracterização da complexi-
dade de sistemas dinâmicos. A entropia topológica representa
a taxa de crescimento exponencial do número de segmentos
de órbita que são distingúıveis com precisão arbitrariamente
grande, porém finita, e descreve de forma bruta mas sugestiva a
complexidade exponencial total da estrutura das órbitas através
de um único número. Dessa forma, tem, naturalmente, conexão
com os conceitos de complexidade e de caos, que têm sido áreas
de intensa pesquisa no último meio século.

Um vasto leque de investigações tem acontecido envolvendo
comparações com outras formas de entropia, como, por exemplo,
a entropia de Kolmogorov-Sinai (entropia métrica), entropia de
grupo fundamental, entropia de Shannon, e entropia algébrica.
Além disso, muita pesquisa continuou acontecendo nas conexões,
principalmenta através de estimativas, com outros aspectos dos
espaços, como a estrutura de sistemas dinâmicos mensuráveis
no prinćıpio variacional, estrutura de variedades diferenciáveis,
métricas Riemannianas (em que Newhouse desempenhou papel

1



importante em [4],[5],[6]), homotopia e homologia como na con-
jectura de Shub [7] (a qual foi confirmada para funções suaves
por Yomdin [8]). Por exemplo, graças ao prinćıpio variacional,
a entropia topológica é uma ferramenta fundamental para ob-
ter informações estat́ısticas e ergódicas para uma ampla gama de
sistemas dinâmicos. Além do mais, representa um invariante to-
pológico importante no estudo das propriedades termodinâmicas
de certos sistemas com motivação f́ısica (ver [9]). Nos trabalhos
de James Maxwell e Ludwig Boltzmann, por exemplo, relacio-
nados a mecânica estat́ıstica, o conceito de entropia métrica tem
um papel fundamental (ver [10] e as suas referências).

A atividade crescente de pesquisa em aplicações envolvendo
entropia topológica é, muito provavelmente, devida a sua ı́ntima
relação com complexidade, eficiência de comunicação, imprevi-
sibilidade, e caos dinâmico. A t́ıtulo de exemplo, aplicações
em mecânica dos fluidos e dinâmica granular relacionadas a mi-
xing estão agora bem estabelecidas e continuam sendo intensa-
mente investigadas. Outras áreas de aplicação têm visto intensa
atividade nos anos recentes. Essas incluem aplicações em bio-
logia onde, por exemplo, uma forma generalizada de entropia
topológica é usada na análise de sequências de DNA (ver [11],
[12] e suas referências), engenharia industrial (ver [13] e suas
referências), em que redes de manufatura são estudadas usando
entropia topológica (ver [14] e suas referências), engenharia de
comunicações, teoria de controle e engenharia (ver [15] e suas re-
ferências), matéria condensada e f́ısica quântica (ver [16] e suas
referências), teoria de grupos, teoria da informação, e até mesmo
em ciências sociais (ver [17] e suas referências). Com o sucesso
da entropia topológica como ferramenta nessas áreas, é provável
que a pesquisa sobre esse assunto ganhe mais espaço.
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Na medida em que entropia topológica tem se mostrado tão
importante na teoria de sistemas dinâmicos e também em nu-
merosas áreas de aplicação, têm sido feitos bastantes esforços
de pesquisa dedicados a encontrar esquemas eficientes e efetivos
para sua aproximação ou computação exata. Nesses esforços
foi feito progresso considerável, especialmente no desenvolvi-
mento de esquemas algoŕıtmicos para encontrar cotas inferiores
em duas e três dimensões.

Esta tese é baseada principalmente em [1], no qual foi con-
siderada uma noção de entropia topológica para uma ação de
semigrupo livre introduzida por Bufetov [18] no fim do século
passado. Naquele trabalho o autor considera um semigrupo
livre G gerado por um conjunto finito de funções cont́ınuas
G1 = {Id, f1, . . . , fp} agindo em um espaço métrico compacto X

com o passeio aleatório ηp = (1p , . . . ,
1
p)

N, e obtém uma relação
entre a entropia topológica da ação de semigrupo livre indu-
zida por G, a entropia topológica do shift σ : Σ+

p −→ Σ+
p e o

skew-product cont́ınuo associado FG : Σ+
p × X −→ Σ+

p × X.
Além de representar uma extensão natural ao conceito de sis-
tema dinâmico, graças à sua relação com aplicações do tipo
skew-product, entender o comportamento dinâmico de ações de
semigrupo livre atraiu diversos pesquisadores, veja por exem-
plo [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Recentemente,
em [30, 31, 32], uma definição mais geral de entropia topológica
inspirada por aquela introduzida em [18] foi explorada. Nesse
contexto, em que o passeio aleatório considerado em G é qual-
quer medida de probabilidade de Borel P em Σ+

p , os autores
introduzem uma definição de entropia métrica de uma ação de
semigrupo livre com respeito a uma medida de probabilidade de
Borel no espaço de fase e um prinćıpio variacional é obtido. Um
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dos ingredientes principais para se obter tal prinćıpio variacional
é a relação entre a ação de semigrupo livre e o skew-product.

Começando com o estudo de análogos topológicos aos siste-
mas de Kolmogorov, recentemente muita atenção foi dada às
propriedades locais da entropia e seus vários resultados inte-
ressantes (ver [2, 33, 34, 35, 36, 37]). Em [2], usando a de-
finição de Bowen de entropia topológica, explorou-se o conceito
de ponto de entropia (ponto para o qual a entropia topológica
é positiva para qualquer vizinhança fechada que o contenha)
para uma função única. A partir dos resultados apresentados
lá, é posśıvel ver a importância de tal noção para o melhor en-
tendimento do comportamento local da dinâmica, sua entropia
topológica e também sua entropia métrica, uma vez que eles
mostram que o suporte de medidas ergódicas está contido no
conjunto dos pontos de entropia e que a entropia métrica de
uma medida ergódica representa uma cota inferior para a entro-
pia topológica de conjuntos borelianos, entre outros resultados
importantes, como aqueles relativos à função entropia. Esses
resultados contribuem para o entendimento do comportamento
local da entropia topológica. Uma consequência de certa forma
surpreendente do estudo dos pontos de entropia uniforme é que
para qualquer sistema dinâmico topológico existe um conjunto
enumerável fechado cuja entropia é igual à entropia do sistema
original. Mais que isso, esse conjunto enumerável fechado pode
ser escolhido tal que tenha no máximo um ponto de acumulação.

O objetivo principal de [1] e, em consequência, desta tese, é
obter propriedades importantes que ajudem a descrever o com-
portamento local das ações de semigrupo livre e sua entropia
topológica. Para isso, foca-se nos conjunto de pontos de en-
tropia para uma ação de semigrupo livre (a existência de tais
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pontos foi garantida para ações de semigrupo livre com entro-
pia topológica positiva em [38]). Os resultados são motivados
por aqueles apresentados em [2]. Mostramos que o conjunto de
pontos de entropia de uma ação de semigrupo livre contém toda
entropia topológica do sistema (ver Teorema A); dada uma me-
dida de probabilidade no espaço de fase, sob certas condições, a
entropia métrica da ação de semigrupo livre com respeito àquela
medida representa uma cota inferior para a entropia topológica
de qualquer conjunto boreliano (ver Teorema B); se a ação de
semigrupo livre satisfaz a propriedade da especificação orbital
forte, então sua função entropia é constante (ver Teorema E);
assim como no contexto clássico (com uma dinâmica dada por
uma função só), sempre existe um conjunto enumerável fechado
com entropia total, esse conjunto contém no máximo um ponto
de acumulação e, no caso em que esse ponto de acumulação
existe, a função entropia avaliada nesse ponto coincide com a
entropia da ação (ver Teorema F).

A tese é organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 são
apresentadas as definições e resultados mais importantes que
serão usados no resto do texto. Os Caṕıtulos 3 e 4 trazem os
resultados referentes aos pontos de entropia e à função entropia,
respectivamente. Por fim, no Caṕıtulo 5 são apresentados alguns
exemplos.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Nesta primeira seção relembraremos a definição de entropia to-
pológica para sistemas dinâmicos usuais. Isso é importane por-
que mais adiante generalizaremos essas definições para o caso de
ações de semigrupo livre.

2.1 Entropia em sistemas dinâmicos deter-

mińısticos

Sejam (X, d) um espaço métrico compacto e f : X −→ X uma
função cont́ınua. Para x, y ∈ X, definimos a métrica dinâmica

dn(x, y) = max
0≤i≤n−1

d(f i(x), f i(y)).

As métricas d e dn geram a mesma topologia em X porque f é
cont́ınua. Note que dn(x, y) ser pequeno significa que, de certa
forma, os segmentos de órbita de comprimento n que começam
em x e y têm comportamento parecido.

Dado K ⊆ X, um conjunto E ⊆ K é dito (n, ε)-separado em
K se, para todos x, y ∈ E distintos, tivermos que dn(x, y) ≥ ε.
Denotamos por Sn(K, f, ε) a cardinalidade máxima posśıvel de
um conjunto (n, ε)-separado em K.
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Um conjunto F ⊆ K é dito (n, ε)-gerador em K se, para
cada y ∈ K, existir x ∈ F tal que dn(x, y) ≤ ε. Denotamos
por Bn(K, f, ε) a cardinalidade mı́nima posśıvel de um conjunto
(n, ε)-gerador em K.

Definimos, ainda,

S(K, f, ε) = lim sup
n→∞

1

n
logSn(K, f, ε)

e

B(K, f, ε) = lim sup
n→∞

1

n
logBn(K, f, ε).

Definição 2.1. A entropia topológica de f em relação ao con-
junto K é dada por

htop(K, f) = lim
ε→0

S(K, f, ε).

Observação 2.2. Pode-se mostrar que a Definição 2.1 poderia
ser feita usando-se conjuntos geradores, isto é,

htop(K) = lim
ε→0

B(K, f, ε).

Este fato se deve à seguinte relação:

Bn(K, f, ε) ≤ Sn(K, f, ε) ≤ Bn(K, f,
ε

2
).

É usual suprimir o f nas definições acima quando for claro
pelo contexto qual dinâmica está sendo considerada.

2.2 Ações de semigrupo livre

Dado um conjunto finito de funções cont́ınuas gi : X −→ X, i =
1, 2, . . . , p, p ≥ 1, e o conjunto de geradoresG1 = {Id, g1, g2, . . . , gp},
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definimos Gn como o conjunto formado por n elementos de G1

concatenados. Ou seja, escrevemos g ∈ Gn se, e somente se,
g = gin . . . gi2gi1, com gij ∈ G1, e definimos G0 = {Id}. Dessa
forma, o conjunto G = ∪n∈N0

Gn, com a operação de composição,
é um semigrupo livre finitamente gerado. Um semigrupo pode
ter vários conjuntos de geradores. Assumiremos que o con-
junto de geradores G1 é minimal, isto é, nenhuma das funções
gi pode ser escrita como composição das demais. Denotaremos
G∗

1 = G1 \ {Id} e, para cada n ∈ N , G∗
n será o espaço das con-

catenações de n elementos de G∗
1. Dessa forma, Gn pode ser

pensado como o conjunto das palavras de até n letras, enquanto
que G∗

n é o conjunto de palavras de exatamente n letras. Pode-
mos, também, escrever |g| = n ao invés de g ∈ G∗

n.
Em G, a operação de semigrupo de concatenação é a usual:

se g = gin . . . gi2gi1 e h = gjm . . . gj2gj1, com |g| = n e |h| = m,
então gh = gin . . . gi2gi1gjm . . . gj2gj1 ∈ G∗

n+m. Se g = gin . . . gi2gi1
e k ≤ n, denotaremos por g

k
o elemento do semigrupo que é

igual a g nos primeiros k ı́ndices, isto é, g
k
= gikgik−1

. . . gi2gi1.
Para k = 0, definimos g

k
= Id.

O semigrupo livre finitamente gerado G induz uma ação em
X, definida a seguir.

Definição 2.3. Dizemos que

S : G×X −→ X

(g, x) 7→ g(x)

é uma ação de semigrupo se, para quaisquer g, h ∈ G e x ∈ X,
tivermos S(gh, x) = S(g,S(h, x)). Dizemos que S é cont́ınua se
a função g : X −→ X é cont́ınua para todo g ∈ G.

Associado ao conceito de ação de semigrupo, temos o seguinte
skew-product, cuja dinâmica é relacionada à dinâmica da ação.
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Definição 2.4. Dadas as funções cont́ınuas gi : X −→ X, i =
1, . . . , p, definimos o skew-product

FG : Σ+
p ×X −→ Σ+

p ×X

(ω, x) 7→ (σ(ω), gω1
(x)),

onde ω = (ω1, ω2, . . . ) é um elemento do espaço unilateral de
sequências Σ+

p = {1, 2, . . . , p}N, e σ é o shift em Σ+
p . Para

n ≥ 1, escrevemos Fn
G(ω, x) = (σn(ω), gωn

. . . gω1
(x)).

Se ω, ω′ ∈ Σ+
p , podemos definir a distância d(ω, ω′) = 1

2n , em
que n é a primeira coordenada na qual ω difere de ω′. O espaço
unilateral das sequências Σ+

p , munido com essa distância, é um
espaço métrico compacto.

2.3 Entropia de ações de semigrupo

Consideraremos agora um semigrupo livre finitamente gerado
(G,G1) agindo em um espaço métrico compacto (X, d) através
da ação S. Dado g = gin . . . gi1 ∈ Gn, definimos, para x, y ∈ X,
a métrica dinâmica

dg(x, y) = max
0≤i≤n−1

d(g
i
(x), g

i
(y)).

Note que dois pontos estarem próximos nessa métrica significa
que suas órbitas pela ação permanecem próximas pelas primeiras
n− 1 iterações.

Seja K ⊆ X um conjunto compacto e ε > 0. Dizemos que
E ⊆ K é um conjunto (g, ε)-separado de K se, para todos x, y ∈
E distintos, tivermos que dg(x, y) ≥ ε. A cardinalidade máxima
posśıvel de um conjunto (g, ε)-separado de K é denotada por
s(K, g, ε).
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Dizemos que F ⊆ K é um conjunto (g, ε)-gerador de K se,
para todo y ∈ K, existir x ∈ F tal que dg(x, y) ≤ ε. A cardinali-
dade mı́nima posśıvel de um conjunto (g, ε)-gerador é denotada
por b(K, g, ε).

Definimos, ainda,

Sn(K, S, ε) =
1

pn

∑
g∈G∗

n

s(K, g, ε),

S(K, S, ε) = lim sup
n→∞

1

n
logSn(K, S, ε),

e, similarmente,

Bn(K, S, ε) =
1

pn

∑
g∈G∗

n

b(K, g, ε),

B(K, S, ε) = lim sup
n→∞

1

n
logBn(K, S, ε).

Definição 2.5. Dado um conjunto compacto K ⊆ X, definimos
a entropia topológica da ação S em K por

htop(K, S) = lim
ε→0

S(K, S, ε).

Observação 2.6. A Definição 2.5 poderia ter sido feita em ter-
mos de conjuntos geradores, isto é,

htop(K, S) = lim
ε→0

B(K, S, ε).

Segue imediatamente das definições, e é um fato que será
usado em diversos pontos do texto, que, se K ⊆ M ⊆ X, então
htop(K, S) ≤ htop(M, S).

Essa definição de entropia para ações de semigrupo livre foi
introduzida em [18], onde Bufetov mostrou a relação que existe
entre a entropia topológica de uma ação de semigrupo, do skew-
product associado, e do shift.
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Teorema 2.7. htop(Σ
+
p ×X,FG) = htop(X, S) + log p.

Note que o log p que aparece na fórmula de Bufetov é, na
verdade, a entropia do shift de p śımbolos. Assim, de certa
forma, o que está se dizendo é que a complexidade de FG é
composta das complexidades de S e do shift σ.

Definiremos no que segue a entropia métrica de uma ação de
semigrupo livre. Denotamos por M(X) o conjunto das medidas
em X, por M1(X) o conjunto das probabilidades de Borel em
X, e para uma função cont́ınua dada f : X −→ X denotamos
porMinv(X) o subconjunto das probabilidades f -invariantes em
X. Em [32] os autores consideraram P = ηa = (a1, a2, . . . , ap)

N,
com (a1, a2, . . . , ap) um vetor de probabilidade, e definiram a
entropia métrica de uma ação de semigrupo livre S com respeito
a ν ∈ M1(X) como

hν(S, ηa) = sup
µ∈Π(ν,σ)

{
hµ(FG) +

∫
Σ+

p

log aω1
dηa(ω)

}
,

em que Π(ν, σ) é o subconjunto de M1(Σ
+
p × X) que consiste

das probabilidades µ que são FG-invariantes, com marginal em
Σ+

p σ-invariante e cuja marginal em X é ν. Eles mostraram que
essa entropia métrica satisfaz um prinćıpio variacional, dado por

htop(X, S, ηa) = sup
ν∈M(X):Π(ν,σ) ̸=∅

hν(S, ηa).

Quando ηa = ηp = (1p , . . . ,
1
p)

N, nós temos a definição a seguir,
que será a que usaremos neste trabalho.

Definição 2.8. Seja S : G×X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado e ν ∈ M1(X) com Π(ν, σ) ̸= ∅. Então

hν(S) = hν(S, ηp) = sup
µ∈Π(ν,σ)

hµ(FG)− log p

é a entropia métrica de S com respeito a medida ν.
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Caṕıtulo 3

Pontos de Entropia

Definição 3.1. Dizemos que x0 ∈ X é um ponto de entropia se,
para qualquer vizinhança fechada K de x0, tivermos que

htop(K, S) > 0.

O conjunto dos pontos de entropia é denotado por Ep(X, S).
Dizemos que x0 ∈ X é um ponto de entropia total se, para

qualquer vizinhança fechada K de x0, tivermos que

htop(K, S) = htop(X, S).

Quando falarmos em pontos de entropia total vamos assumir
que htop(X, S) > 0. O conjunto dos pontos de entropia total é
denotado por Ef

p (X, S).

Pontos de entropia são aqueles cujas vizinhanças refletem a
complexidade do sistema inteiro. Se medirmos o caos do sistema
pela sua entropia topológica, a presença de um ponto de entro-
pia em uma vizinhança fechada significa que o sistema, quando
restrito a essa vizinhança, é caótico.

Sabe-se que se uma ação de semigrupo tiver entropia to-
pológica positiva, então deve ter algum ponto de entropia total.
De fato, em [38] os autores mostraram o seguinte resultado.

12



Teorema 3.2. Seja S : G × X −→ X uma ação de semigrupo
livre com entropia topológica positiva. Então Ef

p (X, S) ̸= ∅.

A proposição a seguir é uma generalização do resultado de
Bufetov. Aqui mostramos que a fórmula não vale apenas para
o espaço inteiro, mas também quando consideramos um cilindro
em Σ+

p e um subconjunto compacto qualquer K ⊆ X.

Proposição 3.3. Seja ω = ω1ω2 · · · ∈ Σ+
p e l ∈ N. Então

htop([ω1 . . . ωl]×K,FG) = htop(K, S) + log p.

Demonstração. Primeiro mostraremos que vale a desigualdade
≥.

Seja n ∈ N e considere N = pn. N é o número de pa-
lavras distintas de comprimento n, as quais denotaremos por
θ1, θ2, . . . , θN .

Seja (θ(i))Ni=1 ⊆ Σ+
p uma sequência tal que θ(i)|[1,n] = θi. Note

que, para 0 < ε < 1
2 , a sequência (ω1 . . . ωlθ(i))

N
i=1 é um conjunto

(n+ l, ε, σ)-separado de [ω1 . . . ωl].
Denotaremos θi = θi1 . . . θ

i
n e g(i) = gθin . . . gθi1gωl

. . . gω1
. Sejam

xi1, . . . , x
i
si
pontos que formam um conjunto (g(i), ε)-separado de

K, onde si = s(K, g(i), ε). Assim os pontos (ω1 . . . ωlθ(i), x
i
j) com

i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , si formam um conjunto (n+ l, ε,FG)-
separado de [ω1 . . . ωl]×K. Isso implica que

Sn+l([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε) ≥
N∑
i=1

s(K, g(i), ε)

= pn
1

pn

N∑
i=1

s(K, g(i), ε)

= pnSn(K, S, ε).
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Disso, obtemos que

S([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε) =

= lim sup
n→∞

1

n+ l
logSn+l([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε)

≥ lim sup
n→∞

1

n+ l
log (pnSn(K, S, ε))

= lim sup
n→∞

1

n+ l
logSn(K, S, ε) + log p

= S(K, S, ε) + log p,

(3.1)

e, portanto, que

htop([ω1 . . . ωl]×K,FG) = lim
ε→0

S([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε)

≥ lim
ε→0

S(K, S, ε) + log p

= htop(K, S) + log p.

Para provarmos a desigualdade inversa, considere ε > 0 e
tome C(ε) um inteiro positivo tal que 2−C(ε) < ε

100 . Note que
existem N = pn+2C(ε) palavras distintas de comprimento n +
2C(ε). Denotaremos essas palavras por ω1, ω2, . . . , ωN .

Seja (ω(i))Ni=1 ⊆ Σ+
p uma sequência satisfazendo

ω(i)|[1,n+2C(ε)+l] = ω1ω2 . . . ωlω
i.

Os elementos dessa sequência formam um conjunto (n+ l, ε, σ)-
gerador de [ω1 . . . ωl]. Denote θi = ω(i)|[1,n+l] (θ

i será repetido
para vários i) e g(i) a concatenação associada a θi. Defina bi =

b(K, g(i), ε) e assuma que os pontos xi1, x
i
2, . . . , x

i
bi
formam um

conjunto (g(i), ε)-gerador de K de cardinalidade mı́nima.
Segue que os pontos (ω(i), xij) com i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , bi

formam um conjunto (n + l, ε,FG)-gerador de [ω1 . . . ωl] × K.
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Como esse conjunto é finito, existe uma constante positiva T (ε)
que compensa a multiplicidade dos θi (e que depende só de ε)
tal que

Bn+l([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε) ≤
N∑
i=1

bi ≤ T (ε)
∑

|g|=n+l

b(K, g, ε),

do que obtemos que

B([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε) =

= lim sup
n→∞

1

n+ l
logBn+l([ω1 . . . ωl]×K,FG, ε)

≤ lim sup
n→∞

1

n+ l
log

T (ε)
∑

|g|=n+l

b(K, g, ε)


≤ lim sup

n→∞

1

n+ l
log

T (ε)pn+l 1

pn+l

∑
|g|=n+l

b(K, g, ε)


= lim sup

n→∞

1

n+ l
log

(
T (ε)pn+lBn+l(K, S, ε)

)
= B(K, S, ε) + log p,

(3.2)

e disso segue que htop([ω1 . . . ωl]×K,FG) ≤ htop(K, S)+log p.

Essa proposição tem algumas consequências interessantes, des-
critas no que segue.

Corolário 3.4. Ep(Σ
+
p ×X,FG) = Σ+

p ×X.

Demonstração. Dados (ω, x) ∈ Σ+
p ×X e F uma vizinhança fe-

chada de (ω, x), existe l ∈ N e subconjuntos fechados [ω1 . . . ωl] ⊆
Σ+

p e K ⊆ X tais que (ω, x) ∈ [ω1 . . . ωl]×K ⊆ F .
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Como htop(F,FG) ≥ htop([ω1 . . . ωl] × K,FG) e, pela Pro-
posição 3.3, htop([ω1 . . . ωl] × K,FG) ≥ log p > 0, segue que
htop(F,FG) > 0. Como F é uma vizinhança fechada qualquer
de (ω, x), temos que (ω, x) ∈ Ep(Σ

+
p ×X,FG).

Corolário 3.5. Um ponto x ∈ X é um ponto de entropia total
para S se, e somente se, o ponto (ω, x) ∈ Σ+

p ×X é um ponto de
entropia total para FG, para todo ω ∈ Σ+

p . Isto é, x ∈ Ef
p (X, S)

se, e somente se, (ω, x) ∈ Ef
p (Σ

+
p ×X,FG), para todo ω ∈ Σ+

p .

Demonstração. Seja (ω, x) ∈ Ef
p (Σ

+
p × X,FG) e K uma vizi-

nhança fechada de x. O conjunto Σ+
p × K é uma vizinhança

fechada de (ω, x). Da Proposição 3.3 e da fórmula de Bufetov,
temos que

htop(X, S) + log p = htop(Σ
+
p ×X,FG)

= htop(Σ
+
p ×K,FG)

= htop(K, S) + log p,

e, portanto, x ∈ Ef
p (X, S).

Por outro lado, sejam x ∈ Ef
p (X, S) e ω ∈ Σ+

p . Qualquer
vizinhança fechada V de (ω, x) contem uma vizinhança fechada
da forma [ω1 . . . ωl] × K para algum l ∈ N e algum K ⊆ X
vizinhança fechada de x. Então, pela Proposição 3.3, temos que

htop(V,FG) ≥ htop([ω1 . . . ωl]×K,FG)

= htop(K, S) + log p

= htop(X, S) + log p

= htop(Σ
+
p ×X,FG).

Isso implica que htop(V,FG) = htop(Σ
+
p × X,FG), e portanto

(ω, x) ∈ Ef
p (Σ

+
p ×X,FG).
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Outra consequência importante da Proposição 3.3 é uma de-
monstração alternativa do Teorema 3.2.

Corolário 3.6. Ef
p (X, S) ̸= ∅.

Demonstração. Como mostrado em [2], Ef
p (Σ

+
p × X,FG) ̸= ∅.

Então, do Corolário 3.5, obtemos que Ef
p (X, S) ̸= ∅.

O resultado a seguir será importante na demonstração do
Teorema 3.8.

Lema 3.7. Seja X um espaço métrico compacto e f : X −→ X

uma função cont́ınua. Dados K ⊆ X e α > 0, se htop(K, f) ≥ α,
então htop(f(K), f) ≥ α.

Demonstração. Seja K ⊆ X e α > 0. Provaremos por con-
tradição. Suponha que htop(f(K), f) < α. Então existe γ > 0
tal que htop(f(K), f) ≤ α−γ. Da Definição 2.1 temos que, dado
η > 0, existe δ > 0 tal que

lim sup
n→∞

1

n
logSn(f(K), f, ε) ≤ (α− γ) + η,

para todo ε ∈ [0, δ]. Isso implica que, para ε nessa faixa, existe
N0 = N0(ε) tal que

Sn(f(K), f, ε) ≤ en(η+(α−γ)), (3.3)

para todo n ≥ N0.
Considere E ⊆ K um conjunto (n, ε)-separado de K de car-

dinalidade máxima. Seja E1 ⊆ E um conjunto (1, ε)-separado
de E. Para cada par de pontos x, y ∈ E \ E1 existe algum
j ∈ {1, . . . , n− 1} tal que d(f j(x), f j(y)) ≥ ε, portanto trata-se
de um conjunto (n−1, ε)-separado de f(K). Dessa forma, como
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E é a união disjunta de E1 e E \E1, e como Sn−1(f(K), f, ε) ≤
Sn(f(K), f, ε), segue que

Sn(K, f, ε) ≤ Sn−1(f(K), f, ε) + S1(K, f, ε)

≤ Sn(f(K), f, ε) + S1(K, f, ε).

Juntando isso com 3.3 obtemos que

Sn(K, f, ε) ≤ en(η+(α−γ)) + S1(K, f, ε),

para todo n ≥ N0, e dáı segue que

lim sup
n→∞

1

n
logSn(K, f, ε) ≤ η + (α− γ).

Portanto htop(K, f) ≤ η + (α− γ).
Como η pode ser escolhido tão pequeno quanto se queira,

conclui-se que htop(K, f) ≤ α − γ, o que contradiz a hipótese e
conclui a prova.

O próximo resultado garante que o conjunto dos pontos de
entropia de S e o conjunto dos pontos de entropia total de S são
ambos S-invariantes.

Teorema 3.8. Seja S : G × X −→ X uma ação de semi-
grupo livre finitamente gerado. Então g(Ep(X, S)) ⊆ Ep(X, S) e
g(Ef

p (X, S)) ⊆ Ef
p (X, S) para todo g ∈ G.

Demonstração. Mostraremos apenas a invariância por g ∈ G de
Ep(X, S), uma vez que a invariância de Ef

p (X, S) é provada por
argumentos similares. Note que para mostrar que Ep(X, S) é
invariante por qualquer f ∈ G, basta mostrar que é invariante
por qualquer f ∈ G1.

Sejam f ∈ G∗
1 e x0 ∈ Ep(X, S). Seja ω = ω1ω2 · · · ∈ Σ+

p

tal que g1ω = gω1
= f , considere o cilindro [ω1], que contem ω,
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e tome K ⊆ X qualquer vizinhança fechada de f(x0). Como
f é cont́ınua e x0 ∈ Ep(X, S), temos que f−1(K) é vizinhança
fechada de x0 e que htop(f

−1(K),S) > 0. Pela Proposição 3.3
segue que htop([ω1] × f−1(K),FG) > log p, e como FG([ω1] ×
f−1(K)) ⊆ Σ+

p ×K, obtemos que

log p < htop(FG([ω1]× f−1(K)),FG)

≤ htop(Σ
+
p ×K,FG)

= htop(K, S) + log p.

Logo, htop(K, S) > 0 e, pelo Lema 3.7, f(x0) ∈ Ep(X, S).

O próximo Lema, além de ser uma ferramenta importante que
será usada no resto do trabalho, também ajuda no entendimento
de como a entropia é distribúıda em um conjunto.

Lema 3.9. Sejam S : G × X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado e K1, K2, . . . , Km ⊆ X. Então

S(∪m
i=1Ki,S, ε) = max

i
S(Ki,S, ε)

para qualquer ε > 0, e portanto

htop(∪m
i=1Ki,S) = max

i
htop(Ki,S).

Demonstração. Fixa ε > 0. Dados n ∈ N e g ∈ G∗
n, existe

i(g, ε) ∈ {1, . . . ,m} tal que

s(K, g, ε) ≤
m∑
i=1

s(Ki, g, ε) ≤ m · s(Ki(g,ε), g, ε),

onde K = ∪m
i=1Ki e s(Ki(g,ε), g, ε) = max1≤i≤m s(Ki, g, ε). Logo,

Sn(K, S, ε) ≤ m · 1

pn

∑
g∈G∗

n

s(Ki(g,ε), g, ε).
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Lembre que

lim sup
n→∞

1

n
logSn(K, S, ε) = S(K, S, ε)

e que
lim
ε→0

S(K, S, ε) = htop(K, S).

Podemos escolher uma sequência crescente {nj}j∈N tal que

1

nj
logSnj

(K, S, ε) → lim sup
n→∞

1

n
logSn(K, S, ε)

se j → ∞.
Pelo menos um dos elementos do conjunto {K1, . . . , Km} apa-

rece infinitas vezes na sequência {Ki(g,ε)}g∈G∗
nj
,j∈N. SejaKi(ε) esse

elemento. Escolhendo uma subsequência de {nj}j∈N (que deno-
taremos da mesma forma, por simplicidade) podemos assumir
que Ki(g,ε) = Ki(ε) para todo g ∈ G∗

nj
e j ∈ N. Então

lim
j→∞

1

nj
logSnj

(K, S, ε) ≤

≤ lim
j→∞

1

nj
log

m · 1

pnj

∑
g∈G∗

nj

s(Ki(g,ε), g, ε)


= lim

j→∞

1

nj
log

 1

pnj

∑
g∈G∗

nj

s(Ki(ε), g, ε)

 .

(3.4)

Agora, seja {εl}l∈N uma sequência que converge a zero. Pelo
menos um dos elementos do conjunto {K1, . . . , Km}, digamos
K∗, aparece infinitas vezes na sequência {Ki(εl)}l∈N. Podemos
tomar uma subsequência {εlt}t∈N tal que Ki(εlt)

= K∗, para todo
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t ∈ N. Por 3.4, podemos concluir que

htop(K, S) = lim
t→∞

lim
j→∞

1

nj
logSnj

(K, S, εlt)

≤ lim
t→∞

lim
j→∞

1

nj
log

 1

pnj

∑
g∈G∗

nj

s(K∗, g, εlt)


≤ htop(K

∗,S).

Concluimos, em particular, que

htop(∪m
i=1Ki,S) ≤ max

i
htop(Ki,S).

A desigualdade contrária segue do fato que Ki ⊆ K para todo
i = 1, . . . ,m.

A entropia topológica da ação de semigrupo ser positiva quando
restrita a um subconjunto de X está relacionada à presença de
pontos de entropia nesse subconjunto. É isso que prova a pro-
posição a seguir.

Proposição 3.10. Seja K um subconjunto fechado de X.

i. Se htop(K, S) > 0, então K ∩ Ep(X, S) ̸= ∅.

ii. Se htop(K, S) = htop(X, S), então K ∩ Ef
p (X, S) ̸= ∅.

Demonstração. (i.) Suponha htop(K, S) > 0. Podemos cobrir K
por finitas bolas fechadas B1

1 , . . . , B
1
l1
, de diâmetro no máximo

1, porque K é compacto. Além disso, podemos assumir que
K = ∪l1

j=1B
1
j (pois, para os nosso propósitos, bastaria tomar

A1
j = B1

j ∩K). Pelo Lema 3.9, temos

0 < htop(K, S) = htop(∪l1
j=1B

1
j ,S) = max

j
htop(B

1
j ,S),
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o que implica a existência de um ı́ndice j1 tal que htop(K, S) =
htop(B

1
j1
,S). Podemos então cobrir B1

j1
por finitas bolas fechadas

B2
1 , . . . , B

2
l2
, de diâmetro no máximo 1

2 . Pelo mesmo racioćınio,
deve existir j2 tal que htop(K, S) = htop(B

1
j1
,S) = htop(B

2
j2
,S).

Por indução, para cada n ≥ 2 existe uma bola fechada Bn
jn

de
diâmetro no máximo 1

n , tal que htop(K, S) = htop(B
n
jn
,S). Como

Bn
jn
⊆ Bn−1

jn−1
para todo n, sabemos que existe um único x ∈ K na

interseção de todas essas bolas fechadas. Como para qualquer
vizinhança contendo x vai conter Bn

jn
para algum n, segue que

essa vizinhança terá entropia positiva. Portanto, tal x é ponto
de entropia para S.

(ii.) Se htop(K, S) = htop(X, S), então htop(Σ
+
p × K,FG) =

htop(Σ
+
p × X,FG). Em [2, Theorem 3.5] é provado que existe

(ω, x) ∈ Σ+
p ×K ∩ Ef

p (Σ
+
p ×X,FG). Pelo Corolário 3.5, temos

que x ∈ K ∩ Ef
p (X, S).

Antes de prosseguir para a prova do Teorema A, precisamos
definir um conceito que será utilizado na demonstração.

Definição 3.11 (Entropia de Katok). Dados uma medida de
probabilidade de Borel ν em X, δ ∈ (0, 1) e ε > 0, definimos

hK
ν (S, ε, δ) = lim sup

n→∞

1

n
logSν(X, S, n, ε, δ),

onde

Sν(X, S, n, ε, δ) =
1

pn

∑
g∈G∗

n

sν(g, ε, δ),

e, para g ∈ G∗
n,

sν(g, ε, δ) = inf
{E⊆X:ν(E)>1−δ}

s(E, g, ε),

22



em que s(E, g, ε) denota a cardinalidade máxima de conjuntos
(g, ε)-separados de E. A K-entropia métrica da ação de semi-
grupo livre S com respeito a ν é definida por

hK
ν (S) = lim

δ→0
lim
ε→0

hK
ν (S, ε, δ).

O limite acima está bem definido por causa da monotonici-
dade da função

(ε, δ) 7→ 1

n
logSν(X, S, n, ε, δ)

nas variáveis ε e δ. Além disso, se o conjunto de geradores for
G1 = {Id, f}, então recupera-se a noção de entropia proposta
por Katok para uma única dinâmica f .

Observação 3.12. A Definição 3.11 poderia ter sido feita em
termos de conjuntos geradores, ao invés de conjuntos separados.
Dados ε > 0, δ ∈ (0, 1), n ∈ N e g ∈ G∗

n, definimos

bν(g, ε, δ) = inf
{E⊆X:ν(E)>1−δ}

b(E, g, ε).

Pode se provar que

hK
ν (S) = lim

δ→0
lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logBν(X, S, n, ε, δ),

onde

Bν(X, S, n, ε, δ) =
1

pn

∑
g∈G∗

n

bν(g, ε, δ).

Por [32, Theorem C], vale um prinćıpio variacional nesse con-
texto, a saber,

htop(X, S) = sup
ν∈M1(X)

hK
ν (S).
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O Teorema A, que é provado em seguida, mostra que a entro-
pia métrica e a entropia topológica de uma ação de semigrupo
livre é concentrada no conjunto de pontos de entropia.

Teorema A. Seja S : G × X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado. Então

i. Ep(X, S) e Ef
p (X, S) são ambos S-invariantes;

ii. se ν ∈ M1(X) é tal que Π(σ, ν)erg ̸= ∅ e hν(S) > 0 então
supp(ν) ⊆ Ep(X, S);

iii. htop(Ep(X, S),S) = htop(X, S).

Demonstração. (i.) Segue do Teorema 3.8.
(ii.) Para ν ∈ M1(X) denotamos o subconjunto de medidas

ergódicas em Π(σ, ν) por Π(σ, ν)erg.
Como hν(S) = supµ∈Π(σ,ν)erg{hµ(FG)− log p} e, por hipótese,

hν(S) > 0 e Π(σ, ν) ̸= ∅, então existe uma probabilidade ergódica
µ ∈ Π(σ, ν)erg para a qual vale que hµ(FG) > log p.

Se x ∈ supp(ν), então para qualquer vizinhança fechada Nx

de x teremos µ(Σ+
p ×Nx) = ν(Nx) > 0. Como µ é FG-ergódica

e µ(Σ+
p × Nx) > 0, podemos aplicar [2, Theorem 3.7], segundo

o qual

lim
ε→0

inf{S(K,FG, ε) : K ∈ BΣ+
p ×X com µ(K) > 0} ≥ hµ(FG),

onde BΣ+
p ×X é a σ-álgebra de Borel de Σ+

p ×X. Como Σ+
p ×Nx ∈

BΣ+
p ×X , temos que

S(Σ+
p ×Nx,FG, ε) ≥

≥ inf{S(K,FG, ε) : K ∈ BΣ+
p ×X com µ(K) > 0}

≥ hµ(FG).

(3.5)
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Logo, como htop(Σ
+
p ×Nx,FG) = limε→0 S(Σ

+
p ×Nx,FG, ε), então,

fazendo ε → 0 em 3.5,

htop(Σ
+
p ×Nx,FG) ≥ hµ(FG).

Disso, aplicando a Proposição 3.3,

htop(Nx,S) + log p = htop(Σ
+
p ×Nx,FG) ≥ hµ(FG).

Como hµ(FG) > log p, isso implica que htop(Nx,S) > 0, ou seja,
que x ∈ Ep(X, S).

(iii.) Note que

htop(X, S) = sup
ν∈M1:Π(σ,ν)erg ̸=∅

hν(S).

Pelo item (ii) temos que o supremo é avaliado entre todas as
probabilidades de X com suporte contido em Ep(X, S) (que é
S-invariante pelo item (i)). Da prova de [32, item (iii), Theorem
C] temos que

hν(S) ≤ hK
ν (S),

o que implica que htop(X, S) = htop(Ep(X, S),S), uma vez que
supp(ν) ⊆ Ep(X, S).

Similarmente ao que foi provado em [2], é posśıvel obter uma
cota superior para a entropia métrica de uma ação de semigrupo
livre com respeito a uma probabilidade ν com Π(σ, ν)erg ̸= ∅ em
termos da informação local da entropia topológica.

Teorema B. Sejam S : G ×X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado e ν ∈ M1(X) tal que Π(σ, ν)erg ̸= ∅.
Então

lim
ε→0

inf{S(K, S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0} ≥ hν(S),

onde BX é a σ-álgebra de Borel de X.
Em particular, para K ∈ BX, htop(K, S) ≥ hν(S).
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Demonstração. Sejam δ ∈ (0, 1), ε > 0 e K ∈ BX satisfazendo
ν(K) > 0. Temos que Π(σ, ν)erg ̸= ∅, e para µ ∈ Π(σ, ν)erg vale,
por causa da ergodicidade de µ, que existe m = m(K) ∈ N tal
que

µ
(
∪m(K)
i=0 F i

G(Σ
+
p ×K)

)
≥ 1− δ.

Afirmação: se definirmos K(m) := πX(∪m(K)
i=0 F i

G(Σ
+
p × K)),

então S(K, S, ε) = S(K(m),S, ε).
De fato, note que, como µ

(
∪m(K)
i=0 F i

G(Σ
+
p ×K)

)
≥ 1 − δ e

µ ∈ Π(σ, ν)erg, então ν(K(m)) ≥ 1 − δ. Fixa n ∈ N e tome
g ∈ G∗

n. Seja Eg ⊆ K(m) um conjunto (g, ε)-separado. Deve
existir um i0 = i0(n) ≤ m tal que

|Eg ∩ πX(F i0
G (Σ

+
p ×K))| ≥

|Eg|
m+ 1

, (3.6)

porque, do contrário, como

Eg ⊆ πX(Σ
+
p ×K)∪πX(FG(Σ

+
p ×K))∪· · ·∪πX(Fm(K)

G (Σ+
p ×K))

e, portanto,

Eg =

m(K)⋃
i=0

(
Eg ∩ πX(F i

G(Σ
+
p ×K))

)
,

teŕıamos que

|Eg| ≤
m(K)∑
i=0

|Eg ∩ πX(F i
G(Σ

+
p ×K))| < (m+ 1)

|Eg|
m+ 1

= |Eg|,

o que seria uma contradição.
Se g = gjn . . . gj1, então tomando g̃ = gg

i0
, nós temos que

g−1
i0
(Eg) é um conjunto (g̃, ε)-separado, com g̃ ∈ Gn+m (pois
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|g| = n e |g
i0
| = i0 ≤ m). Ou seja, dado Eg ⊆ K(m) um conjunto

(g, ε)-separado, constrúımos g−1
i0
(Eg) ∩ K que é um conjunto

(g̃, ε)-separado em K, e sabemos relacionar suas cardinalidades
por 3.6. Assim, obtemos

s(K, g̃, ε) ≥ 1

m+ 1
s(K(m), g, ε) ≥ 1

m+ 1
s(K, g, ε),

em que a segunda desigualdade vem do fato de que K ⊆ K(m).
Denote por G̃∗

m+n o subconjunto dos g̃ obtidos na construção
acima. Observe que |G̃∗

m+n| = |G∗
n|, pois para cada g ∈ G∗

n

constrúımos exatamente um g̃ ∈ G̃∗
m+n. Então∑

g∈G∗
n

s(K, g, ε) ≤
∑
g∈G∗

n

s(K(m), g, ε)

≤ (m+ 1)
∑

g̃∈G̃∗
m+n

s(K, g̃, ε)

≤ (m+ 1)
∑

g∈G∗
m+n

s(K, g, ε)

= (m+ 1)pm+n 1

pm+n

∑
g∈G∗

m+n

s(K, g, ε)

= (m+ 1)pm+nSm+n(K, S, ε),

ou seja,

Sm+n(K, S, ε) ≥ 1

pm
1

m+ 1
Sn(K

(m),S, ε) ≥ 1

pm
1

m+ 1
Sn(K, S, ε).
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Logo,

S(K, S, ε) = lim sup
n→∞

1

n+m
logSm+n(K, S, ε)

≥ lim sup
n→∞

1

n+m
log

(
1

pm
1

m+ 1
Sn(K

(m),S, ε)
)

= lim sup
n→∞

1

n+m
logSn(K

(m),S, ε)

≥ lim sup
n→∞

1

n+m
log

(
1

pm
1

m+ 1
Sn(K, S, ε)

)
= S(K, S, ε),

de forma que S(K, S, ε) = S(K(m),S, ε), pois

lim sup
n→∞

1

n+m
logSn(K

(m),S, ε) = S(K(m),S, ε),

o que finaliza a prova da afirmação.
Como vale que Bn(R, S, ε) ≤ Sn(R, S, ε) para quaisquer ε >

0, n ∈ N e R ⊆ X, temos que, para 0 < δ < 1,

inf{S(K, S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}
= inf{S(K(m),S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}

= inf{lim sup
n→∞

1

n
logSn(K

(m),S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}

≥ inf{lim sup
n→∞

1

n
logBn(K

(m),S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}

≥ lim sup
n→∞

1

n
inf{logBn(K

(m),S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}

≥ lim sup
n→∞

1

n
logBν(S, n, ε, δ).

Fazendo ε → 0 e δ → 0, e lembrando que

hK
ν (S) = lim

δ→0
lim
ε→0

lim sup
n→∞

1

n
logBν(X, S, n, ε, δ) ≥ hν(S),
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concluimos a prova.

Como consequência do Teorema B, temos o seguinte resul-
tado.

Corolário 3.13. Seja S : G×X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado. Então⋃

{supp(ν) : Π(σ, ν)erg ̸= ∅ e hν(S) = htop(X, S)} ⊆ Ef
p (X, S).

Em particular, se existe ν ∈ M1(X) de entropia máxima e que
satisfaça Π(σ, ν)erg ̸= ∅, então htop(E

f
p (X, S),S) = htop(X, S).
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Caṕıtulo 4

Função Entropia

Para cada ε > 0 e x ∈ X, definimos

hd(x, ε) = inf{B(K, S, ε) : K é uma viz. compacta de x},

onde o subscrito d enfatiza a métrica usada, e B(K, S, ε) é como
definido na Seção 2.3. Como, por [38], B(K, S, ε) ≤ S(K, S, ε) ≤
B(K, S, ε2), essa definição poderia ser feita equivalentemente em
termos de conjuntos separados.

Já que hd(x, ε) aumenta quando ε → 0, está bem definido o
limite

hd(x) = lim
ε→0+

hd(x, ε)

e é no máximo htop(X, S). Adaptando a prova de [39, Propo-
sition 2.5.3], podemos concluir que hd(x) depende apenas da
topologia de X, e não da métrica espećıfica. Dessa forma, de-
notaremos hd(x) por htop(x).

Definição 4.1. Seja S : G × X −→ X uma ação de semi-
grupo livre finitamente gerado cont́ınua. A função htop : X −→
[0, htop(X, S)] é chamada de função entropia de S.

O próximo teorema dá uma cota inferior, dependendo da en-
tropia métrica, para a função entropia em cada ponto. Além
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disso, prova que o supremo da função entropia é dado pela en-
tropia topológica.

Teorema C. Seja S : G × X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado. Então

i. htop(x) ≥ sup{hν(S) : ν ∈ M1(X), Π(σ, ν)erg ̸= ∅ e x ∈
supp(ν)};

ii. Para todo ε > 0, hd(·, ε) é semicont́ınua superiormente e,
consequentemente, htop é Borel mensurável;

iii. A função entropia htop : X −→ [0,∞] é S-invariante;

iv. Se K ⊆ X é fechado, então supx∈K htop(x) ≥ htop(K, S).
Em particular

sup
x∈X

htop(x) = htop(X, S);

v. htop é S-invariante e, para qualquer ν ∈ M1(X) satisfazendo
Π(σ, ν)erg ̸= ∅, temos∫

X

htop(x)dν ≥ hν(S).

Demonstração. Sabemos que

htop(x) = lim
ε→0

inf{S(K, S, ε) : K vizinhança compacta de x},

e do Teorema B temos que, para ν ergódica,

lim
ε→0

inf{S(K, S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0} ≥ hν(S).
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Como vale a inclusão {K vizinhança compacta de x} ⊆ {K ∈
BX com ν(K) > 0}, podemos concluir que

htop(x) = lim
ε→0

inf{S(K, S, ε) : K vizinhança compacta de x}

≥ lim
ε→0

inf{S(K, S, ε) : K ∈ BX com ν(K) > 0}

≥ hν(S),

provando o item (i).
Para o item (ii), seja ε > 0. Para r ∈ R, se htop(x0, ε) < r,

então existe uma vizinhança fechada K de x0 com B(K, S, ε) <
r. Em particular, htop(x, ε) < r para todo x ∈ K. Logo,
htop(·, ε) é semicont́ınua superiormente. Já que htop(x) pode ser
obtida como o limite de {htop(x,

1
n)}n∈N, que é uma sequência

de funções semicont́ınuas superiormente, segue que htop é Borel
mensurável.

(iv) Cubra K por finitas bolas fechadas B1
1 , . . . , B

1
l1
, as quais

têm diâmetros no máximo 1. Sabemos que

htop(K, S) = max
j

htop(B
1
j ,S),

e isso implica a existência de j1 tal que B(K, S, ε) = B(B1
j1
∩

K, S, ε). Da mesma forma, cobrindo B1
j1
por finitas bolas fecha-

das B2
1 , . . . , B

2
l2
de diâmetro no máximo 1

2 , podemos concluir que
existe um j2 tal que B(K, S, ε) = B(B2

j2
∩K, S, ε). Por indução,

para cada n ≥ 2, existe uma bola fechada Bn
jn

⊆ Bn−1
jn−1

tal que
B(K, S, ε) = B(Bn

jn
∩K, S, ε). Seja x0 o único ponto que está na

interseção de todas as bolas Bn
jn
. x0 é um elemento de K, pois

K é fechado. Se K ′ é uma vizinhança fechada qualquer de x0,
para n ∈ N suficientemente grande teremos que Bn

jn
∩K ⊆ K ′,

o que implica

B(K ′,S, ε) ≥ B(Bn
jn
∩K, S, ε) = B(K, S, ε).
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Já que isso vale para qualquer K ′ vizinhança fechada de x0,
segue que

hd(x0, ε) = inf{B(K ′,S, ε) : K ′ viz. fechada de x0} ≥ B(K, S, ε),

e disso, fazendo ε → 0 e lembrando que hd(x0, ε) ≤ htop(x0) para
todo ε, obtemos

htop(x0) ≥ htop(K, S).

Tomando o supremo dentre todos elementos de K, podemos
concluir que

sup
x∈K

htop(x) ≥ htop(K, S).

Para a parte final da prova do Teorema C precisaremos da
seguinte proposição, que é uma consequência da definição de
função entropia de S e de FG e é, de certa forma, a versão para
função entropia da Proposição 3.3. Escreveremos htop(·,S) e
htop((·, ·),FG) para explicitar qual dinâmica está sendo levada
em consideração. Lembre que, para qualquer espaço topológico
compacto Y , se d′ é uma métrica em Y que gera a topologia de
Y , então htop(·) = hd′(·).
Proposição 4.2. Seja S : G×X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado. Para x ∈ X e ω ∈ Σ+

p ,

htop((ω, x),FG) = htop(x, S) + log p.

Demonstração da Proposição. Fixa ε > 0. Seja x ∈ X e δ > 0.
Existe Z = Z(ε) uma vizinhança fechada de x tal que

hd(x, ε) ≤ B(Z, S, ε) ≤ hd(x, ε) + δ.

Dado ω ∈ Σ+
p , note que Σ

+
p ×Z é uma vizinhança fechada de
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(ω, x). Segue que

hD×d((ω, x), ε) ≤ B(Σ+
p × Z,FG, ε)

≤ B(Z, S, ε) + log p

≤ hd(x, ε) + δ + log p,

onde a segunda desigualdade vem de 3.2. Então, fazendo δ → 0
e ε → 0, concluimos que

htop((ω, x),FG) ≤ htop(x, S) + log p.

Por outro lado, dada Σ×K uma vizinhança fechada de (ω, x)
(a qual podemos assumir sem perda de generalidade que foi to-
mada tal que Σ seja um cilindro e K uma vizinhança fechada
de x), temos, de 3.1, na prova da Proposição 3.3, que

S(K, S, ε) + log p ≤ S(Σ×K,FG, ε),

para todo ε > 0. Logo

hD×d((ω, x), ε) =

= inf{S(V,FG, ε) : V é uma viz. fechada de (ω, x)}
= inf{S(Σ×K,FG, ε) : Σ é um cilindro contendo ω

e K é uma viz. fechada de x}
≥ inf{S(K, S, ε) : K é uma viz. fechada de x}+ log p

= hd(x, ε) + log p,

portanto htop((ω, x),FG) ≥ htop(x, S) + log p e isso conclui a
prova da Proposição.

O próximo Lema garante que a função entropia associada a
FG é FG-invariante.
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Lema 4.3. Seja FG : Σ+
p ×X −→ Σ+

p ×X o skew-product dado
na Definição 2.4. Então a função entropia associada a FG é
FG-invariante.

Demonstração do Lema. Seja (ω, x) ∈ Σ+
p ×X e ε > 0 fixo. Seja

K ⊆ Σ+
p × X uma vizinhança fechada de FG(ω, x). Pela con-

tinuidade de FG, existe M ⊆ F−1
G (K) uma vizinhança fechada

de (ω, x) cujo diâmetro é menor que ε. Então, dado n ∈ N, se
E ⊆ M é (n, ε)-separado em M , então FG(E) ⊆ K é (n− 1, ε)-
separado em K. Isso implica que

Sn(M,FG, ε) ≤ Sn−1(K,FG, ε),

e, portanto,
S(M,FG, ε) ≤ S(K,FG, ε).

Dessa forma, da definição de htop temos

htop((ω, x),FG) =

= lim
ε→0

inf{S(U,FG, ε) : U é viz. fechada de (ω, x)}

≤ lim
ε→0

inf{S(V,FG, ε) : V é viz. fechada de FG(ω, x)}

= htop(FG(ω, x),FG).

Para a desigualdade inversa, tome K ⊆ Σ+
p × X uma vi-

zinhança fechada de FG(ω, x), e considere F−1
G (K), que é vi-

zinhança fechada de (ω, x) e satisfaz FG(F−1
G (K)) = K. Se

F ⊆ F−1
G (K) é um conjunto (n, ε)-gerador de F−1

G (K), então
FG(F ) ⊆ K é um conjunto (n − 1, ε)-gerador de K. Logo
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B(K,FG, ε) ≤ B(F−1
G (K),FG, ε), o que implica

htop(FG(ω, x),FG) =

= lim
ε→0

inf{B(K,FG, ε) : K viz. fechada de FG(ω, x)}

≤ lim
ε→0

inf{B(K ′,FG, ε) : K
′ é viz. fechada de (ω, x)}

= htop((ω, x),FG),

e isso conclui a prova do Lema.

O seguinte Corolário prova o item (iii) do Teorema.

Corolário 4.4. A função entropia associada a S é S-invariante.

Demonstração do Corolário. Seja f ∈ G∗
1, e seja ω = ω1ω2 · · · ∈

Σ+
p tal que g1ω = f . Então, pela Proposição 4.2 e pelo Lema 4.3

temos

htop(x,S) + log p = htop((ω, x),FG)

= htop(FG(ω, x),FG)

= htop((σ(ω), f(x)),FG)

= htop(f(x),S) + log p.

Como isso vale para qualquer f ∈ G∗
1, fica provado o Corolário.

Só falta provar o item (v) do Teorema C. Para tanto, do item
(ii) temos que

sup
(ω,x)∈Σ+

p ×X

htop((ω, x),FG) = htop(Σ
+
p ×X,FG).

Seja α ∈ Merg(Σ
+
p × X). Pelo Lema 4.3 htop((·, ·),FG) é FG-

invariante, logo existe c ≥ 0 com htop(Σ
+
p ×X,FG) ≥ c tal que

htop((ω, x),FG) = c para α-q.t.p. (ω, x). Isso se deve ao fato de
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(FG, α) ser um sistema ergódico. Por (i), aplicado a FG, temos
c ≥ hα(FG). Logo,∫

Σ+
p ×X

htop((ω, x),FG)dα ≥ hα(FG).

Para ν = (πX)∗α obtemos, pela Proposição 4.2,

hν(S) = sup
µ∈Π(σ,ν)erg

{hµ(FG)− log p}

≤ sup
µ∈Π(σ,ν)erg

{∫
Σ+

p ×X

htop((ω, x),FG)dµ(ω, x)− log p

}
= sup

µ∈Π(σ,ν)erg

∫
Σ+

p ×X

(htop((ω, x),FG)− log p) dµ(ω, x)

= sup
µ∈Π(σ,ν)erg

∫
Σ+

p ×X

htop(x,S)dµ(ω, x)

=

∫
X

htop(x,S)dν(x),

o que finaliza a prova.

Definição 4.5. Dizemos que x ∈ X é um ponto de entropia
uniforme e denotamos x ∈ Eup(X, S) se htop(x) > 0.

Dizemos que x ∈ X é um ponto de entropia uniforme total e
denotamos x ∈ Ef

up(X, S) se htop(x) = htop(X, S).

O teorema a seguir relaciona as noções de ponto de entro-
pia e ponto de entropia uniforme. Além disso, mostra que os
conjuntos de pontos de entropia uniforme e pontos de entro-
pia uniforme total são S-invariantes e que, para ν ∈ M1(X)
satisfazendo Π(σ, ν) ̸= ∅ e hν(S) > 0, nós temos supp(ν) ⊆
h−1
top((0,∞])) = Eup(X, S). No caso em que hν(S) = htop(X, S),

vale que supp(ν) ⊆ h−1
top(htop(X, S)) = Ef

up(X, S).
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Teorema D. Seja S : G × X −→ X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado.

i. Ef
up(X, S) ⊆ Eup(X, S) ∩ Ef

p (X, S), e Eup(X, S) ⊆ Ep(X, S).

ii. Se K é um conjunto fechado com htop(K, S) > 0, então
K ∩ Eup(X, S) ̸= ∅. Em particular, Eup(X, S) ̸= ∅ quando
htop(X, S) > 0.

iii. Eup(X, S) e Ef
up(X, S) são S-invariantes.

iv. Eup(X, S) é um conjunto Fσ, ou seja, é uma união enu-
merável de conjuntos fechados de X. Ef

up(X, S) é um con-
junto Fσδ, ou seja, uma interseção enumerável de conjuntos
Fσ de X.

v. Se ν ∈ M1(X) é tal que Π(σ, ν)erg ̸= ∅ e hν(S) > 0, então
supp(ν) ⊆ Eup(X, S).

vi. Se ν ∈ M1(X) é tal que Π(σ, ν)erg ̸= ∅ e hν(S) = htop(X, S),
então supp(ν) ⊆ Ef

up(X, S).

vii. htop(Eup(X, S),S) = htop(X, S).

Demonstração. (i) Seja x ∈ Ef
up(X, S), ou seja, tal que htop(x) =

htop(X, S). Se htop(X, S) > 0, então htop(x) > 0 e, portanto,
x ∈ Eup(X, S).

Como htop(x) = htop(X, S), então dado um δ > 0, existe
ε1 > 0 tal que htop(x, ε) > htop(X, S)−δ para todo ε < ε1. Além
disso, para todo compacto K contendo x vale que htop(x, ε) ≤
S(K, S, ε). Logo,

S(K, S, ε) > htop(X, S)− δ,
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para todo ε < ε1 e todo K compacto contendo x. Fazendo
ε → 0, obtemos que

htop(K, S) ≥ htop(X, S)− δ,

para todo K compacto contendo x. Como vale para qualquer
δ > 0, segue que htop(K, S) ≥ htop(X, S), e portanto x ∈ Ef

p (X, S).
Para a segunda parte do item, seja x ∈ Eup(X, S) e K uma

vizinhança fechada de x.

htop(K, S) = lim
ε→0

B(K, S, ε)

≥ lim
ε→0

inf{B(K ′,S, ε), K ′ é viz. fechada de x}

= htop(x) > 0,

logo, x ∈ Ep(X, S).
(ii) Este item é consequência do item (iv) do Teorema C, que

diz que, se K ⊆ X é fechado, então

sup
x∈K

htop(x) ≥ htop(K, S).

De fato, se htop(K, S) > 0, então segue do Teorema C que
existe x ∈ K com htop(x) > 0, logo K ∩ Eup(X, S) ̸= ∅, o que
vale em particular para K = X.

(iii) Seja x ∈ Eup(X, S). Temos que htop(x) > 0, e do item
(iii) do Teorema C a função htop é S-invariante, portanto também
temos htop(f(x)) > 0 para toda f ∈ G1. Logo, f(x) ∈ Eup(X, S)
para toda f ∈ G1, o que significa que Eup(X, S) é S-invariante.

Da mesma forma, se x ∈ Ef
up(X, S), vale que htop(x) =

htop(X, S) e também que htop(f(x)) = htop(X, S), pois htop é
S-invariante. Logo, f(x) ∈ Ef

up(X, S) para toda f ∈ G1, e por-
tanto Ef

up(X, S) é S-invariante.
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(iv) Vamos assumir sem perda de generalidade que htop(X, S) >
0. Então

Eup(X, S) =
⋃
m∈N

⋃
n∈N

{x ∈ X : hd

(
x,

1

n

)
≥ 1

m
}.

Para cada ε > 0, a função hd(·, ε) é semicont́ınua superiormente,
portanto {x ∈ X : hd(x,

1
n) ≥ 1

m} é fechado para quaisquer
m,n ∈ N , e Eup(X, S) é Fσ.

Já para Ef
up(X, S), temos que, se htop(X, S) < ∞,

Ef
up(X, S) =

⋂
m∈N

⋃
n∈N

{x ∈ X : hd

(
x,

1

n

)
≥ htop(X, S)− 1

m
},

e, se htop(X, S) = ∞,

Ef
up(X, S) =

⋂
m∈N

⋃
n∈N

{x ∈ X : hd

(
x,

1

n

)
≥ m},

de forma que Ef
up(X, S) é Fσδ.

(v) Por C, temos que

htop(x) ≥ sup{hν(S) : ν ∈ M1(X),Π(σ, ν) ̸= ∅ e x ∈ supp(ν)}.
Seja ν ∈ M1(X) com Π(σ, ν) ̸= ∅ e hν(S) > 0. Então, se
x ∈ supp(ν),

htop(x) ≥ sup{hν(S) : ν ∈ M1(X),Π(σ, ν) ̸= ∅ e x ∈ supp(ν)}
≥ hν(S) > 0,

de onde htop(x) > 0 e, portanto, x ∈ Eup(X, S).
(vi) Seja ν ∈ M1(X) com Π(σ, ν) ̸= ∅ e hν(S) = htop(X, S).

Então

htop(X, S) ≥ htop(x)

≥ sup{hν(S) : ν ∈ M1(X),Π(σ, ν) ̸= ∅ e x ∈ supp(ν)}
≥ hν(S)
= htop(X, S).
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Ou seja, htop(x) = htop(X, S) e, portanto, x ∈ Ef
up(X, S).

(vii) Para este item basta imitar o argumento feito no item
(iii) do Teorema A.

Definição 4.6. Dizemos que uma ação cont́ınua de semigrupo
livre S : G×X −→ X associada ao semigrupo finitamente gerado
G satisfaz a propriedade da especificação orbital forte (conceito
introduzido em [38]) se, para qualquer ε > 0, existe p(ε) > 0 um
inteiro tal que, para

• qualquer hpj ∈ G∗
pj
,

• quaisquer pontos x1, . . . , xk ∈ X,

• quaisquer números naturais n1, . . . , nk (com pj ≥ p(ε) para
1 ≤ j ≤ k),

• e quaisquer g
nj ,j

= ginj ,j . . . gin2 ,jgin1 ,j ∈ Gnj
(onde 1 ≤ j ≤

k) elementos do semigrupo,

existe x ∈ X tal que

d(g
l,1
(x), g

l,1
(x1)) < ε

para todo l = 1, . . . , n1 e

d(g
l,j
hpj−1

. . . g
n2,2

hp1gn1,1
(x), g

l,j
(xj)) < ε

para todo j = 2, . . . , k e l = 1, . . . , nj (aqui estamos conside-
rando g

l,j
= gil,j . . . gi1,j).

É interessante notar que, no caso de uma dinâmica só, essa
definição recai na definição da propriedade da especificação.

No teorema a seguir mostramos que a propriedade da espe-
cificação orbital forte implica que todo ponto é um ponto de
entropia total uniforme.
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Teorema E. Seja S : G×X −→ X uma ação de semigrupo livre
finitamente gerado tal que todo g ∈ G1 é um homeomorfismo
local. Se S satisfaz a propriedade da especifição orbital forte,
então htop(x) = htop(X, S), para todo x ∈ X.

Demonstração. Como S tem a propriedade da especificação or-
bital forte, então por [38, Theorem 11] temos que htop(X, S) > 0
e que todo ponto é um ponto de entropia total.

Fixa ζ > 0. Existe ε0 > 0 tal que

S(X, S, ε) ≥ htop(X, S)− ζ, (4.1)

para todo ε ∈ (0, ε0). Pela definição da função entropia, existe
η ∈ (0, ε0) tal que para todo ε ∈ (0, η) existe uma vizinhança
fechada de x, digamos K = K(ε4), para a qual temos

htop(x)− ζ < S
(
K, S,

ε

4

)
< htop(x) + ζ.

Fixa ε ∈ (0, η) e seja p(ε) ∈ N como dado pela propriedade
da especificação orbital forte. Como Gp(ε) tem finitos elementos
com finitos ramos inversos, então existe Cε (que depende de ε e
tende a zero quando ε → 0) tal que

diam(h−1(B(y, ε))) ≤ Cε,

para h ∈ Gp(ε) e y ∈ X.
Fixa h = hip(ε) . . . hi1 ∈ G∗

p(ε). Toma n ≥ 1 e g = gin . . . gi1 ∈
Gn arbitrários. Seja E = {x1, . . . , xl} ⊆ X um conjunto (g, ε)-
separado maximal e considere um aberto W ⊆ K definido como
o conjunto de pontos y ∈ K tais que d(y, ∂K) > Cη. Assuma
que 0 < ε ≤ η satisfaz ε+ Cε < Cη.

Dado um conjunto ε-separado F = {z1, . . . , zm} ⊆ W , pela
propriedade da especificação, para qualquer xi ∈ E e zj ∈ F
existe yji ∈ B(zj,

ε
4) ∩ h−1(B(xi, g,

ε
4)).
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Como diam(h−1(B(y, ε4))) ≤ C ε
4
, segue que

Cη ≤ d(zj, ∂K)

≤ d(zj, y
j
i ) + d

(
yji , h

−1
(
B
(
xi, g,

ε

4

)))
+

d
(
h−1

(
B
(
xi, g,

ε

4

))
, ∂K

)
≤ ε

4
+ C ε

4
+ d

(
h−1

(
B
(
xi, g,

ε

4

))
, ∂K

)
,

o que implica que d(h−1(B(xi, g,
ε
4)), ∂K) ≥ Cη − ε

4 − C ε
4
> 0.

Disso podemos concluir que h−1(B(xi, g,
ε
4)) ⊆ K, para todo

i. Uma vez que {xi}li=1 é (g, ε)-separado, segue que os conjuntos
B(xi, g,

ε
4), com i = 1, . . . , l são dois-a-dois disjuntos e os pontos

yji ∈ K são (gh, ε4)-separados. Isso prova que

s
(
K, gh,

ε

4

)
≥ s(X, g, ε)ṡ(K, Id, ε) ≥ s(X, g, ε).

Os elementos g e h foram escolhidos arbitrariamente, por-
tanto somando sobre todas as posśıveis concatenações, fazendo
n → ∞, e lembrando de 4.1 deduzimos que

htop(x) + ζ ≥ S
(
K, S,

ε

4

)
≥ S(X, S, ε) ≥ htop(X, S)− ζ,

de onde obtemos que htop(x) ≥ htop(X, S)−2ζ. Como ζ pode ser
escolhido arbitrariamente, segue que htop(x) = htop(X, S).

O último teorema mostra que entropia topológica de uma
ação de semigrupo livre pode ser computada em termos de con-
juntos enumeráveis.

Teorema F. Seja S : G × X → X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado. Então existe um subconjunto fechado
enumerável K ⊆ X tal que htop(K, S) = htop(X, S). Além disso,
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i. K pode ser escolhido de forma que tenha no máximo um
ponto de acumulação;

ii. K tem um único ponto de acumulação se, e somente se,
existe x ∈ X com htop(x) = htop(X, S).

Demonstração. O teorema será consequência da seguinte pro-
posição.

Proposição 4.7. Seja S : G×X → X uma ação de semigrupo
livre finitamente gerado e htop sua função entropia.

i. Se K é um subconjunto fechado com um único ponto de
acumulação x0, então htop(x0) ≥ htop(K, S).

ii. Seja x0 ∈ X. Então existe um subconjunto fechado enu-
merável K ⊆ X tal que x0 ∈ K é seu único ponto de acu-
mulação em X e htop(x0) = htop(K, S).

Demonstração da Proposição. (i) Seja ε > 0. Por hipótese, para
qualquer vizinhança Z de x0, temos que K \ Z é finito, e isso
implica que B(Z, S, ε) ≥ B(K, S, ε). Da definição de htop temos
que

htop(x0) ≥ hd(x0, ε) ≥ B(K, S, ε).

Fazendo ε → 0 obtemos que htop(x0) ≥ htop(K, S).
(ii) Assuma que htop(x0) < ∞. Para cada n ∈ N, definimos

Kn =

{
x ∈ X : d(x, x0) ≤

1

n

}
.

Para cada m ∈ N, escolhemos εm > 0 tal que

htop(x0)−
1

m
< inf

n∈N
S(Kn,S, εm) = inf

n∈N
lim sup
k→∞

1

k
logSk(Kn,S, εm).
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Assim, existe uma sequência crescente {kn,m}n∈N ⊆ N tal que,
para todo n ∈ N,

1

pkn,m

∑
g∈G∗

kn,m

S(Kn, g, εm) = Skn,m(Kn,S, εm) ≥ ekn,m(htop(x0)− 1
m ).

Tome g ∈ G∗
kn,m

e denote por Eg,(n,m) um conjunto (g, εm)-
separado de Kn de máxima cardinalidade. Defina

En,m =
⋃

g∈G∗
kn,m

Eg,(n,m) ∪ {x0} e K =
⋃
m≥1

⋃
n≥1

En,m.

Se V é uma vizinhança de x0, então pela definição dos con-
juntos Kn, nós temos que Kn0

⊆ V para algum n0 ∈ N suficien-
temente grande. Então

K \ V ⊆ K \Kn0
⊆

n0−1⋃
m=1

n0−1⋃
n=m

En,m.

Como cada En,m é finito, K \ V é finito e isso garante que x0 é
o único ponto de acumulação posśıvel para K.

Agora vamos mostrar que htop(x0) = htop(K, S). Para fazer
isso, fixa m ∈ N. Para n ≥ m, tome g ∈ G∗

kn,m
, e note que

Eg,(n,m) é um conjunto (g, εm)-separado em K. Dáı

1

pkn,m

∑
g∈G∗

kn,m

s(K, g, εm) ≥
1

pkn,m

∑
g∈G∗

kn,m

|Eg,(n,m)| ≥ ekn,m(htop(x0)− 1
m ).
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Nesse caso, obtemos

htop(K, S) ≥ S(K, S, εm)

= lim sup
k→∞

1

k
logSk(K, S, εm)

≥ lim sup
n→∞

1

kn,m
logSkn,m(K, S, εm)

≥ lim sup
n→∞

1

kn,m
log ekn,m(htop(x0)− 1

m )

= htop(x0)−
1

m
.

Como a desigualdade vale para qualquer m ∈ N , temos que
htop(K, S) ≥ htop(x0). Aplicando o item (i) obtemos a igualdade
que queŕıamos.

Agora podemos provar o Teorema F. Para ε > 0, considere
Bε(x) a bola aberta de raio ε e centro em x. Como X é com-
pacto, pelo Teorema C existe uma sequência {xn}n∈N ⊆ X tal
que

lim
n→∞

xn = x0 e lim
n→∞

htop(xn) = htop(X, S).

Seja {rn}n∈N uma sequência dada de números reais positivos
que converge a zero. Aplicando a Proposição 4.7, dado n ∈ N, é
posśıvel tomar um subconjunto enumerável fechado Kn tal que
htop(Kn,S) = htop(xn) e xn é seu único ponto de acumulação em
X. Além disso, Kn \ Brn(xn) é um subconjunto finito e, com
essa observação, podemos assumir sem perda de generalidade
que Kn ⊆ Brn(xn).

Defina K = ∪n∈NKn ∪ {x0}. Como cada Kn é um conjunto
enumerável fechado, K é enumerável fechado e o conjunto de
pontos de acumulação deK é {x0}∪{xn : n ∈ N}, como xn → x0
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e rn → 0 quando n → ∞. Assim,

htop(K, S) ≥ htop(Kn,S) = htop(xn),

o que implica que

htop(K, S) ≥ lim
n→∞

htop(xn) = htop(X, S),

e isso termina a prova, tomando K como o conjunto desejado,
uma vez que htop(K, S) ≤ htop(X, S).
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Caṕıtulo 5

Exemplos

O primeiro exemplo considera uma ação de semigrupo livre em
que o conjunto gerador é dado por funções expansoras.

Exemplo 5.1. Dizemos que um difeomorfismo local f : M −→
M de classe C1 em uma variedade Riemanniana compacta M

é expansor se existem constantes C > 0 e 0 < λ < 1 tais que
∥(Dfn(x))−1∥ ≤ Cλn para todo n ≥ 1 e x ∈ M . Em [38,
Theorems 13 e 16] é mostrado que se G∗

1 = {g1, g2, . . . , gk} é
um conjunto finito de funções expansoras agindo em M e G é
o semigrupo livre gerado por G1, então S tem a propriedade da
especificação orbital forte e todo ponto x ∈ M é um ponto de
entropia total para S. Além disso, pelo Teorema E, htop(x) =
htop(M, S) para todo x ∈ M .

O próximo exemplo mostra que é posśıvel ter uma ação de
semigrupo livre com um conjunto gerador que não é dado por
funções expansoras, mas cujo conjunto dos pontos de entropia
total continua sendo todo o espaço de fase.

Exemplo 5.2. Para qualquer β > 0, considere a função fβ :
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[0, 1] −→ [0, 1] dada por

fβ(x) =

{
x(1 + (2x)β), se x ∈ [0, 12 ]

2x− 1, se x ∈ (12 , 1],

também conhecido como função de Manneville-Pomeau. Em-

Figura 5.1: Gráfico da função de Manneville-Pomeau.

bora fβ não seja cont́ınua, ela induz uma transformação do
ćırculo f̃β : S1 −→ S1 que é cont́ınua e topologicamente mixing.

Seja G o semigrupo gerado por G1 = {Id, f̃β, Rα}, em que
Rα é a rotação de ângulo α. Nenhum dos elementos de G1 é
expansor. De novo, como mostrado em [38], temos que todo
x ∈ S1 é um ponto de entropia total.

Nos exemplos anteriores o conjunto dos pontos de entropia
era todo o espaço de fase. No próximo exemplo é apresentada
uma ação de semigrupo livre para a qual o conjunto dos pontos
de entropia não é o espaço todo.

Exemplo 5.3. Sejam X1 e X2 espaços métricos compactos não-
vazios. Para i ∈ {1, 2} tome fi : Xi −→ Xi e gi : Xi −→ Xi

funções cont́ınuas. Então, defina X = X1 ∪X2, e

f(x) =

{
f1(x), se x ∈ X1

f2(x), se x ∈ X2
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e

g(x) =

{
g1(x), se x ∈ X1

g2(x), se x ∈ X2.

Se f2 = g2 = IdX2
nós temos que a entropia topológica da

ação de semigrupo gerado por G1 = {IdX , f, g} coincide com
a entropia topológica da ação de semigrupo gerado por H1 =
{IdX1

, f1, g1}. Em particular, Ep(X, S) ⊆ X1 ̸= X, no caso em
que a ação de semigrupo livre do semigrupo gerado por H1 tem
entropia topológica positiva.

Na Proposição 3.10 vimos que se a entropia topológica de um
subconjunto fechado é positiva então esse subconjunto contém
um ponto de entropia. No exemplo a seguir veremos que a
rećıproca não é necessariamente verdadeira.

Exemplo 5.4. Considere

C =

(
2 1
1 1

)
e I =

(
1 0
0 1

)
.

Defina

A =

C 0 0
0 I 0
0 0 0

 e B =

I 0 0
0 C 0
0 0 0

 ,

matrizes em M5×5(Z). Temos que AB = BA e, como para
qualquer x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ T5 e m,n ∈ N ∪ {0},

AnBm(x) = (Cn(x1, x2), C
m(x3, x4), 0),

essas matrizes induzem endomorfismos lineares não transitivos
no toro T5 = R5/Z5. A ação dada pelo semigrupo gerado por
G1 = {IdT5, A,B} não admite um ponto com órbita densa. Ou-
tra consequência importante é que htop(π({(0, 0, 0, 0, x) : x ∈
R}),S) = 0, em que π : R5 −→ T5 é a projeção canônica.
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Por outro lado, dado z ∈ π({(0, 0, 0, 0, x) : x ∈ R}), temos
que htop(z) > 0, ou seja, z ∈ Eup(T5,S). De fato, seja z ∈
π({(0, 0, 0, 0, x) : x ∈ R}) e K ⊆ T5 uma vizinhança fechada
de z. Então existem y ∈ R tal que π(0, 0, 0, 0, y) = z, U ⊆ R
vizinhança fechada de 0 e V ⊆ R vizinhança fechada de y tais
que π(U × U × U × U × V ) ⊆ K é uma vizinhança fechada
de z. Note que, por [40], dado α ∈ (0, 1), para todo ε > 0
suficientemente pequeno nós temos que

B(π(U × U × U × U × V ),S, ε) ≥ log
4α

2
,

o que implica que B(K, S, ε) ≥ B(π(U×U×U×U×V ),S, ε) ≥
log 2. Dessa forma, como para qualquer vizinhança fechadaK de
z nós temos que B(K, S, ε) ≥ log 2, segue que htop(z) ≥ log 2 >

0.

No próximo exemplo apresentamos uma ação de semigrupo li-
vre que é topologicamente transitiva, possui entropia topológica
positiva, mas cujo conjunto dos pontos de entropia uniforme
total não coincide com o espaço todo.

Exemplo 5.5. Seja X = [0, 2] e considere a função f1 : X −→
X (veja a Figura 5.2) definida por

f1(x) =


1− |1− 3x|, se x ∈ [0, 23 ],

3x− 2, se x ∈ [23 , 1],

x, se x ∈ [1, 2].

Nesse caso f1([0, 1]) = [0, 1], f1|[0,1] é topologicamente transitiva
e htop([0, 2], f1) = log 3.

Seja f2 : X −→ X (veja a Figura 5.3) definida por

f2(x) =

{
x, se x ∈ [0, 1],

2− |3− 2x|, se x ∈ [1, 2].
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Figura 5.2: Gráfico da função f1.

Note que f2([1, 2]) = [1, 2], f2|[1,2] é topologicamente transitiva

Figura 5.3: Gráfico da função f2.

e htop([0, 2], f2) = log 2. Seja G o semigrupo livre gerado por
G1 = {Id, f1, f2} e seja S : G × X −→ X a ação de semigrupo
livre induzida por G em X. Como para quaisquer dois conjuntos
abertos U, V ⊆ X existe n ∈ N para o qual fn

1 (U) ∩ V ̸= ∅ ou
fn
2 (U) ∩ V ̸= ∅, nós temos que S é topologicamente transitiva.
Como

f1|[0,1] ◦ f2|[0,1] = f2|[0,1] ◦ f1|[0,1] = f1|[0,1],
e f1|[0,1] satisfaz a propriedade da especificação (que coincide
com a propriedade da especificação orbital forte quando consi-
deramos o semigrupo gerado por f1|[0,1]), pelo Teorema E temos
que htop(x) = log 3 para qualquer x ∈ [0, 1]. Por outro lado,
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como
f1|[1,2] ◦ f2|[1,2] = f2|[1,2] ◦ f1|[1,2] = f2|[1,2],

temos, pelo Teorema E e usando que f2|[1,2] tem a propriedade
da especificação, que htop(x) = log 2 para qualquer x ∈ [1, 2], de
forma que temos Ef

up([0, 2],S) = [0, 1] ̸= [0, 2].
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