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CAPITULO 1

Introducao

Os Teoremas de Lie criam uma conexao clara (e functorial) entre duas estruturas
incrivelmente interessantes: A categoria dos grupos de Lie e a categoria das algebras de
Lie. Um grupo de Lie G é uma variedade com estrutura de grupo a qual sua multiplicacao
e inversao sao diferenciaveis.

Como veremos, podemos induzir no espac¢o tangente da unidade de um grupo de Lie
uma estrutura de algebra de Lie g. Esta construcao é relativamente simples e sera bem
especificada neste trabalho. A luz dessa construcao temos o Primeiro Teorema de Lie, que
nos permite associar a cada grupo de Lie, o seu recobrimento universal que continuara
sendo um grupo de Lie e, além disso, possuira a mesma estrutura de algebra de Lie do
grupo original.

As discussoes para grupos de de Lie simplesmente conexos terao grande énfase, ja que,
como o paragrafo acima indica, os teoremas de Lie se baseiam em tais estruturas. Neste
trabalho faremos uma construcao functorial dos chamados recobrimentos universais para
espagos topoldgicos com propriedades suficientemente boas usando estruturas denomina-
das grupdides fundamentais. Quando aplicada em um grupo de Lie, mostraremos que tal
construcao se relaciona muito bem com o produto, tendo assim uma descri¢ao em termos
deste tltimo.

Voltando a discussao do segundo paragrafo, vemos que tal construcao é feita sem
nenhuma hipétese adicional com relagao ao grupo de Lie dado, o que induz a perguntar:
Dada uma &lgebra de Lie g, existe um grupo de Lie G que a integre? Ou seja, de modo
que no espaco tangente a unidade desse grupo, obtemos a mesma estrutura desta algebra
de Lie.

A resposta é positiva, no caso em que g tem dimensao finita. O Terceiro Teorema de
Lie nos garante a existéncia de tal grupo, e este sera um dos principais focos das discussoes
aqui presentes.

Existem muitas demonstracoes possiveis para o Terceiro Teorema de Lie, tomando por
exemplo, podemos citar a demonstracao que se utiliza do Teorema de Ado, que associa a
cada algebra de Lie, uma algebra de matrizes via o comutador, que pode ser interpretado
como um grupo de Lie. Porém Duistermaat & Kolk ([8]) apresentam uma demonstragao
construtiva, na qual é utilizada o espago de caminhos P(g) de uma determinada dlgebra de
Lie g quocientado pelo conjunto de caminhos nulomotépicos N (g) visto como um grupo de
Lie, a qual integrard g. O subgrupo N(g) é, em um primeiro momento, descrito em termos
da formula de variacao de parametros, que descreve como homotopias se comportam em
variedades a partir das variagoes infinitesimais com relagao aos parametros adotados.
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Neste trabalho, faremos uso de construcoes andlogas, porém a estrutura de grupo e a
descrigdo de N(g) serao feitos em termos dos chamados grupos Hamiltonianos. Campos
Hamiltonianos surgem naturalmente do estudo de estruturas Poisson (M, {-,-}), ja que,
como tais estruturas sao compostas por colchetes no espaco das fungoes que satisfazem
Leibniz, para cada funcdo fixada teremos por resultado um campo vetorial Hy € X(M)
que age em fungoes a partir da derivada de Lie. Veremos que, via folheagoes simpléticas
de uma variedade Poisson, ou seja, uma folheacao em que cada folha é uma variedade
imersa e possui uma estrutura simplética, podemos mostrar com uma riqueza muito maior
de detalhes como o grupo de nulomotopias se comporta em P(g), o descrevendo apenas
em termos da dlgebra de Lie g, ja que teremos uma nog¢ao natural da férmula de variagao
de parametros sem fazer mencao de um grupo de Lie que integre g.

A dissertacao esta dividida em trés partes. Na primeira parte faremos a introducao dos
conceitos basicos da teoria de categorias, em especial, o conceito de grupodide fundamental.
Tal grupdide serd munido de uma estrutura topologia denominada topologia laco. Tal
construcao é importante, pois a partir desta teremos condigoes de munir todo grupo de
Lie de um recobrimento universal, que por consequéncia de suas estruturas diferenciaveis,
tera a mesma algebra de Lie do primeiro. Este é denominado o Primeiro Teorema de Lie.

Na segunda parte serao discutidos grupos e algebras de Lie, mostrando explicitamente
a ligagao destas estruturas. Em especial, sera descrita a construcao functorial da algebra
de Lie de um grupo de Lie. Também sera introduzido os conceitos mais basicos de Geome-
tria de Poisson. Nestes ultimo, discutiremos o grupo hamiltoniano de uma determinada
variedade, bem como a construcao das referidas folheagoes simpléticas.

Na terceira parte, inicialmente daremos énfase para os chamados Grupos de Banach-
Lie. Estudaremos os espacos de caminhos de grupos de Lie e de algebras, exibindo uma
correspondéncia homeomorfica entre estas estruturas, que serao tratadas como grupos
de Banach-Lie posteriormente. Com tais construgoes, daremos as demosntracoes dos trés
teoremas de Lie, juntamente com a relagao entre os functores Lie e Int. Por fim, exibiremos
um caso em que o Terceiro Teorema de Lie falha, mais especificamente, tomando uma
estrutura de algebra de Lie com dimensao infinita que nao pode ser “integrada” a um
grupo de Lie G.
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CAPITULO 2

Categorias

1. Categorias

Na matematica, é comum a generalizagoes de conceitos, onde uma definicao “engloba”
outras defini¢cbes, aumentando a quantidade de resultados aplicaveis nestas ultimas. A
teoria de Categorias faz isso com perfeicao, generalizando conceitos como fungoes entre
conjuntos, por exemplo.

DEFINICAO 2.1. Uma categoria C consiste em:

1) Uma cole¢io Cy de objetos;
2) Uma cole¢ao Cy de morfismos (ou setas);
3) Mapas

u:Cy— Cy, s,t:C7; — Co,
chamados respectivamente unidade, source, target ¢ uma multiplicagao (ou com-
posicao)
m : O} X)) C1 — Ch, m(g, h) := gh,
definida na colecdo
C1 X(s) C1 = {(9,h) € C1 x C1 | s(g) = t(h)}
de setas componiveis, que satisfazem:

a) u(t(g))g = g = gu(s(g)).

b) s(gh) = s(h),

¢) t(gh) = t(g)

d) (gh)k = g(hk),

para todos (g, h, k) € C1 X(st) C1 X (s,4) Ci.

Desta forma, podemos pensar em uma categoria C como uma cole¢ao de objetos Cy =
Ob(C) e uma colegao de setas C1 = Ar(C), munidos de algumas operagoes:

O mapa source s e 0 mapa target t, os quais tomam setas f € (] e associam elementos
z,y € Cy, tais que x = s(f) e y = t(f). Além disso, essas tais setas podem ser denotadas
por

fix—uy ou R Y

Uma Identidade

u:Cy— (Y,
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que a cada objeto x € () associa a seta identidade id, = 1, : * — .
Uma multiplicacao

m: Cl X (s,t) Cl — Cl,

a qual associa a cada par de mapas (g, f) componiveis, uma seta gf que chamamos de
multiplicagao de g e f, de modo que s(gf) = s(f) e t(gf) = t(g). Teremos o seguinte
diagrama comutativo para a multiplicacao:

z
o
g

Tal multiplicagao deve ser associativa, ou seja, dadas f : x — vy, g : y — z e
k : z — w, entao

k(gf) = (kg)f.

A associatividade da multiplicacao implica que o diagrama a seguir comuta.

f
r——y
gfl % lkg
Z—w
k
Além disso, para todas as setas f:x > yeg:y— z,
(idy)f = f e g(idy) = g.

OBSERVAGAO 2.1. A multiplicagdo de setas € usualmente chamada de composigao,
e sua notacao serd feita tanto por f o g quanto pela simples concatenacao dos elementos
f e g. Essa alternancia na notagao ocorrerd por conveniéncia.

Visto a existéncia das setas identidades id, € Ar(C) para cada z € Ob(C), podemos
fazer uma identificacao natural destas com cada elemento da colecao de objetos. Logo,
a colecao de setas carrega, de certa forma, todas as informacgoes necessarias de uma
determinada categoria.

A seguir seguem exemplos intuitivos de categorias, que expressam bem a generalidade
citada no inicio da secao.

EXEMPLO 2.1. Podemos definir dois exemplos triviais, comec¢ando pela categoria nula,
que nao possui elementos e setas, e a categoria formada por um elemento e pela sua seta
unitdria.

EXEMPLO 2.2. Conjuntos e mapas entre estes formam a categoria Sets, onde a mul-
tiplicagdo é a composigao (no sentido usual). Deste, vemos que grupos e homomorfismos
formam uma categoria.
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EXEMPLO 2.3. Espacos topoldgicos e mapas continuos entre estes formam uma ca-
tegoria Top, novamente com a composicao de mapas como multiplicacao. Neste caso,
restringindo estes mapas a homeomorfismo, podemos obter uma estrutura de subcatego-
ria, que serda apresentada a seguir.

DEFINICAO 2.2. Uma subcategoria S de uma categoria C € composta por uma sub-
colegdo de objetos e por uma subcolecao de setas, a qual inclui os objetos s(f) e t(f) para
cada f € S, contém id, para cada x € S e ainda contém a composi¢io/multiplicag¢io de
setas componiveis em Ar(S).

2. Grupdides

Dada uma categoria C e uma seta f : z — y em Ar(C), dizemos que f é invertivel se
existe uma seta ¢ : y — = em Ar(C), tal que

Se um tal elemento existe, entao ele é inico, em cujo caso o denotamos por f—!.
DEFINICAO 2.3. Um grupdide G € uma categoria em que toda seta é invertivel.

Como inversas sao tunicas, podemos equivalentemente pedir a existéncia de uma funcao
inversa

i:Gy— Gy, i(9)=g""
tal que para todo g € Gy,
g9 =i(s(g)). 99~ =i(t(g))-

DEFINICAO 2.4. Um subgrupdide G’ de um grupdide G € uma subcategoria que, além
disso, € um grupoide com as operacoes induzidas.

EXEMPLO 2.4. Um grupo G pode ser interpretado como um grupdide com apenas
um objeto. Mais precisamente, a colecao de objetos tera apenas um elemento genérico, a
colecao de setas é identificada com G e multiplicacao identificada com o produto herdado
deste ultimo.

EXEMPLO 2.5. Se um grupo G age em um conjunto X, existe um grupéide de acgao
G x X com

S(g,l’) =, t(g,l‘) =g, m((g,hx),(h,x)) = (gh,l'), l(g,l') = (g_l7g'x)7 Ll(CL’) -
EXEMPLO 2.6. Seja X um conjunto, X x X é um grupdide com

s(,y) =y, tlxy) =2, mzy),(y2)=(2), ilzy =z, u)=

Este é chamado grupdéide par.

ExEMPLO 2.7. Uma relagao de equivaléncia R C X x X em um conjunto X é um
subgrupédide do grupdide par, a qual é denotado por X x X = X.

OBSERVACAO 2.2. O Ezemplo 2.7 mostra que, de certa forma, grupdides generalizam
o conceito de relacao de equivaléncia.

(1, x).

(x, ).
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3. Functores

Dados os exemplos mais simples e naturais, podemos nos perguntar se podemos rela-
cionar categorias, de modo a preservar determinadas propriedades e fazer identificagoes
entre elementos. No contexto das categorias, isto é feito pelos functores, definidos a
seguir:

DEFINICAO 2.5. Um functor entre duas categorias C e B, € um mapa
T:C— B,

que associa a cada objeto ¢ € Ob(C) um objeto T'(c) € Ob(B), € a cada seta f:c— ¢ €
Ar(C) uma seta T'f : Tc — Tc € Ob(B) com as sequintes propriedades:

T(id,) = idz.

T(fog)=T(f)oT(g) € Ar(B)
para cada f,g € Ar(C) componiveis.

EXEMPLO 2.8. A partir do nosso exemplo Set podemos definir o functor P : Set — Set,
onde cada conjunto X é associado ao conjunto de suas partes, com elementos todos os
subconjuntos S € X, enquanto cada seta f : X — Y é associada ao mapa Pf : P(X) —
PY, que associa cada subconjunto S C X a sua imagem f(S5).

EXEMPLO 2.9. Categorias e functores formam a categoria denotada por Cat.
ExEmMPLO 2.10. Grupdides e functores formam a categoria denotada por Grpd.

ExXEMPLO 2.11. Dada uma categoria C e uma subcategoria S, entao o operador in-
clusdo § — C (a inclus@o tanto para objetos quanto para setas) serd um functor.

DEFINICAO 2.6. Uma transformacdao natural « : F' — G entre dois functores F,G :
C — D ¢é um mapa de functores, a qual consiste de uma seta o, : F(a) — G(a) para cada
objeto a de C, de modo que para cada seta f:a — b, o diagrama a sequir comuta:

F(a) F(b)
aal lab
G(a) G(b)
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4. Grupdides topologicos

Assim como é natural, entre fungoes continuas entre espacos topoldgicos, introduzir
uma noc¢ao de proximidade, é natural introduzir o conceito de grupéide topolégico:

DEFINICAO 2.7. Um grupdide topoldgico é um grupdide onde as colecoes de elementos
e setas sao espacos topologicos, e 0s mapas estruturais sao continuos.

Neste trabalho, estamos interessados em munir um grupédide especifico de uma estru-
tura de grupdide topoldgico, o grupoide fundamental, que serd introduzido nas segoes a
seguir.

DEFINICAO 2.8. Um functor continuo F : G — G’ entre grupdides topoldgicos é um
functor cujos mapas F : Ob(G) — Ob(G") e F: Ar(G) — Ar(G’) sao continuos.

Desta forma, podemos definir a seguinte categoria:

DEFINICAO 2.9. A colecao de objetos formada por grupdides topoldgicos e a colecao
de setas formada pelos functores continuos entre estes, define a categoria denominada
TopGrps.

O exemplo mais simples de grupdide topoldgico nao trivial é andlogo ao exemplo mais
simples de grupdide também nao trivial:

DEFINIGAO 2.10. Um grupo G € dito um grupo topolégico, se este é um espago
topologico de tal forma que os mapas estruturais sao continuos.

EXEMPLO 2.12. Seja GG um grupo topoldgico. Entao G é grupdide topoldgico com
G1 =G e Gy = {*} (ver exemplo 2.4).






CAPITULO 3

O grupédide fundamental

1. O grupodide fundamental

Neste trabalho, o termo caminho significara uma funcao continua f : I — X, onde
I =10,1] e X é um espago topoldgico. Dado um espago topolégico X, dizemos que os
caminhos ¢y, ¢; : I — X sao homotdpicos se existe uma aplicacao continua

H:IxI—X,

de modo que
(1) H(0,t) = co(t), H(1,t) = c1(¢).

Se ambos caminhos tém os mesmos extremos

co(0) =z = c1(0), co(l) =y =al(l),

dizemos que uma homotopia H : [ x I — X entre esses caminhos tem extremos fixos
se

H(e,0) =z, H(e1) =y, HO,t) = cot),  H(Lt) =c(t).

Esta aplicacao é chamada de homotopia de extremos fixos, e caso exista tal aplicacao
entre dois caminhos f, g : I — X, denotaremos f ~ g. Além disso, tal relagao define uma
relacao de equivaléncia:

(1) f ~ f,ja que podemos tomar a aplicacao H (e, t) = f(t).

(2) Se f ~ g, entdo existe H (¢, t) tal como (1). Assim, tomando F'(e,t) = H(1 — t,t),
vemos que g ~ f.

(3) Se f ~ g e g ~ h, entdo existe uma homotopia Hy(e,t) entre f e g e uma
homotopia H (e, t) entre g e h, desta forma

¢ homotopia de caminhos entre entre f e h.

OBSERVAGAO 3.1. Denotaremos por [f| a classe de equivaléncia de um caminho f :
I — X em X.

15
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f(t)

FiGurA 1. Uma homotopia é uma deformagao continua entre duas curvas.
No caso desta figura, temos os pontos finais fixados.

LEMA 3.1. Dados f,g : I — X caminhos e F': X — Y continua. Entdao se f ~ g,
teremos F f ~ Fg.

DEMONSTRAGAO. De fato, se f ~ g, deve existir homotopia de extremos fixos H :
I x I — X entre estas. Desta forma basta tomarmos FFH : [ x [ — X, a composi¢ao da
homotopia H com a aplicagao F'. [l

Além disso, uma importante classe de caminhos sao os loops em um ponto = € X, ou
seja, os caminhos em X tais que f(0) = f(1) = z. Dizemos que um loop é nulomotépico
se este é homotdpico a um ponto (visto como o caminho constante).

DEFINIGAO 3.1. Seja X um espago topolégico e x € X. Entao definimos m (X, )
como o conjunto das classes de equivaléncia de loops em x.

Agora, dados caminhos f,g : I — X tais que f(1) = ¢(0), podemos definir a sua
concatenacao via a formula

fet), o<t<!
(9®f)(t):{g(2£_)1), Lot<l

Quando tomamos f® (g ® h) e (f ® g) ® h, as parti¢oes do intervalo I podem, em geral,
gerar imagens diferentes tempo a tempo. Para “solucionar” esta nao associatividade,
podemos definir [f] @ [¢g] := [f ® g] no conjunto das classes de equivaléncia, que através
do Lema a seguir, esta bem definida:

LEMA 3.2. Sejam f, f': I — X caminhos que ligam z,y € X eg,g : I — X caminhos
que ligam v,z € X, tais que f ~ f' e g ~ ¢'. Nessas condigoes, teremos f © g~ f' ® ¢'.

DEMONSTRAGAO. De fato, tomando Hy : I x I — X homotopia entre f e f' e
Hy: I x I — X homotopia entre g e ¢’, entdao podemos definir

H<Ev t) = H1(€7 t) © H0<€7 t)
homotopia de extremos fixos entre f ®ge f'© ¢ 0
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Definindo ¢, como o caminho constante em z e o caminho f~1(¢) := f(t—1), é
razoavel tentarmos transformar o conjunto 7 (X, ) em um grupo através da operagao de
concatenacao de caminhos. Isto de fato ocorre, e o conjunto 7 (X, z) com tal operagao é
chamado de Grupo Fundamental em x € X:

PROPOSIGAO 3.1. O conjunto m (X, z), através da multiplicagdo [f] ® [g] == [f © g],
¢ um grupo com inverso de [f] definido como [f7], e elemento neutro [c,).

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, mostremos que [f ® ¢;] = [¢, ® f] = [f]: Tomemos
f € m (X, x), entdo definindo

f(&), 0<e< i
- {1 150<
Cy, T<€§1
€
Hie.t { Cas 0<e<
€1l) = 2—t)e
f<( 12t+t>7 %<€§1

teremos homotopias de extremos fixos entre ¢, e f e entre f e c¢,, respectivamente.
Para mostrar que o inverso de [g] é de fato [¢g7!], defina

g1 —2te), 0<t<HE
H(E’t)_{g(Qet—l), Wt o p <1

que serd homotopia de extremos fixos entre os caminhos ¢g=! ® ¢ e c¢,, implicando que
g7 ® g] = ¢;. O caso da homotopia entre g ® g~ é similar.

Por fim, basta mostrarmos que, dados f,g,h € m (X, z), entdo [f © g] ® [h] = [f] ®
l[g ® h]. Da definigao teremos

[foglohl=[(fog) ©hl

[flolgoh]=[fo(gon),
desta forma, tomando a homotopia de extremos fixos entre (f ©@ g) ©he f ©® (g ® h)

hs), 0<e< it
H(e,t) =

glde — 1 —1), %Seg%,

fHSER, Ht<e<t

temos o resultado pretendido. 0

OBSERVACAO 3.2. As homotopias apresentadas na proposi¢ao acima sao vdlidas para
quaisquer caminhos f,g,h em X que podem ser concatenados. Ou seja, para caminhos
quaisquer concatendaveis, a multiplicagao também € associativa a menos de classes de
equivaléncia.

DEFINICAO 3.2. Dada F : X —'Y funcao continua entre espagos topoldgicos tal que
F(z) =y para algum x € X, definimos m(F) : 7 (X, z) = m (Y, y) por

m(F)([c]) := [Foc] € m(Y,y).
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DEFINICAO 3.3. Dado um espago topoldgico X, entao X ¢é dito simplesmente co-
nexo se X for conexo por caminhos e m (X, z) = {c,} para qualquer x € X.

E natural perguntarmos a respeito da dependéncia do grupo fundamental em relagao
aos pontos base adotados, a préxima proposigao relaciona 71 (X, zg) e m (X, z1) caso zg e
x1 estejam na mesma componente conexa por caminhos.

De fato, caso isto ocorra, entao podemos tomar h : I — X caminho que liga zq e x1, e
“transformar” um loop f € (X, x;) através da concatenacao h™!' @ (f ® h) em um loop
de (X, xg). Neste caso, como h ™' @ (f ®@h) ~ (b1 ® f) ® h, entdao para esta expressio
especifica, escreveremos simplesmente b=t @ f ® h.

PROPOSIGAO 3.2. Dados xy,x1 € X pontos em uma mesma componente conexa por
caminhos, entio o mapa B, : ™ (X, x1) — m (X, x0) definido por [h71 © f © h] € um
1somorfismo.

DEMONSTRAGAO. Se H(e,t) é uma homotopia de extremos fixos de loops baseados
em xq, entdao h™' ® H(e,t) ® h é homotopia de extremos fixos de loops baseados em g, e
assim (3, é bem definido. Além disso, (3, é um homomorfismo entre grupos, ja que

Bilf ogl = R o fogoh
= h'ofohoh?ogoh]
= Bulf15nlg]
Finalmente, (8, é um isomorfismo, ja que §,-1 define a sua inversa. O

Estamos interessados no conjuntos de todos os caminhos em um determinado espaco
topologico X, sem necessariamente precisar de pontos fixados. Esta estrutura sera o
grupoide fundamental, que generaliza o conceito de grupo fundamental.

DEFINICAO 3.4. Dado um espago topoldgico X, definimos o grupdide fundamental
m(X) = X, como o grupdide que possui a cole¢ao de elementos os pontos de X, e cole¢ao
de setas as classes de equivaléncia com relacdo a extremos fixos dos caminhos que ligam
tais pontos. Além disso, dados [col,[c1] € Ar(m(X) = X) ex € X, teremos

s([c]) = ¢(0), t([c]) = (1),

para 0s mapas source e target. E também

u(z) = [ca], m([co, [1]) == [eo] @ [enl, i([co]) = [cg '],

para os mapas unidade, multiplicacao e inversao, respectivamente.

’

E interessante notar que o grupdide fundamental contém, de certa forma, as in-
formagoes dos grupos fundamentais de um espaco topologico X, ja que o conjunto das
setas em 7 (X) = X tais que ¢ : z — x, é justamente m (X, ).

Construiremos nos proximos capitulos uma estrutura topolégica para a colecao de
setas do grupdide fundamental de um espaco topoldgico X, de forma que este se torne
um grupoide topologico.
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2. Espacos de recobrimento

B DEFINICAO 3.5. Um espaco de recobrimento de um espago topoldgico X € um espago
X juntamente com um mapa p : X — X, tal que existe uma cobertura aberta {U,} de

X a qual para cada o, p~*(Uy) € a unido disjunta de conjuntos abertos em X, que sdo
mapeados homeomorficamente por p até U,.

Seguem alguns exemplos simples (porém importantes) de espagos de recobrimento:
EXEMPLO 3.1. Todo homeomorfismo entre espacgos topologicos € um recobrimento.
EXEMPLO 3.2. O mapa p: R — St definido por p(t) = exp(2mit) é um recobrimento.

EXEMPLO 3.3. p: St — St definido por p(z) = 2", com n € N, forma um recobri-
mento.

DEFINIGAO 3.6. Dado um recobrimento p : X - X, entao se o diagrama de mapas

X

V|

p

Y — X,
f

onde }V: Y 5 X e f:Y = X, comuta, dizemos que f ¢ um levantamento de f.

O resultado a seguir nos garante a unicidade de levantamentos de caminhos, e é de
grande utilidade na construgao de recobrimentos mais especificos de um determinado
espaco. Exibiremos uma ideia da demonstracao de tal proposicao, maiores detalhes a
respeito podem ser encontrados em [18].

PROPOSIGAO 3.3. (Propriedade do levantamento tinico de caminhos) Seja p : X 5 X
recobrimento de um espago X, seja xg € X e w1, 79 € p~({z0}) C X. Entdo
(1) Dado f: 1 — X com fo = xg, este € levantado de maneira unica até um caminho
g:I—>)ﬂ(t de modo que gy =11, epog=f
(2) Dois caminhos f,g : I — X tais que f ~ g (ou seja, tenham extremos iquais)
e fo = fo = x1, sao levantados a caminhos f',¢' : I — )N(, respectivamente, de
modo que '~ ¢', e consequentemente f'(1) = ¢'(1).

IDEIA DA DEMONSTRAGAO. Para o item 1, escrevamos I = UI; de modo que cada
f(I;) C Uy,, onde U,,; é um aberto da cobertura de X na Definicao 3.5. Desta forma,
podemos levantar f em ¢ indutivamente usando o fato de que p ser homeomorfismo em
cada aberto disjunto que compée p~* (U, ).

Para o item 2, seja H : I x I — X uma homotopia de extremos fixos entre os mapas f
e g. Subdividindo o quadrado I x I em quadrados menores, os quais sao mapeados por H
em uma vizinhanca U;; pertencentes a cobertura de X como na Defini¢ao 3.5. De maneira
indutiva, vemos que H é levantada a uma homotopia de extremos fixos H : [ x [ — X
tal que (H')§ = x; e po H = H. Pela unicidade, H é uma homotopia de extremos fixos
entre [’ e ¢', onde (f'); = x2 = (¢')1. O
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3. Recobrimento universal

Neste trabalho, estamos interessados em um tipo especifico de recobrimento: o reco-
brimento universal de um determinado espago topoldgico conexo X.

DEFINICAO 3.7. Dada uma aplicacio f : X — Y entre conjuntos quaisquer, dizemos
que g : Z — X fatora f, se existe h : X — Z (Z qualquer conjunto) de tal forma que o
sequinte diagrama comuta:

DEFINICAO 3.8. Um recobrimento p : X — X ¢é universal se todo recobrimento
q:Y — X fatora p:

A proposicao a seguir nos garante uma boa condicao para decidir se um determinado
espaco de recobrimento é universal, e para sua demonstragao precisaremos do Lema 3.3,
que nos da um critério para a existéncia de levantamentos.

PROPOSICAO 3.4. Um recobrimento p : X — X em que X € simplesmente conexo é
universal.

LEMA 3.3. Seja p : X = X um recobrimento, e Y um espago conexo por caminhos.
Entdao um mapa continuo f:Y — X levanta a mapa continuo f:Y — X

(V,y) — (X,2)

exatamente quando
m(f)m(Y,y) C 7T1(P)7T1()~(75)-

IDEIA DA DEMONSTRAGAO. Evidentemente, a condi¢ao m(f)m1 (Y, y) C m (X, f(y))
é necessdria para a existéncia de um levantamento. Dado ¢y € Y, escolha curvac: [ — Y
com y = ¢(0) e y = ¢(1). Entao defina
f) = fe(1)

onde
};:I—>)~( levanta fc: I — X.
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Para ver que festé bem-definida, considere uma segunda curva vy : [ — Y com y = (0)
ey =~v(1). Entao

L » A, teloy
oy, (c @7)“)_{0(1—%), teli ]

¢ um loop em y, e por hipdtese,

—_—— —~—1 —

flchoy)=fe ©fy
é um loop em x. Portanto f estd bem-definida, e é continua pois f é continua e p é
recobrimento. O

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO 3.4. Seja ¢ : (Y,y) — (X, x) um recobrimento, e
considere o problema

(Xa%)T)(va)

Entao observe que X ¢ universal se e 56 se existe levantamento para todo recobrimento
q: (Y,y) = (X,x). Pelo Lema 3.3, tal levantamento existe se e s6 se

m(p)m(X,7) C mlg)m(Y.y).
Portanto se X é simplesmente conexo, entao é um recobrimento universal. 0]
EXEMPLO 3.4. O recobrimento
p:R—SY p(t) = exp(2mit)
¢ universal.

ExXEMPLO 3.5. Considere a relagao de equivaléncia em R? definida por (z,y) ~ (z +
n,y +m), com n,m € N. Entao o operador quociente p : R* — R?/ ~ define um
recobrimento universal para o toro.






CAPITULO 4

O grupodide fundamental como grupédide topoldgico

Vimos no capitulo anterior que todo espaco topoldgico tem associado a ele um grupdide
de conjuntos que codifica a estrutura homotépica em caminhos. Neste capitulo seguimos
[27] para mostrar que esse grupdide pode ser promovido universalmente a um grupéide
topoldgico que prové o modelo para o recobrimento universal desse espago (quando este
existe [5]).

Nas préximas segoes, denotaremos por m(X) o conjunto das setas do grupdide fun-
damental de um espago topolégico X, por 7 (X, z) o grupo fundamental em = € X, e
por m(x, X, y) as classes de equivaléncia com extremos fixos dos caminhos que ligam os
pontos x,y € X. Além disso, quando nao gerar problemas de notacao, omitiremos os
colchetes quando tratarmos das setas de m(X) = X.

1. Topologia laco
Seja 2/ uma cobertura aberta de X. Um loop A em X, isto é, um caminho continuo
Al = X, A0) =z = A(1),

serd chamado de % -pequeno se é produto de elementos da forma

A =0 uo,
onde
o:(1,0,1) = (X, z,y), pe(1,0,1) = (Uy,y)
para algum membro U de % .
Para
cem(X), t(c) e Uy e %, s(c)eU; e %,
defina

N(e;%,Up,U;) C m(X)
para denotar o conjunto de todos os elementos da forma
oy O MO O [X©ai,

onde )\, sao loops % -pequenos, e g, tém a imagem contida em U,.

23
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Uz
Uy
o
_ —-_-.‘\I\-‘_‘_'—J
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FIGURA 1. Elemento % —pequeno. No caso da figura, A = 03 © i3 ©® 03 ®
02_1®,u2®02®01_1®,u1®01

LEMA 4.1. Para cada cobertura aberta % de X, denote por Q%) a colegio dos
subconguntos de m(X) da forma

como acima.

a) A topologia T4 gerada por QUU ) tem Q%) por base.
b) Se U refina V', entao

id : (m(X), 7)) = (m(X), 79)

€ continua.
c) A menor topologia T asso em m1(X) em que

id @ (m (X)), Trasso) — (m1(X), 72)
€ continua para cada cobertura aberta % de X, tem por base QUX) =, UX).
DEMONSTRAGAO. Observe que
ce N(s U, U, Uy) — N(e; %, Up, U)) C N (5%, Up, Uy).
Por defini¢ao, 74 tem Q(% ) por subbase. Porém se
k
cE ﬂ N (c;; U, Uy, Uy))
j=1
entao

k k k
ce N, Up,Up) C (AN (e %, Uy, Uy, Upe=( Uy, Ui:=[Ui.

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Isto prova a). Para b), observe que se % refina ¥, e c € A (c; ¥, V}, Vi) entdo
ce N(U, Vi, Vi) C N (e; ¥V, Vi, Vi) CAH (¥, Vi, Vi)

Portanto A (¢; ¥, Vy, Vi) é aberto em 74, e portanto id : (m(X),7%) — (m(X),7y) é
uma func¢ao continua.

Para c), observe que a menor topologia que contém cada 7, tem por subbase Q(X) :=
Uy Q% ). Para ver que se trata de uma base, basta notar que, se

k
ce ﬂt/‘/(cj;q{jﬁ[]fja[]”)

]
Jj=1

para coberturas abertas %4, ..., %, entao defina a cobertura aberta %, cujos membros
sao da forma

UoNnUsN---NU, UjEOZ/j.
Entao
UfIZUflﬁ"'ﬂUfk, Ui::Uiﬂ"'ﬂUik

sao membros de % . Portanto

k k
ce€ N, UpUs) C (AN (%, Uy, Us) € (A (i %, Uy, Uiy

Jj=1 J=1

prova c). O

DEFINIGAO 4.1. A topologia lago € a topologia Ti.sso no grupdide fundamental
m(X) = X de um espaco topolégico X descrita no Lema 4.1.

Concretamente, um aberto em 7,5, ¢ a reuniao de abertos da forma (2).
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F1GURA 2. Elemento de um aberto A (¢; %, Uy, U;) em Tiass0-

2. O grupdide fundamental como grupdide topolédgico

TEOREMA 4.1. O grupdide m (X) = X, equipado com a topologia lago, é um grupdide
topoldgico.

DEMONSTRAGAO. Como na definigao, precisamos mostrar que os mapas dados no
grupoide fundamental sao continuos na topologia induzida.

Passo 1 (Source e target). Para mostrar que s : m(X) — X é continuo, seja U; C X um
conjunto aberto, e ¢ € s7'U;. Seja % um cobertura aberta de X que contém U; e seja
Ur € % que contém t(c). Entao

N (e, ,Us,U;) C s 'U;
¢ uma cobertura aberta em torno de ¢ em s~!U;. Portanto, s é continuo. O mesmo pode
ser feito para o mapa target t.

Passo 2 (Unidade). Note que
u_lﬂ/(c, %, Uf, Uz) = Ul N Uf,

ou seja, u é continua.

Passo 3 (Inversao). Note que
iAN (e, %, U, U) =N (U, U, Uyp),

entao i é continua.
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Passo 4 (Multiplica¢do). Dados ¢ € m(X) e conjuntos abertos Uy, U; € % , seja
(B,a) € m™H(A2) C (X)) X(s0) m1(X),

onde

Ne =N (e, %, Uz, U;)

Entao

Ba = ar(c)As(c)ehi(c)oi(c).
Seja V € % que contém s(3) = t(a). Considere vizinhangas

J’{B = J/(ﬁ,%,Ut(c),V), % = L/I/(aa%7V7US(C)>7
contendo respectivamente os elementos
B =0 (B)As(B)BNi(B)ai(B), o = op(@)Ar(@)ari(a)oi(a).

FiGurA 3. Vizinhangas dos caminhos concatenados

O par (', a’) ser componivel significa que
S/\Z(ﬁ) - tAf(@),
e nesse €aso
l:=0,p)os(a) € m(%,s(B)).
Definamos
o :=0s(B)os(c) € m(t(c),t(5))
A= 0p(0) A (B)or(c)As(c) € mi(t(c), t(c))

27
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i = N(c)oi(e)Loi(c) ™ € m (% ,s(c))
o, = oi(c)oi(a) € m(s(),s(c))
onde
L= XN(B)\ (o) € m (%, t())
L' :=a 'La\(a) € m(%,s(a)).
Entao

610/ — O_f

=0y
= 0fAfCA0;.
Portanto
pla’ € A,
de onde deduzimos que
(B',a") € N X(s4) Na C m=i AL
Mostrando assim, que m é continua. O

Como a estrutura da topologia lago de (X)) estd diretamente ligada com a estrutura
topoldgica de X, podemos introduzir o mapa

T - X (7T1(X) = X)
O proximo teorema mostra que tal operacao induz um functor entre a categoria dos

espacos topologicos e a categoria dos grupdides topologicos.

TEOREMA 4.2. FExiste um functor bem definido

7 : Top — TopGrpd
dos espagos topoldgicos até grupdides topoldgico.
DEMONSTRAGAO. De fato, tomemos a aplicacao entre categorias que associa a cada
espago topolédgico X, o grupdide fundamental 7(X) = X munido da topologia lago. Além

disso, dada uma fungao continua f : X — Y, é associada m1(f) que age sobre as setas ¢
em 71 (X) = X da seguinte maneira:

m(f)(c) = focem(Y),
a qual esta bem definida pelo Lema 3.1.

Agora, tomando X,Y e Z espacos topolégicos e f : X — Y e g:Y — Z fungoes
continuas, teremos para cada seta ¢ em (X))

m(go f)(c) = (go f)oc=m(g)(foc)=(m(g)om(f))(c),
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e desta forma 7; é de fato functor entre as categorias Top e TopGrpd.

1

X m(X)= X
f lm(f)
Y T em(Y)3Y
|
Z mn(Z)= Z

1

Agora, devemos mostrar que 71(f) é functor continuo entre os grupéides topolégicos
m(X) = X em(Y) =Y, ambos munidos da topologia 7,asso-

Para ¢ € m(X), seja A (foc, 7', U}, U) uma vizinhanga de foc. Como f é continua,
entdo % = f~1(%') é uma cobertura aberta de X e esta forma, pondo U; := f~1(U)
e Uy = f‘l(U}), podemos definir a vizinhanca de ¢, A (¢, %, Uy, U;). Devemos mostrar
que

7Tl(f)(‘/;/(q %7 Uf7 UZ)) C ‘/V(f ¢, %,7 U}, Uz/)
De fato, tomando ¢ € A (¢, % ,Uy,U;), entao este sera da forma
orOANOCONO,

onde cada A\, é um caminho % —pequeno e cada o, tem imagem contida em U,. Desta
forma, f o ¢ sera descrito como

foop@fodf@fod®foX® fooi

Mas como f o )\, serd novamente %'—pequeno, e cada f oo, tem imagem contida em U],
entao mi(f)(c) € A (foc, %' U, Uj). O

7

3. A Topologia compacto-aberto

Tomando uma familia qualquer de fungées F'(X,Y") entre dois espagos topolégicos X
e Y, é razodvel pensarmos quando f(z) é continua simultaneamente tomando f e x como
variaveis.

Dado X espaco topoldgico localmente compacto Hausdorff e Y Hausdorff, tomemos o
conjunto C°(X,Y) de todas as fungoes continuas f : X — Y. Assim, para cada K C X
compacto e cada U C Y aberto, definamos .#Z(K,U) = {f € C°(X,Y) | f(K) C U}.
A colegao de conjuntos .# (K, U) forma uma sub-base para uma topologia em C°(X,Y),
como veremos na proxima proposicao. Desta forma, a intersecao finita de elementos
da forma .#(K,U), para K C X compacto e U C Y aberto, forma uma base para a
topologia, que é chamada de topologia compacto-aberto, denotada por 7¢o.

PROPOSICAO 4.1. Seja & uma colegcao de subconjuntos do espaco topoldgico local-
mente Hausdorff X, contendo uma vizinhanc¢a da base em cada ponto de X. Seja B uma
sub-base para os conjuntos abertos do espaco topologico Hausdorff Y. Entdo os conjuntos
M (K, U), para K € A eU € A, formam uma sub-base para a topologia compacto-aberto.
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DEMONSTRAGAO. Notemos que # (M, U) N .#(K,V) = #(K,UNV), logo é sufi-
ciente considerar o caso em que A é base. Precisamos mostrar que os conjuntos dados
na proposicao formam uma vizinhanca bdsica em cada ponto f € C°(X,Y’). Portanto é
suficiente mostrar que se K C X é compacto, U C Y é aberto e f € .#(K,U), entdo
existem Ki,...,K, € # e Uy, ...U, € A tais que f € N#(K;,U;) C #(K,U). Para
cada x € K, existe um conjunto aberto U, € & com f(z) € U,, e entdo existe K, € &
que é uma vizinhanga de z tal que f(K,) C U,. E assim, f € #(K,,U,)

Pela compacidade de K, existem pontos zy, ..., z, tais que K C K,, U...U K, . Dal,
fen#(K,, U, C#(K,U). O

No que segue, todos os espacos de fungoes continuas desta secao serao munidos da
topologia 7¢o.

PROPOSICAO 4.2. Para um espacgo topoldgico X localmente compacto e Haurdorff, o
mapa ev : CO(X,Y) x X =Y, definido por ev(f,x) = f(z), é continuo.

DEMONSTRAGAO. Dados f € C°(X,Y) e # € X, seja U uma vizinhanca aberta de
f(z). Ja que f é continua, existe uma vizinhanga compacta de = de modo que f(K) C U.
Portanto f € #(K,U) e #(K,U) x K é levado em U via o mapa ev. E assim, por
A (K,U) x K ser uma vizinhanga de (f,z) em C°(X,Y) x X, segue o resultado. O

PROPOSICAO 4.3. Seja Y localmente compacto Hausdorff e X e Z espagos Hausdorff.
Dada uma funcao f: X xY — Z, defina a fungdio adjuncio F : CO%(X XY, Z) x X —
CY, Z) dada por F(f,z)(y) = f(x,y) = f.(y), para cada y € Y. Entdo f é continua
se, e S0 se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(1) Cada f, € continua
(2) A fungao X — C°(Y, Z), definida por x — f,, é continua.

DEMONSTRAGAO. De fato, vemos que f é a composicao do mapa X xY — C(X,Y) x
Y definido por (x,y) — (fz,y) com o mapa ev definido na proposicao 4.2, desta forma os
itens (1) e (2) implicam f continua.

Para a implicagao (=), o item (1) segue do fato de que f, é a composigao foiy : Y — Z
onde iy é a inclusao iy : Y — X x Y. Para provar (2), sejam x € X e f, € 4 (K,U).
E suficiente mostrar que existe uma vizinhanca W de x € X tal que 2/ € W implica
fo € M(K,U).

Para y € K, existem vizinhancas abertas V,, C Y de y e W, C X de x tais que
f(W,,V,) C U. Por compacidade, K C V,, U...UV,, , para V,, C Y vizinhanca de pontos
yi € Y. Colocando W = W,, Nn..NW,, . Entao f(W x K) C f(W xV) C U, e entao
' € W implica que f, € 4 (K,U), como gostariamos. O

TEOREMA 4.3. (Lei da exponenciac¢ao) Sejam X e 'Y espacos topoldgios localmente
compactos e Hausdorff e seja Z um espaco arbitrdrio, entao existe um homeomorfismo
COX x Y, Z) = CO(X,C(Y, 2)),
definido pela sua adjuncao F : C°(X xY,Z) — C*(X,C°Y, Z)), ou seja, F(f) = f(z,) =
Ja-
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DEMONSTRAGAO. A Proposi¢ao 4.3 nos diz que a operagao adjuncao definida no
teorema ¢é bijecao. Desta forma, devemos mostrar que ela e a sua inversa sao continuas.
Seja U C Z aberto, e K C Y e K' C X compactos. Entao

fe#(K'xKU) & (xeK yeK= [y =flz,y)el)
& (zeK = f,e M(KU))
& (P(f) e A(K', A (K,U)).
Agora, K’ x K nos garante uma vizinhanga bdasica para X x Y. Portanto, .Z (K’ x K.U)
forma uma sub-base para a topologia 7co de C°(X x Y, 7).
Além disso, .# (K, U) forma uma sub-base para C°(Y, Z) e portanto .4 (K', # (K, U))
nos da uma sub-base para a topologia Tco em C°(X, C°(Y, Z)). J4 que as sub-bases estao
em correspondencia pelo mapa F', temos o teorema. 0]

OBSERVACGAO 4.1. O termo exponenciagao € usado em referéncia a notagao utilizada
em [3], de onde foram baseados os resultados expostos nesta se¢do:

Y¥.=C%X,Y).

TEOREMA 4.4. Tome X, Y localmente compactos Hausdorff e Z Hausdorff. Entdo a
fungao

CUY,Z) x CUX,Y) — C°(X, Z)
definida pela composi¢do de mapas € continua.
DEMONSTRAGAO. Pela Proposicao 4.3, é suficiente mostrar que a funcao
G:CNY,Z)xC*'X,)Y)x X = Z

definida por G(f,g,z) = (f o g)(x), é continua. Porém, podemos escrever G da seguinte
maneira:

(fog)x) = flg(x))

|
¢}
Aﬁ\
- =
Q
—
&

E assim, tal operacao deve ser continua. O

4. O functor recobrimento universal

DEFINICAO 4.2. Uma cobertura aberta % de um espaco topoldgico é 1-conexa se
cada U € % € conexo por caminhos, e a inclusao iy : U — X induz mapas triviais em
homotopia:

m(iv) : m (U, x) SN m (X, x), zeU.

LEMA 4.2. Seja X um espago topoldgico, e sejam (X) = X seu grupdide fundamental,
munido da topologia laco.
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a) Se X € conexo por caminhos, entdo
(s,t) :m(X) — X x X

¢ sobrejetivo;

b) Se X € localmente conexo por caminhos, entao ambos
s:m(X) — X, t:m(X) — X

sao mapas abertos
c) Se U é uma cobertura aberta 1-conexa de X, entdo para quaisquer U;, Uy € U ,
(3) (t,s) : N (c, %, U, U;) = U; x Uy

€ um homeomorfismo.

DEMONSTRAGAO. O primeiro item segue diretamente do fato de X ser conexo por
caminhos, ja que dados (z1,23) € X x X, podemos tomar ¢ : I — X tal que s(c) = x; e
t(c) = xo.

Para o segundo item, basta notarmos que

SJV(C,%,Uf,Ui>:Ui tc/V<Ca%anvUi):Uf7
se U;, Uy sao conexos por caminhos.

Para a tdltima afirmacao, sabemos pelo item a) que (t,s) : A (¢, %, Uy, U;) = U; x Uy
¢ sobrejetivo. Para a injetividade, tomemos

a=0;ON0cON Q0 B=070N0cON 0T

de tal forma que

e assim teriamos

o7 (1) = op(1) e 07(0) = 0 (0).

1

Por hipétese, o mapa inclusao m (Uy, ¢(1)) — m1(Uy, ¢(1)) é trivial, isso significa que o loop
(0})*1 ® cr} ¢ uma nulomotopia, implicando que a} ~ O'ch. E ainda, por /\3} e /\g, j=12,
serem % -pequenos, com % definido na hipdtese, estes serao todos nulomotépicos. E
portanto a ~ f3.

Para mostrar que (3) é homeomorfismo notemos que, pelo Teorema 4.1, esta aplica¢ao
é continua, e pelo item b) sabemos que esta é uma aplicagao aberta, logo sua inversa (que
existe por ser bijegdo) é continua. Portanto, temos o resultado pretendido. O

DEFINIGAO 4.3. Um espago topoldgico é passivel de recobrimento se ¢ conexo e
possui uma cobertura aberta % 1-conexa.

Escrevamos ’/FEI/) para denotar a subcategoria gerada por todos tais espagos topoldgicos.

COROLARIO 4.1. Se X ¢ passivel de recobrimento, entdo
(t,s) :m(X) = X x X

¢ um recobrimento para a topologia lago.
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DEMONSTRAGAO. Seja % uma cobertura 1-conexa de X, e sejam
relU, e, yelUreu.
Entao pelo item (c¢) do Lema 4.2,
(t,s) U xU)= [ A% U, Uy)

cem(z,X,y)

= H ‘/V(C’yza%7Uf)Uz>

Y €m (XJ:)

= H </V(7yc7%7Uf7Ui)7

YyET(X,Y)

onde as unides sao disjuntas pois, por escolha de U;, Uy, para todos ¢, ¢ € m(x, X, y),
N (e, %, Up,U)NN(, %, Up,U)) #0 = c=/,
e cada restricao
(t,s): A (c,%,Us,U;)) > Up x U,

¢ um homeomorfismo. O

LEMA 4.3. Com a topologia compacto-aberto, o mapa canonico
(4) (s,t): C(I,X) — X x X
¢ um mapa quociente.

DEMONSTRACAO. Primeiramente note que, na topologia compacto-aberto, o mapa

O, X) B4 x x X
¢ continuo, pois
sT(U) = 4 ({0}, ), t(U) = A ({1}, V).

Em outra diregao, suponha que (s,t)(c¢) € A C X x X é um subconjunto qualquer, e
suponha que

ce M= MK, U)Ky Up)N -0t (K, Uy,
esteja contida em (s, t)"1(A). Seja
Ji={j10e K}, Jr={jlleK;},
e defina
Ui == Nje,Uj, Uy :==Njes, Uj.
Entao

(s,t)(c) e U; x Uj C (S,t).ﬂ CcA



34 CHAPTER 4. O GRUPOIDE FUNDAMENTAL COMO GRUPOIDE TOPOLOGICO

é uma vizinhanca aberta de (s, t)(c) em A. Isto nos mostra que se (s,t)71(A) é aberto,
entdo A também é. Em outras palavras: o mapa (s,t) : C(I,X) — X x X é um mapa
quociente. O

LEMA 4.4. Se um espaco X admite recobrimento universal, entdo
q: (C(I,X),7c0) — (m1(X), TLasso)
€ um mapa quociente.
DEMONSTRAGAO. Temos o diagrama comutativo:
C(I,X)

e

m(X) o X x X

onde (s,t) é um mapa de recobrimento pelo Corolario 4.1, e (s, t
pelo Lema 4.3. Entao para cada U;, Uy € %, a pré-imagem (s, t)~
disjunta de abertos homeomorfos a U; x Uy.

Seja f : m(X) — Z uma funcao. Ela é continua se e s6 se a restricao de f a cada
N (c,%,U;,Uy) é continua, para cada ¢ € m(X) e U;, Uy € % vizinhancas de sc e de te.
Como

) é um mapa quociente
Y(U; x Uy) é uma uniao

(s,t) : N (c,%,U;,Uy) = U; x Uy
¢ homeomorfismo, f |</V(c,%,Ui,Uf) ¢é continua se e sO se
fs,t) Ui xU; = Z

é continua. Mas como (s,t) é mapa quociente, e portanto (s,t) : (s,t)"(U; x U;) —
U; x Uy é mapa quociente, esta tltima funcao ¢ continua se e s6 se

f(s,t) 7 (s,t) : (s,t) 1 (U; x Up) = Z
é continua, isto é, se e sO se
fq:(s,6)"" (Ui xUp) = Z
é continua. O

DEFINICAO 4.4. Definimos a categoria Top, como a categoria dos espacos topoldgicos
pontuados, ou seja, com cole¢ao de objetos os espagos (X, x), v € X, e setas as fungoes
continuas [ : (Y,y) = (X, x) tais que f(y) = x.

TEOREMA 4.5. FExiste um functor
C : Top, — Top,
guntamente com uma transformacao natural
p:C —id,

que restrita a TB{), P(x,2) - O(X,x) = X € um recobrimento universal.
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DEMONSTRAGAO. Para um espaco topoldgico pontuado (X, x), defina
C(X,z):=s"(z) C m(X).

px : C(X,x) = X, px = t.
Se f:(X,z) — (Y,y) é mapa continuo de espacos pontuados, entao
m(f)C(X,2) € C(Y,y)
implica (por m; ser functor) que

C(f) == m(f)lexe

¢ também functor. Por definicao de 'I/‘(;I/), segue do Lema 4.2 que t : C'(X,z) — X é um
recobrimento, e ele é universal porque se

h:S'x1— X, hlsixo = x

representa um loop h : S' — C(X, x), entdo cada h; é trivial em homotopia, e portanto
existe

HI]D)2X]—>X, H|8]D)2><I:h/7 H|D2X0:JI
que representa nulomotopia H : D? — C(X, x). O
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CAPITULO 5

Grupos de Lie

Grupos de Lie unem nocoes algébricas com nogoes geométricas, ja que, ao mesmo
tempo que um tal grupo de Lie GG possui estrutura de variedade diferenciavel, este também
terd uma estrutura de grupo. Veremos que esta ligacao com a algebra é muito mais
profunda, tanto que, a estrutura diferenciavel de tal grupo induzira o que chamamos de
algebra de Lie em T1G.

1. Definigoes basicas

DEFINICAO 5.1. Um grupo de Lie ¢ uma variedade diferencidvel G, munida de uma
estrutura de grupo diferencidvel, ou seja, a sua multiplicagcao

m:GxG— G, m(z,y) = xy,
e o operador 1nversao
i:G— G, i(z) =27,
sao diferencidveis. Um homomorfismo ¢ : G — H entre grupos de Lie é um homomor-
fismo de grupos que € diferencidvel.

2. Exemplos

ExEmMPLO 5.1. Todo grupo G, munido da topologia discreta, pode ser pensado como
variedade diferencidvel', e as operacoes de GG sdo automaticamente diferencidveis.

EXEMPLO 5.2. Um espago vetorial V' é um grupo de Lie sob adicao. Note que aqui
este é um grupo comutativo, dito abeliano.

EXEMPLO 5.3. Se A C V' é um reticulado, e V.= A ®z R, entdo G = V/A é grupo
abeliano compacto. Quando A = Z, obtemos o circulo S* como R/Z.

EXEMPLO 5.4. Se V é um espaco vetorial de dimensao finita, escrevamos
end(V)={A:V — V | A¢ linear}

para o espaco vetorial de todos os mapas lineares de V' em V. Entao o grupo de isomor-
fismos lineares de V,

(5) GL(V) C end(V), GL(V) = {A | det A £ 0},

LA rigor, apenas se o grupo G for contével.

39
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é um grupo de Lie. Esse é um aberto de end(V'), com multiplicagdo dada pela restrigao
de

(6) end(V) x end(V) — end(V), (A,B)— Ao B,

a GL(V). Tal mapa é um polinémio quadrético nas coordenadas, e portanto a multi-
plicacao é diferenciavel. Além disso, a férmula de Cramer exibe a inversa como a res-
trigdo a GL(V') de um mapa racional, que é regular precisamente em GL(V'), pois apenas
o polinomio A — det A aparece no denominador.

EXEMPLO 5.5. Se G é um grupo de Lie, com multiplicacao m : G x G — G, também
seu fibrado tangente T'G é um grupo de Lie, com multiplicagao m, : TG x TG — TG,

(v,w) = Mygn) (v, W), (v,w) € T,G x T),G.

DEFINICAO 5.2. A colecao dos grupos de Lie juntamente com os homomorfismos de
grupos de Lie formam a categoria denotada por LGrps

3. O produto pontual

Dado um grupo de Lie G, definamos P(G) como o conjunto dos caminhos continuos
g : I — G, os quais serao denotados por g;, e

P1,G) ={g € P(G) | g0 = lc}-

Para g;,h; € P(1,G) definimos o produto pontual (gh); := g;h;, que transforma este
conjunto em um grupo (ver Teorema 5.1). Desta forma, existe uma identificagdo canonica

i P(G) =5 G x P(1,G), 1(9) = (9090 ' 9)-

Observe que qualquer par de caminhos continuos g, h € P(G), onde g; = hg, é da forma
gh = g1k, onde k = g7'h € P(1,G).

O lema a seguir relaciona o produto pontual com a multiplicagdo do grupéide 7 (G),
0 que nos permitird prover uma caracterizagao do recobrimento universal antes definido
em termos do produto do nosso grupo de Lie.

LEMA 5.1. Dado (g,h) € P(G) x P(1,G), entdo existe uma homotopia entre:

e a concatenacao g ® gih,
e ¢ o produto pontual gh.

consequentemente a multiplicagao de m(G) em G = s7!(1¢g) se resume a

[9][h] = [ghl],

e portanto

t:G— G

¢ um homomorfismo de grupos.



4. O RECOBRIMENTO UNIVERSAL DE UM GRUPO DE LIE 41

DEMONSTRAGAO. De fato, dados caminhos g, h € P(1,G) entao existem homotopias
g~390 g, h~1®h
e portanto
gh~(gogq)1Oh)=g90gh
Portanto em m1(G), a multiplicacao é dada por
[9] © [g1h] = [gh].

Em particular, definindo N(g) como o subgrupo nulomotépico de P(1,G), a estrutura
deste ultimo desce a G := P(1,G)/N(1,G) e coincide com a s-fibra de m;(G) sobre 1, e o
mapa canonico

p:G =G, plgl = o

¢ um homomorfismo, que é sobrejetivo:

plgh] = g1h1 = plglp|[h].

4. O recobrimento universal de um grupo de Lie
Sendo uma variedade diferenciavel, um grupo de Lie admite uma recobrimento uni-
versal
p:G— @G,
construida, como no capitulo anterior, no que segue:
- Consideramos o quociente do espago de todos os caminhos continuos C°(I,G) em G
pela relacao de equivaléncia homotoépica com relagao a extremos fixos;

- O espago resultante 71 (G) = G é um grupdide sobre GG de maneira natural;
- Equipando 7 (G) com a topologia lasso, obtemos que

t:G:=s"(lg) — G
é o recobrimento universal de G.

B OBSERVACAO 5.1. Note que, pelo fato de G ser uma variedade diferencidvel, e p :
G — G ser um homeomorfismo local, seque que G tem uma estrutura diferencidvel unica
para o qual p € suave.
TEOREMA 5.1. Se G ¢ um grupo de Lie.
(1) O espago de caminhos P(1,G) tem estrutura induzida de grupo, com multi-

plicagao:

(gh): == gihy, g,h:(1,0) — (G,1).
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(2) O subconjunto N(1,G), formado por todos os caminhos nulomotdpicos g : (1,0) —
(G,1) — isto é, aqueles em que existe extensio g : 1> — G satisfazendo

h=1 gi=L g=1 g=g
¢ um subgrupo normal de P(1,G) que é fechado.
(3) O grupo
G := P(1,G)/N(1,G)
€ simplesmente conexo, e

p:G—G, p([g]) = ¢

€ o recobrimento universal de G, que herda estrutura de variedade diferencidvel
de G.

DEMONSTRAGAO. Passo 1: P(1,G) é um grupo topolégico.

O fato de P(1,G) ser grupo com a multiplicacao pontual definida por m(g, h); = g.hy
é 6bvio. Agora, para mostrar que a multiplicacdo é um mapa continuo quando tomada
a topologia compacto-aberto em P(G), suponha que gh € .#(K,U). Pelo fato de que
m : G x G — G ser continua, existe uma vizinhanca U, x U, C G x G de (g, h), tal que
m(U, x U,) C U. Entao

m( A (K, U,) x A (K,Uy)) C A (K,U)
mostra que m : P(G) x P(G) — P(G) é continuo.
Passo 2: O homomorfismo P(1,G) — G.
Considere o mapa
t: P(1,G) — G, t(g) == g1,
que é continuo, pois
t(U) = 4 ({1},U),

e ¢ um homomorfismo de grupos, ja que
(gh)1 = t(gh) = t(g)t(h) = gih1.
Portanto
L(1,G) c P(1,G), L(1,G) =t"1(1)

¢ subgrupo fechado e normal de P(1,G).
Passo 3: O subgrupo N(1,G).

Denotemos por N(1,G) C L(1,G) o conjuntos de todos os loops nulomotdpicos. Mos-
tremos que N (1, G) é a componente conexa por caminhos de L(1, G) contendo o caminho
constante.

De fato, pelo Teorema 4.3, uma curva continua h : [ — L(1,G) pode ser interpretada
como uma homotopia h : I? — G com extremos fixos na identidade. Portanto ¢ € L(1, G)
estd em N(1,G) se, e s6 se, existe uma curva continua h : I — L(1,G) que tem inicio
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na curva constante e termina em c. Ou seja, L(1,G); = N(1,G) deve conter o caminho
constante.

Isso implica que N(1,G) é fechado em L(1,G) e portanto em P(1,G). Ainda, pelo
mapa conjugacao em G

Cy: P(1,G) — P(1,G), Cy(h) := ghg™"
ser um homeomorfismo que mapeia o mapa constante até ele mesmo, e consequentemente
Cy(N(1,G)) C Cy(N(1,G)), N(1,G) serda também subgrupo normal. E portanto
G:=P(1,G)/N(1,G) — G = P(1,G)/L(1,G)

¢ o recobrimento universal de G pela discussao feita na Secao 4. O






CAPITULO 6

Campos vetoriais em grupos de Lie

1. Campos de vetores em um grupo de Lie

Dado um grupo de Lie G, para cada g € G escrevemos
Ly:G—G h — gh
R,:G—=G h i+ hg,
para os mapas de multiplicacao a esquerda e a direita, respectivamente. Além disso, por

G ser Lie, sua multiplicacao é de classe C*°, e portanto tais mapas também o serao. A
associatividade (gh)w = g(hw) é equivalente a cada uma das igualdades abaixo:

RpoLy,=Lyo Ry g,h € G,
Lgh:LgOLh g,h € G,
Ry, = Ry o Ry, h,wGG.

Ou seja, todas as multiplicagoes a esquerda comutam com todas as multiplicagoes a direita.
E facil ver que Ly : G — G é um difeomorfismo de Lie para cada g € G, ou seja, é um
isomorfismo diferenciavel de G. Além disso, para cada g € GG definamos

0, G = G
h — ghg™",

para a conjugacao por g no grupo G. Como consequéncia, teremos C' escrita em termos
das multiplicacoes a direita e a esquerda:

G — Diff(G)
g — Cy=1L,o R;l,
que é novamente um homomorfismo de G para o grupo dos difeomorfismos de GG. Agora

definiremos uma classe muito importante de campos de vetores, e para tal, usaremos
livremente os conceitos de fluxo associados & campos de vetores (ver [17]).

DEFINICAO 6.1. Dizemos que um campo de vetores v em um grupo de Lie G € inva-
riante pela esquerda se

Ugh = (Lg)*(vh)7 9, h e G?
e wnvariante pela direita se
Vgn = (Rh)«(vy), g,h €GqG.

45
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Tomando h = 1 nas equagoes da Defini¢ao 6.1 acima, vemos que tais campos de vetores
sao determinados por seu valor em 1 € G. Desse modo, dado v € TG, obtemos campos
vetoriais

(7) vy = (Lg)ev, vy = (Ry)wv,

g 9
que sao as Unicas extensoes invariantes de v. Desta forma, teremos uma bijegcao entre
campos de vetores invariantes pela esquerda (e direita) em G e elementos de T1G.

2. Algebras de Lie

DEFINICAO 6.2. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial g, munido do mapa linear

(8) [, ] A’ — g,

que satisfaz a identidade de Jacobi: para cada v € g, o mapa linear ad(v) = [v,-] :
g — g € uma derivacao:

(9) ad(v)[w, 2] = lad(v)w, 2] + [w, ad(v)2]

que de forma equivalente € expressa por
(10) [0, [w, 2] = [[v, w], 2] + [w, [v, 2]].

DEFINICAO 6.3. Dadas g e b dlgebras de Lie e um homomorfismo ¢ : g — b, dizemos
que ¢ € de Lie se este preserva colchetes, ou seja,

olv, w] = [pv, du],
valido para cada v,w € g, onde o colchete a esquerda € o colchete da dlgebra g, e a direita
o colchete da dlgebra b.

DEFINICAO 6.4. A colecao de dlgebras de Lie juntamente com os homomorfismos de
Lie formam a categoria denotada por LAlgs.

ExEMPLO 6.1. Dado um espago vetorial V', o espago end(V') de endomorfismos de V'
tem estrutura de algebra de Lie sob o comutador:

la,b] := ab — ba.
Uma representagao de g em V é uma escolha de homomorfismo de dlgebras de Lie
p:g— end(V).
EXEMPLO 6.2. Dada uma &lgebra de Lie g, entao o conjunto dos automorfismos de
Lie
Aut(g) := {¢ € GL(g) | o[-, "] = [¢, 9]},
¢ um grupo de Lie sob a composicao de mapas.

ExEMPLO 6.3. Dada élgebra de Lie g, o subespago der(g) C end(g) das derivagoes
de g — isto é, mapas lineares a : g — g com

alv,w] = [a(v),w] + [v, a(w)], v,w E g,

¢ uma subélgebra de Lie de end(g).
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EXEMPLO 6.4. Dada algebra de Lie g, a identidade de Jacobi prové a representacao
adjunta:
ad : g — der(g), ad(v)w = [v, w].

Seu ntcleo, o centro

#(g) = {v | [v,6] = 0}
¢ um ideal abeliano de g, e sua imagem

ad(g) = {[v,] | v € g}
¢ um ideal de der(g):
la,ad(v)] = ad(av), (a,v) € der(g) x g.

EXEMPLO 6.5. O centro de uma algebra de Lie g, definido no exemplo anterior, pode
ser interpretado como uma dlgebra de Lie munida do colchete nulo. Além disso, por z(g)
ser um subespaco vetorial de g, entao este pode ser interpretado como um grupo de Lie
sob a adicao.

3. A algebra de Lie de um grupo de Lie

Até este momento nao temos uma relacao clara entre grupos e dlgebras de Lie, porém,
como serd demonstrado nesta se¢ao, a partir de um grupo de Lie de dimensao finita é
possivel construir uma estrutura de algebra de Lie no espaco tangente T1G.

Desta forma, a partir desta se¢ao, caso nao exista menc¢ao contraria, todo grupo de
Lie tera dimensao finita.

TEOREMA 6.1. O espacgo tangente de um grupo de Lie G na identidade, g = T1G,
tem uma estrutura natural de dlgebra de Lie [-,-] induzida pelas extensdes invariantes,
para a qual a func¢ao que associa a cada elemento de g a sua unica extensdao invariante a
esquerda € um homomorfismo de dlgebra de Lie,

(11) v, wly = [v*,w"], v,wE g.

DEMONSTRACAO. Denotando o conjunto dos campos de vetores invariantes pela es-
querda em G por X(G)*, vemos que o mapa

TG — x(G)F

=

definido por (7), é um isomorfismo. Além disso, como L, : G — G é um difeomorfismo
para cada g € G, entao dados vl w® € X(G)*

(Lg)<[v™, w"] = [(Lg)wv™, (Lg).w"],

mas como v” e w” sdo invariantes pela esquerda

(Lg)s[v",w"] = [v*,w"],

ou seja, [vl, w¥] também ¢é invariante pela esquerda.
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Por estas duas observagoes, (11) estd bem definido para cada elemento de g. Além
disso, pelo comutador ser um colchete de Lie em campos vetoriais, entao [, -] também o
é em g. 0

Pelo fato de (Cy)(1) = 1, o mapa tangente de Cy em 1 é um mapa linear
Adg = (Cy)e 18 = 8,

chamado de mapa adjunto de g, ou a conjugacao infinitesimal por g em g. Além disso,
como

Cgh = (Cg) © (Ch)v g7h € Ga
entao aplicando a regra da cadeia, deduzimos que
Adg, = (Ady) o (Ady), g,h e G.
Ou seja, o mapa
Ad: G — Aut(g) C GL(g), Ad: g Ad, :

¢ um homomorfismo de grupos de grupos de Lie, que é chamado de representagao
adjunta de G em g.

EXEMPLO 6.6. O mapa representacao adjunta Ad : G — Aut(g) é um homomorfismo
de grupos de Lie, com ntcleo o centro

Z(G)={z € G| zg = gz para todo g € G}.

OBSERVACAO 6.1. A imagem de Ad nao precisa, necessariamente, ser um subgrupo
de Lie de Aut(g).

PROPOSICAO 6.1. Seja ® : G — H um homomorfismo entre grupos de Lie com
algebras respectivas g e . Entao a diferencial de ® na identidade

(12) o =d,:9—b
¢ homomorfismo de dlgebras de Lie, e satisfaz
(13) ¢o Adg = Ad(p(g) 0 @, geaq.

DEMONSTRAGAO. Dados g, h € G, entao
o Ly(h) = ®(gh)
= O(g)2(h)
= Lag(®(h))
= Loy o ®(h).
Logo ® o Ly = Lg(g) o P, e portanto

¢ o (Lg)e = (Lag))s © ¢-
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Disto segue que para cada v € g

Logo,
([v,w]") = [(v), p(w)]" v,w € g,
ou seja,
¢([v, w]) = [6(v), p(w)] v,w € g.
Para a tltima igualdade, notemos que
O(Cy(h)) = D(ghg™") = @(9)2(R)®(9)~" = (Ca(e)(P(h)) g9.heq,
ou seja,

poCy=Coo®
e assim, derivando:
¢ o Ady, = Adg(g) o ¢.
OJ

Por fim, registramos a functorialidade da associagao de um grupo de Lie até a sua
algebra de Lie:

LEMA 6.1. A regra que a um homomorfismo F : G — H de grupos de Lie associa
F,:T'G — T\H define um functor

(14) Lie : LGrps — LAlgs
da categoria de grupos de Lie para a categoria de dlgebras de Lie.
DEMONSTRAGAO. Basta observar que a idg : G — G corresponde idr, ¢, e que se
¢ LK
sao homomorfismos de grupos de Lie, entao
Lie(F' o F) = (F' o F).|1¢

= F/|nyu o Filne
= Lie(F") o Lie(F).

U

DEFINIGAO 6.5. Dado um grupo de Lie G tal que Lie(G) = g, entdo dizemos que G
integra g.
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4. O mapa exponencial

LEMA 6.2. Seja v € g, e sejam v¥, v® suas extensoes invariantes pela esquerda e pela

direita. FEntao os seus fluxos locais satisfazem:

,UL UL UR ,UR
(15) or (9) = g¢; (1), or (9) =/ (1)g.
Consequentemente, v*, vt € X(G) sao campos vetoriais completos.

DEMONSTRACAO. Tomemos v invariante pela esquerda e g € G. Escrevamos
UL UL
gt = R(z,gL(l)g = g(bt (1) = Lg(bt (1)7
desta forma, gy = ¢, e além disso

L, = doy (1) Lyv(d) (1) = v(Lydy (1)) = v(gy),

R

para cada t, e consequentemente, g; = gbfL (g9). O caso para v" é andlogo. 0

TEOREMA 6.2. Para cada v € g, existe um unico homomorfismo h = h, : R — G que
¢ diferencidvel emt = 0 e satisfaz %(0) = v. F esta solucdo € iqual a curva solugcdo em v"
e vt comecando pela identidade de G. Além disso, os fluzos de v e v® sdo globalmente

definidos para todo t € R.

DEMONSTRACAO. Seja ¢; o fluxo de v*. Teremos, além da definicdo,

Gtrs = ¢s(¢t(1>) = ¢t(1)¢s(1)

por (15). Mas isto mostra que existe € > 0 tal que, se ¢;(1) é definida, entdo ¢:(1) é
definida para todo t' € (t — €,t + €). Portanto, t — ¢;(1) é definida para todo t € R,
dh

e teremos um homomorfismo de classe C' h : R — G, enquanto $*(0) = v. Novamente

aplicando (15) asseguramos a defini¢ao de ¢; : G — G para todo ¢ € R. Substituindo v
por vt obtemos um resultado similar para o fluxo de v*.
Agora suponha que h : R — G é um homomorfismo que é diferenciavel em ¢t = 0 de

modo que 9(0) = v. Diferenciando:
h(t + s) = h(t)h(s) = h(s)h(t)
com respeito a s em s = 0, vemos que h é diferenciavel em t e

dh
E(t) = (Lngp))«(v) = iy

dh
E(t) = (Ru))«(v) = Uf?(t)»

entdo h(t) é uma curva solugao para v’ e v, com h(0) = 1 € G. Portanto, é determinado
unicamente por v € g. U
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DEFINIGAO 6.6. Para cada v € g, o elemento expv € G € definido como gb?fL(l) =

R L R ~ ~ . . \ \ . .
¢y (1), onde ¢y e ¢} sdo os fluros das extensoes invariante a esquerda e a direita de
v. Ou seja,

exp:g — G
v 6f () =0 (1)
Tal mapa € chamado o mapa exponencial de g até G.
Por definicao, para v € g,
% exp tv|—g = %¢§L|t:0
= v
e assim
v = (exp).(v), vEg,

ou seja, (exp), é igual a identidade em g. Assim, aplicando o Teorema da Fungao implicita,
chegamos ao seguinte teorema:

TEOREMA 6.3. O mapa exponencial € um difeomorfismo entre uma vizinhanca aberta
de 0 € g e uma vizinhanca aberta de 1 € G.

A partir do mapa exponencial e da representacao adjunta podemos dar uma carac-

terizacao a algebra de Lie de um grupo de Lie equivalente a apresentada no Teorema
6.1:

TEOREMA 6.4. Um grupo de Lie induz uma estrutura de dlgebra de Lie em g := TG
dada por

[v,w] == %Adexpmwh:o v,w E g,
que € equivalente a expressao dada em (11)

DEMONSTRACAO. Basta calcularmos, para v, w € g,
%Adexpww = %szpwwL
= &) wt
= (¢} )", w"]
= (&) [v,w)",
a qual usamos para deduzir que
%Adexptvwhzo = [v,w].
O

Assim, o mapa ad definido em 6.4 pode ser escrito em termos da representacao dada
pelo Teorema 6.4:



52

CHAPTER 6. CAMPOS VETORIAIS EM GRUPOS DE LIE

DEFINIGAO 6.7. Definimos o mapa ad : g — der(g) por

ad(v)w = %Adexpwwlt:o v,w € g.



CAPITULO 7

Estruturas Poisson

Este breve capitulo se dedica a introduzir o conceito de estruturas Poisson e alguns
exemplos. Os resultados e defini¢oes foram trazidos e adaptados de [7] e [20], conforme as
necessidades deste trabalho. No que segue, C*°(M) é o conjunto das fungdes f : M — R
infinitamente diferenciaveis, onde M é uma ¢é uma variedade diferenciavel.

1. Defini¢coes basicas

DEFINICAO 7.1. Uma variedade Poisson ¢ uma variedade M munida de um colchete
de Lie

{-,-}: C®(M) x C®(M) — C*(M)

que além disso satisfaz a identidade de Leibniz:

{f,gh} = g{f.h} +{f. g}h Vf,9,h € C*(M).
Um mapa suave entre variedades Poisson
®: (M, {+}1) — (M, {:,-}2)
é dito Poisson se
" : C%(My) — C%(M) O*(f) == f(®)
for um homomorfismo de dlgebras de Lie:

O*{f, g} = {2*(f), 2" (9) 1 Vf, g€ C*(My).

Vemos que, pela identidade de Leibniz, fixado um mapa h € C*°(M) a aplicagao
{h,-} : C®(M) — C*°(M) é uma derivacdo na algebra C'*°(M). Portando, este define
um campo de vetores X, em M que age sobre funcoes a partir da derivada de Lie:

{h, f} = Zx,.f Ve C®M.

OBSERVAGAO 7.1. Uma boa referérencia para propriedades das derivadas de Lie pode
ser encontrada em [31].

Este campo de vetores é denominado campo de vetores Hamiltoniano de h €
C>®(M).

Novamente, a identidade de Leibniz nos permite definir o colchete de Poisson local-
mente, ou seja, restringir o colchete em abertos da variedade M. Isto ¢ elucidado na
proxima proposicao.

53
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PROPOSIGAO 7.1. Dada uma variedade de Poisson (M,{-,-}) e U aberto em tal varie-
dade, entao U possui um colchete de Poisson {-, -}y pelo qual o mapa inclusao i : U — M
¢ um mapa de dlgebras:

{flo,glvyo = {f,9}lv

DEMONSTRAGAO. Dados f,g € C*(U) e p € U, tomemos f.ge C>®(M) extensodes
de f e gem M, ou seja, fungoes tais que f|lo = f e glo = ¢g para uma vizinhanga O C U
contendo p. Dali, definamos

(16) {f.9}u(p) = {F.3} ().

Para a boa definicao devemos mostrar que para cada vizinhanca O contendo p e cada
frg € C*(M), {f,g9} o depende apenas das restri¢oes f|o e g|o. Por bilinearidade e
anti-simetria, basta mostrarmos que g|o = 0 implica que {f,¢g} = 0. Para tal, basta
notar que

{f,9}lo = Zx,(9)lo = Zx,,, (9lv)-

As propriedades de anti-simetria, bilinearidade, Jacobi e Leibniz seguem do fato de que
estas sao satisfeitas pelas extensoes das funcgoes em U em vizinhangas suficientemente
pequenas de pontos. O

Tomando uma carta local de algum conjunto aberto U em M com coordenadas
(21, ..., T,), entdo o campo de vetores hamiltoniano de uma fungao f € C*°(M) restrito a
U pode ser expresso por

Desta forma, aplicando a regra de Leibniz, cada elemento X } , satistaz
J o j J
Xy, = X+ gXy.

Consequentemente, o mapa X7(f) := X } se torna uma derivagao em C*°(U). Desta forma
X pode ser escrito da seguinte maneira

@ of o
szzﬂ-ij f

2 T o, O
2,7=1
o que implica, em tais condic¢oes, que
—~ _ 9f 9y
17 , = Ty —
onde m;; = {z;,z;}|v, ou seja, cada coeficiente é o colchete de Poisson aplicado nas

coordenadas locais de U. E assim, temos uma caracterizacao precisa do colchete restrito
a um aberto U definido na Proposicao 7.1.
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Por {-, -} ser anti-simétrico, entao teremos m;; = —mj;, portanto, se tomarmos a matriz
A = [m;], 1 < 4,5 < m, esta serd uma matriz anti-simétrica com entradas em C*(U).
Assim, a identidade de Jacobi para {-, - };; é equivalente ao sistema de equagoes diferenciais
parciais:
m

(18) > (m% + O +wklaﬂ”) =0, (1<i<j<k<m).
l

i —
J 8;1:,
=1

2. Estruturas de Poisson e campos de bivetores

A relagao (17) nos induz a pensar que o nosso colchete de Poisson pode ser expresso

em termos de
B 0 A 0
= ;jﬂ'lj 8:67, a.Tj'

Pelo uso do produto exterior, a anti-simetria é assegurada. Este é um exemplo do que
chamamos de campo de bivetores, ou seja, uma secao de A?T'M. A identidade de Jacobi
equivale a uma condic@o extra em 7 que é expressa em termos da equagao (18).

Para iniciar tal discussao a respeito da relacao entre campos de bivetores e estruturas
Poisson, devemos fazer um breve estudo a respeito do calculo de campos de multivetores.
Primeiramente, dada uma forma diferenciavel de grau &

k
weQF(M):=T (/\T*M) :
entao esta pode ser identificada como um mapa C*°(M)-multilinear e alternado de grau
k:
w: XY M) x ... x XH(M) — C°(M).
e de maneira dual, um campo de multivetores de grau k em M
veXF(M) =T (A'TM),

pode ser interpretado como um mapa C°°(M )-multilinear e alternado de grau k no espago
Q' (M) em 1-formas em M:

v: QN M) x ... x QYM) — C>®(M)
Através dessa identificagao o produto exterior resultante
A XR(M) x XM — XM (M),

pode ser escrito da forma usual

(v Au)(ar, .y Qpyg) = Z (=D)%v(eay A oo A Qo)) U(Qo (k1) A oo A Qo (i1 )
UESk,l
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onde as somas sao feitas sobre todos os (k,[)-shuffles, ou seja, todas permutagoes as o de
{1,2...,k + [}, tais que
o(l) <...<oa(k) e ok+1)<..<ok+1).
Para k = 0, teremos X'(M) = C=(M) e f Av = fv. Como para formas esta operagao

¢ comutativa e associativa no sentido graduado, conseguimos uma estrutura de algebra
comutativa graduada em

X*(M) = é%k‘(M).
k=0

Dado um campo de vetores X € X'(M), podemos associar uma derivacao Ly :
C>®(M) — C*(M) na algebra das fungdes suaves em M. Podemos fazer uma associa¢ao
similar de campos de multivetores v € X¥(m) através da operagao

Ly C®(M) x ... x C°(M) — C™(M),
definida por

D%,(fl, ey fk:) = U(dfl VANPVAN dfk),

que sera alternada:

Lo(frs o fis Fis s fr) = =Lo(frs s [i fis s T,

e uma multiderivagao, ou seja, que satisfaga a regra de Leibniz em cada fator:
Zl)(f17 A fg? A fk) - %(fl? M f7 M fk)g + f"%)(fl? "'797 et fk:)

E possivel mostrar que tal relacao é uma bijecao entre campos de multivetores v €
X*(M) e as multiderivagoes alternadas & : C°(M) x ... x C°(M) — C®(M) (ver [7]).
No nosso contexto, estamos interessados nos campos de bivetores m € X2(M), ja que estes
estao em bije¢ao com derivagdes anti-simétricas {-, -} : C°(M)x C>®°(M) — C*(M), com
{f, g} :=m(df ANdg), j& que, caso este satisfazer Jacobi, entao teremos um colchete que
depende apenas do valor de func¢oes em pontos e as suas respectivas diferenciais.

O préximo lema demonstrara a referida correspondéncia:

LEMA 7.1. Eziste uma correspondéncia bijetora entre:

a) bivetores m € X*(M).
b) mapas bilineares anti-simétricos {-,-} : C®°(M) x C*(M) — C*(M) que satisfazem
a regra de Leibniz.

Explicitamente, a correspondéncia € dada por

{f, 9} :==(df Andg), f,9.€ C=(M).
Além disso, o colchete
['7 ']ﬂ— : QI(M> X QI(M) — QI(M)7 [§777]7r = gwﬁ(ﬁ)n - Lwn(n)dg

€ tal que
[df,dg]" := d{f, g}
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onde 7t : T*M — TM ¢€ definido por
() = 7(a, ).
DEMONSTRAGAO. A férmula no enunciado define 7 através de {-,-} e vice-versa, e
{-, -} satisfaz Leibniz pois
{f,gh} = m(df Ad(gh))
=m(df A (¢gdh + hdg))
= gr(df Adh) + hr(df A dg)
= g{f,hy +h{f, 9}
Por fim, observamos que
[dfa dg]ﬂ = gﬂﬁ(df)dg - Lﬂﬁ(dg)de
=dZapn9g
= d{/, 9}
0

DEFINIGAO 7.2. Um bivetor 7 € X*(M) cujo colchete determina uma estrutura de
dlgebra de Lie em C*°(M) € dito uma estrutura Poisson em M.

Usando o Lema 7.1, podemos dar condigoes necessarias e suficientes para que um
bivetor defina um estrutura Poisson:

TEOREMA 7.1. Para um bivetor m € X(M), as sequintes afirmag¢des sao equivalentes:
i) O grdfico Gr(n) de 7 : T*M — TM € involutivo sob o colchete de Dorfman
|, -] : T(TM) x T'(TM) — I'(TM)
em secoes de TM :=TM @& T*M:

(19) [u+& v+l = Ly — 1.dE.
i) O tensor Y € T'(A3Gr(m)*) dado por
Y(a,b,c) = (||a,b|,c), a,b,c € Gr(rm)

é identicamente nulo.
iit) ™ € homomorfismo

7T'ﬁ . (QI(M), ['7‘]7r) — (:{(M)7 [7])7

) (QYM),[-,-]") € dlgebra de Lie;
v) m € Poisson.
vi) [Xyp, Xy] = Xpg1, onde [,-] € o comutador de campos vetoriais.

DEMONSTRAGAO. Observamos que o colchete de Dorfman satisfaz
la, bl + [b, al| = d{a, b);
lla, 16, cllll = [llla, oIl cl| + 110, ||, c|l
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Za(b; ) = ([l bl], ¢) + (b, [la, e},
para todos a,b,c € I'(TM), onde (-,-) denota o pairing simétrico canonico:
() :TM x TM — TM,(u+ & v+ 1) = tun + 1€,

e onde £, == L (a)-
Para um subfibrado Lagrangiano L C TM, temos que a restri¢ao

[+l : T(L) x T(L) — T'(TM)
é anti-simétrica. Além disso, L é involutivo,
IT(L), (L) € T(L),

exatamente quando essa restri¢ao define em I'(L) uma estrutura de algebra de Lie, o que
ocorre exatamente quando

(IT(L), DL, T(L))
¢ identicamente nulo.
Considere entdao o subfibrado Lagrangiano dado pelo grafico L de n*. Temos entdo
que

(7€) + & mF () + nll, 7*(C) + ¢) = ([7*(), 7* ()] + [&, )", 7 (C) + ¢)
= ([7*(&), 7 ()] — 7*[&, 1], O)
Isso mostra que i), ii) e iii) sdo equivalentes. Por outro lado,
d{f.{g,n}} = [df,d{g, n}]"
= [df. [dg, dn]")"
= [[df,dg]",dh]" + [dg, [df, dR]"]"
= [d{f, g}, dn]" + [dg, d{f, h}]"
=d({{f.g},h} + {9, {f. h}})
mostra que iv) implica iii).
Para mostrar iv)< v), basta notarmos que, para cada f,g,h € C*(M),
Lix, xgh = Lx, Lx,h — Lx, Lxh
={f A9, h}} —{9.{f. h}}
={{f.g}. 1}
= Lxyph
Por fim, mostremos que ii) implica iv). Para cada f,g,h € C*(M)
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(X7, X, = [7*(df), 7*(dg)] = 7*[d [, dg]
= T Lrapdg — tar(agddf)
= ﬂ-ﬁ(d(gwﬁ(df)g))
= m*(d{f.g})
= X{s9}
ou seja, ii) = v), e consequentemente ii) = iv) O

DEFINIGAO 7.3. Uma variedade M munida de um bivetor Poisson m é chamada uma
variedade Poisson, e serd denotada por (M, ).

3. Exemplos

EXEMPLO 7.1. Toda variedade diferenciavel M possui uma estrutura de variedade
Poisson através do colchete nulo:

EXEMPLO 7.2. Se M tem dimensao até 1, todo bivetor m € X%(M) é nulo (e portanto
Poisson).

EXEMPLO 7.3. Tomando M de dimensao 2, todo bivetor 7 € X?(M) ¢ Poisson. De
fato, pelo Teorema 7.1 sabemos que 7 é Poisson se e s6 se T € T'(A*Gr(7)*) é nulo — e
isso é automatico, ja que Gr(m) tem posto dois.

EXEMPLO 7.4. Se M = R?", entao a estrutura simplética padrao

n
— 9 A 0
= Z ox; A Oy’
i=1
define uma estrutura Poisson em M.

EXEMPLO 7.5. Se M = R?", entdo o bivetor

n
0 D 0 A 0
= wlaxl A oY1 +Z Ox; A Ay’
i=2
define uma estrutura Poisson em M.

EXEMPLO 7.6. Se M = R?", entao o bivetor

n
_ 0 0
m= Y T A By
=1

define uma estrutura Poisson em M.



60 CHAPTER 7. ESTRUTURAS POISSON

EXEMPLO 7.7. Se M = R?", entao o bivetor

n

= Z(JZ? + yf)a‘il

=1

define uma estrutura Poisson em M.

ExeEmpLO 7.8 (Estruturas Poisson lineares). Um colchete de Poisson {-,-} em um
espaco vetorial V' que aplicado a duas funcoes lineares produz uma funcao linear é dito
um colchete de Poisson linear.

A luz do exemplo 7.8, a préxima proposicao relacionara o colchete de Lie de uma
algebra de Lie g com colchetes de Poisson lineares em seu dual g*.

PROPOSICAO 7.2. Dado um espago vetorial g de dimensdo finita n, entdo existe uma
bijecao canonica entre estruturas de dlgebra de Lie em g e estruturas Poisson lineares em

*

g .

DEMONSTRAGAO. Primeiramente, dada uma estrutura Poisson linear (g {,-}), é

possivel fazer a identificacao entre elementos de g e as fungoes lineares em g*, Cp2 (g*),
através do pairing (-,-) : g¢* X g — R, em que
(20) ful€) = (& u), (eg, u€g.

Desta forma, dados u,v € g, podemos tomar f,, f, € C;2(g*) e definir o colchete de
Lie [u,v] a partir da seguinte relacao

(21) {fm fv} = f[u,v]‘

Agora, dada uma &lgebra de Lie com colchete [-,-], podemos fazer a identificacao
(Teg*)" = T¢g" = g para cada § € g*. Dados f,g € C*(g*), podemos interpretar
def : Teg" — R como elemento de g escrevendo

(v, def) = £ f(E+t)|,_,» veEg,
e assim definir um colchete de Poisson linear em g* por
{f,9}(€) = (&, [de f, deg]) {eg

Para verificar a identidade de Jacobi em {-,-}, é suficiente checar em fungoes lineares,
j& que as diferenciais de fungoes lineares geram T¢g*. Pela correspondéncia dada pelo

pareamento em (20), entdao dadas f,g € C72 (g*), teremos f = f, e g = f, para u,v € g,

e assim Jacobi em {-,-} é herdada por [-, -] via a relagao (21).
Em termos de Campos de bivetores a estrutura Poisson em g* é dada por
0
1<,k <n,
8/13

onde {1, ..., it } é a base correspondente de g* a base {vq,...,v,} de g, e cada cz,j ¢ definido

por [v;,vj] =, czjvk.
]
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4. Splitting de Weinstein

Dada uma estrutura de Poisson (M, ), na vizinhanga de um dado ponto, tal estrutura
pode ser descrita como o produto de uma estrutura Poisson nao-degenerada e uma que
se anula no ponto.

Este resultado é conhecido como o Teorema de decomposicao de Weinstein, e nos
permite construir uma folheacao para a estrutura Poisson de tal forma que cada folha
possui uma estrutura simplética induzida por 7.

DEFINIGAO 7.4. Dado um bivetor m € X(M), a dimensao do mapa induzido
(22) 7t M — T,M €M,

¢ chamado de posto de m em x € M. O posto de um determinado bivetor m em um ponto
x € M serd denotado por Rank(m,).

OBSERVACAO 7.1. O posto de uma aplicacao nao precisa, necessariamente, coincidir
em todo ponto x € M. Além disso, dizemos que m € X(M) € nao degenerado quando
dim M = Rank(w,) para todo x € M.

Do artigo seminal [30], extraimos uma generalizacao do Teorema de Darboux em
Geometria Simplética:

TEOREMA 7.2 (Teorema da decomposigao de Weinstein, [30]). Seja (M, ) uma vari-
edade Poisson, entao para cada x € M existe uma vizinhanga aberta U, C M de x e um
difeomorfismo

(23) Ozt Sy x Ty, — U,
onde
Sy x T, C 7(T*M) x N} M
wizinhangas de 0 X 0, onde N M € o fibrado conormal, de tal forma que
0p 0 (Spywy) X (T, mp) —> (M, )

¢ um difeomorfismo de Poisson, com ©.(0,0) = x, com w, C Q2(S,) € a estrutura
simplética padrdo e 7, C X*(M) € bivetor Poisson tal que m,(x) = 0.

Para demonstrarmos este importante teorema, precisaremos do fato de que se dados
X,Y € X(M) campos de vetores comutam, ou seja,

[X7 Y] =0,

entdo ¢ = ¢), os fluxos de X e Y, respectivamente, com ¢t € [—¢, €] para algum e >
0 suficientemente pequeno, juntamente com o lema a seguir, que vem diretamente do
Teorema do Fluxo Tubular para k = 1.

LEMA 7.2. Sejam Xy,...Xy campos de vetores em uma vizinhanca de x € M tais que
(X, X;] =0 Vi, j e {l,....k}
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Entao existe uma carta local em torno de x (U, xq,...,xx) tal que
0
8:1%

DEMONSTRAGAO DA TEOREMA 7.2. A prova serd feita por inducao no posto de 7.
Se m, = 0, nao existe nada a fazer. Assuma que Rank(m,) > 0 e que o resultado é vélido
para cada bivetor Poisson com posto menor que Rank(r,.). Pelo fato de m, # 0, existe uma
funcdo p definida em uma vizinhanca de = de modo que p(z) = 0 e X, |, = 7&(d,p) # 0.
Pelo Lema 7.2, podemos encontrar uma carta coordenada (U, x1, x1, ..., Z,,) em torno de
T, para os quais

(24) Xl =

Vie{l,.., k}

_ 0
Xp|U = 201
Definamos ¢ := x; e notemos que

Xplp) =0,  Xolg) =0,  Xp(q)={p,at =1,  Xelp) ={g.p} =-1,
implicam que X, e X, sao linearmente independentes. Além disso, por 7 ser Poisson
[Xp, Xo] = Xpagp = X1 =0.

Utilizando novamente o Lema 7.2, podemos encontrar uma carta coordenada também
denotada por (U, z1, ..., x,,) centrada em x tal que

(25) Xolv = 5 Xplv = 3%2-

Ox1’

E possivel tomar um aberto, também denotado por U, de tal forma que (U, p, q, z3, ..., Tp,)
seja uma carta local centrada em z. Isto segue de

dq dp  Oq Op
8:61 833'2 8%2 8.771
= dxy A ... Adxyy,

dg Ndp ANdzs A ... ANdz,, = ( )dxl/\.../\dazm

onde utilizamos, na ultima igualdade que
= = X,y(p) = -1, 22 = Xplg) =1, 2 = Xp(p) =0, 2 = X,y(q) =0.

oy Oxa Ory

Pelas equagoes em (25), as nossas novas coordenadas satisfazem
{pa Q} =1, {pa xl} =0, {Q7‘Il} =0,

para cada i € {3, ..., k}. Portanto, w é descrito como

_ 9 A0 ij 8 p)
W]U—a—p/\%—l— E w (p,q,xg,...,a:m)axi A o
3<i,j<m

9

5+ Por outro lado,
p

Consequentemente, nestas novas coordenadas, X, |y = aﬁ e Xylv=—
q
a identidade de Jacobi nos garante que

5 W) = XpwY)
= {p.{wi, z;}}

= {{p, i}, x;} + {xi, {p, 25},
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¢ 0 mesmo para a%(w"j ):
W’ = Xy (wY)
= —{q, {xi’xj}}
= _{{ani}7$j}_{xja{Q7xj}} =0.

Dai, novamente tomado U, suficientemente pequeno, podemos supor w” independentes
de p e q, e assim a identidade de Jacobi para x3, ..., x,, mostra que

Wy = Z w" (3, ...,xm)a%i A a%j
3<i,j<m
é bivetor Poisson em torno de 0. Ainda, vemos que
Rank(wp) = Rank(m,) — 2.

E assim, aplicando a hipdtese de inducao em w, temos o resultado desejado. 0






CAPITULO 8

O grupo Hamiltoniano

Neste capitulo, descrevemos uma estrutura natural de grupo no espaco de campos
vetoriais nao-auténomos e completos'. O mapa de fluxo se torna um homomorfismo de
grupos, e prové o contexto adequado para discutir o teorema classico de Variacao de
Parametros, que descreve o gerador infinitesimal do fluxo de uma deformacao de campos
completos.

Essa discussao serve de base para descrever o grupo Hamiltoniano de uma variedade
Poisson (M, ), adaptando o caso apresentado em [13] ao contexto Poisson (como também
é feito em [9]). Ele prové um contexto conveniente para a descricao global da estrutura
Poisson, como uma folheagao simplética (nao necessariamente eqiiidimensional).

Concluimos discutindo em detalhe a folheacao simplética de estruturas Poisson lineares
em espacos vetoriais.

1. Campos vetoriais completos

Seja M uma variedade diferencidvel, e seja g := X; (M) o conjunto dos campos de
vetores dependentes do tempo e completos em M. Se v € g, denotamos por ¢; seu fluxo

of M x {0} — M x {t},
caracterizado por
%¢? =0 ¢:5)> ¢0 = id.
Se v,w € g, entao
GO0 (1) = v 0 ¢y () + (8] (we 0 ¢ ()
= (v + (¢))+(wy)) © ¢79)" ()

mostra que se definirmos

(vxw)e = vy + (¢])«(wr)

entao nos teremos uma identidade

=gt ooy

g possivel dar a esse grupo uma estrutura “de Lie” modelado em espagos vetoriais topolégicos
convexos como em [25], mas isso foge ao escopo da dissertagdo, e nao faremos uso de tal estrutura.

65
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TEOREMA 8.1. Com estas definigoes, (X;.(M),*) € um grupo, e
O : (X (M), x) — (Diff (M), 0)
¢ um homomorfismo de grupos.
DEMONSTRAGAO. O campo de vetores nulo (ou zero) 0 nos dd uma identidade:
Oxv=v=v%0.
Além disso, a multiplicacao é associativa:
vk (wkz)=0v+ QL(w*z)
= v+ op(w+67(2))
= v+ ¢l(w) + ¢,¢)(2))
= (vxw) 4+ ¢ (2)
= (v*xw)*xz

2. Variacao de parametros

Suponha que
¢: 1 x1— Diff(M)
é tal que
p: I xXIxM—>M
é suave, e
oy = idas.
defina campos de vetores v,w € X(M x I x I) ao colocar

(26) dp=voo, dp=wog.

LEMA 8.1. Os campos de vetores acima satisfazem a equagao

v = aw = [, w).

DEMONSTRAGAO. Seja f € C*°(M), por um lado teremos
50 () = 59" (L)
= ¢ (Lo L] +ZLa [)
dt®
e pelo outro,
Gea® (f) = 50" (L)
de
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para concluir que

Za d f: [gmgw]f:‘i/ﬂ[v,w]f'

e at"

Ja que isto é valido para cada f, segue que

v — o = [v, )

TEOREMA 8.2 (Variagao de parametros). Se ¢ : I x I — Diff (M), entdo
¢
i = (@0 [ (@) s

DEMONSTRACAO. Essa demosntracao decorre do Lema 8.1, ja que para os campos de
vetores definidos em (26), teremos

Lo = 2w+ [v,w).

Desta forma, aplicando (¢5)* em ambos os lados, nés temos

(65" gev = (65)" (Fw + [v,w]) = F(60)" (w).

Portanto
(60)" (i) — (66)" (w) = [ (60" i
0

Pelo fato de ¢y = idjs, temos que wy = 0, e entao

t t
Wk = (65), / (60)° Lugds = / (66.)" Lugds,

COROLARIO 8.1. Uma familia de caminhos
e = (L= ¢i(z))

¢ uma homotopia de caminhos com pontos finais fizados se, e somente se

1
/ (6" Lot = 0, vt
0

DEMONSTRAGAO. Pelo fato de (¢9). aplicado a tal familia dar origem a um campo
de vetores w, a qual o seu fluxo ¢(4§) (). O
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Ficura 1. A férmula de variagao de parametros permite distinguir se uma
determinada homotopia ¢$(z) tem pontos finais fixados.

3. O grupo Hamiltoniano

Seja (M, ) uma variedade Poisson. Dizemos que uma determinada fungao f €
F(M) := C>®(M x I) é completa se o seu campo Hamiltoniano H; € X(M x I) é
completo. Usaremos a seguinte abreviacao por simplicidade

M=o,
Denotaremos por Ham(M, ) C C*°(M x I) o conjunto das funcoes completas.

OBSERVACAO 8.1. Frequentemente denotaremos por o/ ou go? o fluro gerado pelo

campo Hamiltoniano, a escolha € feita para salientar que estamos tomando o fluxo deste
campo de vetores especifico.

TEOREMA 8.3. Existe um mapa bem definido
* : Ham(M, 7) x Ham(M, ) — Ham(M, ), (f*xg):=fi+ (gb{)*gt

que transforma Ham(M, ) em um grupo, que serd chamado de grupo Hamiltoniano.

Além disso, o mapa fluxo € um grupo homomorfismo do grupo Hamiltoniano até o grupo
de difeomorfismos de M :

¢ : (Ham(M, ), x) — (Diff (M), o), {*gng{ogbf.
DEMONSTRAGAO. Claramente 0 age como a identidade e

fh==)f
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é a inversa de f:
frft=r+el(f )

= f—ol(") ()
=0

o que implica que

Portanto

Agora, pelo fato de ¢ se fatorar através de
H:Ham(M,7) — X.4(M x I)
e pelo fato de
Hpag = Hy + (6]).H, = Hy % Hy,
podemos deduzir que
(27) P =l oyt
Portanto,
frlgxh)=f+@ (gxh)

= [ +¢'(g) + &' (R)

= fxg+¢"(h)

=(f*g)*h

o que mostra que * é associativo

4. Folheacoes simpléticas
O grupo Hamiltoniano Ham(M, ) age sobre uma variedade Poisson (M, ) via
(28) fox=ol(2), (f,x) € Ham(M, ) x M.
As orbitas
O, :=Ham(M,r) -z

particionam M.
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TEOREMA 8.4. As drbitas O, do grupo Hamiltoniano de (M, ) sao inicialmente imer-
sas em M e sao as subvariedades integrais mazximais da distribuicdao

9P =7*(T*M) C TM.

Além disso, cada folha vem munida de uma forma simplética wo, € Q*(O,), unicamente
determinada pela condicao

wo,«(Hy, Hy) :={g, f}(2),
e € invariante pela a¢do de Ham(M, ).

Lembremos que uma imersao ¢ : S — M é inicial se, para cada mapa suave ¢ : N — M
para o qual ¢(N) C i(S), existe um levantamento suave ¢ : N — S:

N
¢,
, ¢
£
S——M
Uma imersao inicial é necessariamente injetora, e portanto o levantamento é tinico caso
ele exista.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 8.4. Passo 1. Splitting de Weinstein. Para cada y €
O,, fixe um splitting de Weinstein

(29) Py - (Sy7wy) X (Ty7 Vy) = (Uyaﬂ>
ao redor de y. Observe que

0y (S, x 0) C O,,
e portanto

0. = J ¢,(8, x0).
Y€z

Note também que cada
(30) ©0y(+,0) S, = Uy,

¢ uma imersao inicial: pois se ¢ : N — U, é suave e ¢(NN) C ¢, (S, x 0), entao

VN =S, ) i=pryop, oy

é um levantamento suave de .
Passo 2. Estrutura diferencial de O,. Desta forma, temos uma estrutura diferencial em
O, com cartas locais definidas por (30), e mapas de transigao os difeomorfismos

Oyry s Wy 1= @;l(SOySy) = 90;1(@1/82/) = Wy y
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unicamente definido por fazer

Wy,y/
Py,y’
Py

W, M

"y >
b pr/

comutar (como nos garante a inicialidade das imersoes envolvidas).
Passo 8. O, — M ¢ imersdo inicial. Observe que as imersoes iniciais ¢,(-,0) colam a
um mapa diferenciavel

1:0, = M,

onde identificamos a érbita como o quociente de Hye(’)z S, segundo a relagao de equi-
valéncia

(¥ €8y ~ (2 €85.) <= ¢,(v) = (%),
e i é dado por
ily] ==y ().

Note que i é automaticamente uma imersao (ja que o sao seus modelos locais), e injetora
(por construgao). Que ¢ é inicial pode ser visto do seguinte argumento: se ¢ : N — M é
um mapa suave, com Y(N) C i(O,), entdo para cada y € O, hd mapa suave

Vy
;Z)“y /
|
¥
SyTUy

onde V, := ¢~ 1(U,), e como essa é uma cobertura aberta de N e

Yy = Pyy 0y y eV, yeN,
temos 1inico mapa suave induzido
VN = O, iot) = 1.

Passo 4. Subvariedades integrais maximais. Recorde que, dada distribuicao ¥ C TM,
uma subvariedade (imersa) S C M é dita integral maximal se

TmS = -@ma r € S.
Como ¢é imediato do splitting de Weinstein que
1,0, = (T M),

segue que cada 6rbita O, é subvariedade integral maximal da imagem de 7* : T*M — T M.
Passo 5. Formas simpléticas. A 2-forma

wo,(Hy, Hy) :=m(dg A df).
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estd bem-definida ji que N}, = kerw%. Ela é claramente nao-degenerada, e é fechada
porque

(dwo,)(Hy, Hg, Hy) = 7{ (ngWOZ(Hw Hp) —wo, ([Hy, Hy ), Hh>)
:f@%ﬁmﬁ—ﬂwﬁﬁ”
:jf({f,{h,g}} —{h.{f.9}})

~ Jts.).)
=0
pela identidade de Jacobi. Por fim, como de
Znywo, (Hg, Hy) = {f, {h, g}}
={{/.h}, g} +{h.{f, 9}}
= wo, (Hy, [Hy, Hp]) + wo, ([Hy, Hg, Hy)

deduzimos que

Ly,wo, =0
e as Orbitas sao conexas, segue que
(o) wo, = wo,, (f,x) € Ham(M,m) x M.
Isso conclui a demonstracao. U

EXEMPLO 8.1. A algebra de Lie Ortogonal Especial de dimensao 3 definida por
(31) s0(3,R) = {A € gl(3,R) | A+ A" = 0},

é um subespaco vetorial de gl(3,R), o espago das matrizes 3 X 3, com a sua estrutura de
algebra de Lie advinda do comutador. Tomando 7y, a estrutura Poisson definida em 7.2
para o dual de (31), entao

— oy, 0 A O 0 A _O 0 A O
Tg = 21 Oza A Ox3 + T2 Ox3 A oz + 3 oz A Oz’

cuja folheagao simplética para tal variedade Poisson é definida por esferas concéntricas:
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5. A folheacgao simplética linear

Dada uma dlgebra de Lie g com G grupo de Lie tal que Lie(G) = g, entdo a operacao
Ad: G — Aut(g) C GL(g, g) define uma acdo G ~ g:

Ad : G — Aut(g)
g — Ad,,

que é denominada a agao adjunta. De maneira analoga, podemos definir a agao coad-
junta Ad* através de

Ad* : G — Diff(g")
g+ &(Ady-1v),
onde £ € g ev € g. Dado £ € g, tomando a sua érbita pela acao coadjunta
O¢ = {6(Ady+ (1) | g€ G e v e gh,
esta sera uma subvariedade imersa em g*. Além disso pelo fato de
(Ad), = ad,
e pela identificac@o canonica Trg* = g* (por g* ser espaco vetorial) é possivel deduzir que
TeO¢ = {ad(v)¢ | v € g}
onde
ad(v)*€ :=¢{v, -] € ¢ veg EEQ.

Agora, através da proxima proposi¢ao, iremos relacionar as folhas simpléticas com a érbita
da agao coadjunta.

PROPOSIGAO 8.1. As folhas simpléticas da variedade Poisson (g*,my), onde g € dlgebra
de Lie de dimensdo finita e Ty € estrutura Poisson linear definida em (7.2), coincide com
a orbita da agao coadjunta.

DEMONSTRACAO. Fazendo a identificacdo dos elementos u,v € g com elementos de
(g*) através de f, = (-,u) e f, = (-,v), entdo para cada £ € g*, entao

To(fo, fu)€ = (€, [v, 1))
= {([v,u]) = ad(v)*(§)u,

oo
lin

ou seja,
Xy, = ad(v)” Yu € g.
Isso implica que o espaco tangente das folhas simpléticas é o mesmo das érbitas da acao

coadjunta. Segue que as orbitas da agcao coadjunta sao subespacos fechados e abertos das
folhas simpléticas que sao conexas por defini¢ao, ou seja, estas devem coincidir. 0
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CAPITULO 9

Os espacos de caminhos

1. Grupos de Banach-Lie

Até este momento demos énfase a grupos de Lie com dimensao finita. Porém ha muitos
grupos que ocorrem naturalmente, cuja dimensao é infinita.

Mais ao ponto, para a demonstragao dos Teoremas de Lie que damos nesta dissertacao,
é imprescindivel recorrer a grupos de dimensao infinita.

Mais especificamente, vamos fazer uso de variedades Banach, como descritas em
[15, Chapter I1]): espacos topolégicos Hausdorff M, localmente modelados em abertos de
um (fixo) espacgo vetorial Banach.

Dentre espacgos vetoriais topoldgicos, espacos Banach sao particularmente convenien-
tes: por exemplo, neles segue valendo o Teorema da Fungao Implicita [17, Theorem 11.1],
e a teoria de EDOs em variedades Banach é bastante andloga aquela em dimensao fi-
nita. Por exemplo: Solugdes de uma EDO ¢ = F(t,¢) em que F é continua, limitada
e localmente uniformemente Lipschitz na segunda varidvel existem, e sao unicamente
determinadas por sua condicdo inicial. [17, Chapter 6].

DEFINIGAO 9.1. Um grupo de Banach-Lie € uma variedade G modelada sequndo um
espacgo vetorial modelo Banach (como em 5.1, munida de uma estrutura de grupo em que
0s mapas estruturais sao todos suaves [11, Section IJ.

Evidentemente, um grupo de Lie de dimensao finita é um também grupo de Banach-
Lie. Um exemplo mais interessante:

EXEMPLO 9.1. Para uma variedade diferencidvel compacta M e grupo de Lie G, o
espagco C*(M,G) de funcoes f: M — G, com o produto pontual, tem estrutura de grupo
de Banach-Lie [26].

Assim como no caso de dimensao finita, dado um grupo de Banach-Lie G, temos uma
identificacao entre g := TG e campos invariantes a esquerda em G, e isso induz uma
estrutura de algebra Lie

[]:gxg—ag
que induz uma aplicacao continua
(32) ad : g — lin(g, g).

Abstratamente, uma algebra de Banach-Lie é uma algebra de Lie g, munida de uma
estrutura Banach, para a qual (32) é continua.

7
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Em consequéncia da teoria bem-comportadas para EDOs, grupos de Banach-Lie tem
uma exponencial

exp:g— G

bem-definida, que é um difeomorfismo de uma vizinhanca da origem em g em uma vizi-
nhanga da identidade em G.

Um subgrupo H de um grupo de Banach-Lie G é um subgrupo de Lie se ele mesmo
é um grupo de Banach-Lie, a inclusdo i : H — G é um mergulho [11, Definition 1.4].
Um homomorfismo entre grupos de Banach-Lie ® : G; — G5 é um homomorfismo de
grupos que é continuo (o que implica que é também suave; veja [11, Section I]).

H&a muitas semelhancas entre a teoria de Lie para grupos de Lie e para grupos de
Banach-Lie; por exemplo, o Teorema 5.1 segue valido no contexto de grupos de Banach-
Lie. Extraimos também de [11] para referéncia futura:

LEMA 9.1. Se ® : G; — G5 € um homomorfismo de grupos de Banach-Lie, e Hy C G5
¢ um subgrupo de Lie, entao H, := ® (Hsy) é um subgrupo de Lie de G\.

TEOREMA 9.1. Se H € um subgrupo de Lie normal e fechado de um grupo de Banach-
Lie G, entao:
a) G/H tem estrutura de grupo de Banach-Lie;

b) G — G/H é um homomorfismo de grupos de Banach-Lie que € um fibrado H-principal;
c) A dlgebra de Lie de G/H € o quociente Lie(G)/Lie(H).

E preciso ressaltar, porém, duas diferencas essenciais entre o caso de dimensao finita
e o de dimensao infinita:

TEOREMA 9.2 (Teorema do subgrupo fechado). [16, Theorem 20.10] Um subgrupo
fechado H de um grupo de Lie G € um subgrupo de Lie.

Portanto o quociente de um grupo de Lie G por um subgrupo normal e fechado N C G
sempre tem a estrutura de grupo de Lie. Porém isso deixa de ser verdade no contexto de
grupos de Banach-Lie: é perfeitamente possivel que o quociente de um grupo de Banach-
Lie por um subgrupo normal e fechado nao admita estrutura de grupo de Banach-Lie.

Um outro exemplo de diferenca entre os casos de dimensao finita e infinita é con-
sequéncia desta descoberta de Bott [1]:

TEOREMA 9.3. Para todo grupo de Lie G, temos que (G, 1) = 0.

O resultado s6 é valido em dimensao finita. Porém, em certo sentido, o ingrediente
essencial é apenas a condicao de dimensao finita: um resultado de Browder diz que pode-
mos inclusive relaxar a multiplicacao a ser definida apenas a menos de homotopia, e ainda
assim o resultado segue valido: todo H-espago de dimensao finita tem segundo grupo de
homotopia trivial [4].

Para efeito da discussao neste capitulo, é adequado o contexto de algebras de Banach-
Lie g e grupos de Banach-Lie G. Porém o leitor pode, e deve, numa primeira leitura deste
capitulo, considerar o caso em que g e G tém dimensao finita.
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2. O espago de caminhos P(g) como variedade Banach

Dado um grupo de Banach-Lie G, denotaremos por

P(G):=C'(I,G), P(g) :=C°(I,9),

o conjunto das curvas continuamente diferenciaveis em G, e o conjunto das curvas continuas
em sua algebra de Lie g := T1G, respectivamente. Por X, .(G)® denotaremos o conjunto
de todos os campos vetoriais em G x I que sao invariantes a direita em G x I, continuos

em t € I, suaves em g € (7, e sao tangentes as fibras de G x I — I.
LEMA 9.2. Para um grupo de Banach-Lie G, os mapas
P(1,G)
SN
P(g) — X0.o(G) —— P(g)
onde
D(e) = R (), p(v) = v,
E(V) =W, o(V) = ¢" (1),
sao todos bijecoes, com E a inversa de p e D a inversa de ¢p.
O mapa
D: P(1,G) — P(g), D(c) := Rey(¢(1)),

é chamada de derivada logaritmica a direita, e chamaremos o mapa

d: X, () — P(1,G), (V) =9 1G>G

como o mapa fluxo de G.

FicurAa 1. O mapa D transporta a curva c(t) € P(1,G) para P(g) tempo

a tempo de forma continua.
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DEMONSTRAGAO DO LEMA 9.2. Que p e E sao inversas entre os mapas continuos
V:I—X(G)®ev=E(V) € P(g) é claro pela invariancia a direita.

Considere para v € P(g) o campo de vetores invariantes pela direita p(v) = v%, e seja
g:1—G, g=o0") =¢""(1).
Entdo g € P(1,G) e
%g = vf = Ryv
e portanto
* d *
Dg=R,5;9=R,=v.
Ou seja, D®p é a identidade. Por outro lado, se g € P(1,G) e
v:=Dg= R;%g,
entao
Uf = RQ*(U) = %gv
o que significa
d, _
atd = Vg
e assim
g=2(v")
Portanto ®p ¢é a identidade. 0J
Considere em g a norma || - ||, e defina em P(g) := C°(I, g)
10]lp) := sup [|ve]].
tel
Entao (P(g), |- ||p()) ¢ um espago de Banach, e vamos nos referir a topologia subjacente

como a topologia C°. Analogamente, munimos P(1,G) da topologia C', a menor
topologia em que

(33) CHI,G) — C°(I,G) x C°(I,TG), c (¢, ¢)
é continua.
LEMA 9.3. A deriwvada logaritimica define um homeomorfismo
D: P(1,G) — P(g).
DEMONSTRAGAO. Como
G — C%(g,TG), 9 = (Rg)«lq

é continua, temos de (33) que D(c) := R(¢) é continua. Por outro lado, o mapa que a um
campo vetorial devolve seu fluxo é continuo na topologia C° (veja [15] ou [17, Chapter
6]), e a equagao

(1) = of'(c(t))
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implica que v — ¢ é continuo na topologia C°. Portanto segue outra vez de (33) que D!
é continua. 0

3. Os espacgos de caminhos como grupos

Nesta se¢ao, descrevemos intrinsecamente a estrutura de grupo que o espaco de ca-
minhos P(g) herda tanto do produto pontual de caminhos em G quanto do produto
hamiltoniano de campos vetoriais.

TEOREMA 9.4. Os mapas
d:X,.(G)F — P(1,G), pD : P(1,G) — X, .(G)"
sao isomorfismos de grupos, quando P(1,G) possui a multiplicagcao pontual, e X;.(G)%

o produto Hamiltoniano. Portanto P(g) herda uma estrutra de grupos, onde o produto é
dado através de

(v®w); =v+ Alv)w,
onde
A: P(g) — P(1,Aut(g))
¢ um homomorfismo de grupos, onde A(v) : I — Aut(g) € a unica solugdo de
(34) 4 A(v), = ad(v) o A(v)y, Av)o = id.

R R

DEMONSTRAGAO. Observe que, para v € P(g), nds temos que v'* x w' é novamente
invariante pela direita, pela férmula que define x, e pelo fato de que o fluxo de v ser
equivariante. Para explicitamente determinar v x w®, observemos que, ja que

UR*U)R ’UR*’LUR
¢ (9)=0¢ (g,
¢é suficiente determinar o caminho
" (1) € P(1, Q).

Agora, como tomar fluxo é um homomorfismo para x, e como os fluxos de campos inva-
riantes sao equivariantes, temos que

7= @ (1) = ¢ (9" (1) = ¢ (1) (1),
Diferenciando,
UR ’UJR
1y =R, <D¢ (1) + Ad,n g, Do (1))

= R, <v + Ad¢va(l)w>

mostra que a derivada logaritmica de v é
Dy =v+ A(v)w,

onde

A(v) = Ad ey € P(1, Aut(g)).
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Como D e ®R sao mutuamente inversos, temos que
(35) (v @) = v xwh,
onde ® denota
®: P(g) x P(g) — P(g9), v®w:=v+ A(v)w.
Por outro lado, como
LA(v) = ad(v) o A(v), A(v)p = id,

podemos caracterizar A(v) € P(1,Aut(g)) como a unica solucao da equacao diferencial
ordindria acima.
Dados v, w € P(g), entao

L(A(v) o A(w)) = A(v)oad(w) o A(w) + ad(v) o A(v) o A(w)
= ad(v) o A(v) o A(w) + ad(A(v)w) o A(v) o A(w)
= ad(v®w)o A(v) o A(w))

e assim, concluimos que

(36) Alv®w) = A(v) o A(w),

onde usamos o fato de

A(v) o ad(w) = ad(A(v)w)) o A(v),

e que A(v) € Aut(g). Assim, podemos concluir que P(g) é grupo sob o produto ®. O
elemento neutro sera o caminho nulo:

O@v=0+A0v=v=v+ AW)0=v® 0.
Além disso, a associatividade vale, pois dados v, w, z € P(g), teremos

wedw)®z = (vOWw)+Alv®w)z
= v+ A(v)w+ A(v) o A(w)z
= v+ AW)(w ® 2)
= v® (w® 2).

Por fim, a inversao definida por

ja que
v@v li=v+ ATt =v— AWw)AWw) v =v —v =0.
Portanto, a expressao (36) nos diz que
A+ (P(g),®) — (P(1, Aut(g), )

¢ um homomorfismo de grupos. U
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COROLARIO 9.1. O mapa A(v) pode ser simultaneamente descrito como
* ’UR
A(U) - Ad¢vR(1) - R(z)’”R(l) o ¢* .
DEMONSTRAGAO. Na demonstragao do Teorema 9.4, vimos que A(v), a inica solugao
da EDO
L A(v) = ad(v) o A(v), A(v)o = id,

pode ser descrita em termos da trajetéria gb“R(l) do campo invariante a direita que cor-

responde a v, como A(v) = Ad.r ;). Por outro lado, como (v®w)ft = v xwk, temos
que

v@®w = (v *w),

= (" + ! (),

=0+ 0L (Wn 1)

=0+ 0L (Rigoryay), @)

=0+ (Ryongy) 08 (w)
Portanto

A(®) = Rin )81

4. Os espagos de caminhos como grupos de Banach-Lie

Definimos em P(1,G) e X;.(G)® uma estrutura de variedades Banach para os quais

X (G)E 2 P(1,G) 2 P(g)

sao difeomorfismos. Segue entao, pela Proposi¢ao 9.1 que estes mapas sao, além disso,
homomorfismos de grupos.

PROPOSIGAO 9.1. P(g), P(1,G) e X .(G) sdo todos grupos de Banach-Lie, e os
mapas ® e D acima sao isomorfismos de grupos de Banach-Lie.

DEMONSTRACAO. E suficiente argumentar que P(g) é um grupo de Banach, e para
tal, mostrar que ® é suave. Agora, pelo fato de

(v@®w) =v+ Alv)w

e pelo fato da soma ser suave, devemos mostrar que (v, w) — A(v)w é suave. Além disso,
pelo fato no mapa evaluation

P(1,GL(g)) x P(g) — P(g), (B, w) = Buw
ser suave, é suficiente argumentar que

A P(g) — P(1,Aut(g)) C P(1,GL(g)) € C(I,end(g))
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é suave. Mas pelas defini¢oes impostas, a estrutura de variedade Banach de P(1, Aut(g))
é tal que
D : P(1,Aut(g)) — P(der(g))
¢ um difeomorfismo. Agora, calculando
(37) DA : P(g) — P(der(g)), DA(v) = ad(v)

concluimos que A é suave. Consequentemente ® é suave, e consequentemente o produto
Hamiltoniano em campos de vetores dependentes do tempo e invariantes pela direita e o
produto pontual de caminhos em G também o sao. [l

5. A algebra de Lie do espaco de caminhos

LEMA 9.4. A diferencial de A é dada por:
(38) A, P(g) — P(der(g)), A.(v) = ad(I(v)),

onde
t
I(v) := [wvds.
0

Em particular, A, se fatora através da inclusdo
P(ad(g)) — P(der(g))

DEMONSTRAGAO. Dado um v € P(g), o caminho A(ev) é determinado por
L A(ev) = A(ev) o ad(ev) = eA(ev) o ad(v), A(v)o = id.
Diferenciando em relacao a €, chegamos que

44 Alev) = L4 A(ev) = A(ev) o ad(v) + €L A(ev) o ad(v).

dt de T dedt
em € = (), teremos

4 (L A(ev)]e—o) = ad(v).

dt \ de
Desta forma

4 A, (v) = ad(v),

e através do Teorema Fundamental do Célculo, nos garante que
t
Ai(v) = As(v)o + [ad(v).
0

Mas pelo fato de A(v)y = id para todo v, vemos que

A(0)o = LAA(S5" (1))]emo = 0,

e portanto
t

AL(0) = fad(v) = ad( 0} vuds) = ad(I(v)).
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PROPOSICAO 9.2. Lie(P(g)) = (P(9), [, -]r()), onde

[P  P(g) x P(g) — P(g), [0, wp) == G (), I(w)l;.
DEMONSTRAGAO. Denote o mapa conjugacao de P(g) por
C: P(g) x P(g) — P(g), Clv,w) :=Cylw) =v@w®v "

De maneira explicita

Co(w)=v@®w®dv !

= (id — A()A(w)A(w) Do + A(v)w
= (id = Caw)(A(w)))v + A(v)w,

onde, por abuso de notagao, C' denota o mapa de conjugagao pontual de P(1, Aut(g)).
Entao

Ad,(w) = LC,(ew)|c—o
= —Caw) (A(w))v + A(v)w.
Considere
Adey(w) = —€C p(ery (Au(w))v + Aev)w
e diferenciando

LAde,(w) = —eAd g (Au(w))v — Caeny(As(w))v + L A(ev)w

£A(efu)
Deduzimos que
(v, w]pg) = %Adw(wﬂezo
= A.(v)w — Ay (w)v,
e portanto
(39) [0, w]pg) = G (v), I(w)]g,

ja que pelo Lema 9.4






CAPITULO 10

Os teoremas de Lie

A um grupo de Banach-Lie corresponde, de maneira functorial, uma élgebra de Banach-
Lie:

G — Lie(G).

Os teoremas de Lie nos garantem uma construgao, também functorial, na diregao oposta:
ela associa a uma algebra de Lie (de dimensao finita) um grupo de Lie simplesmente
conexo que a integra:

g — Int(g),

de tal maneira que Lie e Int, embora nao sejam construcoes mutuamente inversas, o sao
no nivel de morfismos — isto ¢, definem functores adjuntos.

A construgao functorial que apresentamos foi descoberta em [8], e incorporamos nela
melhorias propostas em [22], sob um ponto de vista Hamiltoniano — que, argumentamos
aqui, é natural adotar.

A questao da integracao de uma algebra de Lie tem varias sutilezas, e convém delinear
o argumento a seguir:

e Quando supomos a existéncia de um grupo de Banach-Lie G com algebra g, pode-
mos usar a receita para recobrimentos universais de grupos de Lie para identificar
o recobrimento universal G de um grupo de Banach-Lie como o quociente Int(g)
de P(g) por um certo subgrupo de Lie normal e fechado N(g) de “elementos
nulomotépicos”;

e Desse ponto de vista, um homomorfismo de algebras de Banach-Lie g — h da
origem a um evidente homomorfismo entre grupos de Banach-Lie Int(g) — Int(h);

e Quando nao tomamos por garantida a existéncia de um tal grupo G, pode-
mos ainda falar no grupo normal de “elementos nulomotdpicos” N(g), que surge
como a folha da folheacao invariante associada ao homomorfismo de média av :
P(g)™s — g

e Resulta que a dlgebra de Banach-Lie ad(g) ~ g/3 sempre pode ser integrada,
mas g ela mesma s6 pode ser a algebra de um grupo de Banach-Lie quando uma
certa condicao de discretude — que é automatica no caso de dimensao finita — é
satisfeita.

87
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1. O subgrupo nulomotépico

Nosso objetivo nesta secao é introduzir um subgrupo normal N(g) de P(g) que cor-
responde ao subgrupo N(1,G) de P(1,G) segundo a correspondéncia P(g) ~ P(1,G). E
importante ressaltar que a definigdo de N(g) s6 depende da &lgebra de Lie g de G — ou
seja, nao pressupoe a existéncia de um grupo de Lie com algebra g.

DEFINIGAO 10.1. Uma nulomotopia em P(g) é um mapa continuamente diferencidvel
Vi (I(€),0,1) — (P(g),0,v), (t,€) =V,
que satisfaz
(40) O}A(V)*%th =0.
Um elemento v € P(g) é nulomotépico se v = V! para uma nulomotopia V', e denota-
mos por
N(g) :={v € P(g) | v € nulomotdpico}
o subconjunto de todos os elementos nulomotdpicos em P(g).
Para mostrar que N(g) é um subgrupo normal, faremos uso do seguinte Lema de [24]:
LEMA 10.1. Seja G um grupo de Lie conexo, com dlgebra g, e € C g um ideal.
a) As extensdes invariantes a esquerda e a direita,
E" = (L,).(t) C TG, Ef = (R,).(8) CTG
coincidem: E = E* = B,
b) E é uma folheagcio: E =T.%.

c) A folha K de ¥ que passa por 1 € G € um subgrupo normal de G.
d) A folheacio F de G € por cosets de K.

DEMONSTRAGAO. Observe que ¢ C g ser um ideal significa que ad(g)t C €, e como G
é conexo, isso é equivalente a

(41) Adgt C ¢, g€ G,
Portanto
Ey = (Lg).(8) = Adg(Ry).(8) = (Ry).Ady(€) = (Ry).(t)
define um subfibrado invariante de £ C T'G. Observe que temos mapa linear bem-definido
t— [(F), v = vk

cuja imagem gera ['(E) sobre C*°(G). Como £ é subdlgebra de Lie, e por defini¢ao do
paréntese de Lie

o, 0] = o, ], vwet
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mostra que ['(E) é involutivo. Tome agora a folha K que passa por 1. Dados caminhos
g,h: 1 — G com g,h € E, temos que

v:= Dg € P(¥), w:= Dh € P(¥),
e portanto, pelo Corolério 9.1,
v@®w=uv+ Av)(w)
= v+ Adrpy(w)
estd em P(€) por (41), e

R

¢§v®w)R(1> _ QZS;] *W 1)

= g()h(),
onde na primeira igualdade usamos (35), enquanto a segunda decorre do Teorema 9.4 e a
terceira do Lema 6.2. Portanto K ¢é subgrupo, e é normal porque

Ad,EF C E, g €d(.
e portanto, como G é conexo,
cg(K) C K, g € @G,
isto é: K é normal. ([l

LEMA 10.2. O mapa de média

1
av . (P<g)7 ['a ]P(g)) — (ga ['7 ']g)a av(v) = gvtdt
¢ um homomorfismo suave e sobrejetivo de dlgebras de Lie.

DEMONSTRACAO. O mapa de média é linear e portanto suave, e é sobrejetivo porque
a média do caminho constante em v € g é v.

Para vermos que av preserva colchetes, basta notar que, dados v, w € P(g), a partir
de (39),

wv(losulpg) = [l wlpgt
1d [t t
= ofE [Ofvds,gwdsLds
= U vds, jwds}
0 0 g lo
= U vds, flwdt} = [av(v),av(w)]; .
0 0
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LEMA 10.3. Denote por A C TP(g) a folheagdo invariante induzida pelo ideal
ker(av) C P(g)™e.

Entao o subgrupo de nulomotopias N(g) € a folha de N que passa pela identidade, e é
portanto um subgrupo normal e conexo de P(g), com dlgebra de Lie

(42) Lie(N(g)) = ker(av).
DEMONSTRAGAO. Denote por L a translacao a esquerda L, = v ® - em P(g), e por
R, = - ® v a translacdao & direita. O nicleo do mapa av : P(g)*® — g é um ideal de

P(g)¥#, e portanto, pelo Lema 10.1,
Ny = (Ly)«(ker av) = (R, )« (ker av)

é uma folheagao do grupo de Banach-Lie P(g), e observamos que
Ly(w) = (V®w), = v + A(v)wy,

mostra que

(43) (Ly)s = A(v)
Entao uma curva continuamente diferencidvel
Vi (I(€),0) — (P(g),0), (t,e) = V5,

é tangente a .4 se e sé se
D'V =Ly4dy = A(V) 'Ly
¢ elemento de P(kerav). Portanto um elemento v € P(g) estd na folha de .4 que passa

pela identidade se e s se é ponto final de uma curva continuamente diferenciavel V' que
satisfaz (40) — ou seja, se e s6 se é nulomotdpica. O

2. O grupo Hamiltoniano de uma algebra de Lie

Nesta secao, oferecemos uma interpretacao Hamiltoniana ao esquema de integracao
de algebras de Lie quando a dimensao ¢ finita.

Recorde que a estrutura Poisson 7y € X?(g*) associada a uma &dlgebra de Lie g é dada
por

Toe(v,w) = (€, [v, w]), (v,w,§) €gx gxg,
onde vemos v, w € g como covetores em Tg"*. Portanto, se identifcamos P(g) com fungoes
vigtx I —R, v(€,t) == (v, &),
entao seu campo Hamiltoniano é dado por
Hy ¢ := ad(v)¢, ey,

e portanto

gHuw: [U7w]a v, W € g,
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e o fluxo i de H,,
Pt gt g
é por mapas lineares, e portanto
(™) = (™))" € P(1, Aut(g)).

A &lgebra oposta a g, g°?, que tem o colchete [v, w]°P := [w,v], tem evidentemente
Hamiltonianos opostos.

LEMA 10.4. O grupo P(g) se identifica com o grupo Hamiltoniano de g°®.
DEMONSTRAGAO. Desejamos mostrar que, se v, w € P(g), entao
v (1)) = v+ Alv)w.

Equivalentemente, devemos mostrar que (o), (w) = A(v)w, para v € P(g) e w € g.
Para isso calculamos

L") (A)w) = (™) (L, Al)w + L A(v)w)
= (") * (= [v, A(v)w] + [v, A(v)w]) = 0,

para concluir que (¢™*)*(A(v)w) independe de t. O

A descri¢ao grupo de Banach-Lie P(g) se da exclusivamente em termos da estrutura
Poisson em g*, sem fazer referéncia a um grupo de Lie que integre g.

Como veremos a seguir, o subgrupo K(g) := ker(A4;), onde
Ay : P(g) — Aut(g), Ay (v) := A(v)q,

terda grande importancia na integracao de uma algebra de Lie. Temos nessa linguagem
uma descrigao geométrica clara do subgrupo K(g): P(g) age em g*,

P(g) ~ g, v-& = (&),

cujas dorbitas sdo as folhas simpléticas da algebra. K (g) é entao o subgrupo inefetivo dessa
agao. Assim, v € K(g) é tal que

P! (€)  (1,0) = (87,¢), = ()

¢ um loop para cada £ € g*.

K(g) pode ser detectado folha-a-folha: v € P(g) estd em K(g) se, em cada folha
simplética de g*, o fluxo de v tem periodo 1.

Em consequéncia, a variacao de parametros usual para campos vetoriais descreve a va-
riagdo do campo Hamiltoniano H, como o tnico campo HY para o qual (HY)y =0 e

%HU - %Hl\l/ = [HU,HI\}/],
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e, neste contexto,
K(g) ={v:(1,0) = (P(g),0) | (Hy): = 0}.

Note que qualquer v € P(3) da origem ao fluxo trivial em cada folha. Isso é evidéncia
de que

N(g) nao pode ser detectado folha-a-folha.

No entanto, a variagao de H, resulta ser ela mesma Hamiltoniana:
\%
H, =H,v,

onde v¥ € C(I, P(g)) denota o tnico caminho [2] para o qual vy =0 e

Loy —LyY =[v,0"],

a saber,
UV = (p*I (90*(1161}) 9

o que implica imediatamente a férmula correspondente para campos Hamiltonianos.
Esse refinamento torna esperada ser a varia¢do central para caminhos em K(g):

K(g) ={v: (1,0) = (P(g),0) | v/ = P(3)},
e determina a nocao tultima de nulomotopia:
N(g) = {v: (1,0) = (P(g),0) | v = 0}.

Portanto:

N(g) tem uma descrigao natural em termos do refinamento da variacao de parametros
usual que prové a estrutura do grupo Hamiltoniano.

3. O Primeiro Teorema de Lie

Na primeira parte da dissertacao, demos uma receita para construir, a partir de um
espaco topoldgico conexo por caminhos suficientemente bem-comportado um recobrimento
universal, a saber:

m(X) D X =s ' (zy) — X.

No caso de um grupo de Banach-Lie! GG, podemos descrever o recobrimento universal
como um quociente

G = P(1,G)/N(1,Q)

do grupo de Banach-Lie de caminhos em G que partem da identidade por caminhos
nulomotépicos. Nossa versao do Primeiro Teorema de Lie descreve esse recobrimento
puramente em termos da algebra de G:

10 teorema em questao é enunciado para grupos de Lie, mas como notamos anteriormente, ele segue
valido no contexto Banach.
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TEOREMA 10.1 (Primeiro Teorema de Lie). Seja G um grupo de Banach-Lie com
dlgebra de Lie g := Lie(G). Entao

G = P(s)/N(g)
¢ um grupo de Banach-Lie simplesmente conexo com dlgebra g, e
- R
p:G—G, p(vN(g)) = ¢7 (1)
€ o recobrimento universal de G.

DEMONSTRACAO. Pelo Teorema 5.1, o recobrimento universal p : G — G de G é dado
por

G = P(1L,G)/N(L,Q), P(gN(1,G)) = 1.
Por outro lado, temos pelo Lema 9.2 uma identificacao
P(1,G) = P(g), g+ D(g),

e afirmamos que, sob essa identificagdo, N(1,G) corresponde a N(g). De fato, se ¢ €
C1(I?,G) é uma nulomotopia,

CO = 1, Co — 1,
entao
V= Ri(§c) € C'(I, P(g))

tem extensdo invariante & direita cujo fluxo satisfaz ¢(1) = c(t,€), cuja variagio L¢ =
W o ¢ é pelo Teorema 8.2
¢

(1) Wi = Of(d)i)*%VRdS;
e portanto se anula em ¢ = 1 se e 86 se
O}A(v)_lint = 0.
Portanto
DN(1,G) = N(g),

e entao

G = P(g)/N(g).
Logo podemos identificar
P(1,G)/N(1,G) = P(g)/N(g), gN(1,G) — D(g)N(g),

p:G=P(g)/N(g) — G, (N (@) = o1 (1).
e isso conclui a demonstracao. 0
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4. O Segundo Teorema de Lie

A receita para a constru¢ao de um recobrimento universal G faz corresponder, de
maneira essencialmente tautoldgica, a um morfismo entre as algebras de grupos de Banach-
Lie um morfismo entre os recobrimentos universais de dos grupos. Isso nos leva ao:

TEOREMA 10.2 (Segundo Teorema de Lie). Sejam G um grupo de Banach-Lie sim-
plesmente conexo e H um grupo Banach-Lie conexo, com dlgebras de Lie g e by respecti-
vamente. Entdo cada homomorfismo de dlgebras de Banach-Lie

fra—=0
induz um unico homomorfismo de grupos de Banach-Lie
(44) F:G— H,
com a propriedade de que
Lie(F) = f.

DEMONSTRACAO. Como f é homomorfismo de dlgebras de Banach-Lie, temos que
adg(f(v)) o f = foadgy(v).
O homomorfismo f : g — b induz, por pds-composi¢cao, um mapa suave
F: P(g) = P(b), F(v), = f(v),
para todo v € P(g), e

(F[U’w]g)t = [ﬁ(v)tv ﬁ(w)t]g
para todos v,w € P(g) et € R. Ou seja,
ady(F(v)) o F = F o ady(v)

Passo 1. A(f (v))o F=F o A(v) Afirmamos que os seguintes caminhos de endomorfismos
de g,
A(F(v))o F, Fo A(v),
coincidem. De fato,
LA(F(v)) o F =ady(f(v)) o A(F(v)) o F

= ady(F(v)) o A(F(v)) o F,

%ﬁ o A(v) = Fo ady(v) o A(v)
= ady(F(v)) o F o A(v)

mostram que ambos os cominhos sdo solu¢oes da EDO ¢ = adg(ﬁ (v))(, e como tém a
mesma condicao inicial

A(F(v))go F = f = F o A(v),,
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segue que A(F(v)) o F = F o A(v).
Passo 2. F é homomorfismo de grupos. Sejam agora v,w € P(g) dois elementos quais-
quer. Entao, por definicao de F' e de ®, temos que

Flo®w) = F(v+ A(v)w)
= F(v) + F(A(v)w).
Pelo Passo 1, o tltimo termos pode ser reescrito como
F(v®w) = F(v) + A(F(v))F(w)
— F(v)® F(w).
Portanto F' define um homomorfismo de grupos
F: P(g) — P(b).
Passo 3. F preserva nulomotopias. Suponha que v € C(I(e), P(g)) seja uma nulomoto-
pia — ou seja, que sua variacao
vV e CHI(t), P(g)), Ly — Ly = [v,v"],, vy =0

satisfag vy = 0. Como

e F(v¥)o = 0, deduzimos que a variacio de F(v) é F(v)":
F(v)Y = F(u).
Portanto
Flu)f = Fu) = 0
implica que
FN(g) C N(b).

O homomorfismo F induz portanto um homomorfismo

(45) F: P(g)/N(g) = P(h)/N(b)

Passo 4. Ezxponencial de P(g). Usando (43), calculamos a extensao invariante a esquerda

wh € X(P(g)) de w € P(g)¥:
wh = (L,), = A(v)w, v e P(g).

v

Entao como F é linear,
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F.(wh) = F(A()w)

(2

(Fo)F(w)

(),

A
F

Portanto
logo F relaciona os fluxos

e portanto

~ wE = F(w)L
(46) Fod! (1pg) = ¢ " o F(lpg) = ¢ (1pw).
Passo 5. homomorfismo entre recobrimentos universais. Temos identificacoes inversas
g = P(@)"/n(g), vevtn(e), Ple)"®/n(a) =g v+n(g)— av(v)

e portanto identificamos com Lie(F') : g — b a diferencial na identidade de (45). Observe
que de (46) segue que, para todo w € g,

e portanto

Isso mostra que F, coincide com f.

Passo 6. Recobrimento P(h)/N(h) — H. Por fim, observe que, como G é simplesmente
conexo, temos uma identificagao

G = P(g)/N(g)

j& que pelo Primeiro Teorema de Lie, P(g)/N(g) é o grupo de Lie simplesmente conexo
com algebra g. Uma tal identificacao nao é necessariamente vélida para H; em geral,
temos um recobrimento p : P(h)/N(h) — H. Denote por

F:=pF:G — H.
Entao F' é homomorfismo de grupos de Lie, e como Lie(p) = id,
Lie(F) = f
pelo Passo 5.
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Passo 7. Unicidade. Segue de (46) que

F(exp(v)) = exp(f(v)), vEg.
Como exp : g — G é um difeomorfismo de uma vizinhanga de zero a uma vizinhanga de 1,

F' estd completamente determinado numa vizinhanca de 1. Como G é conexo, deduzimos
que F estd unicamente definido por f. O

5. O Terceiro Teorema de Lie

O Primeiro Teorema de Lie nos diz como de um grupo de Banach-Lie construir um
grupo de Banach-Lie simplesmente conexo com a mesma algebra.

O Segundo Teorema de Lie nos diz que existe uma correspondéncia bijetora entre
homomorfismos entre grupos de Banach-Lie simplesmente conexo e homomorfismos entre
suas algebras.

Portanto, para estudar os grupos de Banach-Lie simplesmente conexos, é suficiente es-
tudar suas algebras: toda a informacao geométrica e algébrica é inteiramente determinada
por sua versao infinitesimal.

E natural, entao, perguntar se cada algebra de Banach-Lie ¢ a algebra de um grupo de
Banach-Lie. A resposta, neste contexto, é negativa, mas resulta que no caso de dimensao
finita ela é positiva. Nesta secao explicamos como funciona o caso de dimensao finita, e
na tultima secao comentaremos a falha do Terceiro Teorema de Lie no caso geral.

TEOREMA 10.3 (Terceiro Teorema de Lie). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao
finita, e P(g) seu grupo Hamiltoniano. Entao o nicleo da sobreje¢do

av: P(g) — g

¢ a dlgebra de Lie do subgrupo normal e fechado N(g) C P(g) de caminhos nulomotépicos
da Defini¢ao 10.1, e o quociente

Int(g) := P(g)/N(g)
¢ um grupo de Lie simplesmente conexo cuja dlgebra de Lie € g.

DEMONSTRAGAO. Como g tem dimensao finita, o grupo GL(g) de mapas lineares
invertiveis de g é um grupo de Lie, e como

Aut(g) € GL(g), Aut(g) = {¢ € GL(g) | o[z, y] = [¢(2), o(y)], =,y € g}

¢ um subgrupo fechado, temos que Aut(g) é um subgrupo de Lie.
Passo 1. O subgrupo de loops. Considere o homomorfismo de grupos do Teorema 9.4:

A: P(g) — P(1,Aut(g)).
Compondo com o mapa de avaliacao em t = 1,
P(1, Aut(g)) — Aut(g), g g1,
obtemos um homomorfismo de grupos de Banach-Lie:

Ay P(g) — Aut(g).
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O subgrupo fechado e normal que é seu nicleo
K(g) := ker(4;).
é um subgrupo de Lie de P(g) pelo Lema 9.1.

Passo 2. A dlgebra do subgrupo de loops. Observe que pelo Lema 9.4, temos um diagrama
comutativo

(47) P(g)"® ——g

ad

ad(g),

onde ad(g) denota a dlgebra adjunta de g, que pertence a sequéncia exata curta de algebras
de Lie

0—>5—>ga—d>ad(g)—>0

Passo 3. O grupo adjunto. Defina o grupo Ad(g) como o quociente de P(g) por seu
subgrupo normal K(g):

Ad(g) := P(g)/K(g).
Como K (g) é um subgrupo de Lie normal e fechado, sabemos pelo Teorema 9.1 que
(48) K(g) ~ P(g) — Ad(g)
¢ um fibrado K (g)-principal, que Ad(g) tem estrutura de grupo de Banach-Lie, e que
Lie(Ad(g)) = ad(g).
Em particular, Ad(g) é um grupo de Lie.

Passo 4. O subgrupo de loops é simplesmente conexo. Porque P(g) é um espago vetorial,
e portanto contratil, sabemos que seus grupos de homotopia sao triviais:

mi(P(g)) = {1}, i > 0.
Do fibrado (48) deduzimos pela sequéncia exata longa em homotopia [12, Theorem 4.41]
- = ma(P(g)) = m(Ad(g)) = m(K(g)) = m(P(g)) = m(Ad(g)) — mo(K(g)) —= -~
que

m(K(g)) = m2(Ad(g)).

Como grupos de Lie de dimensao finita tém segundo grupo de homotopia trivial, deduzi-
mos que K (g) é simplesmente conexo.

Passo 5. Lie II para o mapa de média. Do diagrama (47) temos que

K(g)" = av™'(3);



5. O TERCEIRO TEOREMA DE LIE 99

ou seja, a restrigao de av a K(g) d4 um homomorfismo de grupos de Banach-Lie
(49) av : K(g)™® — 3

que ¢ claramente sobrejetivo. Como Z := 3, munido de adicao, é grupo de Lie com algebra
3, aplicando o Teorema 10.2 a (49), obtemos um homomorfismo de grupos de Banach-Lie

(50) Av: K(g) — Z.
Pelo Lema 10.3, temos que
N(g) = ker(Av),

que é portanto um subgrupo de Lie normal e fechado de K (g). Como K (g) é um subgrupo
de Lie normal e fechado de P(g), concluimos que N(g) é um subgrupo de Lie normal e
fechado de P(g), e portanto, que

Int(g) := P(g)/N(g)
é um grupo de Banach-Lie, com &lgebra
Lielnt(g) = g
j& que, novamente pelo Lema 10.3,
0 — N(g)" — P(g)** % g—0

é sequencia exata de algebras de Lie.

Passo 6. Int(g) € simplesmente conexo. Porque Int(g) é um grupo de Lie com algebra g,
temos pela proposicao 9.1 uma identificacao de grupos de Banach-Lie:

P(g) = P(1, Int(g))
que induz uma identificagao

N(g) = N(1,Int(g))
Portanto, pelo Teorema 10.1, temos que

Int(g) := P(g)/N(9)
~ P(1,Int(g))/N(1,Int(g))

e~

= Int(g),

o que mostra que Int(g) é simplesmente conexo. O
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6. Os Teoremas de Lie como um functor adjunto

Dadas categorias C e D, dizemos que um functor F': C — D é adjunto a esquerda
a um functor G : D — C, se existe isomorfismo natural

(51) C(e, G(d)) = D(F(c),d).

Equivalentemente, dizemos que G é adjunto a direita a F.

Usando o Segundo e o Terceiro Teorema de Lie, podemos construir um functor que
associa a cada algebra de Lie g o grupo de Lie simplesmente conexo G' que a integra e a
cada homomorfismo de dlgebras f : g — b o tnico morfismo definido em (44).

Observemos inicialmente que a regra Lie definida por:

e Dado um grupo de Lie G, associar sua dlgebra de Lie Lie(G), e
e 3 um homomorfismo de grupos de Lie F' : G — H associar o homomorfismo
induzido de algebras de Lie

Lie(F) : Lie(G) — Lie(H), Lie(F) := F.|q
define um functor
(52) Lie : LGrps — LAlgs
da categoria de grupos de Lie para a categoria de algebras de Lie de dimensao finita, pois
Lie(Fy o Fy) = Fy, 0 Fy,
= Lie(Fy) o Lie(F})
De modo anélogo:

LEMA 10.5. A regra Int, que:

e a uma dlgebra de Lie g associa o grupo de Lie Int(g) garantido pelo Teorema
10.3, e

e a um homomorfismo de dlgebras de Lie f : g — b associa o unico homomorfismo
Int(f) : Int(g) — Int(h) garantido pelo Teorema 10.2

define functor
Int : LAlgs — LGrps

da categoria de dlgebras de Lie para a categoria de grupos de Lie.

DEMONSTRAGAO. Dados homomorfismos de algebras de Lie

g1 L> g2 £> g3
construimos
Int(f2
mt(gr) ™ Int(go) ™ nt(gy).

Entao

Lie(Int(f2) o Int(f;)) = Lie(Int(f2)) o Lie(Int(f1)) = fo o fi
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implica outra vez pelo Teorema 10.2 que

Int(f> 0 f1) = Int(fa) o Int(f1),

e portanto Int é functor. 0

Assim, com as consideracoes feitas até agora, podemos facilmente constatar que os
functores Lie e Int sao adjuntos a esquerda:

TEOREMA 10.4. O functor de integracao
Int : LAlgs — LGrps
¢ adjunto a esquerda [14] do functor
Lie : LGrps — LAlgs,
ou seja, temos identificacao natural
(53) LGrps(Int(g), H) = LAlgs(g, Lie(H))
para toda dlgebra de Lie g e grupo de Lie H.

DEMONSTRAGAO. De fato, temos pelo Teorema 10.2 que, pelo fato de Int(g) ser sim-
plesmente conexo,

(54) Lie : LGrps(Int(g), H) — LAlgs(g, Lie(H))
é bijecao.

Com efeito, qualquer homomorfismo de grupos de Lie F': Int(g) — H tem um levan-
tamento canonico

IntLie(H)

Int(]_y j

Int(g) — H

¢ a inversa de (54) associa a um homomorfismo de algebras de Lie f : g — Lie(H) a
composicao
IntLie(H)
Int(f) j

Int(g) H

O

OBSERVAGAO 10.1. Observe que a construgdo do Primeiro Teorema de Lie se resume
a aplicagao do functor

Int o Lie : LGrps — LGrps,

que realiza o functor de recobrimento universal.
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7. A falha do Terceiro Teorema de Lie

Concluimos a discussao explicando a falha do Terceiro Teorema de Lie no caso Banach-
Lie. Comecemos por um resultado positivo:

TEOREMA 10.5. Para uma dlgebra de Banach-Lie, existe grupo de Banach-Lie Ad(g)
simplesmente conexo, com dlgebra ad(g).

DEMONSTRAGAO. Pois os passos 1-3 da demonstragao do Teorema 10.3 continuam
vélidos no caso Banach-Lie, e mostram que Ad(g) = P(g)/K(g) ¢ um grupo de Banach-
Lie, com algebra g/3 = ad(g). Aplique agora o Teorema 10.1 para concluir. O

Observe que, a diferenca do caso de dimensao finita, nao temos a nossa disposi¢ao o
Teorema 9.3 para argumentar que my(Ad(g)) = 0 — ou, dito de outra forma, que K(g)
pode nao ser simplesmente conexo. Da perspectiva da folheacao do Lema 10.3, o espaco
de folhas nao necessariamente tem uma estrutura de variedade diferenciavel.

A demonstracao especifica que discutimos do Terceiro Teorema de Lie, portanto, falha.
Mas isso se da por uma razao bastante séria: existem algebras de Banach-Lie que nao sao
a algebra induzida por nenhum grupo de Banach-Lie. Dito de outra maneira, o Terceiro
Teorema de Lie falha na categoria Banach-Lie. Uma caracterizacao Exemplos concretos
foram descobertos em [29] (veja também [28]).

EXEMPLO 10.1. Seja su, a algebra de Lie do grupo especial unitario SU,. Considere
h = ker (av : P(suy) — suy) .
Entao b é uma algebra de Banach-Lie sob o paréntese:

([ers ealy)e := [ea(t), ca(t)]-

w: A% — R, w(ep, eo) = fltr ((; cl(s)ds) o CQ(t)) dt.
Entao

g:=bh xR,

() ()], = ()

define uma &lgebra de Banach-Lie. Porém nao existe grupo de Banach-Lie que integre g.

munido de

Existe na verdade uma caracterizacao das algebras de Banach-Lie g que sao algebra
de um grupo de Banach-Lie G [11, Theorem II1.7], em termos de um certo homomorfismo
de periodos

per : my(Ad(g)) = 3,

em termos do qual podemos enunciar:
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TEOREMA 10.6. Eziste um grupo de Banach-Lie cuja dlgebras é g exatamente quando
a 1magem de per é um subgrupo discreto.






[1]

Bibliografia

R. Bott, An application of Morse theory to the topology of Lie groups, Bull. Soc. Math., France, 84
(1956), 251-281.

doi:10.24033/bsmf . 1472

O. Brahic, Eztensions of Lie brackets, Journal of Geometry and Physics Volume 60, Issue 2, February
2010, Pages 352-374

doi:10.1016/j.geomphys.2009.10.006

G. E. Bredon, Topology and Geometry, Graduate texts in mathematics 139, Springer Science, Busi-
ness Media New York (1993)

doi:10.1007/978-1-4757-6848-0

W. Browder, Torsion in H-Spaces, Annals of Mathematics Second Series, Vol. 74, No. 1 (Jul., 1961),
pp. 24-51

doi:10.2307/1970305

R. Brown, G. Danesh-Naruie, The fundamental groupoid as a topological groupoid, Proceedings of
the Edinburgh Mathematical Society, 19(3), 237-244 (1975)

doi:10.1017/80013091500015509

R. Brown, Topology and Groupoids, Createspace, (2006)

ISBN: 1-4196-2722-8

M. Crainic, R. L. Fernandes, I. Marcut, Lectures on Poisson Geometry, Graduate Studies in Mathe-
matics 217, American Mathematical Society (2021)

doi:10.1090/gsm/217

J. J. Duistermaat, J. A. C. Kolk, Lie Groups, Universitext, Springer Berlin, Heidelberg (2000)
doi:10.1007/978-3-642-56936-4

P. Frejlich, 1. Marcut, The bundle picture of Poisson transversals, em preparacao

H. Glockner, Lie group structures on quotient groups and universal complezifications for infinite-
dimensional lie groups, Journal of Functional Analysis, 194(2) (2002), pp. 347-409
10.1006/jfan.2002.3942

H. Glockner, K.-H. Neeb, Banach-Lie quotients, enlargibility, and universal complexifications, Jour-
nal Fiir Die Reine Und Angewandte Mathematik (Crelles Journal) 560 (2003), 1 — 28
doi:10.1515/cr11.2003.056

A. Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press (2002)

ISBN 0-521-79540-0

H. Hofer, E. Zehnder, Symplectic Invariants and Hamiltonian Dynamics, Birkhduser Advanced Texts
Basler Lehrbiicher, Springer Basel AG (1994)

doi:10.1007/978-3-0348-8540-9

D. Kan Adjoint Functors, Transactions of the American Mathematical Society. 87 (2): 294-329
(1958)

doi:10.2307/1993102

S. Lang, Fundamentals of Differential Geometry, Graduate Texts in Mathematics 191, Springer New
York (1999)

doi:10.1007/978-1-4612-0541-8

105



106
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]

[21]

[31]

CHAPTER 10. BIBLIOGRAFIA

J. Lee, Introduction to smooth manifolds, Springer Graduate Texts in Mathematics, vol. 218 (2003)
doi:10.1007/978-1-4419-9982-5

L. Loomis, S. Sternberg, Advanced Calculus, Revised Edition, World Scientific Publishing (2014)
doi:10.1142/9095

J. P. May, A Concise Course in Algebraic Topology, Chicago Lectures in Mathematics
doi::10.1016/s0898-1221(99)91199-9

E. Meinrenken, Group actions on manifolds, lecture notes
https://www.math.toronto.edu/mein/teaching/LectureNotes/action.pdf

E. Meinrenken, Poisson geometry from a Dirac perspective, Lett Math Phys 108, 447-498 (2018).
doi:10.1007/s11005-017-0977-4

I. Moerdijk, J. Mrcun, Introduction to Foliations and Lie Groupoids, Cambridge University Press
(2010)

doi:10.1017/CB09780511615450

M. R. Moreira, On Lie’s Third Theorem
https://people.math.ethz.ch/~mimoreira/lie_3rd_thm.pdf

J. Mrcun, Stability and invariants of Hilsum-Skandalis maps, Ph.D. thesis, Utrecht University, 1996
arXiv:math/0506484

C. Ortiz, Multiplicative Dirac structures on Lie groups, Comptes Rendus. Mathématique, Volume
346 (2008) p. 1279-1282

doi:10.1016/j.crma.2008.10.003

A. Posilicano, A lie group structure on the space of time-dependent vector fields, Monatshefte fiir
Mathematik 105, 287293 (1988).

doi:10.1007/BF01318805

A. Pressley, G. Segal, Loop Groups, Oxford Mathematical Monographs, Clarendon Press (1988)
doi:10.1007/BFb0084589

F. Shahini, A. Pakdaman, The fundamental groupoid as a topological groupoid: Lasso topology,
Topology and its Applications Volume 302, 1 October 2021, 397-408
doi:10.1016/j.topol.2021.107838

S. Swierczkowski, The path-functor on banach lie algebras, Indagationes Mathematicae Volume 74
(1971), pp. 235-239

doi:10.1016/81385-7258(71)80031-8

W. T. Van Est, T. Korthagen, Non-enlargible Lie algebras, Indagationes Mathematicae. 26, 15-31
(1964)

doi:10.1016/S1385-7258(64)50003-7

A. Weinstein, The local structure of Poisson manifolds, Journal of Differential Geometry 18 (1983)
523-557

doi:10.4310/jdg/1214437787

G. Gross, E. Meinrenken, Manifolds, Vector Fields and, Differential Forms, Springer (2023)


https://www.math.toronto.edu/mein/teaching/LectureNotes/action.pdf
https://people.math.ethz.ch/~mimoreira/lie_3rd_thm.pdf

	Capítulo 1. Introdução
	1. Agradecimentos

	Parte 1.  O grupóide fundamental
	Capítulo 2. Categorias
	1. Categorias
	2. Grupóides
	3. Functores
	4. Grupóides topológicos

	Capítulo 3. O grupóide fundamental
	1. O grupóide fundamental
	2. Espaços de recobrimento
	3. Recobrimento universal

	Capítulo 4. O grupóide fundamental como grupóide topológico
	1. Topologia laço
	2. O grupóide fundamental como grupóide topológico
	3. A Topologia compacto-aberto
	4. O functor recobrimento universal


	Parte 2.  Grupos de Lie
	Capítulo 5. Grupos de Lie
	1. Definições básicas
	2. Exemplos
	3. O produto pontual
	4. O recobrimento universal de um grupo de Lie

	Capítulo 6. Campos vetoriais em grupos de Lie
	1. Campos de vetores em um grupo de Lie
	2. Álgebras de Lie
	3. A álgebra de Lie de um grupo de Lie
	4. O mapa exponencial

	Capítulo 7. Estruturas Poisson
	1. Definições básicas
	2. Estruturas de Poisson e campos de bivetores
	3. Exemplos
	4. Splitting de Weinstein

	Capítulo 8. O grupo Hamiltoniano
	1. Campos vetoriais completos
	2. Variação de parâmetros
	3. O grupo Hamiltoniano
	4. Folheações simpléticas
	5. A folheação simplética linear


	Parte 3.  Os teoremas de Lie
	Capítulo 9. Os espaços de caminhos
	1. Grupos de Banach-Lie
	2. O espaço de caminhos P(g) como variedade Banach
	3. Os espaços de caminhos como grupos
	4. Os espaços de caminhos como grupos de Banach-Lie
	5. A álgebra de Lie do espaço de caminhos

	Capítulo 10. Os teoremas de Lie
	1. O subgrupo nulomotópico
	2. O grupo Hamiltoniano de uma álgebra de Lie
	3. O Primeiro Teorema de Lie
	4. O Segundo Teorema de Lie
	5. O Terceiro Teorema de Lie
	6. Os Teoremas de Lie como um functor adjunto
	7. A falha do Terceiro Teorema de Lie

	Bibliografia


