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que resolvemos juntos.

I



Resumo
Nesta dissertação, estudamos o problema eĺıptico com massa de Dirac estudado por

[1]: −∆u = V up + kδ0 em RN ,

lim
|x|→+∞

u(x) = 0 (0.1)

no qual, N > 2, p > 0, k > 0, δ0 é a massa de Dirac na origem, e V é um potencial
localmente Lipschitz cont́ınuo em RN \ {0}, satisfazendo certas hipóteses. Obtém-se duas
soluções do problema (0.1) ao impor-se condições adicionais nos parâmetros a0, a∞, p e
k. A primeira solução é uma solução minimal positiva, e a segunda é obtida utilizando o
Teorema do Passo da Montanha. Além de reproduzir os resultados demonstrados em [1],
buscamos também expandir as demonstrações feitas no artigo, incluindo mais detalhes.
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Abstract
In this master thesis, we study the elliptic problem with Dirac mass studied by [1] :−∆u = V up + kδ0 em RN ,

lim
|x|→+∞

u(x) = 0 (0.2)

where N > 2, p > 0, k > 0, δ0 is the Dirac mass in the origin and V is a locally Lipschitz
continuos potencial in RN \ {0}, satisfying some hypotheses. We obtain two positive
solution of (0.2) with additional conditions for the parameters a0, a∞, p and k. The
first solution is a minimal positive solution, while the second one is constructed using the
Mountain Pass Theorem. Beyond reproducing the demonstrated results of [1], we sought
to expand the demonstrations done in the article, including more details to it.
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Notação
Apresentamos abaixo algumas notações usadas ao longo do trabalho.

0.1 Espaços

• Lp(Ω, a(x)) = {φ : Ω → R : φ é mensurável, com
∫

Ω a(x)|φ(x)|pdx < ∞},
para 1 ≤ p < ∞;

• L∞(Ω, a(x)) = {φ : Ω → R : a(x)φ(x) é limitado e mensurável};

• RN denota o espaço euclidiano padrão;

• W k,p(Ω) é o espaço de Sobolev (definido em 2.1);

• C(Ω) é o espaço das funções cont́ınuas reais em Ω ⊂ RN ;

• Ck(Ω) é o espaço das funções reais k vezes diferenciáveis em Ω ⊂ RN com
derivadas de ordem k cont́ınuas;

• C∞(Ω) = ∩k∈NC
k(Ω);

• C∞
c (Ω) é o espaço C∞(Ω) com suporte compacto em Ω;

• D1,2(Ω) é o espaço W 1,2(Ω) com a norma ||v||D1,2(Ω) = (
∫

Ω |∇v|2dx)
1
2 .

0.2 Outras Notações

• C,C1, C2, ... denota constantes diferentes. Podem aparecer outras letras defi-
nidas como constantes quando necessário. Em dados momentos aplica-se uma
desigualdade sem mudar a constante; faz-se isso por simplicidade, caso a cons-
tante não seja importante;

• G[f ] denota o operador de Green, definido em (2.3);

• → denota convergência com a topologia da norma em espaços normados;

• ⇀ denota convergência fraca em espaços normados;

• ↪→ denota imersão cont́ınua.
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1 Introdução
O objetivo desta dissertação é expandir as provas do problema desenvolvido

em [1] sobre a existência e propriedades das múltiplas soluções fracas do problema
eĺıptico não linear com massa de Dirac:−∆u = V up + kδ0 em RN

lim
|x|→+∞

u(x) = 0, (Pk)

onde N > 2, p > 0, k > 0, δ0 é a massa de Dirac na origem, e V é um potencial
localmente Lipchitz cont́ınuo em RN \ {0}. Para o potencial V , assumimos que ele
tem suporte não vazio e existem a0 < N , a0 < a∞, σ1 > 0 tal que, para todo
x ∈ RN \ {0} vale:

0 ≤ V (x) ≤ V0(x) := σ1

|x|a0(1 + |x|a∞−a0) . (1.1)

Tal condição implica em um comportamento de limitação para V na origem,
controlado por |x|−a0 , bem como também no infinito, controlado por |x|−a∞ .

Com o problema (Pk) nos preocupamos com um termo fonte, diferentemente do
problema de absorção: −∆u+ g(u) = ν em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1.2)

onde ν é uma medida de Radon, Ω um domı́nio C2 em RN , e g : R → R é não
decrescente com g(0) ≥ 0. Esse problema de absorção tem sido extensivamente
estudado, com contribuições fundamentais dadas por Brezis [2] e Benilan e Brezis
[3], nos quais eles mostram a existência e unicidade da solução fraca, caso g admita
uma condição subcŕıtica:

∞∫
1

(g(s) − g(−s))s−1− N
N−2ds < ∞. (1.3)

O método consiste em aproximar ν por uma sequência de funções regulares,
considerar as funções clássicas associadas a estas e mostrar que elas convergem a
solução fraca do problema original. A unicidade é então provada pela desigualdade
de Kato. Já no caso do Problema (Pk), as mesmas técnicas não funcionam, de modo
que devemos considerar métodos diferentes.

Comecemos enunciando o resultado de existência de solução do problema (Pk),
o qual inclui propriedades da solução em relação ao potencial V e a constante k:

Teorema 1.1. Suponhamos as condições (1.1) e p > 0 satisfazendo:

p ∈
(
N − a∞

N − 2 ,
N − a0

N − 2

)
. (1.4)

Então valem:

(i) Existe k∗ = k∗(p, V ) ∈ (0,+∞] tal que para k ∈ (0, k∗), existe uma solução
minimal positiva u k,V do problema (Pk). Se k > k∗ e p > 1, não existe solução
do problema (Pk). Além disso, k∗ < ∞ se p > 1; k∗ = +∞ se 0 < p < 1, ou
se p = 1 e σ1 for pequeno.
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(ii) Para p fixo, k∗(p, V ) é decrescente em V e o mapa V 7→ uk,V é crescente.

(iii) Se V é radialmente simétrico, a solução minimal uk,V também é simétrica.

Denotamos por uk,V a solução minimal obtida pelo Teorema 1.1 corresponde a
k e V . Tal solução de (Pk) é obtida através de uma sequência de iterações de uma
sequência crescente {vn}n definida por:

v0 = kG[δ0], vn = G[V vp
n−1] + kG[δ0], (1.5)

onde G[f ] é o operador de Green definido por:

G[f ] =
∫
RN

cNf(y)
|x− y|N−2dy. (1.6)

Combinando essa construção com uma função barreira escolhida adequadamente
através da estimativa:

G[VG[δ0]] ≤ σ2G[δ0] em RN \ {0}, (1.7)
com σ2 > 0, provada no Lema 3.1, conseguimos mostrar a convergência da sequência
a uma função limite uk,V . Em seguida verificamos que essa função obtida de fato
é solução minimal do problema (Pk). Essa estimativa é válida para k que esteja
dentro (0, kp), com kp

kp = (σ2p)− p
p−1

(
p

p− 1

)
, (1.8)

o que fornece os limites para a construção da função barreira. Consequentemente,
k∗ ≥ kp.

Uma vez que a solução minimal foi encontrada, estudamos suas propriedades.
Mais precisamente, mostra-se que a solução é clássica, a menos da origem, e determi-
namos seu decaimento quando tende a origem e ao infinito. Em seguida analisamos
sua estabilidade, cujos resultados possibilita encontrar a segunda solução através do
Teorema do Passo da Montanha.

Tais resultados são enunciados no seguinte teorema:

Teorema 1.2. Supõe que V satisfaz (1.1) com a∞ > a0 e a0 ∈ R e p satisfazendo
(1.4). Então:

(i) Se a0 < 2, p < 1 e k ∈ (0, kp), então uk,V é uma solução clássica da equação:−∆u = V up em RN \ {0},
lim

|x|→+∞
u(x) = 0 (1.9)

e satisfaz
sup

x∈RN \{0}
u(x)|x|N−2 < +∞. (1.10)

Além disso, uk,V é estável, e existe c > 0, independente de k tal que:∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V u p−1
k,V ξ

2dx ≥ c
(

(k∗)
p−1

p − (k)
p−1

p

) ∫
RN

|∇ξ|2dx, (1.11)

para todo ξ ∈ D 1,2(RN) \ {0}.
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(ii) Se
p ∈

(
0, N

N − 2

)
(1.12)

e k ∈ (0, k∗), então a solução minimal uk,V é estável e satisfaz (1.11). Além
disso, qualquer solução fraca não negativa u de (Pk) é uma solução clássica do
problema (1.9) e satisfaz (1.10).

Notemos que nos itens (i) e (ii) do Teorema (1.2) o parâmetro k é limitado
por kp e k∗, respectivamente; não sabemos se kp < k∗. Inclusive, responder esse
questionamento está além do escopo desse trabalho, mas se caracteriza como uma
continuação lógica dele.

A segunda solução de (Pk) é constrúıda através do Teorema Passo da Montanha.
Procuramos pelos pontos cŕıticos do funcional:

E(v) = 1
2

∫
RN

|∇v|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , v+)dx, (1.13)

em D1,2(RN), com t+ = max{0, t} e:

F (s, t) = 1
p+ 1

[
(s+ t+)p+1 − sp+1 − (p+ 1)spt+

]
. (1.14)

Para garantir que o funcional E esteja bem definido, analisamos as imersões:

D1,2(RN) ↪→ L2(RN , V0u
p−1
k,v dx), (1.15)

e
D1,2(RN) ↪→ Lp+1(RN , V0dx), (1.16)

as quais são compactas caso

p+ 1 ∈ (2∗(a∞), 2∗(a0) ∩ [1, 2∗)), (1.17)
sendo:

2∗(t) = 2N − 2t
N − 2 , t ∈ R, (1.18)

e 2∗ = 2∗(0). Com essas imersões, verificamos que o funcional E satisfaz as condições
de Palais-Smale, nos permitindo encontrar uma segunda solução combinando o Teo-
rema do Passo da Montanha com os Teoremas demonstrados em relação ao problema
(Pk).

Tendo por base o intervalo de p para a existência da solução minimal, supõe-se:

p ∈
(
N − a∞

N − 2 ,
N − a0

N − 2

)
∩ (max{2∗(a∞) − 1, 0},min{2∗(a0) − 1, 2∗ − 1}) . (1.19)

Essa interseção é não vazia, se ainda assumirmos que

a0 < 2, a∞ > max
{

0, 1 + a0

2

}
. (1.20)

Tais resultados para a segunda solução são englobados no seguinte:
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Teorema 1.3. Supõe que V satisfaz (1.1) com a0 e a∞ dados em (1.20), p > 1
satisfazendo (1.19) e kp dado por (1.8). Então, para k ∈ (0, kp), o problema (Pk)
admite uma solução fraca u > uk,V . Ainda, u e uk,V são soluções clássicas de (1.9).

Apesar de que não se pode determinar que kp < k∗, podemos mostrar que se p
satisfaz (1.12), então o problema (Pk) admite solução u tal que u > uk,V qualquer
que seja k ∈ (0, k∗).

Se V for radialmente simétrica, o intervalo de p pode ser melhorado para:

p ∈
(
N − a∞

N − 2 ,
N − a0

N − 2

)
∩ (max{2∗(a∞) − 1, 0}, 2∗(a0) − 1) , (1.21)

o que está englobado no último teorema, enunciado abaixo.

Teorema 1.4. Supõe que V seja radialmente simétrica e satisfaça (1.1) com a0 e
a∞ dados em (1.20), p > 1 satisfazendo (1.19) e kp dado em (1.8). Então, para
k ∈ (0, kp), o problema (Pk) admite solução radialmente simétrica u > uk,V , e ambas
são soluções clássicas de (1.9).

Organizou-se a dissertação de maneira que cada caṕıtulo englobe uma das partes
principais das provas, seguindo um estilo clássico de demonstração para equações:
existência, regularidade e segunda solução. No caṕıtulo 3 constrúımos a solução
fraca através de uma sequência crescente limitada, e refere-se ao Teorema 1.1. Em
seguida provamos as propriedades de regularidade e estabilidade do Teorema 1.2
no caṕıtulo 4, incluindo o teor clássico da solução, bem como seu comportamento
quando |x| tende a zero e infinito. Por fim, encontramos a segunda solução do
Teorema 1.3 utilizando o Teorema do Passo da Montanha, bem como provamos o
1.4 sobre a solução envolvendo um potencial radialmente simétrico no caṕıtulo 5.
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2 Teoria Fundamental
Neste caṕıtulo serão apresentados alguns pré-requisitos necessários para o enten-

dimento dos resultados do trabalho. Enuncia-se resultados clássicos de EDP’s, tais
quais desigualdades de Sobolev, compacidade de Rellich-Kondrachov, Teorema da
Montanha, entre outros. A não ser que mencionado, os resultados foram retirados
de [4].

2.1 Derivada Fraca e Espaços de Sobolev

Notação. Denote por C∞
c (U) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis

ϕ : U → R com suporte compacto em U . Chamamos as funções ϕ em C∞
c (U) de

funções teste.

Definição. Um vetor da forma α = (α1, ..., αn), onde cada componente αi é um
inteiro não negativo é chamado de multi-́ındice de ordem

|α| = α1 + ...+ αn. (2.1)

Definição. Dado um multi-́ındice α, define-se:

Dαu(x) := ∂|α|u(x)
∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

. (2.2)

Definição. Seja U ⊂ RN aberto, 0 < α < 1 e u : U → R limitada e cont́ınua.
Definimos

(i) A α-ésima seminorma de Hölder

[u]C0,α(U) := sup
x,y∈U,x ̸=y

{
|u(x) − u(y)|

|x− y|α

}
,

(ii) e a α-ésima norma de Hölder

||u||C0,α(U) := ||u||C(U) + [u]C0,α(U).

Definição. Seja u, v ∈ L1
loc(U), e α um multi-́ındice. Dizemos que v é a α-ésima

derivada parcial fraca de u, denotada por:

Dαu = v, (2.3)
caso valha ∫

U
uDαϕdx = (−1)|α|

∫
U
vϕdx, (2.4)

para todas as funções teste ϕ ∈ C∞
c (U).

Lema 2.1 (Unicidade da derivada fraca). A α-ésima derivada parcial fraca de u,
se existir, é unicamente definida a menos de um conjunto de medida nula.

Definição. O espaço de Sobolev W k,p(U) consiste em todas as funções localmente
integráveis u : U → R, tal que para cada multi-́ındice α com |α| ≤ k, Dαu existe no
sentido fraco e pertence a Lp(U).
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Definição. Se u ∈ W k,p(U), definimos a norma nesse espaço como:

||u||W k,p(U) :=


( ∑

|α|≤k

∫
U |Dαu|pdx

) 1
p

(1 ≤ p < ∞)∑
|α|≤k

ess supU |Dαu| (p = ∞).
(2.5)

Dessa maneira, para o problema (Pk) fazemos a seguinte definição:

Definição. Dizemos que u ∈ L1
loc(RN) é uma solução fraca de (Pk) se u ≥ 0,

V up ∈ L1(RN) e

• lim
R→+∞

||u||L∞((RN \BR(0))) = 0;

•
∫
RN

u(−∆ξ)dx =
∫
RN

V upξdx+ kξ(0) ∀ξ ∈ C1,1
C (RN).

Definição. Dizemos que uma solução do problema (Pk) é estável (respectivamente,
semi-estável), caso:∫

RN

|∇ξ|2dx >︸︷︷︸
(≥)

p
∫
RN

V up−1ξ2dx ∀ξ ∈ D1,2(RN) \ {0}. (2.6)

2.2 Resultados Relevantes

Definição. Se 1 ≤ p < n, definimos o conjugado de Sobolev de p por:

p∗ := np

n− p
. (2.7)

Note que:

1
p∗ = 1

p
− 1
n

⇒ p∗ > p. (2.8)

Teorema 2.2 (Desigualdade de Gagliardo-Nireberg-Sobolev (GNS)). Assuma que
1 ≤ p < n. Então existe uma constante C, dependendo somente de p e n, tal que:

||u||Lp∗ (Rn) ≤ C||Du||Lp(Rn), (2.9)

para toda u ∈ C1
c (Rn)

Teorema 2.3 (Estimativa para W 1,p, 1 ≤ p < N). Seja U aberto e limitado contido
em RN , com ∂U sendo C1. Assuma 1 ≤ p < n, e u ∈ W 1,p(U). Então u ∈ Lp∗(U)
com a estimativa

||u||Lp∗ (U) ≤ C||u||W 1,p(U),

com a constante dependendo somente de p, N e U .

Definição. Sejam X e Y espaços de Banach, com X ⊂ Y . Dizemos que X está
compactamente contido em Y , denotado por:

X ⊂⊂ Y, (2.10)
caso
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(i) ||x||Y ≤ C||x||X(x ∈ X) para alguma constante C,

(ii) cada sequência limitada em X é pré-compacta em Y .

Teorema 2.4 (Teorema da Compacidade de Rellich-Kondrachov). Assuma que U
é um conjunto aberto limitado de Rn, e ∂U é C1. Supõe que 1 ≤ p < n. Então:

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U), (2.11)
para cada 1 ≤ q < p∗.

Teorema 2.5 (Pŕıncipio do Máximo Fraco para c ≥ 0). Seja U ⊂ RN aberto e
limitado, u ∈ C2(U) ∩ C(U), L um operador linear parcial de segunda ordem e

c ≥ 0 U.

(i) Se
Lu ≤ 0 U,

então
max

U
u ≤ max

∂U
u+.

(ii) Se
Lu ≥ 0 U,

então
min

U
u ≥ min

∂U
u−.

Definição (Condição de Palais-Smale). Seja H um espaço de Hilbert, um funcional
I ∈ C1(H;R) satisfaz a condição de compacidade de Palais-Smale se cada sequência
{uk}∞

k=1 ⊂ H satisfazendo:

(i) {I[uk]}∞
k=1 é limitada;

(ii) I ′[uk] → 0 em H,

for pré-compacta em H.

Definição. Denotamos por C a coleção de funcionais I ∈ C1(H;R) satisfazendo a
condição adicional:

• I ′ : H → H é Lipschitz cont́ınua em subespaços limitados de H.

Teorema 2.6 (Teorema do Passo da Montanha (Mountain Pass)). Suponha que
I ∈ C satisfaz a condição de Palais-Smale. Assuma também que:

(i) I[0] = 0,

(ii) existem constantes r, a > 0 tais que:

I[u] ≥ a se ||u|| = r, (2.12)

(iii) existe um elemento v ∈ H com

||v|| > r, I[v] ≤ 0. (2.13)
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Defina também

Γ := {g ∈ C([0, 1];H) | g(0) = 0, g(1) = v}. (2.14)
Então

c = inf
g∈Γ

max
0≤t≤1

I[g(t)], (2.15)

é um ponto cŕıtico de I.

O seguinte teorema é provado em [5].

Teorema 2.7 (Desigualdade de Hardy-Sobolev). Se Ω é limitado, aberto e de classe
C1, e 1 < p < ∞, então existe uma constante C > 0, tal que ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω),∣∣∣∣∣∣∣∣ux
∣∣∣∣∣∣∣∣

Lp(Ω)
≤ C||Du||Lp(Ω). (2.16)

Os dois resultados abaixo foram retirados de [6].

Lema 2.8. Seja B1 = BR(x0), B2 = B2R(x0) bolas concêntricas em RN . Suponha
f ∈ Cα(B2), 0 < α < 1, e seja w um potencial Newtoniano de f em B2. Então
w ∈ C2,α(B1) e

|D2w|′C0,α(B1) ≤ C|f |′C0,α(B2), (2.17)
com C uma constante C(N,α).

Lema 2.9. Seja w o potencial Newtoniano de f em B = BR(x0) ⊂ RN e C uma
constante C(N,α).

(i) Se f ∈ L∞(B), então Dw ∈ Cα(RN) para cada 0 < α < 1 e

[Dw]C0,α(B) ≤ CR1−α||f ||L∞(B). (2.18)

(ii) Se f ∈ Lp(B), com p = n
1−α

, 0 < α < 1, então Dw ∈ Cα(RN) para cada
0 < α < 1 e

[Dw]C0,α(B) ≤ C||f ||Lp(B). (2.19)

2.3 Operador de Green

O operador de Green, G[·], é definido por:

G[f ](x) =
∫
RN

G(x, y)f(y)dy, (2.20)

onde
G(x, y) = cN

|x− y|N−2 , cN = 1
NωN(N − 2) , (2.21)

que é a solução fundamental de −∆. Isto é,

G[f ](x) =
∫
RN

cNf(y)
|x− y|N−2dy, para x ̸= 0. (2.22)

Assim
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u(x) = G[f ](x), (2.23)
é a solução da equação de Poisson −∆u = f para f ∈ L1(RN) ∩L∞(RN) no sentido
das distribuições, ou seja,∫

RN

G(f)(−∆ξ)dx =
∫
RN

fξdx ∀ξ ∈ C∞
c (RN). (2.24)

Também vale que −∆ cN

|x|N−2 = δ0 no sentido das distribuições, onde δ0 é o Delta de
Dirac definido por δ0(ξ) = ξ(0) ∀ξ ∈ C∞

c (RN). Ou seja,∫
RN

cN

|x|N−2 (−∆ξ)dx = ξ(0) = δ0(ξ) ∀ξ ∈ C∞
c (RN). (2.25)

Isto motiva a definirmos G[δ0](x) = cN

|x|N−2 . Assim, G(f + kδ0) = G(f) + k cN

|x|N−2 é a
solução no sentido das distribuições de

− ∆ω = f + kδ0, (2.26)
isto é,

∫
RN

(
G(f) + k

cN

|x|N−2

)
(−∆ξ)dx =

∫
RN

fξdx+ kδ0 ∀ξ ∈ C∞
c (RN). (2.27)

Neste caso, esta igualdade vale ∀ξ ∈ C1,1
c (RN) e f ∈ L1(RN).

Em seguida seguem dois resultados adicionais envolvendo o operador de Green
que serão necessários, ambos provados em [1].

Proposição 2.10. Seja Ω ⊂ RN domı́nio limitado e h ∈ Ls(Ω). Então, existe
c > 0 tal que:

||G[h]||L∞(Ω) ≤ c ||h||Ls(Ω) se 1
s
<

2
N

; (2.28)

||G[h]||Lr(Ω) ≤ c ||h||Ls(Ω) se 1
s

≤ 1
r

+ 2
N
, s > 1; (2.29)

||G[h]||Lr(Ω) ≤ c ||h||L1(Ω) se 1 < 1
r

+ 2
N
. (2.30)

Proposição 2.11. Seja Ω ⊂ RN domı́nio limitado e h ∈ Ls(Ω). Então, existe
c > 0 tal que:

||∇G[h]||L∞(Ω) ≤ c ||h||Ls(Ω) se 1
s
<

2
N

; (2.31)

||∇G[h]||Lr(Ω) ≤ c ||h||Ls(Ω) se 1
s

≤ 1
r

+ 2
N
, s > 1; (2.32)

||∇G[h]||Lr(Ω) ≤ c ||h||L1(Ω) se 1 < 1
r

+ 2
N
. (2.33)
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3 Existência de Solução Fraca
Nesta seção iremos demonstrar a existência de solução fraca para o problema

(Pk). Começamos demonstrando o Lema 3.1, o qual será utilizado na construção
de uma função barreira para a função candidata a solução. Definimos então um
sequência crescente iterativamente. Combinando essa sequência com a uma função
barreira adequada, verificamos que a sequência é limitada; portanto converge a
alguma função uk,V . Por fim, provamos que esta função limite é minimal e satisfaz o
problema (Pk), se caracterizando como a solução fraca. Ainda, verificamos algumas
propriedades dessa solução em relação ao potencial V e o termo k de (Pk).

3.1 Lema

Lema 3.1. Assuma que V satisfaz (1.1), com a0 < N , a∞ > 0 e p > 0 satisfazendo
(1.4). Então:

G[ VGp[ δ0]] ≤ σ2 G[ δ0] em RN \ {0}, (3.1)
com σ2 dependendo linearmente de σ1.

Demonstração. Como G[δ0](x) é definido por

G[δ0](x) = cN

|x|N−2 , (3.2)

e pelas hipóteses em p, temos que

V (x)Gp[δ0](x) ≤ cp
Nσ1

(1 + |x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
, ∀x ∈ RN \ {0} (3.3)

com cN > 0 a constante de normalização dependente somente de N . Note que
V (x)Gp[δ0] ∈ L1(RN):

∫
RN \{0}

V (x)Gp[δ0](x)dx ≤
∫

B1(0)\{0}

cp
Nσ1

(1 + |x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
dx+

+
∫

RN \B1(0)

cp
Nσ1

(1 + |x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
dx. (3.4)

Para a integral na bola B1(0) \ {0} temos

∫
B1(0)\{0}

cp
Nσ1

(1 + |x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
dx ≤

∫
B1(0)\{0}

C

|x|(N−2)p+a0
dx =

= C ′
1∫

0

r−(N−2)p−a0+N−1dr. (3.5)

A integral (3.5) é finita se:

N − 1 − (N − 2)p− a0 > −1 ⇔ N > (N − 2)p+ a0 ⇔ N − a0

N − 2 > p, (3.6)

o que é satisfeito. Para a outra integral:
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∫
RN \B1(0)

cp
Nσ1

(1 + |x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
dx ≤

∫
RN \B1(0)

cp
Nσ1

(|x|a∞−a0) |x|(N−2)p+a0
dx ≤

≤
∫

RN \B1(0)

C

|x|a∞+(N−2)pdx = C

∞∫
1

r−a∞−(N−2)p+N−1dr. (3.7)

A qual é integrável caso

− a∞ − (N − 2)p+N − 1 < −1 ⇔ N − a∞ < (N − 2)p ⇔ N − a∞

N − 2 < p. (3.8)

Que está de acordo com as condições; logo V (x)Gp[δ0] ∈ L1(RN). Estimemos então
G[ VGp[ δ0]]. Por (3.3),

G[ VGp[ δ0]](x) ≤ cp+1
N σ1

∫
RN

1
|x− y|N−2

1
(1 + |y|a∞−a0) |y|(N−2)p+a0

dy. (3.9)

Fazendo a mudança de variável y → y|x|, sendo ex = x
|x| , ficamos com

cp+1
N σ1

∫
RN

1
|x− y|x||N−2

|x|N

(1 + (|x||y|)a∞−a0) (|x||y|)(N−2)p+a0
dy =

= cp+1
N σ1

∫
RN

1
|ex − y|N−2|x|N−2

|x|N

(1 + (|x||y|)a∞−a0) (|y|)(N−2)p+a0(|x|)(N−2)p+a0
dy =

= cp+1
N σ1|x|2−(N−2)p−a0

∫
RN

1
|ex − y|N−2

1
(1 + (|x||y|)a∞−a0) (|y|)(N−2)p+a0

dy =

:= cp+1
N σ1|x|2−(N−2)p−a0

∫
RN

Φ(x, y)dy. (3.10)

Consideremos então os casos |x| ≥ 1 e |x| < 1.

(i) Caso |x| ≥ 1. Lembre que por (1.4), (N − 2)p + a0 < N < (N − 2)p + a∞;
dividimos então o domı́nio em 3 partes: B 1

2
(0), B 1

2
(ex) e RN \(B 1

2
(0)∪B 1

2
(ex)).

Em B 1
2
(0), |ex − y| > c ≥ 1

2 . Logo,
∫

B 1
2

(0)

Φ(x, y)dy ≤ C
∫

B 1
2

(0)

1
(1 + (|x||y|)a∞−a0) (|y|)(N−2)p+a0

dy. (3.11)

Agora faz a mudança de variável z = |x|y, resultando em:
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≤ C|x|(N−2)p+a0−N
∫

B |x|
2

(0)

1
(1 + |z|a∞−a0) (|z|)(N−2)p+a0

dz =

= C|x|(N−2)p+a0−N

 ∫
B 1

2
(0)

dz

|z|(N−2)p+a0 + |z|(N−2)p+a∞
+ (3.12)

+
∫

B |x|
2

(0)\B 1
2

(0)

dz

|z|(N−2)p+a0 + |z|(N−2)p+a∞



≤ C ′|x|(N−2)p+a0−N


∫

B 1
2

(0)

dz

|z|(N−2)p+a0
+

∫
B |x|

2
(0)\B 1

2
(0)

dz

|z|(N−2)p+a∞

 . (3.13)

Vejamos agora estimativas para as duas integrais acima:

∫
B 1

2
(0)

dz

|z|(N−2)p+a0
=

∫
|w|=1

∫ 1
2

0

1
r(N−2)p+a0

rN−1drdw =

= nωn

∫ 1
2

0
r(N−1)−(N−2)p−a0dr. (3.14)

Como (N − 1) − (N − 2)p− a0 > (N − 1) −N = −1, a integral fica, definindo
γ = (N − 1) − (N − 2)p− a0 + 1 > 0:

nωn
rγ

γ

∣∣∣∣∣∣
1
2

0

= nωn

γ2γ
. (3.15)

Isto é, a primeira integral é limitada. Seguindo o mesmo processo, temos:

∫
B |x|

2
(0)\B 1

2
(0)

dz

|z|(N−2)p+a∞
= nωn

∫ |x|
2

1
2

r(N−1)−(N−2)p+a∞dr. (3.16)

Observamos que (N − 1) − (N − 2)p − a∞ < (N − 1) − N = −1. Definindo
γ∞ = (N − 1) − (N − 2)p− a∞ + 1 < 0, ficamos com:

nωn
rγ∞

γ∞

∣∣∣∣∣∣
|x|
2

1
2

= nωn

γ∞

[(
|x|
2

)γ∞

−
(1

2

)γ∞
]

= nωn

−γ∞

[(
|1|
2

)γ∞

−
(

|x|
2

)γ∞]
=

= nωn

|γ∞|2γ∞
[1 − |x|γ∞ ] < nωn

|γ∞|2γ∞
. (3.17)

Combinando as duas desigualdades, obtemos:
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∫
B 1

2
(0)

Φ(x, y)dy ≤ C|x|(N−2)p+a0−N

[
nωn

γ2γ
+ nωn

|γ∞|2γ∞

]
≤ C ′|x|(N−2)p+a0−N .

(3.18)
Agora consideramos y ∈ B 1

2
(ex). Observa que nessa bola 1

|y| é limitado, uma
vez que |y| > 1

2 (y ̸∈ B 1
2
(0)). Assim:

1
(1 + (|x||y|))a∞−a0

1
|y|(N−2)p+a0

≤ C
1

1 + |x|a∞−a0
≤ C|x|a0−a∞ , (3.19)

donde:

∫
B 1

2
(ex)

Φ(x, y)dy ≤ C|x|a0−a∞
∫

B 1
2

(ex)

dy

|ex − y|N−2 ≤ C ′|x|a0−a∞ . (3.20)

Assim como em (3.19), também temos que y ∈ RN \ (B 1
2
(0) ∪B 1

2
(ex)), vale

1
(1 + (|x||y|))a∞−a0

1
|y|(N−2)p+a0

≤ C
1

1 + |x|a∞−a0
≤ C|x|a0−a∞ . (3.21)

Logo,

∫
RN \(B 1

2
(0)∪B 1

2
(ex))

Φ(x, y)dy ≤

≤ C|x|a0−a∞
∫

RN \(B 1
2

(0)∪B 1
2

(ex))

dy

|ex − y|N−2|y|(N−2)p+a∞
. (3.22)

Observa que nesse domı́nio vale:

|y| = |y + ex − ex| ≤ |y − ex| + |ex| = |y − ex| + 1 = |y − ex| + 21
2 ≤

≤ |y − ex| + 2|y − ex| = 3|y − ex| ⇒ |y| ≤ 3|y − ex|. (3.23)

Usando isso na integral:

C|x|a0−a∞
∫

RN \(B 1
2

(0)∪B 1
2

(ex))

dy

|ex − y|N−2|y|(N−2)p+a∞
≤

≤ C ′|x|a0−a∞
∫

RN \(B 1
2

(0)∪B 1
2

(ex))

dy

|y|N−2|y|(N−2)p+a∞
≤

≤ C|x|a0−a∞
∫

RN \(B 1
2

(0))

dy

|y|(N−2)(p+1)+a∞
. (3.24)
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Calculando a integral radial, vemos que a integral fora da bola é limitada, pois
(N − 2)(p+ 1) + a∞ −N + 1 > 1, de maneira que:

∫
RN \(B 1

2
(0)∪B 1

2
(ex))

Φ(x, y)dy ≤ C|x|a0−a∞ . (3.25)

Combinando as estimativas obtidas com (3.9) e (3.10), bem como lembrando
que (N − 2)p+ a∞ > N , obtemos:

G[ VGp[ δ0]](x) ≤ C max{|x|2−N , |x|2−(N−2)p−a∞} ≤ C|x|2−N , para |x| ≥ 1.
(3.26)

(ii) Caso |x| ≤ 1. As estimativas anteriores das integrais continuam as mesmas,
uma vez que as integrais são independentes de x (somente a segunda integral
de (3.13) não existiria). Como x ∈ RN \ {0}, cada uma das integrais fica
limitada. Logo, como (N − 2)p+ a0 < N , e |x| ≤ 1:

G[ VGp[ δ0]](x) ≤ C|x|2−(N−2)p−a0 ≤ C|x|2−N . (3.27)

Combinando as desigualdades (3.26) e (3.27), completamos a prova do Lema.

Agora podemos demonstrar o primeiro teorema.

3.2 Demonstração do Teorema 1.1

Demonstração. (i) Considere o seguinte esquema de iteração;

v0 = kG[δ0], vn = G[V vp
n−1] + kG[δ0]. (3.28)

Observemos que vale

v1 = G[V vp
0] + kG[δ0] > kG[δ0] = v0. (3.29)

E assumindo para hipótese de indução que vn−1(x) > vn−2(x) qualquer que
seja x ∈ RN \ {0}, temos:

vn = G[V vp
n−1] + kG[δ0] > G[V vp

n−2] + kG[δ0] = vn−1. (3.30)

Isto é, {vn}n é uma sequência crescente. Além disso, ∀ξ ∈ C1,1
c (RN), vale por

(2.27) ∫
RN

vn(−∆ξ)dx =
∫
RN

V vp
n−1ξdx+ kξ(0). (3.31)

Em seguida constrúımos um limite superior para a sequência definida. Para
t > 0, seja

wt := tkpG[VGp[δ0]] + kG[δ0] ≤ (σ2tk
p + k)G[δ0], (3.32)

com σ2 > 0 do Lema (3.1). Assim

G[V wp
t ] + kG[δ0] ≤ (σ2tk

p + k)pG[VGp[δ0]] + kG[δ0] ≤ wt. (3.33)
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Isso é equivalente à:

(σ2tk
p + k)pG[VGp[δ0]] + kG[δ0] ≤ tkpG[VGp[δ0]p] + kG[δ0] ⇔

⇔ (σ2tk
p + k)p ≤ tkp ⇔ (σ2tk

p−1 + 1)p ≤ t. (3.34)

Construamos então t de forma que (3.33) seja satisfeito. Para p > 1, considere
a função f(t) definida por:

f(t) =
1
p

(
p− 1
p

)p−1

t+ 1
p

. (3.35)

Afirmamos que f(t) intercepta g(t) = t em um único ponto tp. De fato, consi-
derando a função h(t) = f(t) − g(t), vemos que h(0) > 0 e lim

t→+∞
h(t) = +∞,

e seu único ponto de cŕıtico é em tp =
(

p
p−1

)p
, no qual h(tp) = 0. Isto é, f e g

se interceptam no único ponto tp. Escolhendo k e tp tal que:

σ2k
p−1 ≤ 1

p

(
p− 1
p

)p−1

, e tp =
(

p

p− 1

)p

, (3.36)

satisfazemos a condição (3.34). Para p = 1, tomamos σ2 > 0 pequeno o
suficiente para que σ2 < 1 e:

tp = 1
1 − σ2

. (3.37)

Por fim, se p < 1, e para t > 1, tem-se:

(σ2tk
p−1 + 1)p ≤ (σ2k

p−1 + 1)ptp ≤ t ⇔ (σ2k
p−1 + 1) ≤ t

1−p
p . (3.38)

Assim, escolhendo tp = (σ2k
p−1 + 1)

p
1−p , temos a desigualdade desejada. Para

wtp definido com o tp adequado, temos que wtp > v0. Logo

v1 = G[V vp
0] + kG[δ0] < G[V wp

tp
] + kG[δ0] ≤ wtp . (3.39)

Supõe por indução que vn−1 < wtp ; então:

vn = G[V vp
n−1] + kG[δ0] < G[V wp

tp
] + kG[δ0] ≤ wtp . (3.40)

Logo, vn ≤ wtp∀n ∈ N.
A sequência {vn}n assim constrúıda é monótona e limitada; portanto converge
para uma função uk,V . Além disso, por (3.31), uk,V satisfaz o problema (Pk).
Afirmamos que uk,V é uma solução mı́nima de (Pk), isto é, qualquer outra
solução u de (Pk) é tal que uk,V ≤ u. De fato,

u = G[V up] + kG[δ0] > v0, (3.41)

donde:
u = G[V up] + kG[δ0] ≥ G[V vp

0] + kG[δ0] = v1. (3.42)
Indutivamente (similar aos casos anteriores), vemos que u ≥ vn ∀n ∈ G, e
como vn → uk,V , segue a afirmação.
Se o problema (Pk) admite solução não negativa u para k1 > 0, então (Pk)
admite solução minimal uk,V para qualquer k ∈ (0, k1]. De fato, basta repetir
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a construção indutiva (3.28) para k < k1, de maneira a obter uma sequência
{vk,n}n crescente e limitada, com solução minimal uk,V , como feito para k1.
Além disso, sabemos que uk,V ≤ uk1,V por construção das sequências, de forma
que o mapa k 7→ uk,V é crescente, e podemos definir:

k∗ = sup{k > 0 : (Pk) tem solução mı́nima para k}. (3.43)

Claramente k∗ > 0. Observa que para 0 < p < 1 e p = 1, com σ1 pequeno,
sempre é posśıvel encontrar uma supersolução wtp . Consequentemente, existe
solução mı́nima para qualquer k > 0 e k∗ = ∞.
Provemos então que para p > 1, temos k∗ < ∞. Supõe por absurdo que (Pk)
admite solução minimal uk,V para k > 0 grande (qualquer). Seja um ponto
x0 ̸= 0, com V (x0) > 0 e r > 0 tal que:

V (x) ≥ V (x0)
2 , ∀x ∈ Br(x0). (3.44)

Denote por η0 uma função C2 tal que η0(x) = 1, se x ∈ B1(0), e η0(x) = 0, se
x ∈ RN \B2(0). Define também ηR

0 (x) = η0(x−x0
R

) e :

ξR(x) = G[χBr(x0)]ηR
0 (x) ∈ C1,1

c (RN), (3.45)

para R > r e χΩ a função caracteŕıstica de Ω. Observa que:

lim
R→∞

ξR(x) = G[χBr(x0)], (3.46)

já que lim
R→∞

ηR
0 (x) → η0(0) = 1. Tomamos então uma função teste ξR com

R > 4r, e obtemos:

∫
RN

uk,V (−∆)ξRdx =

A︷ ︸︸ ︷∫
Br(x0)

uk,V (−∆)ξRdx+

B︷ ︸︸ ︷∫
BR(x0)\Br(x0)

uk,V (−∆)ξRdx+

+
∫

B2R(x0)\BR(x0)

uk,V (−∆)ξRdx+

C︷ ︸︸ ︷∫
RN \B2R(x0)

uk,V (−∆)ξRdx =

∫
RN

V up
k,V ξRdx+ kξR(0). (3.47)

Vemos que para a integral A, x − x0 < r, uma vez que x ∈ Br(x0). Conse-
quentemente, x−x0

R
< r

R
< 1. Assim x ∈ Br(x0) ⇒ ηR

0 (x) = 1 e (−∆)ξR =
(−∆)G[χBr(x0)] = χBr(x0) = 1, e essa integral fica simplesmente∫

Br(x0)

uk,V (−∆)ξRdx =
∫

Br(x0)

uk,V dx. (3.48)

Para a integral B, temos o mesmo (−∆)ξR = χBr(x0), mas o domı́nio de integral
esta fora de Br(x0). Consequentemente, (−∆)ξR = 0 e∫

BR(x0)\Br(x0)

uk,V (−∆)ξRdx = 0. (3.49)
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Por fim, na integral C, x − x0 > 2R, ou seja x−x0
R

> 2R
R
> 2. Isto é, x ∈

RN \B2(0) e ηR
0 = 0. Assim∫

RN \B2R(x0)

uk,V (−∆)ξRdx = 0, (3.50)

e a equação (3.47) se simplifica para∫
RN

uk,V (−∆)ξRdx =
∫

Br(x0)

uk,V dx+
∫

B2R(x0)\BR(x0)

uk,V (−∆)ξRdx =

=
∫
RN

V up
k,V ξRdx+ kξR(0). (3.51)

Para x ∈ B2R(x0) \BR(x0) temos

|(−∆)ξR(x)| ≤ |(−∆)G[χBr(x0)]ηR
0 (x)| + 2|∇G[χBr(x0)] · ∇ηR

0 (x)|+
+|G[χBr(x0)](−∆)ηR

0 (x)| =
= 2|∇G[χBr(x0)] · ∇ηR

0 (x)| + |G[χBr(x0)](−∆)ηR
0 (x)|, (3.52)

já que (−∆)G[χBr(x0)] = χBr(x0) = 0 nesse domı́nio. Pela definição de ηR
0 (x), é

simples de ver que

|∇ηR
0 (x)| = |∇η0(

x− x0

R
)| ≤ c

R
, (3.53)

bem como
|(−∆)ηR

0 (x)| ≤ c

R2 . (3.54)

Para |G[χBr(x0)]|, temos

|G[χBr(x0)]| =
∫

Br(x0)

1
|x− y|N−2dy. (3.55)

Com o x ∈ B2R(x0) \BR(x0), temos que |x− y| > R− r para y ∈ Br(x0), e R
é tal que R

4 > r, temos, |y − x| > 3
4R. Assim

∫
Br(x0)

1
|x− y|N−2dy ≤

∫
Br(x0)

(3
4R

)2−N

dy ≤ CR2−N . (3.56)

De forma similar

|∇G[χBr(x0)]| ≤
∫

Br(x0)

∣∣∣∣∣∇ 1
|x− y|N−2

∣∣∣∣∣ dy =

(N − 2)
∫

Br(x0)

|x− y|1−Ndy ≤ CR1−N . (3.57)

Utilizando essas estimativas na eq.(3.52), temos

|(−∆)ξR(x)| = c1
R1−N

R
+ c2

R2−N

R2 ≤ CR−N , (3.58)
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em B2R(x0) \BR(x0). Como uk,V é solução de (Pk), temos que

lim
R→∞

sup
x∈RN \BR(0)

uk,V (x) = 0, (3.59)

o que resulta em∣∣∣∣∣∣∣
∫

B2R(x0)\BR(x0)

uk,V (−∆)ξRdx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

B2R(x0)\BR(x0)

|uk,V ||(−∆)ξR|dx ≤

≤ sup
B2R(x0)\BR(x0)

uk,V

∫
B2R(x0)\BR(x0)

cR−Ndx =

= sup
B2R(x0)\BR(x0)

uk,VwN

[
2NRN −RN

RN

]
≤

≤ C sup
B2R(x0)\BR(x0)

uk,V → 0, (3.60)

pois uk,V → 0 quando R → ∞. Utilizando esse limite, e as equações (3.46) e
(3.51), ficamos com∫

Br(x0)

uk,V dx =
∫
RN

V up
k,V G[χBr(x0)]dx+ kG[χBr(x0)](0). (3.61)

Lembrando que uk,V ≥ kG[δ0] = v0, e uk,V é limitada por wtp e como V (x) ≥
V (x0)

2 em Br(x0), G[δ0] e G[χBr(x0)] também são limitadas inferiormente por
c > 0 em Br(x0) pela sua definição, temos∫

Br(x0)

uk,V dx ≥
∫
RN

V uk,V k
p−1Gp−1[δ0]G[χBr(x0)]dx+ kG[χBr(x0)](0) ≥

≥ Ckp−1
∫

Br(x0)

uk,V dx+ kG[χBr(x0)](0), (3.62)

absurdo para k grande o suficiente, uma vez que uk,V seria ilimitada. Assim,
deve ser k∗ < ∞.

(ii) Sejam p e k fixos, e V1 ≥ V2. Define uk,V1 = lim
n→∞

un
k,V1 , com

u1
k,V1 = G[V1u

p
0] + k[δ0]; (3.63)

un+1
k,V1 = G[V1(un

k,V1)p] + k[δ0], (3.64)

bem como, uk,V2 = lim
n→∞

un
k,V2 , com

u1
k,V2 = G[V2u

p
0] + k[δ0]; (3.65)

un+1
k,V2 = G[V2(un

k,V2)p] + k[δ0]. (3.66)

Assim, V1 ≥ V2 implica em G[V1u
p
0] ≥ G[V2u

p
0] ⇒ u1

k,V1 ≥ u1
k,V2 . Por indução
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un+1
k,V1 ≥ un+1

k,V2 ⇒ uk,V1 ≥ uk,V2 . (3.67)
Logo V 7→ uk,V é crescente. Além disso, se k < k∗(p, V1), então uk,V1 está bem
definido e, por esta construção, uk,V2 também está, já que uk,V2 ≤ uk,V1 . Logo
k∗(p, V1) ≤ k∗(p, V2).

(iii) Se o potencial V for radialmente simétrico, v1 (3.29) também será, uma vez
que esse é função de funções radialmente simétricas. Como a solução é obtida
através do esquema de iteração (3.28), cada um de seus termos é radialmente
simétrico; consequentemente, seu limite uk,V também será.

Notemos também que para p > 1 e k ∈ (0, kp], com kp := p−1
p

(σ2p)− 1
p−1 , a solução

mı́nima satisfaz
uk,V ≤ wtp ≤ CkG[δ0] em RN \ {0}, (3.68)

com C dependendo somente em kp. Assim V uk,V é localmente limitada em RN \{0}.
De fato, pela definição de wtp (3.32), bem como as condições nesse intervalo de p > 1
(3.36), a afirmação segue diretamente.
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4 Regularidade e Estabilidade
Nessa seção verificamos a regularidade e estimativas de decaimento para a solução

fraca, bem como estabelecemos a estabilidade da solução. Comecemos pela regula-
ridade:

4.1 Proposição 4.1 (Solução Clássica)

Proposição 4.1. Assuma que V satisfaz (1.1) com a∞ > a0 e a0 ∈ R, e

p ∈
(

0 , N

N − 2

)
. (4.1)

Então, qualquer solução fraca positiva u de (Pk) é uma solução clássica de (1.9).

Demonstração. Seja u solução fraca de (Pk). Como V up é L1(RN), podemos escrever
u como

u = G[V up] + kG[δ0], (4.2)
para x0 ∈ RN \ {0}. Seja r0 = 1

4 |x0|, e Bi = B2−ir0(x0). Então para qualquer i ∈ N,
temos

u = G[χBi−1V u
p] + G[χRN \Bi−1V u

p] + kG[δ0], (4.3)

e V ∈ L∞
loc(RN \ {0}) (já que é localmente Lipschitz cont́ınuo). Para x ∈ Bi, tem-se

G[χRN \Bi−1V u
p] =

∫
RN \Bi−1

cnV (y)up(y)
|x− y|N−2 dy, (4.4)

e como y ∈ RN \ Bi−1, então |x − y| ≥ r02−i. Utilizando essa desigualdade, e
considerando o anel definido por Bi e Bi−1, temos que

||G[χRN \Bi−1V u
p]||L∞(Bi) = sup

x∈Bi

G[χRN \Bi−1V u
p] ≤

≤
(

2i

r0

)N−2 ∫
RN \Bi−1

cNV (y)up(y)dy ≤

≤ Ci

∫
RN

V (y)up(y)dy = Ci||V up||L1(RN ), (4.5)

onde Ci =
(

2i

r0

)N−2

CN = C

|x0|N−2 .

Da equação (3.2), temos que

G[δ0](x) = cn

|x|N−2 , (4.6)

para x ∈ Bi, |x− x0| < 2−ir0 ≤ r0. Consequentemente

|x| ≥ |x0| − |x− x0| > 4r0 − r0 = 3r0 = 3
4 |x0|. (4.7)

Logo, na bola Bi
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|G[δ0](x)| = cn

|x|N−2 ≤ cn(
3
4 |x0|

)N−2 = D

|x0|N−2 . (4.8)

Também se tem que:

V up ∈ L1(RN) ⇒ χBi−1V u
p ∈ L1(Bi) ⇒ G[χBi−1V u

p] ∈ Ls(Bi), (4.9)

se s <
N

N − 2 ,

pela Proposição 2.10, desigualdade (2.30). Como G[χBi−1V u
p], G[kδ0] ∈ L∞(Bi−1),

então
G[χBi−1V u

p], G[kδ0] ∈ Ls(Bi−1). (4.10)

Logo, por (4.3), u ∈ Ls(Bi−1) para 1 ≤ s < N
N−2 . Portanto, up ∈ L

s
p (Bi−1) para

p ∈ (0, s). Isto é, up ∈ Lq(Bi−1) para 1 ≤ q < N
p(N−2)

(
N

p(N−2) > 1 pois p < N
N−2

)
.

Em particular, vale para um q0 = 1
2

(
1 + 1

p
N

N−2

)
Pela Proposição 2.10, tem-se que:

G[χB2r0
(x0)V up] ∈ Lp1(B2r0(x0)), com p1 = Nq0

N − 2q0
. (4.11)

A condição da proposição pode ser facilmente verificada:

1
p1

+ 2
N

≥ 1
q0

⇔
(

Nq0

N − 2q0

)−1

+ 2
N

= 1
q0

− 2
N

+ 2
N

= 1
q0
. (4.12)

Analogamente, V up ∈ Lq1(Br0(x0)), com q1 = p1
p

, visto que q1 ≥ 1. De fato

1
q0
< 1 = 2

N
+ N − 2

N

p< N
N−2︷︸︸︷
≤ 1

p
+ 2
N

⇔ 1
qo

<
1
p

+ 2
N

⇔

⇔ 1
q0

− 2
N
<

1
p

⇔ N − 2q0

Nq0
<

1
p

⇔ 1
p1
<

1
p

⇔ p1

p
= q1 > 1, (4.13)

e também novamente pela Proposição 2.10,

G[χBr0
(x0)V up] ∈ Lp2(Br0(x0)), com p2 = Nq1

N − 2q1
. (4.14)

Seja qi = pi

p
e pi+1 = Nqi

N−2qi
, se N − 2qi > 0. Suponhamos que N − 2qi > 0 para

todo i ∈ N. Assim obtemos indutivamente, repetindo o argumento de (4.13), que

V up ∈ Lqi(Bi) e G[χBi
V up] ∈ Lpi+1(Bi), (4.15)

com cada qi > 1. Verificamos também que

qi+1

qi

= pi+1

pqi

= Nqi

qip(N − 2qi)
= N

p(N − 2qi)
(4.16)

Como qi > 1, N − 2qi < N − 2 ⇔ 1
N−2 <

1
N−2qi

. Combinando com p ∈
(
0, N

N−2

)
,

temos
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qi+1

qi

= N

p(N − 2qi)
>

N

p(N − 2) > 1, (4.17)

isto é, lim
i→∞

qi = +∞. Porém, isso contradiz que N − 2qi > 0 ∀i. Logo, ∃ i0 − 1
tal que N − 2qi0−1 > 0, mas N − 2qi0 < 0; tem-se então que V up ∈ Lqi0 (Bi0), e
N − 2qi0 < 0 ⇒ 1

qi0
< 2

N
. Assim, pela proposição 2.10

||G[χBi0
V up]||L∞(Bi0 ) ≤ C||V up||Lqi0 (Bi0 ) < ∞, (4.18)

isto é

G[χBi0
V up] ∈ L∞(Bi0). (4.19)

Lembrando que u(x0) pode ser escrito como

u = G[χBi0
V up] + G[χRN \Bi0

V up] + kG[δ0], (4.20)

por (4.1), (4.8) e (4.19) temos

|u(x0)| ≤ ||G[χBi0
V up]||L∞(Bi0 )(x0) + ||G[χRN \Bi0

V up]||L∞(Bi0 )(x0)+

+k||G[δ0]||L∞(Bi0 )(x0) ≤ C ′ + Ci||V up||L1(B2r0 (x0))(x0) + D

|x0|N−2 < C, (4.21)

e assim

V up ∈ L∞(Bi0). (4.22)
Ainda, pela Proposição 2.11:

|∇G[χBi0
V up]| ∈ L∞(Bi0). (4.23)

Porém, é posśıvel conseguir mais que isso; podemos mostrar que |u(x0)| → 0, quando
|x0| → ∞. Para o terceiro termo de (4.21), é trivial. Para o segundo, temos que

Ci||V up||L1(B2r0 (x0)) = ci

(r0)N−2 ||V up||L1(B2r0 (x0)) = 2N−2ci

|x0|N−2 ||V up||L1(B2r0 (x0)), (4.24)

lembrando que V up ∈ L1
loc(RN \ {0}), segue o resultado desejado. Para o primeiro

termo, temos que para um x = x0 tem-se

|G[χBi0
V up]||L∞(Bi0 )(x0)| =

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy. (4.25)

Se ri0 > 1, então considere

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy =

∫
B1(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy +

∫
Bri0

(x0)\B1(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy.

(4.26)
Note que
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∫
B1(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤

≤

 ∫
B1(x0)

(cnV (y)up(y))qi0 dy


1

qi0
 ∫
B1(x0)

(
1

|x0 − y|N−2dy

)qi0


1

qi0

=

= c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0))

∫ 1

0
r(N−1)−(N−2)qi0dr, (4.27)

onde qi0 é o conjugado de qi0 , isto é:

1
qi0

+ 1
qi0

= 1. (4.28)

Observe que se qi0 → ∞, então qi0 → 1; logo vale (N − 1) − (N − 2)qi0 > −1, para
qi0 grande, donde

∫ 1

0
r(N−1)−(N−2)qi0dr = r(N−1)−(N−2)qi0

C

∣∣∣∣1
0

= C < ∞. (4.29)

Portanto ∫
B1(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤ c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0)). (4.30)

Note agora, que

∫
Bri0

(x0)\B1(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤

∫
Bri0

(x0)\B1(x0)

cnV (y)up(y)
1 dy ≤ ||V up||L1(Bri0

(x0)). (4.31)

Logo

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤ ||V up||L1(Bri0

(x0)) + c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0)). (4.32)

Se ri0 ≤ 1, repetimos a estimativa para a primeira parcela

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤ cn||V up||Lqi0 (Bri0

(x0)) ≤ cn||V up||Lqi0 (B1(x0)). (4.33)

Em qualquer dos casos temos:

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤ ||V up||L1(Bri0

(x0)) + c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0)) < C. (4.34)
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Vejamos agora que |G[χBi0
V up]||L∞(Bi0 )(x0)| → 0, a medida que |x0| → ∞.

Temos que |u(x0)| < M para |x0| > 1, por (4.21); combinando com a estimativa
anterior

∫
Bri0

(x0)

cnV (y)up(y)
|x0 − y|N−2 dy ≤ ∥|V up||L1(Bri0

(x0)) + c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0)) ≤

≤ C ||V up||L1(B2r0 (x0))︸ ︷︷ ︸
→0 (já visto)

+c̃n||V up||Lqi0 (B1(x0)) ≤ ||VMp||Lqi0 (B1(x0)) ≤

≤ Mp||V ||L∞(B1(x0))

 ∫
B1(x0)

1qi0


1

qi0

→ 0, quando |x0| → ∞. (4.35)

Em Bi0 , temos que ∆u = V up. Como V up ∈ L∞(Bi0), então ∇u ∈ Cα(RN) ∀α ∈
(0, 1), pelo Lema 2.9, ou, u ∈ C1,α(RN) no mesmo intervalo de α. Consequente-
mente, u ∈ Cα

loc; sendo a solução u > 0, up também é localmente Hölder cont́ınua.
Portanto, como V é localmente Lipschitz cont́ınua, V up é localmente de Hölder isto
é, V up ∈ Cα

loc(Bi0). Pelo Lema 2.8, temos que u ∈ C2,α
loc (Bi0), isto é, é solução clássica

de (Pk).

A proposição em seguida estuda a singularidade da solução fraca de (Pk) na
origem, bem como seu decaimento no infinito. Primeiro precisamos provar alguns
resultados auxiliares.

4.2 Lema 4.2

Lema 4.2. Seja f : RN → R mensurável, tal que 0 ≤ f(y) ≤ |y|−β, para β < N e
f ≡ 0 em RN \BR(0). Então

|G[f ](x)| ≤


C|x|−β+2 para x ∈ BR

2
(0) \ {0}, se β > 2

C1 + C2|x|−1 para x ∈ BR
2
(0) \ {0}, se β = 2

C3 para x ∈ BR
2
(0) \ {0}, se β < 2,

(4.36)

onde C,C1 e C2 só dependem de N e C3 só depende de N e R.

Demonstração. Note que

G[f ](x) =
∫
RN

f(y)
|x− y|N−2dy =

∫
BR(0)

f(y)
|x− y|N−2dy ≤

∫
BR(0)

|y|−β

|x− y|N−2dy. (4.37)

Seja

φ(x) =
∫

BR(0)

1
|y|β|x− y|N−2dy =

∫
BR(0)

I(x, y)dy. (4.38)

Logo |G[f ](x)| ≤ φ(x). Afirmação:

26



|φ(x)| ≤


C|x|−β+2 para x ∈ BR

2
(0) \ {0}, se β > 2

C1 + C2|x|−1 para x ∈ BR
2
(0) \ {0}, se β = 2

C3 para x ∈ BR
2
(0) \ {0}, se β < 2,

(4.39)

Dado x ∈ BR
2
(0) \ {0}, define δ = |x|

3 . Note que (definindo A = BR(0) \ (Bδ(0) ∪
Bδ(x)))

φ(x) =
∫

Bδ(0)

I(x, y)dy

︸ ︷︷ ︸
(i)

+
∫

Bδ(x)

I(x, y)dy

︸ ︷︷ ︸
(ii)

+
∫
A

I(x, y)dy
︸ ︷︷ ︸

(iii)

. (4.40)

Analisemos cada integral separadamente:

(i)

y ∈ Bδ(0) ⇒ |y| < δ ⇒ |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ 3δ − δ = 2δ
∴ |x− y| ≥ 2δ. (4.41)

Consequentemente

∫
Bδ(0)

1
|y|β|x− y|N−2dy ≤

∫
Bδ(0)

1
|y|β(2δ)N−2dy = cn

(2δ)N−2

δ∫
0

rN−1

rβ
dr =

= cn

2N−2(N − β)
rN−β

δN−2

∣∣∣∣∣∣
δ

0

= Cδ2−β = C ′|x|2−β. (4.42)

(ii)

y ∈ Bδ(x) ⇒ |y| = |y + x− x| ≥ |x| − |x− y| ≥ 3δ − δ = 2δ
∴ |y| ≥ 2δ, (4.43)

assim

∫
Bδ(x)

1
|y|β|x− y|N−2dy ≤

∫
Bδ(x)

1
|2δ|β|x− y|N−2dy = cn

(2δ)β

δ∫
0

rN−1

rN−2dr =

cn

2β

r2

2δβ

∣∣∣∣∣∣
δ

0

= Cδ2−β = C ′|x|2−β. (4.44)

(iii) Se y ∈ A, então

y ∈ A ⇒
y /∈ Bδ(0) ⇒ |y| > δ

y /∈ Bδ(x) ⇒ |y − x| > δ

}
⇒ |y| ≤ |x| + |y − x| = 3δ + |y − x|

∴ |y| < 3δ + |y − x| < 4|y − x| ⇒ 1
|y|

≥ 1
4|x− y|

. (4.45)
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Logo

∫
A

1
|y|β|x− y|N−2dy ≤

∫
A

1
|y|β

4N−2

|y|N−2dy ≤
∫

BR(0)\Bδ(0)

1
|y|β

4N−2

|y|N−2dy =

= 4N−2cn

R∫
δ

rN−1

rβ+N−2︸ ︷︷ ︸
r1−β

dr. (4.46)

Para essa integral temos 3 casos:

(a) 1º Caso: 1 − β > −1 (β < 2)

C

R∫
δ

r1−βdr = C
r2−β

2 − β

∣∣∣∣∣∣
R

δ

= C

2 − β
(R2−β − δ2−β) ≤ C ′R2−β = C̃. (4.47)

(b) 2º Caso: 1 − β = −1 (β = 2)

C

R∫
δ

r1−βdr = C ln(r)
∣∣∣∣∣∣
R

δ

= C(ln(R) − ln(δ)) = C1 − C2ln(δ) =

= C1 + C2ln
(1
δ

)
≤ C1.+ C2

(1
δ

)
= C1 + C2δ

−1 = C1 + C ′
2|x|−1

(c) 3º Caso: 1 − β < −1 (β > 2)
Note que β > 2 ⇒ 2 − β < 0. Assim

C

R∫
δ

r1−βdr = C
r2−β

2 − β

∣∣∣∣∣∣
R

δ

= C

β − 2(δ2−β −R2−β) ≤ C ′δ2−β = C̃|x|2−β.

(4.48)

Somando as 3 parcelas, completa-se a prova da afirmação.

4.3 Lema 4.3

Lema 4.3. Se u ∈ Lγ(BR(0)), com R ≤ 1 e γ ≥ 1, então:

(i) G[V upχB1(0)] ∈ Ls(BR(0)), se

1
s
>
p

γ
+ a0 − 2

N
; (4.49)

(ii) G[V upχB1(0)] ∈ L∞(BR(0)), se

p

γ
+ a0 − 2

N
< 0. (4.50)
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Demonstração. (i) Supõe que u ∈ Lγ(BR(0)). Afirmação: se

1
β
>
p

γ
+ a0

N
, (4.51)

então V upχB1(0) ∈ Lβ(BR(0)). Observamos que
∫

BR(0)

(V upχB1(0))βdy =︸︷︷︸
R≤1

∫
BR(0)

V βupβdy, (4.52)

e apliquemos a desigualdade de Hölder para o par de conjugados s e s

∫
BR(0)

V βupβdy ≤

 ∫
BR(0)

V sβdy


1
s
 ∫

BR(0)

upsβdy


1
s

. (4.53)

O potencial V (y) é limitado por

V (y) ≤ c

|y|a0
⇒ V βs ≤ c|y|−a0βs. (4.54)

Consequentemente

∫
BR(0)

V sβdy ≤
∫

BR(0)

c|y|−a0sβdy = C

R∫
0

ρ−a0βsρN−1dρ =

= C

R∫
0

ρ−a0βs+N−1dρ, (4.55)

que é integrável se −a0βs+N − 1 > −1, isto é

N > a0βs ⇔

s <
N

a0β
, se a0 > 0

s qualquer se a0 ≤ 0.
(4.56)

Assumimos então o caso a0 > 0. Com tal escolha, s fica

s >
N

a0β
N

a0β
− 1

= N

N − a0β
. (4.57)

Já para u ∈ Lγ(BR(0)), a integral
∫

BR(0)

upβsdy, (4.58)

é finita se

pβs < γ. (4.59)
Por (4.57), temos
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pβs >
pβN

(N − a0β) , (4.60)

e combinando com (4.59) fica

pβN

(N − a0β) < γ. (4.61)

Rearranjando os termos, ficamos com

βN

(N − a0β) <
γ

p
⇔ p

γ
<
N − a0β

βN
⇔ p

γ
<

1
β

− a0

N
⇔

⇔ 1
β
>
p

γ
+ a0

N
, (4.62)

completando a afirmação. Por outro lado, G[V upχB1(0)] ∈ Ls(BR(0)) se

1
β

≤ 1
s

+ 2
N
, (4.63)

pela Proposição 2.10. Combinando (4.62) e (4.63), obtemos

p

γ
+ a0

N
<

1
s

+ 2
N

⇔ 1
s
>
p

γ
+ a0 − 2

N
, (4.64)

isto é, u ∈ Lγ(BR(0)) ⇒ G[V upχB1(0)] ∈ Ls(BR(0)) se

1
s
>
p

γ
+ a0 − 2

N
. (4.65)

(ii) Para o segundo caso, supõe

p

γ
+ a0 − 2

N
< 0 ⇔ p

γ
+ a0

N
<

2
N
. (4.66)

Logo, ∃β0 > 1 tal que

p

γ
+ a0

N
<

1
β0

<
2
N
. (4.67)

Pela prova do item (i)

u ∈ Lγ(BR(0)) ⇒ V upχB1(0) ∈ Lβ(BR(0)), (4.68)
se β ≥ 1 satisfaz 1

β
> p

γ
+ a0

N
. Em particular, β0 satisfaz essa condição; conse-

quentemente,

V upχB1(0) ∈ Lβ0(BR(0)). (4.69)
Assim, pela Proposição 2.10, G[V upχB1(0)] ∈ L∞(BR(0)), uma vez que 1

β0
< 2

N
.

completando a prova do lema.
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4.4 Proposição 4.4 (Decaimento na Origem)

Proposição 4.4. Supõe que V satisfaz (1.1), com a0 e a∞ dados em (1.20), e p > 1
satisfazendo (1.19) e (4.1). Seja u uma solução fraca de (Pk), então

sup
|x|→0

u(x)|x|N−2 < +∞. (4.70)

Demonstração. Verificamos inicialmente o decaimento próximo a origem. Observe
que u pode ser escrita como

u = G[V upχB1(0)] + G[V upχRN \B1(0)] + kG[δ0] := u1 + v1 + w1. (4.71)

Da prova da Proposição 4.1 temos que G[V upχRN \B1(0)] = v1 ∈ L∞(B 1
2
(0)), e dire-

tamente da definição kG[δ0](x) = w1 = cNk|x|2−N . Consequentemente

∫
B1(0)

(kG[δ0])rdx =
∫

B1(0)

(cNk|x|2−N)rdx = C

1∫
0

ρ(2−N)r+N−1dρ, (4.72)

é integrável se (2 − N)r + N − 1 > −1 ⇔ r < N
N−2 (kG[δ0] ∈ Lr(B1(0))). Para a

primeira parcela, temos pela definição de solução fraca que

V up ∈ L1(RN) ⇒ V upχB1(0) ∈ L1(RN). (4.73)

Pela Proposição 2.10, u1 ∈ Lr(B1(0)) se 1 < 1
r
+ 2

N
, isto é, r < N

N−2 . Seja ã0 ∈ (a0, 2)
tal que

p <
N − ã0

N − 2 , (4.74)

que é posśıvel, pois p < N−a0
N−2 e a0 < ã0. Seja também ϵ0 > 0 tal que

N(p− 1)
2 − ã0

<
N

N − 2 − ϵ0, (4.75)

pode-se fazer isso já que:

N − ã0

N − 2 = 2 − ã0

N − 2 + 1 > p ⇔ 2 − ã0

N − 2 > p− 1 ⇔ N

N − 2 >
N(p− 1)

2 − ã0
. (4.76)

Escolhemos então r = γ0 := N
N−2 − ϵ0 <

N
N−2 . Em resumo, u1, v1, w1 ∈ Lγ0(B 1

2 −ϵ(0)).
Logo, u ∈ Lγ0(B 1

2 −ϵ(0)). Observamos então

up = (u1 + v1 + w1)p ≤ C(up
1 + vp

1 + wp
1) ⇒

⇒ G[V upχ(B1(0))]︸ ︷︷ ︸
=u1

≤ C(G[V up
1χ(B1(0))]︸ ︷︷ ︸
:=u2

+G[V vp
1χ(B1(0))]︸ ︷︷ ︸
:=v2

+G[V wp
1χ(B1(0))]︸ ︷︷ ︸

:=w2

) ⇒

⇒ u1 < C(u2 + v2 + w2). (4.77)
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Definimos indutivamente:

uk+1 = G[V up
kχ(B1(0))]; (4.78)

vk+1 = G[V vp
kχ(B1(0))]; (4.79)

wk+1 = G[V wp
kχ(B1(0))]. (4.80)

e pode-se mostrar, repetindo o processo feito em (4.77), que

uk ≤ Ck(uk+1 + vk+1 + wk+1). (4.81)
Provemos então algumas afirmações relevantes:

1. Afirmação 1) vk ∈ L∞(B R

2k
(0))∀k ∈ N. Para v1 isso já foi visto. Supõe então

que vale para vk. Consequentemente

vk ∈ L∞(B R

2k
(0)) ⇒ |V vp

kχB1(0)(y)| ≤︸︷︷︸
|V (y)|≤C|y|−a0

C|y|−a0 , (4.82)

com a0 < 2. Assim, pelo Lema 4.2 segue que

|vk+1(x)| = |G[V vp
kχB1(0)](x)| ≤ c, (4.83)

para x ∈ B R

2k+1
(0) \ {0}. Isto é, vk+1 ∈ L∞(B R

2k+1
(0)). Por indução vale a

Afirmação 1.

2. Afirmação 2) Com γ0 = N
N−2 − ϵ0 (definido anteriormente), existe k0 ∈ N∪ {0}

tal que para γk+1 definido por

1
γk+1

= p

γk

+ ã0 − 2
N

, (4.84)

para k ≤ k0, ou γk satisfaz

0 < γ0 < γ1 < ... < γk0 e γk0+1 < 0, ou, (4.85)
p

γk0
+ ã0−2

N
= 0, ou γk0+1 não está definido.

Suponhamos que γk+1 definido pelas relações anteriores seja positivo para todo
k ∈ N ∪ {0}; logo, γk+1 > γk:

• γ1 > γ0:

γ1 > γ0 ⇔︸︷︷︸
γ0,γ1>0

1
γ1

<
1
γ0

⇔ p

γ0
+ ã0 − 2

N
<

1
γ0

⇔ p− 1
γ0

<
2 − ã0

N
⇔

⇔ γ0 >
N(p− 1)

2 − ã0
⇔ N

N − 2 − δ0 >
N(p− 1)

2 − ã0
, (4.86)

que vale por (4.75). Logo, γ1 > γ0. Supõe agora que γj > γj−1 para
j = 1, 2, ..., k (isto é γ0 < γ1 < γ2 < ... < γk).
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• γk+1 > γk:

γk+1 > γk ⇔︸︷︷︸
γk+1,γk>0

1
γk+1

<
1
γk

⇔ p

γk

+ ã0 − 2
N

<
1
γk

⇔ p− 1
γk

<
2 − ã0

N
⇔

⇔ γk >
N(p− 1)

2 − ã0
. (4.87)

Que vale, uma vez que pela hipótese de indução γk > ... > γ0 >
N(p−1)

2−ã0
. Assim

γk é uma sequência crescente supondo γk > 0 ∀k.
Consequentemente, ou lim

k→∞
γk = +∞, ou γk converge a algum limite L. Supõe

que vale a primeira opção, isto é, lim
k→∞

γk = +∞. Então

1
γk︸︷︷︸
→0

= p

γk︸︷︷︸
→0

+ ã0 − 2
N

∴
ã0 − 2
N

= 0

∴ ã0 = 2 (Absurdo). (4.88)

Supondo γk convergente, com lim
k→∞

γk = L, fica

1
γk︸︷︷︸
→L

= p

γk︸︷︷︸
→L

+ + ã0 − 2
N

∴
1
L

= p

L
+ ã0 − 2

N
⇔ 2 − ã0

N
= p− 1

L
⇔ L = N(p− 1)

2 − ã0
< γ0. (4.89)

Absurdo, pois L = lim
k→∞

γk > γ0. Logo, absurdo em ambos os casos. Conclui-se
que o absurdo ocorre ao supor que γk > 0 ∀k. Consequentemente, ∃k0 tal
que

γ0, γ1, ...γk0 > 0, e γk0+1 ≤ 0 (ou não está definido). (4.90)

Como γ0, γ1, ...γk0 > 0, ainda vale a indução anterior, e temos γ0 < γ1 < ... <
γk0 , concluindo a afirmação 2.

3. Afirmação 3) uk+1 ∈ Lγk(BR(0)) para k ∈ {0, 1, ..., k0}.

• u1 ∈ Lγ0(BR(0)) (já visto)
• Supõe que uk ∈ Lγk−1(BR(0)), com k ∈ {0, 1, ..., k0 − 1}. Assim

uk ∈ Lγk−1(BR(0)) ⇒ G[V up
kχB1(0)] ∈ Lγk(BR(0)), (4.91)

pelo Lema 4.3, pois γk−1 e γk são positivos, e satisfazem

1
γk

= p

γk−1
+ ã0 − 2

N
>

p

γk−1
+ a0 − 2

N
. (4.92)
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4. Afirmação 4) uk0+2 ∈ L∞(BR(0)).

γk0+1 < 0 ⇔ 0 > 1
γk0+1

= p

γk0

+ ã0 − 2
N

. (4.93)

Ou, caso γk0+1 não esteja definido ( 1
γk0+1

= 0), tem-se

0 = 1
γk0+1

= p

γk0

+ ã0 − 2
N

. (4.94)

Logo p
γk0

+ ã0−2
N

≤ 0. Portanto

p

γk0

+ a0 − 2
N

<
p

γk0

+ ã0 − 2
N

≤ 0. (4.95)

Valendo isso, uk0+1 ∈ Lγk0 (BR(0)), com p
γk0

+ a0−2
N

< 0. Pelo Lema 4.3

uk0+2 = G[V up
k0+1χB1(0)] ∈ L∞(BR(0)), (4.96)

provando a Afirmação 4.

5. Afirmação 5) |wk| ≤ C|y|2−N em B R

2k (0)∀k ∈ N.

• w1 = cn|y|2−N

• Supõe que |wk| ≤ c|y|2−N em B R

2k (0). Define β = N−2 e considere h = wk.
Dáı,

|h| ≤ c|y|−β ⇒ |h|p ≤ c|y|−pβ ⇒ |V hpχB1(0)| ≤ c|y|−a0−pβ. (4.97)

Pelo Lema 4.2, caso a0 + pβ > 2, então vale

|G[V hpχB1(0)]| ≤ c|y|−a0−pβ+2. (4.98)

Vejamos que vale −a0 − pβ + 2 > −β. De fato,

2 − a0 > β(p− 1) ⇔ β <
2 − a0

p− 1 ⇔︸︷︷︸
β=N−2

N − 2 < 2 − a0

p− 1 ⇔

⇔ p− 1 < 2 − a0

N − 2 ⇔ p <
2 − a0

N − 2 + 1 = N − a0

N − 2 , (4.99)

que de fato se verifica. Logo, vale −a0 − pβ + 2 > −β. Assim

|wk+1| = |G[V wp
kχB1(0)]| ≤ c|y|−a0−pβ+2 ≤ c|y|−β em B R

2k+1 (0). (4.100)

Caso a0 + pβ ≤ 2, então o Lema 4.2 estabelece que

G[V hpχB1(0)] ≤ C3 ou C1 + C2|y|−1, (4.101)
que em ambos os casos são menores ou iguais a

C|y|−β em B r

2k+1
(0). (4.102)
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Pelas Afirmações 1 e 4, uk0+2 e vk0+2 ∈ L∞(BR(0)), e pela Afirmação 5, wk0+2 ≤
c0|x|2−N em B R

2k0+1 (0). Consequentemente

uk0+1 ≤ C(
:=gk0+2︷ ︸︸ ︷

uk0+2 + vk0+2 +wk0+2) ≤ C(gk0+2 + c0|x|2−N) em B R

2k0+2 (0), (4.103)

com gk0+2 ∈ L∞(BR(0)). Portanto

uk0 ≤ C(uk0+1 + vk0+1 + wk0+1) ≤ C(
:=gk0+1︷ ︸︸ ︷

Cgk0+2 + vk0+1 +CC0|x|2−N + C0|x|2−N) ≤

≤ C(gk0+1 +
:=C1︷ ︸︸ ︷

(CC0 + C0) |x|2−N), (4.104)

onde gk0+1 = gk0+2 + vk0+1 ∈ L∞(BR(0)). Assim

uk0 ≤ gk0+1 + C1|x|2−N . (4.105)
Por indução

uk ≤ Cgk+1 + Ck0−(k+1)|x|2−N , (4.106)
com gk ∈ L∞(BR(0)) e Ck0−(k+1) > 0 é uma constante. Em particular, para k = 0,
temos

u = u0 ≤ Cg1 + Ck0+1|x|2−N em B R

2k0+2 (0), (4.107)

com g1 ∈ L∞(BR(0)) e Ck0+1 > 0. Isso termina a primeira parte da prova da
Proposição 4.4, isto é

lim
|x|→0+

u(x)|x|N−2 < ∞. (4.108)

4.5 Proposição 4.4 (Decaimento no Infinito)

Agora verificamos o decaimento no infinito, isto é

lim sup
|x|→∞

u(x)|x|N−2 < ∞. (4.109)

Sabemos da Proposição 4.1 que u ∈ L∞
loc(RN \ {0}) e

lim
|x|→∞

u(x) = 0. (4.110)

Dividimos a prova em 3 partes: (a) a∞ > N ; (b) a∞ ∈ (2, N ]; (c) a∞ ∈ (0, 2].

(a) Caso a∞ > N . Seja ψ0(x) = |x|2−N − |x|2−a∞ para |x| ≥ 2. Observe que

∆(|x|α) = α(α +N − 2)|x|α−2. (4.111)

Usando isso para α = 2 −N e α = 2 − a∞, segue que

∆ψ0(x) = ∆(|x|2−N) − ∆(|x|2−a∞) = 0 − A|x|−a∞ , (4.112)
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donde existe B > 0 tal que

− ∆ψ0(x) ≥ B|x|−a∞ . (4.113)

Observe que como lim
|x|→∞

ψ0(x) = 0 e lim
|x|→∞

u(x) = 0, dado C > 0 existe Rn > 0,
e ϵn → 0 com n → ∞ tal que

Cψ0(x) > u(x) − ϵn ∀x ∈ SRn(0), (4.114)

onde SRn indicada a esfera de raio Rn. Sendo u ∈ L∞
loc(RN \{0}) e lim

|x|→∞
u(x) = 0,

e considerando o comportamento de V longe da origem (isto é, limitada por
D|x|−a∞), existem α, β ≥ 1, tal que

−∆u = V (x)up(x) ≤ α|x|−a∞ , se |x| ≥ 2 e
u(x) ≤ β(22−N − 22−a∞), se |x| = 2. (4.115)

Isto é (representando BRn(0) \B2(0) por A2,Rn)


−∆(Cψ0) ≥ −∆u em A2,Rn ;
Cψ0 ≥ u > u− ϵn em S2(0);
Cψ0 ≥ u− ϵn em SRn(0),

(4.116)

para C suficientemente grande. Pelo Prinćıpio da Comparação, temos que

Cψ0 > u− ϵn em A2,Rn , (4.117)
para |x| > 2; Como x ∈ BRn(0) para n grande o suficiente, vale

Cψ0(x) > u(x) − ϵn︸︷︷︸
→0

. (4.118)

Logo

u(x1) ≤ Cψ0(x1) ≤ C|x|2−N . (4.119)

(b) Caso a∞ ∈ (2, N ]. Seja

τ1 =
2 − a∞ se a∞ ∈ (2, N)

1
p
(2 −N) se a∞ = N,

(4.120)

e define ψ1(x) = |x|τ1 . Vejamos que existe C > 0, tal que

− ∆ψ1(x) = c|x|τ1−2 ≥ C|x|−a∞ , para |x| ≥ 1. (4.121)

No caso a∞ ∈ (2, N), temos por (4.111) que

∆ψ1(x) = ∆(|x|τ1) = (2 − a∞)(N − a∞)|x|τ1−2, (4.122)
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de maneira que vale (4.121). Para o caso a∞ = N , basta que τ1 − 2 > −a∞, e
então vale para |x| ≥ 1 (já que |x|τ1−2 ≥ |x|−a∞). De fato, como p > 1, temos

p > 1 ⇒ (N − 2)p > N − 2 ⇒ 2 −N − 2p > −Np

⇒ 1
p

(2 −N) − 2 > −N = −a∞ ⇒ τ1 − 2 > −a∞. (4.123)

Logo vale (4.121). Pelas mesmas justificativas do caso anterior existem α, β ≥ 1,
tais que

− ∆u = V (x)up(x) ≤ α|x|τ1−2, se |x| ≥ 1 e u(x) ≤ β, se |x| ≥ 1, (4.124)
e usando o Prinćıpio da Comparação, como no caso (a), temos

u(x) ≤ αβψ1(x) ≤ C ′|x|τ1 para |x| ≥ 1. (4.125)
Assim,

V up(x) ≤ C|x|−a∞c(|x|τ1)p = C|x|−a∞+pτ1 para |x| ≥ 1. (4.126)
Defina τ2 = 2 − a∞ + pτ1. (Note que τ2 < τ1 < 0.) Logo

− ∆u(x) = V up(x) ≤ C|x|τ2−2 para |x| ≥ 1. (4.127)
Se τ2 < −(N − 2), defina

ψ2(x) = |x|2−N − |x|τ2 para |x| ≥ 1. (4.128)
Logo, por (4.111), −∆ψ2 = A|x|τ2−2 com A > 0, e, pelo mesmo argumento de
comparação usado previamente, existe C > 0 tal que

u(x) ≤ Cψ2(x) ≤ C|x|2−N para |x| ≥ 1, (4.129)
provando o resultado. Caso τ2 ≥ −(N − 2), seja

τ3 =
2 − a∞ + pτ2 se τ2 > −(N − 2)

2 − a∞ + p(τ2 − σ) se τ2 = −(N − 2),
(4.130)

onde σ é pequeno tal que p(τ2 − σ) < −(N − 2). Seja

ψ2(x) =
|x|τ2 se τ2 > −(N − 2)

|x|τ2−σ se τ2 = −(N − 2).
(4.131)

Por (4.111), ∆ψ2(x) = C|x|τ2−2 se τ2 > −(N − 2) e ∆ψ2(x) = C|x|τ2−σ−2 ≤
c|x|τ−2 para |x| > 1 se τ2 = −(N − 2). Pelo mesmo argumento de comparação

u ≤ Cψ2(x) ≤ c̃|x|τ2 para |x| > 1. (4.132)
Repetindo esse argumento de forma indutiva, temos que u(x) ≤ cψj(x) ≤ c̃|x|τj

para |x| > 1, onde τj = 2 − a∞ + pτj−1, se τj−1 > −(N − 2), ou, τj = 2 − a∞ +
p(τj−1 − σ), se τj−1 = −(N − 2), com p(τj−1 − σ) < −(N − 2).
Note que τj → −∞. Logo, existe j0 tal que τj0−1 ≥ −(N − 2) e τj0 < −(N − 2).
Definindo ψj0(x) = |x|2n − |x|τj0 , assim como antes, conclúımos que

u(x) ≤ Cψj0(x) ≤ C(|x|2−N − |x|τj0 ) ≤ C|x|2−N , (4.133)
provando o resultado para o caso (b).

37



(c) Caso a∞ ∈ (0, 2]. Para |x| > 2 fixo, seja r0 = 1
2 |x|a∞

N ; observe que a∞
N

∈ (0, 1).
Temos que

G[V up](x) =
∫

Br0 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy +
∫

RN \Br0 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy.

(4.134)

Dentro da bola Br0(x), |x| − |y| ≤ |x − y| ≤ r0, donde |x| − r0 ≤ |y|. Conse-
quentemente

∫
Br0 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy ≤
∫

Br0 (x)

cN

|x− y|N−2
c

|y|a∞
up(y)dy ≤

≤
∫

Br0 (x)

cN

|x− y|N−2
c

(|x| − r0)a∞
up(y)dy

≤ C

(|x| − r0)a∞
||u||pL∞(Br(x))

∫
Br0 (x)

1
|x− y|N−2dy =

= C(|x| − r0)−a∞||u||pL∞(Br(x))

r0∫
0

rdr = C ′(|x| − r0)−a∞||u||pL∞(Br(x))r
2
0. (4.135)

Fora da bola, |x− y| ≥ r0, de maneira que

∫
RN \Br0 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy ≤ c
∫

RN \Br0 (x)

cN

rN−2
0

V (y)up(y)dy =

= r2−N
0 ||V up||L1(RN ). (4.136)

Como u ∈ L∞(Br(x)) e V up ∈ L1(RN), combinando as desigualdades obtidas,
ficamos com

G[V up](x) ≤ C
[
(|x| − r0)−a∞r2

0 + r2−N
0

]
≤ C ′(|x| − r0)−a∞r2

0, (4.137)

já que |x| > 2. Por sua vez

|x| − 1
2 |x|

a∞
N ≥ 1

2 |x| ⇒ 4|x|−a∞ ≥ (|x| − r0)−a∞ , (4.138)

de maneira que

G[V up](x) ≤ C ′(|x| − r0)−a∞r2
0 ≤ c|x|−a∞|x|

2a∞
N = c|x|−(1− 2

N
)a∞ . (4.139)

Lembrando que

u = G[V up] + kG[δ0], e G[δ0](x) = cN |x|2−N . (4.140)
Assim, de (4.139),
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u(x) ≤ C|x|−γ0 , já que γ0 :=
(

1 − 2
N

)
a∞ < N − 2. (4.141)

Se a∞ + pγ0 < N , define r1 = 1
2 |x|

a∞+pγ0
N ; observa que a∞+pγ0

N
∈ (0, 1). Nova-

mente temos que

G[V up](x) =
∫

Br1 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy+

+
∫

RN \Br1 (x)

cN

|x− y|N−2V (y)up(y)dy ≤

≤ c1(|x| − r1)−a∞−pγ0r2
1 + c2r

2−N
1 ||V up||L1(RN ) ≤

C|x|−(1− 2
N )(a∞+pγ0). (4.142)

Implicando em

u(x) ≤ C|x|−γ1 , com γ1 =
(

1 − 2
N

)
(a∞ + pγ0) < N − 2. (4.143)

Indutivamente, definimos rj’s como rj = 1
2 |x|γj , com γj =

(
1 − 2

N

)
(a∞ +pγj−1).

Existe j0 ∈ N, tal que a∞ + pγj0−1 ≤ N − 2 e a∞ + pγj0 > N − 2, visto que
p > N−a∞

N−2 . Para γ1, ..., γj0−1, repetindo o argumento anterior, conclúımos que:

u(x) ≤ C|x|−γj0−1 . (4.144)

Portanto, assim como em (4.142)

G[V up] ≤ C|x|−γj0 ≤ C|x|−(N−2). (4.145)

Logo, u(x) = G[V up] + kG[δ0] ≤ C|x|−(N−2), provando o teorema.

4.6 Proposição 4.5 (Estabilidade da Solução)

Proposição 4.5. Assume que V satisfaz (1.1) com a0 < min{2, a∞}, p > 1 satis-
fazendo (1.19) e k ∈ (0, k∗). Então, qualquer solução minimal positiva uk,V de (Pk)
é estável. Ainda, uk,V satisfaz (1.11).

Demonstração. Comecemos provando a estabilidade da solução para k > 0 pequeno;
em seguida provamos para todo k < k∗. Por (3.68), e k pequeno, vale

uk,V (x) ≤ Ck|x|2−N em RN \ {0}, (4.146)
com C > 0 e independente de k. Portanto

V (x)up−1
k,V (x) ≤ Cp−1σ1k

p−1 |x|(2−N)(p−1)−a0

1 + |x|a∞−a0
. (4.147)

Pelas condições de p
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p <
N − a0

N − 2 ⇒ p(2 −N) + (N − 2) > a0 −N + (N − 2) ⇒

⇒ (p− 1)(2 −N) − a0 > −2, (4.148)

bem como:

p >
N − a∞

N − 2 ⇒ p(2 −N) + (N − 2) < a∞ −N + (N − 2) ⇒

⇒ (p− 1)(2 −N) − a∞ < −2. (4.149)

Assim, para |x| < 1, vale

V (x)up−1
k,V (x) ≤ Cp−1σ1k

p−1 |x|(2−N)(p−1)−a0

1 + |x|a∞−a0
< Cp−1σ1k

p−1|x|(2−N)(p−1)−a0 <

< Cp−1σ1
kp−1

|x|2
, (4.150)

e para |x| > 1:

V (x)up−1
k,V (x) ≤ Cp−1σ1k

p−1 |x|(2−N)(p−1)−a0

1 + |x|a∞−a0
< Cp−1σ1k

p−1|x|(2−N)(p−1)−a∞ <

< Cp−1σ1
kp−1

|x|2
. (4.151)

Para |x| = 1 é trivial. Em qualquer caso temos

V (x)up−1
k,V (x) ≤ Cp−1σ1

kp−1

|x|2
. (4.152)

Assim, para qualquer ξ ∈ C1,1
C ((R)N), utilizando a desigualdade acima, bem como

a de Hardy-Sobolev, obtemos que para k pequeno vale

∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx ≤ Cp−1σ1k
p−1

∫
RN

ξ2

|x|2
dx ≤ 1

p

∫
RN

|∇ξ|2dx. (4.153)

Por densidade, (4.153) também vale para ξ ∈ D1,2(RN), de modo que uk,V é uma
solução semi-estável de (Pk) para k > 0 pequeno.

Vejamos agora a estabilidade da solução mı́nima para todo k ∈ (0, k∗). Supõe
que uk,V não é estável. Então vale

λ1 := inf
ξ∈D1,2(RN )\{0}

∫
RN

|∇ξ|2dx

p
∫

RN

V up−1
k,V ξ

2dx
≤ 1. (4.154)

Por inclusão compacta (5.1), λ1 é atingido por uma função não negativa ξ1 satisfa-
zendo

− ∆ξ1 = λ1pV u
p−1
k,V ξ1. (4.155)
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Escolhendo k̂ ∈ (k, k∗) e definindo ω = uk̂,V − uk,V > 0 (por (1.1)), temos que

w = G[V up

k̂,V
− V up

k,V ] + (k̂ − k)G[δ0]. (4.156)

Utilizando a desigualdade elementar (a+ b)p ≥ ap + pap−1b para a, b ≥ 0, temos que

up

k̂,V
= (ω + uk,V )p ≥ up

k,V + pup−1
k,V ω. (4.157)

Utilizando essa desigualdade em (4.156), ficamos com

ω ≥ G[V (up
k,v+pup−1

k,V ω)−V up
k,V ]+(k̂−k)G[δ0] = G[V pup−1

k,V ω]+(k̂−k)G[δ0]. (4.158)

Multiplicando essa desigualdade por −∆ξ1, obtemos

λ1

∫
RN

pV up−1
k,V ξ1ωdx =

∫
RN

(−∆ξ1)ωdx ≥

≥
∫
RN

(−∆ξ1)G[V pup−1
k,V ω]dx+

∫
RN

(−∆ξ1)(k̂ − k)G[δ0]dx =

=
∫
RN

V pup−1
k,V ωξ1dx+ (k̂ − k)ξ1(0) >

∫
RN

V pup−1
k,V ωξ1dx, (4.159)

absurdo, pois λ1 ≤ 1. Consequentemente

p
∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx <
∫
RN

|∇ξ|2dx, ∀ξ ∈ D1,2(RN) \ {0}, (4.160)

provando a estabilidade de uk,V . Provemos agora (1.11). Para qualquer k ∈ (0, k∗),
seja k′ = k+k∗

2 > k, e l0 =
(

k
k′

) 1
p < 1. Existe uma solução mı́nima uk′,V de (Pk) (pois

esta existe ∀k < k∗), a qual é estável. Como k − k′lp0 = 0, vemos que

l0uk′,V ≥ lp0uk′,V = lp0
(
G[V up

k′,V ] + k′G[δ0]
)

+ (k − k′lp0)G[δ0] =
= G[V (l0uk′,V )p] + kG[δ0], (4.161)

isto é, l0uk′,V é uma supersolução de (Pk). Portanto

l0uk′,V ≥ uk,V , (4.162)
assim, para ξ ∈ D1,2(RN) \ {0}

0 <
∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V up−1
k′,V ξ

2dx ≤
∫
RN

|∇ξ|2dx− pl1−p
0

∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx =

= l1−p
0

lp−1
0

∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx

 . (4.163)

Isso implica que
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∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx =

= (1 − lp−1
0 )

∫
RN

|∇ξ|2dx+

lp−1
0

∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx


︸ ︷︷ ︸

>0

≥

≥ (1 − lp−1
0 )

∫
RN

|∇ξ|2dx. (4.164)

Observamos que existe c > 0, tal que

1 − lp−1
0 ≥ c

[
(k∗)

p−1
p − (k)

p−1
p

]
. (4.165)

Para verificar a desigualdade, considera a função g(k), k ∈ (0, k∗) definida por

g(k) = (k + k∗)α − (2k)α

(k∗)α − (k)α
, (4.166)

com α = p−1
p

∈ (0, 1). Observa que g(k) > 0 qualquer que seja k no intervalo
considerado, bem como lim

k→0
g(k) = 1 e

lim
k→k∗

g(k)
L’Hôpital︷︸︸︷= lim

k→k∗

α(k + k∗)α−1 − 2α(2k)α−1

0 − α(k)α−1 = α(2k∗)α−1 − 2α(2k∗)α−1

−α(k∗)α−1 =

= −α(2k∗)α−1

−α(2k∗)α−1 = 2α−1, (4.167)

isto é, g(k) é limitada inferiormente por um positivo no compacto [0, k∗]. Conse-
quentemente conseguimos c tal que

(k + k∗)α − (2k)α

(k∗)α − (k)α
≥ c(2k∗)α. (4.168)

Reorganizando os termos

c
[
(k∗)

p−1
p − (k)

p−1
p

]
≤ (k + k∗)α − (2k)α

(2k∗)α
≤ (k + k∗)α − (2k)α

(k∗ + k)α
= 1 −

(
k

k+k∗

2

) p−1
p

=

= 1 −
(
k

k′

) p−1
p

= 1 − lp−1
0 , (4.169)

e combinando as desigualdades (4.164) e (4.165), obtemos

∫
RN

|∇ξ|2dx− p
∫
RN

V up−1
k,V ξ

2dx ≥ c
[
(k∗)

p−1
p − (k)

p−1
p

] ∫
RN

|∇ξ|2dx, (4.170)

completando a prova.
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Corolário 4.5.1. Assuma p > 1, V satisfazendo (1.1) com a0 < min{2, a∞}.
Então, se k ∈ (0, kp), a solução minimal uk,V de (Pk) é clássica, estável e satisfaz
(1.9) e (1.11).

Demonstração. Como k ≤ kp, conforme (3.68) a solução minimal uk,V de (Pk) é
controlada por ωtp , o que implica que V up

k,V ∈ L∞
loc(RN \{0}). Segue das Proposições

(2.10) e (2.11) que uk,V é uma solução clássica de (1.9). A prova é completada pela
prova da Proposição (4.5) e por (3.68).

Demonstração Teorema 1.2. O Teorema segue das Proposições 4.1 e 4.5 e do Co-
rolário 4.5.1.
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5 Solução por Passo da Montanha
Desejamos encontrar uma segunda solução do problema (Pk). Para tal, procura-

mos por uma função não trivial u, diferente da solução minimal uk,V , tal que uk,V +u
seja solução de (Pk). Isso nos leva a considerar o problema−∆u = V (uk,V + u+)p − V (uk,V )p em RN ,

lim
|x|→+∞

u(x) = 0. (5.1)

Justificativa. Note que u+ ≥ 0; consequentemente, uk,V + u+ ≥ uk,V ≥ 0, e vale

V (uk,V + u+)p − V (uk,V )p ≥ 0. (5.2)
Portanto,

− ∆u = V (uk,V + u+)p − V (uk,V )p ≥ 0. (5.3)
Agora, considerando o limite (5.1), tem-se

lim
|x|→+∞

u(x) = 0 ⇒ dado ϵ > 0, ∃R > 0 tq. (5.4)

u(x) ≥ −ϵ, se |x| = R.

Pelo Prinćıpio do Máximo (Teorema 2.5), como −∆u ≥ 0, segue que u(x) ≥ −ϵ
em BR(0). Toma uma sequência de raios, com Rk → ∞, tal que u(x) ≥ − 1

k
, se

|x| = Rk, conclui-se que u ≥ 0 em RN . Isto é, u = u+. Logo, u satisfaz

− ∆u = V (uk,V + u)p − V (uk,V )p, (5.5)
assim, somando os problemas (Pk) e (5.1)

−∆u− ∆uk,V = V (u+ uk,V )p − V (uk,V )p + V (uk,V )p + kδ0

∴ −∆(u+ uk,V ) = V (u+ uk,V )p + kδ0, (5.6)

isto é, u+ uk,V é solução de (Pk).

Intuitivamente, o cancelamento da singularidade em uk,V no termo não linear de
(5.1) nos permite achar uma solução como ponto cŕıtico de um funcional. Tomemos
como candidato o funcional E, definido em D 1,2(RN) por

E(v) = 1
2

∫
RN

|∇v|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , v+)dx, (5.7)

com F dada por

F (s, t) = 1
p+ 1

[
(s+ t+)p+1 − sp+1 − (p+ 1)spt+

]
. (5.8)

Assim, calculando a derivada parcial relevante, temos

∂F

∂t
= 1
p+ 1 [(p+ 1)(s+ t+)p(t+)′ − 0 − (p+ 1)sp(t+)′] = (5.9)

= [(s+ t+)p − sp](t+)′.
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Sabemos que

(t+)′ =
1, se t > 0

0, se t ≤ 0,
(5.10)

assim, podemos escrever, sem prejúızo, que

∂F

∂t
= f(s, t) = (s+ t+)p − sp, (5.11)

uma vez que se t < 0, ainda vale ∂F
∂t

= 0. Portanto, (5.7) de fato é um funcional que
satisfaz as condições desejadas.

Seja V0 dado em (1.1), e denote por Lq(RN , V0dx) o espaço Lq com peso, definido
por

Lq(RN , V0dx) =

u : RN → R mensurável :
∫
RN

V0|u|qdx < +∞

 . (5.12)

Provemos o seguinte lema, o qual implica que E está bem definido em D 1,2(RN).

5.1 Lema 5.1

Lema 5.1. Seja a0 < 2, a∞ > max{a0, 0} e p > 1, satisfazendo (1.19). Então a
inclusão D 1,2(RN) ↪→ L p+1(RN , V0dx) é cont́ınua e compacta.

Demonstração. Primeiro, queremos demonstrar que para β ∈ (0, 2), vale a seguinte
desigualdade

∫
RN

ξ2∗(β)

|x|β
dx ≤ C

∫
RN

|∇ξ|2dx


2∗(β)

2

, (5.13)

onde 2∗(β) é dado por (1.18). Para isso, sejam a, b ∈ R tal que a + b = 2∗(β) e
utilizemos a Desigualdade de Hölder ([4]) para p = 2

β
e q = 2

2−β

(
1
p

+ 1
q

= 1
)

∫
RN

ξ2∗(β)

|x|β
dx =

∫
RN

ξa+b

|x|β
dx ≤

∫
RN

(ξa)
2
β

(|x|β)
2
β

dx


β
2
∫
RN

(
ξb
) 2

2−β dx


2−β

2

. (5.14)

Tomando a = β, então

b = 2∗(β) − a = 2∗(β) − β = 2N − 2β
N − 2 − β = N(2 − β)

N − 2 ,

consequentemente, a · 2
β

= 2 e b · 2
2−β

= 2∗. Assim, (5.14) fica

∫
RN

ξ2∗(β)

|x|β
dx ≤

∫
RN

ξ2

|x|2
dx


β
2
∫
RN

ξ2∗
dx


2−β

2

. (5.15)

Pelas desigualdades de Hardy-Sobolev (Teorema 2.7) e a desigualdade GNS (Teorema
2.2) temos, respectivamente
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∫
RN

ξ2

|x|2
dx ≤ C

∫
RN

|∇ξ|2dx, (5.16)

e ∫
RN

ξ2∗
dx ≤ C

∫
RN

|∇ξ|2dx


2∗
2

, (5.17)

de modo que se obtém

∫
RN

ξ2

|x|2
dx


β
2
∫
RN

ξ2∗
dx


2−β

2

≤

C ∫
RN

|∇ξ|2dx


β
2 + 2∗(2−β)

4

. (5.18)

Simplificando o expoente, temos

β

2 + 2∗(2 − β)
4 = β

2 + 2N
N − 2

(2 − β)
4 = 1

2

[
βN − 2β + 2N −Nβ

N − 2

]
=

= 1
2

[
2N − 2β
N − 2

]
= 2∗(β)

2 ,

de modo que obtemos a desigualdade (5.13), que é equivalente a

||ξ||L2∗(β)(RN ,|x|−βdx) ≤ C||ξ||D 1,2(RN ). (5.19)

Afirmamos que a inclusão D 1,2(RN) ↪→ L p+1(RN , V0dx) é cont́ınua, se

max{2∗(a∞), 1} < q < min{2∗(a0), 2∗}, (5.20)
onde q = p+ 1. Observa que

Se a0 ∈ [0, 2), 2∗(a0) = 2N − 2a0

N − 2 <
2N
N − 2 = 2∗ ⇒ min{2∗(a0), 2∗} = 2∗(a0) < 2∗

Se a0 < 0, 2∗(a0) = 2N − 2a0

N − 2 >
2N
N − 2 = 2∗ ⇒ min{2∗(a0), 2∗} = 2∗.

assim, q ≤ 2∗ independente de a0. Também

||ξ||2
∗(a0)

L2∗(a0)(B1(0),V0dx) =
∫

B1(0)

ξ2∗(a0)σ1

|x|a0(1 + |x|a∞−a0)dx ≤ C
∫

B1(0)

ξ2∗(a0)

|x|a0
dx =

= C||ξ||2
∗(a0)

L2∗(a0)(B1(0),|x|−a0 dx). (5.21)

Para ξ ∈ D 1,2(RN), se 0 ≤ a0 < 2, por (5.13) temos

||ξ||L2∗(a0)(B1(0),|x|−a0 dx) ≤ C||ξ||L2∗(a0)(RN ,|x|−a0 dx) ≤ C ′||ξ||D 1,2(RN ). (5.22)

Se a0 < 0, pela desigualdade de Sobolev (Teorema 2.3)

||ξ||L2∗(a0)(B1(0),|x|−a0 dx) ≤ ||ξ||L2∗(a0)(B1(0)) ≤ C||ξ||D 1,2(RN ). (5.23)
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Utilizando novamente a Desigualdade de Hölder, com conjugados p1 = 2∗

q
e p2 = 2∗

2∗−q

( 1
p1

+ 1
p2

= 1), tem-se

||ξ||qLq(B1(0),|x|−a0 dx) =
∫

B1(0)

|ξ|q

|x|a0
dx =

∫
B1(0)

|ξ|q

|x|a0+ a0q

2∗ − a0q

2∗
dx =

=
∫

B1(0)

(
|ξ|q

|x|
a0q

2∗

)(
1

|x|a0− a0q

2∗

)
dx ≤

≤

 ∫
B1(0)

(
|ξ|q

|x|a0
q

2∗

) 2∗
q

dx


q

2∗
 ∫

B1(0)

(
1

|x|a0− a0q

2∗

) 2∗
2∗−q

dx


2∗−q

2∗

=

=

 ∫
B1(0)

ξ2∗

|x|a0
dx


q

2∗


∫

B1(0)

1
|x|a0

dx

︸ ︷︷ ︸
=C<∞



2∗−q
2∗

≤ C

 ∫
B1(0)

ξ2∗

|x|a0
dx


q

2∗

=

= C||ξ||q
L2∗ (B1(0),|x|−ao dx), (5.24)

assim:

||ξ||Lq(B1(0),|x|−a0 dx) ≤ C||ξ||L2∗ (B1(0),|x|−ao dx) ≤ C ′||ξ||D 1,2(RN ). (5.25)
Queremos ver que vale também:

||ξ||Lq(RN \B1(0)),|x|−a∞ dx) ≤ C||ξ||D 1,2(RN ), (5.26)
se a∞ ∈ (0, 2], então 2∗(a∞) < q < 2∗. De fato

2∗(a∞) = 2N − 2a∞

N − 2 <
2N
N − 2 = 2∗(0) (5.27)

2∗(2) = 2N − 4
N − 2 = 2 > 1. (5.28)

Dáı 2∗(a∞) ≥ 2∗(2) > 1. Então max{2∗(a∞), 1} = 2∗(a∞), e q < 2∗, como visto
anteriormente, de modo que q está no intervalo indicado. De forma similar a (5.21),
temos

||ξ||2
∗(a∞)

L2∗(a∞)(RN \B1(0),V0dx) =

=
∫

RN \B1(0)

ξ2∗(a∞)σ1

|x|a0(1 + |x|a∞−a0)dx ≤ C
∫

RN \B1(0)

ξ2∗(a∞)

(|x|a0 + |x|a∞)dx ≤

≤ C
∫

RN \B1(0)

ξ2∗(a∞)

|x|a∞
dx = C||ξ||2

∗(a∞)
L2∗(a∞)(RN \B1(0),|x|−a∞ dx). (5.29)

Considera τ = N − q(N−2)
2 < a∞ (q = 2∗(τ)). Se |x| > 1, então 1

|x|a∞ < 1
|x|τ , de modo

que
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||ξ||qLq(RN \B1(0)),|x|−a∞ dx) =
∫

RN \B1(0)

|ξ|q

|x|a∞
dx <

∫
RN \B1(0)

|ξ|2∗(τ)

|x|τ
dx. (5.30)

Sendo τ < a∞ ≤ 2, segue de (5.13)

||ξ||Lq(RN \B1(0)),|x|−a∞ dx) ≤ C||ξ||D 1,2(RN ). (5.31)
Para a∞ > 2, divide-se em 2 casos

(i) Caso q < 2:
∫

RN \B1(0)

|ξ|q

|x|a∞
dx =

∫
RN \B1(0)

|ξ|q

|x|a∞(1+ q
a∞

− q
a∞

)dx =
∫

RN \B1(0)

(
|ξ|q

|x|q

)(
1

|x|a∞−q

)
dx.

(5.32)
Aplicando Hölder para p1 = 2

q
, p2 = 2

2−q
, ficamos com

∫
RN \B1(0)

|ξ|q

|x|a∞
dx ≤

 ∫
RN \B1(0)

|ξ|2

|x|2
dx


q
2
 ∫
RN \B1(0)

1
|x|(a∞−q) 2

2−q

dx


2−q

2

. (5.33)

Para que a última integral convirja, precisamos que −2
2−q

(a∞ − q) + n < 0, que
reescrevendo é equivalente a 2∗(a∞) < q, que é satisfeito. Aplicando Hardy-
Sobolev em (5.33), segue o resultado desejado.

(ii) Caso q ≥ 2: Se q ≥ 2, então τ(q) = N − q(N−2)
2 ≤ N − 2(N−2)

2 ≤ 2 < a∞. Assim

∫
RN \B1(0)

|ξ|q

|x|a∞
dx ≤

∫
RN \B1(0)

|ξ|q

|x|τ(q)dx ≤
∫

RN \B1(0)

|ξ|2∗(τ)

|x|τ
dx, (5.34)

e novamente, pela desigualdade (5.13), vale o resultado desejado.
Combinando (5.21),(5.25), (5.26) e (5.29), temos:

||ξ||Lq(RN ,V0dx) ≤ C1||ξ||Lq(B1(0),|x|−a0 dx) + C2||ξ||Lq(RN \B1(0)),|x|−a∞ dx) ≤ C||ξ||D 1,2(RN ).
(5.35)

isto é, a imersão é cont́ınua. Falta verificar que é compacta. Para isso, seja {ξn}
uma sequência limitada em D 1,2(RN). Sendo limitada, ∃M > 0 tal que

||ξn||D 1,2(RN ) ≤ M. (5.36)

Comecemos observando que (ξn) limitada em D 1,2(RN) implica (ξn) ∈ L2∗(RN) e é
limitada nesse espaço: se v ∈ C∞

C (RN) ⇒ ||v||L2∗ (RN ) ≤ C||∇v||L2(RN ) = ||v||D 1,2(RN ),
pela desigualdade GNS (Teorema 2.2) e

vn ∈ C∞
C (RN) tal que vn → v ∈ D 1,2(RN) ⇒

⇒ ||vn − vm||L2∗ (RN ) ≤ C||∇vn − ∇vm||L2(RN ) → 0, (5.37)
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isto é, (vn) é de Cauchy em L2∗(RN), completando a afirmação. Para R > 0, sendo
(ξn) limitada em L2∗(RN), também o é em L2∗(BR(0)); pela desigualdade de Hölder,
(ξn) é limitada em L2(BR(0)). Assim, vale que

||ξ||L2∗ (BR(0)) + ||∇ξn||L2∗ (BR(0)) = ||ξn||H1(BR(0)) ≤ C. (5.38)

ou seja, (ξn) é limitada em H1(BR(0)). Por Rellich-Kondrachov ([4]) existe uma
subsequência (ξn)l de (ξn) tal que, (ξn)l → vR em Lq(BR(0)) para 1 ≤ q ≤ 2∗

(vR ∈ Lq(BR(0))). Verifiquemos que o mesmo vale com a métrica V0dx

ξnl
→ vR em Lq(BR(0), V0dx). (5.39)

Vamos dividir em 2 casos, a0 ∈ [0, 2) e a0 < 0.

(i) Caso 1 (a0 ∈ [0, 2)). Para a > 1, por Hölder

∫
BR(0)

|ξnl
− vR|qV0dx ≤

 ∫
BR(0)

|ξnl
− vR|qa


1
a
 ∫

BR(0)

V
a

a−1
0 dx


a−1

a

. (5.40)

Logo, basta que exista a, tal que qa < 2∗ e a segunda integral fique limitada
para provar o que se deseja. Para a segunda integral,

∫
BR(0)

V
a

a−1
0 dx ≤ C

∫
BR(0)

(|x|−a0)
a

a−1dx = C

R∫
0

r
−a0a

a−1 (ωn)rn−1dr ≤

≤ C ′
R∫

0

rn−1− a0a

a−1dr. (5.41)

Para a integral ficar limitada, precisamos que n− 1 − a0a
a−1 > −1, isto é

a >
n

n− a0
, e o conjugado de a é a

a− 1 <
n

a0
. (5.42)

Precisamos que exista a < 2∗

q
, o que é posśıvel se

2∗

q
>

n

n− a0
⇒ q <

2(n− a0)
n− 2 = 2∗(a0). (5.43)

Logo, conseguimos tal a. Seja q̃ = qa < 2∗, e n
n−a0

< a < 2∗

q
. Assim

∫
BR(0)

|ξnl
− vR|qV0dx ≤

 ∫
BR(0)

|ξnl
− vR|q̃


1
a
 ∫

BR(0)

V
a

a−1
0 dx


a−1

a

≤

≤ C

 ∫
BR(0)

|ξnl
− vR|q̃


1
a

≤ C ′||ξnl
− vR||

q
q̃

Lq̃(BR(0)) → 0 pois q̃ < 2∗. (5.44)

Isto é
||ξnl

− vR||Lq(BR(0),V0dx) → 0 para q < q̃ < 2∗. (5.45)
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(ii) Caso 2 (a0 < 0):

∫
BR(0)

|ξnl
− vR|qV0dx ≤

∫
BR(0)

|ξnl
− vR|qC| x︸︷︷︸

<R

|

>0︷︸︸︷
−a0dx ≤

≤ CR−a0
∫

BR(0)

|ξnl
− vR|qdx → 0, pois ξnl

→ vR em Lq(BR(0)). (5.46)

Obtemos assim a compacidade em uma bola BR(0). Falta estender para o espaço
todo. Para isso, considere uma sequência (Rn) crescente, tal que Rn → ∞, definida
da seguinte forma:

(i) Para R1, ∃ uma subsequência (ξ1
n), com ξ1

n → v1 em Lq(BR1(0), V0dx), que
existe como visto acima.

(ii) Para R2, ∃ subsequência (ξ2
n) de (ξ1

n), tal que ξ2
n → v2 em Lq(BR2(0), V0dx).

...

(iii) Para Rk, ∃ subsequência (ξk
n) de (ξk−1

n ), tal que ξk
n → vk em Lq(BRk

(0), V0dx).

Seja ωn = ξn
n uma sequência extráıda por argumento de Cantor ; consequentemente,

ωn é subsequência de (ξk
n) para n ≥ k. Logo, ωn → vk em Lq(BRk

(0), V0dx). Por
construção, vk+1 = vk em BRk

(0). Seja

v : RN → R tal que v = vk em BRk
(0). (5.47)

Assim ωn → v em Lq(BRk
(0), V0dx) ∀k ∈ N. Por outro lado, (ωn) é limitada

em D 1,2(RN); como esse espaço é de Hilbert, ∃(ωnl
) subsequência que converge

fracamente a algum ω em D 1,2(RN). Em resumo

ωnl
⇀ ω em D 1,2(RN) ⊆ Lq(RN , V0dx) ⊆ Lq(BRk

(0), V0dx)
ωnl

→ v em Lq(BRk
(0), V0dx) ⇒ ωnl

⇀ v em Lq(BRk
(0), V0dx). (5.48)

Assim, ω = v q.t.p. Dáı, v ∈ D 1,2(RN) ⊆ Lq(RN , V0dx). Temos convergência forte
de v no interior da bola BRk

(0), e fraca em D 1,2(RN). Observa que fora de uma
bola BR(0), para algum R suficientemente grande, e τ = τ(q) = N − q(N−2)

2 , temos

||ωn||qLq(RN \BR(0)),|x|−a∞ dx) =
∫

RN \BR(0)

|ωn|q|x|−a∞+τ−τdx =

=
∫

RN \BR(0)

|ωn|q |x|︸︷︷︸
>R

<0︷ ︸︸ ︷
τ − a∞|x|−τdx ≤

≤ Rτ−a∞
∫

RN \BR(0)

|ωn|q|x|−τdx ≤ Rτ−a∞||ωn||qD 1,2 ≤ Rτ−a∞M
q
2 <

ϵ

3 . (5.49)
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A desigualdade τ(q)−a∞ < 0 equivale à q > 2∗(a∞), que vale por (5.20). Da mesma
maneira, como v ∈ D 1,2(RN), o mesmo resultado segue para v. Seja R0 tal que vale
Rτ−a∞

0 M
q
2 < ϵ

3 . Logo

||ωn||qLq(RN \BR0 (0)),V0dx) <
ϵ

3 ,

||v||qLq(RN \BR0 (0)),V0dx) <
ϵ

3 .

Por outro lado, ωn → v em Lq(BRk
(0), V0dx) ∀k. Portanto, ∃n0 tal que, ∀n > n0

||ωn − v||qLq(BR0 (0),V0dx) <
ϵ

3 . (5.50)

Consequentemente, para n > n0

||ωn − v||qLq(RN ,V0dx) ≤ ||ωn − v||qLq(BR0 (0),V0dx) + ||ωn − v||qLq(RN \BR0 (0)),V0dx) <

ϵ

3 + ||ωn||qLq(RN \BR0 (0)),V0dx) + ||v||qLq(RN \BR0 (0)),V0dx) < ϵ, (5.51)

isto é, ωn → v em Lq(RN , V0dx), completando a prova.

Corolário 5.1.1. A inclusão D 1,2(RN) ↪→ L 2(RN , V0u
p−1
k,V dx) é cont́ınua e com-

pacta, se k ≤ kp, onde a0, a∞ e p satisfazem as hipóteses do Lema 5.1

Demonstração. Pelo Corolário 4.5.1, para k ≤ kp, uk,p é uma solução clássica limi-
tada por wtp . Além disso, por (3.68),

uk,V ≤ C|x|2−N para algum C > 0. (5.52)

Logo, existem C1, C2 positivos tais que

V0u
p−1
k,V ≤ C1|x|−a0+(p−1)(2−N) para 0 < |x| ≤ 1, (5.53)

e
V0u

p−1
k,V ≤ C2|x|−a0+(p−1)(2−N) para |x| > 1. (5.54)

Portanto, assim como (5.20), e seguindo os mesmos argumentos do Lema 5.1, vemos
que a inclusão D 1,2(RN) ⊆ L 2(RN , V0u

p−1
k,V dx) é cont́ınua e compacta se

max{2∗(a∞ + (p− 1)(N − 2)), 1} < q < min{2∗(a0 + (p− 1)(N − 2)), 2∗}. (5.55)

Como q = 2 satisfaz esta condição, já que N−a∞
N−2 < p < N−a0

N−2 , segue o corolário.

5.2 Teorema 1.3

Demonstração Teorema 1.3. A ideia é utilizar o Teorema do Passo da Montanha
(Teorema 2.6) para obter a segunda solução. Considere a seguinte desigualdade
(provado em [7]):

0 ≤ F (s, t) ≤ (p+ ϵ)sp−1t2 + Cϵt
p+1, s, t ≥ 0, (5.56)

e Cϵ > 0. Por essa desigualdade, e o Lema 5.1 e Corolário 5.1.1, para qualquer
v ∈ D 1,2(RN), segue que
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∫
RN

V F (uk,v, v+)dx ≤ (p+ ϵ)
∫
RN

V up−1
k,V v

2
+dx+ Cϵ

∫
RN

V vp+1
+ dx ≤

≤ cϵ

(
||v||2D 1,2(RN ) + ||v||p+1

D 1,2(RN )

)
, cϵ > 0. (5.57)

Assim E(v) (5.7) está bem definido. Também pode ser verificado que E é C1 em
D 1,2(RN) (ver Proposição 7.1 no Apêndice). Basta, portanto, mostrar que E satisfaz
as condições do Teorema Passo da Montanha:

(i) E(0) = 0 é simples:

E(0) = 1
2

∫
RN

|∇0|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , 0)dx =

=
∫
RN

V
1

p+ 1
[
(uk,V + 0)p+1 − (uk,V )p+1 − (p+ 1)(uk,V )p0+

]
dx = 0. (5.58)

(ii) Existem r e a positivos, tal que E(v) ≥ a se ||v|| = r:
Seja v ∈ D 1,2(RN) tal que ||v||D 1,2(RN ) = 1, k ∈ (0, kp) e ϵ > 0 pequeno. Então,
pelo Corolário 4.5.1 e (5.56)

E(tv) = 1
2

∫
RN

|∇tv|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , tv+)dx ≥

≥ t2

2 ||v||D 1,2(RN ) − t2(p+ ϵ)
∫
RN

V0u
p−1
k,V v

2dx− Cϵt
p+1

∫
RN

V0|v|p+1 ≥

≥ Ct2||v||D 1,2(RN ) − C ′tp+1||v||p+1
D 1,2(RN ) = Ct2 − C ′tp+1, (5.59)

com C,C ′ > 0. Assim, para t0 pequeno:

E(t0v) ≥ C

4 t
2
0 =: β > 0, (5.60)

completando a segunda condição.
(iii) Existe um elemento v ∈ D 1,2(RN) tal que ||v||D 1,2(RN ) > r e E(v) ≤ 0.

Fixa v0 ∈ D 1,2(RN), com ||v0||D 1,2(RN ) = 1 e v0 ≥ 0, cujo suporte é um
subconjunto do suporte de V . Vale a desigualdade (a + b)p > ap + bp para
a, b > 0 e p > 1; aplicando ela para F (s, t) (5.8), temos para t > 0,

F (uk,V , tv0) ≥ 1
p+ 1

(
tp+1vp+1

0 − (p+ 1)up
k,V tv0

)
. (5.61)

Assim, pelo Lema 5.1,

E(tv0) = t2

2 ||v0||D 1,2(RN ) −
∫
RN

V F (uk,V , tv0)dx ≤

≤ t2

2 ||v0||D 1,2(RN ) − tp+1

p+ 1

∫
RN

V vp+1
0

︸ ︷︷ ︸
C1>0

+t
∫
RN

V up
k,V v0dx

︸ ︷︷ ︸
<C2

≤

≤ t2

2 ||v0||D 1,2(RN ) − tp+1

p+ 1C1 + C2t ≤

≤ t2

2 − C1t
p+1

p+ 1 + C2t ≤ 0. (5.62)
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Para t ≥ T > 0, com T suficientemente grande, o funcional fica negativo.
Tomando e = Tv0, E(e) ≤ 0 e a condição é cumprida.

(iv) E satisfaz a condição de Palais-Smale no ńıvel c. Seja (vn) ⊂ D 1,2(RN) satis-
fazendo E(vn) → c e E ′(vn) → 0 quando n → ∞, com c o ńıvel do caminho

c = inf
γ∈Γ

max
s∈[0,1]

E(γ(s)), (5.63)

e Γ = {γ ∈ C([0, 1]; D 1,2(RN)) : γ(0) = 0, γ(1) = e} e c ≥ β. Considere a
desigualdade

f(s, t)t− (2 + cp)F (s, t) ≥ −cpp

2 sp−1t2, s, t ≥ 0, (5.64)

provada em [7], com f(s, t) (5.11) e cp = min{1, p − 1}. E(vn) convergir a
algum c implica que E(vn) é limitada, donde ∃M1 > 0 tal que

M1 > |E(vn)| ≥ E(vn) = 1
2

∫
RN

|∇vn|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , v+)dx. (5.65)

Da mesma maneira, E ′(vn) → 0 ⇒ ∃M2 > 0 tal que M2 > |E ′(vn)|. Assim

|E ′(vn) · vn| ≤ |E ′(vn)|||vn||D 1,2(RN ) ≤ M2||vn||D 1,2(RN ). (5.66)

Do Apêndice 7.1, temos que

E ′(vn) · h =
∫
RN

⟨∇vn,∇h⟩dx+
∫
RN

[
V (uk,V + (vn)+)ph− up

k,V h
]

︸ ︷︷ ︸
=V f(uk,V ,(vn)+)

dx. (5.67)

Valendo a desigualdade (5.66) em módulo, ficamos com

M2||vn||D 1,2(RN ) ≥ −
∫
RN

|∇vn|2dx+
∫
RN

V f(uk,V , v+)vndx, (5.68)

e multiplicando a desigualdade (5.65) por (cp + 2) e somando a (5.68), resulta
em

(cp + 2)M1 +M2||vn||D 1,2(RN ) ≥ cp

2

∫
RN

|∇vn|2dx−

−
∫
RN

(cp + 2)V F (uk,V , v+)dx+ V f(uk,V , v+)vn. (5.69)

Utilizando as desigualdades (5.64) e (1.11)
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cp

2

∫
RN

|∇vn|2dx−
∫
RN

(cp + 2)V F (uk,V , v+)dx+ V f(uk,V , v+)vn

5.64︷︸︸︷
≥

≥ cp

2

||vn||2D 1,2(RN ) − p
∫
RN

V up−1
k,V v

2
ndx

 ≥ C
cp

2 ||vn||2D1,2 . (5.70)

Usando isto e (5.69), conclui-se que vn é uniformemente limitada em D 1,2(RN)
para k ∈ (0, k∗). Podemos assumir que existe v ∈ D 1,2(RN) tal que

vn ⇀ v em D 1,2(RN) e vn → v q.t.p. em RN , (5.71)

já que vn é limitada em um espaço de Hilbert. Pelo Lema 5.1, bem como o
Corolário 5.1.1

vn → v em L p+1(RN , V0dx) e vn → v em L 2(RN , V0u
p−1
k,V dx). (5.72)

Vejamos agora que F (uk,V , vn) → F (uk,V , v). Seja φ(z) = (s+z)p+1−(p+1)spz
e z1 = (t1)+, z2 = (t2)+. Dessa maneira

φ(z2) − φ(z1) = (s+ z2)p+1 − (s+ z1)p+1 − (p+ 1)sp(z2 − z1), (5.73)
e

|φ(z1) − φ(z2)| = |F (s, (t2)+) − F (s, (t1)+)|. (5.74)

Utilizando o Teorema do Valor Médio (TVM)

|φ(z1) − φ(z2)|
T V M︷︸︸︷= |φ′(

c∗︷ ︸︸ ︷
z1 + ξ(z2 − z1))(z2 − z1)| =

= |(p+ 1)(s+ c∗)p − (p+ 1)sp||z2 − z1| = (p+ 1)|z2 − z1|[(s+ c∗)p − sp].
(5.75)

Aplicando novamente o TVM para f(t) = tp, temos

(s+ c∗)p − sp
T V M︷︸︸︷= p(s+ αc∗)p−1c∗ ≤ p2p−2(sp−1 + (c∗)p−1)c∗ ≤

≤ A(sp−1 + (c∗)p−1)c∗, (5.76)

com 0 < α < 1. Observa que c∗ = z1 + ξ(z2 − z1) ≤ z1 + |z2 − z1|, donde
obtemos

(s+ c∗)p − sp ≤ A
(
z1s

p−1 + |z2 − z1|sp−1 + 2p−1zp
1 + 2p−1|z2 − z1|p

)
≤

≤ Ã
[
z1s

p−1 + |z2 − z1|sp−1 + zp
1 + |z2 − z1|p

]
. (5.77)
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Combinando (5.75) e (5.77), bem como substituindo z1 = v+, z2 = (vn)+ e
s = uk,V , de modo que resulta em

|F (uk,V , vn) − F (uk,V , v)| ≤ (p+ 1)Ã|(vn)+ − v+|[v+u
p−1
k,V + |(vn)+ − v+|up−1

k,V +
+vp

+ + |(vn)+ − v+|p]. (5.78)

Como vn → v em RN , pela desigualdade acima, vale F (uk,V , v) → F (uk,V , vn)
q.t.p em RN . Vejamos que também vale em L1(RN , V0dx)

∫
RN

|F (uk,V , vn) − F (uk,V , v)|V0dx ≤ A(p+ 1)
 ∫
RN

|(vn)+ − v+|v+u
p−1
k,V V0dx+

→0 por 5.72︷ ︸︸ ︷∫
RN

|(vn)+ − v+|2up−1
k,V V0dx+

∫
RN

|(vn)+ − v+|vp
+V0dx+

→0 por 5.72︷ ︸︸ ︷∫
RN

|(vn)+ − v+|p+1V0dx

 =

= A(p+ 1)
 ∫
RN

|(vn)+ − v+|v+u
p−1
k,V V0dx+

∫
RN

|(vn)+ − v+|vp
+V0dx

+ Tn,

(5.79)

onde Tn é a soma das 2 integrais que vão para zero. Por sua vez, aplicando a
desigualdade de Hölder com q = p+1

p
, q̃ = p+ 1, temos

∫
RN

|(vn)+ − v+|vp
+V0dx ≤

≤


∫
RN

|(vn)+ − v+|p+1V0dx

︸ ︷︷ ︸
→0 por 5.72



1
p+1


∫
RN

vp+1
+ V0dx

︸ ︷︷ ︸
<∞ pelo Lema 5.1



p
p+1

→ 0, (5.80)

e de maneira similar, com a desigualdade de Cauchy-Schwarz

∫
RN

|(vn)+ − v+|v+u
p−1
k,V V0dx ≤

≤


∫
RN

|(vn)+ − v+|2up−1
k,V V0dx

︸ ︷︷ ︸
→0 por 5.72



1
2


∫
RN

v2
+u

p−1
k,V V0dx

︸ ︷︷ ︸
<∞ pelo Corolário 5.1.1



1
2

→ 0, (5.81)
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obtendo a convergência de F em L1(RN , V0dx). De vn ⇀ v, tem-se

lim inf
n→∞

∫
RN

|∇vn|2dx ≥
∫
RN

|∇v|2dx, (5.82)

e combinando com a convergência de F , segue que

c = lim
n→∞

E(vn) = lim inf
n→∞

∫
RN

|∇vn|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , (vn)+)dx

 ≥

≥

∫
RN

|∇v|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , v+)dx

 = E(v). (5.83)

Isto é, E(v) ≤ c. Gostaŕıamos de verificar que E(v) ≥ c, de maneira que
E(v) = c = lim

n→∞
E(vn). Para isso, considere E(v) − E(vn) − E ′(vn)(v − vn) =

R(v − vn). Logo,

E(v) − E(vn) − E ′(vn)(v − vn)
Ver apêndice︷︸︸︷=

∫
RN

1
2 |∇v|2 − 1

2 |∇vn|2−

− ⟨∇vn,∇(v − vn)⟩︸ ︷︷ ︸
|∇vn|2−⟨∇vn,∇v⟩>

−V F (uk,V , (v+))+

+V F (uk,V , (vn)+) − V f(uk,V , vn)(v − vn)dx∫
RN

1
2 |∇v|2 + 1

2 |∇vn|2 − ⟨∇vn,∇v⟩︸ ︷︷ ︸
→|∇v|2

+...+ dx = R(v − vn)

lim inf
n→∞

R(v − vn) ≥
∫
RN

1
2 |∇v|2 + 1

2 |∇v|2 − |∇v|2dx+ 0 = 0. (5.84)

Ou seja, lim inf
n→∞

R(v − vn) ≥ 0. Observe que E ′(vn)(v − vn) → 0:

|E ′(vn)(v − vn)| ≤ ||E ′(vn)||||vn − v||D 1,2(RN ) ≤

≤ ||E ′(vn)||︸ ︷︷ ︸
→0


<∞︷︸︸︷
||v||

D 1,2(RN )
+

<M︷ ︸︸ ︷
||vn||

D 1,2(RN )

 → 0. (5.85)

Assim

lim inf
n→∞

[E(v) − E(vn) − E ′(vn)(v − vn)] ≥ 0
∴ E(v) − lim

n→∞
E(vn)︸ ︷︷ ︸
c

− lim
n→∞

E ′(vn)(v − vn)︸ ︷︷ ︸
0

≥ 0

∴ E(v) − c ≥ 0
∴ E(v) ≥ c. (5.86)
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Logo, temos E(v) = c. Consequentemente, lim
n→∞

||vn||D 1,2(RN ) = ||v||D 1,2(RN ), já
que lim

n→∞
E(vn) = E(v). Combinando a convergência da norma ||vn||D 1,2(RN ) →

||v||D 1,2(RN ), com a convergência fraca vn ⇀ v em D 1,2(RN), temos que vn → v

em D 1,2(RN).

Com todas as condições verificadas, aplica-se o Teorema Mountain Pass para
encontrar um ponto cŕıtico não negativo e não trivial vk ∈ D 1,2(RN) de E, que é
solução fraca do problema (5.1), isto é∫

RN

∇(uk,V + vk) · ∇φdx =
∫
RN

V (uk,V + vk)pφdx, (5.87)

para todo φ ∈ D 1,2(RN) com 0 /∈ suppφ. Sendo solução fraca de (5.1), pelas
observações feitas no ińıcio dessa seção, temos que uk,V + vk é solução fraca do
problema (Pk). Ainda é posśıvel demonstrar que essa segunda solução é solução
clássica utilizando iterações de Moser-Nash [8]; porém, isso já está além do escopo
desse trabalho.

Supõe agora um potencial V radialmente simétrico, e consideremos D 1,2
r (RN), o

fecho de todas as funções radialmente simétricas em C∞
c (Rn) com a norma:

||v||D 1,2(RN ) =
∫
Rn

|∇v|2dx

 1
2

. (5.88)

Supondo a0 < 2, a∞ > max{a0, 0}, e p satisfazendo (1.19), vale o resultado do
Lema 5.1, mas agora com a inclusão D 1,2

r (RN) ↪→ L p+1(RN , V0dx) sendo cont́ınua e
compacta.

5.3 Teorema 1.4

Demonstração Teorema 1.4. Sendo V simétrico, a solução minimal uk,V de (Pk)
também o é, pelo Teorema 1.1, além de também ser estável para k ∈ (0, kp], pelo Te-
orema 1.2. A fim de utilizar o Teorema Mountain-Pass, procuramos o ponto cŕıtico
do funcional

E(v) = 1
2

∫
RN

|∇v|2dx−
∫
RN

V F (uk,V , v+)dx, (5.89)

em D 1,2
r (RN). Seguindo os passos da prova do Teorema 1.3, segue o resultado.
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6 Conclusão e Perspectivas
Ao final do trabalho, conseguimos reproduzir todos os resultados desejados enun-

ciados. Considerando isso, surgem algumas posśıveis áreas de continuação naturais,
tais quais analisar e estabelecer um melhor valor de kp para a existência das soluções
fracas, definir a existência de outras soluções e determinar algum sistema cujo com-
portamento se assemelhe com o problema estudado.
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7 Apêndice
Proposição 7.1. E definido em (5.7) é C1 .

Demonstração. Queremos mostrar que

E(v + h) − E(v) − Tv(h) = r(h), com lim
||h||→0

r(h) = 0, (7.1)

e T = f , definido em (5.11). Denotemos uk,V = w por simplicidade. Temos

E(v + h) = 1
2

∫
RN

|∇(v + h)|2dx−

−
∫
RN

V
1

p+ 1
[
(w + (v + h)+)p+1 − wp+1 − (p+ 1)wp(v + h)+

]
dx

E(v) = 1
2

∫
RN

|∇(v)|2dx−
∫
RN

V
1

p+ 1
[
(w + v+)p+1 − wp+1 − (p+ 1)wpv+

]
dx

Tv(h) =
∫
RN

< ∇v,∇h > dx+
∫
RN

[V (w + v+)ph− wph] dx.

Combinando as três equações acima, tem-se

E(v + h) − E(v) − Tv(h) = 1
2

∫
RN

|∇(h)|2dx−
∫
RN

V
1

p+ 1A(v, h)dx, com (7.2)

A(v, h) = −
[
(w + (v + h)+)p+1 − (p+ 1)wp(v + h)+

]
+

+
[
(w + v+)p+1 − (p+ 1)wpv+

]
+ (p+ 1) [(w + v+)ph− wph] . (7.3)

Vamos dividir em quatro casos

(i) (v + h) ≥ 0, v ≥ 0:

A(v, h) = −
[
(w + (v + h))p+1 − (p+ 1)wp(v + h)

]
+

+
[
(w + v)p+1 − (p+ 1)wpv

]
+ (p+ 1) [(w + v)ph− wph] .

Definindo

ψ(z) = (w + z)p+1 − (p+ 1)wpz;
ψ′(z) = (p+ 1)(w + z)p+1 − (p+ 1)wp.

A pode ser reescrita como

A(v, h) = − [ψ(v + h) − ψ(v) − ψ′(v)h] = −O(h).

(ii) (v + h) ≤ 0, v ≤ 0: Trivialmente, A se simplifica para

A(v, h) = −wp+1 + wp+1 + wph− wph = 0. (7.4)
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(iii) (v + h) > 0, v < 0 (|h| > |v|)

A(v, h) = −
[
(w + (v + h))p+1 − (p+ 1)wp(v + h)

]
+

+wp+1 + (p+ 1) [(w)ph− wph] =
= −

[
(w + (v + h))p+1 − wp+1 − (p+ 1)wp(v + h)

]
.

Definindo

ψ(z) = (w + z)p+1;
ψ′(z) = (p+ 1)(w + z)p,

tem-se

A(v, h) = − [ψ(v + h) − ψ(0) − ψ′(0)(v + h)] ≤
≤ |v + h|ρ(|v + h|) ≤ 2|h|ρ(2|h|), com ρ(|v + h|) → 0.

(iv) (v + h) < 0, v > 0 (|h| > v > 0)

A(v, h) = −wp+1 + (w + v)p+1 − (p+ 1)wpv + (p+ 1) [(w + v)ph− wph] .

Como v + h < 0 e |h| > v, temos que h < 0, com −h > v. Por isso, defina
v = −sh, com s ∈ [0, 1]. Definindo ainda

ψ(z) = (w + z)p+1 − (p+ 1)wpz;
ψ′(z) = [(p+ 1)(w + z)p − (p+ 1)wp] ,

A(v, h) fica

A = −
[
wp+1 − (w − sh)p+1 + (p+ 1)wp(−sh) − (p+ 1) [(w − sh)ph+ wph]

]
=

= ψ(−sh) − ψ(0) − ψ′(−sh)h = [ψ(−sh) − ψ(0) − ψ′(−sh)(−sh)] +
+ψ′(−sh)sh− ψ′(−sh)h = | − sh|ρ(| − sh|) − ψ′(−sh)h(1 − s) ≤

≤ hρ(| − sh|) + ψ′(−sh)h2, com lim
|sh|→0

ρ(|sh|) → 0.

Assim, de fato vemos que E é C1.
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