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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos o problema eliptico com massa de Dirac estudado por

[1]:

—Au=VuP +kéy em RY,

lim w(z)=0
|z|—+o0

(0.1)

no qual, N > 2, p >0, k > 0, o é a massa de Dirac na origem, e V é um potencial
localmente Lipschitz continuo em RY \ {0}, satisfazendo certas hipéteses. Obtém-se duas
solugoes do problema (0.1) ao impor-se condigdes adicionais nos parametros ag, doo, p €
k. A primeira solucdo é uma solucdo minimal positiva, e a segunda é obtida utilizando o
Teorema do Passo da Montanha. Além de reproduzir os resultados demonstrados em [1],
buscamos também expandir as demonstracoes feitas no artigo, incluindo mais detalhes.
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Abstract

In this master thesis, we study the elliptic problem with Dirac mass studied by [1] :

lim wu(z)=0 (0.2)
|z| =400

{—Au:Vup—i—k(So em RV,

where N > 2, p >0, k > 0, dg is the Dirac mass in the origin and V is a locally Lipschitz
continuos potencial in RY \ {0}, satisfying some hypotheses. We obtain two positive
solution of (0.2) with additional conditions for the parameters ag, a~, p and k. The
first solution is a minimal positive solution, while the second one is constructed using the
Mountain Pass Theorem. Beyond reproducing the demonstrated results of [1], we sought
to expand the demonstrations done in the article, including more details to it.
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Notacao

Apresentamos abaixo algumas notagoes usadas ao longo do trabalho.

0.1

0.2

Espacos

LP(Q,a(z)) = {p: Q@ — R: ¢ émensuravel, com [, a(z)|p(z)[Pdr < oo},
para 1 < p < oc;

L>®(Q,a(x)) ={¢: Q2 = R: a(x)p(z) é limitado e mensurivel};
RY denota o espaco euclidiano padrao;

WHFP(Q) é o espago de Sobolev (definido em 2.1);

C(Q) é o espaco das fungdes continuas reais em Q C RY;

Ck(Q) é o espago das fungdes reais k vezes diferencidveis em Q C RY com
derivadas de ordem k continuas;

C=(Q) = NkenC*(Q);

C(Q) é o espago C*°(2) com suporte compacto em §2;

SIS

D2(Q) ¢ o espaco W2(Q) com a norma ||v||pr2q) = (o |Vv|*dz)>.

Outras Notacgoes

C, (4, Cy, ... denota constantes diferentes. Podem aparecer outras letras defi-
nidas como constantes quando necessario. Em dados momentos aplica-se uma
desigualdade sem mudar a constante; faz-se isso por simplicidade, caso a cons-
tante nao seja importante;

G|[f] denota o operador de Green, definido em (2.3);
— denota convergéncia com a topologia da norma em espagos normados;
— denota convergéncia fraca em espagos normados;

< denota imersao continua.



1 Introducao

O objetivo desta dissertacdo é expandir as provas do problema desenvolvido
em [1] sobre a existéncia e propriedades das multiplas solugées fracas do problema
eliptico nao linear com massa de Dirac:

lim w(z) =0, (P%)
|z| =400

{—Au =Vu’ +kéy em RV

onde N > 2, p >0, k>0, d éa massa de Dirac na origem, e V' é um potencial
localmente Lipchitz continuo em RY \ {0}. Para o potencial V', assumimos que ele

tem suporte nao vazio e existem ay < N, ag < as, 01 > 0 tal que, para todo
z € RNV \ {0} vale:

g
0= Vi@) < Wlo) = ey \1:1:!%0*“0)'

(1.1)

Tal condi¢ao implica em um comportamento de limitacao para V na origem,
controlado por |z|~*, bem como também no infinito, controlado por |z|~%*=.

Com o problema (FP;) nos preocupamos com um termo fonte, diferentemente do
problema de absorg¢ao:

(1.2)

—Au+gu)=v em €
u=0 em 01,

onde v ¢ uma medida de Radon, 0 um dominio C? em RY, e g : R — R ¢ nao
decrescente com ¢(0) > 0. Esse problema de absor¢do tem sido extensivamente
estudado, com contribuigdes fundamentais dadas por Brezis [2] e Benilan e Brezis
[3], nos quais eles mostram a existéncia e unicidade da solucao fraca, caso g admita
uma condicao subcritica:

/(g(s) - g(—s))s%*%ds < 0. (1.3)

O método consiste em aproximar v por uma sequéncia de funcoes regulares,
considerar as fungoes classicas associadas a estas e mostrar que elas convergem a
solucao fraca do problema original. A unicidade é entdo provada pela desigualdade
de Kato. Ja no caso do Problema (F;), as mesmas técnicas nao funcionam, de modo
que devemos considerar métodos diferentes.

Comecemos enunciando o resultado de existéncia de solugdo do problema (F),
o qual inclui propriedades da solucao em relagao ao potencial V' e a constante k:

Teorema 1.1. Suponhamos as condicoes (1.1) e p > 0 satisfazendo:

N—CLOO N—ao
. 1.4
pE<N—2’N—2> (1.4)

Entao valem:

(i) Existe k* = k*(p,V) € (0,4+00] tal que para k € (0,k*), existe uma solugdo
minimal positiva wyy do problema (Py). Se k > k* e p > 1, ndo existe solugao
do problema (Py). Além disso, k* < 0o sep > 1; k* =400 se 0 < p < 1, ou
se p=1 e oy for pequeno.



(it) Para p fizo, k*(p, V') é decrescente em V' e o mapa V +— uyy € crescente.
(iii) Se V' € radialmente simétrico, a solugao minimal uyy também é simétrica.
Denotamos por uy a solugao minimal obtida pelo Teorema 1.1 corresponde a

ke V. Tal solucao de (P) é obtida através de uma sequéncia de iteragoes de uma
sequéncia crescente {v, }, definida por:

Vo = ]’CG[&)], Up = G[Vl)gfl] + ]{TG[éo], (15)
onde G|[f] é o operador de Green definido por:
c
gl = [ 2w g, (1.6)

o le =y

Combinando essa constru¢ao com uma fungao barreira escolhida adequadamente
através da estimativa:

G[VGdy]] < 02G[d] em RN\ {0}, (1.7)

com o, > 0, provada no Lema 3.1, conseguimos mostrar a convergéncia da sequéncia
a uma funcao limite uzy. Em seguida verificamos que essa funcao obtida de fato
é solugdo minimal do problema (Fy). Essa estimativa é valida para k que esteja
dentro (0, k,), com k,

@zwmwiQfJ, (18)
o que fornece os limites para a construcao da funcdo barreira. Consequentemente,
E* > k.

Uma vez que a solu¢do minimal foi encontrada, estudamos suas propriedades.
Mais precisamente, mostra-se que a solugao ¢ classica, a menos da origem, e determi-
namos seu decaimento quando tende a origem e ao infinito. Em seguida analisamos
sua estabilidade, cujos resultados possibilita encontrar a segunda solucao através do
Teorema do Passo da Montanha.

Tais resultados sao enunciados no seguinte teorema:

Teorema 1.2. Supoe que V satisfaz (1.1) com as > ag € ag € R e p satisfazendo
(1.4). Entao:

(i) Seap <2, p<leke(0,ky), entdo ugy € uma solugao clissica da equagao:

—Au=VuP em RN\ {0},
. B (1.9)
lim wu(x) =0
|z| =400
e satisfaz
sup  u(z)|z|N % < +oo. (1.10)

2€RN\{0}

Além disso, uyy € estdvel, e existe ¢ > 0, independente de k tal que:
/\vg\de—p/vunglg2dx > c((k*)"pl — (k)ppl) / IVEPdz,  (1.11)
RN RN RN

para todo £ € DV2(RY)\ {0}.



(ii) Se

pe (o, N]i2> (1.12)

e k € (0,k*), entao a solugio minimal uyy € estdvel e satisfaz (1.11). Além
disso, qualquer solugao fraca nao negativa u de (Py) é uma solugao classica do
problema (1.9) e satisfaz (1.10).

Notemos que nos itens (i) e (i7) do Teorema (1.2) o pardmetro k é limitado
por k, e k¥, respectivamente; nao sabemos se k, < k*. Inclusive, responder esse
questionamento esta além do escopo desse trabalho, mas se caracteriza como uma
continuacao logica dele.

A segunda solucao de (Fy) é construida através do Teorema Passo da Montanha.
Procuramos pelos pontos criticos do funcional:

1
E(v) = 3 / |Vo|*dx — / VF(ugy,vs)de, (1.13)
RN RN
em DY2(RY), com t, = maz{0,t} e:
1
F(S, t) = ]m |:<S + t+)p+1 — Sp+1 — (p + 1>Spt+:| . (].].4:)

Para garantir que o funcional E esteja bem definido, analisamos as imersoes:

DY(RY) — L*(RN, Voul ' da), (1.15)

DM2(RY) — LT RY, Voda), (1.16)

as quais sao compactas caso

p+1e(2(ac), 2 (ag) N[1,2)), (1.17)
sendo:
2N — 2t
2*(t) = ——— R 1.1
(=0 teR (118)

e 2* = 2*(0). Com essas imersdes, verificamos que o funcional F satisfaz as condi¢oes
de Palais-Smale, nos permitindo encontrar uma segunda solu¢ao combinando o Teo-
rema do Passo da Montanha com os Teoremas demonstrados em relacao ao problema
(Br)-

Tendo por base o intervalo de p para a existéncia da solucao minimal, supoe-se:

N —-a, N —
p € ( N _a2 N _C;O) N (max{2*(ax) — 1,0}, min{2*(ag) — 1,2 — 1}). (1.19)
Essa intersecao é nao vazia, se ainda assumirmos que

4o <2, au > Mmax {o, 1+ 6‘20} . (1.20)

Tais resultados para a segunda soluc¢ao sao englobados no seguinte:



Teorema 1.3. Supoe que V satisfaz (1.1) com ag e ay dados em (1.20), p > 1
satisfazendo (1.19) e k, dado por (1.8). Entao, para k € (0,k,), o problema (P)
admite uma solugao fraca w > ugy. Ainda, u e ugy sao solugoes cldssicas de (1.9).

Apesar de que nao se pode determinar que k, < k*, podemos mostrar que se p
satisfaz (1.12), entdo o problema (F;) admite solugdo u tal que v > wuyy qualquer
que seja k € (0, k*).

Se V for radialmente simétrica, o intervalo de p pode ser melhorado para:

<N —as N —ag
JURS )

N—-2" N-=-2
o que estd englobado no ultimo teorema, enunciado abaixo.

) A (max{2*(as) — 1,0}, 2*(ao) — 1), (1.21)

Teorema 1.4. Supoe que V seja radialmente simétrica e satisfa¢a (1.1) com aqg e
aoo dados em (1.20), p > 1 satisfazendo (1.19) e k, dado em (1.8). Entao, para
k€ (0,k,), o problema (Py) admite solu¢do radialmente simétrica u > uy v, e ambas
sao solugoes cldssicas de (1.9).

Organizou-se a dissertacao de maneira que cada capitulo englobe uma das partes
principais das provas, seguindo um estilo classico de demonstragao para equagoes:
existéncia, regularidade e segunda solucao. No capitulo 3 construimos a solugao
fraca através de uma sequéncia crescente limitada, e refere-se ao Teorema 1.1. Em
seguida provamos as propriedades de regularidade e estabilidade do Teorema 1.2
no capitulo 4, incluindo o teor classico da solucao, bem como seu comportamento
quando |z| tende a zero e infinito. Por fim, encontramos a segunda solugdo do
Teorema 1.3 utilizando o Teorema do Passo da Montanha, bem como provamos o
1.4 sobre a solugao envolvendo um potencial radialmente simétrico no capitulo 5.



2 Teoria Fundamental

Neste capitulo serao apresentados alguns pré-requisitos necessarios para o enten-
dimento dos resultados do trabalho. Enuncia-se resultados classicos de EDP’s, tais
quais desigualdades de Sobolev, compacidade de Rellich-Kondrachov, Teorema da

Montanha, entre outros. A nao ser que mencionado, os resultados foram retirados
de [4].

2.1 Derivada Fraca e Espacos de Sobolev

Notagao. Denote por C°(U) o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis
¢ : U — R com suporte compacto em U. Chamamos as fung¢oes ¢ em C*(U) de
fungoes teste.

Defini¢ao. Um vetor da forma o = (ayq,...,ay), onde cada componente «; € um
inteiro nao negativo é chamado de multi-indice de ordem

lal = a1 + ... + . (2.1)

Definicao. Dado um multi-indice o, define-se:

ey (2
D%u(x) : 0u(z)

T T —— 2.2
0z ... 0xon (22)

Definicao. Seja U C RY aberto, 0 < o« < 1 eu : U — R limitada e continua.
Definimos
(i) A a-ésima seminorma de Holder

(o = sup {’“(5")_“(9)‘}

z,y€Uaz#y |z —y|*
(ii) e a a-ésima norma de Hélder
||U||co,a(U) = ||U||C(U) + [U]coya(ﬁ)-

Defini¢ao. Seja u,v € L}, .(U), e a um multi-indice. Dizemos que v € a a-ésima
derivada parcial fraca de u, denotada por:

D%y = v, (2.3)

caso valha

a — {1\l
/UuD ¢pdr = (—1) / vodz, (2.4)
para todas as fungoes teste p € CX(U).

Lema 2.1 (Unicidade da derivada fraca). A a-ésima derivada parcial fraca de u,
se existir, € unicamente definida a menos de um conjunto de medida nula.

Definigdo. O espaco de Sobolev W*P(U) consiste em todas as fungoes localmente
integraveis u : U — R, tal que para cada multi-indice o com |a| < k, D% existe no
sentido fraco e pertence a LP(U).



Definicao. Se uw € W*P(U), definimos a norma nesse espago como:

al . <| Ek T |Dau|de> (1<p< o) 25)
Wk,p(U) — s .
| %k ess supy |Du|  (p = 00).

Dessa maneira, para o problema (Fy) fazemos a seguinte defini¢ao:

Definigdo. Dizemos que u € L} .(RY) é uma solu¢io fraca de (P) se u > 0,
VuP € LYRY) e

o imful] e @ sy = 0;

. /u(—Ag)dx - /vupgdx +kE(0) VE € CHYRY).
RN RN

Defini¢ao. Dizemos que uma solugao do problema (Py) € estdvel (respectivamente,
semi-estdvel), caso:

/ VELdr > p / Vurle2de Ve € D(RN)\ {0} (2.6)
RN (>) RN

2.2 Resultados Relevantes
Definicao. Se 1 < p < n, definimos o conjugado de Sobolev de p por:

* np

= . 2.7
pi= (2.7)
Note que:
1 1 1
S =———=p" >p (2.8)
p p n

Teorema 2.2 (Desigualdade de Gagliardo-Nireberg-Sobolev (GNS)). Assuma que
1 < p < n. Entao existe uma constante C', dependendo somente de p e n, tal que:

|[ul] Lo gy < Cl|Dul|Lo@ny, (2.9)
para toda u € CHR")

Teorema 2.3 (Estimativa para WP, 1 < p < N). Seja U aberto e limitado contido
em RY, com OU sendo C*. Assuma 1 <p<n, eu € WH(U). Entio u € LP (U)
com a estimativa

H“HLP*(U) < CHUHWLP(U),

com a constante dependendo somente de p, N e U.

Definicao. Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y. Dizemos que X estd
compactamente contido em Y, denotado por:

X CcCy, (2.10)

caso



(i) ||z|ly < C||z||x(z € X) para alguma constante C,
(7i) cada sequéncia limitada em X € pré-compacta em Y .

Teorema 2.4 (Teorema da Compacidade de Rellich-Kondrachov). Assuma que U
é um conjunto aberto limitado de R™, e OU ¢é C'. Supoe que 1 < p < n. Entdo:

WP (U) cc LY(U), (2.11)
para cada 1 < g < p*.

Teorema 2.5 (Principio do Méximo Fraco para ¢ > 0). Seja U C RY aberto e
limitado, u € C*(U) N C(U), L um operador linear parcial de sequnda ordem e

c>0 U.
(i) Se
Lu<0 U,
entao
maxu < maxut.
U oU
(ii) Se
Lu>0 U,
entao

minuw > minwu .
U oU

Defini¢ao (Condigao de Palais-Smale). Seja H um espago de Hilbert, um funcional
I € C'(H;R) satisfaz a condi¢io de compacidade de Palais-Smale se cada sequéncia
{ug}p2, C H satisfazendo:

(i) {I[ug]}s2, € limitada;
(it) I'lug]) — 0 em H,
for pré-compacta em H.

Definigao. Denotamos por C a cole¢io de funcionais I € C'(H;R) satisfazendo a
condicao adicional:

e I': H— H ¢ Lipschitz continua em subespacos limitados de H.

Teorema 2.6 (Teorema do Passo da Montanha (Mountain Pass)). Suponha que
I € C satisfaz a condicdo de Palais-Smale. Assuma também que:

(1) 1[0] = 0,
(ii) existem constantes r,a > 0 tais que:

Iu] >a se |ul|=r, (2.12)

(1ii) existe um elemento v € H com

l|lo|| >r, I]v] <0. (2.13)



Defina também

[={geC(0,1;H) | g(0)=0, g(1)=v}. (2.14)
Entao
¢ = inf max I{g(¢)], (2.15)

¢ um ponto critico de 1.
O seguinte teorema é provado em [5].

Teorema 2.7 (Desigualdade de Hardy-Sobolev). Se Q € limitado, aberto e de classe
Cl, el < p< oo, entio existe uma constante C' > 0, tal que Yu € Wol’p(Q),

u

X

< C||Dul| e (). (2.16)
Lr()

Os dois resultados abaixo foram retirados de [6].

Lema 2.8. Seja By = Br(%o), B2 = Bar(wo) bolas concéntricas em RY. Suponha
f€CYBy), 0 < a<1,esejaw um potencial Newtoniano de f em Bs. Entdo
we C**(By) e

|D*wlcon(s,) < Clflos(s,): (2.17)

com C uma constante C(N, ).

Lema 2.9. Seja w o potencial Newtoniano de f em B = Bgr(zo) C RY e C uma
constante C'(N, a).

(i) Se f € L>(B), entdo Dw € C*(RY) para cada 0 < a <1 e

[D/LU]CO,a(B) S CRl_aHfHLoo(B). (218)

(i)) Se f € LP(B), comp = %, 0 < a < 1, entdo Dw € C*(RY) para cada
O<a<le
[Dw]co,a(B) < CHfHLP(B) (219)

2.3 Operador de Green
O operador de Green, G[-], é definido por:

Glf]@) = [ Gla.y)f()dy. (2:20)

onde
CN 1

G(Iay) = CN = m,

S — 2.21
|z —y[N2 (221)

que é a solucao fundamental de —A. Isto é,
en fy
G[fl(xz) = |:E]—Vy(|N)_2dy7 para x # 0. (2.22)
RN

Assim
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u(z) = G[f](x), (2.23)

é a solucao da equacdo de Poisson —Au = f para f € L'(RY)N L>®(RY) no sentido
das distribuigoes, ou seja,

/ G(f)(—A&)dr = / fedr Ve € OF(RM). (2.24)

Também vale que —A‘af% = Jp no sentido das distribuigoes, onde &y é o Delta de
Dirac definido por dy(€) = £(0) V& € CX(RY). Ou seja,

W(_Ag)dx =£(0) = do(¢) V€ € CF(RY). (2.25)

Isto motiva a definirmos G[d](z) = —#H=. Assim, G(f + kdy) = G(f) + kpd= ¢a

|z
solucao no sentido das distribuigoes de

— Aw = f + kéy, (2.26)

isto é,

/ (G(f) +k CjVV_2> (—A&)dz = / fédz +kéy V& € C(RN). (2.27)

J 2]

Neste caso, esta igualdade vale V€ € CH(RY) e f € LY(RY).
Em seguida seguem dois resultados adicionais envolvendo o operador de Green
que serao necessarios, ambos provados em [1].

Proposigdo 2.10. Seja Q@ C RY dominio limitado e h € L*(Q). FEntdo, existe
c >0 tal que:

1 2
1G]l < ellblli@  se — <5 (2.28)
1 1 2
IGlllzr@) < cllbfli@)  se — <-4 s>1 (2.29)
12
IGAlllzr@) < cllhflirg  se 1< -4 (2.30)

Proposigao 2.11. Seja Q C RY dominio limitado e h € L*(Q). FEntdo, existe
c >0 tal que:

1 2
IVGH]llz=@ < clllle@ se < (2.31)
1 1 2
IVGIR)||Lr ) < cllbllos@)  se JSoty s> (2.32)
1 2
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3 Existéncia de Solucao Fraca

Nesta secao iremos demonstrar a existéncia de solucao fraca para o problema
(Py). Comecamos demonstrando o Lema 3.1, o qual serd utilizado na construgao
de uma func¢do barreira para a funcao candidata a solugdo. Definimos entao um
sequéncia crescente iterativamente. Combinando essa sequéncia com a uma fungao
barreira adequada, verificamos que a sequéncia é limitada; portanto converge a
alguma funcao uy . Por fim, provamos que esta fun¢ao limite é minimal e satisfaz o
problema (P), se caracterizando como a solucao fraca. Ainda, verificamos algumas
propriedades dessa solugao em relagdo ao potencial V' e o termo k de (Fy).

3.1 Lema

Lema 3.1. Assuma que V satisfaz (1.1), com ag < N, as > 0 e p > 0 satisfazendo
(1.4). Entao:
G[VG[&)] <02 G[dg] em RN\ {0}, (3.1)

com oy dependendo linearmente de 0.

Demonstra¢ao. Como G[dg](x) é definido por

Glool(2) = — (3.2)

|| N2
e pelas hipéteses em p, temos que

o1
(L faeemeo) [ V=2hrtao

com cy > 0 a constante de normalizacdo dependente somente de N. Note que

V(2)GP[6] € L'(RN):

V(2)GP[6o])(x) < Vo € RV \ {0} (3.3)

o

p <
V(x)GPldo](z)dz < (1 + |z]|a=—a0) || (N=2)p+ao

RV\{0} B1(0)\{0}
ch
NI dx (3.4)

T el oD
RN\B1(0)

dr+

Para a integral na bola B;(0) \ {0} temos

CS)VO'l C
(1 + |z|ree—a0) |z|(N—2)ptao L / |z |(N=2)p+ao dr =
B1(0)\{0} B1(0)\{0}
1
=" [y Reg, (3.5)

0

A integral (3.5) ¢ finita se:

N—ao
N -2

N—1—(N=2p—ap>—-1<N>(N-2)p+ay< > p, (3.6)
o que é satisfeito. Para a outra integral:
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/ ( alul dr < / ( v dr <

o+ [afes—a0) [o-Dwtes EESDIFLEET

RN\ B1(0) RN\ By (0)
¢ I —oo—(N=2)p+N—1
S / mdl‘ = C/’f’ e b dr. (37)
HARES -
RN\ B1(0) 1

A qual é integravel caso

N — as

— e — (N=2)p+ N—-1< -1 N—-a,<(N-2p& N o

<p. (3.8)

Que estd de acordo com as condigoes; logo V (x)GP[dy] € L'(RY). Estimemos entio
G[VGP[dy)]. Por (3.3),

1 1
YV (14 Jy[oeeoo) fy|(V-2Iptao

GIVG[6]](z) < & o / o= dy.  (3.9)

Fazendo a mudanca de varidvel y — y|z|, sendo e, = \%I’ ficamos com
1 |z
Cp+10'1 / dy =
YL =yl V2 (U (Jlly o) (afly ) 2

1 |:B|N
Y Tew = o RN E (T (el eo) ()2 (o] -Dei

1 1
1 —(N—-2)p—a
:CZZ)V+ 0'1|$|2 (N=2)p 0/ |6 _ |N—2

o les—y

dy =
(L + (|z[[y[)2ea0) (Jy[)N=2ptao

= &M oy |z~ —Hp—a0 / O(x,y)dy. (3.10)
RN

Consideremos entao os casos |z| > 1 e |z| < 1.

(i) Caso |x| > 1. Lembre que por (1.4), (N —2)p+ag < N < (N —2)p + aoo;
dividimos entao o dominio em 3 partes: B%(O), Bi (ex) e ]RN\(B%(O)UB% (€z))-
Em B%(O), lex —y| > ¢ > 1. Logo,

1

[ eev<e | g 61

(0) B1(0)
2

B

=

Agora faz a mudanga de variavel z = |z|y, resultando em:
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1
< COlg|(N=2)ptao—N / dz =
- o) T =) (2

M‘E

|Z|(N—2)p+ao + |Z|(N—2)10+a<,o

d
= Ca|N-2ptao=N [ - + (3.12)

B1(0)
2

dz
+ / |z’(N*2)p+a0 + |Z’(Nf2)p+aoo

< C/’x‘(NfQ)pﬂzofN L + / L . (3.13)

| z|(N=2)p+tao | 2| (N=2)p+ace
(0) B%(O)\B% (0)

l
2

Vejamos agora estimativas para as duas integrais acima:

N 1
/ |Z| (N—=2)p+ag / / N 2) p+a0 drdw =

B1(0) lw|=1

Nl

1
= nwy, / * (N =(N=2)p=ao gy, (3.14)
0

Como (N —1)— (N —=2)p—ag > (N —1)— N = —1, a integral fica, definindo
y=(N—-1)—(N=2)p—ap+1>0:

1

r|?

nw,—| =
~

nwy,
y27°

(3.15)

0
Isto é, a primeira integral é limitada. Seguindo o mesmo processo, temos:

d l=|
M = nw, / SRy, (3.16)
L O0\B, ©)

[ SIS

2

Observamos que (N —1) — (N —2)p — aoo < (N —1) = N = —1. Definindo
Yoo = (N = 1) = (N —2)p — as + 1 < 0, ficamos com:

Lz

re |t e, [ 2]\ (1)%0 nw, (1117 2]\
nwni = _— _ —_ —= _— —_ _— —=
2
nw nw
= 1 — |z] < - (3.17)
|Yoo| 270 Voo 2722

Combinando as duas desigualdades, obtemos:
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nWy, . nWy,
Y27 Y| 270

| ®la.y)dy < Cla| Ve [ ] < ([ VArreN,

(3.18)
Agora consideramos y € B%(ex). Observa que nessa bola ﬁ é limitado, uma
vez que |y| > 3 (y & B1(0)). Assim:

1 1 1
<C < Ol 3.19
(A (el 2w = T oo = W1 (8.19)
donde:
a0—a dy o an—a
O(z,y)dy < Cla|*0 > / e, =gz = C' x| "0, (3.20)
er — Y|V
B (ex) B (ex) Y
2 2
Assim como em (3.19), também temos que y € RN\ (B%(O) U B%(egg)), vale
1 1 1
< Clz|™®=.  (3.21)

<C
(1 + (|3§||y|))aoo7ao |y‘(N—2)P+ao =14+ |x|%o_a0 =
Logo,

O(z,y)dy <
RM\(B1 (0)UB (ex))
. dy
< O|x| 0 |6I — y|N—2|y|(N—2)p+aoo . (322)
RN\(B (0)UB (ex))
Observa que nesse dominio vale:
1
yl=ly+e —el Sly—eof +leal =ly —ef + 1=y —eu| +25 <
< |y_e$|+2|y_6:c|:3|y_€x|:>|y| §3|y_ear| (323)
Usando isso na integral:
ao—a dy
el |ex — y| N2 |y|(N=2ptace =
RN\(B1 (0)UBj (e2))
dy
! a0 —0oo
< C'|x| / S T <
RM\(B 1 (0)UBj (ex))
d
< Ol i (3.24)

y| V-2 tas
RN\(B, (0))
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Calculando a integral radial, vemos que a integral fora da bola é limitada, pois
(N—=2)(p+1) 4 aoo — N + 1> 1, de maneira que:

O (z,y)dy < Cla|* %, (3.25)

RN\(B1 (0)UB} (ex))
2 2

Combinando as estimativas obtidas com (3.9) e (3.10), bem como lembrando
que (N —2)p + ax > N, obtemos:

G[VGP[dp]](x) < C’max{]x\Q_N, ]x\Q_(N_Q)p_“w} < C|:L’|2_N, para |z| > 1.
(3.26)

(ii) Caso |z] < 1. As estimativas anteriores das integrais continuam as mesmas,
uma vez que as integrais sao independentes de z (somente a segunda integral
de (3.13) ndo existiria). Como z € RM \ {0}, cada uma das integrais fica
limitada. Logo, como (N —2)p+ao < N, e |z| < 1

G[VGP[6])(x) < Clz|>~N=2r=a0 < x>V, (3.27)
Combinando as desigualdades (3.26) e (3.27), completamos a prova do Lema.
O
Agora podemos demonstrar o primeiro teorema.
3.2 Demonstracao do Teorema 1.1
Demonstragao. (i) Considere o seguinte esquema de iteracao;
Vo = kG[do], Up = G[V'Uﬁ_l] + kG[(So] (328)
Observemos que vale
V1 = G[va] + k’G[(S()] > ]{TG[(S()] = 1. (329)

E assumindo para hip6tese de induc¢ao que v,_1(x) > v, _2(x) qualquer que
seja z € RV \ {0}, temos:

v, = G[Vh_1] 4+ kG[do] > G[Vvh_y] + kG[do] = vn_1. (3.30)
Isto é, {v,}, é uma sequéncia crescente. Além disso, V¢ € CLYHRY), vale por
(2.27)
/ v (—AE)dz = / Vol edx + KE(0). (3.31)
RN RN

Em seguida construimos um limite superior para a sequéncia definida. Para
t >0, seja

wy = thPG[VGP[do]] + kG[do] < (02tk? + k)G[do), (3.32)
com o9 > 0 do Lema (3.1). Assim

G[Vw!] + kG[dy] < (0otk” + k)P G[VGP[5]] + kG[do] < wy. (3.33)
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Isso é equivalente a:
(o9tk? + E)PG[VGP[do]] + kGldo] < thPG[VGP[0o]P] + kG[0p] <
& (ooth? + k)P < th? < (ooth?t + 1) < t. (3.34)

Construamos entao t de forma que (3.33) seja satisfeito. Para p > 1, considere
a fungdo f(t) definida por:

(=YY
f(t) = (p( . ) t+1) . (3.35)

Afirmamos que f(t) intercepta g(t) =t em um unico ponto t,. De fato, consi-
derando a funcao h(t) = f(t) — g(t), vemos que h(0) > 0 e tL1+m h(t) = 400,

e seu unico ponto de critico é em ¢, = (%)p, no qual h(t,) =0. Isto é, fey
se interceptam no tnico ponto t,. Escolhendo £ e ¢, tal que:

1 p_l p—1 P p
ak:p‘1§<> Ce :< , 3.36
2 P P P p_l < )

satisfazemos a condig¢do (3.34). Para p = 1, tomamos oo > 0 pequeno o
suficiente para que o, < 1 e:

1

t, = . 3.37
P 1 — 0 ( )

Por fim, se p < 1, e para t > 1, tem-se:
(0oth?™L + 1) < (kP + 1P <t & (kP +1) <t 7. (3.38)

Assim, escolhendo ¢, = (g2k?~ + 1)%7 temos a desigualdade desejada. Para
wy, definido com o ¢, adequado, temos que wy, > vy. Logo

v1 = G[Vug] + kG[do] < G[Vwp | 4 kG[do] < wy,. (3.39)
Supde por indugao que v,_1 < wy,; entao:
vy = G[Vuy_4] + kG[d] < G[Vw] | + kG[do] < wy,. (3.40)

Logo, v, < wy,Vn € N.

A sequéncia {v,}, assim construida é moné6tona e limitada; portanto converge
para uma fungao wuyy. Além disso, por (3.31), ux,y satisfaz o problema (Fy).
Afirmamos que ugy ¢é uma solugdo minima de (Fy), isto é, qualquer outra
solucao u de (Py) € tal que uyy < u. De fato,

U = G[Vu”] + kG[(S()] > o, (341)

donde:

Indutivamente (similar aos casos anteriores), vemos que u > v, Vn € G, e
como v, — Uy, segue a afirmacao.

Se o problema (Fy) admite solugdo ndo negativa u para k; > 0, entdo (F)
admite solugdo minimal u para qualquer k € (0, k;]. De fato, basta repetir
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a construcao indutiva (3.28) para k < k;, de maneira a obter uma sequéncia
{Vkn}n crescente e limitada, com solucdo minimal wuyy, como feito para k;.
Além disso, sabemos que ug < uy, y por construcao das sequéncias, de forma
que o mapa k — ug € crescente, e podemos definir:

k* =sup{k > 0: (P;) tem solugdo minima para k}. (3.43)

Claramente k* > 0. Observa que para 0 < p < 1 e p = 1, com o7 pequeno,
sempre é possivel encontrar uma supersolugao Wy, Consequentemente, existe
solucao minima para qualquer £ > 0 e k* = oc.

Provemos entao que para p > 1, temos k* < oo. Supoe por absurdo que (Py)
admite solucdo minimal uyy para k > 0 grande (qualquer). Seja um ponto
xo # 0, com V(zg) > 0 e r > 0 tal que:

V(o)
2 )

V(z) > Vo € B,(x9). (3.44)

Denote por 7y uma funcgio C? tal que ny(z) = 1, se x € B1(0), e no(z) = 0, se
z € RV \ By(0). Define também nff(x) = no(2522) e :

¢r(x) = Glxp, @l (z) € Co (RY), (3.45)

para R > r e xq a funcao caracteristica de (2. Observa que:

lim {r(2) = GlXB, (@) (3.46)

R—o0

ja que R%im ni(x) — no(0) = 1. Tomamos entdo uma funcdo teste £z com
ade e

R > 4r, e obtemos:

A B
[ (—Bndr = [ wy(-Ande+ [y (-A)endu+
RN Br(z0) Br(z0)\Br(zo)
C
+ / Uhv(—A)ngiL' -+ / Uk’v(—A)fRdx =
Bar(z0)\Br(zo) RN\ Bzgr(z0)
/ Vil Epda + kEp(0). (3.47)
RN

Vemos que para a integral A, © — zo < r, uma vez que z € B,.(xy). Conse-
quentemente, £ < % < 1. Assim x € B.(z9) = nfi(z) = 1 e (-A)g =

(=A)G[xXB, (z0)] = XB,(20) = 1, € essa integral fica simplesmente
/ uk,y (—A)Erdr = / ug,vde. (3.48)
Br(z0) By(z0)

Para a integral B, temos o mesmo (—A)&r = X B, (zy), Mas o dominio de integral
esta fora de B,(xo). Consequentemente, (—A)ég =0 e

/ oy (—A)Epdz = 0. (3.49)

Br(z0)\Br(zo)
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Por fim, na integral C, = — zo > 2R, ou seja &=%0 > 2B > 9 [sto é, = €

R R
RN\ By(0) e nft = 0. Assim

uk7v(—A)€Rd$ = 0, (350)

RN\ By (o)
e a equacao (3.47) se simplifica para

/uk,v(—A)ng:c = / ug,vdr + / U,y (—A)Epdr =

RN By (z0) Bar(x0)\BRr(z0)

_ / Vi y&pda + keg(0). (3.51)
RN

Para x € Bsgr(zg) \ Br(zo) temos

(=2)8r(@)] < [(=A)GIXE, @5 ()] + 2IVG[xB, @) - Viig'(x)]+
HG[XB, (@) (—2)mg' ()] =
= 2|VG[xs,0)] - Vo' ()] + |Gx, @0 (= A)15' ()] (3.52)
j& que (—A)G[XB, ()] = XB.(zy) = 0 nesse dominio. Pela defini¢do de nf'(x), é

simples de ver que

T — X c

R
VAl (e)| = 1900 < 7 (3.53)
bem como c
(A @) < 2. (3.54)
Para ’G[XBr(ro)Ha temos
1
IGXB, @] = / Wdy- (3.55)

Br(z0)

Com o x € Bag(xo) \ Br(zo), temos que |x —y| > R —r paray € B.(zo), e R
é tal que % > r, temos, |y — x| > %R. Assim

1 3 \*N 2-N

Br(z0) Br(z0)

De forma similar

1
IVG[XBT(CL'O)]‘ < / |v’.CC—y’N_2 dy =
Br(wO)
(N =2) / |z —y|"Ndy < CR'Y. (3.57)
By (x0)
Utilizando essas estimativas na eq.(3.52), temos
1-N R2-N

(=2)ér(@)| = 1=+ o= S ORTY, (3.58)
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em Byp(zo) \ Br(xp). Como uyy é solugao de (), temos que

lim sup  ugy(x) =0, 3.59
R=00 ,eRN\ By (0) (=) (3.59)

o que resulta em

[ wwdnde| < [ Jull(-A)alde <

2r(z0)\Br(z0) Bag(z0)\Br(zo)

< sup Uy / cRNdz =
Bar(z0)\Br(z0) Baor(xz0)\Br(zo)
2NRN — RN]

RN =

Bag(z0)\Br (o)

<C sup ug,y — 0, (3.60)
Bar(w0)\Br(zo)

pois uy — 0 quando R — oo. Utilizando esse limite, e as equagbes (3.46) e
(3.51), ficamos com

/ ug,vdr = /Vui,vG[XBT(xo)]dx + kG[XB, (20)](0). (3.61)
B, (o) RN

Lembrando que wuyy > kG[dg] = vo, e ugy € limitada por wy, e como V(x) >

@ em B,(x0), G[d] e G[xp, (2] também sao limitadas inferiormente por

¢ > 0 em B,(xg) pela sua defini¢ao, temos

/ upydr > / Vg v kPGP 60] G X B, (o) |47 + kG X B, (20)] (0) >

By (zo) RN

> Okl / wpvdz + KGlX 5, @) (0), (3.62)

B (z0)

absurdo para k grande o suficiente, uma vez que uyy seria ilimitada. Assim,
deve ser k* < oo.

(ii) Sejam p e k fixos, e Vi > Va. Define w1, = nh_)fgo up 1, com
Uy, = G[Viug] + k[do); (3.63)
upyy = GVa(uky, )] + K[0o], (3.64)
bem como, ugy, = nh—>nc>10 upy,, com
Uy, = G[Vaug] + k[dol; (3.65)
upth = G[Va(upy, )] + k[do]. (3.66)
Assim, Vi > V; implica em G[Viug] > G[Vaug| = uyy, > uj,y,. Por indugéo
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n+1 n+1
Uy, = Uy, = UkVy = Uk,Vy- (3.67)

Logo V' +— wy,y € crescente. Além disso, se k < k*(p, V1), entao uy v, estd bem
definido e, por esta construcao, ugy, também esta, ja que uxy, < uky,. Logo
k*(p, Vi) < k*(p, Va).

(iii) Se o potencial V' for radialmente simétrico, v; (3.29) também sera, uma vez
que esse é funcao de funcoes radialmente simétricas. Como a solucao é obtida
através do esquema de iteracao (3.28), cada um de seus termos é radialmente
simétrico; consequentemente, seu limite wuy ; também sera.

]

Notemos também que parap > 1 ek € (0, k], com k, == %(ng)_ﬁ7 a solucao

minima satisfaz

upy <w, < CkG[dp] em RV {0}, (3.68)

com C dependendo somente em k,. Assim Vuy 1 é localmente limitada em R\ {0}.
De fato, pela definicao de wy, (3.32), bem como as condigoes nesse intervalo de p > 1
(3.36), a afirmacao segue diretamente.
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4 Regularidade e Estabilidade

Nessa secao verificamos a regularidade e estimativas de decaimento para a solugao
fraca, bem como estabelecemos a estabilidade da solucao. Comecemos pela regula-
ridade:

4.1 Proposicao 4.1 (Solugao Cléassica)

Proposicao 4.1. Assuma que V satisfaz (1.1) com as > ag € ag €ER, €

pe <o, N]L) (4.1)

Entdo, qualquer solugao fraca positiva u de (Py.) é uma solugdo classica de (1.9).

Demonstragdo. Seja u solugio fraca de (Py,). Como VuP é L'(RY), podemos escrever
u como

u = G[VuP| + kGldy], (4.2)

para 2o € RV \ {0}. Seja o = |20/, ¢ B; = By-in,(20). Entéo para qualquer i € N,
temos

u = Glxp,_, VU] + Glxgmp, ,VuP] + kG[oo], (4.3)

eV e L2 (RN )\ {0}) (j4 que é localmente Lipschitz continuo). Para x € B;, tem-se
c,Vi(y)uP

Glxem\p,_, VU] = / Wdya (4.4)

RN\B;_1

e como y € RV \ B; 4, entdo |z — y| > re27". Utilizando essa desigualdade, e
considerando o anel definido por B; e B;_1, temos que

|G xrem\B,_, VUP]||L(B,) = sup Gxem\p,_, VuP] <

rEB;
i\ N2
<(2) [ avewmas
0 RN\Bi_l
< G [ Vi )dy = GVl (45)
RN
N\ N—2
2 C
de C;j=|(— Oy = ———.
onde <r0> N e
Da equagao (3.2), temos que
Cn
Gloo](z) = W, (4.6)

para x € By, |v — x| < 27%ry < ro. Consequentemente

3
o] = |o| — |z — ol > 4ro — 1o = 3ro = |o|. (4.7)

Logo, na bola B;
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C, Cn, D

|Gloo](7)] = 3= < NTT = N3 (4.8)
Também se tem que:
VuP € LYRY) = yp._,VuP € LY(B;) = Gy, ,VuP] € L*(B;), (4.9)
_ N
se s < 0,

pela Proposicao 2.10, desigualdade (2.30). Como G[xp,_,Vu?], G[kdy] € L>°(B;-1),
entao

G[XBi_IVUp], G[k’ég] < LS(BZ‘_l). (410)

Logo, por (4.3), u € L*(B;_;) para 1 < s < 5. Portanto, u? € L»(B;_,) para

p € (0,s). Isto é, u? € LI(B;_;) para 1 < ¢ < p(]\]fv_Q) (p(]\],V_Q) > 1 pois p < N]X2>
i N
Em particular, vale para um gy = % (1 + %m)
Pela Proposi¢ao 2.10, tem-se que:

Nqo

G[xBa,, (x0)VU’] € L (Bay,(79)), com p; = N —2g°

(4.11)

A condicao da proposicao pode ser facilmente verificada:
-1
1 2 1 Ngo ) 2 1 2 2 1
—t=2>— | —— ==t == —. 4.12
p N7 q (N—qu N q@ N N q (4.12)
Analogamente, Vu? € L% (B, (o)), com ¢ = 2, visto que ¢; > 1. De fato

P<xis
1<1_2+N—2/<\1+2@1<1+2©
o N N~ p N ¢ p N
1 2 1 N—2q 1 1 1 m
—— =< - - —< - —=q¢>1, 4.13
@0 N p Nqo P pop ' (4.13)
e também novamente pela Proposic¢ao 2.10,
Nag,

Glxs,, (zo)VuP] € L*(B,,(x0)), com py =

. 4.14
N o (4.14)

Seja q; = % € Piy1 = Nli‘gq_, se N —2g; > 0. Suponhamos que N — 2¢; > 0 para
todo i € N. Assim obtemos indutivamente, repetindo o argumento de (4.13), que

VuP € L%(B;) e Glxp,VuP] € LP*(By), (4.15)

com cada ¢; > 1. Verificamos também que

i i Ng; N
qi+1 :p+1 . q (416)

qi p4q; B QiP(N - 2%’) B p(N - 2%‘)

1
N-2

Como ¢; > 1, N —2¢; < N -2 &
temos

< N%qu. Combinando com p € (0, %),
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Ti+1 _ N S N
%  p(N—2¢) p(N-2)
isto ¢, lim ¢; = 400. Porém, isso contradiz que N —2¢; > 0 Vi. Logo, 3 19— 1
71— 00

> 1, (4.17)

tal que N — 2¢;,—1 > 0, mas N — 2¢g;, < 0; tem-se entdo que Vu? € L% (B;)), e
N —2¢g;, <0 = ,% < % Assim, pela proposi¢ao 2.10
20

1GIxa:, Vurlli=(B,) < ClIVUP|| 20 5, < 00, (4.18)
isto ¢
Glxp,, Vu"] € L*=(B;,). (4.19)
Lembrando que u(zg) pode ser escrito como

u = G[xp,, Vu"] + Gxgm\ s, Vu"] + kG[do], (4.20)
por (4.1), (4.8) e (4.19) temos

[u(@o)| < |G xm, VUllle= (s, (o) + [[Glxem\a, Vil 5;,) (o) +

D
K[ G[00]| |z (5,,) (w0) < C"+ Cil [Vl || 11 (B, (o)) (0) + o2 < c, (421)

e assim
VuP € L*(By,). (4.22)
Ainda, pela Proposic¢ao 2.11:

IVG[xp,, Vu]| € L>(B;,)- (4.23)

Porém, é possivel conseguir mais que isso; podemos mostrar que |u(xg)| — 0, quando
|zo| — oco. Para o terceiro termo de (4.21), é trivial. Para o segundo, temos que

C; 2N_2CZ'
CillVuP || 1By (w0)) = WHVUPHU(B%@O)) = WHVMHD(BQTO@O))» (4.24)

lembrando que Vu? € Lj, . (RN \ {0}), segue o resultado desejado. Para o primeiro
termo, temos que para um x = Ty tem-se

eV (y)u? (y) dy (4.25)

Gl Vel = [ Sy

Brio (wO)

Se 1, > 1, entao considere

/ eV (y)uP (y) dy — / eV (y)uP (y) dy+ / ch(y)up(y)dy_

ra — y|N—2 o
By, (x0) [0 =4 By (o) Br,, (20)\B1(x0)

Note que
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/ eV (y)uP(y) du <

To — N-2 -
Bulngy 1P Y
1 L
qio 1 % qio
< V() ()% d | (ot
< / (cnV (y)u?(y))™ dy <|x0_y|N_2 y)
B1(xo) B1 (o)

1 JE—
e C;l||Vup||Lq10 (BI(IO)) /0 T(N_l)_(N_Q)ind’]"’

onde @;, €é o conjugado de g;,, isto é:
1 1
Qig Qi

(4.27)

(4.28)

Observe que se ¢;, — 00, entao g, — 1; logo vale (N — 1) — (N — 2)g, > —1, para

gi, grande, donde

(N-1)—(N-2)Tig |1

1 __
/ r(N=1)=(N=2)ai5 g, — r =(C < .
0 C 0

Portanto

/ eV (y)u (y)

70— g2 W S GVl 5w

1(zo)

Note agora, que

c,V(y)uP
VWD),
|0 — Y
By, (z0)\B1(z0)
eV (y)uP (y)
fdy < VWPl Lrs,, (wo)-
Bry, (z0)\B1(z0)
Logo
eV (y)uP (y) i
/ Wdy S HVUPHU(B% (o)) T Cal VU [ 330 (B, (o)) -
Br. (z0)
ig

Se 1, < 1, repetimos a estimativa para a primeira parcela

/ eV (y)uP(y)

o — g2 W = CallVellzso i, oy < callV 0o o)

BT'iO ('7:0)
Em qualquer dos casos temos:

/ eV (y)uP (y)

To — N-2
By (o) |zo — Y

25

dy < HVUPHLI(B”0 (z0)) T ol [VUP|| i (Bi(z0)) < C.

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)



Vejamos agora que |G[xp, Vuf]l|z=(s,,)(70)| — 0, a medida que |zo| — oo.
Temos que |u(zg)| < M para |zg| > 1, por (4.21); combinando com a estimativa
anterior

/ eV (y)uP (y)

Tn — N-2
By (a0) |20 — ¥

<C ||Vup||L1(B2r0($0)) +C~n||Vup||L%(Bl(xo)) < ||VMP||Lqio(Bl(a;0)) <

dy < H’VU‘DHLl(B% o)) T GllVUP|| Loio (B, () <

—0 (j& visto)
L
g

< MP||\V|| oo (B, (20)) / 1 %0 — 0, quando |zg| — 0. (4.35)

1(%o0)

Em B, temos que Au = VuP. Como VuP € L®(B;,), entdo Vu € C*(RY) Va €
(0,1), pelo Lema 2.9, ou, v € C**(R") no mesmo intervalo de a. Consequente-
mente, u € C}.; sendo a solugdao u > 0, u? também ¢é localmente Holder continua.
Portanto, como V' ¢é localmente Lipschitz continua, Vu? é localmente de Hélder isto
é, VuP € C2.(By,). Pelo Lema 2.8, temos que u € C.%(B;,), isto é, é solucdo classica

A proposi¢ao em seguida estuda a singularidade da soluc¢ao fraca de (Py) na
origem, bem como seu decaimento no infinito. Primeiro precisamos provar alguns
resultados auxiliares.

4.2 Lema 4.2

Lema 4.2. Seja f : RY — R mensurdvel, tal que 0 < f(y) < |y|™", para B < N e
f=0em RN\ Bg(0). Entdo

Claz|=P+2 (0)\ {0}, se B>2

para T € B§
IG[f](z)] < Cy+ Colz|™t para =z € Bg(O) \ {0}, se B=2 (4.36)
Cs para x € Bg(()) \ {0}, se (<2,

onde C,C1 e Cy s6 dependem de N e Cz so depende de N e R.

Demonstracao. Note que

G[f](x):/%dy: / A / Wy (s

€T — N-=-2 — T — N-=-2
BR(O)\ Y| BR(0)| Y|

Seja

1

o) = / ————dy = / I(x,y)dy. 4.38

0= [ G (.9) (438)
r(0) Br(0)

Logo |G[f](z)] < ¢(z). Afirmagao:
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Cz|=5+2 para z € Bz(0)\ {0}, se 5>2
lp(z)] <L CL+ Colz|™! para x € Bz(0)\ {0}, se g=2 (4.39)
Cs para T € B%(O) \ {0}, se pB<2

Dado z € B%(O) \ {0}, define 6 = %‘ Note que (definindo A = Bg(0) \ (Bs(0) U
Bs(x)))

p(x) = / I(x,y)dy + / I(a:,y)dy+/](x,y)dy. (4.40)
Bj(x) A

B;s(0)

() (i4) (i)

Analisemos cada integral separadamente:
(i)

yeB0)= |yl <d=|z—y[>|z[ |y =230 —6 =25

Sl =yl > 26 (4.41)
Consequentemente
)
1 1 c FpN-1
/ e — N2 W = / dy = — / dr =
Bl —y|N-2"7 — g N-2 N2 3
s Y1E =l sl 917(20) (2082 ) 7
Cn rN*ﬁ ’ 0 8 )-8
= v pyeve| 00 =0l (4.42)
0

yeBs(x)=lyl=ly+a—z|>|z|—|z—y[ >3- =20

Syl > 26, (4.43)
assim
P
1 1 c rN-1
/ dy < / dy = ——= /*dr =
Blg —y|N-2"7 — 20|8|x — y|N—2 20)8 ) rN-2
Bl WPl — Yl sl 1201l =yl (20)7
5 [0
En T p§2-B )28
55 557 00(5 =C'z|77". (4.44)

(ili) Se y € A, entdo

y & Bs5(0) = ly[ >

cd= =y <|z|+ly—2|=30+|y—=
y y & Ba(x) = |y — >5} lyl < |z + [y — 2| ly — x|
1 1
Syl <30+ ly—x| <4ly—z| = — > . 4.45
vl ly — x| < 4y — 7| i (4.45)
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Logo

4N 2 1 4N—2
/wwwyWQ /WWMN2“— / WP =
(0\B5(0)
R _
= 4N-2¢ L dr (4.46)
o ") opBEN-2 T )
) \‘/_’1—,8

Para essa integral temos 3 casos:
(a) 1° Caso: 1 = > -1 (8<2)

7"2_5R
2—55

_C
=373

R
C / r'Pdr =C (R*7 =00 < C'R¥P =C. (447)

(b) 22 Caso: 1 —f=—1(f=2)
R

C’/Tl*ﬁdr =Cln(r)| =C(In(R) —In(0)) = C1 — Caln(d) =

)

1 1
— ) + Goln <5> <O+ G <5> — Oy 1 Cyd = Cy + Clf]

(c) 3° Caso: 1 —f < —1 (5 >2)
Note que > 2 =2 — (3 < 0. Assim

7 r2=8 " C
¢ [r'Par=c = (P R¥P) < 0P = (P
/ 2—p0 5 b —2
(4.48)
Somando as 3 parcelas, completa-se a prova da afirmacao.
m
4.3 Lema 4.3
Lema 4.3. Se u € L7(Bg(0)), com R<1 e~y > 1, entao:
(i) G[VuPxs, ()] € L*(Br(0)), se
1 p ag—2
S . 4.49
PR (4.49)
(ii) GV xp,0) € L¥(Br(0)), se
p  ap—2
= < 0. 4.50
Py (150)
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Demonstracao.

(i) Supde que u € L7(Bg(0)). Afirmagao: se

P Qo
= > =+ =, 4.51
375N (4.51)
entdo VuPxp,0) € L?(Bg(0)). Observamos que
P B — B,,pB
[ VexsoYdy = [ viuray, (4.52)
Br(0) R<1 Bp(0)
e apliquemos a desigualdade de Holder para o par de conjugados s e §
1 1
/ VAU dy < / VP dy / uPPdy | . (4.53)
Br(0) r(0) r(0)
O potencial V(y) é limitado por
Vi) < TO = VB < cly| P, (4.54)
y a
Consequentemente
R
/ VFdy < / cly| =P dy = C/p‘”OBSpN‘ldp =
Br(0) Br(0) 0

R

_C / pra0BstN=1q, (4.55)

0
que ¢é integravel se —agfSs + N —1 > —1, isto é
< X >0
N > apfs < T (4.56)
s qualquer se ag < 0.
Assumimos entao o caso ag > 0. Com tal escolha, § fica
N
P N
5> = : 4.57
% —1 N — a,oﬁ ( )
Ja para u € L7(Bg(0)), a integral
/ WP dy, (4.58)
Br(0)
é finita se
pps < 7. (4.59)
Por (4.57), temos
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pBN

§>
P TN = ah)
e combinando com (4.59) fica
PEN
= <
(N = aop)

Rearranjando os termos, ficamos com

BN Yy, P _N—-apB p
< e Ui =
(N — aof) ¥ BN v
P ap
&S —=>=4 —
374N

pela Proposigao 2.10. Combinando (4.62) e (4.63), obtemos

p oo _1 2 p
ju— J— — JE— @ — pu—
SN STNOISY
isto é, u € L7(Bg(0)) = G[VuPxp, )] € L*(Br(0)) se
L p a—2
s v N
(ii) Para o segundo caso, supoe
P -2 g P 0 2
7y N v N N

Logo, 48y > 1 tal que

2

<1
Bo N

2
_|_
=5

Pela prova do item (%)

u € L'(Bgr(0)) = VuPxp, ) € L°(Bg(0)),

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

se > 1 satisfaz 1 > % + %. Em particular, 5, satisfaz essa condigao; conse-

B
quentemente,

VuPxp, ) € L™(Br(0)).
Assim, pela Proposigao 2.10, G[VuPx, )] € L>*(Bg(0)), uma vez que

completando a prova do lema.
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4.4 Proposig¢ao 4.4 (Decaimento na Origem)

Proposicao 4.4. Supde que V satisfaz (1.1), com ag € an dados em (1.20), ep > 1
satisfazendo (1.19) e (4.1). Seja u uma solugao fraca de (Py), entdo

sup u(z)|z|N % < +oo. (4.70)

|z|—0

Demonstracao. Verificamos inicialmente o decaimento préximo a origem. Observe
que u pode ser escrita como

u = G[VuPxp, )] + G[Vul xgm g, )] + kG[do] == u1 + v1 + wy. (4.71)

Da prova da Proposicao 4.1 temos que G[VuPxpv\ p, ()] = v1 € LOO(B%(O)), e dire-
tamente da definicio kG[dg)(z) = wy = cxk|z|*™N. Consequentemente

1
/ (kG[6]) dzz = / (enk|z>Nyde = C / pE=NIrEN=1g, (4.72)
B1(0) B1(0) 0

¢ integravel se (2 — N)r+ N —1 > —1 & r < &5 (kG[] € L"(B1(0))). Para a
primeira parcela, temos pela defini¢cao de solucao fraca que

VP € L'RY) = VuPxp, o) € L'(RY). (4.73)
Pela Proposicao 2.10, uy € L™(B1(0)) se 1 < 142 isto ¢, 7 < 5. Seja dy € (ag, 2)
tal que
N — ay
< 4.74
P<yN—2 (4.74)
que ¢ possivel, pois p < %1“20 e ag < dp. Seja também €y > 0 tal que

N(p-1) N

— 4.75
2—d N-2 © (4.75)
pode-se fazer isso ja que:
= 1>p& >p—1< > . 4.76
N_2 N_2 'TPE NP N—-2~ 2-4 (4.76)

Escolhemos entdo r = 4y == 15 — €y < 5. Em resumo, uy, vy, wy € LVO(B%%(O)).
Logo, u € LVO(B%%(O)). Observamos entao

u? = (ug +v1 +wq)? < C(uf +of + ) =
= G[VuPx (B, 0] < C(G[Vulx(s, )] + GV x (B, 0] + GIVwix(s o)) =
—_—
=uy =ug =v2 =w2

= u < C('U,Q + vg + 'LUQ). (477)
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Definimos indutivamente:

Uk+1 = G[VUZX(Bl(o))]; (4-78)
Vk+1 = G[Vvix(31(0)>]; (4-79)
w1 = GV wix (s 0))- (4.80)
e pode-se mostrar, repetindo o processo feito em (4.77), que
up < C* (g1 + Vs + Wepr)- (4.81)

Provemos entao algumas afirmacoes relevantes:

1. Afirmacao 1) vy € L*(Bx(0))Vk € N. Para v isso ja foi visto. Supoe entao
2
que vale para v,. Consequentemente

v, € L¥(Bx(0)) = [Vupxs 0)(y)]

ok

< Cly[™*, (4.82)
-
[V (y)|<Cly|~20

com ag < 2. Assim, pelo Lema 4.2 segue que

|vr+1(2)| = [G[VRxs o] (@)] < ¢ (4.83)
para x € B%(O) \ {0}. Isto é, vy € L®(B_r (0)). Por indugao vale a
2

2k+1

Afirmacao 1.

2. Afirmagdo 2) Com vy = 1 — € (definido anteriormente), existe kg € NU {0}

tal que para ;.1 definido por

1 P do -2
. , 4.84
Vel Vk N (484)

para k < kg, ou v, satisfaz

0<% <M <..<V € Y+1 <0,o0u, (4.85)
% + (507]\72 = 0, ou 7yk,+1 nao estd definido.
Suponhamos que ;11 definido pelas relagoes anteriores seja positivo para todo
k € NU{0}; logo, Vk+1 > Y&:

* 71> ¢
1 1 g — 2 1 —1 2 — qq
"> e LI NN AL P & < o
~~ Y Y% Y N Yo Yo N
Y0,7v1>0
N(p—-1) N N(p—1)

Sy > & — 0y > ———~ 4.86
o T T N2 T T g (4.86)

que vale por (4.75). Logo, 71 > 70. Supbe agora que 7; > 7;_1 para
J=12 ..k (istoé v <y <72 <..<%%).
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* Vkt+1 > Yk

1 1 o — 2 1 —1 2 —
p Qo p < Qo

Vsl > VS <—e 4 <— o
o ~ Vet Ve Tk N Vi Vi N
Vk+1:76>0
N(p-1)
LRy (4.87)

ap

Que vale, uma vez que pela hipdtese de indugao y > ... > vy > 5=

v € uma sequéncia crescente supondo v, > 0 Vk.
Consequentemente, ou klim Yk = 400, ou ¥, converge a algum limite L. Supoe
— 00

que vale a primeira op¢ao, isto é, klim Yr = +00. Entao
— 00

L _p G2

e Wk N
— O~
—0 —0
dg — 2
. — O
N
~.dp =2 (Absurdo). (4.88)

Supondo v, convergente, com lim v, = L, fica
k—o0

1 dy — 2
S _P %
Vi Vi N
~—~ ~—~
—L —L
1 p a—-2 2—a p-1 N(p—-1)
T p=—4 = S L=—"‘* < . 4.89
I LN N L 29—y 0 (4.89)

Absurdo, pois L = klim Yk > 0. Logo, absurdo em ambos os casos. Conclui-se
— 00

que o absurdo ocorre ao supor que vy, > 0 Vk. Consequentemente, dky tal
que
Yos V15 Vo > 0, € Yrer1 <0 (ou nao estd definido). (4.90)

Como 79,71, .-k > 0, ainda vale a inducao anterior, e temos 79 < 71 < ... <
ko, concluindo a afirmacao 2.

3. Afirmagao 3) uxy1 € L (Bg(0)) para k € {0,1,...,ko}.
e u; € L(Bg(0)) (ja visto)
« Supde que uy € L"*1(Bg(0)), com k € {0,1, ..., ko — 1}. Assim

ur € L1 (Bg(0)) = G[Vuixs ) € L™ (Bgr(0)), (4.91)

pelo Lema 4.3, pois v,_1 e 7, sdo positivos, e satisfazem

1 g — 2 ag — 2
p+0 >p_i_o.

4.92
e Vk-1 N V-1 N (4.92)
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4. Afirmacao 4) ug,+2 € L>®(Bgr(0)).

1 P do -2
<0&0> = —+ . 4.93
Thot! Yro+1  Vko N ( )
Ou, caso 7k, +1 nao esteja definido (%1+1 =0), tem-se
0
1 g — 2
0= - Rz (4.94)

Vho+1 Vo N
p ag—2
Logo e + %= < 0. Portanto

<0. (4.95)
Valendo isso, ug,+1 € L™0(Bg(0)), com % + %2 < (. Pelo Lema 4.3

Uko+2 = G[Vui 11XB, (0] € L= (Br(0)), (4.96)
provando a Afirmacao 4.

. Afirmacio 5) |wi| < Cly/* em Bx )Vk € N.

o wy = ey
o Supde que |wy| < cly/> N em B 1 g Define 8 = N —2 e considere h = wy.
2
Dai,

Al < clyl™ = WP < clyl ™ = VR xp o) < eyl (4.97)

Pelo Lema 4.2, caso ag + p8 > 2, entao vale

GIVR Xy 0)]] < cly| 707 77F2, (4.98)

Vejamos que vale —ay — p8 + 2 > —f3. De fato,

2 — 2 —
2 a>Bp-)epf< P o Noog< W
p—1 =~ p—1
B=N-2
2—(1,0 2—CLO N—ao
Sp <N_2<:)p<N_2+ N o (4.99)

que de fato se verifica. Logo, vale —ag — pS + 2 > —[. Assim

wpar] = [GIVebxm ol < clyl ™2 < eyl em B_p_ ). (4100)

ok+1

Caso ag + pf < 2, entao o Lema 4.2 estabelece que

G[VthBl(O)] S 03 ou 01 + Cg‘y|_1, (4101)
que em ambos 0s casos sa0 menores ou iguais a
Clyl™” em B_x (0). (4.102)
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Pelas Afirmagoes 1 e 4, ugy 42 € Vg2 € L(Br(0)), e pela Afirmacao 5, wy, 12 <

colz|>~Y em B_xr_ . Consequentemente
oko+1 0)

=I9ko+2

—_—
ko1 < ClUkyr2 + Vkyr2 FWiko12) < Clgror2 + colz*Y)  em BT(I;Q () (4.103)
com gi,+2 € L>®°(Bg(0)). Portanto
=gkg+1
—_——
Uy < Clttpgs1 + Vkgr1 + Weos1) < C(Crga + ko1 +CColx* ™ + Colz*~Y) <
=C1
< ‘ L 2=N
< C(Gro11 + (CCy + Cy) || ), (4.104)
onde gry+1 = gro+2 + Uke+1 € L(Br(0)). Assim
Uy < Gror1 + CalzPN. (4.105)
Por inducao
up < Cgryr + Cko_(k+1)|x|2_N, (4.106)

com g, € L*(Bg(0)) e Cry—k+1) > 0 é uma constante. Em particular, para k = 0,
temos

u=1uy < Cg + Cryrr|z*™ em B_=x 0 (4.107)

com g; € L®(Bg(0)) e Cgyr1 > 0. Isso termina a primeira parte da prova da
Proposicao 4.4, isto é

lim u(z)|z)¥ 2 < oo. (4.108)

|z]—07F

4.5 Proposic¢ao 4.4 (Decaimento no Infinito)

Agora verificamos o decaimento no infinito, isto é

‘ZE|N_2

lim sup u(x) < 0. (4.109)

|z|—o00

Sabemos da Proposigao 4.1 que u € LS (RN \ {0}) e

loc
lim wu(z) = 0. (4.110)
|z|—o00
Dividimos a prova em 3 partes: (a) ao > N; (b) as € (2, N]; (¢) asx € (0,2].
(a) Caso as > N. Seja ¢g(x) = |z|*N — |2]*7%= para |z| > 2. Observe que
A(|z|*) = ala + N — 2)|z|*2. (4.111)
Usando isso para a =2 — N e a = 2 — a.,, segue que

Ado(a) = AllePN) = Aflal? ") =0— Ale| >, (4112)

35



donde existe B > 0 tal que

— Ato(z) > Blz| . (4.113)
Observe que como lim ¢y(z) =0e lim u(x) =0, dado C' > 0 existe R, > 0,

e €, — 0 com n — oo tal que

Co(z) > u(x) — €, Yo € Sg, (0), (4.114)

onde Sp, indicada a esfera de raio R,,. Sendo u € L2 (RV\{0}) e ‘ llim u(z) =0,
T|—00

loc

e considerando o comportamento de V' longe da origem (isto é, limitada por
D|x|~%<), existem «, 5 > 1, tal que

—Au=V(x)uP(z) < ajz| 7, se|z| >2 e
u(x) < B22N —227%), se |z = 2. (4.115)

Isto é (representando Bg,(0) \ B2(0) por Asg,)

—A(Ctg) > —Au  em Ay g,;
Cthg > u>u—e, em Sy0); (4.116)
Cipg > u— €, em Sg, (0),

para C' suficientemente grande. Pelo Principio da Comparacao, temos que

Cwo > U — €, €m A27Rn, (4117)

para |z| > 2; Como x € Bg,(0) para n grande o suficiente, vale

Cpp(x) > u(x) — €, . (4.118)
inct
Logo
u(z,) < Ciho(y) < Cla*V. (4.119)

Caso ax € (2, N]. Seja

2 — (oo se oo € (2,N)
= {1(2—1\7) BNy (4.120)
P oo Y
e define ¢ (z) = |z|™. Vejamos que existe C' > 0, tal que
— Ay (7) = c|z|" 2 > Clo| %=, para |z| > 1. (4.121)
No caso as € (2, N), temos por (4.111) que
Arpi(2) = A([2[™) = (2 = as) (N = aso) 2" 77, (4.122)
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de maneira que vale (4.121). Para o caso a,, = N, basta que 771 — 2 > —a., €
entdo vale para |z| > 1 (j& que |z|™ ™2 > |z|7%°). De fato, como p > 1, temos

p>1=(N-2)p>N—-2=2—-N—-2p>—Np

1
= —-2-N)—2>-N=—0x =T —2> —lc. (4.123)
p

Logo vale (4.121). Pelas mesmas justificativas do caso anterior existem «a, § > 1,
tais que

—Au=V(z)uP(r) < alz|™ 2 se|z| >1 e u(x) < B, selz| >1, (4.124)

e usando o Principio da Comparacdo, como no caso (a), temos

uw(z) < afiy(x) < C'z|™ para |z| > 1. (4.125)
Assim,
VuP(x) < Cla| > c(jz|™)P = Clz|**P™  para |z| > 1. (4.126)
Defina 7 = 2 — ay + p1y. (Note que 75 < 71 < 0.) Logo
— Au(r) = VuP(z) < Clz|?™? para |z| > 1. (4.127)
Se 75 < —(N — 2), defina
Uo(x) = |z|*™™ — |z|? para |z| > 1. (4.128)

Logo, por (4.111), —Aty = A|z|?72 com A > 0, e, pelo mesmo argumento de
comparacao usado previamente, existe C' > 0 tal que

u(z) < Chy(x) < Clz)*™ para  |z| > 1, (4.129)

provando o resultado. Caso 1 > —(N — 2), seja

92— an, (N -2
= (oo + PT2 se 1y > —( ) (4.130)
2—ap +p(r2—0) ser=—(N—2),
onde o é pequeno tal que p(ms — o) < —(N — 2). Seja
|| ™ se 1y > —(N —2)
= 4.131
Ya(z) {\x|72_" se Ty = —(N —2). ( )

Por (4111), AwQ(x) = C|;(;|T2_2 se T, > _(N —_ 2) e sz(x) — C|.T’T2_J_2 <
c|lz|77? para |z| > 1 se 7 = —(N — 2). Pelo mesmo argumento de comparagio

u < Cig(x) < é¢lz|™ para |z] > 1. (4.132)

Repetindo esse argumento de forma indutiva, temos que u(z) < cp;(z) < ¢é|x|™
para |z| > 1, onde 7; = 2 — aeo + pTj_1, 8€ Tj_1 > —(N —2), 0u, T} =2 — a4 +
p(1j-1 —0),se Tj_1 = —(N — 2), com p(1j_1 —0) < —(N —2).

Note que 7; — —o0. Logo, existe jy tal que 7j,_1 > —(N —2) e 15, < —(N —2).
Definindo v, (x) = |z|*» — |z|%0, assim como antes, concluimos que

ule) < Oty () < O™ — [z 70) < Claf?, (4.133)

provando o resultado para o caso (b).
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(c) Caso as € (0,2]. Para |z| > 2 fixo, seja 1o = 3|2| " ; observe que %= € (0, 1).
Temos que

GVl = [ Vs [ s Ve @)y
)

By () RN\ By, (=

(4.134)

Dentro da bola B, (z), |z| — |y| < |z —y| < 1o, donde |z| — 9 < |y|. Conse-
quentemente

CN CN
| —mvewmay < [ e (y)dy <
|z —y [z —y[N 2yl
Bro(x) Br'o(x)
CN C p
— —u”(y)dy
B/() |z — y[N=2 (|z] — 7o)
ro\Z
C 1
p _
< Gl | et =
BTO(Q})

To
= Cllal = 70) ™[t 5,2y | 7dr = C'(fal = 70)™"[ [t [ 5, 5. (4:135)
0

Fora da bola, |z — y| > 19, de maneira que

C C
/ Wv(y)up(y)dy <c / sV (W) (y)dy =
RN\ By (z) RN\ B (x)

=15 [Vl || 1 ). (4.136)

Como u € L®(B,(x)) e VuP € L*(RY), combinando as desigualdades obtidas,
ficamos com

G[VuP|(z) < C [(|m] —19) 7 %°rg + rng} < C'(|z] = 7o) "rg, (4.137)
ja que |z| > 2. Por sua vez

1

ace 1
2] = S1alF 2 Sl = 4l 2 (] — o), (4.138)

de maneira que

G[Vu](x) < C'(|z] — 7o) °rf < c\x|_“°°|x|2aToo = c|x|_(1_%)“°°. (4.139)

Lembrando que

u = G[Vur] + kG[&], e G[&](z) = cy|z*". (4.140)
Assim, de (4.139),
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2
w(@) < Cla|™™, jdque 7o := (1 — N) (oo < N — 2. (4.141)

aoo+P

Se as + pyo < N, define ry = 2]:(;\ . observa que ““J’% € (0,1). Nova-

mente temos que

GVl = [ eV ) )yt
Brl(x)

+ / y|N vV (W)u'(y)dy <

RN\B;, (z

<ci(|z| - Tl)famfmorf + cory M|V || gy <

Clz|™ (1-% ) (aso+p0) (4.142)
Implicando em
_ 2
w(@) < Cle|™, com ;= (1 — N) (G0 + 1Y0) < N — 2. (4.143)

Indutivamente, definimos r;’s como r; = 3|z|7, com ~; = (1 - %) (Goo +DYj-1)-
Existe jo € N, tal que ax + pvyjo—1 < N —2 e as + pvyj, > N — 2, visto que
p > N . Para v, ..., 741, repetindo o argumento anterior, concluimos que:

u(z) < Cla| o1, (4.144)
Portanto, assim como em (4.142)
G[Vu?] < Clz| Mo < Cla|~WV=2), (4.145)

Logo, u(z) = G[VuP] + kG[dy] < Cla|~ ™2 provando o teorema.

4.6 Proposicao 4.5 (Estabilidade da Solugao)

Proposicao 4.5. Assume que V' satisfaz (1.1) com ag < min{2,ax}, p > 1 satis-
fazendo (1.19) e k € (0,k*). Entdo, qualquer solu¢do minimal positiva uyy de (Py)
¢ estavel. Ainda, ugy satisfaz (1.11).

Demonstrag¢ao. Comecemos provando a estabilidade da solucao para £ > 0 pequeno;
em seguida provamos para todo k < k*. Por (3.68), e k pequeno, vale

upy (r) < Cklz>™™ em RV \ {0}, (4.146)
com C' > 0 e independente de k. Portanto
1 BT
V(m)ukv( ) < CP oy kP P (4.147)

Pelas condigoes de p
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N—ao
N -2

p < =p2—-N)+(N—-2)>a— N+ (N—-2)=
= (p-12-N)—as> -2, (4.148)

bem como:

N — ao
N -2

p > =p2—-—N)+(N—-2) <G —N+(N—-2)=
= (p—1)(2=N)—axn < —2. (4.149)

Assim, para |z| < 1, vale

2—N)(p—1)—ao

(
p—1 p—1 p—1 |$|
V(@)uyy (x) < CP o1k 1+ [z]oee—a0

!

< C'p_lalkp_l |x|(2—N)(p—1)—ao <

< CpilO'l

o (4.150)

e para |z| > 1:

|m|(27N)(p71)7a0

< CP gy g 2D o

corig (4.151)

|z [?

Para || =1 ¢ trivial. Em qualquer caso temos
V(z)ub (z) < CP oy k- (4.152)

Assim, para qualquer £ € C’é’l((R)N ), utilizando a desigualdade acima, bem como
a de Hardy-Sobolev, obtemos que para k pequeno vale

2 1
/Vuﬁfvlgdxﬁ C* o kP! / \fc|2d$ < - / IVE|Pda. (4.153)
RN RN pRN

Por densidade, (4.153) também vale para £ € DV?(RY), de modo que uyy é uma
solugdo semi-estével de (P;) para k > 0 pequeno.

Vejamos agora a estabilidade da solugao minima para todo k € (0, k*). Supoe
que uyy nao ¢ estavel. Entao vale

[ IVEPdr
A= inf RY

— i <
£eD12(RN)\{0} p j]’VVuifVlﬁd:c -
R

(4.154)

Por inclusao compacta (5.1), A\; é atingido por uma fun¢ao nao negativa &; satisfa-
zendo
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Escolhendo k € (k, k*) e definindo w = uj,y — ug,y >0 (por (1.1)), temos que

w =GVl , = Vuf ] + (k= k)G[&]. (4.156)
Utilizando a desigualdade elementar (a + b)? > a? + pa?~'b para a,b > 0, temos que

p

Uiy = (W Huy)’ > upy + pu yw. (4.157)

Utilizando essa desigualdade em (4.156), ficamos com

w > GV (uf ,+pul )=Vl )+ (k—k)G[5] = G[Vpul yw]+(k—k)G[do]. (4.158)
Multiplicando essa desigualdade por —A&;, obtemos

A /qui}}&wdx = /(—Aﬁl)wdx >

RN RN

> [(~A&)GIVpuywlde + [ (~A&)(k - k)Gldz =
RN RN
= / Vpuﬁjx,lwfldx + (k= k)& (0) > / Vpui}/lwfldx, (4.159)
RN RN
absurdo, pois A\; < 1. Consequentemente
p / Vil e dy < / IVE[2dz, Ve € DY2(RN)\ {0}, (4.160)
RN RN

provando a estabilidade de wy,. Provemos agora (1.11). Para qualquer k € (0, k*),
1

seja k' = > ke ly = (5)5 < 1. Existe uma solucdo minima uy y de (FPy) (pois

esta existe Vk < k*), a qual é estdvel. Como k — K'l}; = 0, vemos que

loww v > Bup v = 1§ (G[Vul, ] + KG[00]) + (k — KI5)G[d] =
= G[V(louk/7v)p] + k?G[(S[)], (4161)

isto é, louy v ¢ uma supersolucdo de (FPy). Portanto

loug v > up v, (4.162)
assim, para £ € DV?(RY) \ {0}

0< / VE[2da — p / Vvl dr < / VEPda — pli? / Vil e =
— i / VE[2dz — p / vl edz| | (4.163)
RN RN

Isso implica que
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/|V§\2dx—p/vu§jvl§2dx _
]RN

RN
=1 =0 [ |VEPda+ (BT [ |VEPdr —p | VUl E2da| >
( 0 0 p kV
RN RN RN
>0
> (1Y / VE[2dz. (4.164)
RN
Observamos que existe ¢ > 0, tal que
-8B >c [(k*)”pl - (k;)”rf} . (4.165)

Para verificar a desigualdade, considera a fungao g(k), k € (0, k*) definida por
k+ k") — (2k)”
g(k> - ( ko oz) ]{E a) ’
(k) — (k)
— p=1

com o = B2 € (0,1). Observa que g(k) > 0 qualquer que seja k no intervalo
considerado, bem como llﬁin% glk)y=1e
—

(4.166)

L’I:I-ép\ital i Oz(k‘ + k,*)a—l _ 2a(2k,)a—1 _ a(Qk*)a—l _ 2()[(2]{3*)a_1 B

khjil g(k) "= k—k* 0— a(k)>! N —a(k*)e-t
—a(2k*)1 .
St S A—— S 4.167
—05(2]{*)0‘*1 ) ( )

isto é, g(k) é limitada inferiormente por um positivo no compacto [0, k*]. Conse-
quentemente conseguimos ¢ tal que

(k + k) — (2k)

> ¢(2K%)°, (4.168)
(k*)> = (k)*
Reorganizando os termos
ol (R R — (2k) (k4 k) — (2k) kT
E*)» — (k)7 | < < =1 —
c ( ) ( ) — (2k*)a — (k*—i—k)a k:—gk

kE\ 7
=1 <k/> =11 (4.169)

e combinando as desigualdades (4.164) e (4.165), obtemos

[ 1VePdz—p [ visiear > c[(k:*)”pl _ (k)”pl] J GRESNCR T
ok

RN RN

completando a prova.
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Corolario 4.5.1. Assuma p > 1, V satisfazendo (1.1) com ay < min{2,a}.
Entao, se k € (0,ky), a solugio minimal uyy de (Py) € cldssica, estdvel e satisfaz

(1.9) ¢ (1.11).

Demonstragao. Como k < k,, conforme (3.68) a solucdo minimal wuyy de (P) é
controlada por wy,, o que implica que Vuy y, € Lis.(RV\ {0}). Segue das Proposicoes
(2.10) e (2.11) que uy y é uma solucdo classica de (1.9). A prova é completada pela
prova da Proposigao (4.5) e por (3.68).

[

Demonstracao Teorema 1.2. O Teorema segue das Proposicoes 4.1 e 4.5 e do Co-
rolario 4.5.1. [
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5 Solucao por Passo da Montanha

Desejamos encontrar uma segunda solucao do problema (FPy). Para tal, procura-
mos por uma funcao nao trivial u, diferente da solucao minimal wuy v, tal que uy v +u
seja solugao de (Py). Isso nos leva a considerar o problema

{—Au = V(uk,v + U+)p - V<Uk,V)p €m RNa (5 1)

li =0.

Justificativa. Note que uy > 0; consequentemente, u,y + uy > upy > 0, e vale

Viuky +ug)? = Viugy)” = 0. (5.2)

Portanto,
—Au=V(ugy +ug)’ = V(iugy)” > 0. (5.3)

Agora, considerando o limite (5.1), tem-se

lim u(z)=0 = dadoe>0,3R>0 tq. (5.4)

|z| =400

u(z) > —e, se|z| = R.

Pelo Principio do Maximo (Teorema 2.5), como —Au > 0, segue que u(zx) > —e
em Bg(0). Toma uma sequéncia de raios, com R, — oo, tal que u(z) > —1, se
|z| = Ry, conclui-se que v > 0 em RY. Isto é, u = u,. Logo, u satisfaz

— Au = V(uk,v -+ U)p — V(uk,v)p, (55)

assim, somando os problemas (FP) e (5.1)

—Au — Auk,v = V(u + uk,v)p — V(U}c,\/)p + V(uky)p + kdo
S AU+ ugy) = V(u+ ugy )P+ ko, (5.6)

isto &, u + wuy,y ¢ solucao de (Fy).
]

Intuitivamente, o cancelamento da singularidade em wy, yy no termo nao linear de
(5.1) nos permite achar uma solugao como ponto critico de um funcional. Tomemos
como candidato o funcional E, definido em DY?(RY) por

1
E(v) = 5 / |Vo|*dr — /VF(uky,er)dx, (5.7)
RN RN
com [ dada por
1
F(s,t) = 1 (st )P =Pt — (p+ 1)ty ] (5.8)

Assim, calculando a derivada parcial relevante, temos

OF Lt 1)(s 4 1P (8) —0— (p+ 1)sP(t,)] = (5.9)

ot p+1
= [(s +t3)P — s"](t1)".
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Sabemos que

1, set >0
t.) = ’ 5.10
(t:) LL%tSQ (510

assim, podemos escrever, sem prejuizo, que

aj = f(s,t) = (s + 1) = &, (5.11)

uma vez que se t < 0, ainda vale 8F = 0. Portanto, (5.7) de fato ¢ um funcional que
satisfaz as condicoes desejadas.

Seja V dado em (1.1), e denote por LY(RY Vydx) o espaco L? com peso, definido
por

LYRYN  Vodr) = { u : RY — R mensurdvel : / Volul?dz < +o0 ¢ . (5.12)
RN

Provemos o seguinte lema, o qual implica que E estd bem definido em D%?(RY).

5.1 Lema 5.1

Lema 5.1. Seja ag < 2, as > maz{ag,0} e p > 1, satisfazendo (1.19). Entdo a
inclusio DY2(RY) — LPH(RYN, Vydx) € continua e compacta.

Demonstrag¢ao. Primeiro, queremos demonstrar que para 3 € (0,2), vale a seguinte
desigualdade

2*(B)
2

/62* dr < C /|vg| dr| (5.13)
]RN

onde 2*(f) é dado por (1.18). Para isso, sejam a,b € R tal que a + b = 2*(f3) e
utilizemos a Desigualdade de Holder ([4]) para p = % eq= ﬁ (% + % = 1)

NI
[\

2*(B) a+b a % 2
/5 g dxz/g Sdi < / LI /(517)2*%5 L (5.14)
RN |$| RN |Z'| N (|x‘ﬂ)ﬁ N
Tomando a = [3, entao
9N — 28 N2 - B)
b=2"(f)—a=2"(p) — 0 = —
) -a=2@) -p=20"2 5= N2=D
consequentemente, a Z =2eb- ﬁ = 2*. Assim, (5.14) fica
8 2-p
é‘ 2 2
S e /52*dx . (5.15)
|~”C|ﬂ / j]? A

Pelas desigualdades de Hardy-Sobolev (Teorema 2.7) e a desigualdade GNS (Teorema
2.2) temos, respectivamente



/ﬂ dr < C/ \VePda, (5.16)
RN

e N
/52*dx <C /|V§|2dx , (5.17)
RN N
de modo que se obtém
g 28 £,22=p)
2
éPdm /52*da: < C/ V&P dr . (5.18)
N N RN

Simplificando o expoente, temos

B 2¢2-8) B 2N (2—8) 1[BN—2B8+2N - N3
t= =5t =5 =

2 4 N-2 4 N —2
12N 28] 2°(B)
2| N-2 | 27
de modo que obtemos a desigualdade (5.13), que é equivalente a
€l 2= o) (Y -5y < ClIElID12RN)- (5.19)

Afirmamos que a inclusdao D1V2(RY) — LPTYRY Vydx) é continua, se

max{2"(ax), 1} < ¢ < min{2*(ayp), 2"}, (5.20)
onde ¢ = p+ 1. Observa que

2N —2ay _ 2N
N—-2 ~N-2
2N —2ay 2N
N—-2 ~ N-2

Se ag € [0,2), 2*(ag) = = 2" = min{2"(ap), 2"} = 2"(ap) < 2*

Se ag < 0, 2*(ay) = = 2" = min{2"(ay), 2"} = 2".

assim, ¢ < 2* independente de ag. Também

2*(ao) 2*(ao)
2% (ao o 5 01 f _
||§HL2* (ag) (B1(0),Vodz) — / |:L‘|a0<1 T |'Z‘|aoo_a0)dx S C 7|x|ao dx
B1(0) B1(0)
= C’||£\|L2*<aD )(B1 (0) ] ~20dz)" (5.21)
Para £ € DY2(RY), se 0 < ay < 2, por (5.13) temos

€11 £2% o) (81 (0) e ~20) < ClEN 2% @) @ 3 -00azy < C'|I€] D12y (5.22)

Se ag < 0, pela desigualdade de Sobolev (Teorema 2.3)
1€ £2% @) (B (0) o) -20a) < €]l 227 o) (51 (0)) < ClIElID 12N (5.23)
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*

Utilizando novamente a Desigualdade de Hélder, com conjugados p; = % epy =

2 —q
1,1
(- + 5, =1), tem-se
€17 €17
||§||qu(Bl(0),|x\—aodx) = / |z]o0 dz = / de -
B1(0) . B1(0) |0t
q 1
= / < ‘floq> ( ao_a0q>dl"§
By /Al
BN = 3 X P 1
q *—q
< /<|€L> dx /( - ) dzx =
1(0) |:L‘| 2 1(0) |x| 2
2% ¢
2*
Z Bl
2%* 1 2%
:/gd:p /dx §C/§dx:
|| || ||
1(0) B1(0) 1(0)
|
=C<0
— Il i 0 oo (5.24)
assim:
€l La(By (o), 2] -20dz) < ClIENL2* (B, (0),al-e0dz) < C'lIEllD12@N)- (5.25)
Queremos ver que vale também:
&1 La@a\ By (0)), a2 de) < ClIEllD12@y), (5.26)
se oo € (0,2], entao 2*(ax) < g < 2*. De fato
2N — 2a 2N
2%(as) = << =250 5.27
(a) = 5720 o 2N 5(0) (5.27)
2N — 4
2@ =55 =2>1 (5.28)

Dai 2*(as) > 2%(2) > 1. Entdo max{2*(awx), 1} = 2*(ac), € ¢ < 2%, como visto
anteriormente, de modo que ¢ esta no intervalo indicado. De forma similar a (5.21),
temos

||f||L2*<aoo> (RN\B1(0),Vodz)

2" (aco) 2% (aco)
— / - 3 (Zl —dr < C / f —dr <
. a0 (1 + || ea0) N (l]o0 + fa|e=)
\B1(0) RN\ B4 (0)
52*(%0)
L i R
RN\ B;(0)

Considera 7 = N — w < s (@ =2%(7)). Se |z| > 1, entdo mﬁoo < \wl” de modo

que
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el LI L (5.30)
L(RN\B, (0)), || ~ooe dz) — Jz[a= v ’
RN\ B (0) RN\B1(0)

Sendo T < ay < 2, segue de (5.13)

€] La@™\ By (0)) 1] -2 dz) < Cll€l|pr2@m). (5.31)

Para a., > 2, divide-se em 2 casos

(i) Caso ¢ < 2:

. €l ) TAYEE!
| gt ] |x|a°°1+*—é>d“3‘ / <|x|q><|x|aw—q>d“"

RN\ B1(0) RN\ B (0 RN\ B;(0)
(5.32)

Aplicando Hélder para p; = S 2= =, ficamos com

q 2 ° 1
/ €] dr < / —‘a dx / ——dx . (5.33)
|| @ee || |x|(aoo_Q)ﬂ

RN\B1(0) N\B1(0) N\B1(0)

Para que a ultima integral convirja, precisamos que 2‘—72q(aOo —q)+n <0, que
reescrevendo ¢é equivalente a 2*(a.,) < ¢, que é satisfeito. Aplicando Hardy-
Sobolev em (5.33), segue o resultado desejado.

(ii) Caso ¢ > 2: Se ¢ > 2, entao 7(q) = N — ( =2 < N — ( 2 <2 < ay,. Assim

q q 2%(7)
/ <] dr < / ] dx < / ] dx, (5.34)
] |z |7 x|

RN\ B; (0) RN\ B; (0) RN\ B; (0)

e novamente, pela desigualdade (5.13), vale o resultado desejado.
Combinando (5.21),(5.25), (5.26) e (5.29), temos:

||§||Lq(RN,Vodx) < Cl|’£||Lq(31(0),\x|_a0da¢) + C2H§||Lq(RN\Bl(0))7‘x|_a°°d$) < C||§HDLE(RN)-)

5.35
isto é, a imersdo é continua. Falta verificar que é compacta. Para isso, seja {&,}
uma sequéncia limitada em D12?(RY). Sendo limitada, IM > 0 tal que

1&nllpr2@yy < M. (5.36)
Comecemos observando que (&,) limitada em DY?(RY) implica (&,) € L* (RY) e é
limitada nesse espago: se v € C&F(RY) = [Jv]] 12 @ny < C||V0l|2yy = [[v]Ip12@y),

pela desigualdade GNS (Teorema 2.2) e

v, € CX(RY) tal que v, = v e DYRY) =
= ||vn = V]| 2 @y < ClIVUn — V|| 2@y — 0, (5.37)
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isto é, (v,) é de Cauchy em L* (RY), completando a afirmacdo. Para R > 0, sendo
(€,) limitada em L? (RY), também o é em L? (Br(0)); pela desigualdade de Hélder,
(&,) é limitada em L?*(Bg(0)). Assim, vale que

H£||L2*(BR(O)) + HV£HHL2*(BR(O)) = ||£TLHH1(BR(O)) <C. (538)
ou seja, (&,) ¢ limitada em H'(Bgr(0)). Por Rellich-Kondrachov ([4]) existe uma
subsequéncia (,); de (&,) tal que, (§.); — vr em LY(Bg(0)) para 1 < ¢ < 2*
(vg € LY(Bgr(0))). Verifiquemos que o mesmo vale com a métrica Vydx

& —vp em  LIY(Bg(0), Vodx). (5.39)
Vamos dividir em 2 casos, ag € [0,2) e ag < 0.

(i) Caso 1 (ag € [0,2)). Para a > 1, por Holder

a—1

/ 1€, — VR|TVodx < / |&n, — vR|™ / Voﬁdm . (5.40)
BRr(0) r(0) r(0)

Logo, basta que exista a, tal que ga < 2* e a segunda integral fique limitada
para provar o que se deseja. Para a segunda integral,

R
/ Vo tdr < O / (|z|~%) e T do = C’/r%(wn)rn_ldr <
0

R
< C’/r"‘l_aojdr. (5.41)
0
Para a integral ficar limitada, precisamos que n —1 — 209 > —1, isto é
n a n
a> , e o conjugado de a é < —. (5.42)
n — ap a—1 agp

. . * ’ e
Precisamos que exista a < %, o que ¢ possivel se

2% 2(n —
. :>q<7(n )

=2" : 5.43
q n — ag n—2 (o) ( )

Logo, conseguimos tal a. Seja § = qa < 2%, e e <a< %. Assim

a—1
a

[ e —onido < | [ - ualt| | [ viTae| <
)

Br(0) r(0) r(0

a

~ 4 . ~ *
<C / &, —vr|T | < |, — UR[|fa(ppo) — 0 Pois ¢ <2 (5.44)
r(0)

Isto é
Hgnl - URHL‘I(BR(O),Vodx) —0 para q < (j < 2%, (5.45)
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(ii) Caso 2 (ag < 0):

>0
~ =

J 16— valVodr < [ 16y, —val"C] x|~ "0dr <
Br(0) Br(0) <R

< CR™ " / &n, — vg|%dx — 0, pois &, - vg em LY(Bg(0)). (5.46)
Br(0)

Obtemos assim a compacidade em uma bola Bg(0). Falta estender para o espago
todo. Para isso, considere uma sequéncia (R, ) crescente, tal que R, — 0o, definida
da seguinte forma:

(i) Para Ry, 3 uma subsequéncia (£!), com &' — v; em L9(Bg, (0), Vodx), que
existe como visto acima.

(ii) Para Ry, 3 subsequéncia (£2) de (£]), tal que &2 — vy em L9(Bg,(0), Vodz).

(iii) Para Ry, 3 subsequéncia (£F) de (£871), tal que €8 — vy em L9(Bg, (0), Vodz).

Seja w, = £ uma sequéncia extraida por argumento de Cantor; consequentemente,
wy ¢ subsequéncia de (£¥) para n > k. Logo, w, — v, em L4(Bg,(0), Vodz). Por
construcao, vy, = v em Bpg, (0). Seja

v:RY - R talque v=v, em Bg,(0). (5.47)

Assim w, — v em L9(Bg,(0),Vodz) Vk € N. Por outro lado, (w,) é limitada
em DU2(RY); como esse espaco é de Hilbert, 3(w,,) subsequéncia que converge
fracamente a algum w em DY2(RY). Em resumo

Wy, = w em DWFRY) C LYRY, Vodr) C LY(Bg, (0), Vodr)
wp, v em LY(Bpg(0),Vodr) = w, —=v em LI(Bg,(0),Vodzr). (5.48)

Assim, w = v q.t.p. Dai, v € DVA(RYN) C LIY(RY, Vydz). Temos convergéncia forte
de v no interior da bola Bg, (0), e fraca em D?(RY). Observa que fora de uma

bola Bg(0), para algum R suficientemente grande, e 7 = 7(q) = N — w, temos

[ bl =

||Wn||qu(RN\BR(o)),|x\—aoodx) -

RN\ Bg(0)
<0
PR
N T
RN\Br(0) :/1;
cr [ el < Bl SRR < S (.9)

RN\Br(0)
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A desigualdade 7(q) — as < 0 equivale a ¢ > 2*(a, ), que vale por (5.20). Da mesma
maneira, como v € DY2(RY), o mesmo resultado segue para v. Seja Ry tal que vale
Ry M7 < 5+ Logo

€
||wn| ’%Q(RN\BRO (0),Voda) < 3
€

HquLq(RN\BRO(O)),VOda;) <3

Por outro lado, w, — v em L%(Bg, (0), Vodx) Vk. Portanto, Ing tal que, Vn > ny

€
|Jwn — UH%q(BRO(O),VOdz) < 3 (5.50)

Consequentemente, para n > ng

|wn — U||qu(RN7Vde) < wn — U”%q(BRO(O),VOd;r) + [|om — U”qLQ(RN\BRO(O)),Vde) <

‘ / / 5.51
3T [1wnllLa @3y 5 0),v00) T 1101 L@\ By 0, Vo) < € (5.51)
isto é, w, — v em LY(RYN Vydr), completando a prova. ]

Corolério 5.1.1. A inclusio D“?(RY) — LZ(RN,VOuifvlda:) ¢ continua e com-
pacta, se k < k,, onde ag, as € p satisfazem as hipoteses do Lema 5.1

Demonstragao. Pelo Corolario 4.5.1, para k < k,, ux, é uma solucdo cldssica limi-
tada por wy,. Além disso, por (3.68),

upy < Clz)*™™  para algum C > 0. (5.52)
Logo, existem (', Cs positivos tais que

Voupy < Cilz| o@D para 0 < J2] < 1, (5.53)

Vo3 < Calal 00N para ] > 1. (5:54)

Portanto, assim como (5.20), e seguindo os mesmos argumentos do Lema 5.1, vemos
que a inclusdo DVHRY) C LR, Vyul/dz) é continua e compacta se

max{2*(as + (p — 1)(N — 2)),1} < g < min{2*(ag + (p — 1)(N — 2)),2"}. (5.55)

o . s~ ey N—aoo N—a, /s
Como ¢ = 2 satisfaz esta condicao, jd que “F%= < p < 3, segue o corolario. [

5.2 Teorema 1.3

Demonstracao Teorema 1.3. A ideia é utilizar o Teorema do Passo da Montanha
(Teorema 2.6) para obter a segunda solugdo. Considere a seguinte desigualdade
(provado em [7]):

0< F(s,t) < (p+e)s" 2+ CtPtt s5t>0, (5.56)

e C. > 0. Por essa desigualdade, e o Lema 5.1 e Corolario 5.1.1, para qualquer
v € DY(RY), segue que
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/ VF(ug,v+)dz < (p+¢) / Vul Vv+dx + C. / Voltdr <

RN RN RN
< ce (|0l oy + [0l ag ) s € > 0. (5.57)

Assim E(v) (5.7) estd bem definido. Também pode ser verificado que E é C' em
DL2(RY) (ver Proposicio 7.1 no Apéndice). Basta, portanto, mostrar que E satisfaz
as condigoes do Teorema Passo da Montanha:

(i) E(0) = 0 é simples:

E(0) = / IV0|2dz — /VF Uy, 0)dz =

RN
1
= [ Ve [l + 07 = ()P = (p+ Dy VP04 do = 0. (5.58)
gv P
(ii) Existem r e a positivos, tal que E(v) > a se ||v|| = r:

Seja v € D(RY) tal que ||v|[pregy) =1, k € (0, k) e € > 0 pequeno. Entao,
pelo Corolério 4.5.1 e (5. 56)

E(tv) /|Vtv|2dac— /VF Uk, tug )dr >

t2
—HUHDM(RN —t*(p+€) /%ukvv2d:c C’tpH/V\UP’H

> C||v]|pra@yy — c’tpﬂnuy gy = C* = C'tF, (5.59)

com C,C" > 0. Assim, para ty pequeno:
C
E(tgv) > Zt% = 3>0, (5.60)
completando a segunda condicao.

(iii) Existe um elemento v € D*(RY) tal que |[v||pr2@y) > r e E(v) < 0.
Fixa vy € DY(RY), com ||vg|[pre@yy = 1 e vg > 0, cujo suporte ¢ um
subconjunto do suporte de V. Vale a desigualdade (a + b)? > aP + bP para
a,b >0 e p > 1; aplicando ela para F(s,t) (5.8), temos para t > 0,

F(uhv, tvo) >

S (o = (p + D)y tug) - (5.61)

Assim, pelo Lema 5.1,

t?
E(tv) = 5 |Ivolloracen, - / V F(upy, tug)dz <

t2 tp-‘rl 41
< = |lvollpre@yy — / Vg™ +t / Vg, yopdr <
N
C1>0 <Cy
t° !
< §HUOHD172(RN)_p C1+Cot <
t2 C tp+1
<5 - p1+ —+ Cat 0. (5.62)
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Para t > T > 0, com T suficientemente grande, o funcional fica negativo.
Tomando e = T'vy, E(e) <0 e a condigao é cumprida.

F satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no nivel c. Seja (v,) C DV*(RY) satis-
fazendo E(v,) — ¢ e E'(v,) — 0 quando n — oo, com ¢ o nivel do caminho

¢ = inf max E(y(s)), (5.63)

€l s€(0,1]

el = {y € C([0,1]; D**(RY)) : v(0) = 0,7(1) = e} e ¢ > 3. Considere a
desigualdade

F(s, )t — (24 ¢,)F(s, 1) > —%sp—lﬂ, 5,1 >0, (5.64)

provada em [7], com f(s,t) (5.11) e ¢, = min{l,p — 1}. E(v,) convergir a
algum ¢ implica que E(v,,) é limitada, donde IM; > 0 tal que

My > |E()] > E(v,) = /|wn| dr — /VF wpy,vs)dr.  (5.65)
Da mesma maneira, E'(v,) — 0 = IMs > 0 tal que My > |E'(v,)|. Assim
1B (un) vl < B @) llonllpraany < Moloallprsgy.  (5.66)

Do Apéndice 7.1, temos que

E'(v) - h = / (Von, Vh)dz + / V(uy + (00)+)Ph — uf yh] de. (5.67)

RN

:Vf(uk,V7(’U7L)+)

Valendo a desigualdade (5.66) em médulo, ficamos com

M2||Un||pl,2(RN) Z - / |an|2dx—i—/Vf(uk7y,v+)vndaz, (568)
N N

e multiplicando a desigualdade (5.65) por (¢, + 2) e somando a (5.68), resulta
em

(Cp + Q)Ml + MganHDLQ(RN Ep / an‘zdx_

- /(cp + 2)VF(ugv,ve)de + V f(ugy, vy)op. (5.69)

RN

Utilizando as desigualdades (5.64) e (1.11)
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S 2 =
o / Vv, |[*dz — /(Cp+2)VF(uk,V7U+)dx+Vf(“k,V)U-I—)Un >

RN RN

C _ C
> 2 ol —p/Vuﬁ,Vlvfbdx > C2alfpra (5:70)
RN

Usando isto e (5.69), conclui-se que v,, é uniformemente limitada em D 2(RY)
para k € (0, k*). Podemos assumir que existe v € DV(RY) tal que

v, v em DYRY) e v,—=v qtp. em RY (5.71)

ja que v, ¢é limitada em um espago de Hilbert. Pelo Lema 5.1, bem como o
Corolario 5.1.1

v, v em LPTYRY Vodr) e v, —v em L2(RN,%U£7_‘}(1.CE). (5.72)

Vejamos agora que F(u v, v,) — F(ugy,v). Seja p(z) = (s+2)PT—(p+1)sPz
e z1 = (t1)4, 22 = (t2)+. Dessa maneira

p(z2) — p(21) = (s + 2)"" = (s +21)"" = (p+ 1)s"(22 — 21), (5.73)

o(21) = p(22)| = [F (s, (t2)+) — F (s, (t1)+)]- (5.74)
Utilizando o Teorema do Valor Médio (TVM)

c*

o(21) — p(22)] = |9 (21 + E(22 — 21)) (22 — 21)| =
=|(p+1)(s+ ) —(p+1)s?||z2 — 21| = (p+ 1)]|z2 — 21|[(5 + )P — &7

(5.75)
Aplicando novamente o TVM para f(t) = t*, temos
VM
(s+ )P — " = p(s + ac )Pt < p2P (P 4 (¢)P et <
< A(sP7H 4 ()P Yer, (5.76)

com 0 < a < 1. Observa que ¢* = 21 + &(22 — 21) < 21 + |22 — 21|, donde
obtemos

(s+c)f—s"<A (2151)71 + |z — 2 |sP T+ 2P 4 2P 2y — 21|p) <

<A {zlsp_l + 2o — z1|8P 7+ 20+ |20 — zl|p} . (5.77)
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Combinando (5.75) e (5.77), bem como substituindo z; = vy, 20 = (v,)4 €
s = uyy, de modo que resulta em

[Py, va) = Flury,v)] < (0 + DA[(va)+ = vpl[osufy + [(va)s — viluf v+
0+ [ (vn) 4 — g ] (5.78)

Como v, — v em RY pela desigualdade acima, vale F(uyy,v) = F(ugyv,v,)
q.t.p em RY. Vejamos que também vale em L*(RY, Vydz)

[ ) = vslusuly Voda+

[ 1Py, va) = Flugy,v)Vode < A(p + 1)
RN RN

—0 por 5.72

[ 1@n)s = valPuVode+ [ 1(0n)+ = viloh Vodo+
RN RN

—0 por 5.72

[ 1) = vi Voda

RN

/ |(0n) 4 — vy ol y Vode + / |(Un)+ — vy |0} Voda

RN RN

=Alp+1) +T,,

(5.79)

onde T,, é a soma das 2 integrais que vao para zero. Por sua vez, aplicando a
desigualdade de Hdolder com q = %, q=p+1, temos

[ 1) = vt Voda <
RN

p

p+1 p+1
1
< / (0)y — vy [P Voda /UT Vodz S0, (5.80)
RN RN
—_———
—0 por 5.72 <oco pelo Lema 5.1

e de maneira similar, com a desigualdade de Cauchy-Schwarz

/ ()4 — vy oguiy Vode <

N
N

—1 -1
< / (V)4 — vy [Pul S Vodo / viul Vodz — 0, (5.81)
RN RN
[ S S —
—0 por 5.72 <oo  pelo Corolério 5.1.1

95



obtendo a convergéncia de F' em L'(RY,Vydz). De v, — v, tem-se

n—o0

liminf/ Vo, 2dz > / Vo|dz, (5.82)
RN RN

e combinando com a convergéncia de F', segue que

¢ = lim E(vy,) = lim inf /|an|2dx— /VF(uk,V,(vn)Jr)dm >
> / Vol?de — / VEF(upy,vy)dz| = B(v). (5.83)
RN RN

Isto é, E(v) < c¢. Gostarfamos de verificar que E(v) > ¢, de maneira que
E(v) = c¢= lim E(uv,). Para isso, considere E(v) — E(vy) — E'(va)(v — vy) =
R(v — v,). Logo,

Ver apéndice 1

@)~ B(on) = B —v) = [ V0P~ £ [Vul*-
—(Vu,, V(v —v,)) =V F(ugy, (vy))+

|Vup|2—(Vvp, Vo) >

+V F(ugy, (vn)y) =V f(ugy,v,) (v — v,)dx

1 1
/ ~|Vo? + 2| Vu)? = (Vu,, Vo) +... +dz = R(v — v,,)
N 2 2 ~—

—| V|2

1 1
liminf R(v — v,) > / §|Vv|2 + §!Vv|2 — |Vo|*dz +0 = 0. (5.84)

n—oo
RN

Ou seja, lim inf R(v —v,) > 0. Observe que E'(v,)(v —v,) — 0:

B (0n) (v = va)| < [IE" (va)[[[[on = vllpr2@e) <

<oo <M

, P ——
<[IE"(wa)l[ | [loll + [[oal| | —=0. (5.85)

T 'DI,Z(RN) 'Dl,Q(RN)

Assim

liminf [E(v) — E(v,) — E'(v,)(v —v,)] >

n—oo

0
. . . 1
S Ew) — Jim E(vy) — lim E'(vy) (v — vp) 2 0

. E(v) > c. (5.86)



Logo, temos E(v) = ¢. Consequentemente, lim |[vn[|p1ay) = [[vlprags), ja
que lim E (vn) = E(v). Combinando a convergéncia da norma ||v,||p12@~) —

|[v]|pre@gyy, com a convergéncia fraca v, — v em D"*(R"Y), temos que v,, — v
em DL2(RY).

Com todas as condicbes verificadas, aplica-se o Teorema Mountain Pass para
encontrar um ponto critico ndo negativo e nao trivial v, € D1’2(RN ) de E, que é
solugao fraca do problema (5.1), isto é

/ V(ug,yv + vg) - Vodr = / V(ug,y + vg)Pedx, (5.87)
RN RN

para todo ¢ € DY?(RY) com 0 ¢ suppp. Sendo solucio fraca de (5.1), pelas
observagoes feitas no inicio dessa sec¢do, temos que uyy + v € solugdo fraca do
problema (Py). Ainda é possivel demonstrar que essa segunda solugdo é solucao
classica utilizando itera¢oes de Moser-Nash [8]; porém, isso ja estd além do escopo

desse trabalho.
O]

Supde agora um potencial V radialmente simétrico, e consideremos D}?(RY), o
fecho de todas as fungbes radialmente simétricas em C2°(R™) com a norma:

ollp 12y = ([R/ ]Vv|2dx> . (5.88)

Supondo ayg < 2, a > max{ag,0}, e p satisfazendo (1.19), vale o resultado do
Lema 5.1, mas agora com a inclusao D}?(RY) — LPT(RY Vydz) sendo continua e
compacta.

N

5.3 Teorema 1.4

Demonstracao Teorema 1.4. Sendo V' simétrico, a solugdo minimal uyy de (Fy)
também o é, pelo Teorema 1.1, além de também ser estavel para k € (0, k|, pelo Te-
orema 1.2. A fim de utilizar o Teorema Mountain-Pass, procuramos o ponto critico
do funcional

1
Bv) = 3 / Vol|%dz — /VF(uky,m)da:, (5.80)
RN RN

em D?(RY). Seguindo os passos da prova do Teorema 1.3, segue o resultado.
[
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6 Conclusao e Perspectivas

Ao final do trabalho, conseguimos reproduzir todos os resultados desejados enun-
ciados. Considerando isso, surgem algumas possiveis areas de continuagao naturais,
tais quais analisar e estabelecer um melhor valor de k, para a existéncia das solucoes
fracas, definir a existéncia de outras solugoes e determinar algum sistema cujo com-
portamento se assemelhe com o problema estudado.
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7 Apéndice
Proposigao 7.1. E definido em (5.7) é C* .
Demonstracdo. Queremos mostrar que
E(w+h)— E(v) —T,(h) =r(h), com ||f1LiHI£l>0T(h) =0, (7.1)

e T = f, definido em (5.11). Denotemos uyy = w por simplicidade. Temos

1
Bu+h) = / V(0 + h)|da—
RN

[V [ o AP T — (p o+ Do+ B, do

E(w) =~ / |V (v)[dx _R4 Vp—lkl [(w + o P —wPtt — (p+ 1)wpv+} dx

T,(h) = / < Vo, Vh>dz+ / [V (w + vy )Ph — wPh] d.
RN RN

Combinando as trés equagcoes acima, tem-se

B(v+ 1) = Blo) = Tu(h) = 5 [ IV0)Fde = [ VAo, h)dz, com (7.2
A, h) = = [(w+ (v + k) )" = (p+ DwP(v+h)y] +
+[(w+ )P = (p+ DwPvy ] + (p+1) [(w+ v )h — wPh]. (7.3)
Vamos dividir em quatro casos
(i) (w+h) >0, v=>0:
A(v,h) = = [(w+ (v +B)P" = (p+ DuwP(v + )] +
+ [(w + )Pt — (p+ 1)wpv} +(p+1)[(w+ v)Ph — wPh].
Definindo

U(z) = (w4 2" = (p+ 1w’z
'(z) = (p+ 1w+ 2" = (p+ DwP.

A pode ser reescrita como
A(v,h) = = [p(v + h) = ¢ (v) = P (v)h] = =O(h).
(ii) (v+h) <0, v <0: Trivialmente, A se simplifica para

A(v,h) = —wPT + wP™ 4 wPh — wPh = 0. (7.4)
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(iii) (v+h)>0, v<0(|h]>|v])
A(v,h) = = [(w+ (v + R = (p+ Du(v + h)| +
+w' o (p+ 1) [(w)'h — w'h] =
= — [(w+ (4 b)) —w = (p+ DuP(v+h)].

Definindo

Y(z) = (w+2)"
(2) = (p+ D(w+ 2)",

tem-se
A(v, h) = = [(v + h) = ¥(0) = ' (0)(v + R)] <
< |v+ hlp(o + hl) < 2|hlo(2lhl), com  p(jv+ hl) = 0.
(iv) (v+h) <0, v>0(Jh| >v>0)
A(v,h) = =Pt + (w + 0P — (p+ DwPv + (p+ 1) [(w + v)’h — wPh] .

Como v+ h < 0 e |h| > v, temos que h < 0, com —h > v. Por isso, defina
v = —sh, com s € [0, 1]. Definindo ainda

U(z) = (w+ 2" = (p+ Durz

V(z) = [(p+ D(w+2)" = (p+ Dw’],

A(v, h) fica

A=— [pr — (w — sh)P"™ + (p+ DwP(—sh) — (p + 1) [(w — sh)Ph + wph” =

= (=sh) = (0) = ¥'(=sh)h = [1h(=sh) — 1(0) — ¢'(=sh)(—sh)] +
+1/(=sh)sh — ¢'(=sh)h = | = sh|p(| — sh|) = ¢'(=sh)h(1 — s) <
< hp(| — sh|) +¢'(=sh)h?, com  lim p(|sh|) — 0.

|sh|—0

Assim, de fato vemos que E é C*.
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