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Resumo

Neste trabalho estudamos os modulos e os anéis n-cadeias a partir dos anéis seri-
ais e dos anéis semiperfeitos e semidistributrivos. Explorando a conexao entre a n-
distributividade e a n-comparabilidade respondemos, de forma afirmativa, a questao
aberta apresentada em [4] a qual pergunta se o 0 moédulo livre de rank m sobre um anel
(n + 1)-distributivo tem indice de distributividade mn + 1 (Teorema 2.36). Mostramos
também que a n-comparabilidade pode ser avaliada sobre os elementos das componen-
tes de qualquer decomposi¢ao de Pierce de um anel (Proposigao 2.27). Tal resultado
teve implicagoes sobre o comportamento das coberturas projetivas e moédulos finitamente
apresentados sobre anéis semiperfeitos de n-cadeia, dentre elas, uma generalizagao para
[18, Proposition 1.25] (Proposigao 3.15), inicialmente provada para anéis seriais, mos-
trando apods isso que os anéis semiperfeitos do tipo de representacao limitara sao de

n-cadeia.

Palavras-chave: modulos de n-cadeia; anéis de n-cadeia; anéis semiperfeitos; decom-

posicao de Pierce; modulos finitamente apresentados.
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Abstract

In this work, we study the n-chain modules and rings arising from serial rings and semi-
perfect  semidistributive  rings. By exploring the connection between
n-distributivity and m-comparability, we affirmatively answer the open question posed
in [4], which inquires whether the free module of rank m over an (n + 1)-distributive
ring has a distributivity index of mn + 1 (Theorem 2.36). We also demonstrate that
n-comparability can be assessed on the elements of the components of any Pierce decom-
position of a ring (Proposition 2.27). This result has implications for the behavior of
projective covers of finitely presented modules over semiperfect n-chain rings, including a
generalization of [18, Proposition 1.25] (Proposition 3.15), initially showed for serial rings.
Subsequently, we show that semiperfect rings of bounded representation type are n-chain

rings.

Keywords: n-chain modules; n-chain rings; semiperfect rings; Pierce decomposition;

finitely presented modules.
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INTRODUCAO

Dizemos que um anel é de cadeia quando tanto o seu reticulado dos ideais & direta,
como o reticulado de seus ideais & esquerda, formam uma cadeia de inclusoes. Tais
anéis aparecem naturalmente na geometria algébrica como os anéis locais dos pontos nao
singulares de uma curva afim. Estes anéis também sao estudados na teoria de valorizacoes
de corpos e anéis de divisao, na teoria dos anéis seriais e aparecem naturalmente na

caracterizacao dos anéis hiperciclicos em [17].

A defini¢ao de anéis de n-cadeia, e alguns dos primeiros resultados sobre o assunto,
aparecem em [3] como uma proposta de generalizagao da teoria de valorizagdes para os
anéis artinianos semissimples. Embora a teoria dos anéis de cadeia tenha uma vasta
quantidade de referéncias na literatura, os anéis de n-cadeia parece nao despertar tanto
interesse, sendo [3| e [4] alguns dos poucos trabalhos que apresentam resultados sobre tais
anéis, enquanto que outras referéncias se restringem a apresentar pouca coisa a mais que
sua definicao. Por outro lado, varias outras categorias de anéis que se enquadram com
anéis de n-cadeia, como as k-algebras de dimensao finita, os anéis seriais e alguns anéis

semiperfeitos, sao amplamente estudados.

Neste trabalho desenvolveremos uma teoria para o estudo dos anéis e modulos de n-
cadeia. Para tal, partiremos de algumas pesquisas e resultados ja existentes, como por
exemplo os anéis e moédulos de cadeia, anéis e modulos seriais e os anéis semiperfeitos e

semidistributivos.

No Capitulo 1 apresentamos os resultados basicos necessarios para desenvolver esta

teoria.

Iniciamos o Capitulo 2 com as defini¢oes e exemplos dos modulos e anéis de n-cadeia.
Demonstrando o comportamento de tais médulos diante das operagoes basicas tal como a
soma e o quociente de modulos. Na segunda secao apresentamos a relacao entre os anéis
de n-cadeia e suas componentes em uma decomposicao de Pierce bilateral. Nesta secao
fomos felizes em apresentar duas generalizagoes ao resultado [18, Proposition 1.22] pela
Proposigao 2.24 e pelo Teorema 2.27. Na terceira secao abordamos os anéis e moédulos
de n-cadeia na perspectiva do conceito de n-distributividade. Além de alguns resultados
bésicos apresentados nesta secao, conseguimos dar uma resposta afirmativa a questao
sobre o indice de distributividade dos moédulos livres apresentada em [4]. Na quarta
se¢ao, finalizamos com um estudo dos anéis semiperfeitos de n-cadeia e o conceito de

quiver trabalhado em [13].



O estudo dos moédulos finitamente apresentados sobre anéis semiperfeitos de n-cadeia
é apresentada no Capitulo 3. Neste capitulo conseguimos obter no Corolario 3.12 uma
relacao entre o nimero de somandos da cobertura projetiva de um modulo finitamente
apresentado e indecomponivel com o nimero de somando do ntucleo de tal cobertura.
O corolario da Proposicao 3.15 nos permite inferir que os anéis semiperfeitos do tipo
de representacao limita sao necessariamente de n-cadeia. Os tultimos topicos estudados
neste capitulo apresentam uma questao aberta que envolvem a classe dos anéis do tipo
de representacao limitada, os anéis semiperfeitos e semidistributivos e a relacao de n-

comparabilidade dos anéis de n-cadeia.

No ltimo capitulo apresentamos alguns resultados e direcoes possiveis para futuras
pesquisas envolvendo anéis e médulos de n-cadeia. Na Secao 4.1 abordamos a questao do
comportamento dos reticulado dos anéis de n-cadeia e apresentamos dois resultados. Na
Secao 4.2 abordamos o tema dos anéis de endomorfismos. Na Secao 4.3 procuramos ob-
ter resultados referentes aos homomorfismos sobre os moédulos projetivos locais dos anéis
semiperfeitos, mais especificamente, abordamos os homomorfismos que nao sao epimorfis-
mos a partir da Proposicao 4.8 e os homomorfismos que nao sao monomorfismos, a partir
da Proposicao 4.12. Na Secgao 4.4 obtemos uma generaliza¢ao ao resultado [4, Theorem

3.2] mediante ao acréscimo de uma hipotese adicional.



1 ANEIS E MODULOS

Neste trabalho todos os anéis sao considerados associativos com identidade conforme
defini¢ao apresentada em [15]. Denotaremos por U(R) o conjunto das unidades de R.
As definigoes de modulos e ideais também s@o as mesmas apresentadas em [15] e [16].
Porém, destacamos que a palavra médulo significarda um médulo a direita, isto é, cuja
acao do anel é realizada a direita do moédulo. A palavra ideal, significarda um ideal a

esquerda e um ideal a direita ao mesmo tempo.

1.1 CONCEITOS BASICOS

Denotaremos por J(R) o radical de Jacobson do anel R, isto &, a intersecdo de
todos os ideais a direita maximais de R. Conforme [15, Lemma 4.1], [15, Lemma 4.3] e
[15, Corollary 4.2, J(R) também pode ser definido como a intersegao de todos os ideias
a esquerda, a intersegao de todos os anuladores de R-modulos simples (sejam a direita ou
a esquerda) ou como o conjunto dos elementos y € R tal que para todo z,z € R, 1 + zyz
é uma unidade. Destas equivaléncias segue que J(R) é um ideal de R. Dizemos que um
anel R é um anel local se possui um tnico ideal & direita maximal, neste caso J(R) é o

seu Unico ideal maximal.

Em um contexto mais geral, se M é um R-mo6dulo, entao J(M), o radical de Jacobson
do moédulo M, denota a intersecao de todos os submodulos maximais de M. Caso M
nao possua submoédulos maximais, entdo definimos J(M) = M. Se M possui um tnico

submodulo maximal, entao dizermos que M é um moédulo local.

Denotaremos o radical primo de um anel R, isto é, a intersecao de todos os ideais
primos de R, por Pm(R). Denotaremos o nilradical de um anel R, isto é, o conjunto dos
elementos a € R tais que RaR = {zay € R : x,y € R} é um nil ideal, por Nil(R).

Dado um submoédulo N de um moédulo M, dizemos que N é um somando direto
de M se existe um outro submoédulo K de M tal que M = N & K. Os submédulos
triviais M e 0 sao sempre somandos diretos de M, independente de quem seja o modulo
M. Dizemos que o moédulo M é mdédulo indecomponivel se nao possui somandos
diretos além dos submodulos triviais. Dizemos que M é um moédulo simples se M # 0
e nao possui submoédulos além dos submoédulos triviais. Dizemos que M é um médulo
semissimples se todo submoédulo de M é um somando direto de M. Esta condigao é

equivalente, segundo [15, Theorem 2.4], a dizer que M pode ser escrito como soma direta
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de submoddulos simples.

Dado um R-moédulo M e um subconjunto X de M, denotamos por X R o conjunto dos
elementos da forma ., z;a; € M tais que n é um inteiro positivo e, para todoi = 1, ..., n,
r; € X ea; € R. Se X = {x} é um conjunto unitario, denotamos {z} R simplesmente
por zR. O subconjunto X R de M é de fato um submoédulo de M. Dizemos que X é um
conjunto de geradores de M se XR = M. Se, além disso, X é um conjunto finito,
entao dizemos que M é um moédulo finitamente gerado. Neste caso, denotamos por
gen(M) o menor inteiro dentre as cardinalidades dos subconjuntos finitos X de geradores
de M. Se gen(M) = 1, dizemos que M é um moédulo ciclico. Apresentamos abaixo um

resultado que relaciona modulos finitamente gerados com o radical de Jacobson.

Proposicao 1.1 (Lema de Nakayama). Seja R um anel e I um ideal & direita de R.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes

1. I CJ(R)
2. Para qualquer R-modulo finitamente gerado M, se M1 = M, entao M =0

3. Para quaisquer R-mddulos N C M, tal que M/N € finitamente gerado, se
N+ MI=M, entao N = M.

Demonstragao. [15, Lemma 4.22]. O

Dizemos que um moédulo P ¢ um médulo projetivo, se dada qualquer sequéncia exata
de modulos M 5 N = 0 e qualquer homomorfismo h : P — N, existe um homomorfismo
g: P — M tal que h = fog. Em [16, Corollary 2.6] é mostrado que um R-mo6dulo P é
projetivo se ele é um somando direto de um R-moédulo livre. Aqui, um R-moédulo L é dito
ser um modulo livre se L é isomorfo a uma soma direta de copias do modulo regular

Rpg.

Seja M um moédulo nao nulo. Dizemos que n é a dimensao de Goldie de M se n é
o maior nimero tal que existe uma soma direta N; @ ... ® N,, de submodulos de M. Neste
caso denotamos n = dim(M). Se tal n nao existe, entdo dizemos que dim(M) = co. No

caso em que dim(M) = 1, dizemos que M ¢ um mdédulo uniforme.

Dados dois moédulos M e N denotamos por Hom(M, N) o grupo de homomorfismos
da forma f: M — N. Se M = N, entao denotamos Hom(M, M) por End(M ), e neste
caso o grupo de homomorfismo é um anel, denominado anel de endomorfismos de M.

Se ainda M = M; ® M, entdao podemos decompor End(M) como grupo da forma

End(M) = Hom(M;, M) & Hom(M,, Ms) & Hom(M,, M) & Hom (Mo, M) (1.1)



Agora, dados quaisquer dois elementos x = (x11, T12, To1, Ta2) € ¥ = (Y11, Y12, Y21, Y22) de

End(M) representados na decomposigao da Equagao (1.1), temos que

ry = (T11Y11 + T12Y21, T11Y12 + T12Y22, T Y11 + Taola1, Ta1Y12 + T22Yo2) (1.2)

onde as multiplicagbes sdo composi¢oes de homomorfismos. A Equagao (1.2) representa
a multiplicacao de duas matrizes, em vista disso também podemos representar o anel de

endomorfismos de uma soma direta M = M; & M por

End(M) = End(M;) Hom(M,, M)

_ (1.3)
HOH](Ml, Mg) End(Mg)

e os elementos x e y da forma x = [Z1} 72| e y = [1a) 1oz ]. Em geral, se M = M & ...® M,

e x € End(M), entdo podemos representar End(M) = [Hom(M;, M;)],«, € © = [x;;] onde
T4 S HOHI(MZ', M])

A partir da Equagao (1.3) segue que M é indecomponivel se, e somente se, End(M)
¢ um anel que nao possui elementos ¢ € End(M), tais que e # 0,1 e que € = e. Tais
elementos sao denominados idempotentes nao triviais, os quais serao apresentados mais
adiante. Se ainda End(M) for um anel local, dizemos que M ¢ um moédulo fortemente
indecomponivel. Modulos fortemente indecomponiveis nos garantem uma unicidade
na decomposi¢cao de modulos em somas diretas a partir do Teorema de Krull-Schmidt-

Azumaya, o qual é apresentado na sequéncia.

Teorema 1.2 (Krull-Schmidt-Azumaya). Seja M um mddulo que possui as sequintes duas

decomposicoes como soma direta de submddulos
M=M®&..oM,=N,&..P5 N,

onde cada N; € indecomponivel, e cada M; € fortemente indecomponivel. Entao r = s e,

a menos da ordem dos indices, temos que M; = N;, para todo i =1, ...,r.
Demonstracao. [15, Theorem 19.21]. O

Uma aplicacao particular do Teorema 1.2 ¢é quando na decomposi¢ao
M = M, & ... ® M, cada M, é indecomponivel e ao mesmo tempo artiniano, noethe-
riano (fazendo de M artiniano e noetheriano), pois nesse caso cada anel End(M;) é local,

como mostra |10, Proposition 10.1.5|.



1.2 DECOMPOSICOES DE PIERCE

Definigao 1.3. Um clemento e de um anel R é denominado um idempotente se ¢ = e.

Dizemos ainda que e € um

idempotente trivial: se e =1 ou e = 0;

idempotente primitivo: se eR é um R-modulo indecomponivel;

idempotente local: se eR ¢ um R-maddulo local;

idempotente central: se para todo a € R, ea = ae.

Além disso, dizemos que dois idempotentes e,d € R sao idempotentes ortogonais se
de = 0.

Proposicao 1.4. Seja R um anel, d,e € R idempotentes e M um R-modulo. Entao
existe um isomorfismo de grupos \ : Hompg(eR, M) — Me tal que se \(f) = me, entdo
f(z) = (me) -z onde - € a a¢do de R sobre M. Em particular, Hompg(eR,dR) = dRe.

Demonstragao. |15, Proposition 21.6]. O

Considere um anel R e {ej,...,e,} € R um conjunto de idempotentes dois a dois
ortogonais tais que » . ,e; = 1. Entdo o moédulo regular a direita Ry pode ser

decomposto como a soma direta de submodulos da forma
Rr=eR®esR& ... @ e R (1.4)

Esta decomposicao de R é denominada uma decomposicao de Pierce a direita relativa
ao conjunto de idempotentes {ei,...,e,}. A decomposicao de Pierce a esquerda ¢

definida de modo analogo.

Pela Proposigao 1.4 temos que End(Rgr) = Hom(1R,1R) = 1R1 = R, além disso, pela

mesma proposicao temos que

R 2 End(Rp)
=End(e1R® eaR® ... D e, R)
Hom(e; R,e;R) Hom(eyR,eaR) ... Hom(eiR, e, R)
Hom(eyR,e1R) Hom(eyR,eaR) ... Hom(eaR, e, R)
Hom(e,R,e;R) Hom(e.R,eaR) ... Hom(e,.R, e, R)



eiRe; eiRes ... eiRe,
~ 62361 62].%62 621.%@ (1.5)

e,Re; e.Res ... e.Re,

A Equacao (1.5) é denominada de decomposicao de Pierce bilateral relacionada ao
conjunto de idempotentes {es, ..., €, }. Também denotaremos cada componente e; Re; desta

decomposicao simplesmente por R;;, e o anel R, de forma curta, por R = [R;;],«,-

Se R = @)_, ;R ¢ uma decomposigao de Pierce onde cada somando e; R é um modulo
fortemente indecomponivel, entao pelo Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya essa decom-

posicao é tnica, a menos de isomorfismo. Nessa hipotese ainda temos.

Proposicao 1.5. Suponha que o anel R tenha duas diferentes decomposicao de Pierce
R =@,_,eR = @_, fiR tal que ¢;R = f;R para todo i = 1,...,r. Entdo existe um

elemento invertivel u € R tal que f; = ue;u™t, para todoi =1, ..., 7.
Demonstragao. |9, Lemma 10.3.6]. O

Os proximos resultados nos garantem uma simetria relacionada as decomposigoes de

Pierce.

Proposicao 1.6. Seja R um anel e e € R um idempotente, entao as sequinte afirmagoes

sao equivalentes:

1. eR é um R-mddulo a direita indecomponivel;
2. Re € um R-modulo a esquerda indecomponivel;
3. o anel eRe nao possui idempotentes além dos triviais;

4. e nao pode ser escrito como e; + ey onde ey e ey sao idempotentes ortogonais nao
nulos de R.

Demonstragao. |15, Proposition 21.8]. ]

Proposicao 1.7. Para qualquer idempotente e € R, as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes

1. eR € um R-mddulo a direita fortemente indecomponivel;
2. Re é um R-modulo a esquerda fortemente indecomponivel;

3. eRe € um anel local.



Demonstragao. |15, Proposition 21.9]. O

Proposicao 1.8. Seja e um idempotente de um anel R e J = J(R). Entdo
J(eRe) = J N (eRe) = eJe. Além disso, eRe/J(eRe) = €Re, onde € € a imagem de
eem R=R/J.

Demonstragao. |15, Proposition 21.10]. ]

Definicao 1.9. Seja R um anel. Um sistema de idempotentes ¢é qualquer subconjunto
de idempotentes {ei,...,e,} C R, dois a dois ortogonais, tais que > ;_,e; = 1. Se cada
idempotente e; € primitivo, local ou central, entdo dizemos que o conjunto € um sistema

de idempotentes primitivos, locais ou centrais, respectivamente.

Proposicao 1.10. Sejam R um anel e e,d € R dois idempotentes. Entao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. eR = dR como R-mddulos a direita;
2. Re = Rd como R-maodulos a esquerda;
3. existem a € eRd e b € dRe tais que e = ab e d = ba;

4. existem a,b € R tais que e = ab e d = ba.

Demonstragao. [15, Proposition 21.20]. []

1.3 ANEIS SEMILOCAIS E SEMIPERFEITOS

A teoria dos anéis locais, semilocais e semiperfeitos proveem bons recursos para o
estudo da teoria de anéis, moédulos e algebras. Anéis locais garantem a unicidade da
decomposigao no Teorema 1.2 de Krull, Schmidt e Azumaya. Anéis locais de cadeia sao
parte crucial da teoria de valorizacao de anéis de divisao, bem como anéis semilocais fa-
zem o mesmo para valorizagoes de anéis artinianos semissimples como apresentado em [3].
Anéis semiperfeitos configuram uma extensao dos anéis artinianos semissimples. Anéis
artinianos, k-algebras de dimensao finita e anéis seriais sao exemplos de anéis semiperfei-

tos.

Como ja mencionado, um anel R é denominado local se possui um tinico ideal a direita

maximal. Essa simples defini¢ao possui suas equivaléncias.

Proposicao 1.11. Seja R um anel. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. R possui um unico ideal a direita maximal;



2. R possui um unico ideal a esquerda mazimal;
3. R\ U(R) € um ideal proprio de R;

4. J(R) = R\ U(R);

5. R/ J(R) € um anel de divisao;

6. dadoa € R, a € UR) oul—a e U(R).

Demonstragao. Segue de |9, Proposition 10.1.1], [9, Corollary 10.1.2] e [9, Proposition
10.1.3]. O

Segue desta proposicao que se R ¢ um anel local, e e = ¢ € R é um idempotente,
entdo a identidade e(1 — e) = 0 implicard que e = 0 ou e = 1. Ou seja, anéis locais

possuem apenas idempotentes triviais.

Definigdao 1.12. Dizemos que um anel R é um anel semilocal se R = R/ J(R) ¢ um

anel artiniano.

Qualquer anel artiniano é semilocal. Anéis de divisdo sao semilocais, disso segue
também que qualquer anel local é semilocal. Se ¢ ¢ um ntmero inteiro positivo qualquer,

entdo o anel Zy := {m/n € Q : mdc(n,q) = 1} é um anel semilocal.

Se R é um anel semilocal, entao, pelo Teorema de Wedderbur-Artin |15, Theorem 3.5],
existem idempotentes ey, ...,&, € R = R/ J(R) tais que Rz = &R @ ... ® & R onde cada
somando &R é um R-modulo simples. Se tal estrutura pudesse ser aproveitada pelo anel
R de tal modo que fosse possivel escolher os representantes das classes de equivaléncia
dos idempotentes de forma que Rr = e1R® ... ® e, R, entao tal decomposi¢ao nos dariam
varias informagoes sobre o anel R. Entretanto, o exemplo Z) nos mostra que apenas a
semilocalidade nao nos garante tal propriedade. As proximas defini¢oes e resultados nos

mostram quais premissas adicionais sao necessarias.

Definicao 1.13. Dado um anel R e um ideal I, dizemos que idempotentes podem ser
levantados mddulo I, se qualquer que seja o idempotente d € R/I, existe um idempotente

e € R tal que e = d.

H4 varias condigoes que podem garantir o levantamento de idempotentes moédulo um
ideal I. Por exemplo, [15] mostra que se R é I-adicamente completo entao os idempotentes
podem ser levantados modulo I. Como nao temos a inten¢ao de nos aprofundarmos nesse

conceito, apresentaremos um exemplo de condigao mais amigével aos nossos propositos.

Proposicao 1.14. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se I é um nil ideal, entao os

tdempotentes podem ser levantados modulo I.



Demonstragao. |9, Proposition 10.3.1]. ]

A proposicao a seguir garante um caso em que a estrutura de ortogonalidade de dois

ou mais idempotentes levantados pode ser mantida.

Proposicao 1.15. Sejam R um anel e I C J(R) um ideal de R tal que os idempotentes de
R/I podem ser levantados mddulo I. Entao para qualquer conjunto finito, ou contdvel, de
elementos di,ds, ... € R tal que d;d; — d;;d; € I, existe um conjunto de idempotentes dois

a dois ortogonais ey, es, ... € R tal que e; —d; € I e e;e; = d;5€; para todo 1,75 € {1,2,....}.

Demonstragao. |9, Proposition 10.3.4]. O

Definicao 1.16. Seja R um anel semilocal. Dizemos que R é um anel semiperfeito se

os idempotentes de R/ J (R) podem ser levantados médulo o radical de Jacobson J (R).

O primeiro exemplo de anel semiperfeito é o que se segue.

Proposigao 1.17. Se R € um anel artiniano, entao R é semiperfeito.

Demonstra¢ao. Dado que R é artiniano, entao R/J(R) ¢ um anel semissimples. Logo
R é um anel semilocal. Dado que J(R) é um nil ideal ([15], Teorema 4.12), temos que
idempotentes de R/ J (R) podem ser levantados de modulo J (R). O

A caracterizacao de um anel semiperfeito pode ser feita de modo equivalente a partir
de outras de suas propriedades. Uma, em particular, é a existéncia da cobertura projetiva
de seus modulos finitamente gerados. Para apresentar o teorema de caracterizacao dos

anéis semiperfeitos vamos ver algumas propriedades relacionadas a cobertura projetiva.

Definicao 1.18. Dizemos que um submodulo N de um modulo M ¢ um submdédulo
pequeno, se qualquer equacao de submddulos da forma N+ X = M implica que X = M.
Dizemos que um epimorfismos de modulos f : P — M é uma cobertura projetiva de

M, se P é um modulo projetivo e ker f € um submddulo pequeno de P.

A cobertura projetiva é o conceito dual de fecho injetivo de um moédulo. Enquanto
a cobertura projetiva é um epimorfismo f : P — M tal que P é um modulo projetivo e
ker f é um submoddulo pequeno de P, o fecho injetivo é formado por um monomorfismos
g: M — I onde I ¢ um moédulo injetivo e im g ¢ um submodulo essencial de I. Embora o
fecho injetivo de modulos sempre exista [16, Lemma 3.29], a existéncia de uma cobertura
projetiva nem sempre é garantida. Antes de apresentar condi¢bes para a existéncia de
uma cobertura projetiva para determinados moédulos vamos apresentar alguns resultados

relacionados.
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Proposicao 1.19. Se f : P — M € um cobertura projetiva de um modulo M, entao
ker f C J(P).

Demonstragao. |9, Lemma 10.4.1]. ]

Proposicao 1.20. Sejam P um R-mddulo projetivo finitamente gerado e f: P — M um

epimorfismos com ker f C J(P). Entao P € uma cobertura projetiva de M.

Demonstragao. |9, Lemma 10.4.4]. O

Lema 1.21 (Lema de Bass). Seja f : P — M um epimorfismos tal que P é um md-
dulo projetivo e seja g : P’ — M wuma cobertura projetiva de M. FEntao, existe uma
decomposicao P = P' @ P” onde P”" C ker f e P' Nker f € um mddulo pequeno de P'.

Demonstragao. |9, Lemma 10.4.5]. ]

Corolario 1.22. Sejam f : P — M e f' : P' — M duas coberturas projetivas de M.
Entao existe um isomorfismos ¢ : P — P tal que f = f'lop e f' = fop L

Demonstragao. |9, Lemma 10.4.6]. O

O Corolario 1.22 nos garante, a menos de isomorfismo, a unicidade da cobertura
projetiva f : P — M de um modulo M. Desta forma, podemos denotar a cobertura
projetiva de M por P(M). Além disso, como M = P/ker f, muitas vezes é evidente qual
¢é o epimorfismos f e apenas basta conhecer o moédulo projetivo P, quando for este o caso

escrevemos simplesmente P(M) = P.

Proposicao 1.23. Sejam M e N mddulos que possuem coberturas projetivas. Entao
M @& N possui uma cobertura projetiva. Além disso P(M & N) = P(M) @& P(N)

Demonstragao. [15, Examples and Remarks 24.11 (3)]. O

Proposicao 1.24. Seja M um mddulo que possui uma cobertura projetiva f : P — M tal
que P= P, & ...® P, ¢ uma decomposicao de P em submodulos locais. Se M = M, @® Ms,
entao My e My possuem cobertura projetivas. Além disso P(M) = P(M;y) @& P(Ms)

Demonstragao. Seja m: M — M; = M /M, a projegao canonica. Sem perda de generali-
dade, suponha que existe um inteiro 1 < ¢ < n tal que se i < ¢, entdo P; € ker f o7 e se
i>t, entdao P, Ckerform Seja@Q =P &..®& P eg= form|g:Q — M. Afirmamos

que g ¢ uma cobertura projetiva para M.

De fato, por construcao, ¢ ¢ um modulo projetivo e g é um epimorfismo.

Além disso, como P, ¢ kerg, para todo i < t, e como P; ¢ local, temos que
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kerg C J(P) & ... ® J(P) = J(Q). Pela Proposi¢ao 1.20 temos que g : @ — M; ¢

uma cobertura projetiva para M;.

De modo anélogo, M, possui uma cobertura projetiva. A tltima afirmacao do enun-

ciado segue da Proposicao 1.23. O]

Apresentamos a seguir o resultado de caracterizagao dos anéis semiperfeitos.

Teorema 1.25. Seja R um anel. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. R € um anel semiperfeito;
2. Rpg pode ser escrito como soma direta finita de submaodulos locais;

3. a identidade 1 pode ser escrita como soma finita de idempotentes locais dois a dois

ortogonais;

4. qualquer R-modulo a direita finitamente gerado possui cobertura projetiva;

Demonstragao. A demonstragao deste teorema é apresentada em [9]. A equivaléncia entre
1. e 2. ¢é demonstrada no [9, Theorem 10.3.7]. A equivaléncia entre 1. e 3. pelo
[9, Theorem 10.3.8|. J& a equivaléncia entre 1. e 4. é dada pelo [9, Theorem 10.4.8]. O

Além do resultado teodrico, as demonstragoes das equivaléncias contidas nas referéncias
citadas nos fornece um método para encontrar a cobertura projetiva de um modulo finita-
mente gerado. Por exemplo, se M um R-moédulo finitamente gerado, entao M /M J(R) é
um R/ J(R)-modulo semissimples, assim podemos escrever M /M J(R) = @;_, U™ onde
Ui, Us,...,U, € um conjunto completo de R-moédulos simples dois a dois nao isomorfos.
Pela estrutura de levantamento de idempotentes de R/ J(R) para R temos que para cada
modulo simples U, existe um idempotente local e; tal que U; = e;R/e; J(R). O argumento
do teorema mostra que P(M) = @._, e;R™.

1.4 EQUIVALENCIA DE MORITA

Muitas vezes uma selecao de propriedades demonstradas sobre os moédulos de um anel
R continuam validas para os modulos de um outro anel S, e vice versa. Quando sabemos
que isso ocorre, ter a opcao de escolher trabalhar com os médulos de um ou de outro anel
pode facilitar a pesquisa e até mesmo abrir portas para novos resultados. E é isso que nos
é possibilitado fazer a partir da teoria de equivaléncias de categorias. Segundo a definigao

de categoria apresentada em [19], temos:
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Definic¢ao 1.26. Uma categoria ¢ uma colecio €° de objetos X, Y, Z, ... e uma colecdo

¢ de morfismos f, g, h ... tais que

1. cada morfismo f estd associado a dois objetos X e Y denominados dominio e con-

tradominio, respectivamente. Denotamos tal morfismo por f: X —Y;

2. cada objeto X estd associado a um morfismo 1x : X — X, unicamente determinado,

denominado morfismo identidade;

3. cada par de morfismos da forma f : X =Y eqg:Y — Z, cujo contradominio
do primeiro € igual ao dominio do sequndo, estd associado a um unico morfismo

gof: X — Z, denominado composicio dos morfismos f e g;

4. se o contradominio de f € o dominio de g, e o contradominio de g é o dominio de

h, entio (fog)oh= fo(goh);

5. se o contra dominio de f é X, entao folxy = f. Se o dominio de g é X, entao

Ixog=yg.

Embora o entendimento para objetos e morfismos de categorias va além dos conceitos
de conjuntos e fungoes entre conjunto, neste trabalho nos restringiremos as categorias
Modgr (ou gM0D), cujos objetos sdo os modulos a direita (respectivamente, a esquerda)

sobre um anel R e cujos morfismos sao os homomorfismos de R-moédulos.

Dizemos que uma propriedade é uma propriedade categoérica se a mesma pode ser
definida em termos de objetos e morfismos de sua categoria. Por exemplo, numa categoria
¢ dizemos que um objeto C' € um objeto zero se dado qualquer objeto X em €, existem
tinicos morfismos f: X — C e g: C — X. Note que em 900 0 objeto zero da categoria
coincide com o moédulo nulo, estamos dizendo com isso que ser o moédulo nulo pode ser

definido em termos categoricos.

Com relagao a morfismos existem definigoes categoricas importantes para nds, as quais
coincidem com as definigoes que ja conhecemos para homomorfismos de moédulos. Di-
zemos que um morfismo f : X — Y é um isomorfismo se, e somente se, existe um
morfismo g : Y — X tal que go f = 1x e fog = 1y. Dizemos que um morfismo
f é um monomorfismo (resp. epimorfismo) se sempre que a igualdade de composigoes
fog= foh (resp. go f = ho f) ocorre, entao g = h. Inicialmente, notamos nessas defi-
ni¢oes que conceitos costumeiramente definidos a partir de elementos, tais como funcoes
bijetoras, injetoras e sobrejetora, sao traduzidos para a teoria categoérica em termos de
composicao de morfismos. Outra questao de importante destaque aqui é que em 9o0g
sabemos que se um morfismo f : X — Y é um monomorfismo (resp. epimorfismo) nem
sempre existe um outro morfismo g : Y — X tal que go f = 1x (resp. fog = 1y), porém

na categoria de fungoes entre conjuntos essa é uma equivaléncia valida. Em todo caso,
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vale lembrar que embora usemos a teoria de categorias, estamos trabalhando com uma

categoria particular.

Em [16, Section 18A| o autor nos fornece diversas propriedades de moédulos que po-
dem ser definidas categoricamente. Além dos conceitos de isomorfismo, monomorfismo
e epimorfismos, também pode ser definidas as propriedades de um modulo M ser nulo,
nao nulo, simples, semissimples, uniforme, artiniano, noetheriano, possuir dimensao uni-
forme n, possuir comprimento n, ser fortemente indecomponivel, ser projetivo, ser inje-
tivo, ser um submodulo maximal, minimal, essencial, pequeno, denso ou um somando
direto. Possuir uma cobertura projetiva, um fecho injetivo, ser finitamente apresentado
sao decorrentes das propriedades categoricas anteriores. Propriedade menos 6bvia como
ser finitamente gerado ou ser fiel, as quais costumamos definir a partir dos elementos dos

modulos, também sao apresentadas como propriedades categoricas em [16].

A fim de ressaltar que nem tudo é categorico, [16] nos mostra que propriedades tais
como ser um modulo livre, ser um modulo ciclico ou ser gerado por um niimero minimo
de n elementos nao sao propriedades categoricas. Mais adiante veremos como isso ocorre.
Aqui, fazer essa ressalva é importante para delimitarmos no que estamos trabalhando

quando usamos a teoria de categorias.

Nosso objetivo com a teoria de categorias é estudar quando e quais propriedades sobre
os modulos de um anel R podem ser estudadas sobre a categoria dos médulos de um outro
anel S, e vice versa. Para tal, precisamos das defini¢coes de funtor entre categorias e de

equivaléncia de categorias.

Definicao 1.27. Sejam € e © duas categorias. Um funtor F' da categoria € para a
categoria ®, denotado por F': € — 2, € uma relagao que associa cada objeto X de € a um
objeto F'(X) de® e cada morfismo f : X — Y de € a um morfismos F(f) : F(X) — F(Y)
tal que

1. F(fog)=F(f)oF(g);

Dizemos que um par de funtores ' : € — D e G : ® — € € uma equivaléncia de
categorias se para todo objeto X de € existe um isomorfismo nx : X — G(F(X)) tal

que se f: X =Y € um morfismo de &, entao

GFE(f)onx =nyof (1.6)

e além disso, para cada objeto Z de ®, existe um isomorfismo €z : Z — FG(Z) tal que

seqg:Z — W éum morfismo de ®, entao

FG(g)oez=ewoy (1.7)
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Se existe uma equivaléncia entre duas categorias € e D dizemos que estas categorias sao

equivalentes, e escrevemos € = 3.

Dada qualquer categoria €, existe um funtor trivial 1¢ : € — €, denominado funtor
identidade, que associa cada objeto X a si mesmo e cada morfismo f a si mesmo. A partir
do funtor identidade a Equacdo (1.6) pode ser reescrita como GF(f) o nx = ny o le(f).
A colegao de isomorfismos nx satisfazendo a Equagao (1.6) é denominada na teoria de
categorias um isomorfismo natural entre os funtores GF e 1lg. De igual modo, a
colegao de isomorfismos € satisfazendo a Equagao (1.7) é um isomorfismo natural entre

os funtores F'G e 1p.

As colegoes de isomorfismos 7y e € satisfazendo as Equagoes (1.6) e (1.7) garante que
as propriedades categoricas de um objeto X sejam herdadas por F/(X) e vice-versa. Por
exemplo, suponha que F' : Mo0g — Modg e G : Modg — Modi seja uma equivaléncia
entre as categorias de modulos sobre os anéis R e S e seja P um elemento de 9odg.
Suponha que F(P) é um modulo projetivo e sejam M L N = 0 uma sequéncia exata
e g : P — N um homomorfismo qualquer, entao F'(M) P F(N) — F(0) = 0 ¢ uma
sequéncia exata e F(g) : F(P) — F(N) é um homomorfismo. Como F(P) é projetivo,
existe um homomorfismo h : F(P) — F(M) tal que F(f)oh = F(g). Aplicando o funtor
G temos que GF(f)oG(h) = GF(g), mas isso significa que GF(P) = P ¢ projetivo. Aqui
estamos admitindo que F'(0) = 0 e que GF(0) = 0, mas ser o médulo nulo ¢ também uma

propriedade categoérica, de modo que as identidades podem ser provadas por argumentos

semelhantes.
p F(P) GF(P)= P
h G(h) .
g F(g) GF(g)
MT’N ( )TU; (N) (M)@’) (V)
0 F(O)‘ =0 GF(d) =0

Figura 1.1: pré imagem de moédulo projetivo por uma equivaléncia

Uma vez que sabemos do que uma equivaléncia entre categorias de modulos de dois
anéis R e S é capaz, nos resta saber quando tal equivaléncia existe. Os trabalhos de
Kiiti Morita vem nesta direcao, nao apenas dando a resposta de quando existem tais

equivaléncia, mas também como o par de funtores F' e GG pode ser obtido.

Teorema 1.28 (Morita II). Sejam R e S dois anéis e F : 9Modp — IModg e

G : Modr — IModr uma equivaléncia de categorias. Entao os funtores
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— ®RrQ : Modg — Modg ¢ — ®g P : Modg — Modgr, onde QQ = F(RR) e P= G(Ss) é

uma equivaléncia de categorias.
Demonstragao. [16, Theorem 18.26]. O

E interessante fazer algumas consideracoes sobre o Teorema 1.28. Primeiramente,
dado que P = G(Ss), End(Pgr) = End(Ss) = 5, o que faz de P um (S, R)-bimédulo e
da sentido ao funtor — ®g P. Além disso, como Sg é projetivo e finitamente gerado na
categoria Modg, a equivaléncia nos da que P é projetivo e finitamente gerado em 9odR.
Por dltimo, temos que Hompg(P, R) = Homg(F(P), F(R)) = Hom(Ss,Qs) = Q faz de
rQ o dual de Pi. Todas estas mesmas anélises valem simetricamente para () no lugar de
P.

Dado que ) = Hompg(P, R), para cada ¢ € @), existe um homomorfismo f, : P — R.
Além disso, se s € S e p € P, temos que f,(sp) = fys(p). Isso garante a existéncia de um
homomorfismo de (R, R)-bimédulos o : Q ®s P — R tal que a(q¢ ® p) = f,(p). A equi-
valéncia do Teorema (1.28) ainda garante que o ¢ um isomorfismo. Pela mesma analise,
existe um isomorfismo de (.5, .5)-bimodulos 8 : P®rQ — S. A 6-upla (R, P,Q, S, a, ) é
denominada um contexto de Morita. Se denotarmos a(q® p) = qp e f(p® q) = pq, entao
R P

Q

associado com Pg. O préximo teorema nos mostrara como determinar se as categorias dos

a disposicao em forma de matriz M = ¢ um anel, denominado anel de Morita

modulos de dois anéis R e S sao equivalente a partir de moédulos projetivos e finitamente
gerados P e Q.

Teorema 1.29 (Morita I). Sejam R e S anéis tais que existe um R-mddulo projetivo
finitamente gerado P onde Endgr(P) = S e seja Q@ = Hompg(P, R). Se para todo x € R,
existe p € P e q € Q tais que q(p) = x, entao

1. — ®r Q : Moo — Mods ¢ — g P : Mo0og — Modr € uma equivaléncia de
categorias e

2. P®r — : gM0o0 — ¢Mod e Q Rs — : sMod — gMod € uma equivaléncia de

categorias.
Demonstracao. |16, Theorem 18.24]. O

Além de garantir um par de funtores que definird a equivaléncia entre as categorias
de moédulos, o Teorema 1.29 ainda nos mostra que essa equivaléncia nao depende da

lateralidade dos modulos sobre os anéis. Isso garante a coeréncia da seguinte definicao

Definicao 1.30. Sejam R e S anéis. Dizemos que R e S sao Morita equivalentes se

as categorias de modulos a direita 9MNodr e Modg sao equivalentes.
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Anteriormente listamos algumas propriedades de moédulos que sao mantidas mediante
a equivaléncia de categorias, se em particular olharmos para os moédulos regulares Ri e Sg
verificaremos que hé propriedades definidas para anéis que sao preservadas pela equiva-
léncia. Tais propriedades sao denominadas Morita invariantes. Algumas propriedades
Morita invariantes sao o anel ser simples, semissimples, primo, semiprimo, semilocal e
semiperfeito. Ja propriedades como ser comutativo, local, reduzido, um dominio ou um

anel de divisao nao sao Morita invariantes.

A equivaléncia de Morita possui um resultado interessante que envolve idempotentes,

o qual apresentamos a seguir.

Proposicao 1.31. Sejam R um anel e e = €* € R um idempotente tal que ReR = R.
Entao o par de funtores F(Mg) — M Re e G(Ng) = NeR € uma equivaléncia de categorias
entre Modg e Modg. Em particular, R é Morita equivalente ao anel S = End(eR) = eRe.

Demonstragao. [16, Example 18.30]. ]

A proposigao anterior tem uma consequéncia interessante para anéis semiperfeitos. Se
Rp = P[" @& ... ® P! é uma decomposi¢ao de um anel semiperfeito R em submoédulos
locais tais que P; 2 P;, sempre que ¢ # j, entao cada submoddulo P; é gerado por um
idempotente e; como P; = ¢;R. Se e = e; + ... + e,, entao e é um idempotente tal que
ReR = R. Neste caso, R e eRe sao Morita equivalentes. Qualquer decomposi¢ao do anel
eRe = Q1 ® ... ® Qy de eRe em submodulos locais é tal que s’ = s e ; 2 ); para todo
i # j. eRe & o tnico anel, a menos de isomorfismo, Morita equivalente & R com essa

propriedade. Tal propriedade justifica a proxima defini¢ao.

Definigao 1.32. Seja R = P/ & ... & P> uma decomposi¢io de um anel semiperfeito
R em submodulos locais tais que P; 22 P; sempre que © # j e seja e = e + ... + e, onde
cada e; € um idempotente tal que P; = e;R. Denominamos o anel B = eRe de anel base

de R. Dizemos ainda que um anel semiperfeito € basico se € isomorfo a seu anel base.

A proxima proposicao relaciona a decomposicao de um anel semiperfeito em submo-

dulos projetivos locais com seu radical de Jacobson.

Proposicao 1.33. Sejam R um anel semiperfeito e Rr = P{" & ...® P’ uma decomposi-
¢@o de Rp em submddulos locais tais que P; 2 P; para todo i # j. Se R;; = End (P}, Pjnj),

entao

J(R11) Riz - Ry

R J(R . Ry

smy= | M )
Rsl RSQ e J(RSS)

Além disso J(R;) = J(Endg(P")) = M, (J(Endg(F;))).
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Demonstragao. |9, Proposition 11.1.1]. O

Sejam S um anel qualquer, n um inteiro positivo e R = M, (S). Seja E;; € R a
matriz que possui a identidade 1 de S na i-ésima linha e na j-ésima coluna, e zero nas
demais posicoes. Entao e = Fp; é um idempotente de R tal que eRe = S. Segue da
Proposigao 1.31 e do Teorema 1.29 que S e R sao Morita equivalentes e o par de funtores
— ®pr Re : Modr — Mods ¢ —Rg eR : Modg — Mody ¢ uma equivaléncia de categorias.
Em particular temos que o R-modulo a direita regular Rg possui como imagem o S-
modulo Rr ®r Re = Re = 5§. Como a propriedade “/N é submoédulo de M” é preservada

pela equivaléncia de Morita temos a seguinte proposicgao.

Proposicao 1.34. Sejam S um anel qualquer, n um inteiro positivo e R = M, (S) o
anel das matrizes n X n. Entao o reticulado dos R-modulos a direita Rr é isomorfo ao

reticulado dos S-modulos a direita Sg.

1.5 QUIVERS

Definigao 1.35. Um quiver ¢ uma quaterna QQ = (Qo, @1, s,t) onde Qo e Q1 sdo con-
Jguntos e s,t: QQy — Qo sao fungoes. Denominamos os elementos dos conjuntos Qy e (1,
respectivamente, de vértices e setas do quiver. Dada um seta a € ()1 denominamos o0s
vértices s(a) e t(a), respectivamente de fonte e alvo de a. Um quiver é dito ser finito se
Q1 e Qo sao conjuntos finitos. Se um quiver finito () possui como vértices 1,..,s e t;; € o
numero de setas do vértice i para o vértice j, entao chamamos de matriz de adjacéncia

do quiver Q a matriz [Q] = [tij]sxs-

Um quiver finito pode ser representado graficamente como um conjunto de pontos
distintos i € Qg e setas a € @1 que parte do ponto s(a) e chega no ponto t(a), ou seja,
um quiver nada mais é do que um grafo orientado. A fonte e o alvo de uma seta a € (),
também podem ser chamados de inicio e fim, respectivamente, da seta. Todos os quivers
utilizados neste trabalho sao quivers finitos, assim sendo, toda vez que fizermos mencao a
quiver, estaremos falando de um quiver finito. Quivers que podem ser representados por
um mesmo grafo orientado sao dito isomorfos, tal isomorfismo nos permite utilizar, sem
perda para a teoria, o conjunto dos vértices )y de um quiver com uma das enumeracoes
{1,2, ..., s} de seus elementos, escolhida convenientemente. Por exemplo, na tabela abaixo
apresentamos dois quivers isomorfos cuja tnica diferenca entre ele sao as enumeracoes
dos vértices. Na Tabela 1.1 podemos ver como sao apresentadas as suas matrizes de

adjacéncia.

Dada uma permutagao 7 dos indices {1, ...,n}, denotamos por P, a matriz n X n obtida

da matriz identidade de ordem n cuja linhas foram permutadas segundo a permutacao 7.
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quiver 1 quiver 2

SN LT

3 3
[ [ ]

1000 0 0] 0 200 0 0]
000100 010000
000000 000000
000100 000231
10000 0 000001
03010 2 0000 0 1]

Tabela 1.1: Exemplos de quiver e matrizes de adjacéncia

Uma matriz B € M, (R) é dita ser uma matriz permutativamente redutivel se existe
um permutacio 7 de 1,...,n tal que P,BP! = ] onde C' e D sao blocos matrizes

quadradas de ordem menores que n. Se B nao é permutativamente redutivel, entao B
¢ dita ser uma matriz permutativamente irredutivel. Aqui, o produto de matrizes

P,BPT permutam as linhas e as colunas da matriz B segundo a permutagio 7.

A conveniéncia da escolha da indexacao dos vértices de um quiver () nos permite

escolher uma ordem tal que sua matriz de adjacéncia tenha a forma:

Bl Blg Blt

0 By .. DBy
@=1. . . .

o 0 .. B

onde cada Bi é uma matriz permutativamente irredutivel. A essa forma chamamos de
matriz de adjacéncia padrao do quiver (). Note que nos exemplos dos quivers apre-
sentados pela Tabela 1.1, a permutacao nos indices dos vértices do quiver 1 resulta no

quiver 2, cuja matriz de adjacéncia é permutativamente irredutivel.

Definicao 1.36. Um caminho de um quiver Q) do vértice i ao vértice j € uma sequéncia
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aj...ar de elementos de Q1 tal que t(a;) = s(aj+1) para todo l = 1,...k —1, s(ay) =i e

t(ar) =J
1. k € o comprimento do caminho
2. 1 inicio do caminho e

3. j o final do caminho

Sei=7j, k>0 et(ay),..., t(ax) sio todos distintos, entao o caminho € dito ser um ciclo

orientado. Além disso, se k =1, dizemos que o caminho é um lago.

Definicao 1.37. Um quiver () € denominado conexo se para quaisquer dois vértices
i # j existe algum caminho cujo inicio € um desses vértices e o final o outro. Q) € dito
fortemente conexo se para quaisquer vértices i # j existe dois caminhos, um de i para

7 e um outro de j para 1.

Definicao 1.38. Um quiver sem ciclos orientados € chamado de quiver aciclico.

Dado um quiver Q = Q(Qo, @1, Ss,t) e um corpo k podemos construir a algebra de
caminhos de @) sobre k, denotada por k@), formada pelo k-espaco vetorial livre gerado
por todos os caminhos de () e cuja multiplicagao é estendida pela distributividade pela

seguinte regra: se ai...a,, e by...b, sao dois caminhos e z,y € k, entao

1. (x-ay...am)(y - by...by) = 2y - @y...a;,b1...b, se o final do primeiro caminho ¢é igual ao

comeco do segundo;

2. (z-ay...am)(y - b1...b,) = 0 caso contrario.

A identidade da algebra de caminhos k() é a soma de todos os caminhos de compri-
mento nulo. Caso () nao possua ciclos, entao k@) é uma k-élgebra de dimensao finita,

pois estamos trabalhando com quivers finitos.

Se () ¢ um quiver que nao possui ciclos, entao pode-se verificar que a élgebra de quiver
k@ é um anel semiperfeito basico cujo radical de Jacobson é gerado pelos caminhos de
comprimento 1. Muitas das propriedades da k-algebra k(@) podem ser obtidas do quiver
. Por exemplo, se () é conexo, entao k() é indecomponivel. Assim como a partir do
quiver () podemos obter o anel semiperfeito k(, podemos a partir de um anel semiperfeito
R, tal que R/ J(R)? seja artiniano a direita, obter um quiver Q(R). Tal construgao foi
inicialmente feita para k-algebras de dimenséao finita por Peter Gabriel em [5], e depois

estendida para alguns anéis semiperfeitos por Vladimir V. Kirichenko em [13].

Para entendermos como obter o quiver de um anel semiperfeito R, tal que R/ J(R)?

¢ artiniano a direita, segundo [13|, considere Rp = P/ @ ... & P!> a decomposigao do
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modulo regular R em submoédulos projetivo locais tais que P; 2 P; sempre que i # j.
Seja J = J(R) e P(PiJ) = @), P;” a cobertura projetiva de P,J. Entao definimos o
quiver de R como o quiver Q(R) que possui [t;;]sxs como matriz de adjacéncia.

Dada a lateralidade dos conceitos envolvidos, o quiver Q(R) pode ser também deno-
minado de quiver a direita de R. O quiver a esquerda é definido de forma anéloga,

e denotado por Q'(R).

Dado que R é um anel semilocal, o médulo P;J/P;J? é semissimples. Sua decomposigao
em submodulo simples pode ser facilmente obtida a partir da cobertura projetiva de P;J,
pois se P(P;J) = @)_, P;”, entao P;J = @;:1(P;”/N,~j) onde N;; C J(Pjt”) = (P;J)"a.

Assim temos que

PJ _ D (P/Ny)
FJ? @ (P /Ny) ]
*® @y ML
(£5J) ”/NU)

S t’L]
S P
(P J)ti + Nyj)

]:

s P. tij
=@ (75)

]:

~Pu;” (1.8)

J=1

»

no qual U; = P;/P;J, para j = 1,...,s é um conjunto completo de R-mo6dulos simples

dois a dois nao isomorfos.

A Equacao (1.8) ainda mostra que os inteiros ¢;; também representam quantas vezes
o modulos simples U; aparece como um somando de P,J/P;J?. Outra implicagao direta
da Equagao (1.8) é que Q(R) = Q(R/J?).

Pela Defini¢ao 1.32 conseguimos ver que o quiver Q)(R) de um anel semiperfeito e
o quiver Q(B) de seu anel bésico possuem o mesmo ntimero de vértices. Mais do que
isso, como a equivaléncia de Morita preserva a cobertura projetiva podemos ver pelos
funtores expressos na 1.31 que as setas destes quivers estao em relagao biunivoca , isto é
Q(R) = Q(B). Em suma, temos que o quiver de uma anel semiperfeito é preservado pela

equivaléncia de Morita.

Para ver como propriedades importantes podem ser obtidas de anéis semiperfeitos
utilizando quivers apresentamos dois resultados que estao relacionados aos nossos objetos

de estudos.
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Proposicao 1.39. Seja R um anel semiperfeito e noetheriano. Entao as sequintes afir-

macgoes sao equivalentes:

1. R € indecomponivel;
2. R/J(R) é indecomponivel;
3. O quiver de R € conexo.
Demonstracao. |9, Theorem 11.1.9]. O

Proposicao 1.40. Os mddulos requlares R e rR de um anel semiperfeito e noetheriano
R se decompoem como somas diretas de submodulos de cadeia, se, e somente se 0s quivers

Q(R) e Q'(R) sao unides desconezas de cadeias e ciclos.

Demonstragao. |9, Theorem 12.3.11]. O

22



2 ANEIS DE N-CADEIA SEMIPERFEITOS

Neste capitulo, e a partir de entao, todos os resultados apresentados foram obtidos
pelos autores deste trabalho, salvo quando fizermos mencao do contrario, ou o resultado

tiver uma referéncia explicita de sua demonstracao na literatura.

2.1 ANEIS E MODULOS DE N-CADEIA

Em todas as referéncias utilizadas neste trabalho que tratam dos conceitos de modulos
e anéis de n-cadeia, apresentando as definicoes de anel de n-cadeia e médulo de n-cadeia
usam diretamente estas estruturas de forma analoga as Defini¢oes 2.4 e 2.13. Neste tra-
balho, escolhemos apresentar tais conceitos a partir da Defini¢cao 2.1, onde construimos as
defini¢oes de n-comparabilidade, n-incomparabilidade, e também adicionamos o conceito

de n-cadeia estrito para modulos e anéis.

Definicao 2.1. Seja R um anel e M um R-modulo. Dizemos que um subconjunto
{zg,...,xn,} T M, com n+ 1 elementos, é n-comparavel se existe um indice i tal que
T; € Z#i z;R. Um subconjunto de M com n + 1 elementos que nao é n-compardvel é

dito ser n-incomparavel.

Na Definicao 2.1 poderiamos escrever, de modo equivalente, que um subconjunto
{zg, ..., xn,} € M é n-comparével se existe um indice ¢ tal que x,...,x, € Z#i z;R,
ou ainda que existe uma permutagao o dos indices 0,...,n tal que z,0) € Y iy Tow) R
Afim de nos garantir a liberdade de utilizar um ou outro forma de representar o somatoério,

mostraremos estas equivaléncias em um lema.

Lema 2.2. Seja M um mddulo e X = {zo,...,x,} um subconjunto de M com n + 1

elementos. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes

1. X € n-compardvel;
2. existe um indice v tal que xq, ..., T, € Zj# i R;

3. existe uma permutagio o dos indices 0,...,n tal que To0) € D1, T R.

Demonstra¢ao. Se X é n-comparavel, entdo existem um indice ¢ tal que z; € > i ;i R.

Como z; € z; R, entao temos que xo, ..., T, € Y., T; .
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Suponha que existe um indice i tal que =z, ..., z, € Z#i z;R. Entao x; € Z#i z; R
Defina a permutagao o do conjunto de indices tal que (i) =0 e 0(0) =i e o(j) = j para

todo j # 4,0. Entdo temos que Z,(0) € D_;2y0) TR = Do) Toi) -

Por fim, se existe uma permutagao o dos indices 0,...,n tal que z,0) € > 1", o) R,
entdo tome j = ¢(0), entdo temos que x; € >, To) R = >, ,; x;R. Tocando os indices

1 e j, temos o resultado desejado. O

As defini¢oes de n-comparabilidade e n-incomparabilidade podem parecerem similares
aos conceitos de dependéncia e independéncia linear para elementos de espagos vetori-
ais. De fato, estes conceitos coincidem quando tratamos de espacos vetoriais, conforme

poderemos ver no préoximo exemplo.

Exemplo 2.3. Seja D um anel de divisao ¢ V' um espaco vetorial a direita sobre D de
dimensao n. Entao, qualquer conjunto X = {xq,...,x,} CV, com n+ 1 elementos, € n-

compardvel. Além disso, existe um conjunto Y = {yo, ..., Yn—1} C V (n—1)-incompardvel.

Claramente, o que estamos falando acima é que o conjunto X é linearmente depen-
dente. Logo um de seus elementos é combinacao linear dos demais, e que Y é um conjunto

minimal de geradores de V.

Definicao 2.4. Dizemos que um modulo M é de n-cadeia se todo subconjunto de M
comn + 1 elementos é n-compardvel. Um mddulo de n-cadeia ¢ de n-cadeia estrito se

nao € de (n — 1)-cadeia, neste caso dizemos que n € o indice de cadeia de M.

Segundo a proxima proposi¢ao, podemos verificar se um modulo é de n-cadeia a partir

de seus submoédulos, em lugar de olhar para seus elementos.

Proposicao 2.5. Um mddulo M ¢ de n-cadeia se, e somente se, qualquer que seja a
familia se submaodulos Ny, ..., N,, € M, existe um indice 1 tal que N; C Z#i N;.

Demonstra¢ao. Suponha que M seja de n-cadeia e suponha por absurdo que existe uma
familia de submoédulos Ny, ..., N,, € M tal que para todo indice i, N; € Z#i N;. Assim,
para cada i = 0, ...,n escolha um elemento x; € N; \ Z#i N;. Com isso temos que, para
todo i = 0,...,n, vale x; ¢ Z#j z; R, ou seja {xo, ..., x,} € um conjunto n-incomparavel,
contradizendo a hipotese de que M é de n-cadeia.

Por outro lado, se para qualquer que seja a familia se submoédulos Ny, ..., N, € M,
existe um indice ¢ tal que N; C ) ki N;, entao tal hipotese vale para
No = xR, ..., N, = z,R, qualquer que seja o subconjunto {xzg,...,z,} € M. Mas

isso significa que tal subconjunto é n-comparéavel. O]
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A partir da Proposicao 2.5, quaisquer que seja os submodulos N, N' C M de um
modulo M de 1-cadeia tem-se que N C N’ ou N’ C N. Isto significa que o reticulado dos
submoédulos de M estao em uma cadeia de inclusoes, o que da origem ao termo “cadeia”
da definicao. Em particular os modulos de 1-cadeia sao denominados na literatura de

modulos de cadeia.
A proxima proposicao estende a ideia da definicao de n-cadeia com alguns implicagoes

uteis.

Proposicao 2.6. Sejam M um R-moddulo de n-cadeia e uma familia de submaodulos
No,-++ , N € M, com m > n. Entao existe uma permuta¢ao o dos indices {0, ...,m} tal

que

N(), ceey N,, C No’(o) + ...+ Na(n—l)

Demonstragcao. Para m = n o resultado segue da Proposicao 2.5.

Suponha que para algum m > n fixo o resultado seja valido para m — 1. Assim, existe
uma permutacdo o' dos indices {0,..,m}, com o'(m) = m, tal que
Ny, ..., Ny—1 C Na/(o) + ...+ Ngl(n,l).

Seja Lj = Nyi(jy para cada j = 0,...,n — 1 e L, = Ny,. Dado que M ¢é um R-mé6dulo
de n-cadeia, existe uma permutacao ¢” dos indices {0, ...,n,...,m}, com ¢”(j) = j, para

todo 7 > n, tal que

LU”(TL) g Lo‘”(()) + .. + Lo.ll(n_l)

Fazendo ¢ a permutacao de {0, ..., m} que apenas troca m e n de posigoes temos que,

para cada j = 0,...,n, Lj = Nyigm(j

Tome o = 0" 0 0’ 0 0", entao para cada j € {0,...,m} entdo

No(j) Noro1(j)
Loy + ... + Lgrnn-1)
No.//o./am(o) —|— + No.llo./o.lll(n_l)

Noo) + oo + Non—1)

N

isto é
No, ceey Nm g No’(o) + ...+ Ncr(nfl)

como desejado. O

Corolario 2.7. Seja M um mddulo de n-cadeia e N um submddulo finitamente gerado

de M. Entao N possui um conjunto de geradores com no mdrimo n elementos, ou seja
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gen(N) < n.

Demonstrag¢ao. Sejam {x, ..., T, } um conjunto de geradores de N. Se m < n — 1, entéo
o resultado é dado. Caso m > n defina N; = x; R para i = 0, ..., m, pela Proposicao 2.6
existe uma permutagao o dos indices tal que 2R, ..., z,, R C > | Z,; R de modo que N

¢ gerado por Zy(g), ..., To(n—1)- O

Diretamente da propria Definicao 2.4 é possivel observar que todo médulo de n-cadeia
é também de m-cadeia para qualquer m > n. Além disso, submédulos de modulos de
n-cadeia sao também de n-cadeia, nao necessariamente com o mesmo indice. A seguir

exploramos outras operagoes de modulos envolvendo a definicao de n-cadeia.

Proposicao 2.8. Sejam M e N R-mddulos. Se M é de m-cadeia (estrito) e N é de
n-cadeia (estrito), entao M @& N € de (m + n)-cadeia (estrito).

Demonstracao. Seja zg, ..., Zmen € M @ N elementos quaisquer. Escreva z; = x; + y;
para cada ¢ = 0,....m +n onde x; € M e y; € N. Dado que M é de m-cadeia segue,
da Proposicao 2.6, que existe uma permutacao o dos indices tal que, para todo i =

0,..om+n, z; € 7" ;B . Note que a ordem dos indices de como tomamos os

j=14n "0
elementos 2, ..., Zn1, Na0 € crucial para os argumentos da demonstragao até este ponto,
assim sendo, podemos supor que tomamos a permutacao o igual a identidade. Para cada
1 =0,...,n, escreva x; = 27:1 Tjtnij+n onde a;; € R e sejam, para cada ¢ = 0,...,n,
yr = 2z — Z;n:l Zn+iintj. Note que y, € N. Dado que N ¢é de n-cadeia, existe uma
permutacao 7 dos indices tal que y'T(O) € Z?Zl Yr(j)R. Podemos supor novamente, sem
perda de generalidade, que 7 ¢ a identidade. Escreva y, = yib1 + ... + y,,b, com b; € R.

Desta tltima identidade temos que

m—+n

m n m
20 = Z Zj4+n@A0,j+n + Z (ZZ — Z zﬁnai,ﬂn) bz € Z ZZR (21)
j=1 i=1 j=1 i=1

o que mostra que M @& N é de (m + n)-cadeia.

Para a segunda afirmacao, suponha que M é de m-cadeia estrito e N é de n-cadeia
estrito, entao existem conjuntos {x1, ..., z,,} € M (m—1)-incomparével e {y1, ...,y } C N
(n — 1)-incomparavel. Sejam z; = x;+0 parai=1,...me z,; = 0+y; parai=1,...,n.
Afirmamos que {21, ..., Zmin} € M @& N & (m +n — 1)-incomparével. De fato, se z,1) €
Z::g" Zo(i) R para alguma permutacao o dos indices, como ou z,(1y = x; para algum i ou
Zo(1) = Yi para algum 7, temos que ou {1, ..., Ty} € (m — 1)-comparéavel ou {yi,..., Y} é

(n — 1)-comparavel, o que é uma contradigao. O

A segunda afirmagao da Proposigao 2.8 nos fornecem os seguintes coroléarios imediatos.
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Corolario 2.9. Sejam R um anel e My, ..., M,, R-mddulos. Entio M = @ M, é de

n-cadeia, se e somente se, cada M; € de n;-cadeia, com > n; =n.

Corolario 2.10. Sejam R um anel e My, ..., M,, R-mddulos tais que M; = M;, para todo
iej. Entao M = @ M, é de n-cadeia, se e somente se, cada M; é de ng-cadeia com

mng = n.

Proposicao 2.11. Sejam N C M R-mddulos tais que M/N é de m-cadeia e N € de

n-cadeia. Entdo M é de (m 4+ n)-cadeia.

Demonstrag¢ao. Sejam g, ..., Tmin € M e sejam Ty, ..., Ty, Suas imagens em M/N.
Dado que M/N é de m-cadeia, existe uma permutagao dos indices o tal que, para todo

1=0,....m+n, T; € Z;’:ﬁn T,(j)R. Sem perda de generalidade, suponha que o ¢ a iden-
m+n
j=14n

xja;j, entao yo,...,y, € N. Como N ¢é de

tidade e sejam, para cada i = 0,...,n, Qj14n, .., Gimin € R tals que 7; = > T

m+n
j=1+n

n-cadeia, existe uma permutacao dos indices 7 tal que y,) € > ., yrt)R. Novamente,

Seja, para cada i = 0,....,n, y; = x; — Y

podemos supor que 7 ¢ a identidade. Assim, sejam by, ..., b, € R tais que yo = Y ., yib;.

Assim, temos que

n m+n
Yo = Z (% - Z Tjaij | b

=1 j=14n

m-+n n m-+n
o — E l’jaoj = E T; — E xjaij bz

j=1+n i=1 j=l4n

n m-+n m-+n
g = E T; — E xjaij bz + E l’jaoj

i=1 j=1+n j=1+n

de modo que 2o € > 7" 1, R. O

Corolario 2.12. Se 0 = My C M; C ... C M, = M € uma série de composi¢cao de um
R-mddulo M. Entao M € de n-cadeia.

Demonstracao. A prova segue por inducao em n. Para n = 1 temos que M; é simples,
portanto de cadeia. Suponha que o resultado é valido para decomposi¢oes de comprimento
n — 1, entdo o modulo M, é de (n — 1)-cadeia. Como M,,/M,_; é um mo6dulo simples,

e portanto de cadeia, segue da proposicao anterior que M = M,, é de n-cadeia. O

Diferente da soma direta, o moédulo M nao sera necessariamente de (m + n)-cadeia
estrito quando N e M /N forem de n-cadeia e m-cadeia estritos respectivamente. Por
exemplo, o Z-mo6dulo M := Z/Zp", onde p é um nimero primo e n um inteiro positivo
qualquer, é um modulo de cadeia. Todo os seus submodulos aparecem na seguinte série

de composicao



Para os quocientes desses submodulos valem Mp* /Mp' = Mp'=F = 7./Zp'~*, os quais sdo

modulos de cadeia.

O exemplo de médulo de cadeia acima é um caso particular de médulo uniserial. A
saber, dizemos que um moédulo M é uniserial se possui uma tnica série de composicao.

Por série de decomposicao entendemos uma cadeia de inclusoes

0=MyC M, C...CM,=M

=

onde cada quociente M;/M; 1 é um modulo simples. Ocorre que todo modulo uniserial
é de cadeia, porém a reciproca nao é verdadeira, pois um modulo de cadeia pode nao

possuir uma série de composicao.

A definicao de n-cadeia sobre anéis pode ser enunciada da seguinte forma.

Definicao 2.13. Dizemos que um anel R é de n-cadeia a direita se o mddulo reqular a
direita Rp € de n-cadeia. Dizemos que R ¢ de n-cadeia a esquerda se o madulo reqular
a esquerda rR € de n-cadeia. Se R € um anel de n-cadeia a direita e a esquerda, entao

dizemos que R é um anel de n-cadeia.

Assim como para modulos, o termo de 1-cadeia para anéis é simplesmente de cadeia.
Esta definigdo é encontrada em [3] no contexto de uma generalizagdo de valorizagoes.

Ainda neste artigo é provado que.

Proposicao 2.14. Todo anel de n-cadeia a direita é semilocal.
Demonstragao. |3, pagina 2| ]

A Proposigao 2.8 junto com seus corolarios nos permitem comparar o indices de cadeia

de produtos direto de anéis e de anéis de matrizes como segue.

Proposicao 2.15. Se R e S sdo anéis de m-cadeia e n-cadeias a direita (estritos) res-

pectivamente, entdo R x S é um anel de m +n cadeia (estrito).

Demonstragao. Segue da Proposic¢ao 2.8. O

Proposicao 2.16. Sejam R um anel e M,,,(R) o anel de matrizes m x m sobre R. Entdo

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. M,,(R) é um anel de mn-cadeia & direita;
2. R™ é um R-modulo de mn-cadeia,

3. R € um anel de n-cadeia o direita.
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Demonstracao. A equivaléncia entre os itens 1. e 2. segue da Proposicao 1.34. Ja a

equivaléncia entre 2. e 3. segue do Corolario 2.10. O]

A Proposigao 2.16 junto com o Corolario 2.15 nos dao o seguinte resultado.

Corolario 2.17. Seja R = M,,, (R1) X...xM,, (R,) um anel que se escreve como o produto
direto de anéis de matrizes. Entio R € de n-cadeia & direita (estrito) para algum n se, e

somente se, cada anel R; é de m;-cadeia a direita (estrito) com nymy + ... + n.m, = n.

A partir desses primeiros resultados podemos observar alguns exemplos relevantes de
anéis e modulos de n-cadeia. Inicialmente, todo anel de cadeia (a direita) é um anel de
n-cadeia (& direita), neste caso para n = 1. Nestes exemplos se enquadram qualquer
corpo e qualquer anel de divisao. Pelo Corolario 2.17 e o Teorema Wedderburn-Artin,
[15, Theorem 3.5], temos que todo anel artiniano e semissimples é de n-cadeia para algum

n.

Dizemos que um subanel R C D, onde D é um anel de divisao, ¢ um anel de valori-
zagao de D se para todo z € D, oux € Rouz~ ! € R. Um caso particular deste exemplo
¢ a localizacao Z,, C Q do anel dos ntimeros inteiros pelo ideal primo P = pZ, onde p ¢ um
inteiro positivo primo. Se a e b sao elementos nao nulos de um anel de valorizacao R C D,
entdo ou a/b € R ou b/a € R, o que implica que ou a =a/b-b € Rboub=>b/a-a € aR,

de modo que os anéis de valorizacoes sao anéis de cadeia, e portanto de n-cadeia.

Pela Proposigao 2.8, temos que um anel R cujo médulo regular & direita se decompoe
em uma soma de submoédulos de cadeia da forma Rr = etR D ... ® e, R é de n-cadeia.
Um anel com essa caracteristica ¢ denominado na literatura por anel serial. Veremos
mais adiante que algumas generalizagoes do anéis seriais também sao de n-cadeia. Por

enquanto vamos ampliar nosso rol de exemplos com os seguintes resultados.

Proposicao 2.18. Todo anel artiniano a direita € de n-cadeta a direita para algum n

Demonstragao. Seja R um anel artiniano a direita. Por [15, Proposigao 4.15] Rg possui

uma série de composicao. Pelo Corolario 2.12 Rg é de n-cadeia para algum n. O

Exemplo 2.19. Seja k um corpo e R = K[z, Y|z, /(xy), a localizagdo do anel de poliné-
mios klx,y] pelo ideal primo (x,y), quocientado pelo ideal (xy). Nesta construgio R €

um anel comutativo. Afirmamos que R € um anel de 2-cadeia estrito e local.

Demonstra¢ao. Uma vez que (z,y) ¢ um ideal primo de kl[z,y|], a localizagao
S = k[x,y|(zy) ¢ um anel local cujo ideal (a direita) maximal ¢ M = xS + yS. Por
consequéncia, o quociente R = S/(zy) ¢ também local e M = xR + yR ¢é seu ideal (&

direita) maximal.
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Sem perda de generalidade, vamos denotar por x e y as imagens de tais monoémios no

quociente R = k[z, y] () /(xy), isto é, estamos adotando a relacao zy = 0.

Uma vez que quaisquer monomios com graus positivos em x e em y ¢é nulo em R,
qualquer elemento f € R pode ser escrito da forma f = 2™u + y™v onde m e n sao
inteiros nao negativos e u,v € U(R)U(0). Além disso, esta representagao ¢ inica a menos

dos casos onde v =0 ou v = 0.

Afirmagao: Analisando caso a caso, podemos mostrar que dados f,g € R, com
f=amu; +y" vy, g = x™us + y"vy onde uq, ug, vy, vy € U(R) U {0}, entdo fR C gR,
ou gR C fR ou

fR+gR=2"R+y"R

no qual m = min{my, my} e n = min{ny,ny}. Na definicdo do minimo entre m; e my
estamos considerando o caso em que u; e us sao nao nulos. Se u; = 0, para algum

i € {1,2}, entdo tomamos m = m3_;. O mesmo definimos para n;.

Agora, para mostrar que R é um anel de 2-cadeia, sejam f,g,h € R e escreva
f=a™u +y"u, g = 2™ug + y"ug e ho = x™ug + y"iug tals que ug, ug, uz, U1, U2, U3
sao elementos de U(R) U {0}. Sem perda de generalidade, suponha que m; < mg e

ne < ng. Pela afirmacao anterior, ou fR e gR sao comparéaveis ou fR+gR = x"R+y"R

onde m = min{my,my} e n = min{ny,ny}. Nos dois primeiros casos temos que ou
gR C fR C fR+ hR ou fR C gR C gR + hR. Ja no segundo caso temos que
h =zmx™ Mug + y "y "3 € fR+ gR. [

Exemplo 2.20. Inspirado no exemplo anterior, seja k um corpo e K = k(tq, s, ...) 0 corpo
de fungoes racionais sobre k em um numero infinito e enumerdvel de indeterminadas.
Sejam S = Kz, ylzy /(xy) e o : S — S 0 monomorfismos sobre S definido pelas sequintes

relagoes:

o(t;) =ti1 para todoi=1,2,...

Defina R = S[[z; 0]] o skew anel de endomorfismos das séries de Laurent na indeterminada

z a direita sobre S. Afirmamos que R € um anel nao comutativo, local e de 2-cadeia estrito.
Demonstrag¢ao. Primeiramente observe que
22 = Z2t1t2<t1t2)71 == :Uyzz(tltg)*l =0

de modo que os elementos de R podem ser escritos como ag + za; com ag,a; € S. Note

ainda que zz = xzt1t;" = xyzt;! = 0 e 2y = 2z = 0, assim dada a representacdo dos
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elementos de S no Exemplo 2.19, um elemento r € R genérico pode ser escrito da forma
r=a"a+y"b+ zxfc

onde a,b,c € U(S) U {0} e m, n e p sdo inteiros nao negativos.

Note que se b # 0 e n = 0, r é invertivel e rR = R. Caso b # 0 e n = 1, entao para
todo V' € S, existe um o’ € S tal que ra’ = zb', pois nesse caso rz = z(t7b) e a expressao

entre parenteses ¢ invertivel em S.

Agora sejam r; = 2™ a; + y"ib; + zaPic;, com i = 0,1, 2, elementos de R. Veremos que

estes elementos sao 2-comparaveis separando em dois casos

Caso 1: Suponha inicialmente que by = b; = by = 0. Suponha ainda, sem perda de

generalidade, que mg < my; < mo. Entao, para cada ¢ = 1,2 podemos escrever

- _ /
=1 — rex™ M aa5t = zaPic (2.2)
com p; € N e ¢, € S. Novamente, sem perda de generalidade, suponha que p| < p, entdo
podemos escrever

rh = rlaPs P ()7 (2.3)

Por fim, a partir das Equagoes (2.2) e (2.3) temos que ry € roR 4+ r1 R

Caso 2: Suponha que, para algum j € {0, 1,2}, b; # 0. Escreva s; = 2 a;+y"b; para
i =0,1,2. Dado que s; € S, pelo Exemplo 2.19 obtemos que {sg, s1,s2} € um conjunto
2-comparavel, entao, sem perda de generalidade, existem f, g € S tais que s; = sof + $19.
Seja rh = ry — rof — rig. Entdo rh = zaP2c, para algum pf, € N e ¢, € U(S). Note que
devemos ter by # 0 ou by # 0. Novamente, sem perda de generalidade, podemos supor

que by # 0. Assim existe a’ € S tal que roa’ = zxP2c}, logo

Ty = Th+1of —7T1g
= rod +rof —rig
€ ToR + 7’1R

Isso demonstra que R é um anel de 2-cadeia a direita. Vamos mostrar que R é
de 2-cadeia a direita estrito. Para isso mostraremos que {x,y} ¢ um conjunto incom-
paravel de Rg. De fato, se pudéssemos escrever = yr para algum r € R, digamos
r = 2"a+ y"b + zaPc, entdo teriamos x = y" b + zaPct; o que implicaria em z = 0. por
outro lado, se y = xr com r € R, digamos novamente que r = z™a + y"b 4+ zxPc, entao

+

y = 2™ a em S, um absurdo.

Para ver que R ¢ local, vamos mostrar que x R+yR ¢ seu tnico ideal maximal & direita.

De fato, como visto anteriormente y R contém todos os elementos das formas y"b e za com
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n e N\{0}ea€sS,jiarR contém todos os elementos da forma xz"a com n € N\ {0} e
a€S. Entdao 1 ¢ xR+ yR de modo que zR + yR é um ideal a direita proprio de R. Se
r€ R\ xR+ yR, temos r = 2™a + y"b+ zzPc e, entdo a Z0em =0,oub# 0en =0,
o que faz de r ser invertivel. Dado que U(R) = R\ 2R + yR, temos que R ¢ local. ]

2.2 DECOMPOSICAO DE PIERCE

O Corolario 2.9 implica que R = [R;j],«, ¢ uma decomposi¢ao de Pierce de um anel
de n-cadeia a direita se, e somente se, cada somando e; R ¢ um moédulo de n;-cadeia com
>;ni = n. Veremos nesta secao que a relacao de n-cadeia pode ser trabalhada com um
pouco mais de detalhes sobre as componentes I;; de uma decomposi¢ao de Pierce de um
anel R. Tal estudo abrird caminho para entendermos os anéis de n-cadeia semiperfeitos

mais adiante.

A seguir apresentamos alguns resultados concernentes aos anéis de n-cadeia com de-

composicoes de Pierce.

Proposicao 2.21. Seja R = [R;j]r«» uma decomposi¢iao de Pierce de um anel R onde
R;; = e;Rej. Se cada componente R;; é um R;-modulo de n;j-cadeta, para algum inteiro

positivo nij, entdo R € de n-cadeia a direita, onde n =73, ini;.

Demonstragao. Vamos mostrar que R é de n-cadeia & direita para n = ), Mg Assim

sendo, sejam xg, ..., x, € R.

Sejal =r(i—1)+ (j —1), M; = R;; e ny = n;;. Note que i —1 e j — 1 sao,
respectivamente, o quociente e o resto da divisao euclidiana de [ por r. Como 7,7 < r, [ é
tnico para cada par de indices (7, j). Note que My, My, ..., M,2_; define uma ordem para

as componentes R;; da decomposicao de Pierce de R.

Defina s; = ng + ... + n;. Vamos provar, por indugao sobre | = r(i — 1) + (j — 1),
que existe uma reorganizacao dos indices k = 0, ...,n tal que para todo k = 0,s;_1, ..., n,
Tikj € Z?:SH Zisj ;. Paral = 0, como M é de ng-cadeia como R;-moédulo, entao, a par-
tir de wuma reorganizacao dos indices k£ = 0,1,...,n, podemos supor que

ng
Tikl € Zszl 11 Ry

Suponha que nossa hipotese seja vélida para todo indice menor que I = r(i—1)4(j—1)
fixo. Dado que M; é um R;-médulo de nj-cadeia, existe uma reorganizacao dos indices
k =0,s_1,...,n tal que z;; € Zjl:SH xisjRj. Note que esta reorganizacao dos indices
nao altera a hipotese para diferentes I’ < [, pois nao precisamos modificar a ordem dos

indices k=1, ...,8_1 — 1.
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Assim provamos que, para todo [ =0,...,7* =1, l=r(i — 1)+ (j — 1),
s n
Tioj € Z Tisi ) © Zﬂciszj
S=81_1 s=1

Sejam a;; € R; tais que T, = Y .y Tisj@ik;. Entao temos que

To = E X405
ij
n
:E E Tisj ik

ij s=1

€ Z i Iisz

iy s=1
n
= E s R
s=1
o que mostra que R é de n-cadeia a direita. O

Proposicao 2.22. Seja R = [Rij],«x, uma decomposicao de Pierce de um anel R. Se
em cada linha i existe uma componente Ry, que como Rj j,-modulo possui um conjunto
{ra, ..., min; } (ni — 1)-incompardvel, entao o conjunto {r;; :i=1,...r,5 =1,...n;} € um

conjunto (>, n; — 1)-incompardvel de Rpg.

Demonstragao. Suponha por absurdo que {r;;} ndo é (> . n; — 1)-incomparavel em R.

Entao existe permutagoes o e p dos indices tais que

Top) € D D Tepi) R (2.4)
i=2 j=2
mas entao isso significa que
To(W)p(1) = Co()To(1)p(1)€Co(1)
€ oy (Xiea Sita oo B) ot
22522 Towoti) Ror)
uma contradigao. O

Corolario 2.23. Seja R = [R;j|,x» uma decomposicio de Pierce de um anel R. Se R ¢
um anel de n-cadeia & direita, entao cada anel da diagonal R; € de n;-cadeia a direita

onde ny + ... +n, <n.

Demonstracao. Basta observar que cada R; ¢ um modulo sobre si mesmo. O
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A desigualdade do Corolario 2.23 nao é uma igualdade no caso geral. Por exemplo,

seja k um corpo e R a k-algebra definida da seguinte forma

=y

I
o o =
o 5O

b ¢
d 0| :a,b,c,d,eck
0 e

~ o B
I
o o 9

entao cada anel da diagonal de R é da forma R; = k, para ¢ = 1,2, 3, e portanto sao de
cadeia. Porém, R nao é 3-cadeia uma vez que e; R, a primeira linha da decomposicao de

Pierce de R, ¢ um R-mo6dulo de 2-cadeia.

Os proximos resultados tem [18, Proposition 1.22] como base de inspiragao. Nesse
resultado o autor mostra que um somando e;R da decomposi¢do de Pierce [R;j,«, de
um anel R é de cadeia, se qualquer conjunto {zo, 1} C R;; U R, é sempre comparavel,
quaisquer que sejam os indices j e k. A Proposi¢ao 2.24 e o Teorema 2.27 apresentam

duas diferentes generalizagoes para esse resultado.

Proposigao 2.24. Seja R = [R;j|,«, uma decomposi¢io de Pierce de um anel R. Entdo
R ¢é de n-cadeia a direita para algum n se, e somente se, existe um inteiro m tal que para

qualquer subconjunto {xo, ..., xm} C Rij U Ry, existe uma permutacio o dos indices onde

To(0) € Z :L‘U(i)(ej + ex) Rey
i=1

onde | € tal que x,(0) € e;Re;.

Demonstragcao. Primeiramente, suponha que R é de n-cadeia a direita para algum n.
Tome m = n. Sem perda de generalidade, suponha que zo € Y, x; R. Digamos que

xo € e;lRej, entao

Zo To€;
(O ziR)e;
(Xoimy wilej +ex) R)e;

(D imy zilej +ex) R)er

N m

Reciprocamente, suponha que existe um inteiro m tal que para qualquer subconjunto
{0, ..crxp} C Ry U Ry, existe uma permutagao o dos indices onde
Ty(0) € Zzl To@)(ej + ex)Re; onde I ¢ tal que x,) € e;Re;. Vamos mostrar que cada
e;R € um R-modulo de mr-cadeia. Sejam xg, ..., Ty, € €;R e escreva x; = Zj x;; onde

ill'l'j = :ciej.

Para cada | = 1,...,r tome k = j = [ na hipotese, entao existe uma permutagao o de

{0,...,mr} tal que x4 € Zlizmﬂq Toqy R para todo s = 0,...,m(r — ).

Note que podemos tomar a mesma permutagao o para todo indice [, em particular
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note que para todo [
To(0) € Zxa(i)lR
i=1

o que implica que ) € Y iy T R. O

Corolario 2.25. Seja R = [R;j]r«r uma decomposicao de Pierce de um anel R. Entao R
€ de n-cadeta a direita para algum n se, e somente se, eRe € de n.-cadeia a direita para

algum n., onde e = e;+ej+e; € soma de quaisquer de trés idempotentes da decomposi¢ao.

Para demonstrar o proximo resultado utilizaremos o lema técnico a seguir.

Lema 2.26. Seja R = [R;;]r«r um anel com uma decomposi¢ao de Pierce, m € {1,...,r},
M C e, R um submddulo, xy,...,x, € (enR)/M e, para cada i =0,...,n, x; = Z;Zl Tij
tal que x;; = z,e;. Se para qualquer arranjo com repeticoes (jo, ..., jn) dos indices {1, ...,r}

o conjunto {xjy, ..., Tnj, } € n-compardvel, entiao {xo, ..., x,} € n-compardvel.

Demonstracao. Procedemos a demonstragao por inducao sobre n. Tome n = 1. Suponha
que x1 ¢ roR. Afirmamos que existe um indice j € {1,...,r} tal que paratodo k =1, ..., 7,
r1; ¢ xorR. Para verificar a afirmacdo, suponha que a mesma ndo ocorre. Assim para
cada j = 1,...,r, existe k; € {1,...,r} tal que z;; € Tox; R. Escreva x1; = xo,a; com

a; € R. Note que xox;a; = xoex;a;. Logo temos que
T
I = E T1j
Jj=1
-
= E I0€k].(lj
Jj=1

r
= X E €k; a5 € roR

=1

contradizendo a suposi¢ao inicial.

Voltando a nossa afirmagao, como z1; ¢ zo, R e, pela hipotese do enunciado, {x1;, zox }
¢ um conjunto comparével, temos que xo; € x1;R. Assim existe, para cada k = 1,...,r,

ar € R tal que zop = 215a;. Dado que z1; = z1¢e; temos que

T
To = E Lok
k=1
T
= E T1€5ay
k=1
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r

=1 Z ejar € 11 R

k=1

Vamos construir uma base de indugao. Seja n um inteiro positivo fixo. Sejam
M C enR um submodulo e xy,...,z, € e,R/M. Escreva, para cada i = 0,...,n,
r; = Y-, x; onde x;; = me;. Suponha que, se para qualquer arranjo com repeti-

[ j=1+1j iy 1Cg- p que, p q q ] p
¢oes (Jo, ..., jn) dos indices {1,...,7}, o conjunto {zgj,, ..., Tnj, } € n-comparavel, entdo o
conjunto {zg, ..., x,} é n-comparavel.

Agora, sejam M C e, R um submodulo e xg,..z,11 € €, R/M com, para cada
. r .

t =0,..,n+1, x;, = ijl x;; onde x;; = wx;e;. Suponha ainda que, para qualquer
arranjo com repeticoes (jo, ..., jn+1), 0 conjunto {xojo, ..., Tn+1,j,,, t € (n + 1)-comparavel.

Vamos provar que {xo, ..., T,11} € (n + 1)-comparavel.

Se Tp41 € Y iy xR, entao nada precisa ser demonstrado. Assim, podemos supor que

Tpi1 ¢ > oz R. A partir disso provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao: existe j € {1,...,r} tal que qualquer que seja o arranjo com
repeticoes (Jo, -, jni1) dos indices {1, ...,7} no qual j,+1 = j, temos que
Tpag & Do Trip -

Se nossa afirmacao nao for verdadeira, entao podemos escolher, para cada j =1, ..., 7,
um arranjo com repetigoes (ljo, ..., ljnt1) dos indices {1,...,r}, no qual ;,,4; = j tal que
Tnilj € D opo Tk, - Neste caso temos que @115 = Y ;o Tk, ax onde ap € R. Dado

que Ty, = ey, obteremos

,
Tpny1 = g Tn+1,j5
j=1
T n
= E E Tkl Ok

j=1 k=0

T n
:E E xkeljykake

j=1 k=0
n r n

= E Tk E €1, 5 Ak € E TR
k=0 j=1 k=0

contradizendo nossa suposi¢ao de que x,+1 ¢ Y ., z;R.

Dada a afirmacdo, seja N = z,41 ;R C e, R/M e denote por T a imagem do elemento
x € e, R/M em (e, R/M)/N. Pela hipotese do enunciado temos que para cada arranjo

com repetigoes (jo, ..., jnr1) dos indices {1,....7}, com j,.1 = j (j obtido na afirmacao),
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existe um indice [ # n + 1 tal que

n
T € ) Thg R+ appi R (2.5)
k£l
Desta pertinéncia, temos que
n
T € Y. TR (2.6)
k#ln+1

Note que Tg, ....,Tp, € (emR/M)/N = €, R/(M + N) s@o as imagens dos elementos
xg, .., Tp. Além disso, para cada i = 1,....,n temos que T; = Z;le_ik e T = Ti€k.
Assim, pela Equagao (2.6), a hipotese de indugao se aplica ao conjunto {Zg, ...., 7T, }. Isto
¢, {Zo, ...., Tn} € n-comparavel, logo existe i € {0, ...,n} tal que 7; € Zzzo’k# TrR. Assim
temos que .

T+ Tpp1,; R C Z TR+ 2y iR
k=0, ki

ou ainda
n
X; € E $kR + $n+17]’R
k=0,ki

n
- Z TR+ 1, R
k=0, ki

O

Teorema 2.27. Seja R = [R;;],«» uma decomposi¢io de Pierce do anel R, p € {1,...,r}
e n um inteiro positivo. Entao o R-modulo e,R € de n-cadeia se, e somente se, para todo

subconjunto {xo, ..., x,} C Uj_, Ry, existe um indice i € {0, ...,n} tal que x; € Y7, 2 R.

Demonstragao. (=) Suponha que e,R ¢ de n-cadeia. Como {x, ...., z,,} C e,R temos que
{zg,....,x,} € um conjunto n-comparavel e portanto existe um indice i € {0, ...,n} tal que
(<) Segue do Lema 2.26, tomando o submédulo M = 0. O

Tal como o resultado [18, Proposition 1.22| serve de base para [18, Proposition 1.25]
na teoria dos modulos finitamente apresentados para anéis seriais, o Teorema 2.27 serve

de base mais adiante para provarmos o Teorema 3.15, que por sua vez nos mostra que
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os anéis semiperfeito do tipo de representacao limitada & direita devem ser de n-cadeia a

esquerda.

Além desta série de resultados mencionados, o Teorema 2.27 ainda nos permite aplicar
o conceito de comparabilidade de forma mais objetiva & uma decomposicao bilateral de
Pierce. Se, pela defini¢ao, tomar um conjunto n-comparavel ou n-incomparavel generica-
mente de um anel R com uma decomposicao de Pierce [R;;],«, exigia que cada elemento
do conjunto fosse uma matriz « = [x;;], agora podemos tomar tais elementos distribuidos

entre as componente R;; do anel R.

2.3 DECOMPOSICAO DE PIERCE E DISTRIBUTI-
VIDADE

A distributividade é um conceito muitas vezes relacionado aos anéis de cadeia. Por
exemplo, |2, Theorem 1| mostra que um dominio R ¢ distributivo se, e somente se, qualquer
localiza¢ao de R sobre um ideal primo P é um anel de cadeia. Em [4, Proposition 2.23|
¢ mostrada uma associagao que relaciona a n-distributividade com anéis e modulos de n-
cadeia, por exemplo, tal resultado implica que os moédulos n-distributivos sobre anéis locais
sdo precisamente os modulo de n-cadeia. Em [12]| temos um aprofundamento do tema ao

relacionar anéis semiperfeitos com o conceito de distributividade e semidristributividade.

Nesta secao buscaremos explorar a relagao entre os conceitos de n-distributividade e

n-cadeia para os anéis semiperfeitos.

Definicao 2.28. Seja w > 2 um cardinal e M um modulo. Dizemos que M é
w-distributivo se para qualquer familia de submddulos {N; : 1 < i < w} U {N} de
M,

N+ () Ni= () V+(V) (2.7)

1<i<w 1<i<w i
Se w = 2, entao dizemos que um modulo 2-distributivo € simplesmente distributivo. O

menor cardinal w para o qual o mddulo M € w-distributivo é denominado seu indice de
distributividade.

Uma anel R € w-distributivo a direita se Rr € um R-mddulo a direita w-distributivo.
A definicao de anel w-distributivo a esquerda € definido de forma andloga. Dizemos

que o anel R é w-distributivo se o ¢ a direita e a esquerda.

A seguir apresentaremos o primeiro resultado sobre a w-distributividade que utiliza-

remos posteriormente.

Proposicao 2.29. Sejam M um R-mddulo e w um cardinal arbitrarios. Entao, as se-
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guintes afirmacoes sao equivalentes:

1. M é w-distributivo;

2. nao existe um submddulo L C M e uma familia de submddulos {N;:1 <i < w} do
quociente M /L tal que @, Ni € M/L;

3. para qualquer subconjunto {x; : 1 <i <w} C M tem-se que
1<i<w

onde X; := Zj#:ch e (X;:x;)={a€R:za€ X;}.
Demonstragao. [4, Theorem 1.1]. O

O termo distributivo utilizado para w = 2, segue da Equagao (2.7) que se torna
N+ N NNy = (N+N;)N(N+ Ns), ou seja, a soma de modulos é distributiva sobre a in-
tersegao. Além disso, se w = n é um cardinal finito, entao também vale a distributividade

da interse¢ao com relacao a soma, como apresentado a seguir.

Proposicao 2.30. Seja R um anel, M um R-modulo e w = n < oo um cardinal fi-

nito. Entao, M ¢é n-distributivo se, e somente se, para qualquer familia de submddulos

{N;:1<i<n}U{N} de M
Nﬂzn:Ni:zn:<NﬂZNj) (2.8)
i=1 i=1 ji

Demonstragao. |4, Proposition 2.2] ]

O préximo resultado nos mostra a relacao entre os moédulos de n-cadeia e a n-distri-
butividade.

Proposigao 2.31. Se M ¢é um R-mddulo de n-cadeia, entao M € (n + 1)-distributivo.

Em particular, todo anel de n-cadeia o direita é (n + 1)-distributivo a direita.
Demonstra¢ao. Sejam x, ..., x, € M, entao existe i tal que x; € X;, onde X; é o submo-
dulo gerado pelos demais z;, j # 4, mas isso significa que (X;,: z;) = R de modo que M

é (n + 1)-distributivo. O

A reciproca da Proposigao 2.31 é verdadeira se o anel R é local, conforme o préoximo

resultado.
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Proposigao 2.32. Se R ¢ um anel local, entao um R-mddulo M ¢é (n + 1)-distributivo
se, e somente se, M é de n-cadeia. Em particular, os anéis locais (n + 1)-distributivos a

direita sao exatamente os anéis locais de n-cadeia o direita.

Demonstragao. O resultado segue da Proposigao 2.31 juntamente com [4, Proposition
2.3]. O

Para o caso complementar, isto é para moédulos sobre anéis nao locais, a reciproca da
Proposigao 2.31 em geral nao ocorre. Para ver isso, considere o resultado [20, Proposi-
tion 1.2] no qual se mostra que a soma direta de dois modulos distributivos M; e M, é
distributivo se, e somente se, sempre que submoédulos P C P C M; e Q C Q' C M, sao
tais que P'/P = Q'/Q, entdo P'/P =0 (isto ¢, P = P' ¢ Q = Q'). A luz desse resultado

consideramos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.33. Sejam p; e py nimeros primos distintos, ni e ny inteiros positivos e
considerem os Z-modulos M; = Z/p}"Z, para i = 1,2. Entdo M;’s sio de cadeia e os
submodulos de M; sao da forma
piM; =2/ (p] )2
com j =0,....,n;. Em especial, os quocientes P'/P de submddulos P C P'" C M; sao da
forma ’
P Z)(p" )
Pz Mz
Os quais contém p’~% elementos. Assim, se P C P' C M, e Q C Q' C M, sdo tais que
P'/P = Q'/Q entao devemos ter que P'/P =0, dada a contagem de seus elementos. Em

particular My @& My € distributivo, porém de 2-cadeia estrito, sequndo a Proposi¢cao 2.8.

~7/(pl ")z

(2

Embora a distributividade e a relagao de cadeia sobre anéis nao locais nao tenham uma
relacao tao clara quanto sobre anéis locais, podemos obter alguns resultados envolvendo

os anéis semiperfeitos.

Proposigao 2.34. Seja R um anel semiperfeito. Se R é (n + 1)-distributivo o direita
para algum inteiro positivo n, entao R é de m-cadeia a direita para algum inteiro positivo

m.

Demonstracao. Seja Rrp = e1R® ... ® e, R uma decomposi¢ao de Pierce de R em submo-
dulos locais. Sejam z, ...,z, € Rj; = e;Re; C e;R. Dado que Ry é n + 1-distributivo e
e; R ¢ um submodulo de Rp, temos da Proposicao 2.29 que existe qay, ..., al, € R tais que
>, a;=1¢e, paratodo [ =0,..,n, xa; € Zkﬂ i R. Sejam a; = e;aje;, entdo Y, a; =e€; €

xa; € Zk# zR;, como a soma dos ¢;’s é a identidade de R;, pelo menos algum a; ¢ J(R;),
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mas R; ¢ um anel local, de modo que a; ¢é invertivel em R; para algum k € {0,...,n},
Consequentemente para tal k, z, € Zl# x1R;. Isso nos diz que Rj;; ¢ um R;-moédulo de
n-cadeia. Assim, segue da Proposicao 2.21 que R é um anel de m-cadeia a direita, para

algum inteiro positivo m. O

Em [4] ¢ apresentada a seguinte questao: “Se um anel R tem indice de distributividade
(a direita) igual a m, entdo o moédulo livre de rank n L = R™ tem grau de distributividade
mn + 17”7, A inspiragao para tal conjectura pode ser visto no caso em que R é um anel
de cadeia, pois, uma vez que tais anéis sao locais, as Proposicoes 2.8 e 2.32 garante a
veracidade da conjectura neste caso. Além deste exemplo, [4] também demonstra que a
conjectura é valida no caso em que R é um anel semissimples. A partir da proposi¢ao a
seguir seremos capazes de apresentar uma resposta afirmativa para esta questao, no caso

geral, onde R é um anel qualquer.

Proposigao 2.35. Se M e N sio mddulos (m + 1)-distributivo e (n + 1) distributivo

respectivamente, entao M + N é (m + n + 1)-distributivo.

Demonstracao. A demonstracao sera feita por absurdo. Inicialmente supomos que M + N
nao seja (m + n + 1)-distributivo, entdo M + N nao satisfaz a condigao 2 da Proposi-
¢ao 2.29. Mostraremos que nesta hipotese M ou N também nao satisfaz tal hipotese.
Para isso, faremos vérias construgoes de homomorfismos e isomorfismos que poderao ser

acompanhadas pelo diagrama da Figura 2.1 abaixo.

.Z’OR

LEIR $2R meR

Figura 2.1: Prova da Proposicao 2.35

Se M + N nao é (m + n + 1)-distributivo, entdo pela Proposi¢ao 2.29, existem sub-
modulos LC M+ Ne Kog®...» Ky € (M + N)/L tais que todos os modulos K; sdo
nao nulos e K; = Kj para todo 7 e j. Denote por ¢j; : K; — K tais isomorfismos entre
os submoédulos K; e K; de tal modo que, sem perda de generalidade, o = @i 0 pj €
Dij = 4,0]-_1.1 para quaisquer indices 7, j e k.

Afirmamos que, a menos da ordem dos indices, para cada i = 0, ..., m, existe x; € K;,

M+ N /N +L ~ S

L L MnN(N+1L)

tal que x; = p;(7;) e T; € K; \ {0} no quociente
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isso nao ocorre, entao, a menos da ordem dos indices, podemos dizer, que para ¢ = 0, ..., n,

o (210 (1)

z;, =0 em

N+ L
O que implica que =z, ..., T, Z . Dadas as origens dos z;’s temos que
N+ L N
2oR® ... ®z,R C Z > Nl com x;R # 0 e ;R = x;R para todo i, j € {0, ...,n},

uma contradicao com a hipotese de que N é n + 1-distributivo.

M+N N+ L
Defina M’ = Z / Z :
modulos nao nulos, queremos encontrar submoédulos L' C M e K& ... ¢ K, C M'/L’

Dado que ToR & ... ® T,,R C M’ é uma soma de

tais que K; = K para todo i,j € {0,...,m}. A prova serd feita por indugdo em m. A
prova da base de indugao, isto é, para m = 1, segue o mesmo argumento do passo de
indugao. Assim, suponha que exista um submoédulo L” C M, que se decompoe da forma
L' = (L"NT1R)®...(L"N7Z,, R) tal que T; RP...BT,, R é¢ uma soma direta de modulos nao
nulos em M'/L" tais que T;R = T3 R para todo 4, j € {1,...,m}. Sejam ¢}, : T;R — T;R
tais isomorfismos e, sem perda de generalidade, suponha que ¢}, = ¢} 0 ¢}, e v, = gp}jl.

Seja ¢} : oR — T1R 0 homomorfismo obtido pela composigao do isomorfismo i

com a projecao candnica de x; R em 1 R, consequentemente ¢}, ¢ um epimorfismo. Dado

que Ty é ndao nulo em M’/L" temos que

_ N+ L
x_1R+90/10($0Rﬂ i )

L

N+ L
Y10 (:BoRﬂ Z

TR = (2.9)

é nao nulo. Seja ¢}, : TgR — TR a composta de ¢}, com a projegao canonica de TR em

TZR.

Note que ¢j, é um epimorfismo. Disso temos que o isomorfismos induzido

ngO ; :UEOR — leR onde xEOR = xoR/ker¢f, é bem definido. Além disso, como
N+ L
J]()R N

submodulo de

C ker ¢}, podemos escrever ToR = T R/Lg onde Ly é isomorfo a um

TR = (:UOR+N+L>/<N+L). (2.10)

L L

Reescreva leR =T, R/L, onde L; é um submoédulo de T, R. Para cada i = 2, ..., m seja
TR = T;R/ ¢}, (L1) e sejam ), as compostas dos homomorfismos ¢}, com as projegoes

canonicas de T; R em T; R. Por construgao, cada ¢!, é um isomorfismo.

Defina L' = Ly @ ... ® L, onde, a partir de i = 2,....m, L; = ¢.,(L;). Para cada
i =0,...,m, defina K = T; R um submodulo de M’/L’. Entao, por toda construgao que

temos realizado, cada K é nao nulo, K] = K’ para todo i, j € {0,....,m} e ;@& ... ® K} ¢
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M + N/N +L M
L L  Mn(N+1L)
M'/L’ = M/L para algum submodulo L € M. Isso mostra, a partir a Proposigao 2.29

um submoédulo de M’/L'. Mas, como M’ = , temos que

que M nao é (m + 1)-distributivo. Uma contradigao.

Consequentemente, concluimos que M + N é (m + n + 1)-distributivo. O

Teorema 2.36. Seja R um anel com indice de distributividade a direita igual a m—+1. Se

L = R ¢ um R-mddulo livre de rank n, entao L tem indice de distributividade mn + 1.

Demonstra¢ao. Se R tem indice de distributividade a direita m + 1, entdo R ¢ (m + 1)-
distributivo. Pela Proposigao 2.35, L é (mn + 1)-distributivo, assim o grau de distributi-

vidade de L deve ser menor ou igual a mn + 1.

Agora, dado que o indice de distributividade de R é m + 1, R nao é m-distributivo,
assim, pela Proposicao 2.29 existe um submoédulo N de R e um submoédulo
K, & .8 K,, C Rg/N tais que, para todo i,j € {1,...m}, K; # 0 e K; = K,. Se

L = R}, entao L possui um submoédulo M isomorfo a N, assim

L _ R}
— = 2.11

7S Ton (2.11)
contém um submodulo isomorfo a (KJ")™. Novamente pela Proposigao 2.29, temos que
L nao é mn-distributivo, de modo que mn + 1 é de fato o indice de distributividade de

L. [l

Corolario 2.37. Se R possui grau de distributividade m + 1, entao o anel de matrizes
M, (R) tem grau de distributividade mn + 1

Demonstracao. Segue das Proposicoes 1.34 e 2.36. O

Definicao 2.38. Dizemos que um mddulo M ¢é semidistributivo se M se decompoe
como soma direta de submodulos distributivos. Um anel R € dito ser semidistributivo
a direita se o mddulo reqular a direita Rr € semidistributivo. A definicao de anel se-
midistributivo a esquerda ¢ andloga. O anel R é dito ser semidistributivo se o € a

direita e a esquerda.

Nos dois proximos resultados exploramos a situagao onde o modulo regular Rz de um
anel semiperfeito R nao apenas se decompoes como a soma de submoédulos distributivos,
mas como a soma de submodulos (n + 1)-distributivos. Para tal relembraremos uma

definicao da literatura.

Definigao 2.39. O socle de um mddulo M, denotado por soc(M), € a soma de todos os

submaodulos stmples de M.
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Segue da literatura, mais especificamente de [15, Theorem 2.4], que soc(M) é um sub-
modulo semissimples de M. Em especial, qualquer submoédulo de soc(M) é um somando
direto seu, o qual sempre pode ser decomposto como soma direta, nao necessariamente

finita, de submodulos simples.

Lema 2.40. Um R-mddulo M € (n + 1)-distributivo se, e somente se, para qualquer

submddulo N, o soc(M/N) nio contém um submddulo nao nulo isomorfo a U™ .

Demonstragao. Inicialmente, suponha por absurdo que soc(M/N) contém um submodulo
U’ isomorfo a uma soma direta nao nula U™, Denote U’ = @;_, U; onde cada U; = U.
Sejam ;; : U; — U; isomorfismos e, sem perda de generalidade, suponha que ¢;; o ¢y =
Dij € Pij = cpj_il. Seja D ={u1 + ... +upt1 CU :Vi,je{1,....,n+ 1}, ¢;(u;) = u;}.

NotequeDﬂU:D,eDﬁEBj#Uj:Odemodoque

n

Dﬂzn:UizD%0:Z(D(U)ﬂ@Uj) (2.12)

i=0 i

consequentemente o médulo M /N nao é (n+ 1)-distributivo. Um absurdo, pois dado que
M é (n + 1)-distributivo temos que M /N também o é.

Por outro lado, sejam xg,...,x, € M e defina X; = Z#i z;Re M = 37" xR
Dado que soc(M/N) nao contém um submoédulo isomorfo a U™ qualquer que seja o
submodulo N C M, o mesmo vale para soc(M’/N) escolhendo N C M.

Da Defini¢ao 2.39, podemos supor que U é um modulo simples. Assim, existe um
submo6dulo maximal I de Rg tal que U = R/I. Seja N = """ jx;I. Como U™ néo é

isomorfo a nenhum submoédulo de soc(M’/N), entao a condigao

7=0

deve ser satisfeita para algum 7. Neste caso, existem a; € R, j # i e a € [ tais que
Ti = )i Tja; + xia, ou seja z;(1 —a) € X;, ou ainda, (1 —a) € (X; : 2;). Dado que
1—a¢ I, (X;:a;) ¢ I Pela arbitrariedade de I temos que Y (X; : 2;) = R, o que
mostra que M é (n + 1)-distributivo. O

O proximo resultado usara o seguinte lema.

Lema 2.41 (Lema do Anulador). Seja Rg = e1R @ ... ® e, R uma decomposi¢io de
Pierce em submddulos locais de um anel semiperfeito R. Entao, o R-modulo simples
U; = e;R/e; J(R) satisfaz Uej; = 6;;U;, onde 6;; € o delta de Kronecker. De igual modo, o
R-mddulo a esquerda simples V; = Re;/ J(R)e; satisfaz f;V; = 0;;V;.
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Demonstragao. |9, Lemma 11.1.2] O

Teorema 2.42. Sejam R um anel semiperfeito e R = e1R® ... D e, R uma decomposi¢ao
de Pierce de Rr em submaodulos locais. Entao o modulo projetivo indecomponivel e;R é

(n+1)-distributivo, se, e somente se, cada componente e;Re; € um R;-mddulo de n-cadeia.

Demonstracao. Dado que R é semiperfeito e 1 = e;+...4¢, é a decomposicao da identidade
em idempotentes locais, temos que cada anel R; = e;Re; ¢ local. Sendo e; R um R-moédulo
(n + 1)-distributivo, temos que R;; := e;Re; é um R;-moédulo (n 4 1)-distributivo. Pela

Proposigao 2.32 temos que R;; ¢ de n-cadeia.

Por outro lado, sejam N C ¢;R um submodulo e Yy, ...,Y, C e;R/N submodulos
tais que Y;/N = Uy onde Uy, = exR/e;J(R) é um submodulo simples de R. Pelo Lema
2.41 temos que Yjep/Ney = (Y;/N)er = U,. Note que Ypeg, ..., Yyep € Ry como Ry-
submodulos. Dado que R;; é de n-cadeia temos que, a menos da ordem dos indices, que
Yoer C 325, Yier.

Por outro lado, para qualquer [ tal que ;R 2 e R temos, pelo Lema 2.41 novamente,
para todo j = 0,...,n, que Y;e;/Ne; = (Y;/N)e; = Uye; = 0, de modo que Yje; = Nej.
Segue disso que Yo/N C 377 | Y;/N. Isso nos di que soc(e;[?/N) nao pode conter um
submoédulo isomorfo a U™ onde U é um R-moédulo simples. Assim, segue do Lema 2.40
que e;R & (n + 1)-distributivo. O

O Teorema 2.42 é uma generalizagao de [13, Theorem 14.2.1] que caracteriza os anéis
semiperfeitos e semidistributivos a partir de suas componentes, segundo uma decomposi-
¢ao de Pierce em submoédulos locais. Nessa referéncia o teorema é provado para o caso
em que n = 1. Apresentamos a seguir um exemplo de como podemos usar o Teorema
2.42 para avaliar a distributividade das componentes na decomposicao de Pierce de uma

algebra de quivers.

Exemplo 2.43. Seja k um corpo, Q o quiver da Figura 2.2 ¢ R = k@) a k-dlgebra de

quiver sobre Q. Afirmamos que es R € 3-distributivo, e nao € distributivo.

4
®
2 /
°
le e 5e

Figura 2.2: quiver com dois caminhos entre os vértices 2 e 3
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Demonstracao. Primeiramente, vamos nos lembrar que a decomposicao de Pierce de R
pode ser tomada com Rp = e1R @ ...  es R onde e; representa o caminho de compri-
mento nulo com fonte e alvo no vértice <. A componente e;Re; representar o k-espago
vetorial gerado por todos os caminhos com fonte ¢ e alvo no vértice 5. Agora considere a

decomposi¢ao, como soma direta de grupos,

€2R = €2R€1 S...P €2R€5

Podemos observar que cada componente e;Re;, para j = 1,2,4,5, ¢ um R;-moédulo de
cadeia. A excecao ey Res desta lista ocorre pois ha dois caminhos que saem do vértice 2 e
chegam no vértice 3, um diretamente de comprimento 1 e outro passando pelo vértice 4,
de comprimento 2. Como nao ha mais caminhos independentes, isso significa que e; Res

¢ um R3-moédulo de 2-cadeia estrito.

Como qualquer médulo de 1-cadeia é também um moédulo de 2-cadeia, segue que todos
os R;-modulos esRej, para j = 1,2,3,4,5, sao de 2-cadeia, de modo que, pelo Teorema
2.42, eoR ¢ (2 + 1)-distributivo.

Sendo eyRez um Rz-moédulo de 2-cadeia estrito, entao nem todo Rj;-moédulos e;Rej,
para j = 1,2,3,4,5, é de 1-cadeia, de modo que pelo mesmo teorema ey R nao é (1 + 1)-
distributivo. O

Por fim apresentamos mais alguns resultados referentes a distributividade e n-distri-

butividade de anéis semiperfeitos.

Proposicao 2.44. Seja R um anel semiperfeito e n um inteiro positivo. Entao Rg se
decompoem como soma direta de R-mddulo locais (n + 1)-distributivos se, e somente se,

o anel eRe também o faz, qualquer que seja o idempotente e € R.

Demonstragao. Seja e = e; + ... + e, a decomposi¢ao de e numa soma de idempotentes
primitivos, dois a dois ortogonais. Dado que R é semiperfeito, cada e;, para i = 1,.., s,
é um idempotente local. Podemos completar o conjunto {ey, ...,e,} com um conjunto de
idempotentes locais {es11,...,e.} tal que Rg = ;R @ ... ® e, R seja uma decomposigao
de Pierce de Rr em submodulos locais. Dada a unicidade da Proposigao 1.5 para a
decomposigao de Pierce em submoddulos locais, e da hipotese de que R se decompoe em
submodulos (n + 1)-distributivos, temos que cada submodulo e;R, para ¢ = 1,...,7, é
(n + 1)-distributivo. Assim eRe = e;Re @ ... & esRe.

Para ver que cada e;Re é (n + 1)-distributivo, para i = 1, ..., s, sejam N, N; C e;Re,

com j = 1,...,n submédulos. Entao N = N’e e N; = Nje ondem N’, N} sao submédulos
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de e¢;R. Como ¢;R ¢ (n + 1)-distributivo temos que

N+ N; = Ne+j_, Nje
= (N +j=, N))e
= ﬂ?:l(Nl + ﬂk# Ng/‘>€
= ﬂyzl(N’e + Miyzy Nje)
= (Vms (V4 Mgy V)

o que mostra que e;Re é (n + 1)-distributivo. O

Por fim, apresentamos uma implicacao do Teorema 2.42 sobre o nilradical e o radical

primo de um anel semiperfeito e semidistributivo.

Proposicao 2.45. Sejam R um anel semiperfeito e semidistributivo a direita Entao

Nil(R) = Pr(R)

Demonstragao. Pelo Teorema 2.42; cada anel da diagonal R; é de cadeia a direita. Por |18,
Proposition 1.28|, temos que Nil(R;) = Pr(R;). Ja os argumentos da prova de |18, Proposi-
tion 1.29] mostram que Nil(R;) = Pr(R;) para todo 4, implicam que
Nil(R) = Pr(R) para qualquer anel semiperfeito. O

2.4 ANEIS DE N-CADEIA SEMIPERFEITOS E QUI-
VERS

Vimos na Secio 1.5 que, se o quociente R/ J(R)? é artiniano onde R é um anel semi-
perfeito, entao R possui um quiver finito. Veremos nos préoximos paragrafos que se R é
um anel de n-cadeia semiperfeito, entao essa condigao é satisfeita. Além disso, os demais
resultados obtidos nesta secao nos mostrarao como podemos usar as relagoes de compa-
rabilidade e de incomparabilidade da Definicao 2.1 para obtermos propriedades sobre os

quivers de anéis semiperfeitos.

-

Proposicao 2.46. Seja R uma anel de n-cadeia o direita semiperfeito. Se J = J(R) €

nilpotente, entao R € artiniano a direita.
Demonstracao. Seja I um ideal a direita qualquer de R. Seja m tal que J™ = 0. Entao
ID>1IJ2..20 (2.14)

¢ uma cadeia de submodulos de I. Dado que I e um R-modulo de n-cadeia cada quociente

I = 1J/1J & de n-cadeia. Mas I; ¢ um modulo sobre o anel semissimples R/.J de
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modo que cada [; é a soma direta de no méximo n modulos simples, isso junto com a
Equacao (2.14) nos mostra que I possui uma série de composigao, o que implica que I é

artiniano. Em particular Ry é artiniano. O

Coroléario 2.47. Se R é um anel semiperfeito de n-cadeia a direita, entio R/J*, onde

J =J(R), é um anel artiniano. Em particular R possui um quiver finito.

Demonstragao. Note que J(R/J?) = J(R)/J? = J/J* de modo que J ¢ nilpotente. Assim,

segue da Proposicao 2.46 que R/J? é artiniano.

A dltima afirmacao, de que R possui um quiver finito, segue da defini¢ao de quiver de

um anel semiperfeito da Secao 1.5. ]

Seja R = [R;;],«» uma decomposicao de Pierce de um anel semiperfeito basico R que
possui um quiver finito Q(R), e seja J = J(R) e seu radical de Jacobson. Podemos ver
pela Equacao 1.8 que a quantidade de setas de Q(R) que partem do vértice i chegando
no vértice j é a quantidade de vezes que o R-moédulo simples U; = e;R/e;J aparece como
um somando de e;J/e;J?. Podemos ir além dessa analise e desenvolver um método de

como obter tal niimero de setas a partir das componentes da decomposicao de Pierce
R = [Rij]rxr-

Lema 2.48. Sejam R um anel semiperfeito bdsico e Rg = e1R + ... + e, R uma decom-
posicao de Pierce de R em submddulos locais. Sejam J = J(R) e, para cada i =1,...,7,
Ui = e;R/e;J. Entao e,-J/eiJ2 contém um submodulo isomorfo a Uj" se, e somente se, 0

Rj-mddulo a esquerda e;Jej/e;J%e; possui um conjunto n-incompardvel.

Demonstragao. Seja W = e;J/e;J*. Suponha que W possui um submoédulo U isomorfo a
Uj'. Como W ¢ semissimples, U ¢ um somando direto de V. Segue do Lema 2.41 (Lema
do Anulador), que U C We;. Mas como R;-modulo temos que We; = e;Je;/e; J%e;, o

que mostra que e;Je;/e;J Zej possui um conjunto n-incomparavel.

Por outro lado, suponha que e;Je;/e;J?e; possui um conjunto n-incomparével, e seja

X =e.%; & @Peiles (2.15)
k#j

onde a soma direta denota a soma direta de grupos abelianos. Note que X é um
submoédulo de e;J. Dado que ¢;J2 C X C e;J, e;J/X & semissimples. Além disso,
e;J/X = e Je;j/e;J?e; = (e;J/X)ej. Assim, pelo Lema 2.41 (Lema do Anulador), te-
mos que e;.J/X possui um submédulo isomorfo a UF. Mas e;J/X ¢ um submoédulo de

W = e;J/e;J?, de modo que e;.J/e;J* possui um submodulo isomorfo a U7'. O

Este mesmo lema é demonstrado para o cason = 1 em |9, Lemma 11.1.3| e denominado

de @-Lema. O ()-lema tem como aplicacao avaliar se existe ou nao uma seta partindo de
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¢ para j a partir da decomposicao de Pierce do anel semiperfeito. Aqui, podemos usar
esta generalizacao para obter a quantidade total de setas que saem de ¢ e chegam em j.

Mostraremos isso com um exemplo.

C C

Exemplo 2.49. Afirmamos que os quivers a direita e a esquerda de R = 840 0S

apresentados na Tabela 2.1.

Q'(R) | QR)

Tabela 2.1: Quivers do anel R do Exemplo 2.49

Para ver isso note que Rp possui a seguinte decomposicao de Pierce em submodulos

locais
C C 0 0
RR = €1R ) 62R = 0 D 0 R
. 0 C 9 9 0 0 )
Pela Proposi¢ao 1.33, J = J(R) = 0 e portanto J* = J(R)* = 0 Assim,
temos que
61]61 62J61 62]62 €1J62 i
€1J261 62J261 €2J262 ’ 61J2€2 R R @1 f2

onde Ry = esRes = R ¢ o segundo anel da diagonal de R. Isso mostra que o quiver de

Q(R) de R possui apenas duas setas, ambas partindo do vértice 1 chegando ao vértice 2.

Por outro lado, olhando para e;Jey/ e1J%es como um R;-moédulo a esquerda, temos
que e;Jey/e1J?ey = Cr, e Ry = C. Isso implica que o quiver a esquerda @Q'(R) possui

uma tnica seta partindo do vértice 2 para o vértice 1.

O proximo resultado relaciona a generalizacao do ()-Lema, dado pelo Lema 2.48, com

as relacoes de n-comparabilidade de médulos de n-cadeia.

Proposigao 2.50. Sejam R = e,R @ ... ® e, R um anel semiperfeito tal que R/J* ¢é
artiniano e i e j dois vértices de Q(R). Se e;J/e;J* é um R-mddulo & direita de n-cadeia,
entdo i € fonte de no mdzimo n setas. Se Je;/J%e; é um R-mddulo & esquerda de m-cadeia

entdo j € alvo de no mdzximo m setas em Q(R).

Demonstracao. Como o quiver de um anel semiperfeito e de seu anel base é o mesmo,
podemos assumir que R é um anel basico. Se e;R ¢ de n-cadeia, entao e;J/e;J* ¢ também
de n-cadeia. Dado que e;J/e;J? é semissimples, tal modulo é uma soma direta de no

méximo n R-moédulos simples, disso segue que ¢ é fonte de no méximo n setas.
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Seja m; o nimero de setas de ¢ para j. Entao pelo Lema 2.48, e;Je; possui um conjunto
m;-incomparavel modulo e;J zej como Rj;-modulo a direita. Pelo Lema 2.48 o R-modulo

a esquerda Je;/J%e; possui como submodulo a soma direta
uime..eU™

Mas dado que Re; ¢ de m-cadeia e Je; C Re;, temos que Je;/J%e; é de m-cadeia. Logo
> om; < m. O

Corolario 2.51. Seja R um anel de semiperfeito tal que R = R/ J(R)? ¢ um anel de
n-cadeia & direita e m-cadeia a esquerda. Entao o quiver Q(R) de R tem no mdzximo

min{m,n} setas.

Demonstragao. Seja R = ey R@...&He, R uma decomposi¢ao de Pierce de R em submédu-
los locais. Uma vez que Eﬁ ¢ de n-cadeia a direita, cada submodulo local e; R de n;-cadeia
com Y n; < n. Disso temos que cada R-moédulo e;J/e;J? € também de n;-cadeia, logo
pela proposigao anterior existe no maximo n fontes em QQ(R), contadas as multiplicidades.
Analogamente pela proposi¢ao anterior existe no méaximo m alvos em Q(R). Dado que,
contadas as multiplicidades, o nimero de fontes deve ser igual ao niimero de alvos, ntimero

tal que ¢ igual ao ntmero de setas, existe no maximo min{m,n} sentas em Q(R). O

Esse resultado nao é exclusivo dos anéis de n-cadeia semiperfeitos. Por exemplo, o
anel local (portanto semiperfeito) R = k[, y)(5,), nao é de n-cadeia nem a direita nem a
esquerda, porém R/J? é de 2-cadeia, tanto a direita como a esquerda, e Q(R) = Q(R/J?).

A Proposic¢ao 2.50 generaliza |9, Theorem 12.1.2|, o qual apresentamos como um co-

rolario a seguir.

Corolario 2.52. O quiver de um anel serial R € uma uniao disjunta de cadeia e ciclos.

Demonstragio. Dado que os R-modulos e;J/e;J* e Jej/J%e; sdo todos de cadeia, cada
vértice de Q(R) é no méaximo uma fonte e um alvo de setas, estas regras nos dao que as

tnicas configuragoes possiveis para Q(R) sdo as unides disjuntas de cadeias e ciclos. [
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3 MODULOS FINITAMENTE APRESENTA-
DOS

Neta secao exploraremos alguns resultados a respeito dos modulos finitamente apre-
sentados sobre anéis semiperfeitos na perspectiva dos conceitos de n-comparabilidade e

n-cadeia.

3.1 MODULOS FINITAMENTE APRESENTADOS

Os resultados apresentados nesta segao se encontram na literatura. Suas referéncias
serao apontadas ao final dos seus enunciados, exceto quando a demonstragao for necessaria

para 0 que segue.

Definicao 3.1. Dizemos que um R-mddulo M é um moédulo finitamente apresentado
se existe uma sequéncia exata 0 — K — F — M — 0 onde F' é um modulo livre

finitamente gerado e K é um maodulo finitamente gerado.

Uma forma equivalente de dizer que M ¢é finitamente apresentado é dizer que existem

inteiros nao negativos m e n e uma sequéncia exata R — R™ — M — 0.

Também é equivalente dizer que M é finitamente apresentado se existem moédulos
projetivos finitamente gerados P e () e uma sequéncia exata () L P4 M0 Em
particular, qualquer homomorfismo f : ) — P de moédulos projetivos finitamente gera-
dos determina o modulo finitamente apresentado M = P/im f. Embora M seja unica-

mente determinado pelo homomorfismo f, podem existir outros homomorfismos distintos
f':Q — P’ tais que P'/im f' = P/im f.

Suponhamos que R é um anel semiperfeito, R = e R & ... ® e, R uma decomposic¢ao
de Rr em submoddulos locaise P=ciR® ... ®c,Re Q=dR® ... d,R sao mddulos
projetivos finitamente gerados tais que c;,d; € {e1,...,e,}. Entdo pela Proposicao 1.4
temos Hom(Q, P) = P, ; Hom(d; R, c;R) = €D, ; ¢;Rd;, como isomorfismos de grupos.

Isso significa que cada homomorfismos f : () — P pode ser representado por uma matriz

de elementos [f] = [fi;] onde fi; € ¢;Rd;. Além disso, se representarmos os elementos
x € P como uma matriz coluna [z] = [11,...,7,,]7 onde z; € ¢;R, e cada elemento y € Q
como [y] = [Y1, ..., yn]" com y; € d;R, entdo valera a relagao [f(z)] = [fi;][z], onde esta

multiplicacao de matrizes é definida a partir da multiplicagao do anel R.
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Se R é um anel semiperfeito e M um R-modulo finitamente apresentado, entao existe
uma forma natural, e inica a menos de isomorfismos, de obter os homomorfismos f, g. As
duas proximas proposigoes abaixo, apresentadas em [9], nos garantirao as propriedades
de tal unicidade que estamos comentando. Aqui, a menos de isomorfismo, o Lema 1.21

(Lema de Bass) nos permite denotar o epimorfismos f por (g,0) : P& P' — M.

Proposigao 3.2. Sejam R um anel semiperfeito, M um R-mddulo finitamente apresen-
tado, g : P — M a cobertura projetiva de M e f : Q — kerg C P a cobertura projetiva
de ker g. Entao dada uma sequéncia exata Q' 5 pr % M =5 0 onde Q' e P sao mddulos
projetivos finitamente gerados, existem mddulos projetivos finitamente gerados Q" e P e
isomorfismos ¢ : QD P Q" = Q e : Pd P"— P tais que o diagrama

Q D p" D Q// (£,1,0) P& pr (g,0) M . 0
g d |
Q' L P’ g s M s ()

¢ comutativo.

Demonstracao. Uma vez que M é finitamente apresentado e P é finitamente gerado,
temos que ker g é um R-modulo finitamente gerado. Sento R semiperfeito, temos que a

cobertura projetiva f : () — ker g existe.

Dado que g : P — M ¢é a cobertura projetiva de M é ¢’ : P/ — M é um epimorfismo,
temos pelo Lema 1.21 que existe um modulo projetivo finitamente gerado P” e um iso-
morfismos ¢ : P @ P” — P’ tal que (g,0) = ¢’ o ¢. Em particular, o quadrado direito do

diagrama no enunciado é comutativo.

Note ainda que (P") C kerg' e ¥(P) Nkerg" é um submodulo pequeno de ¢(P).
Dado que ¥(P") é subconjunto de ker ¢’, podemos escrever ker g = 1(ker g) ® (P").
Como 1 é um isomorfismos e f : () — ker g é a cobertura projetiva de ker g, temos que

Yo (f,1): Q@ P" — kerg' é uma cobertura projetiva de ker ¢'.

Como f": Q" — ker ¢’ é um epimorfismos, temos novamente pelo Lema 1.21 que existe
um modulo projetivo finitamente gerado Q" e um isomorfismo ¢ : Q @ P" @ Q" — Q' tal
que Yo ((f,1),0) = f'op. Em particular, o quadrado esquerdo do diagrama no enunciado

é comutativo. Consequentemente o diagrama é comutativo. O

Essa proposicao nos da uma ideia de minimalidade para as sequéncias exatas que
definem os modulos finitamente apresentados. A proxima proposicao, também provada

em [11, Lemma 13.1.1], nos d4 uma ideia de unicidade.

Proposicao 3.3. Sejam M um mddulo finitamente apresentado e ) L P% M0 uma

sequéncia exata tal que g : P — M € uma cobertura projetiva de M e f : Q) — kerg € uma
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cobertura projetiva de ker g. Se Q' I P9 M =5 0 ¢ uma outra sequéncia exata tal que
g : P — M ¢é uma cobertura projetiva de M e f': () — ker g’ é uma cobertura projetiva
de ker ¢, entao existe isomorfismos 1 : P — P’ e o : Q — Q' tais que o diagrama

o JEE A RNy > 0

é comutativo.

Demonstracao. Dado que g : P — M e ¢’ : P' — M sao ambas coberturas projetivas de
M, segue do Corolario 1.22 que existe um isomorfismos ¢ : P — P’ tal que g = g o) e
g =goy .

O isomorfismo 1 implica ainda que ¥ (kerg) = kerg’. Como f : @ — kerg é uma
cobertura projetiva, ¥ o f : () — ker ¢’ também é uma cobertura projetiva. Novamente

pelo Corolério 1.22 existe um isomorfismos ¢ : Q — Q' tal que Yo f = f' o .

Por fim, as relagoes g = ¢g’op e o f = f'op mostram que o diagrama é comutativo. []

Dada a importancia da proposi¢ao acima definiremos o termo a seguir

Definigao 3.4. Sejam R um anel semiperfeito e M um R-mddulo finitamente apresen-
tado. Dizemos que uma sequéncia exata () KPS M =0 ¢ una apresentacao
minimal para M se g : P — M é uma cobertura projetiva de M e f : () — kerg € uma

cobertura projetiva de ker g.

A apresentacao minimal de um moédulo finitamente apresentado e decomponivel
M = M; & M, ainda possui uma decomposicao anédloga ao da cobertura projetiva apre-

sentada na Proposicao 1.24. Segue seu enunciado.

Proposicao 3.5. Sejam R um anel semiperfeito e M um R-mddulo finitamente apresen-
tado. Se M = M,@® My € uma decomposi¢cao de M, entao existem apresentagoes minimais
Qlféplg#Ml%O nggpggng—)Otais qu@Ql@QQ(fLQ)PlEBPQ(gﬁZ)M%O

€ uma apresentacao minimal para M.
Demonstragao. |9, Lemma 13.1.2]. O

Relembremos que se R é um anel semiperfeito e M um R-modulo, entao M /M J(R)

é um modulo semissimples. Se ainda M é finitamente gerado, a quantidade de somandos
simples de M /M J(R) é finita. A partir disso definimos.
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Definicao 3.6. Sejam R um anel semiperfeito, M um R-modulo finitamente gerado e
S um R-mddulo simples. Definimos Gen(M) como o nimero de somandos simples de
M/M J(R). Definimos Gen(M;S) como o nimero de somandos simples de M /M J(R)

isomorfos a S.

Se M ¢ finitamente apresentado, e g : P — M ¢é uma cobertura projetiva de M,
definimos também Rel(M) := Gen(ker g) e Rel(M; S) = Gen(ker g; 5)

Dada a unicidade da decomposigao de M/M J(R), Gen(M) e Gen(M;S) estdo bem
definidas. Podemos dar ainda uma outra interpretagao para Gen(M). Sejam g : P — M
uma cobertura projetiva de M e Rrp = e;R @ ... ® e, R uma decomposicao de R em
submoédulos locais. Sem perda de generalidade, suponha que R é um anel béasico. Entao
os submodulos simples de R séo isomorfos & S; = e;R/e; J(R). Se M/M J(R) = &]_,S",
entdo P = @!_,(e;R)™. Isto &, Gen(M) é o numero de somandos de P como decomposic¢ao

de submodulos locais. Por sua vez, Gen(M;.S) é o niamero desses somandos P;’s tais que
5= P/PI(R).

O paragrafo anterior também justifica a boa definigdo de Rel(M). Se M ¢é finitamente
apresentado e @) LpS M 06una apresentagao minimal de M, entao Rel(M)
¢ o nimero de somandos de () como decomposi¢ao de submoédulos locais. Por sua vez,
Rel(M; S) é o nimero desses somandos @);’s tais que S = Q;/Q; J(R). Pela unicidade da

apresentacao minimal, Rel(M) estd bem definida.

A notagao aqui adotada de Gen(M) podem erroneamente nos levar a pensar que este
é¢ o namero minimal de geradores de M. Para este outro valor ja adotamos a notacao
gen(M) na Segao 1.1. Porém, sobre um anel semiperfeito, os valores referentes a Gen(M)

e gen(M) estao intimamente relacionados segundo a proxima proposicao.

Proposicao 3.7. Sejam R um anel semiperfeito e Rp = P/ @& ... & P’ uma decom-
posicao de Rgr em submddulos locais e seja M um R-maodulo finitamente gerado. Sejam

P(M)=P™ & ...® P™ a cobertura projetiva de M e m = max@. Entao gen(M) € o
n

i
menor inteiro maior ou igual a m. Além disso, se M € finitamente apresentado, entdao

Gen(M)

r - maxn;

Gen(M) > gen(m) e gen(M) >

(3.1)

Demonstra¢ao. A primeira afirmacao da proposi¢ao é provada em [11, Lemma 11.1.8].

Para a segunda afirmagao, note que Gen(M) = my + ... + m, > gen(M). Por outro

lado, temos que

gen(M) > max T
n.
max m;

T omaxn,;
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mi+ ... +m,
r - maxn;
Gen(M)

r - maxn;

v

]

Dado um anel qualquer R e um R-moédulo a direita M, o grupo M* := Hom(M, R)
possui uma estrutura natural de R-moédulo a esquerda tal que, dado f € M* e a € R,
af : M — R ¢ definido pela relacao (af)(z) = af(x). O Médulo M* ¢ denominado o
modulo dual de M. Se ainda f : M — N é um homomorfismos de R-mddulos & direita,
entao ¢ bem definido o homomorfismo de R-moédulos & esquerda f* : N* — M* tal que
para todo x € M e g € N*, f*(g9)(x) = g(f(z)).

Seja R um anel semiperfeito. Note que se M = eR para algum idempotente e € R,
entdo (eR)* := Hom(eR, R) e por sua vez Hom(eR, R) = Re. Se ainda f : eR — dR
é¢ um homomorfismos de R-moédulos a direita, onde e,d € R sao idempotentes, entao
f € Hom(eR,dR) = dRe. Tome f como um elemento de dRe e f(x) como a multiplicagao
frem R. Se g € (dR)* = Rd é dado pela multiplicagdo gx para z € dR, entdo f*(g)(z) =
g(f(x)) = gfx. Para este exemplo, olhando para matrizes de f e f*, que possui ordem
1 x 1, temos que [f] = [f*]. Em geral, se f : @ — P ¢ um homomorfismo de R-
modulos a direita, projetivos e finitamente gerado, entao a matriz do homomorfismo dual

f*: P*— Q* é a transposta da matriz de f. A partir dessas observagoes definimos.

Definicao 3.8. Sejam R um anel semuperfeito, M um R-mddulo a direita finitamente
apresentado que nao possui somandos projetivos e @ Lp %M =0 una apresentagao

minimal de M. Definimos o dual de Auslander-Bridger de M como o R-maddulo a
esquerda D(M) := Q*/im(f*)

Na literatura o dual de Auslander-Bridger é definido de forma mais geral para qualquer
modulo finitamente apresentado sobre qualquer anel. Porém, para anéis semiperfeitos
obtemos uma unicidade ao optarmos pela apresentacao minimal. Além disso, exigir que
M nao possua somandos projetivo garante que a dualizagao seja uma relagao biunivoca.

Sobre a dualizagao de Auslander-Briger temos:

Proposicao 3.9. Sejam R um anel semiperfeito, M um R-mddulo a direita finitamente
apresentado que nao possui somandos projetivos e @ Lp S M =0 uma apresentacao
minimal de M. Entdo P* L5 Q* 5 D(M) — 0 € uma apresentagdo minimal de D(M).

Além disso, D(M) nao possui somandos projetivos.

Demonstragao. |21, Lema 2.3|. ]
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Teorema 3.10. Sejam R um anel semiperfeito, X a categoria dos R-maodulos a direita
finitamente apresentados sem somandos projetivos e Q) a categoria dos R-modulos a es-
querda finitamente apresentados sem somandos projetivos. Seja ainda S = eR/e J(R) um
R-mdédulo simples a direita e S" = Re/ J(R)e um R-mddulo simples a esquerda correspon-
dente com o mesmo idempotente e. Entao, para cada M € X existe um unico, a menos
de isomorfismo, D(M) € Q) tal que

1. se M= N em X, entdo D(M) = D(N) em Q;
2. D(M @ N)=D(M) @ D(N);

3. Gen(M;S) = Rel(D(M);S") e Rel(M;S) = Gen(D(M); S").

Demonstragao. |21, Theorem 2.4]. O

3.2 GERADORES E RELACOES

O primeiro resultado que apresentamos aqui relaciona os inteiros positivos Gen(M) e

Rel(M) relativos a Defini¢ao 3.6 com a relacado de n-comparabilidade.

Proposicao 3.11. Seja R um anel semiperfeito tal que para todo idempotente local e, Re
€ de m-cadeia. Se M ¢é um R-modulo finitamente apresentado indecomponivel com uma

sequéncia exata minimal
l s
PR @R~ M0
j=1 i=1

onde ¢;’s e ,d;’s sao idempotente locais. Entao M € projetivo (e neste caso | = 0) ou

s <lIm.

Demonstracao. Seja Rr = Re; @ ... & Re, uma decomposi¢ao de Pierce de R em submo-
dulos locais. Defina P = @;_,c;Re Q = @;:1 d;R. Suponha por absurdo que s > Im.
Vamos mostrar, por indugao em [, que existe um isomorfismo 3 : P — P tal que, a menos
da ordem dos indices, a matriz [f];] da composicao 3 f satisfaz f;; = 0, para todo i > mj.

Note que se [ = 0, entao M é projetivo. Assim vale o primeiro caso da proposicao e s = 1.

Suponha que [ = 1, entdo a matriz [f;;] de f é uma matriz que possui uma coluna e s
linhas. Dado que f;; € e;Re; C Re; e Re; é de m-cadeia temos, a menos da ordem dos

indices, que fir € 37", Rfj1. Escreva, para cada i > m+1, fu = 31", ai; f;1, onde cada
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a;; € R;j. Essa identidade pode ser traduzida na seguinte multiplicacao de matrizes.

fu
fa1

fml

fm-‘,—l,l

fsl

C1

0

0

Am+41,1

as,l

0

C2

0

Am+41,2

as,Q

0

(m+1,3

As3

Cs

fu
Jfar

(3.2)

Note que a matriz quadrada da Equacao (3.2) define um automorfismo sobre P. Seja
'] = Alfi;] € tal que

]
= 0, para todo i > mj. Mas A[f;;] é a matriz do homomorfismo 3 f, como desejado.

f inverso desse automorfismo e A sua matriz. Entdo a matriz |

/
tj

Suponha agora que nossa hipotese vale para [ — 1. Como no caso da base de indugao,

existe uma matriz invertivel A, de ordem s X s, tal que a primeira coluna da matriz

[fi;] = Alfij], satisfaz f;; = 0 para todo i > m. Disso segue que a matriz de [f};] pode ser
escrita como

F F

0 F (3.3)
onde F' é a matriz m x 1 formada pelos elementos fi1, fo1, ..., fm1 € F' ¢ F” sdo matrizes

de ordens adequadas. Em particular, a matriz F” de ordem (s —m) x (I — 1), define um

homomorfismo 4 : @222 diR — P;

i—ms1 CiR. Dado que s > Im, s —m > (I — 1)m. Segue

pela hipotese de indugdo que existe um isomorfismo 5’ : @;_ pGR— bD;_,. 41 G tal
oty - . ;L S

que a matriz [hw] da composi¢ao Sh tem a propriedade de que h;; = 0 para todo i > jm.

Seja [b;;] a matriz de § e defina as matrizes

Id,, O F F F F
B — ’H = —
0 [by] 0 [hl| |0 F
Entao
Id,, O F F 1d,,F Id,,F’
[fi;] == BA[fi;] = [ - . (3.4)
0 [by]]| [0 [hi] 0 [bylF

Note que a matriz BA define um isomorfismo 5 : P — P. Além disso, f/; = 0 sempre
que i > m = lm. Agora, se j > 2ei > m, entdo i —m > (j — 1)m (ou equivalentemente,

i > jm) e, isto implica que f; = hi ;-1 = 0.

Seja Q' lpr % M 0a sequéncia exata minimal de M resultante da composi¢ao

B f. Dado que s > Im e que a matriz | Z’]] de Bf ¢ tal que f]; = 0 para todo i > jm, temos
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que a tltima linha de [f;;] é nula. Isso significa que im(3f) estd complemente contida nas

S /

primeiras [m componentes de P’ = @;_, ¢;R. Segue disso que

M = -

2

O que mostra que M é decomponivel, uma contradicao. O

Corolario 3.12. Seja R uma anel semiperfeito tal que, qualquer que seja o idempotente
local e, eR ¢ de n-cadeia e Re € de m-cadeia. Entao, qualquer R-maodulo a direita finita-

mente apresentado, nao projetivo e indecomponivel M satisfaz

Gen(M) < m - Rel(M) (3.5)

Rel(M) < n-Gen(M) (3.6)

Demonstragao. Sejam | = Rel(M) e s = Gen(M). Sejam também Rr =e1R& ... ® e, R

uma decomposigao de Pierce de Rr em submodulos locais. Seja

l s
PaRL @R+ M0
j=1 i=1

onde ¢;, d; € {ey, ..., e, }, uma apresentagdo minimal para M. Dado que M nao é projetivo

temos que [ # 0. Pela Proposicao 3.11 temos que s < ml, ou seja Gen(M) < m Rel(M).

Como M é indecomponivel e nao projetivo, M nao possui somandos projetivos. Disso
segue que D := D(M), o dual de Auslander-Bridger de M, estd bem definido. As-
sim, pelo Teorema 3.10, temos que Gen(D) = Rel(M) e Rel(D) = Gen(M). Sendo M
indecomponivel, pelo mesmo teorema, D é indecomponivel. Pela primeira parte desse
corolario e olhando para os R-moédulos a esquerda, temos que Gen(D) < nRel(D), ou

seja Rel(M) < n Gen(M). O
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3.3 TIPO DE REPRESENTACAO LIMITADA

Definicao 3.13. Dizemos que um anel R é do tipo de representacao limitada a
direita se existe um inteiro positivo ¢ tal que qualquer R-modulo o direita finitamente
apresentado e indecomponivel M pode ser gerado por um conjunto com nao mais que c ele-
mentos, isto é, gen(M) < c. A defini¢ao de anel do do tipo de representacao limitada
a esquerda se faz de forma andloga. O anel R € dito ser do tipo de representagao

limitada se o € a direita e a esquerda.

O interesse com respeito aos anéis do tipo de representagao limitada é sugerido em
[21] para a caracterizagao dos anéis semiperfeitos cujos modulos finitamente apresentados
e indecomponiveis sao ciclicos. Em tal trabalho é provado que um anel R é serial se, e
somente se, seus modulos finitamente apresentados e indecomponiveis sao de cadeia. As-
sim sendo, os anéis seriais sao anéis semiperfeitos cujos modulos finitamente apresentados
e indecomponiveis sao ciclicos. Porém, os anéis seriais nao sao os tinicos com essa carac-
teristica, conforme veremos mais adiante. A seguir apresentamos a relacao entre os anéis
semiperfeitos do tipo de representacao limitada e os anéis semiperfeitos cujos modulos
finitamente apresentados e indecomponiveis sao ciclicos comentada em [21] na forma de

proposicao.

Proposicao 3.14. Seja R um anel semiperfeito. Se R é um anel do tipo de representa¢ao
limitada o direita, entdao existe um inteiro n tal que os modulos finitamente apresentados
e indecomponiveis sobre M, (R) possuem coberturas projetivas ciclicas. Em particular, os

mddulos finitamente apresentados e indecomponiveis sobre M, (R) sdao ciclicos.

Demonstracao. Suponha que para todo R-moédulo finitamente apresentado M,
gen(M) < n. Defina S := M,(R). Vamos mostrar que todo S-modulo finitamente

apresentado e indecomponivel possui cobertura projetiva ciclica.

Seja N um S-moédulo finitamente apresentado e indecomponivel. Seja o par de funtores
F :Moog — Modg e G : Modr — NModg uma equivaléncia de Morita entre as categorias
dos modulos a direita dos anéis R e S. Dado que equivaléncias de Morita preservam mo-
dulos indecomponiveis e sequéncias exatas, temos que F(N) é um R-modulo finitamente
apresentado e indecomponivel. Da hipotese sobre R temos que gen(F(N)) < n, assim

existe uma sequéncia exata R} — F(N) — 0.

Novamente, pelas propriedades preservadas por equivaléncias de Morita, temos que
G(R%) — G(F(N)) — 0 é uma sequéncia exata de S-modulos. Pela Proposigao 1.34,
G(R})s = Ss e pela definigdo de equivaléncia de categorias G(F'(N))s = Ng. Assim

existe uma sequéncia exata Sg 5 N = 0.
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Uma vez que Sg é semiperfeito, seja Sg = P, @ ... & P, uma decomposicao de Sg em
submoédulo locais, e seja P = @Q(Pi#OP,-. Entao, pela Proposi¢ao 1.20, g|p : P — N ¢é

uma cobertura projetiva de N. Como P é um somando de Sg, P é ciclico.

Note que a sequéncia exata Sg - N — 0 mostra que N é ciclico. O]

Em [18, Proposition 1.25| é provado que, dado um anel semiperfeito R, se R nao é
serial a esquerda, entao R possui um modulo a direita finitamente apresentado e indecom-
ponivel cuja cobertura projetiva é a soma de pelo menos dois submoédulos nao nulos. Na
proxima proposicao apresentamos uma generalizacao para este resultado, o qual tem uma

implicagao direta sobre o tema dos anéis semiperfeitos do tipo de representacao limitada.

Teorema 3.15. Sejam R um anel semiperfeito e n um inteiro positivo. Se R possui um
wdempotente local e tal que Re nao € um R-mddulo a esquerda de n-cadeia, entao R possui
um modulo a direita finitamente apresentado e indecomponivel cuja cobertura projetiva se

decompoe na soma direta de n + 1 submddulos projetivos nao nulos.

Demonstracao. Seja Rr = e; R®...4e, R uma decomposi¢ao de Pierce de Rz em submodu-
los locais tal que e € {ey, ..., e, }, digamos que e = e, para algum m < r. Dado que Re,,
nao ¢ de n-cadeia, entao, pela Proposicao 2.27, existe um subconjunto n-incomparavel
{zg,...,xn} C U;zl Rj,. Sejam, para i = 0,...,n, j; o indice tal que z; € Rj,,. De-
fina @ = e ,Re P = ¢, R® .. De;,R. Defina o homomorfismos f :  — P por
f(y) = (@oy, ..., zay).

Dado que Re,, é um modulo local, temos que xy,...,z, € J(Rey,) C J(R), o que
implica que f(Re,,) C 2oR® ... ® z, R C J(P). Assim, pela Proposi¢ao 1.20, a cobertura
projetiva de M = P/im f é P. Dado que zy, ..., z, sd@o todos nao nulos, f(y) # 0 para
todo y € @\ J(Q). Assim temos que ker(f) C J(Q). Novamente, pela Proposigao 1.20,
temos que @ é a cobertura projetiva de im f = @)/ ker f. Disso temos que M é finitamente

apresentado e () LP M —0éuma apresentacao minimal de M.

Vamos mostrar que M é indecomponivel. Suponha que nao, entao M = M; & My com
M; e M, nao nulos. Disso temos que P = P(M) = P(M;) & P(M,). Pelo Teorema 1.2
(Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya) temos que, a menos da ordem dos indices, existe
0<k<ntalque P(My) =e;,R®...®ej,Re P(M) =¢j,, ,RD ... D ej;, R. Assim temos

um isomorfismo
€j0R b ... D €ij o 6jk+1R b ...P BjnR

A B
onde ACe;R®..De,Re BCej, R®..Oe; R saosubmodulos.

M =

Pela Proposigao 1.24 temos que @@ = P(A) @ P(B). Dado que @ é indecomponivel,
temos que A =0 ou B = 0. Sem perda de generalidade podemos supor que B = 0. Até
este ponto, podemos concluir que existem isomorfismos a: Q — Q) e f: P — P tais que

Bfa(@) Ce;yR&® ... ¢ e R.
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Denote o isomorfismo § por uma matriz [§;;] de ordem (n + 1) x (n + 1), onde 5;; é
um homomorfismo de e;, R para e;, R (por conveniéncia estamos indexando os termos [3;;
com 7,5 € {0,...,n}). Dado que Hom(e;, R, e;, R) = ¢;, Re;,, cada f3;; pode ser visto como

um elemento de e;; Rej, agindo a esquerda sobre ej; R pela multiplicagao de R.

Dado que o ¢ um isomorfismo, existe z € @ tal que e, = a(z). Assim f(a(x)) =

(xo, ..., ,). Pela notagdo matricial de 8 temos que

B(f(alx))) = [Bijl[zo, - wn]
= [BOOZEO + ...+ BOnxnv -~-~7Bn0x0 + ...+ ﬁnnxn]T

Dado que ffa(Q) C Rej, & ... ® Rej, devemos ter que S,00 + ... + BTy = 0.

Dado que # ¢ um isomorfismo, temos que e;, € Bpo€j, R + ... + Bnnej, R. Disso temos
que existe [ € {0,...,n} tal que B,y ¢ J(R). Logo, existe u € R;;, tal que uf, = e,

Essa identidade junto com S,9xg + ... + Bunt, = 0 nos da que
Ty = — Z UBni;

Assim, conseguimos ver que o conjunto {xo, ..., z,,} € um conjunto n-comparavel em gRe,,,
uma contradigao. Concluimos que M é um modulo finitamente apresentado indecompo-

nivel e que P(M) = P é uma soma direta de n + 1 submo6dulos nao nulos. O

A seguir apresentamos a implicacao da proposicao anterior com relagao aos anéis

semiperfeitos do tipo de representagao limitada.

Corolario 3.16. Seja R um anel semiperfeito. Se R € do tipo de representac¢ao limitada

a direita, entao R € de n-cadeia a esquerda para algum n.

Demonstracao. Suponha que R nao é de n-cadeia, qualquer que seja o inteiro positivo n,
entao, para qualquer decomposicao de Pierce em submoédulos locais R = e R® ... e, R,
existe um idempotente e € {ey, ..., e, } tal que Re ndo é um R-mo6dulo de n-cadeia, qualquer
que seja n. Logo, para qualquer inteiro positivo s, existe um conjunto s-incomparavel
x1,...,xs € Re. Pelo Teorema 3.15, R possui um modulo finitamente apresentado e
indecomponivel M tal que P(M) se decompoe em s submodulos. Pela definigao de Gen
temos que Gen(M) > s, e pela Proposigao 3.7 temos que gen(M) > s.c para alguma

constante c. Como s é arbitrario, temos que R nao é do tipo de representacao limitada. [
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3.4 UMA QUESTAO ABERTA

Embora o Coroléario 3.16 nos mostre que os anéis semiperfeitos do tipo de representacao
limita a direita sao de n-cadeia a esquerda para algum n, é possivel que estes anéis
pertencam a uma classe menor de anéis semiperfeitos. Da literatura temos que o Teorema
de Gabriel, [1, Theorem 5.10], classifica as k-algebras de quiver k@, onde @) é um quiver
sem ciclos, como do tipo de representacao finita se, e somente se, o grafo de @), sem a
orientacao das setas, € uma uniao disjunta de diagramas de Dynkin da Figura 3.1. Vale
observar que ser o tipo de representacao finita e ser o tipo de representacao limitada sao
propriedades equivalentes no contexto dos anéis artinianos. Esta afirmagao é feita em [6]

a qual apresentamos uma demonstracao na Proposi¢ao 3.17 a seguir.

Proposicao 3.17. Seja R um anel artiniano a direita. Entao, R € do tipo de represen-

tagdo limitada a direita se, e somente se, R € do tipo de representa¢do finita a direita.

Demonstra¢ao. Suponha que R é um anel do tipo de representagao limitada e seja
{M; : i € I} uma familia completa de R-mo6dulos finitamente apresentados e indecompo-
niveis dois a dois nao isomorfos. Para cada i, seja ); — P, — M; — 0 uma apresentagao
minimal de M;. Dado que R é do tipo de representacao limitada, temos que existe um

nimero inteiro positivo s tal que para todo i, Gen(M;) < s. Em particular Gen(F;) < s.

Como R ¢é um anel semiperfeito, existe uma decomposicao de Pierce
Rr = etR&@ ... ® e, R, onde cada e; R ¢ um submoddulo local. Segue que para cada i,
P, = ¢jR® ... ® ¢, R onde ¢;; € {eq,...,e,}. Dado que Gen(F;) < s, temos que s; < s.
Assim, observando as decomposicoes de cada P; em submoddulos projetivos locais, temos
que existe um modulo projetivo finitamente gerado P tal que P; C P. Em particular,

para cara i, existe um submoédulo K; C P tal que M; = P/K;.

Dado que R ¢é artiniano a direita, também o é noetheriano a direita, isso implica que
qualquer R-moédulo a direita projetivo e finitamente gerado é artiniano e noetheriano, e
portanto possui uma série de composicao. Seja [ o comprimento de uma série de compo-
sicdo de P. Temos que cada moédulo M; = P/K; possui uma série de composigdo cujo
comprimento é menor ou igual a [.

Seja

0=Mo < My C...C My, =M, (3.7)

uma série de composicao de M;. Entdo os quocientes M,;/M;;_1 sdo R-moédulos simples.
Dado que R possui um numero finito de R-moédulos simples e [; < [, existe um nimero
finito de série de composigoes da forma (3.7), o que implica que a familia {M; : i € I}
é finita. Sendo {M; : i € I} uma familia finita, temos que R é do tipo de representagao
finita.
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Por outro lado, se R é do tipo de representacgao finita, entao qualquer familia de R-
modulo finitamente apresentados e indecomponivel {M; : i € I} é finita. Deste modo,

¢ bem definido ¢ = max;e; gen(M;), o que implica que R é do tipo de representagao

limitada. O
Al ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
. \ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Dl b /
E6 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
E7 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
ES L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 3.1: Diagramas de Dynkin

As k-élgebras de quivers categorizadas pelo Teorema de Gabriel, analisadas a luz do
Teorema 2.42 e do Lema 2.48, se monstram serem semidistributivas. Outro contexto onde
a semidistributividade aparece neste tema ¢ em [7] e [8] onde a autora caracteriza os anéis
semiperfeitos, semidistributivos e hereditarios a direita que sao do tipo de representacao
limitada. Diante destas referéncias podemos levantar a seguinte questao: seriam todos
0s anéis semiperfeitos do tipo de representacao limitada, semidistributivos? Ou, numa
reformulagao da questao: dado um anel semiperfeito R, R nao ser semidistributivo implica

nao ser do tipo de representacao limita?

Novamente o Teorema 2.42 nos serve aqui. Seja R = [R;j],x, uma decomposi¢ao de
Pierce de um anel semiperfeito R. Se R nao ¢é semidistributivo a direita, entao existe
uma componente Ry que nao é de cadeia como R;-modulo a esquerda. Ou ainda, existe
um conjunto incomparavel {a,b} € g Ry. Uma possivel abordagem na tentativa de
mostrar que R nao é do tipo de representacao limitada é construir um moédulo finitamente
apresentado M com Gen(M) arbitrariamente grande. Olhando para a demonstra¢ao do
Teorema 3.15, e para o conjunto {a,b} € g, R, uma ideia é construir, para cada inteiro

s, um moédulo Mg = ¢ R*/im f,; onde f; é o homomorfismo dado pela regra

fo: epRSTE — R’

(3.8)
(21,2, .y ks—1) — (axy,bry + azg,...,bxs 1)

Conhecemos alguns casos em que o modulo M, sera indecomponivel, por exemplo, se
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s = 2, entao a indecomponibilidade de M, é um corolario da prova do Teorema 3.15. Apre-
sentaremos a seguir dois exemplos quando s = 3, para o caso em que M, é indecomponivel

e para o caso em que M, é decomponivel.

Fy Fy

Exemplo 3.18. Seja R = onde Fo = {0,1} € o corpo de caracteristica 2 com

2
dois elementos e Fy = {0,1,u,u + 1} é uma extensao de grau 2 de Fy. Note que {1,u}

€ um subconjunto incompardvel de Ri5 com Ri-mddulo, assim, defina a = 1 e b = u.
Entao o mddulo My = e R*/im f3, no qual f3 € o homomorfismo da Equacio 3.8, €

indecomponivel.

Demonstracao. Note que, se M3 = N @& N’ com N e N’ nao nulos, entao, sem perda de
generalidade, existem geradores m1,72,73 € e R® tais que TR + TR = N
e 3R = N’. Como N N N' = 0, entdo para quaisquer aj,qs,a3 € R tais que
T10 +Totis + 2303 € im f3, temos que r1aq +Toan € im f3 e x3a3 € im f3. Vamos mostrar
que para qualquer conjunto de geradores {Z7, T2, T3} conseguimos obter aq, ag, az € R tais

que Ty + Totg + T3az € im f3, x10q + Toay ¢ im f3 ou x3az ¢ im fs.

Como e R representa a primeira linha da decomposicao de Pierce de R, podemos

representar cada elemento z, € e;R* como uma matriz [a:g)]gxg onde .rz(}f) € R =T,

e Ty € Ry = Fy. Se {71,72,T3} é um conjunto de geradores de Ms com w1, xs, 23 €

e1 R3, entao, para cada indice p, pelo menos um dos elementos xz(»’f) ¢ igual a 1. Existe 7

possibilidades para algum x, conforme apresentamos abaixo:

Y1 Y2 Ys Yq Ys Ye Y
1oyl o wd] o vl 1] [rowd] o wi)] [rouly (3.9)
0 y'| |1 w0 w1 w0 W] 1wl |1 '
0yl 10 w] 1t wd] Lo ] Lt o] Lt oW L oul

onde yi(f ) € Ri; = F4. Dado um elemento o, € R, podemos representa-lo como uma
matriz o, = [O[%))]QXQ onde ag) € R;;. Note que se ag’) = ( para todo (4,7) # (1,2), entao

o produto y,a, independe de quem sao os elementos da forma yg) dos elementos em (3.9).

0 0 0 1 00 0 1
Dado que im f3 = 0 0,0 w|,|0 1|,]|0 w+1| p, podemos verificar que

0 0 0 0 0 u 0 wu
(p)
ij
para qualquer p = 1, ..., 7. Se mostrarmos que, para qualquer terna (p1, p2,ps), p1, P2, P3 €

nao existe oy, € R nao nulo, com «;;’ = 0 para todo (7,7) # (1,2), tal que y,o, € im f

{1,..,7} com p; < pa < p3 tais que {Yp,, Ypss Yps } eTa €;R3, existem elementos nao mulos
(p)
entao isso implicard que M3 é indecomponivel. Podemos ver que estas solugoes existem
pela Tabela 3.1.

ag, 9,03 € R com «;; = 0 para todo (i,7) # (1,2) onde y,, a1 + Yp, 2 + yp,a3 € im f,
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QNN E)

[N ())‘

’ (yplvypza yp3) ‘ (a12 » Xy, o ) ‘ (yp17yp27 yps) ‘ (Oé12 » X1, X

(Y1, Y2, y3) (Lu+1,u) (y1,92,y5) | (u+Lu+1,u)
(y17y2>y6> (1717u) (y y27y7) (u+1717u>
(Y1, Y3, Ya) (u,u+1,u) (Y1, Y3, Ys) (1,1, u+1)
(y1, Y3, y7) (u, 1,u+1) (y1,Y1,y5) | (u+Lu+1,u)
(y1, Ya, yG) (u + 17“ + 17“) (yla y47y7) (u’ lau)
(ylaySayG) (17u+1’1> (y17y5’y7) (u7u+171>
(y2;y37y4> (U7u71) (yz,yg,y5) (u+ 17U’+171)
(yZ; Y3, y?) (u7 u+ 17 1) (y27 Y4, y5) (17 u, u)

(Y2, Y4, Yo) NULL (2,42, 97) | (w,u+1,u)
(y2ﬁy5uy6) (u>171) (y2ay6 y7) (17u+171)
(Y3,Ya,95) | (u+Lu,u+1) | (y3,ys,96) | (w+1,1L,u+1)
(Y3, Y5, Ys) (u+1,1,u) (Y3, Y5, y7) | (u+1,u,u+1)
(y3, Y6, Y7) (1,u, 1) (Y4, Y5, Ys) NULL
(Ya, Y5, Y7) (u,u+1,1) (Y4, Y6, y7) | (w,u+ 1, u+1)
(ys, Y6, y7) | (u+ 1, u,u+1)

Tabela 3.1: Solugoes para y,, a1 + Yp, 2 + Yp,a3 € im f

Note que na Tabela 3.1 ndo aparecem as ternas (yi,yo,¥s), (Y1,93,95), (Y1, ¥s,Y7),

(Y2,Y3,Y6)s (Y2,Ys,Y7) €
uma delas nao geram e; R3.

(y3,Ya,y7), pois os conjuntos formados pelos elementos de cada

Além disso, para as ternas (ys, 4, ¥s) € (Y, ¥s, Ys) NA0 existe aq, ay e az nas condigoes

desejadas e todos nao nulos tais que y,, a1 +yp, 2 +Yp, 3 € im f, porém ha uma peculiari-

dade para estas ternas. No caso de (Yo, Y4, Ys) temos yo Ry, Nys Ry # 0 e yy Ry Ny Ry # 0

n 0
y40

de modo que {73, 71, Us } ndo representa um conjunto de geradores para uma decomposigao

01
0 0

0
0

0 u+1

0 (3.10)

Y2 + Ys

1 )
O] €im f3 e y4[

u .
O] € 1m f3

de M3. O mesmo ocorre para a terna (Y4, ys, Ys), POIS nesse caso temos

0 u+1 0 u 0 1 0 wu
+ €imf; e + € im 3.11
Y4 0 0 Ys [0 0] 3 Ya [0 0 Ye 0 0] 3 ( )
Com tudo isso, temos que o moédulo M3 é indecomponivel. O

Fy, Fy

4
exemplo anterior e sejam a =1 e b = u em Ry = Fy 0 mesmo conjunto incompardvel.

Exemplo 3.19. Seja R = , onde Fy e Fy sao os corpos de caracteristica 2 do

Entao Mz = e;R*/im f3, no qual f3 € o homomorfismo da Equagao 3.8, é decomponivel.

Demonstracao. Vamos usar a mesma notacao adotada no exemplo anterior. Nossa excecao
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serd apenas de que Rys = Fy ao invés de Fy. O submoédulo de e R? gerado pelo elemento

10 c d
r1 = |1 0] éformado por todos os elementos da formay = |¢ d| onde c € Fy = {0, 1}
10 c d

edecFy={0,1,u,u+1}. E facil verificar que, sempre que ¢ = 0, entdo y € im f, isso

implica que o submoédulo Z7 R de M possui apenas os elementos 77 e 0.

10 0 0
Por sua vez, os elementos xo = |0 0| ex3 = [0 0] sao tais que x1, T2 € T3 geram

0 0 10
e1R? e TiRN (T2R +73R) = 0, de modo que os submodulos N =77R e N' = T, R + 73R
nos dao uma decomposicao M = N & N’ em submoédulos N e N’ nao nulos. O

Embora o Exemplo 3.19 mostre que nem sempre o moédulo M, serd indecomponivel,
isso nao responde a questao sobre se ha algum anel semiperfeito do tipo de representacao

limitada que nao seja semidistributivo. Porém, esta questao ainda continua aberta.

Na busca de tentar responder a questao aberta desta secao, conseguimos obter alguns

outros resultados os quais apresentamos a seguir.

Proposicao 3.20. Sejam R um anel semiperfeito, e um idempotente local, s um inteiro
positivo e M, N C J(eR®) submddulos tais que eR*/M = eR*/N. Entao M = N.

Demonstragao. Seja f : eR*/M — eR®/N um isomorfismo. Dado que M C J(eR®), temos
que a projegao canonica m : eR® — eR*/M é uma cobertura projetiva de eR® /M. De igual
modo, a proje¢ao canoénica 7 : eR* — eR®/N é uma cobertura projetiva de eR*/N. Como
f:eR*/M — eR®*/N & um isomorfismo, temos, pela unicidade da cobertura projetiva,

que existe um isomorfismo f : eR® — eR’ tal que o diagrama abaixo é comutativo

eR* /M —L eR®/N
Assim, temos que o f(M) = for(M) = f(0) = 0, de modo que f(M) C ker7’ = N.
De forma andloga, temos que f~'(N) C M. Assim, a restricio f|y : M — N é um

isomorfismo de R-modulos. O

Proposicao 3.21. Sejam R um anel semiperfeito e noetheriano, M um R-mddulo a
direita noetheriano e J = J(R) o radical de Jacobson de R. Se M ndo € de cadeia,
entdo existe um ordinal o e elementos a,b € M tais que aR ¢ bR, bR € aR e a,b €
MJe\ MJott,
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Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que M nao é de cadeia, mas que para qualquer
ordinal «, todo subconjunto {a,b} C MJ*\ MJ*"! é comparavel.

Fixe um ordinal 3. Como M ¢é noetheriano, M J? é finitamente gerado. Dado que
R é semiperfeito, existe uma cobertura projetiva f : P — M.J?. Seja P = D;_, aR
a decomposicao de P em submoddulos locais, isto é, onde cada ¢; é um elemento de um

sistema completo de idempotentes locais de R.

Afirmamos que s = 1. De fato, suponha que s > 2, entdao dado que ker f € J(P) =
D;_, ¢iJ, temos que f(c1,22,0,0,...) # 0 e f(ax,c2,0,0,...) # 0 para todo x € R,
fazendo a = f(c1,0,0...) e b = f(0,¢,0,...), estas duas inequagoes nos diz que a ¢ bRe b ¢
aR. Mas como (cy,0,0...), (0, ¢2,0,...) € P\ J(P) = PJ, temos que a,b € MJ?\ MJ**L,

o que contradiz as hipoteses sobre M.

Como s = 1, temos que P = ¢;R ¢ um modulo local, assim nao existe submodulo
N tal que P D N D PJ, consequentemente, nao existe submédulo N’ tal que M.JP =

=

f(P) 2 N' 2 f(P)J = MJ*. Como B é um ordinal arbitrario, segue que a cadeia
MDOMJ*DOMJ*2..20
contempla todos os submodulos de M e, portanto, M é de cadeia. n

Em muitos dos exemplos por nos trabalhados com relagao a Proposicao 3.21 nao foi
preciso ir tao longe no cardinal o para obter o conjunto incomparavel a,b € M J*\ M Jo+1.
Por exemplo, se M = M,®M,, onde M; e M, sao mddulos nao nulos e finitamente gerados,
temos que My \ M1J # 0 e My \ MyJ # 0, assim basta tomar a € My \ M1J C M\ MJ
ebe My\ MyJ C M\ MJ. Neste caso temos a = 0.

Para um exemplo um pouco mais elaborado, considere o anel R do Exemplo 2.19, ou
do Exemplo 2.20. Seja M = Rpg. Neste caso, M é um modulo local, e portanto gerado
por qualquer elementos de M \ MJ. Por outro lado z,y € MJ \ MJ? é um conjunto

incomparavel.

Proposigao 3.22. Seja R = (R;j)rx» m anel semiperfeito, e um idempotente local, a
um ordinal, N C eR um (eRe, R)-submddulo, M = eR/N e a € MJ*\ MJ*". Seja
A € eRe. Entao

1. se X € U(eRe), entio A\a € MJ*\ M J*!;

2. se A € J(eRe), entio \a € M J*,

Demonstragao. Inicialmente, suponha que A € U(eRe), entao existe X' € eRe tal que
AN =N =e¢, assim Ma = a.
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Dado que M.J® ¢é finitamente gerado, temos, pelo lema de Nakayama, que
MJjett C MJ*. Como MJ*™ & também um (eRe, R)-bimodulo, temos que, se \a €
M J*tt entdo a € MJ*™ uma contradigdo. Consequentemente temos que Aa € M J* \
MJoz—&-l.

Agora, suponha que A € J(eRe). Faremos a demonstragao de que Aa € MJ*™! por
inducao transfinita em «. Além disso, sem perda de generalidade, vamos supor que N = 0,

isto é, que M = eR.

Denote J. = J(eRe). Vamos mostrar que J.eR C eRJ. Dado que J é um ideal
bilateral de R, temos que JR = J = RJ. Para a (i, j)-ésima componente da decomposigao
de Pierce desta identidade, temos que >, _; JixRij = >, RirJy;, mas entdo temos que
JiRi; C 22:1 R Ji;. Dado que 7 e j sao arbitrarios, podemos tomar e; = e e somar esta

iltima inclusao em j, e assim temos

J.eR = i JeeRe; C i i eReyJy; C eRJ

=1 j=1 k=1
ou seja, J.eR C eRJ. Isso implica que, se A € J,, entao \a € eRJ.

Suponha que, para algum ordinal 3, tenhamos que J’eR C eRJ?, entdo J**'eR =
JoJPeR C J.eRJP C eRJPH.

Seja [/ um ordinal limite e suponha que para todo ordinal o < [, tenhamos que
Jea C eRJ®, entao

JleR = ({1 J2)eR

a<f

= [ (JoeR)

a<f

C () (eRrJ?)

a<f

=eR([) J)

a<f

—eRJ?
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4 OUTROS RESULTADOS

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados e conceitos referentes a outros pos-
siveis temas que podem ser abordados em conjunto com a relagao de n-comparabilidade
e n-cadeia. Varios destes resultados possuem paralelos como o que a literatura tem ob-
tido em relacao a anéis similares, tais como os anéis de cadeia, seriais e semiperfeitos e
semidistributivos. Assim sendo, este capitulo tem por objetivo propor e também apresen-
tar outras perspectivas de pesquisa sobre os moédulos e anéis de n-cadeia, além de expor

algumas questoes que ficaram sem solugoes durante o desenvolvimento deste trabalho.

4.1 RETICULADOS DOS IDEIAS

A partir da Proposigao 1.34 conseguimos observar que se S é um anel de cadeia a
direita, entdo o anel de matrizes R = M,.(S) é uma anel serial a direita. Além disso o
reticulado dos ideias de R é uma cadeia. O ponto interessante que provaremos a seguir
¢ que se R ¢ um anel serial & direita cujo reticulado dos ideais ¢ uma cadeia, entao

R = M,(5) para algum inteiro positivo r e algum anel de cadeia a direita S.

Proposicao 4.1. Seja R um anel serial a direita. FEntao R € isomorfo a um anel de
matrizes sobre um anel de cadeta a direita se, e somente se, o reticulado de seus ideais

estao em cadeia.

Demonstra¢ao. Suponha que R = M,.(S) onde S é um anel de cadeia a direita. Note que
pela Proposicao 1.34 isso nao contradiz em nada com a hipotese de que R é um anel serial
a direita. Por [15, Theorem 3.1] temos que todo ideal de R ¢ da forma M,.(I) onde I &

um ideal de S, de modo que o reticulado dos ideais de R é uma cadeia.

Agora, suponha por absurdo que R nao é isomorfo a um anel de matrizes sobre um
anel de cadeia a direita. Seja Rgr = 1R @ ... ® e, R uma decomposicao de Pierce de Ry
em submodulos locais. Se e;R = e;R para todo 4,5 € {1,...,r}, entao, pela Equacao
(1.5), teriamos que R = M, (e;Re;), e e;Re; é um anel de cadeia, uma contradigdo com
nossa hipotese. Assim, existem idempotentes locais e ortogonais e;,e; € {ey, ..., e, } tais
que ¢,R 2 e;R. Dado que Hom(e;R,e;R) = R;; e Hom(e;R,e;R) = Rj;, temos que
e; ¢ RijRj;, e isso implica que

=
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Observe que o ideal gerado pelos idempotentes e; é Re; R = [Ry; Ri]rxr. Assim, para
k =1 =1, a Equagdo (4.1) nos da que Re;R ¢ Re;R. De forma analoga temos que

Re;R ¢ Re;R. Estas duas inclusées provam que os ideais de R néo estdo em cadeia. [

Ambos os anéis dos Exemplos 2.19 e 2.20, os quais sao locais e de 2-cadeia estritos,
possuem seus radicais de Jacobson da forma J(R) = 2R & yR onde zR e yR sao submo-
dulos de cadeia de Rpr. Esta caracteristica apresenta uma similaridade com os moédulos
e algebras bisseriais (ou também denominadas de disseriais) apresentados em [14]. Na

tentativa de explorar mais a fundo esta questao provaremos o seguinte resultado.

Proposicao 4.2. Seja R um anel local de 2-cadeia a direita estrito e noetheriano. Entao
existe um congunto incompardvel {z,y} € J(R) tal que J(R) = 2R + yR. Além disso,
J(R)/zR e J(R)/yR sao de cadeia.

Demonstracao. Uma vez que R é local, R é semiperfeito e bésico. Dado que R nao é
de cadeia, R nao ¢é serial a direita. Por [10, Lemma 12.4.1], temos que J(R) ndo é um
ideal a direta ciclico. Como R ¢é de 2-cadeia & direita e noetheriano, J(R) é gerado por no
méximo 2 elementos. Assim, existem elementos z,y € R tais que 2R € yR, yR € =R e
J(R) =zR + yR.

Para ver que J(R)/xR é de cadeia, sejam Ty, 77 € J(R)/xR com xg,z1 € J(R).
Observe que podemos escolher representantes xg,x; € yR. Suponha por absurdo que
{xg,x1} &€ um conjunto incomparavel. Dado que R é de 2-cadeia, temos que {xg,x1, 2}
é um conjunto 2-comparavel. Note que z ¢ zoR + z1 R, do contrério teriamos = € yR.
Assim, a menos dos indices, podemos supor que zy € 1R + xR, mas isso significa que

To € T1R em J(R)/xR. Um argumento similar prova que J(R)/yR é de cadeia. O

4.2 HOMOMORFISMOS E ANEIS SEMIPERFEITOS

Dado um anel R e M um (R, R)-bimdédulo, queremos saber em que condigbes
S = Endgr(M) é um anel de cadeia a direita. Apresentamos aqui alguns resultados
a partir de algumas hipotese adicionais sobre M. Antes disso, definimos
M= {r € R:rM = 0}, isto ¢ M! ¢ o anulador & esquerda de M. Note que M' ¢

um ideal de R. O seguinte resultado é conhecido na literatura.

Proposigao 4.3. Sejam R um anel e M um (R, R)-bimddulo. Entio R/M' é isomorfo
a um subanel de S := Endgr(M).

Observamos que, mesmo que S := Endr(M) seja um anel de cadeia a direita, nao

podemos dizer que R/M' também seja de cadeia a direita. Por exemplo, se S é de cadeia
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a direita, entdo dados s,7 € R/M!, existe h € S tal que s = rh ou r = sh. Porém nio
temos a garantia de que h € R/M'. Agora, caso s = rh é tal que r é invertivel, entao
r~ls = h, isso levanta a questao: “Se S := Endg(M) é de cadeia a direita, entdao R/M!

pode ser localizado em um anel de cadeia a direita?”

Passamos a substituir o (R, R)-bimoédulo M por um ideal a direita. Ocorre que se M
¢ apenas um ideal a direita, nao podemos garantir a inclusio R/M! — Endr(M) um vez
que podemos ter RM ¢ M. Por isso, adaptamos a proposi¢ao anterior com a seguinte

proposicao.
Proposigao 4.4. Dado M um ideal o direita de um anel R, seja R' = {r € R:rM C M}.

Entao

1. R é um subanel de R;

2. M' ¢ um ideal de R'.

Demonstracao. Claramente que 1 € R e dados r,s € R, rs,r +s € R', o que nos mostra

que R’ & um subanel de R. E claro também que M! C R'.
Dados r € R e s € M!, temos que, para qualquer m € M, (rs)m =r(sm)=7r0=0¢e

(sr)m = s(rm) = 0, o que implica que rs, sr € M', isto &, M’ é um ideal de R'. O

Proposicao 4.5. Sejam M um ideal & direita de um anel R e R' ={r € R:rM C M}.
Entdo R'/M! € isomorfo a um subanel de Endp(Mg).

Demonstracao. Note que o anulador & esquerda de M em R’ é o mesmo que seu anulador
a esquerda de M em R. A relagdo r — f.(m) = rm define um homomorfismo de anéis
¢ : R — Endr(M). Assim como no argumento da Proposicao 4.3, temos que ker ¢ = M,

o que implica o resultado desejado. O

Proposigao 4.6. Sejam R um anel e M um ideal & direita tal que

1. M ¢€ ingetivo ou

2. M ¢é um somando direto de Rpg.
Se R ={re R:rM C M}, entio S := Endr(M) = R'/M'.

Demonstracao. Primeiramente suponha que M é injetivo e seja f € S. Entao f possui
uma extensao f: R — M. Sejam r € R tal que f(l) = r, entdo para todo m € M,
rm = f(1)m = f(m) C M,ousejar € R e f = ¢(r), onde ¢ : R — S é 0 homomorfismo
que associa cada x € R’ ao endomorfismos m — xm em S. Isto é, o subanel de S isomorfo

a R'/M'! da Proposicao 4.5 é o proprio S.
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Suponha entao que M é um somando direto de Ry e escreva Rp = M @ K, assim
temos que
R = FEndr(Rpg)
= Endp(M & K)
Hompg(M,M) Hompg(K, M)
Homgr(M,K) Homg(K, K)]

ou seja, cada elemento de R pode ser representado por uma matriz 2 x 2 agindo sobre os
vetores coluna [m, k]* de M & K.

0
Dado f € S = Endg(M), defina r := [g 0] , entao para todo m € M,

= SO |m =rm= f.(m
o= [ o] -

Dado que f(m) € M, a igualdade acima nos da que r € R’. Ou seja, novamente temos

que R'/M" isomorfo ao anel S. O

Corolario 4.7. Sejam R um anel, M um ideal o direita e R' = {r € R:rM C M} tal

que

1. M € injetivo ou
2. M ¢ um somando direto de Rp.

Entao, Endg(M) € de cadeia a direita se, e somente se, R'/M' é de cadeia a direita.
Como um exemplo dos resultados acima, seja S um anel qualquer e R = M;3(5), entao

Rr = e1R @ eaR @ e3R onde ¢;R é a i-ésima linha de M;3(S). Seja M = ey R, vamos
determinas R’ e M'. Note que

a b c| |0 0 0 bx by bz
d e fl| |z vy = |lex ey ez
g h | |0 O hx hy hz
Por essa equacao, temos que
S 0 S S 0 S
R=|5 8 S| e M=|50S5
S 0 S S 0 S

Isso nos da que R'/M'= S,
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4.3 HOMOMORFISMOS EM ANEIS SERIAIS

Ja vimos que a componente R;; de uma decomposicao de Pierce de um anel
R = [R;j]rx» pode ser vista como o grupo dos homomorfismos dos R-modulos e;R para
e; R. Nesta secao buscamos explorar alguns resultados dos subconjuntos e dos subgrupos

de R;; quando R ¢ um anel serial.

Proposicao 4.8. Seja R = [Rjj|l.xr um anel serial & direita. Entdo o conjunto
M ={fe€Rj: fe;,R T e;R} é um R;-submddulo de R;;.

Demonstracao. Se f € Rj; e r € R;, entao fre;R C fe;R C e;R de modo que fr € M.

Sejam f,g € M er € R;. Uma vez que R;; ¢ um R;-modulo de cadeia, temos que
f € gR; ou g € fR;. Sem perda de generalidade, suponha que f = gs € gR;, entao
(f +9)eiR = g(s+ 1)e;R C ge;R C R, isto é f+ g € M. Isso mostra que M é um

submodulo de (Rj;)g;- O

T

Dizemos que um ideal a direita I de um anel R é completamente primo se para
todo par a,b € R tal que al C [ e ab € I, tem-se que a € [ ou b € I. A mesma
definicao se aplica se I é um ideal bilateral, considerando que al C I ja é automatica-
mente satisfeito. E provado em [18, Poposition 2.6] que se M é um modulo de cadeia e
S = End(M), entao J(S) ¢é a interse¢ao de dois ideais completamente primos I e K, onde
1 é formado pelos homomorfismos que nao sao epimorfismos, e K pelos homomorfismos
que nao sao monomorfismos. A relevancia desse resultado é que M serda completamente
indecomponivel se, e somente se, se I C K ou K C I. Inspirado neste resultado, as proxi-
mas proposigoes tentam buscar relagoes entre os conjuntos do homomorfismos que nao sao
epimorfismos de grupos Hom(e; R, e;R) no qual R = e; & ... & e, R ¢ uma decomposicao

de Pierce em submodulos locais de uma anel serial & direita.

Proposigao 4.9. Sejam Rr = e R&...&e,. R uma decomposicao de Pierce em submaddulos

locais de um anel serial a direita e M C Rj;. Entao Me;R C e; R se, e somente se, para

todo f € M, fe;,R C ¢e;R.

Demonstragao. Se Me;R C ejR, entao, para todo f € M, fe,R C Me;R C ¢jR.
Suponha agora que para todo f € M, fe;R C e;R. Suponha por absurdo que Me, R =
e; R, entdo existem fi,..., f, € M ery,...,m, € ;R tais que > fyry = e;. Como R;; é um
R;-modulo de cadeia, existe [ € {1,...,n} tal que para todo k existe sy € R; e fr. = fisp.
Assim e; = Y fire = > fiserr = fi(D] skri), de modo que fie;R = e;R, o que é uma

contradicao. O

73



Corolario 4.10. Seja Rgr = ey R & ... ® e, R uma decomposicao de Pierce em submddulos
locais de um anel serial a direita. Entao Rje;R C e; R se, e somente se, para todo f € Rj;,

fez-R g ejR.

Proposicao 4.11. Seja Rr = e R®...H e, R uma decomposicao de Pierce em submodulos
locais de um anel serial a direita. Se R;; # 0 e Rj;e;R C e; R, entao Rj;R;; € um ideal a

direita completamente primo de R;.

Demonstracao. Note que Rj;R;; ¢ um subconjunto de R; tal que R;;R;;R; C Rj;R;j.
Agora, sejam a,b € Rj;R;;, como R;; R;; esta contido no anel de cadeia a direita R;, entao
a € bR; ou b € aRR;. Suponha, sem perda de generalidade, que a € bR, entao existe
r € R; tal que a = xb. Assim, temos que a+b = br+b = b(ej+z) € (R;iR;;)R; C RjiR;;.

Assim, provamos que R;;R;; ¢ um ideal & direita.

Seja [ = {r € R; : rR;; C Rj;}. Vamos mostrar que R;;R;; = I. Note que dado r € I,

existe s € R;; \ 7Rj;, mas como s,7 € ¢;R e s ¢ rR, devemos ter que r € sR. Dado que

r=re; e s = ejse;, devemos ter que r € Rj;;R;;. Isso nos mostra que I C Rj; RRy;.

Dado que R;; # 0 e 0 = ORj; € Rj;, temos que 0 € . Seja r = su € R;R;; \ {0}
onde s € Rj; e u € R;;. Afirmamos que s ¢ rRj;. De fato, se nao fosse o caso teriamos
r = su € sR;; e s =rv € rRy, e, portanto, r = rvu com vu € R;;R;; € R;. Caso
vu € J(Rj), entdo e; —vu € U(R;), de modo que r(e; — vu) = 0 implicaria que r = 0,
contradizendo a escolha de r. Caso vu ¢ J(R;), entdo vu € U(R;), pois R; é local. Mas
neste caso v € Rj; ¢ um isomorfismo de e; R em e; R, uma contradi¢ao com Rj;e;R C e;R.

Isso mostra que s ¢ rR;;, ou seja, rR;; C Rj;, provando que r € 1.

Por fim, sejam 7,5 € R; tais que r,s ¢ RjR;;, entdo rR;; = Rj; e sR;; = Rj;, o
que implica que rs(Rj;) = Rj;, isto é rs ¢ Rj;, o que prova que Rj;R;; é completamente

primo. ]

Da proposi¢ao 1.10 temos que e¢;R = e; R se, e somente se e; € R;;R;;, o que ocorre
também se, e somente se, R;;R;; = R;. Neste caso a condigao Rje;,R C e;R pode ser

substituida simplesmente por e; R 2 e; R.

Note que o conjunto M C R;; da Proposicao 4.9, tal que paratodo f € M, fe,R C ¢;R,
pode ser visto como um conjunto de homomorfismos de e; R em e; R que nao sao epimorfis-
mos. Podemos dualizar tal proposi¢ao para os homomorfismos que nao sao monomorfismos

da seguinte forma:

Proposicao 4.12. Seja R = 1 R®...®e,. R uma decomposicao de Pierce em submaddulos
locais de um anel serial a direita. Entao N = {g € R;; : (3x € Re; \ {0})(gz =0)} € um
R;-submodulo de Rj;.
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Demonstragao. Sejam g € N e r € R;. Dado s € Re; \ {0} tal que sg = 0, temos que
sgr = 0, de modo que gr € N.

Sejam f,g € N C Rj;. Como Rj; ¢ um R; modulo de cadeia, temos que f € gR; ou
g € fR;. Digamos que f = gr € gR;. Entao dado s € Re; \ {0} tal que sg = 0, temos
que s(f +g) = sg(r +1) =0, de modo que f+g € N. O

Proposicao 4.13. Sejam Rr =e R & ... ® e, R uma decomposi¢ao de Pierce em submo-
dulos locais de um anel serial a direita e noetheriano a esquerda e N C Rj;. Entao existe
x € Re; \ {0} tal que xtN =0 se, e somente se, para todo g € N, exite x, € Re; \ {0} tal
que T4g9 = 0.

Demonstracao. Se existe x € Re; \ {0} tal que N = 0, entdo, para todo g € N defina

Ty =x, € assim x,9 = 0.

Suponha que, dado € Rej, se N = 0, entao x = 0. Para cada g € N defina
A, = {z € Re; : zg = 0}. Dado que Rj; ¢ um R; modulo de cadeia, entdo temos que
quaisquer que seja f,g € N C Rj; f € gR; ou g € fR;. Se é o primeiro caso que ocorre,
entao xg = 0 implica que xf = 0 e, portanto, A; C Ay. Analogamente, no segundo caso,
temos que Ay C A;. Em especial, a familia {4, : ¢ € N} é uma cadeia de subconjuntos
de Re;. Dado que R é noetheriano & esquerda, a cadeia {A, : g € N} possui um elemento
maximal A, para algum ¢’ € N. Assim, se x € Re; é tal que zg’ = 0, entao xg = 0 para

todo g € N, o que implica que N = 0. Mas, pela nossa hipotese, temos que xr = 0. [

Note que a notherianidade & esquerda é essencial para o resultado. Essa proposicao

ainda implica em um corolério.

Corolario 4.14. Sejam R = [R;j|,«, um anel serial & direita noetheriano & esquerda.
Entio {vr € Re; : zR; = 0} # 0 se, e somente se, eviste g € Ry tal que
{r € Re; : xg =0} #0.

4.4 LOCALIZACAO E SATURAMENTO

Um subconjunto S de um anel R é denominado um conjunto de Ore a direita,
sel € §,0¢ S, S é fechado para a multiplicagdo e se para todo par x € Re y €
S, xS NyR # 0. Dado um anel R, um conjunto de Ore a direita S, um R-mo6dulo
M e um submoédulo N de M, definimos o S-saturamento de N como o submoédulo
NSt ={z € M : (3s € S)(xzs € N)}. Dizemos que o submoédulo N ¢ S-saturado se
NS-'=N.

A proposigao a seguir é provada em [4, Theorem 3.2| para n = 1, mas sem a condigao

do fecho aditivo para os submoédulos saturados.

75



-

Proposicao 4.15. Seja R um anel tal que para todo ideal mazimal P, Sp = R\ P é
um conjunto de Ore e seja M um R-modulo tal que para todo ideal mazximal P de R o
reticulado dos submodulos de M Sp-saturados € fechado para a adigao. Entao as sequintes

condicoes sao equivalentes:
1. M é (n+ 1)-distributivo;
2. Para todo ideal mazximal P, os submddulos Sp-saturados estao em n-cadeia.

Antes da prova de tal proposicao vamos apresentar dois lemas necessarios.

Lema 4.16. Seja R um anel tal que para todo ideal maximal P, Sp = R\ P é um conjunto
de Ore. Seja M um R-mddulo. Entao M ¢é (n + 1)-distributivo se, e somente se, para
todo xq,...,x, € M e P ideal mazimal de R existe s € Sp tal que, a menos da ordem dos

indices, xos € Y | ¥ R.

Demonstragao. [4, Corollary 1.2]. O

Lema 4.17. Seja R um anel tal que para todo ideal maximal P, Sp = R\ P é um conjunto
de Ore. Se N C M sao R-mddulos, entio N = |Jpc NSpY, onde M ¢ a familia dos

vdears maximais de P.
Demonstracao. [4, Lemma 3.3]. O
Agora apresentamos a prova da Proposigao 4.15.

Demonstra¢ao. Suponha que M seja (n + 1)-distributivo. Sejam Nj, ..., N,, € M sub-
modulos Sp-saturados. Suponha que para ¢ = 1.,...,n tenhamos N; ¢ Z#i N; e sejam
zi € Ni\ >, Nj. Seja g € No um elemento qualquer desse submédulo. Pelo Lema
4.16 existe s € Sp tal que xos € > x; R C Y " | N;. Dada que esta altima soma é Sp-
saturada, temos que xy € Z?:l N;. Pela arbitrariedade de xq temos que N C Z?:l N;.

Suponha que, para todo ideal maximal P de R o reticulado dos submodulos
Sp-saturados de M estejam em n-cadeia. Dado que o reticulado dos submoédulos de M
Sp-saturados é fechado para a adicdo, temos que (K + N)Sz' = KSp' + NS5! para todo
par de submoédulos de K e N de M. Uma vez que a relagio (KN N)Sp' = KSz' N NSR!
s6 depende de que Sp seja um conjunto de Ore, temos que o reticulado dos submoédulos
Sp-saturados é fechado também para a interse¢ao. Como este reticulado é de n-cadeia, o

mesmo ¢ (n + 1)-distributivo.

Sejam N, N, ..., N, € M submoédulos quaisquer de M. Entao

N NISp! = NS (1, NiSp')
= Z?:o(Nslgl n (Zj;ﬁi N,;S;l))
Do (N N (2 Ni))ISp!
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Pelo Lema 4.17, temos que N N (3°7, N;) = > o(N N (32, Ni)), o que prova que
M é (n + 1)-distributivo. O
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Embora a literatura tenha poucas pesquisas sobre o tema dos moédulos e anéis de n-
cadeia e os termos envolvidos, tal como a n-comparabilidade, este topico toca em varios
assuntos de outras pesquisas e apresenta uma nova perspectiva para alguns resultados ja
obtidos. Como visto neste trabalho, varios anéis, como os seriais e os semidistributivos
e semiperfeitos, pertencem a mesma classe dos anéis de n-cadeia. Além disso, técnicas
de outras teorias, com a andlise de quivers de algebras de dimensao finita, podem ser

adaptadas para os anéis de n-cadeia semiperfeitos.

Embora o tema proposto neste trabalho nao encontre muitas referéncias na literatura,
sua semelhancga com diversos temas existentes possibilitaram varios resultados aqui apre-
sentados. Os trabalhos envolvendo anéis e modulos seriais nos proporcionaram um bom
panorama da perspectiva de como deveriamos abordar os anéis de n-cadeia. A teoria
de quivers apresentada por [13]| nos proporcionou resultados adicionais e um link com os

anéis semiperfeitos e semidistributivos.

Se por um lado a semelhanca dos anéis e modulos de n-cadeia com os anéis seriais e
com os anéis semiperfeitos e semidistributivos proporcionaram uma direcao de trabalho,
por outro colocou alguns obstaculos no caminho, que por vez nao foram transpostos.
Por exemplo, resultados como o indice de n-cadeia das soma e quocientes de moédulos
tiveram a necessidade de ser desenvolvidos. A Proposicao 2.25 parece ser crucial para se
trabalhar com os anéis de n-cadeia semiperfeitos. Muitos dos resultados para anéis seriais
e para anéis semiperfeitos e semidistributivos, que pareciam ter uma generalizacao para
os anéis de n-cadeia, ou se mostraram muito especificos em suas teorias, ou permanecem
desconhecidos para o caso mais geral. Além do mais, alguns resultados que pareciam
promissores para os anéis de n-cadeia ja haviam sido provados em outros contextos e com

outros enunciados.

Por fim, a gama de possibilidades de pesquisa que se abriu para nos referente aos anéis
de n-cadeia nos obrigou a especificar o tema tratado, e assim deixar varios temas e questoes
em aberto para futuras pesquisas. Dentre estes temas nao aprofundados neste trabalho, se
destacam um estudo mais sistematico dos anéis de n-cadeia que nao sejam semiperfeitos;
as teorias de ideais, ideais primos e reticulados de ideais sobre estes anéis, a generalizagao
dos outros quivers, como o quiver de Pierce, o quiver primo, o quiver associado a um ideal
apresentados em [13]; e um aprofundamento para a completa caracterizagao dos anéis

semiperfeitos do tipo de representacao limitada.
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