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RESUMO

Este Trabalho apresenta novas soluges exatas para as equacdes de Navier — Stokes
transientes tridimensionais para escoamentos viscosos incompressiveis. Estas solugdes séo
obtidas por meio de Split e Transformacgdes Auto-Backlund. O procedimento de Split desacopla
as equacdes de Navier — Stokes em dois sistemas de equacOes diferenciais parciais, um linear e
outro ndo-linear, ambos ndo-homogéneos. O sistema linear, que contém somente termos viscosos
e derivadas temporais, é resolvido via Transformac6es Auto-Backlund induzidas por relagdes de
comutacdo, fornecendo o campo de velocidades. Os componentes do vetor velocidade sdo entdo
substituidos no sistema ndo-linear a fim de obter o correspondente campo de pressbes. A
resolugédo do sistema ndo-linear para a pressdo pode ser obtida tanto numericamente (via
integracdo direta) quanto analiticamente, empregando a equagéo de Helmholtz.

O objetivo do presente trabalho é encontrar expressdes analiticas para o campo de
velocidades e obter resultados numéricos para 0 campo de pressao associado. O carater hibrido
das solucGes proporciona uma reducgéo significativa do tempo de processamento requerido para a
simulacdo de escoamentos viscosos, o qual praticamente se reduz ao tempo demandado para a
tarefa de pds-processamento. Com esse objetivo em mente, foi desenvolvida uma formulacédo
tridimensional escalar para a funcdo corrente, a fim de reduzir o tempo requerido na tarefa mais
dispendiosa de pds-processamento, a saber, o tracado das linhas de corrente em torno de corpos
submersos de formato arbitrario. Neste estagio de desenvolvimento, esta formulacdo é
empregada para produzir mapas de linhas de corrente para escoamentos viscosos em torno de

uma esfera para numeros de Reynolds elevados.

PALAVRAS-CHAVE: Sistema Navier-Stokes; Transformacfes Auto-Backlund, escoamento
turbulento; Campo de pressao.



ABSTRACT

This work presents new exact solutions to the unsteady three dimensional Navier-Stokes
equations for incompressible viscous flows. These solutions are obtained by means of split and
auto-Backlund transformations. The splitting procedure decouples the Navier-Stokes equations
into a linear and a nonlinear inhomogeneous system of partial differential equations. The linear
system, which contains only viscous terms and time derivatives, is solved via auto-Backlund
transformations induced by commutation relations, furnishing the velocity field. The components
of the velocity vector are then replaced into the nonlinear system to obtain the corresponding
pressure field. The solution of the nonlinear system for the pressure variable can be carried out
either numerically (by direct integration) or analytically, using the Helmholtz equation .

The aim of the proposed work is to find analytical expressions for the velocity field and
to obtain numerical results to the associated pressure field. The hybrid character of the solutions
provides a significant reduction on the time processing required to simulate viscous flows, which
virtually reduces to the time demanded to execute post-processing tasks. Taking this fact in
mind, a three dimensional scalar formulation for the streamfunction was developed in order to
simplify the most time-consuming post-processing task required, e.g., plotting the streamlines
around arbitrary shaped bodies. At this stage of development, this formulation is employed to

produce streamline maps for viscous flows around a sphere for high Reynolds numbers.

KEYWORDS: Navier-Stokes system; auto-Backlund transformations; turbulent flow; pressure

profile.
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1. INTRODUCAO

A simulacédo de escoamentos turbulentos para altos nimeros de Reynolds, assim como
uma teoria para a turbuléncia que explique de forma consistente e relativamente acurada 0s
mecanismos fisicos envolvidos, vem sendo continuamente objeto de pesquisa cientifica.
Todavia, apesar do esforco despendido durante décadas no estudo deste fendbmeno, mesmo uma
defini¢do conceitual concisa do fenbmeno em questdo parece, a principio, de dificil formulacéo.
Segundo Hinze (1959), o movimento turbulento de um fluido é uma condicédo irregular de
escoamento em que varios parametros apresentam uma variagdo randémica nas coordenadas
espaciais e temporais, de modo que, estatisticamente, valores médios podem ser discernidos. A
natureza aparentemente randémica do escoamento turbulento € um dos principais fatores que
dificultam a obtencédo e até mesmo a aceitacdo de modelos deterministicos para a descri¢do do
surgimento e da amplificacdo das componentes flutuantes. Outra caracteristica importante que
vem a oferecer dificuldades adicionais é o comportamento essencialmente tridimensional da
turbuléncia, que combinado ao fato de que o movimento ocorre em uma ampla faixa de escalas,
da ordem de 10™“m até 10°m[Liggett, 1994], (em casos de escoamentos atmosféricos), gera
enorme dificuldade no que diz respeito a propria compreensao, e portanto, no modelamento e na
simulacéo destes fendmenos.

Basicamente, a modelagem matematica de escoamentos incompressiveis de fluidos
newtonianos baseia-se na resolucdo do sistema de equacdes de Navier-Stokes [Schlichting,

1968], que na sua forma vetorial é dado por

N oo 1 =
—+|V-VIV==—"VV-Vp+f, 1.1
ot ( ) Re P (1)

onde V corresponde ao vetor velocidade e p a pressdo. Aqui, f é o vetor forca de campo. Além

de satisfazer esta equacio, o perfil de velocidades deve igualmente satisfazer V-V =0, ou seja, 0
divergente do vetor velocidade deve ser nulo. Esta restricio é conhecida como Equacdo da
Continuidade e garante que o balanco de massa ndo seja violado [White, 1974].

Devido a dificuldade de resolucdo analitica destas equacgOes, especialmente devido a
presenca de termos ndo-lineares, a simulacdo de escoamentos turbulentos em geral, tem sido

tradicionalmente efetuada por via numérica.



Os métodos numéricos constituem ferramentas extremamente versateis na obtencdo de
solucdes de problemas de contorno em diversas areas de interesse pratico. Seu horizonte de
aplicacdo em engenharia é bastante amplo, pois as formulagbes numéricas praticamente nédo
encontram restricbes no que diz respeito a geometria do dominio e a natureza da equacdo a
resolver, bem como das condi¢des de contorno a aplicar. Todavia, existe uma dificuldade de
ordem préatica no que diz respeito a aplicacdo direta de métodos numéricos a determinados
problemas em Mecanica de Fluidos. Ao efetuar simulagdes de escoamentos para altos Reynolds
(Re=10°), o custo computacional dessas formulaces é consideravelmente elevado, devido a
necessidade de refino da malha, que ocorre em fungdo do surgimento de pequenos vortices e
oscilacbes de elevado numero de onda. Essas perturbagdes, produzidas pela acdo dos termos
inerciais das equacbes de Navier-Stokes e Helmholtz, caracterizam uma estrutura tipica das
esteiras de vortices, denominada cascata de Kolmogorov. Ocorre que a necessidade de refino da
malha para elevados numeros de Reynolds constitui um sério inconveniente na simulacdo de
escoamentos turbulentos via métodos numeéricos, devido ao elevado tempo de processamento
requerido para a obtencdo das respectivas solu¢des aproximadas. Além disso, mesmo as malhas
mais finas ndo sdo capazes de amostrar as componentes flutuantes produzidas na escala da
rugosidade (da ordem de fragdes de milimetros) e na escala molecular (da ordem de
nandmetros), razdo pela qual se torna necessario implementar modelos de turbuléncia, que
implicam no surgimento de termos extras nas equacGes de Navier-Stokes. Esses termos extras
ndo apenas sdo supérfluos, uma vez que as préprias parcelas ndo-lineares ja existentes nas
equacdes de Navier-Stokes produzem todo o espectro das flutuagbes, mas também violam
algumas das proprias leis de conservacdo que originam as equagdes de balanco. Um exemplo
evidente de tal violacdo é facilmente verificado quando se aplica o operador rotacional sobre as
equacdes de Navier-Stokes providas de modelos de turbuléncia. Essa operacdo resulta na
producéo de termos adicionais na equacdo de Helmholtz, que constituem uma violacao flagrante
do balango de vorticidade.

A principal premissa que orienta o trabalho proposto é bastante simples e absolutamente
objetiva: se a principal finalidade do emprego de um modelo matematico consiste em efetuar
previsdes, o horizonte de predi¢cdo desse modelo ndo pode ser ampliado atraves da inclusdo de
equacdes auxiliares sem qualquer respaldo légico, ainda que os respectivos dados experimentais
sejam fielmente reproduzidos para cenarios especificos de interesse. Em primeiro lugar, havendo
sido reproduzidos com alto grau de exatiddo os resultados experimentais para cenarios
particulares, ndo existe qualquer garantia de que novos cenarios venham a ser reproduzidos pelo

modelo provido de tais equacGes auxiliares. Nesse caso, € mais conveniente efetuar ajustes de



equacOes utilizando principios de analise dimensional e analise estatistica multivariada,
procedimento bastante simples, que além de ndo demandar esforco computacional apreciavel,
constitui acima de tudo uma abordagem honesta no que se refere ao pretenso conhecimento
sobre o dito "estado da arte" na area de interesse. Em segundo lugar, a ampliagéo do horizonte de
predicdo de um modelo baseado em leis de conservacdo deve ser efetuada exclusivamente
através da incorporacdo de novas leis de conservacdo, correspondentes a mecanismos até entdo
ndo considerados na analise. Esta é a Unica forma de evitar retrocessos no que diz respeito ao
refinamento da formulacéo e a extensdo do seu conjunto de aplicagdes.

Os argumentos anteriores induzem naturalmente a formular modelos baseados em
simetrias. Simetrias sdo mudancas de variavel que convertem solucdes exatas de uma equacao
diferencial em novas solugdes exatas, que contém maior nimero de elementos arbitrarios. Essas
mudancas de variavel estdo associadas a leis de conservacao admitidas pela equacédo diferencial,
que por sua vez correspondem a mecanismos fisicos que governam a dindmica do sistema. O
objetivo do presente trabalho consiste em apresentar uma linha metodoldgica analitica baseada
em simetrias, a partir da qual possam ser obtidas solucdes exatas capazes de reproduzir as
principais caracteristicas dos escoamentos turbulentos para altos numeros de Reynolds,
utilizando apenas equacdes diferenciais oriundas de balangos em sua forma original, sem langar
méao de artificios inconsistentes com leis basicas de conservacdo. Nesta proposta, as Unicas
hipdteses simplificativas a principio admissiveis consistem nas premissas classicas de
escoamento incompressivel, fluido newtoniano e desconsideracdo de forcas de campo atuantes,
que constituem hipoteses fracas sobre o fendbmeno em estudo. Ainda que as solugdes exatas
obtidas através dessa formulacao sejam particulares, e portanto ndo venham a reproduzir todas as
caracteristicas dos escoamentos turbulentos, a incorporacédo de novas simetrias correspondentes a
mecanismos ainda ndo considerados pode ser efetuada de modo progressivamente mais simples.
A abordagem analitica estd baseada em métodos para obtencdo indireta de simetrias de Lie
[Olver, 2000; Bluman, G.; Kumei, S, 1989; Dattoli et alli, 1998; Ibragimov, 1995], bem como
métodos baseados em Split [Zwillinger, 1992]. Como mencionado anteriormente, as simetrias de
consistem em mudancas de variavel, utilizadas para transformar solugdes exatas de equacGes
diferenciais previamente obtidas em novas solucGes, que por sua vez possuem maior nimero de
elementos arbitrarios em sua composicdo. A presenca desses elementos arbitrarios faz com que a
solucdo obtida seja capaz de satisfazer uma classe mais ampla de condicdes de contorno, ou, de
forma alternativa, seja capaz de satisfazer a um determinado conjunto de condi¢Ges de contorno

em regides relativamente extensas do dominio considerado. Assim, as simetrias podem ser
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utilizadas para resolver problemas de contorno em malha grossa, ou mesmo dispensar a

discretizacdo do dominio, produzindo soluc@es analiticas validas em toda a sua extensao.

1.1. ABORDAGEM NUMERICA E ANALITICA

A resolucéo das equacOes de Navier-Stokes, desde a época de sua formulacdo, vem sendo
alvo de pesquisas cientificas no sentido de se obter solucBes exatas que de fato consigam
reproduzir aspectos fisicos reais de escoamentos de fluidos, sejam eles de caracteristicas
laminares ou turbulentas. Porém, apesar de todo esforco empregado, e, de fato, consideraveis
avangos terem ocorrido ao longo das décadas passadas, a obtencdo de solugdes que simulem,
principalmente, escoamentos turbulentos ainda fica aquém das expectativas.

Devido o grau de dificuldade de obtencdo de solugbes analitica para as equacdes de
Navier-Stokes, principalmente por se tratar de um sistema de trés equacdes ndo lineares de
segunda ordem, a utilizacdo da mesma para simular escoamentos reais, historicamente, esteve
atrelada a hipoteses simplificativas que restringissem a modelagem pela simplificacdo de
determinados termos nas equacOes originais, 0 que resultava em equacgdes simplificadas cuja
solugcdo era obtida via métodos cléssicos de resolucdo. Dentre estes casos, pode-se citar 0s
escoamentos de Couette e Hagen-Poiseuille, ou os problemas de Stokes [Schlichting, 1968].
Entretanto, grande parte da modelagem de escoamentos reais ndo permite que se faca hipoteses
simplificativas a ponto de se obter uma solucdo analitica para o problema via métodos classicos
de resolucdo de equac0es diferenciais, como por exemplo, integracdo direta. Sendo assim, a
abordagem mais difundida no meio académico, aplicada a simulacéo de escoamentos, sejam eles,
transitivos ou turbulentos foi, inevitavelmente, a resolucdo das equacOes de Navier-Stokes por
via numérica.

Atualmente, algumas técnicas numéricas vém sendo empregadas no sentido de simular
escoamentos turbulentos ou em transi¢do. Dentre elas, vale destacar a simulagédo de grandes
vortices (LES) e também, por outro lado, a simulacdo numérica direta (DNS) [Nezu, 1993]. A
simulacdo numeérica direta permite simular escoamentos transientes tridimensionais a partir da
resolucdo numérica das equagdes de Navier-Stokes, sem modelos auxiliares adicionais, da
mesma maneira do que se faz para o caso de escoamentos laminares. Contudo, devido o fato de a
turbuléncia ter um grande espectro de energia, desde a macroescala até a microescala, solugdes
para altos numeros de Reynolds séo dificeis de obter, mesmo em supercomputadores. Isto se
deve ao elevado numero de pontos necessarios na malha para englobar os efeitos fisicos, tanto

em macro e em micro escala. Segundo Nezu e Nakagawa (1993), o nimero de pontos
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necessarios para simulacédo direta das equacdes de Navier-Stokes é proporcional a poténcia do

numero de Reynolds na forma

9

N ~ Re* (1.2)

A simulacdo numérica direta necessita um grande tempo de processamento e
consideravel memoria para armazenamento dos dados. Por exemplo, N é da ordem de 10° para

nimero de Reynolds igual a 10*. Outra limitagdo numérica intrinseca é a impossibilidade de
reproducdo de efeitos como flutuacdes de altas frequiéncias, devido necessidade de utilizacdo de
malha, que por mais refinada que seja, ainda ndo consegue reproduzir estas flutuagoes.

Ao contrario dos métodos numericos, a abordagem analitica oferece meios que podem vir
a possibilitar a obtencdo de solugdes exatas capazes de descrever cenarios fisicos reais, sem 0s
onus relativos ao emprego de métodos discretos citados anteriormente. Além disso, a validacéo
e verificacdo de simulagfes computacionais, no que tange principalmente aos pacotes comerciais
de simulagdes numéricas, tem sido objeto de discussao de diferentes orgaos e institutos ligados a
simulacdes computacionais [Oberkampf, 2002], como American Institute of Aeronautics and
Astronautics (AIAA) e Defence Modeling and Simulation Organization (DMSQO). O Objetivo do
debate é estabelecer uma metodologia hierarquica que abranja a area de Mecénica dos Fluidos
Computacional (CFD), no sentido de estabelecer uma forma de garantir a validacdo e
acuracidade dos resultados.

Em 1992, a AIAA comegou um projeto cujo objetivo foi formular e padronizar a
terminologia bésica e metodologia na validag&o e verificacdo de simulages realizadas via CFD.
Deste projeto resultou a publicagdo do Guide for the Verification and Validation of
Computational Fluid Dynamics Simulations [AIAA, 1998]. A estratégia fundamental de
verificacdo proposta por este guia € a identificacdo, quantificacdo e reducdo de erros em modelos
computacionais e suas respectivas solucoes.

Segundo Oberkampf (2002), a fim de quantificar erros das respectivas solugcfes
numéricas, “uma fonte altamente acurada e confiavel deve estar disponivel”. Esta fonte a que o
autor se refere diz respeito, em primeira instancia, a solu¢des analiticas, obviamente, seguido de
comparagOes via dados experimentais. Entretanto, 0 mesmo cita a dificuldade de obtencéo destas
solucdes.

As comparagdes de resultados realizadas entre as solugdes obtidas via meétodos
computacionais e solugbes analiticas, propiciam a garantia de que o modelo conceitual é

resolvido corretamente pela matematica discreta referentes ao cédigo computacional utilizado
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para tal tarefa. llustrativamente, a figura 1.1 exemplifica o processo de verificacdo e comparacao

das solu¢bes numéricas provenientes dos codigos computacionais em questao.

CONCEPTUAL
MCDEL
COMPUTATIONAL CORRECT ANSWER
MCDEL PRCVIDED BY HIGHLY
ACCURATE SOLUTIONS

« Analytical Solutions

YERIFICATION * Benchmark Crdinary
Differential Equation
TEST Solutions
[CDMF‘UTATIDNAL

SOLUTION ) = Benchmark Partial
Comparison and Differential Equation

Test of Agreement Solutions

Figura 1.1
Figura 1.1: Processo de Verificacdo. Fonte [Oberkampf, 2002].

Com isso, é mais do que justificavel a abordagem analitica, no que diz respeito a
obtencgéo de solucGes exatas capazes de simular escoamentos em dindmica de fluidos, devido sua
importancia no que tange a utilizacdo das solucdes obtidas como fonte de comparacdo com
métodos computacionais, a fim de valida-los. Em adicdo, a abordagem analitica ndo encontra
barreiras de aplicacdo pratica no que diz respeito a tempo de processamento. Outro ponto
importante a ser citado sobre as vantagens em se utilizar métodos analiticos para simulagédo de
escoamentos turbulentos é a possibilidade de obtencdo de solucBes que prevejam flutuacdes de
alta freqliéncia, como ja mencionado, fato que sera exemplificado posteriormente.

No capitulo subseqliente, serd realizada uma revisdo a respeito de alguns métodos
analiticos disponiveis na literatura, os quais podem ser utilizados como ferramenta de obtencéo
de solugcbes para equacgdes lineares e ndo-lineares. Dando continuidade, sera comentada a
motivacdo para a metodologia utilizada neste trabalho para a obtencdo de solucBes analiticas
para as equacOes de Navier-Stokes, bem como o ponto de partida para esta linha de raciocinio e
sua posterior evolucdo até este trabalho. Por fim, serdo apresentados os resultados obtidos,
incluindo simulacdo e comparacdo com dados da literatura, com posterior discussdo dos

resultados e conclusao.

13



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA.

Neste Capitulo é feita a exposicdo e exemplificacdo de uma série de métodos analiticos
que terdo aplicacdo direta ou indireta na solucdo do problema proposto. Este resumo tem por
objetivo exemplificar cada forma de manipulacdo que poderd ser utilizada mais adiante, visto
que estes métodos tém sido mais utilizados por pesquisadores ligados a escola européia do que a
escola norte-americana, esta Gltima a mais difundida no meio académico brasileiro. O leitor ja
familiarizado com formulagdes envolvendo split, simetrias de Lie e mapeamentos entre equacgoes

diferenciais pode passar diretamente ao Capitulo 2.3.

2.1. METODOS BASEADOS EM SIMETRIAS.

De forma geral, métodos de resolucdo de equacdes diferenciais baseados em simetrias
consistem em mapear um subconjunto de solucBes exatas, em outro subconjunto, que contém o
anterior. Dessa forma, mesmo que as solucBes pré-existentes ndo sejam capazes de satisfazer as
condicBes de contorno exigidas, é possivel utiliza-las para produzir novas solu¢@es, com nimero
maior de elementos arbitrarios, capazes de satisfazer as restricdes impostas.

Como ilustracdo, uma possivel forma de obtencdo de simetrias pode ser exemplificada

tomando como ponto de partida a equagao

o f 0°f

Fraalirrva (21)

onde « corresponde & uma constante. Uma possivel solugdo particular para esta equacdo é dada

por
f, =c, (X +2at)+cx+c,. (2.2)

Esta solucdo obedece a um conjunto relativamente restrito de condi¢des de contorno. Entretanto,
a partir dessa expressao é possivel construir novas solucBes exatas contendo maior nimero de

constantes arbitrarias. A solugdo

f, =c,(X° +6xat)+c, (X* +2at)+cx+c,, (2.3)
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obtida a partir de f; através da aplicacdo de um operador integro-diferencial, contém maior

namero de constantes arbitrérias, e se reduz a f; para ¢, =0, podendo, portanto, satisfazer a um

conjunto mais amplo de restrigdes.

Todas as mudancas de variaveis que transformam solucbes exatas de determinada
equacdo diferencial em novas solugdes ou em solugdes equivalentes sdo denominadas simetrias
admitidas pela equacdo ou simplesmente simetrias. Pode-se utilizar diversas técnicas analiticas
desenvolvidas para obter simetrias [Ibragimov, 1995; Dattoli et al., 1998; Zwillinger, 1992],
como o método de substituicdo direta [Bluman e Kumei, 1989], as quais serdo detalhadas nos
proximos sub-capitulos.

No entanto, devido o fato de qualquer método de simetria estar baseado em mudancas de
varidveis em solucBes previamente encontradas, para dar inicio ao processo de obtencdo de
novas solugdes, é necessaria ao menos uma solucao particular, a qual, dentre outras formas, pode

ser obtida por metodos baseados em split, descritos a seguir.

2.2. METODOS BASEADOS EM SPLIT.

Os métodos baseados em Split consistem em desmembrar a equacao diferencial, em geral,
em duas partes, gerando um sistema de duas equacdes distintas. Para equacOes diferenciais

expressas na forma Lf =0, onde L é um operador linear que pode ser escrito na forma
L=A-B — Af-Bf =0, e B representa um operador facilmente inversivel, para o qual o

espaco nulo seja conhecido. Dessa forma, diversas solucGes exatas podem ser obtidas através do

seguinte esquema iterativo:

Af =1
{ k+1 k (24)

B fi.=f ’
onde f,=0. Neste sistema, as fungdes f, representam solugBes exatas da equagéo original.

Para que 0 processo iterativo possa ser aplicado nas equacbes geradas pelo Split, é

necessario que [A, B]:O, ou seja, os operadores A e B devem comutar. Como exemplo, a

equacao
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of o0*f 0*f
— =t (2.5)
ot ox~ oy

pode ser resolvida com a aplicagdo do Split, resultando no sistema

Af =Q
{Bf o (2.6)

2 2
onde A= %+% e B= 2 . A comutatividade do sistema (2.6) pode ser verificada aplicando
X y

o° o* o 0° 0°
AB=| ——+ = || —|= 5t
ox® oy° )lot] ox‘ot oy“ot
(2.7)

o) o* o 0’ 0’
BA=| — 2tz |7 7 T 2
ot)| ox® oy otox®  otoy

O que implicaem [A,B]=0.
A condicdo de comutatividade pode ser demonstrada da seguinte maneira: tomando o

sistema
Af =Q, (2.8)
Bf =Q; (2.9)
aplica-se o operador B em (2.8) e 0 operador A em (2.9), o que resulta em
BAf =B
Q : (2.10)
ABf = AQ
Subtraindo as equacdes do sistema (2.10), obtém-se
(2.11)

BAf — ABf =BQ - AQ.

Invertendo o sinal da equagéo (2.11) resulta em
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AQ-BQ = ABf —BAf =[AB] f (2.12)

Assim, [A, B]f =0 implica em AQ-BQ =0. Este resultado possibilita alimentar a fonte Q

com a propria solucéo do sistema gerado pelo split, 0 que resulta no processo iterativo

Af =1
{ k+1 k (213)

B fk+l= fk .

Porém, vale salientar que a resolucdo do sistema de equacbes que € gerado por uma
aplicacdo de Split, ndo necessariamente precisa ser resolvido via processo iterativo, como
descrito acima, mas também via outras ferramentas matematicas de resolugao.

Um exemplo deste método pode ser dado partindo-se da equagédo

0°f o0%f 1o0f

+ =— , 2.14
ox> o0y* k ot (2.14)
a qual é expressa em termos dos operadores A e B da seguinte forma:
2 2
A = % + %

X X@ Y (2.15)

B=——

k ot

Como os coeficientes de A e B sdo constantes, conclui-se que 0s operadores comutam, ou seja,
AB=BA. Com isso, parte-se para 0 metodo iterativo descrito em (2.4), comecando com uma fonte

nula, ou seja,
Af =
Q : (2.16)
Bf=Q

onde Q=0. Como o operador B é facilmente inversivel e seu espaco nulo é conhecido, é

possivel encontrar uma solucdo para a equacao referente ao operador B integrando a mesma com

relagcdo ao tempo e somando o espaco nulo correspondente. Assim,
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f,=0,(xy). (2.17)

O proximo passo € aplicar a solugdo (2.17) na equacéo referente ao operador A do sistema (2.16),

0 que resulta em

0° 02
ng(x, y)+a—y291(x, y)=0. (2.18)

A fim de solucionar esta equacéo, aplica-se um novo Split, 0 que resulta no sistema

2

6791()(’ y) =0
(2.19)

2

0
a_yzgl(x’ y)

0

Integrando a primeira equagao do sistema (2.19) duas vezes, chega-se a uma expresséo para g,

com o formato

g, =a(y)x+b(y). (2.20)

onde a(y) e b(y) séo fungdes arbitrérias de y. Substituindo esta expresséo na segunda equagéo

do sistema (2.19), resulta em

a"(y)x+b"(y)=0. (2.21)

A Unica maneira de satisfazer esta equacéo é fazendo a"(y) =0e b“(y) =0. Dessa forma, estas

func@es resultam lineares emy:

a(y)=cy+c, b(y)=c,y+c,, (2.22)

gerando uma solu¢do com o formato
18



f,=0,=CX+C,y+C,Xy+C,. (2.23)

Encontrada esta solugéo, aplica-se 0 mesmo processo novamente, agora introduzindo a

solucdo (2.23) como nova fonte. Assim, Q =c,Xx+¢,Yy +C,Xy +C,, € a nova solucéo toma a forma

f,= kj(qx+czy+c3xy+c4)dt+gz(x, y) =K(CXt+C,yt+CXyt+C,t) + 0, (X, y). (2.24)
Substituindo esta expressdo na primeira equacdo do sistema (2.16), resulta em
V2, =V (k(CXt+Cyt+CXyt+C,t) + 0, (X, ) ) = CX+C Y +C XY+, (2.25)
0 que gera a seguinte expressao:

0° 0°
ygz(xv Y)+ygz(X, Y) =CX+C,y +CXy +C,. (2.26)

A fim de resolver a equacdo (2.26), aplica-se um novo Split, o que resulta no sistema

o? 1
y gz(xv y) = E(clx+c2y+c3xy+c4)

(2.27)

o? 1
=~ gz(X, y)= E(Clx"' Czy+C3Xy+C4)

oy

Integrando a primeira equacao deste sistema duas vezes com relacao a x, resulta em

C c c c
g,(x, y) :ﬁx3+éy3 +ﬁ(x3y)+j‘(x2)+a2(y)x+b2(y). (2.28)

Substituindo esta expressdo na segunda equacéo do sistema (2.27) resulta em

" " 1
a,"(y)x+b, (y):5(01x+c3xy+c4). (2.29)
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Esta equagdo é resolvida fazendo a,"(y)=c,+c,y e b,"(y)=c,. Assim,

a2=c—21y2+c—63y3+csy+cs , b2=%“y2+c7y+cg, (2.30)

e a solucdo para g, vem na forma
_ C 3 2 C 3 C 3 3 C 2 2
g, (X, y)_ﬁ(x +6xy )+éy +§(x y +2Xy )+Z4(X +2y )+(c5xy+cex)+c7y+c8.(2.31)

Substituindo esta expressdo em (2.24), resulta

X 1 y® X’y 1
f.o=C | —+=xy?+kxt |[+C,| Z=+kyt [+C.| —Z+=xy° +kxyt |+
2 1(12 Ly j 2[12 yj 3(12 Lyt oy
(2.32)
x> 1,
C, TJFEy +Kt [+(CoXy +CoX)+C,y +Cq

a qual é uma solucdo exata para a equacao (2.5)

2.3. SIMETRIAS OBTIDAS VIA SUBSTITUICAO DIRETA.

Outra forma possivel de se obter simetrias para as solu¢fes da equacao (2.1) € através da
aplicacdo de uma mudanca de variavel na equacéo diferencial via regra da cadeia [Zwillinger,

1992]. Assim, substituindo x = B(x,t), t = y(x,t) naequacdo (2.1) resulta em

of o f , 81‘[ 1 j o:f , o°f
—(y, - =a| — L +— —=pB |+ + : 2.33
5, (n-ar) a(aﬁzﬁx IRl i ey ol R B G

Para que y e B constituam uma nova solucdo, é necessario que a equacao diferencial permaneca

invariante, a ndo ser pela mudanca das variaveis, ou seja,
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(2.34)

Esta condicdo é chamada de Critério de Invariancia [Bluman, G.; Kumei, S, 1989] e deve ser

obedecida a fim de que a substituicdo de t e x por y e S, respectivamente, resulte em nova
solucgéo para a equagdo (2.1).
Dividindo a equagdo (2.33) por B e aplicando o critério (2.34) resulta nas seguintes

restrigoes:

V=AY =P (2.35a)
f—ap, =0 (2.35h)
) y2=0 (2.35¢C)
7B.=0 (2.35d)

\

Este sistema de equacOes diferenciais pode ser resolvido em cascata, ou seja, substituindo a
solugédo de uma equacgédo em outra, de forma a ir simplificando o sistema sucessivamente.

Todas as mudancas de varidveis que transformam solugdes exatas de uma determinada
equacdo diferencial em novas solucGes sdo denominadas simetrias admitidas pela equacéao
[Bluman, G.; Kumei, S, 1989]. Estas simetrias podem ser geradas seja a partir de técnicas como
Substituicdo Direta, Transformactes de Backlund [Zwillinger, 1992] ou mesmo pela aplicacédo
direta dos grupos de Lie [Olver, 2000].

2.4. SIMETRIAS OBTIDAS VIA TRANSFORMACOES DE BACKLUND

O método de substituicdo direta é aquele através do qual se obtém simetrias admitidas
pela equagdo alvo utilizando mudancas de varidvel, que constituem um caso particular das
chamadas transformacdes auto-Backlund. Comforme foi explicado, apds fazer uma substituicdo
direta aplica-se uma condicdo de invariancia de estrutura a equacdo resultante. Caso a condicéo
de invariancia ndo seja imposta obteremos uma transformacdo de Bé&cklund, cuja equacédo
resultante ter4 uma estrutura diferente da equagéo alvo original.

Por exemplo, para mapear a equacéo

of o°%f f8f

= —+ B —
ox oO0x* 0y

(2.36)
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realizamos a seguinte mudanca de variaveis

X—=>a(XxYy)
(2.37)
y—B(xY)
que resulta na equacao transformada
(a, +fa —a)ﬂ+(ﬂ +fp _ﬂ)ﬁ+a262f +,6’262f +2a,.p o't =0 (2.39)
XX y X aa XX y X aﬂ X aa2 X aﬂz X/~ X aaﬁﬂ *

Dividindo a equacdo (2.38) por « /e impondo as seguintes restricdes aos seus

coeficientes,

a,t+fa, —a,

2
o

o+ 1B, _

(24

=0

0 (2.39)

X

2
2 =1 ou &zl, logo  p,=¢,

> =
a, a,

torna-se possivel obter como equacgédo-alvo

of of o°f
+—+2 =
da 0 Oadp

(2.40)

cuja solucdo é imediata, uma vez que admite a fatoracao

(6+aj[8+an=O (2.41)
da 0B )\oa 0Opf

A equacdo (2.41) pode ser resolvida em duas etapas, uma vez que sua forma fatorada

pode ser convertida no sistema
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of of
g=—+

oa OB
5 Z g (2.42)
_g_|__g =0
oa 0Of

cuja solucdo pode ser facilmente obtida utilizando softwares de processamento simbolico. Este
exemplo da primeira forma de aplicacdo das transformacdes de Backlund mostra claramente
como uma equacdo parcial ndo-linear pode ser resolvida através de dois sistemas de equagdes

parciais lineares.

2.5. SIMETRIAS OBTIDAS VIA APLICACAO DO GRUPO DE LIE

Simetrias de Lie, sucintamente falando, sdo mudancas de varidveis capazes de
transformar uma solucdo exata, em se tratando de equacOes diferenciais, em outra solugéo
também exata para a mesma equacdo. Poréem, estas mudancas de varidveis ndo estdo
explicitamente tabeladas na literatura. Essas simetrias estdo implicitamente determinadas através
de grupos de operadores responsaveis pelas transformac6es. Sendo assim, este sub-capitulo tem
por objetivo esclarecer a idéia central por trds da aplicacdo dos grupos de Lie na resolucdo de
equac0es diferenciais, bem como o processo de aplicacdo do grupo de simetria sobre solucdes
exatas previamente encontradas.

Do ponto de vista operacional, grupos de Lie sdo conjuntos de operadores diferenciais de
primeira ordem, denotados por v;, e chamados geradores infinitesimais do grupo de simetria
admitido pela equacéo diferencial [Olver, 2000; Ibragimov, 1995], que possuem a seguinte

propriedade:

e f (X, y,)=9(xY,...) (2.43)

Essa propriedade pode ser traduzida em termos operacionais da seguinte forma: a aplicacdo da
exponencial de um gerador sobre uma solugdo exata f produz uma nova solucéo exata, dada por
g.

A obtencéo do grupo de simetria de Lie, capaz de gerar simetrias de solucdes exatas

de determinada equacéo diferencial, se baseia na resolucéo do problema de valor inicial
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Z_[v]f (2.44)

f=1f, para ¢=0

Aqui, V corresponde a um operador linear de primeira ordem. A expresséo (2.44), de fato, insere

I x . L oOf « A .

a idéia de que a evolucdo de uma determinada funcao, 2— com relagcdo a um pardmetro ¢, é
&

equivalente a aplicacdo de um operador, V, sobre esta mesma funcao.

A solucéo para a equacéo (2.44) vem na forma
f=[eV]f, (2.45)

Onde f, é a funcéo inicial para £ =0 e V é um operador linear de primeira ordem. Esta solugédo

implica na necessidade da aplicagdo da exponencial do operador V sobre f,. Em geral, o

processo de aplicacdo de eV se da via expansdo em seérie de Taylor, como segue:

2/2 ky 7 k
[eg\/}ff f0+[gv]f0+[gv Jf0+...+['9v ]fo (2.46)

onde V* representa a poténcia k do operador V aplicado em f.

Até este ponto, pouca informacdo a respeito do operador V foi fornecida, a ndo ser o fato
de ele ser linear de primeira ordem. De fato, se o objetivo com esta formulacdo é de gerar
simetrias para solucdes de equacdes diferenciais, € preciso garantir que a aplicacdo da

exponencial do operador V, nos moldes de (2.44) gere uma nova solucdo. De forma sucinta, esta

garantia so sera obtida caso a aplicacdo de e?V sobre a funcéo diferencial g (x, y,z,t, f , f ) -

v Ixy Tyoeer

funcdo esta que gera a propria equacdo diferencial alvo, quando g(x, y,z,t, f , f )=O -

1ty Txy Ty

permaneca invariante, ou seja,

[egv }g =g (2.47)
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Esta condicao exige que a funcdo diferencial g deve permanecer invariante quando da aplicacao

da exponencial do operador V sobre a mesma. Esta condicdo é obtida com a restricao
[V]g=0, (2.48)

0 que é facilmente demonstrado a partir da expansdo da expressdo (2.47) em série de Taylor:

[ }g g+gV [82\/] ...+[gkil]g (2.49)

cuja tnica forma de chegar & condicéo (2.47) é fazendo [¢V g =0.

A restricdo (2.48) é o proprio Critério de Invariancia [Ibragimov, 1995], sendo que desta
imposicdo se obtém o formato para o operador V, o qual deve ser tal que garanta este critério.
Este operador é, na verdade, a combinacéo linear dos préprios geradores do grupo de simetria,

v,, 0s quais formam o grupo de Lie propriamente dito.

O grupo de Lie responsavel pela geracdo de simetrias para as equacfes de Navier-stokes
ja foi mapeado desde a década de setenta por Bucnachev e Kruchnev [Olver, 2000], e possui 0s

seguintes geradores infinitesimais:
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[ _2 (2.50a)

oot
V, = ai(t)i (2.50b)
op
V, = yi— xiJrvi—ui (2.50c)
oXx oy ou ov
Vllzzi—yi+wi—vi (2.50d)
oy oz o oW

Vszzﬁ—x£+wi—ui (2.50e)
oX oz ou ow
0 ey O wiey O
V6 = a2 (t)&-F a2 (t)%— Xa2 (t)a_p (250f)
0 0 0
V., =a,(t)— (t)—-— "(t)— 2.50
; as()ay+a3()av 3/613()alo (2.509)
0 ey O nrey O
V8:a4(t)5+a4 (t)%—za4 (t)% (2.50h)
Q/Q:2t2+xﬁ+y£+zi—ui—vi—wi—2pi (2.50i)
o4 ox "oy o0z ou ov ow op

Estes geradores podem ser empregados na forma
|:e81v1+82v2+...89v9:| fo =g (2.51)

onde g é uma nova solugdo exata, obtida a partir da aplicacdo do grupo de simetria sobre a

solucdo prévia f,. Evidentemente, a aplicacdo do grupo de simetria de Navier-Stokes, nos

moldes da expressdo (2.51) resulta na necessidade de manipulagdo da exponencial do grupo, aqui
representado como combinacdo linear de todos os geradores infinitesimais. Apesar de ja
existirem regras para manipulacdo de exponenciais de operadores disponiveis na literatura
[Datolli, 1998], geralmente esta tarefa gera enorme dificuldade, e por vezes pode vir a
inviabilizar a aplicacdo do grupo. No caso do grupo de simetria de Navier-Stokes, ainda existe o
agravante pelo fato de os geradores infinitesimais ndo comutarem entre si; isto impede que a

aplicacdo do grupo possa ser fatorada, ou seja, aplicar a exponencial de cada gerador
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. &V, [ A&V . . .
individualemente, como por exemplo [e o [e 2 foﬂ =h. Caso ndo seja possivel aplicar

alguma regra de manipulacdo de exponenciais de operadores, disponiveis na literatura (Datolli,
1998), a expansao em série de Taylor, nos moldes de (2.46), acarretara em grande dificuldade de
manipular o grande nimero de termos da série, impossibilitando sua utilizacdo em aplicacbes

praticas de engenharia.

2.6. SIMULACAO DE ESCOAMENTOS VIA SOLUCOES ANALITICAS.

Historicamente, a obtencdo de solucGes exatas para as equacdes de Navier-Stokes
capazes de simular escoamentos reais tem sido uma tarefa dificil, devido principalmente a ndo-
linearidade do sistema. Embora algumas solugdes exatas tenham sido obtidas para casos
simplificados, onde a natureza de alguns escoamentos permite simplificacdes de termos nas
equacOes originais [Schlichting, 1968], solugcdes exatas, capazes de simular escoamentos
complexos, como escoamentos em corpos submersos de formato arbitrario, ou escoamentos
turbulentos para altos nimeros de Reynolds, até alguns anos atras, ainda ndo tinham sido obtidas.
De fato, nem mesmo havia a garantia de que era possivel encontrar solucGes exatas para o
sistema de Navier-Stokes capazes de reproduzir algumas caracteristicas que sdo observadas em
escoamentos reais, como por exemplo, componentes de alta freqliéncia, no caso de escoamentos
turbulentos.

Nas ultimas décadas, devido principalmente ao surgimento de softwares de manipulacao
simbdlica, como Maple e Mathematica, fez com que reacendesse a pesquisa cientifica no sentido
de encontrar soluctes analiticas para as equacdes de Navier Stokes que pudessem ser usadas na
simulacdo de escoamentos. Infelizmente, muitas dessas solucdes encontradas até 0 momento
[Irmay, 1997; Zharinov, 2002; Profilo, 1998; Mdallal, 2008], inclusive solugfes analiticas
tridimensionais [Nugruho, 2009; Rashidi, 2009], ndo possuem elementos arbitrérios o suficiente,
capazes de satisfazer as condi¢cdes de contorno empregadas nas simulagdes, por exemplo, de
escoamentos em torno de corpos submersos com diferentes geometrias, bem como escoamentos
turbulentos. A maioria das solucbes analiticas encontradas pelas recentes pesquisas na area,
aplicam-se somente a escoamentos laminares [Tsangaris, 2006; Wang, 2002], ou para casos de
escoamentos muito lentos (creeping flow) [Fang, 2008; Liao, 2002]. Aqui, vale destacar o
trabalho de Hayat (2009), o qual aplicou o grupo de simetria de Navier-Stokes, a fim de gerar
novas solucdes a partir de uma solucéo exata prévia. Contudo, as express@es iniciais utilizadas

para as componentes do vetor velocidades e pressdo ndo sdo capazes de descrever cenarios
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fisicos de forma realista, ou satisfazer condi¢cbes de contorno para casos de escoamentos em
torno de corpos submersos. A consequéncia foi que as solucbes obtidas pela aplicacdo do grupo
de simetria resultaram em expressdes com poucos elementos arbitrarios. Porém, a utilizacdo de
uma metodologia baseada no grupo de simetria de Navier-Stokes se mostrou bastante
promissora, no sentido de, futuramente, se obter solu¢Ges mais gerais.

Outra linha de pesquisa importante, relativa a aplicacdo do grupo de simetria de Navier-
Stokes, diz respeito a aplicacdo dos geradores do grupo como base para o desenvolvimento de
modelos de turbuléncia e modelos de sub-malha. Esta linha de pesquisa, atualmente, esté sendo
desenvolvida por Razafindralandy (2005, 2007), onde o foco é mantido no fato de que cada
gerador do grupo de simetria esta associado a alguma lei fisica de conservacdo (Noether, 1918),
onde o mesmo fornece informacdes a respeito das invariancias, por exemplo, de escala e/ou
translagdo que as equacgbes de Navier-Stokes admitem. De fato, qualquer modelo auxiliar
consistente que seja desenvolvido para fins de aplicacdo em simulagfes de escoamentos, deve
respeitar as mesmas leis de conservacdo e invariancia que as proprias equacdes de Navier-Stokes
admitem, sendo, portanto, imperativo que 0S mesmos permanecam invariantes sob uma

transformacéo de qualquer dos geradores do grupo.

2.7. SIMULACOES DE ESCOAMENTOS VIA SOLUCOES NUMERICAS E/OU
HIBRIDAS.

Devido, principalmente, a ndo-linearidade das equacdes de Navier-Stokes, as solucdes
analiticas obtidas até 0 momento ainda ndo sao capazes de reproduzir aspectos turbulentos dos
escoamentos observados na natureza. Conseqlientemente, a pesquisa cientifica, no que tange a
mecanica de fluidos, utiliza, em geral, ferramentas matematicas numéricas como via de obtencédo
de solucdes para simulacdes de escoamentos. De fato, a abordagem numérica é constantemente
reiterada no meio académico, principalmente pela rapida evolugcdo computacional, no que diz
respeito ao desenvolvimento ininterrupto de computadores com capacidade de processamento
cada vez maior, associado a espaco para armazenamento de dados, praticamente, sem limites.

Atualmente, dentre as varias abordagens numéricas existentes na literatura, tem se
destacado a utilizacdo do método de elementos finitos (FEM) na simulacdo de escoamentos
diversos [Aksan, 2002, Trofimova ett alli, 2009; Liu, 2009], desde simulacdes de escoamentos
em torno de cilindros [Selvam, 1997], ou escoamentos em torno de esferas [Tezduyar, 1998],
onde este método € utilizado tanto na simulacdo numérica direta (DNS) [Trofimova, 2009;

Onate, 2007], quanto na aplicacdo de modelos auxiliares, como no caso da simulacdo de grandes
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vortices (LES) . Dentre os trabalhos pesquisados, vale destacar os resultados obtidos por Ofiate
(2007), o qual apresentou uma formulacdo para analise de escoamentos incompressiveis a partir
do método de elementos finitos, o qual conseguiu solucionar uma gama de problemas de
escoamento de fluidos para baixos e moderados nimeros de Reynolds (até Re=10%) sem a

necessidade de modelos de turbuléncia auxiliares.

e, = - e - e

Figura 2.1: Escoamento em torno de um cilindro. Fonte: Ofiate (2007).
A figura 2.1 mostra as linhas de corrente em torno de um cilindro para Re =10°. Aqui, vé-se
claramente a formacdo de dois vortices gerados pela onda de turbuléncia gerada pelo corpo
submerso. Neste trabalho, Ofate também apresenta dados a respeito da oscilacdo das
componentes do vetor velocidades, nas proximidades do corpo.

Apesar de ja existirem vastos trabalhos — com 6timos resultados — em simulagdes de
escoamentos em torno de corpos submersos para nimeros de Reynolds de baixos a moderados
(Re<10%), a simulagdo de escoamentos para altos numeros de Reynolds ( Re=x~10°),
atualmente, esta atrelada a aplicacdo de modelos de turbuléncia, os quais ndo sdo capazes de
simular fielmente um escoamento turbulento real, no que diz respeito a reproducdo de flutuacdes
de alta freqiiéncia e sua evolucdo temporal. Dentre a pesquisa nesta area, pode-se citar 0s
trabalhos de Ong (2009), o qual apresenta simulagdes numéricas de escoamentos em torno de um
cilindro para nimeros de Reynolds da ordem de 10°, utilizando as equac6es médias de Reynolds
(RANS) (Freire, 1998) em conjunto com o modelo k—&. Também € interessante citar 0s
trabalhos de Kalitzin (2008) e Martinat (2008), os quais simulam escoamentos para altos
nimeros de Reynolds com o auxilio de modelos de turbuléncia variados, como simulagéo de

grandes vartices, entre outros.
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Uma alternativa numérica para a reproducdo acurada de escoamentos em geral, nas
ultimas décadas, vem sendo a simulacdo numerica direta. Esta abordagem € vantajosa no sentido
de possibilitar a obtencéo de solugdes confidveis, as quais inclusive sdo aceitas como Benchmark
para outros métodos. Além disso, com a utilizacdo da DNS, € possivel uma melhor compreenséo
dos proprios fenémenos fisicos envolvidos na simulacdo, a partir da analise dos resultados
obtidos. Dentre os inimeros trabalhos nesta area, vale citar Zikanov (2004), o qual aplicou a
DNS a fim de investigar propriedades gerais de escoamentos turbulentos de metais liquidos na
presenca de um campo magnético constante. Os resultados obtidos foram bastante interessantes,
como por exemplo, o fato de o escoamento, inicialmente turbulento, se tornar abruptamente
laminar, a partir de um determinado alinhamento do campo magnético.

Infelizmente, a abordagem via DNS esbarra no alto custo computacional, em se tratando
de simulag6es de escoamentos para altos nimeros de Reynolds, como comentado anteriormente.
Esta restricdo impede o uso da DNS como ferramenta de estudo em casos turbuléncia
plenamente desenvolvida.

Outra area interessante no estudo da dindmica de fluidos diz respeito a simulacGes de
escoamentos em maquinas de fluxo [Baoling ett alli, 2006; Goncalvez, 2009]. Atualmente,
devido principalmente ao ganho computacional cada vez maior com processadores cada vez
mais rapidos, associados a utilizacdo de modelos de turbuléncia, ja é possivel simular
escoamentos em maquinas de fluxo, para determinados casos. O trabalho de Anagnostopoulos
(2009) apresenta uma metodologia numérica para simulacdo de escoamentos em rotores de
bombas centrifugas, a partir de uma abordagem bidimensional das equa¢Ges médias de Reynolds
(RANS), em conjunto com um modelo k—¢. Neste trabalho, foram levantadas curvas de
eficiéncia e vazdo da bomba, as quais apresentaram boa concordancia com os dados

experimentais.

2.8. SIMULACAO ANALITICA DE ESCOAMENTOS TURBULENTOS.

A busca de solucGes capazes de simular escoamentos turbulentos ndo é uma tarefa fécil,
em primeiro lugar, porque ndo se tem a garantia de que elas podem ser encontradas, e sem
segundo lugar, porque € necessario tomar mao de ferramentas matematicas e métodos analiticos
especificos, e muitas vezes, de dificil compreensdo. Porém, a partir de meados de 2003,
comecou-se a vislumbrar a possibilidade de obtencdo de solucOes capazes de reproduzir
flutuacGes de alta freqiiéncia em escoamentos turbulentos [Zabadal et. alli, 2004].
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A abordagem inicial estava baseada na modelagem a partir da equacdo de Helmholtz
[White, 1974] (Apéndice A), que na forma bidimensional, é dada por

oo Ow  Ow 9 (2.52)

onde o € a vorticidade. O objetivo consistia em obter alguma solucdo exata que pudesse ser
usada na simulacdo de escoamentos.
A fim de obter uma solucéo particular para a equacdo (2.52), foi produzido um sistema

auxiliar de equacdes homogéneas:

99 _ 2 =0 (2.53)
ot

w2292 _g. (2.54)
OX oy

Neste sistema, a solucédo geral da equacdo (2.54) é uma funcgéo arbitraria da funcéo corrente. De

fato, substituindo w = f(y) em (2.54), aplicando a regra da cadeia e colocando :—f em
v

evidéncia, resulta

9 W vy g (2.55)
dy oy OX

uma vez que o termo entre parénteses € identicamente nulo. Dessa forma, a funcao corrente pode
ser expressa como uma funcéo arbitraria da vorticidade: se w = f(y) , v = f(w) = g(w), sendo w
qualquer solugéo da equacéo (2.53). Tomando uma solucdo particular dessa equacéo, dada por

2 2
Co+C X+Cy+v(Cy +Co )t (2.56)

w=€

a respectiva fungéo corrente resulta
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w=g(")+y, (2.57)

onde h é o argumento da exponencial presente na solugdo (2.56), e a parcela v, corresponde a

funcdo corrente relativa ao escoamento potencial em torno do corpo submerso. Embora a
expressao obtida ndo constitua a solucéo geral da equagdo de Helmholtz, a funcao arbitraria nela

contida pode satisfazer identicamente as condi¢cBes de ndo-deslizamento e ndo-penetracdo na

interface do corpo submerso. Impondo as condicdes aa—wzo e %’I/:O resulta g’(h)=0 na
X

fronteira. Além disso, a solucdo se reduz a funcdo corrente relativa ao escoamento potencial a
medida que sdo tomados pontos progressivamente mais afastados da interface sélida. Basta para

tanto impor a condi¢édo

lim (=0 (2.58)

Essa expressdo constitui o ponto de partida para a obtencdo de novas solucdes exatas para
equacdo de Helmholtz validas para qualquer geometria a considerar. O processo de obtencéao
dessas solugdes valida para todo o dominio, que consiste na aplicacdo de simetrias admitidas

pela equacdo de Helmholtz. Para tanto, sdo efetuadas as seguintes mudancas de variavel:
x—a(xy), y—b(xy), (2.59)

onde a e b representam as partes real e imaginaria de uma funcdo de variavel complexa f(z),
sendo z=x+ly. Isto ocorre porque qualquer transformacdo conforme constitui uma simetria
admitida pela equacdo de Helmholtz, isto €, quando x for substituido por a e y por b em (2.52)
uma nova solucdo exata é produzida. A aplicacdo de uma transformacéo conforme (Apéndice B)
sobre a solucdo obtida tem por objetivo introduzir a rugosidade sobre a superficie do corpo
submerso.

Efetuando as mudancas dadas por (2.59) na equagdo de Helmholtz obtém-se a seguinte

equacdo auxiliar nas novas variaveis:

(uax+\ray—vV2a)Z+(be+\/q,—vV2b)Z(;)—v{(af+ ) (bf+lf)—+2(@@+@q) } 0 (2.60)
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Para que as mudancas dadas por (2.60) constituam simetrias admitidas pela equacdo de
Helmholtz, basta que a equacdo permaneca invariante em relacéo a essa troca de variaveis, isto é,
que a equacao (2.60) assuma a forma

ow 0w |Fo Fo
Uéa+vao_v{(%2+ébz}o : (2.61)

onde as componentes do vetor velocidade nas novas variaveis sao definidas como

u-Y e v--¥ (2.62)
ob oa

Essa definicdo € anadloga a das componentes de velocidade presentes na equacdo em sua forma

original:

oy __%¥ (2.63)

Assim, o chamado critério de invariancia (Olver, 2000; Bluman, 1989) consiste na
preservacdo da forma da equacdo original, exceto pela troca de variaveis, e constitui uma
condigéo suficiente para que a mudanca transforme uma determinada solucdo da equacdo em
uma nova solucdo exata. Isso ocorre porque, se f(x,y) € solucdo da equacdo original,
f(a(x,y),b(x,y)) serd automaticamente solucéo da equacdo mapeada.

Uma forma pratica de estabelecer a invariancia da equacdo consiste em dividir todos os

termos por (aZ +a? ), e em seguida impor as restrigdes

b +b; =a; +a;
ab +ab, =0 (2.64)
oy

ua, +va, = (a +aj) P

(2.65)
+ua,, Fva, =—(a; + ai)aa—lg

Impondo as primeiras duas restricdes, dadas por (2.64), obtém-se
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b, =+a e b, =Fa,_, (2.66)
0 que implica em
V’a=V*h=0. (2.67)

Assim, a equacdo (2.60) resulta

(uax+vay]aa) [UbX+be]6a) (52@+62a’]:0 (2.68)

+ -V
a;+a, |oa a;+a, )ob oa* ob’

Impondo agora as restri¢cdes dadas por (2.65), obtém-se

ua, +va +ua, Fva
AL B ——%—;iz—gﬂ. (2.69)
ai+a: | ob (af+al)  oa
Reescrevendo u e v em termos da funcdo corrente, e utilizando a regra da cadeia, resulta
u:a—l//:aya—l//+bya—l// : v:al//:axal//+bxal//. (2.70)
oy oa ob OX oa ob
Substituindo as definicdes de u e v em (2.65), resulta
a2\ OW oy
Fa’Fal)—=(a’+a’)— 2.71
(Fai¥a)) o, =@ +a) (2.71)
e
oy oy
ta’+a’)—=—(a’+a’)— 2.72
( y X) ob ( X y) ob ( )

Ambas as equacdes se reduzem a identidades ao especificar 0s sinais nas relacfes presentes

em (2.66). Desse modo, para
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by= a (2.73)

b= -a, (2.74)

As equacdes (2.73) e (2.74) sdo identicamente satisfeitas. Entretanto, essas restricdes constituem
as condicbes de Cauchy-Riemann relativas a uma transformacgdo conforme cujas partes real e
imaginéria correspondem, respectivamente, as funcdes b e a. Portanto, qualquer transformacao
conforme é uma simetria de Lie admitida pela equacdo de Helmholtz. Portanto, uma vez
obtida qualquer solugdo exata para simular escoamentos em torno de um corpo submerso
qualquer (inclusive placa plana), basta efetuar uma transformacao conforme para converter a
solucdo disponivel em uma nova solucéo exata, valida para escoamentos em torno de corpos
submersos com formato arbitrério.

As figuras 2.1 e 2.2 mostram as isolinhas da funcdo corrente para 0 escoamento viscoso
em torno de um cilindro, para Re =10* e Re =10, respectivamente. Embora o modelo utilizado
seja bidimensional, algumas caracteristicas qualitativas relevantes dos escoamentos reais foram
reproduzidas pela solucdo obtida, tais como o atraso no descolamento da camada limite e a

reducdo das dimensdes dos vortices com o0 aumento do nimero de Reynolds.

2. .02 4 &6 .§ 1o Xem

|:|_

Figura 2.2: escoamento em torno de um cilindro, Re =10*
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Figura 2.3: Escoamento em torno de um cilindro, Re =10°.

Outra caracteristica qualitativa importante da solucdo obtida reside na formacdo e na
amplificacdo de componentes flutuantes, produzidas pela incorporacdo da rugosidade a
geometria do corpo submerso. Naturalmente, a turbuléncia é um fendmeno essencialmente
tridimensional, e produzido ndo apenas na escala da rugosidade, mas também em escala
molecular, razdo pela qual o modelo foi utilizado apenas para checar a consisténcia qualitativa da
solugéo resultante com os respectivos fendmenos.

A obtencdo destes resultados motivou a continuidade da linha de pesquisa, no que
resultou a dissertacdo de mestrado [Beck, 2005], na qual novas solugdes exatas para a equacao
de Helmholtz bidimensional transiente foram obtidas. Estas solu¢bes foram capazes de
reproduzir caracteristicas do escoamento turbulento em torno de um cilindro para Re=10°,
como o atraso do descolamento da camada limite e a geracdo de termos flutuantes de alta
freqliéncia e baixa amplitude. Abaixo, seguem alguns resultados obtidos com as novas solucdes
encontradas, a partir da equacdo de Helmholtz. Nesta ocasido, foram obtidas diferentes familias
de solucGes exatas, uma para casa metodologia utilizada. A primeira familia foi obtida a partir da
aplicacdo de uma transformacdo de Bdacklund, do mapeamento da equacdo original em uma
equacdo ordinaria. Para tal, primeiramente se expressou a equa¢do de Helmholtz em termos da

funcdo corrente aplicando-se as seguintes identidades:

w2 T (2.75)
oy OX

Dessa forma, considerando que @ =—V?y , a equacio (2.52) resulta em
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6(V2w) +5_W8(V2y/) Loy G(VZW) :iv4l// . (2.76)
ot oy  oXx ox oy Re

O primeiro conjunto de solucdes foi encontrado com a introdugéo do argumento
h=c,+CcXx+C,y+C,t, (2.78)

o qual é aplicado na equacéo (2.76) via regra da cadeia. Os operadores diferenciais

correspondentes a essa mudanca de varidvel sdo descritos por

6 _ohd _.d O _ ohd o db

x oxdh dh o Coxdn? *dw

0o ohd d 0° oh d? d?
—=——=C,— , —=C,———=C"—. (2.79)
oy oydh dh oy oy dh dh

0 ohd d ) , oy d?

—=——=C,— Voi=(¢"+C) )=

ot otdh “dh (@ Z)dhz

Assim, o biarmdnico da equacdo (2.76) toma a forma
Viy = (cl2 +022) ;hz {(cf +sz) :Ihz } = (cl2 +sz)2 :lh“ : (2.80)

c, (c 2 +c22) d’y Jrczd—l//cl(cl2 +c22) d'y —cld—l//c2 (cl2 +c22) d’y 1 i
dh® dh dh® dh dh® Re

=0

Uma vez que os termos ndo lineares se anulam, chega-se a

c dy =i(cz+czz) v (2.82)
R
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A equacdo (2.82) pode ser resolvida via reducdo de ordem. Dessa forma, fazendo

d’y
f= pme (2.83)

e substituindo na equacéo (2.82), resulta em

‘ (c12+022)£

. 2.84
c,Re dh (2:84)

cuja solucéo é imediata:

(¢’ +c))

f =k ekih ,onde =
° . c,Re

(2.85)

Como f é a derivada terceira da funcéo corrente, € necessario integrar a expressdo (2.85) até

obter a expressédo para a funcdo corrente. A primeira integracéo gera

2
k
(Zlhl/; = J'koekl"dh = k—"eklh +K, . (2.86)

1

Integrando o resultado acima mais uma vez com relagdo a h resulta em

dW_ Ky k _ K, k.h
ﬁ_j(k_le +hy dh=- e +ih+k,. (2.87)

1

Por fim, a solucdo para a funcédo corrente vem com uma terceira integracao, o que gera
k k k
W:j[k—ge“+k2h+k3th=ngk1“+EZh2+k3h+k4. (2.88)
1

A expressdo (2.88) é solugcdo exata para a equacdo de Helmholtz bidimensional. Um caso

particular de transformacdo de Bécklund consiste nos métodos de solucdo por similaridade
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[Bejan, 1984], onde a equacdo diferencial original é mapeada através de uma mudanca de
variavel via introducdo de um adimensional.

A segunda familia de solucGes foi obtida a partir da aplicacdo de um Split na equagéo de
Helmholtz com posterior resolugdo via Solucdo Formal e Transformacdo Auto-Backlund para
determinar a condicédo inicial (Apéndice D). Neste caso, a solucdo encontrada apresentou o
seguinte formato:

2" (by-2,%)

arctan| ——~——=—-2"|(c-1)

a (a1+azy)2
2

a

f(y)= e(“) 1‘1(—b1x+%a2x2 +a1y+%a2y2je
(2.89)

Esta solucédo foi capaz de reproduzir algumas caracteristicas de um escoamento em torno

de um cilindro para altos numeros de Reynolds.

Figura 2.4 : Funcao corrente em perspectiva,fonte: [Beck, 2005]

Nesta figura, pode-se ver em perspectiva a vorticidade a jusante do centro do cilindro. Aqui,
pode-se notar a formagdo de micro-vortices junto a parede, bem como nas regides periféricas.
Nas regides centrais, percebe-se a formacdo de vortices com didmetros maiores, indicando um

descolamento efetivo da camada limite.
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Figura 2.5: Perfil da componente u ao longo da superficie do cilindro. [Beck, 2005]

Aqui, esta plotado o comportamento do perfil de velocidade na direcdo longitudinal ao
escoamento principal, ao longo da superficie do cilindro. A partir de x=0, pode ser visto o inicio
das flutuagdes, resultantes da formacdo dos vortices. Aproximadamente em x=0.3 as flutuacoes
comecam a aumentar, evidenciando o descolamento efetivo da camada limite. A amplitude

maxima das flutuagdes se encontra em torno de 2 vezes o valor da velocidade de entrada.

QS OC OO White (Flachbart,1932)
Figura 2.6: Coeficiente de Pressdo (Re=6,7.10°)
Na Figura 2.5 esta plotado o coeficiente de pressdo referente a simulagio para Re=6,7.10°.

Pode-se observar que a simulagdo acompanha a tendéncia central dos dados experimentais
coletados por Flachbart (White, 1974).
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A partir destes resultados, vislumbrou-se a possibilidade de se partir diretamente para as
equacOes de Navier-Stokes, na busca de solucdes exatas que reproduzissem caracteristicas de
escoamentos turbulentos em corpos submersos, tornando-se, entéo, tema deste trabalho.

No capitulo subsequente, é descrita a metodologia empregada para a obtencdo de
solucgdes particulares para a equacdo de Navier-Stokes tridimensionais transientes. O objetivo
deste capitulo sera expor, da forma mais clara possivel, os métodos e ferramentas matematicas

utilizadas no desenvolvimento do processo de obtencao das solucgdes.
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3. DESCRICAO DO METODO

O desenvolvimento de um metodo baseado em simetrias capaz de gerar solugdes
exatas que simulem escoamentos turbulentos em torno de corpos submersos tem como ponto de
partida a equacao de Navier-Stokes, que na sua forma vetorial € dada por

oV 1

E+(\7-v)\7=R—ev2\7—Vp, (3.1)

onde V ={u,v,w} é o vetor velocidade, e p é a pressdo dinamica atuante ao longo do

escoamento. Uma breve andlise sobre a equacdo (3.1) mostra que a aplicacdo do divergente

sobre a mesma anula determinados termos, como

v-(ﬂ}a(vv):o ,v.(v2\7)=v2(v.\7)=o . (3.2)

Isto ocorre porque tanto o operador laplaciano quanto a derivada temporal comutam com o
operador divergente e, pela equagdo da continuidade, imperativamente o divergente do vetor de
velocidades deve ser nulo. Este fato abre precedentes para a realizacdo de um Split [Zwillinger,

1992], pois reagrupando termos, temos

V-(ﬂ—iVZVJ:—V~((\7~V)\7+Vp). (3.3)

Assim, o Split resultante é dado por

v[aa—\z—%vZVj:o, (3.4a)
v-((\7-v)\7+Vp)=o. (3.4b)
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Note que este Split ndo restringe a obtencdo de solucdes para a equacao de Navier-Stokes.

O proximo passo é repor o espaco nulo do operador divergente no sistema anterior,

gerando
( —_—
ov 1 _,- =
E_R_evzv =Q, (3.53)
<
(\7-v)\7 +Vp=0Q, (3.5h)
\

—

onde Q deve satisfazer V-Q

I
©

3.1. TRANSFORMAGOES AUTO-BACKLUND INDUZIDAS POR OPERADORES.

Uma vez obtido o sistema (3.5), parte-se para a resolugdo da parte linear do mesmo, a
qual é resolvida através do emprego de Transformacdes de Béacklund. Para este caso, uma forma
bastante pratica de se obter simetrias consiste na aplicacdo de um operador linear de primeira

ordem na forma

B=a(x,y, z,t)%+b(x, Y, z,t)%);)ﬂz(x, Y, z,t)%z')+ g(xy, z,t)%t.)+ h(xy.z,t)(-) (3.6)

sobre qualquer solucdo exata previamente conhecida da equacdo (3.5a). Assim, as simetrias sdo
geradas partindo-se de uma solugdo particular para C[f (XY, z,t)] =q(xy,zt), onde C

corresponde ao operador

_00) 1
C=—lmrV () (3.7)

e q(x, Y, z,t) corresponde a componente do vetor fonte Q. Uma vez encontrada uma solucéo
particular para C[f (x, y,z,t)}:q(x, y,z,t), as simetrias podem ser obtidas aplicando-se o

operador B da seguinte forma:
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C[B[f(x, y,z,t)ﬂ:q((x, y,z2,t)). (3.8)

Esta condigdo garante que B[f (x, y,z,t)]: g(x y,z1t) seja uma nova solugéo exata. Nestas

condicBes, o formato deste Operador B é definido através da determinacdo dos coeficientes
a(x,y,z,t),b(xy,zt),c(xy,21t),9(xYy,zt),h(xy zt) que estdo em aberto, os quais séo

determinados com a resolugéo do sistema

Clf(xy.zt)]=a(xy.zt), (3.9)

C[B[f(x, y,z,t)ﬂzq((x, y,2,t)). (3.10)

Assim, com a aplicacdo da condicdo (3.10), gera-se a equacao

—_— a(x, y,z,t)i+b(x, y,z,t)i+
a_R_VZ X % f(x,y.z,t)|=q(xy,21).(3.11)
€ c(x,y,z,t)§+g(x,y,z,t)+h(x,y,z,t)
z

A fim de satisfazer a condicdo (3.9), isola-se o termo referente & derivada parcial no tempo da

mesma, gerando
ﬁf(x, y,z,t):q(x,y,z,t)+iV2f(x,y,z,t) (3.12)
ot Re

e substitui-se esta expressao em todas as derivadas parciais no tempo contidas na equacdo (3.11).

Esta equacdo resultante é resolvida zerando os coeficientes que multiplicam as derivadas parciais

em f. Dessa forma, f(x, y,z,t) continuard em aberto, sendo as restricdes impostas somente

sobre as fungdes a(x,y,zt),b(x,y,z,t),c(x y,zt),9(xy,zt),h(xy,z1t). Esta metodologia

gera um sistema de treze equacgOes diferenciais, uma para cada coeficiente das derivadas em f,

que é dado por
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0 1
—h(x,y,z,t)-—V?h(x,y,z,t)=0 3.13
/at (920 Vh(x .2 @1

1(,0
— t)- 2—h t V2 t 14
8ta(x,y,z,) Rel 25 (x,y,2,t)+V?a(xy,z ) 0 (3.14)
%b(x, y,z,t)—Rle Z%h(x Y, Z,t)+ Vb (X, y,z,t J 0 (3.15)
—c(xy,2,t)—— L 2£h(x y,z,t)+ V(X y,2,t) ] 0 (3.16)
ot Re\ oz
0 1 0
— WY, Z2,t)——| 2— t)+V?2 t 3.17
atg(XyZ)Re 8a(xyz)+ a(xy,z, j (3.17)
2g(x, y,z,t)—— ZQb(x y,2,t)+Vig(xy,z,t) |= (3.18)
ot Rel oy
0 1 0
el —_—|2= v2 = A
6tg(x,y,z,t) - 82c(x,y,z,t)+ X, y,z,tj (3.19)

0
—cC(Xx,y,z,t)+—a(x,y,z,t)=0 3.20
axc(xyz )+aza(xyz ) (3.20)
ib(x,y,z,t)+ia(x, y,2,t)=0 (3.21)
OX oy
—c(x, y,z,t)+%b(x, y,2,t)=0 (3.22)
ig(x y,2,t)=0 (3.23)
OX
ig(x, y,2,t)=0 (3.24)
oy

0
\Eg(x, y,2,t)=0 (3.25)

Analisando este sistema, percebe-se que sua solucdo pode ser obtida a partir de uma resolugédo
em cascata, ou seja, resolvendo as equacBes uma a uma e substituindo sucessivamente 0s

resultados obtidos nas remanescentes. De inicio, vé-se que as equacdes (3.23) — (3.25)

restringem o parametro g (x, Y, z,t) de forma que ele somente pode ser dependente da variavel

tempo. Assim, as trés Gltimas equacBes do sistema sdo satisfeitas e o laplaciano nas equacdes

(3.17) — (3.19) desaparece. A fim de resolver as equagdes (3.17) — (3.19), restringe-se novamente

a funcdog (t) , assumindo que ele é igual a uma constante. Dessa forma, as derivadas no tempo
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destas  equacbes resultam nulas e, se assumirmos que 0S  parametros
a(x,y,z,t),b(x,y,z,t), c(x,y,z,t) ndo dependem de x, y, z, respectivamente, as equages

(3.17) — (3.19) também resultam nulas.

Assim, o sistema é simplificado para

[

Shix y,z,t)—%vzh(x, y,2,t)=0 (3.26)
%a(y, z,t)_Rie(z%h(x, y,z,t)+V?a(y, z,t)j =0 (3.27)
%b(x, z,t)—%{Z%h(x, Y, 2,t)+ V(X z,t)] =0 (3.28)
< %c(x, y,t)—%(Z%h(x, Y, 2,t)+VZc(X, y,t)} =0 (3.29)
%c(x, y,t)+§a(y,z,t)=0 (3.30)
%b(x,z,t)Jra%a(y, 2,t)=0 (3.31)
9e(x, y,t)+§b(x,z,t)=0. (3.32)

As equacdes (3.30) — (3.32) mostram que a funcéo a(y,z,t) é linear na variavel ze b(x,z,t) e

c(x, y,t) lineares na variavel x. Esta operacgéo transforma estas funcfes em

a(y.z,t)=a,(y,t)z+a,(y.t), (3.33)

b(x,z,t)=by,(z,t)x+b, (z,1), (3.34)

C(X’ y’t):Cn(y’t)X"'Czl(y’t)v (3.35)
Onde

a, (y,t)=ay, (1) y+a,(t), (3.36)

a, (y,t)=a,(t)y+ay(t), (3.37)

b, (z,t)=—a, (t)—a,(t)z, (3.38)
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b,, (z,t)

Cll(y’t):

b, (1) 2+bys (1), (3.39)
—a, (1) (3.40)
Coy (Vi) =Cpp (t) y+Cys (1), (3.41)

As equacdes (3.36) — (3.41) sdo obtidas pela andlise do sistema (3.26) — (3.32) apls a

substituicdo das equacdes (3.33) — (3.35). Este processo é recursivo e a solucdo do sistema é

construida passo a passo, conforme os pardmetros vao sendo restringidos. Apds estas

substituicdes, o sistema resulta em

€

1
_h l1lt __Vzh l1lt :0
AR

N RENTREN

N SN
o

dt

(g

\2a12()x CZZ(t) bZZ(

Pela equagdo (2.46) vé-se que a,, (t) deve ser nulo e que by, (t) =

J z%%

(3.42)

2 (0
R_e(&h(x’ Y, z,t)j =0 (3.43)

0
%{Eh(x, Y, z,t)j =0 (3.44)

(t)j—é(%h(x,y,z,t)jzo (3.45)

(3.46)

pode-se observar que h(x, Y, z,t) deve ter o formato

h(X,y,z,t) =Xk, + yks + zk; +k, (3.47)
e
a, (t)=kat+ka,, (3.48)
a,, (t) =kat+ka,, (3.49)
C,s (t) = ket + ke, (3.50)
C,, (t) =kest +ke,, (3.51)

—C,, (t). Pelo sistema anterior,
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O sistema resultante passa a ser algebrico e é dado por

-
kalz+ka3y—Rik5+ka5 =0 (3.52)
e
< —kc?,z—kagx—ik6 +kb, =0 (3.53)
Re
2
ke,y —ka,x——k, +kec, =0 (3.54)
\_ Re
2 2 2

Sendo resolvido fazendo ka, =ka, =kc, =0, kc, = R_ek7 , kag = R_ek5 e kb, = R—ek6 . Com isso,

0 Operador B resultante das restricdes sobre as funcbes

a(x,y,z,t),b(xy,zt),c(xy,21),9(xYy,zt),h(xy zt) daexpressio (3.6) é dado por

(kaz+ka4y+ kt+kaJ(iJ kax ke,z+— kt+kbj[®}r
OX dy

(3.55)

(kax+kcy+ kt+kC (8( ( j (ksx+ksy +k,z+kg)(*)

Este operador ¢é capaz de gerar simetrias admitidas pela equacdo

C [ f(xy, z,t):| =q(x,y,z,t) através do seguinte processo iterativo:

B[ f (x.y,2.t)]= f (X y.2.1), (3.56)

ou seja, a aplicacdo do Operador B sobre uma solugdo conhecida f, gera uma nova solucéo
f.... Apesar de o processo iterativo ser facilmente implementado, € interessante conhecer qual a

solug@o mais geral que este processo pode produzir. Para tanto basta fazer
Bl f(xy.z,t)|=f(xy,z21). (3.57)

Esta equacdo de ponto fixo marca o limite das iteragfes, onde a aplicacdo do operador B nédo
muda mais o formato da funcdo f (x, Y, z,t), sendo entdo a equacao que gera a solucdo mais
geral do processo iterativo (3.56).
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Observando as condigdes (3.9) e (3.10), vemos que as mesmas geram uma equacao

resultante que também possui termos na funcéo fonte q(x, Y, z,t), sendo igualmente necessario

satisfazer a equacdo nesta variavel. A equacdo na funcdo fonte é dada por

(blz+b y+o bt+b ](88 (a(xy.z, t))jdr(—bzx—bsz+%b6t+b7j(%q(x, y,z,t)}+

( b1x+b5y+ bt+b j( (x,y,2,t j+kg (%q(x, y,z,t))+ (3.58)
(b3x+b6y+b82+b10 1)a(x,y,z,t)=0

e € equivalente a aplicagdo do Operador B sobre q(x, Y, z,t), ou seja,
Bla(x,y.zt)]=q(x,y,zt). Este fato leva a uma conclusio importante: ~Se
B[f (XY, z,t)} = f(x,y,z,t) gera solucdes que equivalem & componentes do vetor velocidade

V , entdo a fonte q(x, Y, z,t) também deve representar estas componentes. Dessa forma, o Split

(3.5) muda para

g
N _1 gy _yoo, (3.592)
ot Re
<
(\7 -v)\7 +Vp-V =0, (3.59b)
\

A Equacdo de Ponto Fixo (3.58) pode ser resolvida através do Método das Caracteristicas
[Copson, 1975; Ayres, 1995]. Todavia, a obtencdo da solugdo geral para esta equacgéo requer a
resolucdo de equacOes caracteristicas cujas variaveis ndo sdo separdveis. A alternativa

encontrada para este problema consiste na simplificacdo da equacdo (3.58) com a anulacdo de

alguns coeficientes arbitrarios. Assim, fazendo b, =b, =b, =b, =b, =b, =0, resulta em uma

solugdo com o formato

49



2
b10 arcta y b2 N blzhb2 N b4 b2
J022x2 012022 [022x2 0124022 0222 612 + 122

/612 + 22

f(x,y,z,t)=¢e _F1

—z2b2+Dbly y*bl?2—2(-zb2+bly)bly+y?b22+2bdy b2 +b2%x>
b2 b2? !

b12+yb2%2—bl (-zb2+bly) + b4 b2
t./b1%+ b2? + kg arctan y
[ /1% + 022 /022 X2

b1? + b22

(3.60)

onde F1 é uma funcdo arbitraria. Embora esta expressdo nao seja a solucéo geral para a equacao

de ponto fixo, serd verificado se a mesma é capaz de gerar esteiras de vortices bem como a
envoltoria correspondente a camada limite.

Outras solucdes podem ser geradas a partir da equacédo de ponto fixo, tais como

b5 y?2 b5 72
> -b9y - >

[hE2 72
./ b5? [b4 arctan[ 057 /(b5 2= b7) (b5y+b9)]+x b52]
, 1

f(x,y,z,t)=_F1| - + b7 z,

b5 (b7? + b5% 22 — 2 b5 b7 z)

b52
(3.61)
Jos2 (y+ 22
b10 arctal ( bSJ = >
b72—b52y2—2b5b9y—2b5[—b57y7b9y7b52z +b7z]
e bs2
2 2 _
z : 12y /b1 b7 arctar| 0L 1/ (2bL+b4)? (xbL —b9)
x° bl bl bl (b4 +2z°bl°+2bl b4 z)
f(x,y,z,t)=_F1| - 5 +b9 x - 3 —b4 z, 1
b12t—./b1? kg arcta (b1% 4/ (zb1 +b4)? (xbl —b9)
bl (b4%+72b1%2+2Dbl b4 z)
b1?
2(, b
blOarcta{ H(X blj ]
~ 042 X2 112 + 20169 x+ (x2 bl — 2 b3 x + 22 bl + 2 b4 7) bl
p12
: (3.62)

Como a equacdo de ponto fixo é linear, estas solucbes podem ser usadas como combinacdo

linear.
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Embora as solu¢des acima ndo constituam solugdes gerais para a equacgéo de ponto fixo, a
anulacdo de alguns termos do Operador B propiciou a obtencdo de solucdes com funcdes
arbitrarias de diferentes argumentos, cada qual constituido de diferentes constantes também
arbitrarias. Mesmo anulando alguns coeficientes do operador, foi possivel obter uma solugdo que
é capaz de satisfazer as condicOes de contorno impostas, no caso de simulagdes de escoamentos
para altos numeros de Reynolds em corpos submersos, como veremos a seguir. Evidentemente, é
possivel tentar outras alternativas para obtencdo de solucGes para a equacdo de ponto fixo,
porém, seria bem provavel que ndo fosse possivel se conseguir solugdes mais gerais do que as ja
obtidas, tendo em vista 0 que ja foi conquistado a partir do método das caracteristicas, mesmo
com a anulacéo de alguns coeficientes. Em adicéo a isto, através da aplicacdo dos grupos de Lie
existentes para o sistema Navier-Stokes, é possivel, a partir destas solucdes, gerar simetrias que

permitam satisfazer um conjunto maior de condigdes de contorno.

3.2. TRANSFORMACAO AUTO-BACKLUND INDUZIDA POR UMA RELACAO DE
COMUTACAO EM COORDENADAS CILINDRICAS.

Outra forma de obter novas solugdes para a equacao de ponto fixo é transcrever a relacdo
de comutagdo em coordenadas cilindricas. Nestas condi¢des a equacdo linear do Split muda para

0 1(0 0? 1(8° 0
P f (x,r,f),t)—%(g f (x,r,H,t)+r¥ f (x,r,6,t)+F(ﬁ f(x, r,0,t)—2% f(x, r,e,t)D— (3.63)

a(x,r,0,t)=0

Neste caso, 0 operador B toma a forma

a(x,r,H,t)gf(x,r,@,t)+b(x,r,0,t)%f(x,r,H,t)JrC(Xar’@’t)%f(x'r'e’t)Jr (3.64)

a(x, r,¢9,t)§ f(x,r.0,t)+h(x,r,6,t)f(xr,6,t)=0

A fim de determinar as fungbes a(x,r,6,t),b(x,r,0,t),c(xr,0,t),g(xr,0,t),h(x,r,6,t), aplica-se

a condicdo de comutacdo entre os operadores da equacdo (3.63) e (3.64), cujo processo gera uma
equacdo resultante a qual deve ser satisfeita. Da mesma forma que a sistematica descrita na secéo

anterior, a resolucdo desta equacdo vem através da anulacdo dos coeficientes das derivadas na

funcéo f(x,r,e,t), 0 que gera um sistema de equacdes, andlogo ao sistema (3.13) — (3.25),
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porém em coordenadas cilindricas. Uma vez realizado este processo, a equacdo (3.64) toma a

forma
0 Re
B=(a, +a1t)& f(xr, 6,t)+(h0 +a17xj f(xr0,t). (3.65)

Da mesma forma, a solucéo para a equacao de ponto fixo relativa a expressao (3.65) é obtida via

método das caracteristicas, possuindo o seguinte formato:

4h
{RgﬂalJ

* (2 +2yt)

f=_F(r6¢t)e Re

(3.66)

Aqui, Fl(r, H,t) € uma solucgéo arbitraria da equacéo (3.63) e a,, a,,h, sdo constantes arbitrarias.

3.3. CORRELACAO ENTRE EQUACOES DE NAVIER-STOKES E HELMHOLTZ.

Esta secdo tem por objetivo demonstrar uma relacdo entre as equacbes de Navier-
Stokes e Helmholtz, que permite a obtencdo do campo de pressdes a partir do respectivo campo
de velocidades, sem que haja a necessidade de efetuar integracdes sobre as equacgdo de Navier-
Stokes. Obviamente, a equacdo de Helmholtz é obtida a partir da aplicacdo do operador
rotacional sobre as equacGes de Navier-Stokes (Apéndice A), sendo que o termo relativo a
pressdo nas equacgdes de Navier-Stokes acaba caindo no espago nulo do operador rotacional,
portanto ndo aparece na equacdo de Helmholtz. Entretanto, é possivel obter uma nova expressao
que relaciona estas duas equacgOes partindo-se da equacdo de Helmholtz, que na sua forma

tridimensional transiente é dada por
8——uv25:\7iv@—a)-vv (3.67)

onde  representa a vorticidade, e V ¢ o vetor velocidade. Porém, o termo V Vo —w-VV pode
ser reescrito na forma
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VVo-0-W = VX(E)XV)—E)(V'V)+\7(V'E)) = Vx(g)x\7) (3.68)

Substituindo este resultado na equacao (3.67), resulta em

00 e o = o
E—UV a)—Vx(a)xV) (3.69)

Como =V xV , esta equacdo pode ser reescrita na forma
VX(%—UVZ\_/—(V ><\7)><\7J:0 (3.70)

Repondo o espago nulo do operador rotacional nesta equacéo, vem

Z—\Z—WZV —(v x\/ )><\7 = Vf (3.71)
Mas
(VV )<V =V V5V =(V VIV v (V V) @72)

Substituindo este resultado na equacéo (3.71), resulta em

Z_Y_Uvzv_((v.v)v_%v(v.m:w (3.73)

que pode ser reescrita na forma

N o (79 ~v[1+19)) @72)

A fim de comparar a equacao acima com a equacdo de Navier-Stokes, obviamente, o termo a

direita da igualdade desta equacédo deve corresponder ao gradiente de pressdo. Disto resulta que
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= f +§v Y, (3.75)

_P
Yo
Esta expressao relaciona a pressdo com o vetor velocidades, onde a funcéo f corresponde ao
termo de pressao relativo a contribuicdo da parcela potencial da fungéo corrente. Este resultado
possibilita evitar a necessidade de integracdo da equacgéo ndo-linear do Split para obtencdo de

uma expressdo explicita para o perfil de pressao.
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4. MODELO ESCALAR PARA A FUNCAO CORRENTE.

Na ultima secdo, a abordagem da equacdo de Navier-Stokes foi baseada na obtencéo

direta de expressdes para as componentes de velocidade u,v,w. Porém, é interessante saber qual
a funcdo corrente referente a este escoamento. Segundo White (1974), a funcéo corrente é uma

funcdo matemética y(x,y,t), a qual se relaciona com as duas componentes de velocidade

u(x,y,t) e v(x,y,t) de forma a satisfazer identicamente a equacéo da continuidade, sendo que

a mesma também deve ser uma funcdo tangente as componentes da velocidade em qualquer
ponto do escoamento. Para o caso de escoamento bidimensional incompressivel, estas condicbes

sdo alcancadas através das relacoes

u(x, y,t):gz//(x, y.t) e (4.1)

v(x, y,t):—%g//(x, y.t). (4.2)

Assim, é de forte interesse que se encontre uma relacdo entre as componentes da velocidade e a
funcdo corrente que descreva escoamentos tridimensionais. Para tanto, é necessario verificar

quais os requisitos que uma funcdo corrente tridimensional deve possuir. Como descrito acima,

esta funcdo deve ser tangente as componentes do vetor velocidade u(x, y,z,t),v(x, y,z,t) e

W(x, Y, z,t). Esta condicdo é matematicamente representada por

V-V (xy,zt)=0 (4.3)

onde \7:{u(x, y,z,t),v(x, y,z,t),w(x, y,z,t)} e corresponde ao vetor velocidade.
Adicionalmente, as relagdes entre as componentes da velocidade e a fungdo corrente devem

satisfazer V-V =0. Por (ltimo, a fim de garantir a consisténcia da funcdo corrente
tridimensional, esta deve recair nas relagdes descritas em (4.1) — (4.2) quando simplificada para

0 caso 2-D.
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Como ponto de partida, consideremos a propriedade vetorial V-Vx f =0, onde f é um

vetor qualquer. Se f tiver o formato f = Ay (x,y,z,t)i+ Ly (X V,2,t) j+ Ay (X y,2,t)k
onde 4,4,,4, sdo constantes arbitrarias, é possivel encontrar uma relacdo entre a funcéo
corrente e cada componente do vetor
vaf=1 2 (x zt)—ﬂzg (x,y,2,t) TJ{AQ (x zt)—ﬂg2 (x zt)]aﬁ 42 (x zt)—ﬂlﬁ (x,y,z,t) |k
= ay‘// Yz, azl// Yz, 62‘// Yz, 6XW Vi b)) zaxl// Yz, ay'// Yz
correspondente as respectivas componentes do vetor velocidade. Assim sendo, as relacdes entre

componentes de velocidade e fungéo corrente ficam com o formato

( u(x, y,z,t):ﬂg%z//(x, y,z,t)—/iza%y/(x, y,2,t) (4.4)

< v(x y,Z,t)=/11§l//(X, y,z,t)—ﬂ.s%t//(x, y,z,t) (4.5)
0 0

\ w(x, y,z,t):ﬂ?&w(x, y,ZJ)—ﬂlaW(X, y,Z,t) (4.6)

Obviamente, estas relacdes satisfazem identicamente a equacdo da continuidade, pois foram
derivadas a partir da aplicacdo do operador rotacional sobre f . Este sistema de equacOes
diferenciais satisfaz identicamente a equacdo (4.3) quando nela substituido, mostrando que a
funcdo corrente obtida a partir destas relacdes é também tangente as componentes do vetor
velocidade. Note que estas relacbes para a funcdo corrente recaem no formato do caso

bidimensional descrito em (4.1) e (4.2) quando a dimenséo z ndo é considerada, para 4, =1.

As equacOes (4.4) — (4.6) sao diretamente aplicaveis para o caso onde a solucdo do
escoamento esteja previamente expressa em termos da fungdo corrente e se queira achar as
respectivas componentes da velocidade. Porém, a solucdo obtida no capitulo anterior para o
sistema Navier-Stokes ja esta escrita em termos das componentes da velocidade, sendo que, para

descobrir qual a funcdo corrente correspondente € preciso resolver o sistema (4.4) — (4.6).

A determinacdo de uma expressdo para a funcdo corrente € interessante e necessaria,
tendo em vista que as solucbes obtidas para o campo de velocidades possuem diferentes
elementos arbitrarios, como coeficientes e funcbes; caso se partisse para a simulacdo de
escoamentos diretamente a partir das componentes u, v, w, seria preciso determinar uma
condicdo inicial para cada uma delas, e ainda, relacionar estas condi¢fes entre si de forma a

reproduzir o escoamento de forma consistente. Porém, com a obtencdo de uma solucdo em
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termos da funcédo corrente, esta pode ser usada para a determinacdo da condicéo inicial a partir
das linhas de corrente do escoamento, fazendo com que as expressdes para as componentes do

vetor velocidade sejam determinadas por simples substitui¢do nas relagdes (4.4) — (4.6).

4.1. CORRESPONDENCIA ENTRE OS ESPACO NULO DAS COMPONENTES DA
VELOCIDADE E DA FUNCAO CORRENTE.

Esta secdo tem por objetivo demonstrar que as solucdes exatas para as equacdes

de Navier — Stokes encontradas no capitulo 3 para as componentes u, v, w e a funcgéo corrente

tridimensional no formato descrito no capitulo 4 compartilham o mesmo espaco de solugdes.

Inicialmente, considere o sistema (4.4) — (4.6), reescrito na forma

u(x,y,z,t)=Ap(xY,zt) (4.7
V(X y,2,t)=By(x,Y,21) (4.8)
w(x y,z2,t)=Cy(xy,z1) (4.9)
onde AB,C correspondem  aos  operadores A=4, i() -2, 2( ),
oy 0z
B= ﬂlﬁ(-)—ﬂgi(-) C=4 i(-)—Ali(-) Considere ainda os operadores
oz ox ' X oy’
_00) L Gy
L= " Rev ()-()e (4.10)
_00) 1 g
R=—2-2-V(), (4.11)

onde L é o operador correspondente a equacdo linear (3.59a), e R é o operador
correspondente a mesma equacéo, porém homogénea. Com isso, aplica-se o operador R no

sistema (4.7) — (4.9), representado por
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(R[u(x, y,2,t) | = R[A[V/(x, y,z,t)ﬂ (4.12)
4 R[v(x, y,z,t)]zR[B[t//(x, y,z,t)ﬂ (4.13)
kR[W(x, y,2,t) |= R[C[t//(x, y,z,t)]] (4.14)

A partir do operador L, conclui-se  que R[u(x, y,z,t)] =u(x,Y,zt),
RIV(x,y,z,t)[=v(x,y,2,t) e R[w(XY,z,t)|=w(X,y,zt). Além disso, os operadores A, B,

C e R séo lineares e comutam, ou seja, [A,R]=0, [B,R]=0, [C,R]=0. Disto resulta

u(x, y,z,t)—A[R[V/(x, y,z,t)]]zo (4.15)
v(x, y,z,t)—B[R[t//(x, y,z,t)ﬂzo (4.16)
w(x, y,z,t)—C[R[a//(x, y,z,t)]]:o (4.17)

Aplicando o inverso dos operadores A, B e C nas equagdes (4.15), (4.16) e (4.17), vem

rA‘l[u(x, y,2,t) |-Rlw (% ¥, 2,t) |+ N, =0 (4.18)
{ B v(x,y.2.t)|-R[w (% y,2,t) ]+ N, =0 (4.19)
kC‘l[w(x, y,2,t) |-R[w (X y,2,t) ]+ N, =0 (4.20)

onde N,, N, e N_. séo os respectivos espacos nulos dos operadores A, B e C. Porém, a partir

das equacdes (4.7) — (4.9) é possivel chegar a

A U(x Y, 2,t) [+ N, =p(x,y,2,1) (4.21)
B[ v(X,Y,2,t) |+ Ny =y (XY, z,1) (4.22)
CHw(xy.2,t) [+ Ne =w(xy.z1) (4.23)
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Substituindo estas expressdes em (4.7) — (4.9), o sistema se reduz a
v(xy,2,t)-Rlw(xy,21)]=0 (4.24)

Porém, esta equacdo é idéntica a L[:,//(x, y,z,t)}:o, calculada via operador B para as

componentes do vetor velocidade. Com isso, conclui-se que as componentes da velocidade,
calculadas no capitulo 3, a partir da equacéo (3.59a), e a funcdo corrente compartilham o mesmo

espaco de solucdes.
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S. RESULTADOS.

Durante a realizacdo deste trabalho, o foco esteve mantido na obtencdo de solugdes exatas
que satisfizessem as condi¢des de contorno de cenarios fisicos relativos a escoamentos para altos
nameros de Reynolds. Como j& mencionado, 0 conjunto de solugdes exatas para 0 sistema
Navier-Stokes, obtidas através da resolucdo da equacdo de ponto fixo, pode ser incrementado a
partir de métodos para obtencdo de simetrias, ou mesmo com a aplicacdo direta dos grupos de
Lie. No sub-capitulo que segue, sdo apresentadas simulacdes preliminares de um escoamento
plenamente turbulento em torno de uma esfera a partir das solucdes (3.60) — (3.62), as quais
foram obtidas via TransformacGes de Bdacklund. Nesta etapa, ndo existe a pretensdo de
apresentar resultados numéricos comparativos com dados experimentais, sendo somente uma
analise qualitativa a respeito das caracteristicas gerais dos escoamentos simulados, como a
formacdo de termos flutuantes e o descolamento da camada limite. Vale salientar que estas
simulagdes sdo importantes no sentido de caracterizar de forma preliminar escoamentos desta
natureza. Nesta etapa, a condicéo inicial é ajustada seguindo-se parametros macro. Obviamente,
é possivel gerar, a partir das solugdes (3.60) — (3.62), novas simulacdes, bastando para isso,
ajustar a condicdo inicial adequada.

Nessa andlise preliminar, foram utilizadas algumas referéncias classicas em Mecénica de
Fluidos [Achenbach e Heinecken,1981; Borthwick, 1986; Karniadakis, 1988; Fromm e Harlow,
1963] como base para a estimacdo qualitativa da funcdo corrente correspondente ao estado
inicial do sistema, sendo, a seguir, verificada sua evolucdo temporal. Nao foi verificado, pela
inspecdo visual, qualquer indicio de comportamento anémalo no que diz respeito a evolucao
temporal da funcdo corrente, tais como singularidades e amplificacdo da esteira de vortices a

longa distancia ou deformacdes abruptas em sua envoltoria.

5.2. RESULTADOS PRELIMINARES.

No decorrer deste sub-capitulo, sdo apresentados alguns resultados obtidos com a
simulacdo de escoamentos em torno de uma esfera com raio unitario, para escoamentos
turbulentos plenamente desenvolvidos. Dentre as solugdes obtidas no capitulo 3, a que melhor se
adaptou a aplicacdo das condic@es iniciais foi a solucdo referente a expressdo (3.62), onde seus

argumentos correspondem a
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x% bl 72 bl

o=- +b9 x — —bdz
2 2 (5.1)
2 2 .
bl%y —./bl* b7 arctan /b1 J(ZZ b12+ b‘;) (x bl —b9)
bl (b4 +2z°bl°+2bl bl z)
b= bh12
(5.2)
2 2 o
b1y —./bl* b7 arctan /b1 J(ZZ b12+ b‘:) (xbl-b9)
bl (b4 +z°bl°+2blbdz)
" bh1?
(5.3)
o (32
b10 arctan

2 2

{b1? 54

2 2
Mb42—x2b12+2b1b9x—2b1[—x LLRNR S bl—b4zj

A partir destes argumentos, a funcdo arbitraria da expressao (3.62) foi determinada com base nos
resultados obtidos em [Zabadal et alli, 2004] e [Beck, 2005], tendo a funcdo corrente do
escoamento em torno de uma esfera o seguinte formato:

fd=wy,+

REICEE B2))

k2 sin(c0 (cl a+¢2 B2+c3 B +c4 dp?)) cos(c2 (o — B> +c4 ¢?))en

(5.5)

Onde o termo y, corresponde a fungdo corrente referente ao escoamento potencial. O termo

potencial vai depender da posicdo no quadrante z, isto é, do plano de corte da esfera. O raio do
cilindro em cada plano deve depender da variavel z, pela equagdo r> =r’—z°. As constantes

k,k, k; séo constantes de amplificacdo e amortecimento da esteira. As constantes
C,,C,,C,,C; auxiliam no controle da freqiiéncia da esteira.
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5.1. CONDICOES RESTRITIVAS

A condicdo restritiva classica para a simulacdo de escoamentos em geral, tanto para corpos
submersos quanto para escoamentos internos, impde condicdo de segunda espécie na fronteira

oy (x,y,2,t) ow(xy,z,t) dw(xVy,zt)
OX - oy - 0z

fluido-corpo, ou seja, =0. Este tipo de restricdo

esteve historicamente baseado na observagdo de escoamentos e nas medigdes de velocidade
realizadas junto a parede, as quais sempre corroboraram esta premissa. Porém, mesmo medic6es
de velocidade junto a parede, por dependerem da precisdo de instrumentos, ndo sao
irrestritamente fieis ao que de fato ocorre nas regides de interface do corpo submerso. Fatores de
influéncia nas perturbacgdes, tais como rugosidade do corpo, choques aleatorios entre particulas
adjacentes nesta regido, afinidade quimica, etc, ndo sdo considerados pela abordagem restritiva
classica e, de fato, pode ela ser fator de influéncia na dificuldade de obtencéo de flutuacdes de
alta freqliéncia em escoamentos para altos nimeros de Reynolds.

Segundo Santiago (2007), uma restricdo mais realista é alcancada com o uso de uma
condicdo de terceira espécie na funcédo corrente, onde a diferencial da mesma seria proporcional
a propria funcdo, na fronteira corpo-fluido. Uma forma indireta de se aplicar isto é pela
prescri¢cdo de uma flutuacdo de velocidade de baixa amplitude e alta frequiéncia no contorno do
corpo submerso, cujo objetivo é simular o que seria o resultado de choques de alta fregiiéncia
entre particulas na interface.

Afim de garantir que a flutuacdo na parede seja de baixa amplitude, o termo referente ao

escoamento potencial y, deve respeitar a condigdo de ndo deslizamento classica no contorno do

corpo submerso, de forma que somente a segunda parcela da solugéo (5.5) seré responsavel pela
prescri¢do na fronteira. Assim, a partir da fungéo

_a("’p)z

Wy = l//p _l//pe (5.6)

2

rry
X°+y

2), é possivel obter a condicdo de ndo deslizamento na parede,

onde vy, :uo(y—

pois esta funcao possui derivada nula no contorno, para |F =0.

Na figura 5.2, pode-se visualizar a simulacdo realizada para escoamento em torno de uma

esfera com raio unitario e velocidade u, =1. Para tanto, foram plotados cortes planos em

diversas profundidades ao longo da esfera.
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Figura 5.2: Esteira: Descolamento, Z=0.

Nas figuras 5.2 e 5.3, pode-se observar o carater flutuante do escoamento a montante do
corpo submerso. Na figura 5.2, nota-se 0 comprimento da esteira atingindo em torno de 8 vezes o
raio do corpo submerso. Na figura 5.3, observa-se o descolamento da camada limite acontecendo
a aproximadamente 120 °, a partir do centro da esfera, o que condiz com a observacao para altos

numeros de Reynolds desta ordem.
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Figura 5.4: Esteira: Descolamento , Z=0.3.
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Figura 5.6: Esteira: Descolamento, Z=0.6.
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Figura 5.8: Esteira: Descolamento, Z=0.9.

Nas figuras 5.3 a 5.8, pode-se notar o decréscimo das flutuacdes devido o avango na
profundidade da esfera. Nestas figuras, observa-se ndo somente o decaimento total da esteira,
agora em torno de 7 vezes o raio da esfera (figura 5.7), mas também uma diminuicdo na
amplitude do descolamento nas figuras 5.6 e 5.8 devido seu afastamento do centro da esfera.
Estas observacdes estdo condizentes com 0s aspectos qualitativos de um escoamento desta
natureza, de forma que constituem um estimulante ponto de partida para a continuagdo deste

trabalho.
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Durante a utilizacdo das solugdes (3.60) — (3.62), para a aplicacdo da condicéo inicial,
referente a simulacdo do escoamento, foram observadas algumas limitacbes no que tange a
geracdo das esteiras de vortices; dentre elas, a dificuldade de controle das frequéncias das
flutuacdes em um dos planos em z, de forma que ndo foi possivel realizar a simulagdo para o
dominio inteiro. Todavia, estas limitacbes ndo invalidam a utilizagdo das solucdes acima citadas,
posto que o dominio pode ser dividido em duas partes, uma para cada quadrante z, aplicando a
mesma solucdo em cada bloco, porém com diferentes coeficientes, de forma a evitar a simetria

da esteira nestes quadrantes.

5.2. RESULTADOS OBTIDOS VIA SOLUCAO EM COORDENADAS CILINDRICAS.

A partir do resultado obtido com a solugéo (3.66), em conjunto com (3.61), foi possivel
chegar a uma solucdo para a equacéo linear do Split com o formato

4h
X[Rg+xa1J
leoranl
f=_F(r.ot)e Fe (5.7)

onde F,(r,6,t) , ja transformada para coordenadas cartesianas, é dada por

b5 y? b5 z?
> -b9y - >

[he2 72
./ b5? | b4 arctan bS (2t)52 sz) (bSy +b9) + X/ b52
b5 (b7% + b52 22— 2 b5 b7 2)
b52 !

f(x,y,z,t)=_F1| - + b7 z,

(5.8)
2]

b10 arctal > >
b72—b52y2—2b5b9y—2bs[—bsTy—bgy— bszz +b7z]

b52

Aqui, _F, équalquer solucéo da equagéo linear do Split. A solugéo utilizada, neste caso, possui
o formato

(cf+¢5)
Cy+C y+C,Z+ t
0 tCY+C; Re

y,=¢€ (5.9)

Assim, a solucdo final para a funcdo corrente simulada é obtida adicionando um termo de
escoamento potencial y,, na forma y, =y, +y, .
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5.2.3. APLICACAO DO GRUPO DE LIE

A primeira tarefa a ser realizada para a aplicacdo do grupo de Lie das equacOes de
Navier-Stokes deve ser a analise prévia a respeito de seus geradores infinitesimais, buscando
entender qual o resultado que pode ser obtido com a aplicacdo de cada um, ou em outras
palavras, o que cada um é capaz de fazer, no sentido ndo somente de deixar a solu¢do mais geral,
mas também que as possiveis simetrias a serem geradas por eles possam vir a serem Uteis no
sentido de reproduzir algum outro efeito fisico o qual as solugdes ja obtidas (5.7) e (5.8) ndo
consigam reproduzir. Neste sentido, os geradores cuja aplicagdo se mostrou mais vantajosa

correspondem as expressoes (2.509) e (2.50h), referentes aos geradores v, e v,, dados por

0 0 0
Vv, =as(t)5+ael(t)a_yaen(t)% (5.10)
v, =a, (t)§+a4'(t)%—za4”(t)% (5.11)

Aqui, as funcdes a,(t) e a,(t) séo funcdes arbitrarias do tempo. Dessa forma, estes geradores

sdo capazes de introduzir estas fungdes na solucdo prévia encontrada, o que possibilita
reproduzir mais fielmente as perturbagdes transientes de um escoamento turbulento, como por
exemplo, variagdes de flutuacéo na esteira de vortices.

A aplicacdo da exponencial destes operadores, a priori, deveria ser dada atraves de sua

aplicacdo conjunta, sem a possibilidade de fatoracédo, ou seja, na forma

[651V7+€2V8:| fo =1, (5.12)

onde f, € a solucéo previamente encontrada. Porém, realizando uma pequena analise sobre estes

geradores, em conjunto com a solucao (5.8), € possivel justificar a aplicacdo de uma fatoragéo na

aplicacdo da exponencial destes geradores. Isto porque os primeiros termos dos geradores v, €
. 0 0 . L « o
Vg, respectivamente, as(t)a— e a, (t)a—, sd0 responsaveis por uma translagdo nas variaveis y e
y z

z, na forma
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y—o>y+a(t)ez>z+a,(t). (5.13)

Porém, na solucédo (5.8), as variaveis y e z aparecem multiplicadas por constantes arbitrarias, no

caso, b;, b, e by. Como ja existem estes fatores de escala nestes variaveis, & possivel aplicar

unicamente uma transformacéo infinitesimal dos geradores, posto que as constantes ja existentes

na solucéo (5.8) ddo conta de compensar o fato dos parametros ¢, e &, da expressdo (5.12)

serem infinitesimais. Inclusive, é possivel fatorar cada gerador individualmente, ou seja, aplicar

a transformacdo unicamente nos termos que possibilitem obter o desejado, que €é a introducdo das

funces arbitrarias a,(t) e a,(t). Dessa forma, a aplicacéo dos geradores v, e v, se reduzem a

0
&8 (t)a egza4 (t)%

€ fo=1 (5.14)

cuja simetria a ser gerada por esta aplicacdo corresponde a (5.13). Vale salientar que este
procedimento s6 gera o resultado citado devido a caracteristica da solugédo (5.8), a qual possui
elementos arbitrarios em sua composicao, que dao conta de compensar o fato de a transformacéo

ser infinitesimal.

5.3. SIMULACAO DE ESCOAMENTO EM TORNO DE UMA ESFERA.

Uma vez obtida a solucéo final, partiu-se para a simulacdo de um escoamento, também
em torno de uma esfera, a fim de avaliar e comparar os dados obtidos desta simulacdo com a
ja realizada nos resultados preliminares. Essa comparagéo foi feita com o intuito de observar
quais as melhorias obtidas com esta nova solugdo. Da mesma forma, para realizar o ajuste da
condicdo inicial, foram utilizadas referéncias classicas em Mecanica de Fluidos [Achenbach
e Heinecke,1981; Borthwick, 1986; Karniadakis, 1988; Fromm e Harlow, 1963] como base
qualitativa para a estimagdo da funcdo corrente correspondente ao estado inicial do sistema.
Em adicdo, tambem foi realizado uma estimativa do tamanho médio dos vortices em fungéo
do numero de Reynolds (Apéndice E). Nesta fase, foram simulados escoamentos em torno de
uma esfera de raio unitario para diferentes nUmeros de Reynolds, com objeto de levantar

dados quantitativos a respeito dos coeficientes de pressao e arrasto.
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Devido o fato da equacdo (3.5a) ser linear, é possivel construir novas solugdes a partir de

uma combinacéo linear das solucdes exatas ja encontradas. Para o caso simulado, a solucédo

final tem a forma de uma combinacgéo de 5 termos, dada por

W=+, 0,0, +y,

(5.15)

Nessa solucdo, construida com o intuito de representar a condicdo inicial de forma mais

realista, as fungdes 7. possuem forma analoga a definida por (5.7), porém com diferentes

coeficientes, os quais estdo listados na tabela a seguir. Aqui, v, € o termo referente ao

escoamento potencial, nos moldes de (5.6), Obviamente, a escolha desta combinacao linear

depende das caracteristicas do estado inicial do sistema. Entretanto, vale salientar que quanto

maior for a quantidade de termos utilizados maior sera o tempo de pds-processamento para a

geracdo dos dados quantitativos e qualitativos. Contudo, este grau de liberdade pode vir a

permitir — embora isso dependa também de um ajuste fino dos coeficientes arbitrarios — uma

especificacdo mais refinada néo apenas para a condicgéo inicial, mas para a evolugao temporal

da esteira de vortices.

Tabela 5.1: Parametros da funcéo corrente.

R Up;
2 =1.3x10° A =1.3x10°
ky=-1 ky=-1
c,=-12 c,=-115
c, =14 c, =14
c =1 c =1
c,=1 c,=1

b, =-1.5x102Re

b, =1x10?y/Re — 20i

b, =-0.1x10"y/Re - 10i
Re =10

b, =0.01

a, = 20x10°yRe

a, =0.02x10°/Re +2i

h, =-32x10°+/Re — 4i

b, =-1.5x102Re

b, =1x10?v/Re - 20i

b, =-0.1x102/Re —10i
Re =10

by, = 0.02

a, = 20x10°yRe

a, =0.02x10°\/Re + 2i
h, = -32x10?+/Re — 4i

3

4=1.3x10°

ky=-1

c, =-122

c,=14

c =1

c,=1

b, =-1.5x102/Re

b, =1x10°+/Re - 20i
b, =-0.1x102/Re —10i
Re =10

b, = 0.015

a, = 20x10°yRe

a, =0.02x102/Re + 2i
h, = -32x10?+/Re — 4i

1,4

2 =1.3x10°

ky=—1

c, =-1.18

c, =14

c, =1

c,=1

b, =-1.5x102Re

b, =1x102/Re - 20i

b, =—0.1x107%+/Re —10i
Re =10*

b, =0.018

a, = 20x10°+Re

a, =0.02x102/Re +2i
h, = -32x102/Re — 4i
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Nesta tabela, i representa a unidade imaginéria; os valores b, sdo fun¢des do nimero de
Reynolds e foram determinadas com base na estimativa do raio médio dos vortices (apéndice
E). A especificacdo destes coeficientes esta detalhada no apéndice F, o qual contém o cddigo
de programacao em Maple da simulagéo realizada.

."\\ Cp I|l .-il |r| hli.ll
':\ﬂv’\: 05 I | I|| |
* A i"f"._f |
! -\d}r\ =P = 0.5, .'T¢!'||l¢'l+‘f
% T |L|
%:\\ -0.5 (\' II}H‘ |
"e:"' |- |"|'|’i\"|"'L .
K Ay
% # |
. . |'
|l §
Simulagdo.

444 Ligget, 1994

Figura 5.9: Coeficiente de pressdo em fungdo do angulo da esfera.

Escoamento inviscido
Re tendendao a infinito

Figura 5.10: Coeficiente de presséo inviscido e para Re tendendo a infinito (simulacéo).
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Os resultados referentes ao coeficiente de pressdo apresentaram boa concordancia com os dados
da literatura até o ponto de descolamento da camada limite. A partir desse ponto, as oscilagdes
oriundas da formacédo da esteira de vortices produzem efeitos transientes cuja reprodutibilidade
se torna inviavel, devido a sensibilidade da solugdo em relacéo a perturbacGes sobre a condicéo
inicial. Essa caracteristica ndo é inerente ao método proposto, mas a propria natureza das
equac0es diferenciais em questdo, que contém termos ndo-lineares de primeira ordem. A fim de
obter curvas suaves para 0 campo de pressdo e o respectivo coeficiente adimensional, poderiam
ser tomadas médias temporais a intervalos de tempo relativamente longos, resultando no
cancelamento das oscilacGes, e consequentemente em uma maior concordancia com os dados
disponiveis. Entretanto, é conveniente apresentar os resultados em sua forma original, a fim de

investigar em maior detalhe os mecanismos de geracédo e propagacao das perturbagoes.

TN

o ——1N
N

~

Cp ]
\w- f—-_+4_4',_ + 4
—
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0.01
0.1 | 10 100 103 104 10° 106 107
Re
—— White.
—— Simulacéo

Figura 5.11: Coeficiente de Arrasto em funcdo do nimero de Reynolds.

Com relagdo ao coeficiente de arrasto, o sistema reproduz de forma razoével os valores
experimentais para uma faixa relativamente ampla de nimeros de Reynolds, além de esbocar
adequadamente importantes caracteristicas do escoamento, tais como o deslocamento do ponto
de descolamento da camada limite e a reducdo do valor médio dos raios dos vortices a medida
que se avanca de montante a jusante, efeito caracteristico da formacao da cascata de Kolmogorov
(ver figura 5.4). Entretanto, o sistema nédo reproduz corretamente a queda subita do coeficiente
de arrasto com o nlimero de Reynolds entre 10° e 10°, fendmeno conhecido como “drag crisis”.

O sistema prevé nesse intervalo apenas uma reducdo gradual no coeficiente de arrasto com o
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numero de Reynolds, correspondente a um deslocamento continuo do ponto de descolamento da
camada limite. Além disso, o sistema ndo reproduz a regido ascendente que precede a queda
subita do coeficiente de arrasto, ao longo da qual a curva CpxRe se comporta basicamente como

uma sigméide crescente.

Figura 5.12: Esteira de vortices completa, z=0, Re =10".

Existem ao menos dois fortes indicios de que as deficiéncias mencionadas anteriormente
se devam ao fato do modelo de escoamento haver sido originalmente concebido como um
problema de contorno, ao invés de um fenémeno em meio infinito. Em primeiro lugar, quando o
fendmeno é analisado em meio infinito, a viscosidade cinematica (ou mesmo o numero de
Reynolds) depende das coordenadas espaciais, sofrendo uma variacdo pronunciada ao passar do
fluido para o interior do corpo submerso. Nessa formulacdo ndo sdo prescritas condicdes de
contorno de qualquer espécie sobre as interfaces. As verdadeiras condi¢des de contorno tendem a
emergir naturalmente como consequéncia de efeitos de borda. Assim, parece razoavel inferir que
a causa imediata da “drag crisis”, a saber, o deslocamento subito do ponto de descolamento da
camada limite, seja resultado de uma mudanca brusca nas condi¢Ges de contorno originadas por
efeitos de interface, tais como variagOes locais bastante acentuadas nas tensdes de cisalhamento
com o numero de Reynolds. Ocorre que essas variagdes nao poderiam ser simplesmente
prescritas como condicdes de contorno, pois os efeitos transientes oriundos da interacao entre o
fluido e a interface se tornam extremamente complexos a medida que o0 escoamento avanca de

montante a jusante. Na pior das hipoteses, um modelo local para o comportamento do fluido
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junto a interface poderia ser desenvolvido com o intuito de obter restricbes diferenciais para a
funcdo corrente. Esse procedimento seria equivalente a prescricdo de condicdes de deslizamento
parcial entre o fluido e o contorno sélido.

Em segundo lugar, a concepgdo cléssica do contorno sélido atuando como uma "fonte de
vorticidade” na equacdo de Helmholtz ndo apenas corrobora o argumento anterior, mas também

é consistente com os proprios resultados qualitativos obtidos (ver figuras 5.5 a 5.8).

Figura 5.13: A interface como fonte de vorticidade (z =0, Re =10%).

Nas figuras 5.1 e 5.2, pode-se observar o carater oscilante da funcéo corrente a jusante do
corpo submerso. Na figura 5.1, nota-se 0 comprimento da esteira atingindo em torno de 8 vezes o
raio do corpo submerso. Na figura 5.2, observa-se o descolamento da camada limite acontecendo
a aproximadamente 120 °, a partir do centro da esfera, o que condiz aproximadamente com a

observacao para altos niUmeros de Reynolds desta ordem
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Figura 5.15: Esteira completa, z=0.9. Re =10".

O conceito de interface como fonte de vorticidade € qualitativamente corroborado por
simulacBes para numero de Reynolds elevados, devido ao fato da esteira de microvortices se
comportar basicamente como a emisséo de um poluente a partir da interface. Verifica-se que, ao

contrario dos escoamentos para baixos Re, a esteira tende a se comportar como uma emissdo que
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possui alcance relativamente longo, fato que pode ser diretamente constatado quando séo

tomados planos de corte mais distantes de z=0 (ver figuras 5.8 a 5.10).

M

B

Figura 5.16: Esteira completa, z=1.5. Re =10,

Figura 5.17: Esteira completa, z =1.8, Re =10".
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£
Figura 5.18: Esteira completa, z=2.4,Re =10".

Embora corroborado pelos resultados qualitativos, esse conceito entra em conflito direto com a
nocao de subcamada laminar, usualmente adotado em textos classicos. Para eliminar o aparente
paradoxo, convem ressaltar que a aceitagdo do conceito de subcamada laminar implica no
surgimento de uma questdo insoltivel. Como justificar a existéncia de uma subcamada laminar
precisamente nas vizinhancas da interface sdlida? Cabe lembrar que essa € justamente a regiao
onde os termos ndo-lineares atuam de forma mais efetiva como geradores de ruido de alta
frequéncia, devido as elevadas tensdes de cisalhamento e aos desvios da corrente principal junto
a interface rugosa. Se nessa regido ndo existisse turbuléncia, em nenhuma outra poderia haver

sequer flutuacGes de baixa amplitude.
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6. CONCLUSOES E RECOMENDAGOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este capitulo sumariza as principais conclusdes obtidas através da andlise dos resultados
apresentados, salientando as principais vantagens e deficiéncias da formulacdo proposta. Além
disso, sdo fornecidas sugestdes para contornar as principais deficiéncias mencionadas, levando
em consideracdo que devem ser preservadas algumas caracteristicas operacionais relevantes,
como o tempo de processamento, a quantidade de memaria requerida e a facilidade de depuracéo
do respectivo codigo fonte. Essas caracteristicas agilizam consideravelmente o processo de
implementacao de novas rotinas, uma vez que permitem a execucao de uma série de simulacgdes
a titulo de teste, com o objetivo de detectar erros e otimizar procedimentos, viabilizando a
continuidade do trabalho iniciado.

Como ja foi mencionado, os resultados referentes ao coeficiente de pressao apresentaram
boa concordancia com os dados da literatura até o ponto de descolamento da camada limite,
regido na qual as oscilacdes oriundas da formacdo da esteira de vortices produzem efeitos
transientes cuja reprodutibilidade se torna inviavel devido a sensibilidade em relagdo a
perturbacdes sobre a condicéo inicial.

Naturalmente, o cancelamento das oscilacGes se torna mais eficiente a medida que a
dimensdo caracteristica dos vortices diminui, 0 que ocorre com 0 aumento do numero de
Reynolds. Além disso, a propria extensdo da area de contato da esteira de vortices com a
interface solida sofre uma reducdo significativa com o aumento do ndmero de Reynolds,
ocasionada pelo atraso no ponto de descolamento da camada limite. Dessa forma, no que diz
respeito ao coeficiente de pressdo, a amplitude das oscilacdes se torna menor a medida que o
namero de Reynolds aumenta, o que ndo ocorre na solucdo preliminar apresentada na se¢éo 2.8.

Para o coeficiente de arrasto, foi também mencionado que o sistema reproduz de forma
razoavel os valores experimentais para uma faixa relativamente ampla de nimeros de Reynolds,
e que adicionalmente € capaz de delinear caracteristicas relevantes do escoamento (0
deslocamento do ponto de descolamento da camada limite e a redugdo do valor médio dos raios
dos vortices ao longo da esteira). Entretanto, o sistema ndo reproduz a “drag crisis”, prevendo
somente uma reducdo gradual no coeficiente de arrasto com o numero de Reynolds, relativo a
um deslocamento suave do ponto de descolamento da camada limite turbulenta. O sistema
também ndo é capaz de reproduzir a regido ascendente que precede a queda subita de Cp.

Ao observar os resultados qualitativos em busca de informagdes que permitam
implementar futuros refinamentos no modelo, foi encontradas uma causas de erro, relacionada
basicamente a prescricdo das condi¢cdes de contorno. Essa causa de erro é corroborada por dois

argumentos aparentemente independentes. O primeiro leva em conta o fato do escoamento ter
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sido modelado como um problema de contorno, ao invés de um evento em meio infinito, as
variacdes da viscosidade cinematica junto a parede ndo foram levadas em consideracdo. Como
consequiéncia, os efeitos de borda que caracterizam a interagdo fluido-estrutura foram
simplesmente prescritos sobre a interface, quando deveriam surgir como decorréncia natural do
comportamento local do modelo. Desse modo, parece razoavel concluir que o deslocamento
subito do ponto de descolamento da camada limite resulte de uma mudanca repentina nas
condi¢cdes de contorno, devido a variagbes nas tensdes de cisalhamento com o numero de
Reynolds.

O segundo argumento, que parece corroborar fortemente a hipétese segundo a qual a
causa de erro esta relacionada a aplicacdo das condi¢des de contorno classicas, diz respeito a
concepcao classica do contorno sélido atuando como uma "fonte de vorticidade” na equacéo de
Helmholtz. Esse argumento ndo apenas parece corroborar a hipdtese mencionada, mas também
fornece um ponto de partida bastante promissor para a elaboracdo de modelos em meio infinito.
Para tanto, basta ter em mente que, quando a viscosidade é considerada variavel, surgem novos
termos inerciais nas equacfes de Navier-Stokes e Helmholtz. O efeito desses termos sobre o
campo de velocidades é bastante pronunciado, embora de curto alcance, produzindo perturbagdes
significativas sobre o campo de velocidades nas imediagdes do contorno. Esse efeito se torna
bastante claro quando os novos termos sdo reagrupados as parcelas inerciais ja existentes,
colocando em evidéncia as derivadas de primeira ordem. Nestas condi¢fes, as componentes do

vetor velocidade sofrem as transformacoes:

ov ov
U>U——, VoOV——, WoW-—
0 0

Verifica-se, portanto, que a interface solida atua realmente como uma fonte de perturbacGes
sobre o campo de velocidades, que pode ndo apenas produzir vorticidade ao interagir com a
corrente principal, mas também flutuacdes devido a rxisténcia de irregularidades na interface
solida, caracterizando a geracdo de turbuléncia tanto na escala da rugosidade quanto na dos
defeitos cristalinos. Em resumo, a referida “fonte de vorticidade” surge de fato como
consequéncia direta do tratamento em meio infinito, sem que a equacdo de Helmholtz seja
violada através da inclusdo artificial de uma funcéo fonte no sentido rigoroso do termo. Basta,
para tanto, considerar as variagfes da viscosidade cinematica ou do nimero de Reynolds com as
coordenadas espaciais. Consequentemente, ao incorporar a rugosidade da parede na geometria do

respectivo corpo submerso, as componentes flutuantes sdo espontaneamente produzidas ao longo
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da interface, dando origem a um “modelo natural” de turbuléncia, que apresenta duas vantagens
tanto de ordem préatica quanto conceitual: ndo viola os balancos de vorticidade e de quantidade
de movimento, além de permitir a resolucdo das equacbes de Helmholtz ou Navier-Stokes em
coordenadas cartesianas, independente da geometria do dominio. E importante recordar que, ao
tratar o escoamento em meio infinito, o formato dos obstaculos € definido exclusivamente pela
funcdo que descreve a viscosidade cinematica, ndo havendo condicGes de contorno a aplicar
sobre a solucdo correspondente uma vez resolvida a equacéo diferencial.

Com base nos argumentos apresentados, sdo propostas duas sugestbes para o0
desenvolvimento de trabalhos futuros. A primeira consiste em elaborar modelos em meio
infinito, sejam estes locais, a fim de obter condi¢cdes de contorno mais realistas, ou mesmo
validos para toda a extensdo do dominio, para dispensar a prescricdo de condi¢des de contorno.

A segunda sugestdo diz respeito a elaboragdo de um modelo adicional, valido apenas para
0 escoamento de liquidos, a fim de considerar a producdao de componentes flutuantes no interior
do escoamento, e ndo apenas junto as interfaces sélidas. Uma vez que a viscosidade passa a ser
funcdo das variaveis espaciais, um fenémeno relacionado ao escoamento em fase liquida pode
ser também considerado: a variacao local da viscosidade com as tensdes de cisalhamento. Ocorre
que as moléculas em fase liquida se encontram agrupadas em oligbmeros cuja distribui¢do de
peso molecular depende do comportamento local do campo de velocidades. Esses agregados sao
mantidos coesos por interacdes eletromagnéticas residuais cuja intensidade é da ordem de
grandeza das forcas de Van der Waals, e portanto consideravelmente inferior & das ligacoes
quimicas tipicas. Essas ligaces intermoleculares que caracterizam o estado liquido podem ser
facilmente rompidas e restauradas devido a colisdes ocorridas ao longo do escoamento, tanto
sobre a interface sélida quanto entre os proprios agregados. Uma vez que a viscosidade varia
com a massa molecular dos oligdbmeros, torna-se possivel elaborar um modelo auxiliar em
microescala para estimar as flutuacdes dos valores da viscosidade no interior do liquido.

Do ponto de vista operacional, uma vez implementados os modelos relativos a ambas as
sugestdes propostas, 0 sistema preservara essencialmente as mesmas caracteristicas mencionadas
no inicio do capitulo. De fato, considerando que novas solugdes exatas passiveis de obtencdo
através de simetrias possuirdo estruturas similares as das funcdes dadas por (5.7) e (5.8),
evitando assim o emprego de expansdes em série e solugdes implicitas, sua implementacao nédo
provocara aumento apreciavel tanto na extensdo do codigo fonte quanto no tempo de
processamento correspondente. Convém ressaltar que a simples inclusdo de termos inerciais
extras em equacgdes advectivo-difusivas ndo exige o uso de novos métodos analiticos para a

obtencéo de soluges exatas.
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APENDICES

APENDICE A
Obtencéo da equacdo de Helmholtz.

A equacéo de Helmholtz é obtida atraves da aplicacdo do operador rotacional no sistema

Navier-Stokes. Para 0 caso de regime transiente, bidimensional e incompressivel, as equacdes de

Navier-Stokes tém o seguinte formato:

2 2
B2 1 1[0 2] @

+u -
ot ox oy pox Re|ox® oy’

(A2)

onde p corresponde & massa especifica do fluido e Re corresponde ao Nimero de Reynolds do

escoamento.
Aplicando o operador rotacional nas equagoes (A.1) e (A.2), obtém-se

2 2 2 2 3 3
_Oug- [a“ My }k{@a—u+va—u}k:£a d k—i{ ou +a—“}k (A3)

dyot oy Ox  oyox dy oy 2 p Oyox  Re| oyox®  oy®
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onde k representa a componente do vetor na direcéo z.
Somando as equagdes (A.3) e (A.4), e reagrupando os termos, resulta em

Ofov _du) aulov du av o%u | ov|ov du
— |+ —=|—="=+u +—|——=— |+
at | ox oy ) oOx|ox oy ox2 6’y6x oy| ox oy
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fashalsEssEs] o w
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Considerando a vorticidade como sendo
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VxV = {@—a—“}ﬁ —w, (A.6)

onde V =ui+ v] , aplica-se a mesma na equacdo (A.5), obtendo-se

Lru—=2+v — =—Vo,. (A.7)
ox oy

0w 0w Ow, ou  ov 1 _,
+o, ,
ot OX oy Re

O termo entre colchetes na equacdo (A.7) é nulo, pois corresponde a equacdo da continuidade,

Com isso, a equagéo (A.7) toma a forma

Liu—2+V—t =1V, (A.8)
oy

e corresponde a equacgdo de Helmholtz bidimensional em regime transiente para escoamento

incompressivel.
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APENDICE B
TRANSFORMACOES CONFORMES

A aplicacéo das transformacdes conformes consiste em um mapeamento de pontos entre
dois dominios distintos. Seu objetivo € transformar a geometria do dominio original em uma
outra geometria. Esta transformacao é conseguida através da aplicacdo de uma funcdo analitica
na varidvel complexa (DETTMAN, 1965).

Para exemplificar o método, vejamos o caso da funcdo f(z)=z>. Esta funcdo pode ser
expressa em termos das coordenadas cartesianas (x,y) fazendo z=x+1iy, e, substituindo na
equacdo original, resulta em f(z)=(x+iy)> =x*—y>+i(2xy) =u(x,y)+iv(x,y), sendo
expressa também em termos das variaveis ue v.

Define-se entdo um ponto arbitrario no plano w como sendo w=u(X,y)+iv(x,y)e
tomando-se uma reta horizontal no plano z, ou seja, y=cte (fig. B.1) e aplicando a

transformacéo acima descrita, obtém-se uma nova geometria no plano w (fig. B.2):

Plano z Plano w

24 2

0.5

A 080604029 020408508 1
ks

(fig. B.1) (fig.B.2)

Figura A 1: Transformacéo conforme aplicada ao plano z gera a curva do plano w.

Neste caso, foi aplicado uma transformagcéo através da fungdo f(z) =z* no plano z, de forma
que ocorresse uma mudanca entre 0s pontos correspondentes do plano z para o plano w.

Segundo Dettman (1965), para que uma transformacdo possa ser conforme, existem dois
requisitos que precisam ser satisfeitos:

1°- A funcdo f(z) aplicada no plano z precisa ser analitica no dominio.

20 - A derivada da fungdo f(z) ndo pode ser nula, i.e., f (z)#0

Qualquer transformacéo de variavel complexa que satisfaca estes dois requisitos é dita conforme,
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tendo como caracteristica o fato de preservar a estrutura da equacao de Laplace frente a mudanca

de variavel (ver apéndice A).

CONDICOES DE CAUCHY-RIEMANN

Outra caracteristica de uma transformacdo conforme é o fato de ela preservar os angulos de
um elemento de area frente a uma transformacdo. Isto significa que a malha de um determinado
dominio preserva seus angulos quando mapeada em outro dominio. Segundo Dettman (1965),

esta propriedade decorre diretamente das condi¢bes de Cauchy-Riemann: tomando z = x+1y,
qualquer funcdo desta varidvel complexa pode ser expressa como f (z) =u(x,y) +iv(x,y). A

derivada desta funcdo pode ser representada por

(B.1)

£(2) = lim f(z+A2)-f(z) i u(x+Ax,y+Ay)+iv(x+Ax,y+Ay)—(u(x,y)+iv(x, y))
T a0 Az T o0 AX+iAy .

Ay—0

Para que f(z) seja analitica, este limite deve existir independentemente de como Az tenda para
zero, seja pela aproximacao por x ou pela aproximacéo por y. Assim, fazendo Ay tender a zero

antes de Ax, resulta em

U(x+A%y)=u(xy)+i[v(x+Axy)-v(xy)] _ou v

L @)=, AX x ' ox (B2)
Por outro lado, fazendo Ax tender a zero antes de Ay, obtém-se
Y+ AY)—u (X, y)+i| V(X y+Ay)-v(X,
le(z):"mu(x y+Ay)-u(x y)-{—I[V(X y+Ay)—v(x y)]:_ia_qu@. (B.3)
Ay—0 |Ay 8y 8y
Para que f(z) seja analitica, f'(z) deve ser Unica, assim f,'(z) = f,'(z) . Isto implica em
u_v (B.4)
ox oy
a__N (B.5)
oy OX

Estas equacdes sao conhecidas como condi¢bes de Cauchy-Riemann e necessariamente precisam
ser respeitadas em qualquer funcédo de variavel complexa. Estas condi¢cdes também garantem a

ortogonalidade entre as isolinhas de uma funcdo de variavel complexa (Apéndice C).
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PARAMETRICAS QUE MAPEIAM O DOMINIO.

A descricdo das transformacdes conformes apresentada até este momento se refere aos

casos onde a funcdo f(z) aplicada na transformacéo é conhecida, ou seja, aplica-se a funcdo no

dominio original de forma a obter o dominio transformado. Porém, para problemas praticos em

engenharia, muitas vezes é necessario estabelecer uma forma de determinar qual a fungdo f(z)

responsavel pelo mapeamento entre dois dominios ja conhecidos, ou seja, transformar o dominio
original em algum outro dominio (conhecido) que facilite a solucdo. Para que este tipo de
abordagem possa ser realizado, é necessaria a aplicagdo das funcdes paramétricas, as quais sao
responsaveis pelo mapeamento entre os dominios dos planos. As paramétricas que mapeiam o
dominio podem ser vistas como a funcdo pela qual se dara a transformacao conforme. Esta etapa
do processo pode exigir tratamento numérico, consistindo no ajuste de curva dos pontos do
dominio original. A transformacdo conforme realizada neste trabalho consiste em transformar o
dominio original de um determinado problema em um semi-plano y positivo. Isto significa que
independentemente do formato do dominio original, este sempre sera transformado em uma reta
horizontal no plano w.
As paramétricas podem ser determinadas percorrendo-se o contorno do dominio original e

relacionando-o0s com os pontos desejados no dominio transformado.

Plano z Plano w

(205 20x 2n¢ B e
Uy Up Uz Uy Usg

Figura B.3: Ajuste das paramétricas.

Para que o levantamento das paramétricas seja efetuado, € necessario um mapeamento entre 0s
pontos do contorno nos plano z e plano w. Para isso utiliza-se o parametro u, a fim de determinar
a funcdo que correlaciona os pontos de um contorno no outro.

Pelo ajuste de curva surge entdo duas func@es dependentes da variavel u,
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X =X (u)
(B.6)
Y =Y (u)

Para a determinacdo das paramétricas no interior do dominio, basta fazer a substituicdo da
varidvel u por u-+iv, a fim de garantir que as fungdes ajustadas respeitem as condicfes de

Cauchy-Riemann. Assim,

X =X (Uu+iv)
(B.7)
Y=Y(Uu+iv)

Uma vez obtida as funcBes paramétricas, aplica-se as mesmas aos pontos do plano z, onde

z=X(Uu+iv)+iY(u+iv). Assim, 0s pontos (x, y) sdo determinados extraindo-se a parte real e

imaginaria, respectivamente, isto é,

(B.8)

A transformacdo conforme via paramétricas pode ser utilizada para introduzir a
rugosidade do corpo submerso. Uma vez obtida a solu¢do que mapeie o formato original do
corpo submerso em um outro formato qualquer, é possivel aplicar-se uma segunda
transformacéo, agora utilizando as paramétricas, a fim de descrever a rugosidade no contorno do

corpo, onde as paramétricas sdo determinadas conforme a rugosidade desejada.
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APENDICE C

ORTOGONALIDADE ENTRE AS ISOLINHAS DE UMA FUNCAO DE VARIAVEL
COMPLEXA

Sendo

f(z)=g(x.y)+ip(xy) (C.1)

e tomando¢ =c, e ¥ =c, como sendo as respectivas curvas das parcelas real e imaginaria, e

tendo o vetor normal a curva ¢, como sendo (%%j , a ortogonalidade pode ser mostrada
fazendo:
V¢-VW=%%—‘:+%% (C.2)
Aplicando as condi¢des de Cauchy-Riemann
99 _ov
2; ) aé,/, (C.3)
oy OX
A equacéo (C.2) fica
Vv 000V 080w _ 0809 0p24_g Ca)

X X oy &y  ox oy oy ox

A equagdo (C.4) mostra que 0s vetores normais as curvas ¢, e ¢, sdo também mutuamente

ortogonais.
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APENDICE D

Obtencéo da solucdo Formal.

Para equacg0es na forma
- = Af 1 (D'l)

onde A é um operador linear, é possivel obter uma solucdo para f tratando A como um

parametro. Assim, a solucéo pode ser obtida via variaveis separaveis, resultando em
f=e”[f,]. (D.2)

onde f,corresponde a condigdo inicial do sistema fisico. A dificuldade de utilizacdo desta
solucdo diz respeito a exponencial do operador A, a qual é aplicada sobre a fungéo inicial f,

pois nem sempre € possivel se obter uma solucdo explicita para a fungdo f. Uma forma de gerar
solucBes a partir de (D.2) é expandindo a funcdo em série de Taylor, o que resulta em

f {gtk—k!Ak} f,, (D.3)

onde A* representa as poténcias do operador A, isto é, o nimero k de vezes em que o operador

sera aplicado sobre a fungéo f,.

Atualmente, a pesquisa na area de solugdes formais estd voltada para a obtencdo de
alternativas que viabilizem sua utilizacdo (Datolli et al, 1998),. Uma alternativa a expansao da
solucdo (D.2) em série de Taylor é a introdugdo de funcdes auxiliares que possibilitem
simplificar a aplicacdo das poténcias do operador A sobre a condigdo inicial. Uma destas
alternativas é objeto do método utilizado neste trabalho, onde a introducdo da autofuncdo do
laplaciano como funcdo auxiliar possibilita a obtencdo de uma solucdo explicita via solucédo

formal.
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APENDICE E

Estimativa do raio médio dos vértices em funcao do nimero de Reynolds.

O tamanho inicial médio dos vortices pode ser estimado a partir de correlacdes entre o
namero de Strouhal e 0 nimero de Reynolds, disponiveis na literatura [Achenbach e Heinecken,
1981; Schlichting, 1968]. Entretanto, a elevada dispersdo dos dados experimentais Re vs. Sr para
nimeros de Reynolds superiores a 10° tende a impedir a identificacdo da tendéncia central da
correlagdo. A fim de obter valores tipicos para o raio dos vortices em funcdo do numero de
Reynolds, e assim prescrever uma condicao inicial qualitativamente consistente com cenarios

fisicos realistas, foi utilizada uma solugdo particular para a equagédo

2 2
Ela e =

a fim de estimar o valor médio do raio do vortice. A solucdo utilizada, dada por

—Re<x2+y2)

1
e (E.2)

0=———
A7t
\/ Re

é também solucdo exata da equacdo, mas valida para aplicagdes em meio infinito [ Reichl, 1980].

Esta expresséo foi escolhida devido sua maior facilidade de manipulagdo. A regido da esteira
onde o raio medio dos vortices € calculado corresponde aproximadamente a distancia de um
comprimento caracteristico apds o descolamento da camada limite. Dessa forma, para uma

vorticidade fixa @,, o termo correspondente ao tempo resulta em t, = L/U_ , onde L corresponde
ao comprimento caracteristico. Na solucéo (E.2), o termo (x2 + y2) presente no argumento da

exponencial corresponde ao quadrado do raio do vortice, correspondendo a isolinha de

vorticidade @ = w,. Assim, para uma condicéo de vorticidade inicial @,, a expressao resultante

w, = & e_Fj‘e”ro2 E.3
¢ Art, ' (E3)

toma a forma
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Lembrando que @ corresponde a metade da velocidade angular de rotagdo do vértice,

27 U, U,
=3 oy 2 V4] E4

Assim, a expressao (E.3) resulta em

ot U002 —Rer,?
\ R(:er2 —eT (E9)
0
UL

Uma vez que Re=—2— e t, :UL' chega-se a
1%

0

r? = jﬂ; [In(roz)— In(m/)] : (E.6)

0

Esta expressao pode ser reescrita na forma recursiva por
fos =222 [In( f,)=In(zv)]. (E.7)
© u_D

Uma analise preliminar da ordem de grandeza dos termos resultantes revela que

O(-In(zv))0 O(In(f,)), ou seja, a maior contribuicdo para o valor do raio médio provém do

termo referente a viscosidade cinematica, o que resulta em uma expresséo para r,com o formato

k c
fa=— L= (E.8)

Re \/@

Esta constatacdo é qualitativamente consistente com a observacdo fisica, uma vez que o tamanho
médio dos vortices deve diminuir com o aumento do nimero de Reynolds. O resultado obtido
em (E.8) serd utilizado como parametro para a determinacdo das constantes arbitrarias nas
solucgdes exatas obtidas para a equacdo de Navier-Stokes, auxiliando na aplicacdo da condicdo

inicial do problema.
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APENDICE F
Cadigo fonte da simulagdo em Maple.

>restart:

>with(PDEtools):

>with(DEtools):

>with(plots):
>alias(f=f(x,r,theta,t)):
>alitas(Q=Q(x,r,theta,t)):
>alias(a=a(t)):
>alias(b=b(x,r,theta,t)):
>alias(c=c(x,r,theta,t)):
>alitas(g=g(x,r,theta,t)):
>alias(h=h(x,t)):

Operador A: equacao a ser resolvida.(homogenea)
>A:=F->diff(F,t)-
nu*(difF(F,x$2)+di FF(r*di fF(F,r),r)+1/r"2*di ff(f, theta$2) -

2/r"2*diff(f,theta));
2

d

7f el
NIRRT T TACAT €1)
=) e e () T
Operador B: operador responsavel pela obtencao das simetrias.
>B:=F-
>(a0+t*al)*di FF(F,x)+0*di FF(F, r)+0*di FFf(F, theta)+0*di FF(F,t)+(h0
+x/2/nu*al)*T;

a d d d d x al
B:=f—>(a0+tal) (dxf)+0(drf)+0(defJ+0(dth+[h0+Zv)f
##SEQUENCIA DA OBTENCAO DO SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS#H#

Condigéo Af=Q
>el:=A(F)-Q;

el = gf - a—zf + gf +r a—zf +862 _ A\ -Q
~ ot v ox2 or 2 2 2

or r r

Isola-se 0 termo referente a derivada no tempo da equacao eql.
> fxx:=rhs(isolate(el,difF(F,x$2)));

o o o
_ _(atf)+Q 0 (az] e Z(aef)
fxx .———(f)—r R -

A% or 0[‘2 r2

>e2:=A(B(T))-Q:

Agora aplica na condicao ABf=Q.

Esta é a equacdo resultante das condi¢Ges ABf=Q e Af=Q.
>e3:=numer(simplify(subs(diff(f,x$2)=Fxx,e2))):

> ed:=(expand(subs(Q=0,e3))):

Esta ultima equacao é resolvida zerando-se os coeficientes das derivadas parciais em
f(x,y,z,t):
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>
e5:=expand(subs(f=exp(m*x+n*r+p*theta+qg*t),ed)/exp(m*x+n*r+p*the
ta+q*t));

e5:=0
>n3:=coeff(e5,n,3);

n3:=0
> p3:=coeff(e5,p,3);

p3:=0
>m2q:=coeff(coeff(e5,m,2),q);

m2q :=0
> mp:=coeff(coeff(e5,m),p);

mp =0
>n2:=coeff(e5,n,2);

n2:=0
>mn:=coeff(coeff(e5,m),n);

mn:=0
>pl:=coeff(e5,p);

pl:=0
>nl:=coeff(e5,n);

nl:=0
>ml:=coeff(e5,m);

ml:=0
>mlix:=diff(ml,x);

mlx ;=0
>
>

>aliras(phi=phi(x,r,theta,t)):
>eb:=eval (B(phi));

o= 0 tan) ) (1052

> pdsolve(eb,phi);
(_x(4h0v+xa1)j
4v(a0+tal)

o=_F1(r,0,t)e

>siml:= F1(r,theta,t)*exp(-1/4*x*(4*h0*nu+x*al)/nu/(a0+t*al));
x(4h0v+xal)
(’ 4v(a0+tal) j

siml:= F1(r,0,t)e
FORMATO DE _F1(r,theta,t) - Vem da solugéo (3.61).
>sim2 :=subs(b4=0, F1(-1/2*b5*y"2-b9*y-
1/2*b5*z"2+b7*z , (b57"2)"(1/2) /b5"2* (b4*arctan((b5"2)N(1/2)*((b5*z
-b7)"2)N(1/2)/b5/ (b7M2+b5MN2* 22 -
2*b5*b7*z)*(b5*y+b9))+x*(b57"2)N(1/2)) ,t)*exp(b10/ (b5"2)N(1/2)*ar
ctan((b5™"2)"(1/2)*(y+1/b5*b9)/ (b7"2-b5"2*yN2-2*pb5*ph9*y-2*b5* (-
1/2*b5*y"2-b9*y-1/2*b5*z"2+b7*2))N(1/2))));
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b5 y? b5 z

ﬂmz::_Fl(— > -b9y-— 5 + b7z x,t
A/b52 y+b—9
b10 arcta ( b5j 5 >
Mb72—b52y2—2b5b9y—2b5[—tﬁ;l—b9y—b522 +b72J
b52
e
>sim3:=subs(_F1(r,theta,t)=sim2,siml);
. b5 y? b5 7
$m3::_F1(— 2y -b9y - 5 +b7 2z x,t
A/b52 y+b—9
b10 arcta [ b5] 5 >
W/b72—b52y2—2b5bgy—2b5[—b‘r’zy—bgy—bszz +b7{
x (4h0v+xal)
. ./ b5? (‘ 4v(a0+tal) j

>#argl:=-1/2*b5*y"2-b9*y-1/2*b5*z"2+b7*z;
#arg2:=b10/(b5"2)"N(1/2)*arctan((b5"2)"(1/2)*(y+1/b5*b9)/ (b7"2-
b5"2*yN2-2*p5*ph9*y-2*b5* (-1/2*b5*y"2-b9*y -
1/2*b5*z"2+b7*2))™N(1/2));
#arg3:=-1/4*x*(4*hO*nu+x*al)/nu/(a0+t*al);
SOLUCAO PREVIA INICIAL, A SER SUBSTITUIDAEM _F1.
>s2 =
cO*exp(kO*(cl+c2*y+c3*z+(nu*k0N2*c2"2+nu*k0"N2*c372+1)/k0*t)) ;
(v kO2 022 +v kO2 032 +1) t]]
ko

kO|cl+c2y+c3z+
s2:=cOe

Montagem da expressao.

>
st:=psi[0]+subs({x=x+cx,y=y+cy,z=z+cz,t=t+ct},subs(y=argl, t=0,s2
)*exp(arg2)*exp(arg3));

2 2
[ko [cl+c2 [—M—bg (y+cy)-— b5(z;cz) + b7 (z+cz)]+c3 (z+cz)]]

sf:=y,+c0e e
A/b52 (y+cy+g—2j
b10 arcta > 5
Jb72b52(y+cy)22b5 b9(y+cy)72b5[f b5(y2+°y) — b9 (y+cy)7M+ b7(z+cz)]
./ bs?

(x+cx)(4h0v+(x+cx)al)
e(_ 4v (a0 + (t+ct)al) j

Termo potencial.

> psi[0] :=((arctan(y)*(y"2+z"2)"(1/2)-
arctan(y)*(y"2+z"2)N(1/2)/ (xX"2+y"2+z"2))) -
((arctan(y)*(y"2+z"2)N(1/2)-
arctan(y)*(y"2+z"2)"N(1/2) / (x"2+y"2+z72)) ) *exp (-
lambda*(((arctan(y)*(y"2+z"2)"(1/2)-
arctan(y)*(y"2+z"2)N(1/2)/ (X"2+y"2+z"2)))N2)) -
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>sfl2:=sf;

2 2
sf12 = arctan(y) 1/ y? + 2% — arctan(y) m

X2 +y?+72°

2
2. .2
2 2 arctan(y).y +z
—Alarctan(y) Ay +2° - ——————
Vi arctan(y)A/y2+zzJe[ [ x24y2 472 ]]

X2 +y? + 2

- [arctan (y)

2
+cOe e

= b9
b5 [y+cy+ b5j

2
Mb72b52(y+cy)22b5b9(y+cy)2b5(wb9(y+cy)

2 2
[ko [c1+c2 [—M—bg (y+cy)—M+ b7(z+cz)]+c3(z+cz)j]

b10 arcta

2
M+ b7 (z+cz)]

b52

(x+cx)(4h0v+(x+cx)al)
(_ 4v (a0 + (t+ct)al) j

Aplicou-se uma Heaviside somente para excluir a parte fora do dominio, ou seja, o interior
da esfera.
>sf2:=Heaviside(xX"2+y"2+z"2-1)*sf1l2;

W _arctan(y) +/ y? +12°

X2 +y?+72°

2
22
2 2 arctan(y).y +z
—A|arctan(y) A y© + 27 - —F XL~
arctan 2472 [ [ 2. 2 2 ]]
_[arctan(y) y>+2° - (y)w]e XS4y 4z

X2 +y% + 2

sf2 := Heaviside(x? + y? + z2— 1) | arctan(y)

2 2
[ko [c1+c2 LbeQ (y+cy)fw+ b7(z+cz)]+03(z+cz)j]
+cOe e

= b9
b5 [y+cy+ b5j

b10 arcta 2
Mb72b52(y+cy)22b5 b9(y+cy)72b5[fwfb9 (y+cy)—

2
M+ b7 (z+cz)]

b52

(x+cx)(4h0Ov+(x+cx)al)
e(‘ 4v (a0 + (t+ct)al) ]
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#H#HH#E DETERMI NAQAO DOS COEFICIENT ES ####H#HHHHHHHHHHHHHHHHHE

> 11:={lambda=1e6,k0=-1,cx=-
1.2,cy=0,cz=0,ct=0,c0=1.4,c1=1,c2=1,¢c3=0,b5=-1_.5+1*0,b7=-1-
1*20,b9=-_.1-1*10,nu=1e-3,b10=0.01,a0=20,al1=.02+1*2,h0=-32-1*4} :
12:={lambda=1e6,k0=-1,cx=-
1.15,cy=0,cz=0,ct=0,c0=1.4,cl1=1,c2=1,c3=0,b5=-1.5+1*0,b7=1-
1*20,b9=-_1+1*10,nu=1e-3,b10=0.02,a0=20,al1=.02+1*2,h0=-32-1*4}:
13:={lambda=1e6,k0=-1,cx=-
1.2,cy=0,cz=0,ct=0,c0=1.4,c1=1,c2=1,¢c3=0,b5=-1_.5+1*0,b7=1-
1*20,b9=-_.1-1*10,nu=1e-3,b10=0.018,a0=20,al1=.02+1*2,h0=-32-1*4}:
14:={lambda=1e6,k0=-1,cx=-
1.18,cy=0,cz=0,ct=0,c0=1.4,c1=1,c2=1,¢c3=0,b5=-1.5+1*0,b7=1-
1*20,b9=-_.1+1*10,nu=1e-3,b10=0.022,a0=20,al1=.02+1*2,h0=-32-1*4}:

stv:=subs(l1l,sf2)+subs(12,st2)+subs(13,sf2)+subs(14,sf2):
#stv:=subs(l1l,sfv):

>st3:=evalc(Re(subs(l1,sfv))):

>plot3d(subs({z=0,t=0},sf3) ,x=-2..10,y=-
6..6,axes=boxed,shading=zhue,grid=[150,150],style=patchcontour,o
rientation=[-90,0],contours = 55);

>plot3d(subs({z=0.5,t=0},sf3),x=-1..3,y=-
2..2,axes=boxed,shading=zhue,grid=[150,150],style=patchcontour,o
rientation=[-90,0],contours = 20);

> animate3d(subs({z=0},sf3),x=-1..3,y=-

2..2,t=0..1,axes=boxed,shading=xyz,grid=[80,80],style=patchconto
ur,orientation=[-90,0],contours = 30, frames=20);
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