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Epigrafes

“Mas de onde vem a sabedoria? E em que lugar estard o entendimento? (...)
‘Deus lhe entende o caminho, e Ele ¢ quem sabe o seu lugar. (...) E disse ao ser
humano: ‘Eis que o temor do Senhor é a sabedoria, e afastar-se do mal é o
entendimento.””

J6 28:20,23e28

“Porque o SENHOR d& a sabedoria, e da sua boca vem o conhecimento e a
inteligéncia.”

Provérbios 2: 6

“Além do mais, meu filho, leve em conta o seguinte: ndo ha limite para fazer
livros, e 0 muito estudar é enfado da carne. De tudo o que se ouviu, a conclusao € esta:
tema a Deus e guarde os seus mandamentos, porque isto ¢ o dever de cada pessoa.”

Eclesiastes 12: 12-13



Resumo

Neste trabalho, estudamos a estimativa ABP néo local, obtida em [5], para solugfes no
sentido da viscosidade de certas equaces, do tipo integro-diferencial, totalmente ndo
lineares. Mais especificamente, a estimativa se refere a subsolugdes M*u(x) = —f(x)
em B, := B;(0), onde M* é um operador extremal do tipo Pucci, definido em relacéo
a uma familia £, de operadores integro-diferenciais lineares, e f é uma funcédo
continua.
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Abstract

In this work, we study a non-local ABP estimate, obtained in [5], for viscosity
solutions of certain fully nonlinear integro-differential equations. More specifically,
the estimate refers to subsolutions M*u(x) = —f(x) in B; := B;(0), where M™ is an
extremal operator of Pucci type with respect to a family £, of linear integro-
differential operators, and f is a continuous function.
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INTRODUCAO

As equagdes diferenciais parciais (EDP’s) elipticas possuem grande relevancia,
uma vez que aparecem em varios problemas da Fisica, Quimica, Engenharias,
Economia e Estatistica. Existem EDP’s que tém uma estrutura divergente, para as
quais podemos definir o conceito de solucédo fraca (veja [8]). Ja para outras que nao
tém esta estrutura, define-se o conceito de solugcao no sentido de viscosidade.

Além disso, uma EDP pode ser “local” ou “ndo local”. Como exemplos de
operadores locais, podemos citar o Laplaciano, o p—Laplaciano e o operador curvatura
média. Por outro lado, como operador ndo local, podemos mencionar o p—Laplaciano
fracionério, (—4,)’.

Neste trabalho, descrevemos de forma detalhada a estimativa ABP
(Aleksandrov—Bakel’man—Pucci) obtida por Caffarelli e Silvestre em [5] para solugdes
no sentido da viscosidade de equacbes nao locais, do tipo integro-diferencial. Os
operadores integro-diferenciais lineares L com os quais trabalhamos tém a forma

w&y=f@@+w+u&—w—2M@W@M% (i)

RN

onde K > 0 é um nucleo satisfazendo K(y) = K(—y) e

lyl® )
Rn

Operadores como esses — conforme observado em [11] — aparecem em varios
contextos, tais como Andlise, Teoria da Probabilidade, Mecénica dos Fluidos, Fisica
Matematica e Ciéncias Aplicadas. Podemos destacar como um ramo de aplicacdo
importante 0s processos estocasticos.

Um processo estocastico (em R™) (X,):er € uma familia de varidveis aleatorias
em R", definidas sobre um mesmo espaco de probabilidade, indexadas por um
pardmetro t € T, onde T c R (T # @) é denominado espagco de pardmetros (ou
indices) do processo. Usualmente consideramos T = N, Z ou {1, 2, ..., k} (parametro
discreto), ou entdo T = [0,+), [a,b] ou R (pardmetro continuo). O indice t é
frequentemente pensado como tempo. Uma subclasse importante de processos
estocasticos sdo os denominados processos de Lévy.

Um processo estocastico (X;):so em R™ €é dito um processo de Lévy se ele
satisfaz as seguintes condigdes:

e X, = 0 quase certamente;

e (incrementos estacionarios) Vs < t, X; — X, é igual em distribuicdo a X;_g;

e (incrementos independentes) Vk e Ne V0 <t, < t; < - < tg, as variaveis
aleatorias X, , X;, — X¢,, -, X¢, — X¢,_, S0 mutuamente independentes;

e (continuidade estocastica) Ve >0eVt =0, ;m P(|X; — X:| >¢)=0.



A caracterizacdo dos processos de Lévy passa pelo estudo das assim chamadas
distribui¢des infinitamente divisiveis. Para maiores detalhes técnicos, veja [11] e [12].
Um processo de Lévy em R™ é também denominado um processo de Lévy n—
dimensional. O gerador de um tal processo é dado por um operador integro-diferencial
com a seguinte forma geral ([5]):

L'U,(X) = z aijaiju + z biaiu
ij i

+ f (u(x +y) —u(x) = Vulx) - ¥ ¥5,(0) (y)) dv(y).
]R’n.

Consideramos, neste trabalho, os operadores L que contém apenas a terceira
parcela acima (“jump part”). Assim, L assume a forma

L) = [ (w4 ) = u) = TG -y 2,00 0)) V0,
Rn

em que v € uma medida satisfazendo

lyl?
WdV(}/) < 400,
RM

Mais especificamente, n6s vamos focar em operadores nos quais a medida v é
dada por um nucleo simétrico K. Entdo L pode ser escrito como

Lu(x) =P.V. J(u(x +y)— u(x))K(y)dy.
Rn

De fato, devido a simetria de K (K(y) = K(—y)), e considerando a integral no
sentido de valor principal, podemos eliminar o termo —Vu(x) - y xp,0)(y), conforme
é provado em [7], Lema 3.2, onde se mostra que

Lu(x) = P.V. f(u(x —y)— u(x))K(y)dy
Rn

1
=3 f(u(x +¥) +ulx —y) - 2u(x))K(»)dy.
RN

Tomando um nicleo K igual a metade do nucleo acima, obtemos Lu(x) na
forma da expressdo (i) (pagina 1). Como ja dissemos, 0 nucleo deve ser uma funcéo
positiva, simétrica e precisa satisfazer a condi¢do (ii). No Capitulo 2, provamos que se
u é limitada e C'* em x, entdo Lu(x) esta bem definido.

Embora ndo haja uma definicdo precisa (ou unica) de “operador integro-
diferencial ”’, costuma-se empregar este termo — de forma genérica — para se referir a
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operadores que envolvem integrais e derivadas, bem como aqueles operadores que
envolvem integrais e alguma diferenca que faz o papel de diferencial (este é o caso
que estamos considerando). Como vimos acima, esta diferenca normalmente aparece
multiplicada por um nucleo, que, sob condi¢des apropriadas, permite a integrabilidade
do integrando.

Nosso interesse, neste trabalho, € estudar certas equacgdes integro-diferenciais
ndo lineares (ditas totalmente n&o lineares). Conforme observado em [5], em
problemas de controle estocéstico, aparecem operadores ndo lineares tais como (veja
também [13])

Iu(x) = sup Lou(x), (i)
Iu(x) = i%lfsgp Lapu(x), (iv)
Iu(x) = sgp igfLaBu(x), V)

onde {L,} e {Laﬁ} sdo familias ndo vazias de operadores integro-diferenciais lineares.
Operadores como (iii), (iv) e (v) satisfazem desigualdades da forma

iar}gfLaﬁv(x) <I(u+v)(x)—Iulx) < s;lﬁp Lagv(x). (vi)

Tais desigualdades correspondem a condicdo de elipticidade para equacGes
elipticas totalmente ndo lineares. De agora em diante, quando nos referirmos a
operadores ndo lineares I, vamos considerar 0s operadores que cumprem a condi¢ao
(vi) acima, para alguma familia ndo vazia {L.z}.

No Capitulo 1, definimos o conceito de solucdo no sentido de viscosidade para
equacdes ndo lineares da forma Iu = f em Q, onde Q0 c R™ € aberto e f € uma funcéo
continua. E interessante observar que, sob hipoteses apropriadas (veja [5]), pode-se
estabelecer um principio de comparacao para subsolucdes e supersolucbes (confira
também [9], [1] e [2]). O principio da comparacdo e a estimativa ABP, a qual é o foco
deste trabalho, sdo ingredientes importantes na obtencdo dos resultados de
regularidade de equacdes integro-diferenciais totalmente ndo lineares. Note-se que a
estimativa ABP estd provada em [4], por Caffarelli e Cabré, para as equacgdes
totalmente ndo lineares elipticas no caso local.

A estimativa ABP classica fornece uma cota superior para o supremo da parte
negativa de supersolucdes u (no sentido de viscosidade) da equacdo M~ (D?u, 4,A) =
f(x) em Q (Q c R™ aberto), em que f é continua em Q, 0 < A < A sdo constantes e
M~ é o operador minimal de Pucci definido em [4]. O Teorema ABP estabelece que, se
u € uma supersolucéo (da equacéo anterior) em B,, onde B, € uma bola aberta de raio
r em R™, f é limitada e continua em B,, u é continua em B, e u > 0 no bordo de B,
entéo

1/n
supu~ < Cr <f (f+)”> : (vii)
By B-n{u=ry}



Para esta estimativa, a funcdo u é definida como sendo igual a 0 fora de B, (logo —u~
é continua em B,,.), I, é o envelope convexo de —u~ em B,,, {u =I},} é 0 conjunto
de contato (entre u e I'y), e C > 0 é uma constante universal.

No presente trabalho, lidamos com operadores integro-diferenciais elipticos de
ordem o, com 0 < o < 2. Tais operadores sdo provenientes de uma familia que
denotamos por L, e que é definida no Capitulo 1 (Defini¢do 1.6). Ao longo do texto
(especialmente no Capitulo 4), desenvolvemos uma espécie de paralelismo com a
teoria de EDP’s elipticas, a qual corresponde ao caso limite o = 2. Assim, por
exemplo, definimos no Capitulo 1 os operadores extremais do tipo Pucci, M} e Mz,
com respeito a uma familia ndo vazia £ de operadores integro-diferenciais lineares.
Depois, destacamos uma familia especial £, de operadores, tais que o ndcleo K
satisfaz

(2—-0)

A
RS <Kly)<2- O')W, (viii)

com 0 <o <2e0<A<A constantes. Denotamos por M* e M~, respectivamente,
os operadores de Pucci M/ e Mg, .

A estimativa ABP que descrevemos no Capitulo 4 se refere a subsolucdes
M*u(x) = —f(x) em B, := B,(0). O Teorema 4.1 fornece uma decomposicéo do tipo
Calderon—-Zygmund (com “subcubos” que cobrem o conjunto de contato X) e algumas
estimativas com as quais provamos o Teorema 4.2 (estimativa ABP). Em termos mais
precisos, temos:

Teorema 4.1 Existem constantes universais C* >0, € > 0 e u > 0, que dependem
apenas de n, A e A (mas ndo de o), para as quais vale o resultado:

Se u é limitada, u <0 em R™\ By, u(x,) > 0 para algum x, € B;, MTu(x) >
—f(x) em B, no sentido de viscosidade, e f é continua, entdo existe uma familia finita
de cubos abertos Q; (j = 1, ..., m), com didametros d;, satisfazendo o seguinte:

(i) QiNQj=0parai+j.

(i) cUR,Q;

(i)  XNnQ; # @ paratodo Q;.

(iv)  d; < pe27? 9 onde p, = 1/(8Vn).

v) |VF(<?J~)|SC*<r%aXf> 2],

> u|Qy.

(vi) ‘{y €17VnQ; :u(y) =T(y) - C (r%aXf> djz}

O simbolo T" denota o envelope concavo de u em B; :=B;(0)eX={u=T}NB; éo0
conjunto de contato.
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Figura (i): Familia de cubos cobrindo £

.

Como referéncia para a decomposicdo de Calderon-Zygmund, veja [14].

Teorema 4.2 Seja u limitada, semicontinua superiormente, tal que u < 0 em R" \ B;
e u(x,) > 0 para algum x, € B,. Suponha que M*u(x) = —f(x) em B; no sentido
de viscosidade, com f continua. Seja {Qj};zl a familia de cubos construida no

Teorema 4.1. Entdo valem:

VI (D)| < C*}Z;(r%zjxf’) |0, (ix)
e
m n 1/n
S C** + i , (X)
supu z<rr;2af ) 1o

onde C* > 0 é a mesma constante universal do Teorema 4.1 e C** = (6™C*/w,) /"
(w,, é 0 volume da bola unitaria em R™).

A Estimativa (x) acima corresponde a versao ndo local da estimativa ABP.

De forma resumida, o presente trabalho esta assim estruturado: no Capitulo 1,
fixamos as defini¢cbes que servem de base para a compreensdo de todo o restante; no
Capitulo 2, estabelecemos os resultados preliminares, alguns dos quais asseguram que
determinados conceitos do Capitulo 1 estdo bem definidos; no Capitulo 3, estudamos o
envelope concavo e provamos algumas de suas propriedades; por fim, no Capitulo 4,
demonstramos alguns lemas importantes, que permitem provar os Teoremas 4.1 e 4.2.



1. CAPITULO 1 - DEFINICOES

Neste capitulo, registramos as definicdes mais importantes para a leitura do
trabalho. Algumas delas séo retomadas em capitulos futuros (como, por exemplo, a de
envelope concavo). Ndo pretendemos aqui esmiucar as propriedades de cada um dos
conceitos. Em vez disso, quando julgamos conveniente, citamos referéncias nas quais
o leitor pode aprofundar o assunto. Assim, por exemplo, as fun¢bes de classe C*
constituem um conceito classico em Analise, que pode ser revisado em [10].

1.1 Fungdes de classe C*

Definicdo 1.1 Seja Q c R™ um subconjunto aberto de R™. Dizemos que uma funcéo
real f : Q@ — R é de classe C°, e escrevemos f € C°, quando ela é continua (em cada
ponto x € Q). Dizemos que f : & — R é de classe C* (k € N), e escrevemos f € C¥,
se ela possui derivadas parciais até ordem k (em todos os pontos de Q) e essas
derivadas parciais sdo todas continuas. Finalmente, dizemos que f ¢é de classe C™, e
escrevemos f € C®, se f € C* paratodo inteiro k > 0.

Observagdo 1.1 Utiliza-se a notagdo f € C*(Q) para explicitar o dominio ou o
conjunto sobre o qual a fungdo f é de classe C* (no sentido da definicdo acima).
Quando tal conjunto esta subentendido, é costume escrever simplesmente f € C*.

Observagdo 1.2 Tem-se C°(Q) o C'(Q) > C?(Q) > - > C*(Q) o - > C(Q), e
todas estas inclusdes sdo estritas.

1.2 Fungdes semicontinuas

Definigdo 1.2 Sejam Q c R™ aberto, f : O — R uma funcéo e x, € Q. Dizemos que
f € semicontinua superiormente (respectivamente, semicontinua inferiormente) no
ponto x, se, para todo nimero real h > f(x,) (respectivamente, para todo namero real
h < f(xy)), existe uma vizinhanga N de x, tal que, para cada x € N, tem-se h > f(x)
(respectivamente, h < f(x)).

f(xo)

Xo

Figura 1.1: Uma funcdo semicontinua superiormente em x,,.



Definicdo 1.3 Dizemos que f € semicontinua superiormente em X cQ
(respectivamente, semicontinua inferiormente em X) se ela é semicontinua
superiormente (respectivamente, semicontinua inferiormente) em cada ponto x € X.

Para maiores detalhes sobre funcBes semicontinuas, veja [3].

1.3 Fung@es €1 em um ponto

Definicdo 1.4 Dizemos que uma funcdo ¢ é C1'* em um ponto x € R™, e escrevemos
@ € C11(x), se existem um vetor v € R™, uma constante M > 0 e um nimero ¢ > 0,
tais que

lp(x +y) — () —v-y| < M|y|? para|y| <e.

Observacdo 1.3 Mostramos no Capitulo 2 que se ¢ é 2 vezes diferenciavel no ponto
x € R", entdo ¢ € C1(x). Particularmente, se ¢ é de classe C?, entdo ¢ € C11(x).
Como exemplo de funcdo C1*(0) que ndo é C2, podemos citar a funcdo ¢ : R — R,
tal que

(x) __{ x%, sex = 0;
PR 042, sex <.

1.4 Operadores integro-diferenciais lineares

Conforme esclarecemos na Introducdo, neste trabalho, toda vez que nos
referirmos a um operador integro-diferencial linear L, vamos considerar a definigdo
abaixo.

Definicdo 1.5 Um operador integro-diferencial linear L ¢ um operador da forma

Lu(x) := j(u(x +y) +ulx —y) — 2u(x))K(»)dy, (1.1)
R‘n

onde o nucleo K € uma funcéo positiva, tal que K(y) = K(—y) e

ly|?
lyl?2 + 1
]Rn

K(y)dy < +co. (1.2)
Para simplificar a notacdo, vamos escrever
S(u,x,y) :=ulx +y)+ulx—y)—2u(x). (1.3)

Assim, a expressao (1.1) pode ser reescrita como

Lu(x) = f 5(ux,9)K (y)dy. (1.4)

RN



Conforme provamos no Capitulo 2, o valor de Lu(x) estd bem definido, desde que u
seja limitada em R™ e C¥! no ponto x (e, naturalmente, K satisfaca as condicdes
acima).

Uma classe importante de operadores integro-diferenciais lineares é a classe £,
que definimos a seguir.

Definicdo 1.6 Vamos denotar por £, a classe dos operadores integro-diferenciais
lineares L da forma (1.4), tais que

(2 - )L<K()<(2— )L 1.5
Diype < KOV < C =Dz, (5

onde 0 <o < 2e0 <A< Asao constantes.

1.5 Operadores extremais do tipo Pucci

Definicdo 1.7 Seja £ uma colecdo ndo vazia de operadores integro-diferenciais
lineares, conforme a Definigdo 1.5. Os operadores maximal e minimal de Pucci com
respeito a £ sdo definidos, respectivamente, como:

Mfv(x) := sup Lv(x), (1.6)
M;v(x) := ng Lv(x). (1.7)

Observacdo 1.4 Mostramos no Capitulo 2 que, para a classe £, da Definicdo 1.6,
valem as seguintes relagdes:

AS(v,x,y)* —A6(v,x,y)”
Mf v(x) = (2 - 0) J MRS dy, (1.8)
Rn
B A6(v,x,y)t —AS(v,x,y)”
Mz v(x) = (2 —o0) f G dy, (1.9)
Rn

onde 6T e 6~ representam, respectivamente, as partes positiva e negativa de §.

1.6 Solucgdes no sentido de viscosidade

Definigdo 1.8 Dizemos que uma fungéo ¢ : R®™ — R toca a fun¢do u : R® — R por
cima (respectivamente, por baixo) no ponto x € R™ se ¢(x) = u(x) e, para alguma
vizinhanca N de x, tem-se ¢ (y) = u(y) (respectivamente, ¢(y) < u(y)),Vy € N.
Nesse caso, dizemos que ¢ toca u por cima (respectivamente, por baixo) no ponto x
dentro de N (ou em N).



/ . @ =zuemN

L LY
AY i \ 7 =
— N———
N N
Figura 1.2: ¢ toca u por cima em x. Figura 1.3: ¢ toca u por baixo em x.

Definicdo 1.9 (Subsolugdo/supersolucédo) Sejam Q < R™ um subconjunto aberto de
R™, f uma funcéo continua e I um operador ndo linear (veja a Introducdo). Uma
funcdo u : R™ — R, semicontinua superiormente (respectivamente, semicontinua
inferiormente) em Q, é dita uma subsolucdo (respectivamente, uma supersolugéo) para
Iu = f em Q, e escrevemos [u > f (respectivamente, lu < f), se 0 seguinte ocorre:
Para todo ponto x € Q, toda vizinhanca N de x em e toda funcdo ¢ de classe
C? em N que toca u por cima no ponto x dentro de N (respectivamente, que toca u por
baixo no ponto x dentro de N), se nds definirmos (Figura 1.4)
i {(p em Nn
u emR"\ N,

entdo Iv(x) = f(x) (respectivamente, Iv(x) < f(x)) no sentido usual da
desigualdade.

Também dizemos que Iu = f no sentido de viscosidade (respectivamente,
Iu < f no sentido de viscosidade) em ( para significar que u é subsolugdo
(respectivamente, supersolugéo) para Iu = f em Q, conforme definido acima.
Dizemos que u € solucgdo se é, a0 mesmo tempo, subsolucéo e supersolucao.

/

\——_.v_.._a
N

Figura 1.4: A funcdo v em linha continua.
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1.7 Funcdes concavas

Intuitivamente, uma funcdo f é concava sobre um conjunto convexo C quando
o seu gréfico fica acima de qualquer corda que une dois de seus pontos, (x,f(x)) e

y, f(¥)), quaisquer que sejam x,y € C.
(

Definicdo 1.10 Dizemos que f : € ¢ R™ — R (C convexo) é uma fungédo concava
se, para quaisquer x,y € C e paratodo t € [0, 1], tem-se

fF(A=-Dx+ty) = A -Of(x) +tf ). (1.10)

A

fF(A-Dx+ty) o

T AEOf ) +EF0)

X (1-tx+ty y

Y

Figura 1.5: Uma funcéo cbncava.

1.8 Planos, envelope concavo em B3 e conjunto de contato

No Capitulo 3, estudamos em detalhes a nogdo de envelope cdncavo. Porém,
para fins de organizacdo, colocamos sua definicdo ja no Capitulo 1 (junto com as
demais). Imagine que o gréafico de uma funcdo u : R™ — R seja um “objeto solido”.
Imagine também que vocé deseja “embrulhar” esse grafico por cima, utilizando um
“involucro maleavel”, como um “papel de presente” ou uma “lona”. Embrulhe o
gréfico a partir do seu ponto mais alto e estique o invélucro até o chdo, mantendo-o
bem ajustado ao topo do gréafico. O resultado obtido é o envelope cdncavo da funcgéo.

Se nos considerarmos uma funcdo u : R — R, podemos imaginar o seu
envelope concavo como um “eldstico” que se ajusta ao seu topo e € esticado até dois
pontos da reta real.
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B3
Figura 1.6: T é o envelope cdncavo de u em B;.

Para definir matematicamente o envelope céncavo de u (em B3), utilizamos a
nogdo de plano. Passemos as definigdes.

Defini¢do 1.11 Uma funcéo p : R™ — R é dita um plano se é da forma
p(x)=a-x+p (xR,
coma € R" e f € R fixados.

Definicdo 1.12 Seja u uma fungdo limitada que ndo é positiva fora da bola
B; := B;(0), isto ¢, u < 0 em R™ \ B;. O envelope concavo I' de u em B3 := B5(0) é
definido como:

[(x) := {inf{P(X) :péplano, p>utemB;} em B,
0 em R™ \ Bs.

Em sentido coloquial, a funcdo I" é o infimo das fun¢es concavas em Bs que
estdo acima de u™ e que se anulam no bordo de B;. No Capitulo 3, nés provamos que,
em cada ponto x € Bs, o infimo acima ¢ “atingido” por algum plano p = u* em B;.

Defini¢cdo 1.13 O conjunto de contato entre u e seu envelope I', que vamos denotar
por X, é formado pelos pontos x € B para 0s quais u(x) = I'(x). Isto é,

Y:={x € R": u(x) =T(x)} N B;.
E comum empregar a notacdo {u = I'} para o conjunto dos pontos x € R™
satisfazendo u(x) = I'(x). Assim, £ = {u = '} N B;. Provamos, no Capitulo 3, que se

u é positiva em algum ponto da bola B;, entdo X c B, isto é, {u =T}NB; =
{fu=T}nB,.

11



Figura 1.7: O conjunto de contato X.
1.9 Supergradientes e superdiferencial

Em [6], séo definidos os conceitos de subgradiente e subdiferencial. De forma
analoga, apresentamos a seguir as defini¢des de supergradiente e superdiferencial.

Definigdo 1.14 Seja f : C c R™ — R uma fungdo concava definida sobre o conjunto
convexo C. Dizemos que o vetor v € R™ é um supergradiente de f em x € C se

v-(y—-x)+f(x)=f(y), Vyec. (1.11)

Note que um supergradiente v (em x) é o gradiente de um plano que “toca” f
no ponto x e que esta “acima” de f no conjunto €. Uma funcéo f pode ter mais de um
supergradiente no mesmo ponto x. Isto motiva a definicdo de superdiferencial a seguir.

v =Vpy
v, = Vp;

vy = Vps

Figura 1.8: Alguns planos tocando f por cima em x.

Note que, na Figura 1.8 acima, os vetores v,, v, € v3, gradientes dos planos p,, p, €
p3, respectivamente, sdo exemplos de supergradientes de f em x.

Defini¢céo 1.15 Definimos o superdiferencial de f em x como sendo o conjunto dos
supergradientes de f em x, denotado por df (x). Isto €,

df (x) :={v € R" : v é supergradiente de f em x}. (1.12)
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Observacdo 1.5 Se f é diferenciavel em x, entdo df(x) = {Vf(x)}, onde Vf(x) é 0
vetor gradiente de f em x.

Definicdo 1.16 Seja A c C. Definimos

v =| Jor. (113)

XEA

Observacdo 1.6 Quando estivermos trabalhando com uma fungdo cbncava (nao
necessariamente diferencidvel) f de C em R (C convexo), vamos empregar o simbolo
Vf(x) para denotar um elemento qualquer do superdiferencial af(x) (x € C). Ou
seja, Vf(x) denota um supergradiente de f em x (que coincide com o vetor gradiente
de f em x, no caso em que f é diferenciavel).

1.10 Isometrias em R™ e simetria em relacdo a um ponto

Nas demonstracfes do Capitulo 4, aparecem algumas ideias geométricas
interessantes. A no¢do de isometria é utilizada em alguns argumentos, especialmente
porque a medida de Lebesgue de um conjunto (em R™) é invariante por isometrias. Na
prova do Lema 4.4, por exemplo, aparece uma isometria particular interessante, a
saber: a simetria em relacdo a um ponto. Definimos estes conceitos a seguir.

Definigdo 1.17 Uma isometria F em R™ é uma bijecdo F : R™ — R™ tal que

IF(x)—F)|=I|x—yl, Vx,y € R™

Ou seja, uma isometria em R™ € uma bijecdo que preserva as distancias entre pontos.

Definicdo 1.18 Sejam A, B c R™. Dizemos que A e B sdo isométricos se existe uma
isometria F : R™ — R™ tal que F(A) = B.

Definicdo 1.19 Seja y € R™ fixado. A simetria em relacdo a y é a aplicacdo
Sy : R"™ — R" definida por

Sy(x):=2y —x (x € R").
Segue da definicdo acima que y = (x +Sy(x))/2, isto é, y é o ponto médio do

segmento que une x a S, (x), para todo x € R™. Além disso, verifica-se facilmente que
S, € uma isometria.
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2. CAPITULO 2 - RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, provamos algumas proposi¢cfes que dao sentido a certas
defini¢bes introduzidas no Capitulo 1. Também provamos alguns resultados basicos
que sdo aplicados nos capitulos subsequentes.

Proposicdo 2.1 Suponha que ¢ € limitadaem R" e ¢ € CY1(x). Defina
]= fl(p(x+y) +o(x —y) = 2K (y)dy, (2.1)
]RTL

e suponha que o nucleo K (K > 0 e simétrico) satisfaz

lyl?
fl n |ylzK(y)dy < too. (2.2)

]Rn
Entédo J < +oo.
Demonstracao:

Como ¢ € CY1(x), existem um vetor v € R™ e constantes M > 0, g, > 0, tais
que

lp(x +y) —p(x) —v-y| < M|y|? para|y| < &.
Note que

J= ] 0(x +9) + 9(x — y) — 20K dy
[Rn

= J|g0(x+y)+(p(x—y)—2(P(x)|K(Y)dy

BSO (0)

+ j lp(x +y) +o(x —y) = 20()|KQ)dy =J; + ]2,
R™\Bg, (0)

onde

Jii= J lp(x +y) + o(x —y) — 20 () |[K(y)dy,

BSO (0)

J2 = f lp(x +y) + p(x —y) — 20(x)|K(y)dy.
R™\Bg, (0)
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Estimativa de J;:

5= fpr(x+y)+<p(x—y)—2<p(X)IK(y)dy

Bey (0)
- f (G +3) — () + 9(x — ) — 9(OIK()dy
Bey (0)
= fI<p(x+y)—<p(x)—v-y+v-y+<p(x—y)—w(x)IK(y)dy
Bey (0)
< flw(x+y)—<p(x)—v-yll<(y)dy
Bey (0)
+ fI<p(x—y)—q)(x)—v-(—y)IK(y)dy
BEo(O)
< fMlyIZK(y)dy+ ]MI—yIZK(y)dy,
Bey (0) Bey (0)
pois, para |y| = |~y| < &, tem-se |p(x +y) —p(x) —v-y| < M|y|* e

lp(x —y) —p(x) —v - (=y)| < M|—y|?. Logo,

1+ g2
1+ [yl?

J1 <2M f ly|?K(y)dy < 2M J lyI?K (y)dy,

Bey (0) Beg (0)
2

- 1+80 ~
> .
pois 7= = 1, se |y| < &,. Entdo,

ly|?
1+ |yl?

K(y)dy < +oo,

2
J1 < 2M(1 + &2) f T -ll-yllylz K(y)dy < 2M(1 + g?) f
NG R™

&

onde usamos (2.2). Portanto, J; < +oo.
Estimativa de J,:
Como ¢ é limitada, existe uma constante D > 0 tal que
lo(y)| < D, paratodoy € R™.
Logo, lp(x +¥) + ¢(x —y) — 20 ()| < |p(x + ¥)| + lo(x — y)| + Z|p(x)| < 4D.
Portanto,
h= | e tea-n-20@IKmays [ 4D KOy,
R™\Bg, (0) R™\Bg, (0)

ly|? €92

> . De fato:
1+|y|? 1+&42

Note que, para y € R™ \ B, (0), tem-se
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1 1 1 1
yl2g=0<—<— <==1+—<1+—=

vl T e IyI2T el y[2 = 7 7 g2
1+ |yl? - 14 &2 ly|? €o°
lyl?2 = &? 14 y]2 ~ 14 &%

Logo,

2 < f 4D - K(y)dy = 4D J 1-K(y)dy

R™\Bg, (0) R™\Bg, (0)

1+ gy? ly|?
< 4‘D ‘ 'K d )
N .f < &o* ) <1 + |yl? 0dy

]Rn\BSO (0)

2 2
pois, pelo que mostramos acima, 1 < (1+€° ) . ( Ll ).Assim,

g2 1+]y|?

1+ g f ly|?

&o* 1+ |yl?
]Rn\BSo(O)

1+ g? lyl|?
Jo, < 4D K(y)dy < 4D -2 K(y)dy < +oo,
0 n

1+ |yl?
R

onde, novamente, usamos (2.2). Portanto, J, < +oo.

ComoJ; < +mwej, <4oo,entdo/ =/, +J, < +co. m

Corolario 2.1 Se u é limitada em R™, u € C*1(x) e o nlcleo K (K > 0 e simétrico)
satisfaz a condicdo (2.2), entdo o valor

Lu(x) := f (uCx +y) +ulx —y) = 2u()K)dy = | 8, xy)K()dy
R™ R

esta bem definido.

Proposicdo 2.2 Sejam D >0, 0 < o < 2 constantes. Se 0 nlcleo K satisfaz a
condicdo

D
O<K(y)SW' VyEIR{”\{O}, (2.3)
entdo
ly|?
K(y)dy < +oo.

f1+|y|2 (y)dy < 4o

]R‘n
Demonstracéo:

Primeiro note que

lyl* _ [P lyl? _
f1+|y|21<(y)dy— f—yK(y)dw f T3 pE KOy =/t )z

R™ By R™\B;
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onde J, :=f g ody, T, :=f VP k(y)dy e B, é a bola unitaria

2 2
B, 1+|y| R™\B, 1+|y|

centrada na origem.

Estimativa de J;:

1+ [y|?
By By

Fazendo p = |y|, obtemos:

ly|? ly|? 5
= K(y)dy < TK(y)dy < |yl NEG
By

dy =D flylz‘"“’dy-
By

1

1
J1<D flylz‘““’dy =D f fpz‘”“’ -p"tdpdS(2) = annjpl“’dp,
B, 0

|z|=1 0

onde nw, ¢ a area da esfera unitaria. Agora note que

1

1-o =P
jp dp 2—0
0

p= 1 12—0‘ 1

2—-0

p:O=2—a_2—a'

pois,como 0 < ¢ < 2,tem-se 1 — o # —1 e 2 — ¢ # 0. Dessa forma, concluimos que

1
B Dnw,

J1 < Dna)nfp1 odp = < o0

0

2—0

Estimativa de J,:

J, = j 1 kyay < j D yay = f K(y)dy < j D4
1+ |yl |yl |y|nto

Fazendo, novamente, p = |y|, obtemos:

+oco oo
1 1
]2 <D j |y|n+o' dy =D j J pn+0' . pn—ldp dS(Z) = annf p—l—adp.
R™\ B4 lzi=11 J

Por fim, sendo ¢ > 0, veja que

p=too

-0

+00
f p—l—adp — ,0_
1

—0

Logo,
+00

J2 < Dnw, f p~'%dp =

1

Dnw,

Portanto, f bl Kiy)dy=J1+J, < +o. =

gn 1HIVI?
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As ProposicOes 2.1 e 2.2 nos permitem obter, imediatamente, 0s seguintes
corolarios:

Corolario 2.2 Se u ¢ limitada, u € C**(x) e o nlicleo K satisfaz a condigdo

<K@»)<(2-0) A (2.4)

(2-o0) |y|n+o’

|y|n+o

onde 0 <o < 2e0 < A< Asio constantes, entdo o valor
Lu(x) := (u(x +y)+tulx—y)— Zu(x))K(y)dy = 6(u, x, y)K(y)dy
R" R"

esta bem definido.

Coroléario 2.3 Se ¢ é limitada e ¢ € C¥1(x), entdo |5(ep, x,y)|/|y|**° € integravel
sobre R™.

Vimos até aqui que o conceito de fungdo €' em um ponto é muito importante
para os resultados que estamos desenvolvendo. A seguir, vamos mostrar que toda
funcdo 2 vezes diferenciavel no ponto x € R™ é uma funcdo C** em x.

Proposicdo 2.3 Se ¢ : Q c R™ — R (Q aberto) é 2 vezes diferencidvel no ponto x,
entdo ¢ € C11(x). Em particular, se ¢ é de classe C?, entdo ¢ € C11(x).

Demonstracao:

Para cada y € R"™, com x + y € (, definimos:
1
r(y):=px+y)—ekx)—Vo(x) y— Equ(x)(y,y)- (2.5)

Pela Formula de Taylor infinitesimal, como ¢ € 2 vezes diferencidvel em x, tem-se

r r
tim 2 = g = jim 7O (2.6)
y—0 |y| y—o |y|
Note ainda que, como a Hessiana He (x) é uma forma quadratica,
|Hp()(y, y)I < IHp)llyllyl = IHe)lllyl?. (2.7)

Para y # 0, podemos escrever:

P +y) — o) —Vox) -y ()
ly|? ly|?

1
+ 2|y|2H<p(x)<y,y>
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J— - : 1
lo(x +) — 9(x) — V(%) yl<|T(3’)|+2|y|2|H<p(x)<y,y>|

ly|? ) G
Ir(y I 2
<o *an |2||H<p(x)IIIyI
U
- -V :
lp(x + y) </|)}(]9|c2) ) -yl _ Il(Jllz)I S He@)|. (2.8)

[r(y)|

lyI?

Como hm = 0, existe um numero € > 0, tal que

lr ()|
ly|?

<1 se0<|y|<e.

Tomandov:=Vep(x) ER*"e M :=1+ % |Hp(x)|| > 0, a estimativa (2.8) nos da:

I<p(x+y)—<p(x)—V<p(x)'yI Ir(y)l ”H()”

|y|12 Sy |2 se0 < |yl <e.
<1+-lHel =M

Portanto:
lp(x +v) —@(x) —v - y| < M|y|? para |y| < & (inclusive quando y = 0).
Assim, ¢ € Ct1(x). m

Vamos agora deduzir as formulas para Mj{ov(x) e Mg v(x) registradas na
Secdo 1.5 do Capitulo 1 (Observacdo 1.4).

Proposicdo 2.4 Seja L, a classe dos operadores integro-diferenciais lineares L da
forma

Lu(x) := f&(u, x,y)K(y)dy, (2.9)
onde o nucleo K satisfaz

2= 0) < K(y) < (2 — o) —>_ 2.10
D e < KO) < @ =) pmss, (210)

com 0<o<2 e 0<A<A constantes. Lembre que 6(u,x,y):=u(lx+y)+
u(x —y) — 2u(x). Sejam v uma funcéo e x € R", tais que Lv(x) esta bem definido
(no sentido classico) para todo L € £, (isto é, para todo nucleo K satisfazendo
(2.10)). Entdo, tem-se:
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AS(v,x,y)T — 26(v, x,y)~

M2 () = 2 — o) f s &y, (211)
]Rn
_ A6, x, )" —AS(v,x,y)”
M v(x) = (2 -0) f e dy, (2.12)
]Rn

onde 6% e 6~ sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa de 6. Em particular,
para toda funcdo v limitada em R™ e C11(x) (ver Corolario 2.2), valem as formulas
(2.11) e (2.12).
Demonstracéo:

Seja A c R™ o conjunto dos pontos y € R™ tais que 6(v,x,y) = 0. E seja
B c R™ o conjunto dos pontos y € R™ tais que 6(v,x,y) < 0. Vejaque ANB =0 ¢
AUB =R"
A parte positiva de &, que denotamos por 6*, é definida como:

(v, x,y)*t 1= {6(v,x,y), sey € A (ou seja, se §(v, x,y) = 0).
XY= 0, se y € B (ou seja, se 6(v,x,y) < 0).

E a parte negativa de &, que denotamos por §~, € definida como:

5(v,x,y) = {—6(v,x,y), sey € B (ou seja, se 6(v,x,y) < 0).
Y] = 0, sey € A (ou seja, se 6 (v, x,y) = 0).
Entdo 6 = 6§t — 6. Além disso, §* e 6§~ sdo funcbes ndo negativas.

Defina;

(2-0)

A
Pk sey € A.

A
(Z—O')W, sey €B.

Note que K; satisfaz a condicdo (2.10) e, portanto, o valor

L@ = [ 0%k )y
[Rn
estd bem definido. Observe que o operador L,, assim determinado, pertence a classe
L.

Defina também:
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De forma analoga, o valor
LovG) = [ 823K 00y

esta bem definido e o operador L, assim determinado, pertence a classe £,.

Escrevendo momentaneamente & em vez de 6(v, x, y), vamos mostrar que, para todo
L € L, vale: L,v(x) < Lv(x) < L,v(x). De fato, dado L € L,, temos

Lv(x) = f 5K (y)dy = f 8+ — 87K dy
- f 8+ — 87K dy + j (8% — 5K (y)dy
= fr’)‘*K(y)dy—jS‘K(y)dy

A

N A _ A
f& (2—0)I lnwdy jd (2—0)| o dy

J5+K1(y)dy 15 K, (y)dy = f5+K1(y)dy— JG K, (y)dy

= [+ - 5K ay = j 5K, (y)dy = Lyw(x).

RN

E também:;

Lv(x) = | *K(y)dy — | 6 K(y)dy
frawm- o |
21!5+'(2—0)Wd}/—!5_'(2—0’)|y|mdy

- [ sty - [ 67K,y = [ 6Ky - [ 67K, 0)ay
A B R™ R™
= [ =m0y = [ 6K,0)dy = Lveo,
Logo,

L,v(x) < Lv(x) < L,v(x), VLEL,.
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Portanto:

ME,p() = sup Lo(x) = Liv() = [ $K0ddy = [ (6% = 6K 0y
Rn RTL

- f(5+ — 87K, (y)dy + f(6+ — 67K, (y)dy

A B
- f 5Ky ()dy — f 5Ky (y)dy
A B A
A )
= (2—0’)[6+ |y|n+ady—(2—0')f6 Wdy
A B

(2 ) fé"" A d f5_ A d
= — 0 f— —_—
o |y|n+(r y y |y|7’l+0' y

n

S(w,x,y)*A—6(v,x,y)" A
=(2-o0)
|y|n+o
]:Rn

E também:

ME,p() = inf L) = L) = [ 87K,y = [ 57K, 00y
A B
A

A
n+ody—(2—0)f5 e
B

=R2-o0)| 6t
! |y

(2 ) J5+ A d fS_ A d
= — 0 f— —_—
s |y|TL+O' y o |y|n+cr y

S(v,x,y)"A =6, x,y)"A
=(2-o0) f NEG dy. &
Rn

Proposicdo 2.5 Sejam u:R"™ — R limitada e Q c R®™ um conjunto aberto.
Suponhamos que exista uma funcdo ¢ de classe C? que toca u por cima no ponto
Xo € Q. Suponhamos também que M*u(x) = —f(x) em Q no sentido de viscosidade,
onde f € uma fungdo continua e M*:=Mj . Entdo M*u(x,) esta definido
classicamente e

AT — A6~

M*u(x,) = (2 —0) f MRS

]RTL

dy. (2.13)

Além disso, M*u(x,) = —f (x,) no sentido usual da desigualdade.
Demonstracéo:

Como ¢ toca u por cima no ponto x, € , existe uma vizinhanca N do ponto
Xo eM Q (xo € N c Q) tal que ¢ (xy) = u(xy) e ¢(x) = u(x) paratodo x € N.

22



Seja € >0 tal que B.(xy) € N (e suficientemente pequeno). Para cada
r € (0, &), defina

- {(p em B,.(xo),
r u emR"™\ B,(x).

Como ¢ é de classe €2, a Proposicéo 2.3 assegura que v, € C11(x,), para todo
r € (0,¢). Além disso, pelo Corolario 2.3, temos que |&5(v,, xo, Y)I/|y|™*? €
integravel. Consequentemente, §(u, xo, y)*/|y|™*t? também é integravel, pois

< 6(”» x(),y)+ < 6(vr,x0,y)+ < |6(vrrx0ry)|

- |y|n+a - |y|n+a - |y|n+a ’

paratodo y € R™.

Agora note que, como ¢ é de classe C2, ¢ toca u por cima no ponto x, € £, e
M*u(x) = —f(x) em Q no sentido de viscosidade (ver definicdo de subsolugcdo —
Pagina 9 - Definicdo 1.9), entdo M*wv.(x,) = —f(x,) no sentido usual da
desigualdade. Logo, a partir da Proposic¢éo 2.4, obtemos:

A
(2-o0) f(?(vr,xo,J’)_Wdy
R? (2.14)

dy + f (xo).

. A
< (2—0') 5(Ur,xo'3’) |y|n+a
]Rn

Como ¢ toca u por cima em x,, §(v,, x,, y) decresce a medida que r decresce.
Mais precisamente, se r; < 7, entdo 8(v,,, xo,¥) < 8(vy,,, %0,¥),¥ y € R™. De fato:

i y € Brl(o) = S(Url'xo'y) = Url(xO + y) + vrl(xO - :V) - Zvrl(xO) =
P(xo+y) + oo —y) — 2¢0(x0) = v, (xo +¥y) + v, (xg —y) —
Zvrz (XO) = S(UTZIXOJ y)a €

e y€R"\ B, (0) = (v, %0,y) =, (x0 +¥) + v, (X0 — ¥) — 20, (%) =

u(xo +y) +ulxo —y) = 2¢(x0) < vy, (%0 +y) + v, (X0 = ¥) — 20(x0) =
vy, (o + ) + vr, (x0 = ¥) = 20y, (x0) = 8(vr,, X0, ¥),

sempre que r; < r,. Agora fixamos r, € (0, €). Entdo, para todo r < r,, tem-se
A
(2-o0) J5(Vr;xo,}’) Wd}’
]Rn

A
<@-0) [60nron)’ CEEdf)  @i15)
]:RTL

dy + f (xo)-

A

+

<(@2-o0) f6(vro'x0'y) ly|n+e
RN
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Por outro lado, 6 (v, xo, y)~ cresce & medida que r decresce, e converge para
&(u, xy,y)~ quando r — 0.
Para verificar a primeira parte da afirmacéo, basta notar que, se r; < r,, entdo:

o 0<6(vy,x0,y) <8(v,,%0,y) = 8(vr, %0, y) =6(vr,%0y) =0,
o §(vr,%0,y) <0< 68(vy,,%0,y) = 8(vr, %0, y) =0=06(vp,x0,y) €

e 6(vr1,x0,y) = 6(Ur2'x0'y) <0= 6(vr11x01 y)_ = 8(vrz,x0, Y)_ = 0.

Logo, para todo y € R™, temos que §(vy,, X0, ¥) = 8(vr,, %0, y) = 0,581 <T1.
Agora, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, temos:

_ A
lim (2 — ) j (v, %0, ) ez by
i (2.16)

A
= (2 — O') f&(u,xo,y)_Wdy.
R™

Mas, pela Estimativa (2.15), as integrais que aparecem a esquerda em (2.16) estdo
uniformemente limitadas, e portanto:

A
(2-o0) f&(u,xo,y)‘Wdy
Rn

+ A .
< (2 — o') f S(Uro,xo,y) Wdy + f(xo) (2 17)
R

< +o00,

Assim, mostramos que 6 (u, xo, )1 /1y|"t? e §(u, xo, y)~/]y|™t? sdo ambas
integraveis. Agora, seja L € L,, com nucleo K satisfazendo (2.10). Note que:

j 5(u, x0,y) K (y)dy < j 81 1,3)* 2 = 0) iz dy
R" R"
5t x0,7)" (2.18)
= (2 —O')A flledy < 400,
]RTL
E também:
f 5w, x0,y) K(y)dy < f (10,92 = 0) =z dy
R" R"
6(u, xo’y)_ (2.19)
= (Z—O')A |ledy<+00.
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Portanto, Lu(x,) = fRn 6(u, xo, y)K(y)dy estd bem definido, qualquer que

seja o operador L € L,. Pela Proposicdo 2.4, temos que M*u(x,) estd definido

AST-26~
ly|n+o

classicamente e M u(x,) = (2 — a)f
]Rn

Note ainda que, se fizermos r, — 0 em (2.17), o Teorema da Convergéncia
Monotona nos da que:

A
2-0) f Bt %0,y)” =z dy
R (2.20)

<@-0) [80ux0)" ||%cly + Fxo).
R" y

Logo, M*u(x,) = —f(x,) no sentido usual da desigualdade. m

A seguir, vamos provar uma propriedade de funcGes semicontinuas
superiormente, que, apesar de sua simplicidade, é fundamental.

Proposi¢cdo 2.6 Seja v : K — R uma funcdo limitada e semicontinua superiormente
em um conjunto compacto K < R™. Entdo, existe um ponto x, € K tal que

v(xg) = sup v(x).

Demonstracao:

Como v é limitada em K, tem-se sup v(x) < oo. Defina M := sup v(x).

Seja (x;)rkeny S€Quéncia em Kxigl que klﬂgo v(x,) = M. JEésgmo K é um
subconjunto compacto de R™, existem uma subsequéncia (xkj)jeN (ki <ky,<:-)e
um ponto x, € K tais que jli—>rr<§o Xk; = Xo.

Afirmamos que v(x,) = M.

De fato, como M € o supremo de v, tem-se v(x,) < M. Suponhamos, por
absurdo, que v(x,) < M. Nesse caso, defina h := (v(x,) + M)/2 € R. Noteque h é a
média aritmética entre v(x,) e M, donde v(x,) < h < M.

Como v é semicontinua superiormente em K, existe uma bola B, (x,) c K tal
que

v(x) <h <M, Vx € B,(xp).

Porém, como x; . — x,, existe um inteiro positivo k;  tal que
J 0
k] = kJO = xk]_ € Br(xo).

Portanto, v (xk].) < h < M paratodo k; = k;, . Dai vem que:
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M = klgrgo v(xg) = jh_)ngov (xkj) <h<M,

e obtemos uma contradi¢do. Logo, devemos ter v(x,) = M. m
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3. CAPITULO 3- ENVELOPE CONCAVO EM B,

O objetivo deste capitulo é estudar as propriedades do envelope céncavo.
Antes, vamos retomar a defini¢cdo de funcdo cdncava e provar que o infimo de uma
familia de fungdes cdncavas (uniformemente limitadas por baixo) € ainda uma funcéo
concava. Depois, introduzimos o conceito de plano e provamos algumas de suas
propriedades. Finalmente, definimos o envelope concavo em B; de uma funcéo
limitada u < 0 em R™ \ B; e demonstramos as proposicOes a ele relacionadas. Note
gue os conceitos e resultados que desenvolvemos para B, e B; poderiam ser adaptados
para bolas de raios r e 3r, realizando uma mudanca de escala.

3.1 Funcgdes concavas

Definicdo 3.1 Dizemos que f : C € R™ — R (C convexo) é uma fungdo concava se,
para quaisquer x,y € C e paratodo t € [0, 1], tem-se

fF(A-Dx+ty) = A -Of(x) +tf ). (3.1)
Proposicdo 3.1 Seja F uma familia ndo vazia de funcbes coéncavas f : C — R,
uniformemente limitadas por baixo por uma constante ¢ € R; isto é, para toda funcdo
feEFetodox €C, f(x) =c.Sejag: C — R afungdo definida por
g(x) := Inf f (x), (3.2)

para cada x € C. Entdo, g € concava.

Ou seja, o infimo de uma familia de funcBes cdncavas (nas condi¢Bes acima)
ainda é uma funcéo concava.

Demonstracéo:
Sejam x,y € C esejat € [0,1]. Devemos mostrar que
g(A=0x+ty) = (1 -6)gx) +tg(y).

Escolha uma fungédo qualquer f € F, e note que:
flA-Dx+ty)=A-Df ) +tf) =1 -0 nf fG) + ¢ inf £ ).

A primeira desigualdade é valida porque f é cdncava, e a segunda decorre de f(x) >
fi*réff_f*(x), fiy) = fi*régcf*(y), t=>0el1—-t=0.

Dai vem que:

fF(A-Ox+ty) = (1-0gx) +tg(y), VfEF.

Tomando o infimo do lado esquerdo da igualdade acima (para todas as funcfes
f € F), obtemos:
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g(A-x+ty) = (1 -)gx) +tg(),
com 0 que provamos que g € concava. m
3.2 Conceito de plano
Definicéo 3.2 Uma funcdo p : R™ — R é dita um plano se é da forma
p(x) =a-x+p (x €R"), (3.3)

coma € R" e f € R fixados.
Observacao 3.1 Todo plano é de classe C*.
Proposicdo 3.2 Sejap : R™ — R um plano. Entdo

p((1=x +ty) = (1 - Op(x) + tp(y), (3.4)
para quaisquer x,y € R™ e paratodo t € R.
Demonstracao:

Suponha que p(z) =a-z+f (z€ R"), onde a € R" e f € R séo fixados.
Assim, temos que

p(A-0Ox+ty)=a-(1-Dx+ty)+Bf=a-(1-Ox+ty)+ (1 —-0)B+tB
=a-(1-tx+a-ty+(A-t)B+tB
=1-t)a-x)+A-t)p+tla-y)+tp
=(1-ta-x+p)+tla-y+p)=01-)pk) +tp(y),

Vx,yER"eVtER. m

Corolario 3.1 Todo plano é uma fungédo concava.

De fato, se p é um plano, entdo, dados x,y € R™ e t € [0, 1], a igualdade (3.4)
é valida.

Corolario 3.2 Sejap : R* — R um plano. Entdo, para quaisquer x,y € R", tem-se

=p(x+y)+p(x—y)
> .

p(x) (3.5)

Ou, equivalentemente,

p(x+y) +px—y)—2p(x) = 0. (3.6)
Demonstracéo:

Primeiro note que (x + y) + (x —y) = 2x. Ou seja,
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)+ x—-y)
X = =

1 1
> (1—§> (x+y)+§(x—y). (3.7)

Usando (3.7) e (3.4), segue que

1 1
P = (1-3)pGe+ 9 +5pGa -9

Observacdo 3.2 Também podemos provar o corolario acima (Corolario 3.2) usando
diretamente a definicdo de plano. De fato, pela Defini¢do 3.2, temos que p(x + y) +

px—y)=la-(x+y)+Bl+[a-(x—y)+p]=2[a x+p]=2pkx)

3.3 Conceito de envelope concavo em B3

Definicdo 3.3 Seja u uma funcdo limitada que é ndo-positiva fora da bola
B; := B;(0), isto ¢, u < 0 em R™ \ B;. O envelope concavo I' de u em B := B5(0) é
definido como:

[(x) = {inf{p(x) :p éplano, p = u* em B;} em Bs,
0 em R™ \ B.

Proposicédo 3.3 O envelope concavo I' definido acima é uma fungdo concava em Bs.
Demonstracao:

Note que, como u é limitada, existe uma constante D > 0 tal que u* < D em
B;. Defina o plano p, : R™ — R por po(x) :=D (x € R™). Entdo p, = u* em B3, de
modo que a familia de planos

F:={p:R" > R|péplanoep = u* em B3}

é ndo vazia (pois p, € F). Observe, portanto, que F é uma familia ndo vazia de
funcdes codncavas (ver Corolario 3.1) uniformemente limitadas por baixo em Bj
(p =u* = 0em B;, Vp € F). Assim, pela Proposicao 3.1, segue que I' é uma funcédo
concavaem B;. m

A Proposicdo 3.4 abaixo mostra que, em cada ponto x € Bs, 0 infimo da
Defini¢do 3.3 é “realizado” (ou “atingido”) para algum plano p = u* em Bj. Isto
implica que o superdiferencial aT'(x) é ndo vazio (veja Definigdo 1.15). Realmente,
como p(x) =T(x) e p = ut em Bs, entdo, dado y € Bs, tem-se p(y) = inf{p*(y) :
p* éplano, p* = ut em B3} = I'(y), de modo que p =T em B;. Assim, se p(z) =
Vp -z + B (z € R"), onde B é uma constante real e Vp é o vetor gradiente de p, entdo,
para todo y € B;, tem-se T(y) <p(y)=Vp-y+B=Vp- (y—x)+Vp-x+ B =
Vp-(y—x)+pkx)=Vp:(y—x)+T(x), de modo que Vp é um supergradiente de
['em x.
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Proposicdo 3.4 Seja I' o envelope concavo definido acima (Definicdo 3.3). Entdo,
para todo ponto x € B3, existe um plano p = u* em B3, tal que p(x) = I'(x).

Demonstracao:

Fixamos x € B;. Pela Definigdo 3.3, para cada k € N, existe um plano p; : R" — R,
com p, = u* em By, tal que

F'(x) <ppr(x) <T(x)+ % (3.8)
Portanto,
Aim py (x) = T'(x). (3.9)

Para cada k € N, como p; é um plano, existem um vetor a; € R™ e um numero real
Br € R, tais que

pk(¥) =ar-y+ B (y €RM). (3.10)

Vamos mostrar que a sequéncia de vetores (ay) ey Obtida acima é limitada em R™,
Mais precisamente, mostraremos que

'x)+1
<——, VkeN, 3.11
|ak| 3 — |x| ( )

Com efeito, dado k € N, se tivermos a; = 0, entdo a relacdo (3.11) € imediatamente
satisfeita. Logo, vamos considerar que a; # 0.

A funcéo real a — |x - %| (a > 0) é continua em (0, +o0) e satisfaz as seguintes

condicdes:
. g
lim_ |x — =] = +oo, (3.12)
a—0* a
e
: g
lim |x ——| = |x| < 3. (3.13)
a—+oo a

Entéo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um numero real a, > 0 tal que

X ——

-2l =3
ol =3 (3.14)

Defina z:=x — % Note que z € S5(0) (a esfera de centro na origem e raio 3), pois
0

|z| = |x — %| = 3. Alem disso, temos imediatamente que
0

x—z=- (3.15)
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Agora note que, como p, = u* = 0 em B; e p, € de classe C*® (pois py é um plano),
segue que px = 0 em By = B3 U S5(0). Portanto, p,(z) = 0. Usando (3.8), obtemos:

1
Pe() = pi(2) <T@ + 7 (3.16)
E, consequentemente,
1
a,-(x—2z) <T(x)+ = (3.17)

Portanto, usando (3.17) e (3.15), vem:

ag 1
ak-a—0=ak-(x—z) < F(x)+;
U
2
1
9" ey + 1 (3.18)
Qg k

Mas, pela desigualdade triangular, temos que |%| + |x| = |x —%| =|z| =3 e,
0 0

portanto,
a
M >3 —|x|. (3.19)
24y
Usando (3.18) e (3.19),
|ak|2 1
(B —|xDlaxl < <Tx)+-<T(x)+1.
Qo k

I'(x)+1
3—|x|

Dai vem que |a;| < , 0 que prova (3.11).

Como (ai)rey € uma sequéncia limitada em R™, ela possui uma subsequéncia
convergente (Bolzano—\Weierstrass). Seja (akj) uma tal subsequéncia, e seja a 0
jEN
seu limite; isto é,
a:= jli_)rrgo ax; € R™. (3.20)
Como By = p(x) — ay - x, tem-se |By| < |pr ()| + [ay - x| < |pe ()| + [agllx]| <

1, T(o)+1 F(x)+
F(x) +-+ P—p x| <T(x)+1+ —p

Logo, (Br)ken & uma sequéncia limitada em R, e (ﬂkj)

1
I |x]|.

também o é. Assim, (ﬁk.)
jEN J

possui uma subsequéncia convergente, digamos (ﬁkjm) . Defina:
meN
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B:= lim B €R. (3.21)

m—0oo

Escrevendo d,, := ay. € B, :=Py. ,temosquea = lim d,,epf = lim B,,.
Jm Jm m—oo

m-—0o

Defina, para cada m € N, o plano p,, : R®™ — R da seguinte maneira:
P () :=pr;, (V) =y +Bm (y ERM). (3.22)
Entdo, por (3.9), temos que
im 5, (x) = lim py; () = T(x). (3.23)
Finalmente, defina o plano p : R™ — R por:
r(y):=a-y+p (y€RM. (3.24)
Note que:
FG) = lim pn(x) = lim (@G- x+fm) =a-x+f=pkx) (3.25)

Como p,, = u* em B;, para todo m € N, usando (3.22) e fazendo m — oo, obtemos
que p = u* em B3, o que conclui a demonstragio! m

Coroléario 3.3 O envelope concavo da Definicdo 3.3 pode ser escrito como:

M(x) = {min{P(x) : p é plano, p > ut em B;} em Bj,
0 em R" \ Bj.

T~ pm =1

+ + + — + >+

Figura 3.1: Plano p tocando I" por cima no ponto x em Bs.

Definigdo 3.4 Seja u limitada, com u < 0 em R™ \ B,. Seja I'" 0 envelope concavo de
u em B; (Definicdo 3.3 e Corolario 3.3). Definimos o conjunto de contato X entre u e
' em B; da seguinte maneira:

Y:={x € R": u(x) =T(x)} N Bs. (3.26)
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Para simplificar a notacao, escrevemos:
fu=T}:={xeR":ulx) =T(x)} (3.27)
Desse modo, a expressdo (3.26) pode ser reescrita como:
X:={u=T}nB,. (3.28)

Proposi¢do 3.5 Se u(xy,) > 0 para algum ponto x, € B;, entdo I' > 0 em B; e

Demonstracéo:

Dado x € B3, se x = x,, entdo I'(x) = '(xy) = u*(xy) = ulxy) > 0. Se x # xo,
podemos escolher um ponto x; € B3, com x; # x, de modo que x pertenga ao
segmento que une x, a x;. Nesse caso, temos que x = (1 — t)x, + tx; para algum
t € (0,1). Pela concavidade de ' em B;, obtemos:

F(x) =T((1— )xo + txy) = (1 — O)T(x) + tT'(x1) > 0,

pois t, 1 — t e I'(x,) sdo positivos e T'(x;) =0 (jaque ' = u™ > 0 em By). Portanto,
['>0em B;.

Para provar que {u =T} N B; = {u =T}n B, basta mostrar que {u =T} NB; C
{fu=T}n B,. De fato, seja x € {u =T} N By, isto é, x € {fu =T} e x € B3; como
u(x) =T(x) >0eu<0emR"\ B;, segue que x € B; e, assim, x € {u =T} N B;.
|

Proposicdo 3.6 Seu < 0em R",entdo I' = 0 em R™.
Demonstracao:

Se u <0 em R" entdo ut =0 em R™ (isto é, u* é — ela prépria — um plano). Dai
segue o resultado. m

Proposicdo 3.7 Seja u uma funcdo limitada, semicontinua superiormente, tal que
u<0emR"\ B; e u(xy) > 0 para algum x, € B;. Entdo, existe um ponto x; € B;
tal que supu = u(x;) =T'(x;) =supT.

Demonstracéo:

Como u é limitada e semicontinua superiormente no compacto B, := B,(0) c R",
pela Proposicdo 2.6 temos que u atinge o seu valor maximo em algum ponto x; € B;.

Ou seja, existe um ponto x; € B, tal que u(x;) = sup u(x). Como u < 0 fora da bola
x631

B; e u(x;) = sup u(x) = u(x,) > 0, segue que x; € By. Assim, u(x;) = u(x) para
x631
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todo x € B, e, também, u(x;)>0>=>u(x) para todo x € R"\ B;. Portanto

u(x;) = sup u(x).
xX€ERM

Agora vamos mostrar que I'(x;) = u(x,). De fato, defina o plano p; : R" — R por:
p1(z) = u(x;), VzeR"
Entdo p, = u* em B5, pois, para todo z € B, temos:

e u(2)<0=u"(2) =0<ulx) =p.(2);e
e u(z)>0=u*(z) =u(z) <supu =u(x,) = p,(2).

Além disso, se p ¢ um plano qualquer tal que p = u* em B3, entdo, em particular,
p(x1) = u*(x;) = u(x;) = p1(x1). Logo,

p1(x;) = min{p(x;) : p éplano, p =u* em B3} = ['(xy).

Isto prova que I'(x;) = u(x;) = sup u. Finalmente, resta mostrar que I'(x;) = supT.
De fato, para todo x € B3, tem-se

I'(x) = min{p(x) : p é plano, p = u* em B3} < p;(x) = ul(x;) = '(xy).

E, paratodo x € R™ \ B3, I'(x) = 0 < u(x;) = I'(x;). Portanto, I'(x;) = supT, o0 que
conclui a demonstragao. m

Proposicdo 3.8 Seja u uma funcédo satisfazendo as mesmas hip6teses da proposicao
anterior (Proposicdo 3.7). Entdo, VI'(B3) = VI'(2).

Demonstracéo:

Como B; D B; D %, temos imediatamente que VI'(B;) o VI'(X). Agora vamos
mostrar a inclusdo contraria.

Fixamos x € Bs. Seja a € dI'(x). Devemos mostrar que a € VI'(X). Pela definicdo de
supergradiente, o plano p : R™ — R dado por p(z) = a - (z — x) + I'(x) satisfaz:

e p(x)=T()e
o p(2) 2T(2) = u*(2) paratodo z € Bj.

Note também que, como u(x,) > 0 para algum x, € B;, entdo p > 0 em B5 (pois
p=Tel > 0em B3, pela Proposigéo 3.5).

Vamos considerar dois casos: (1) x € X, ou (2) x ¢ X.
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Caso (1): x € X.

Este caso é trivial, pois se x € Z, entdo a € VI'(Z), e ndo ha mais nada a mostrar.

Caso (2): x ¢ X.

Neste caso, como x ¢ X, temos que p(x) = I'(x) > u't(x).
Afirmacdo: Existe z, € B; tal que p(z,) = ut(z,) = u(z,).
A prova da afirmag&o acima sera dividida em dois subcasos.
e p € constante:

Logo, paratodo z € R", tem-se p(z) = p(x) = T'(x) > u*(x) = 0.
Defina C :=p(x) > 0, de modo que p = C > 0.

Suponhamos, por absurdo, que p(z) > u*(z) para todo z € B;. Entdo, p(z) > u(z)
para todo z € B e, consequentemente, u(z) — p(z) < 0 para todo z € B; (note que,
se z € S3(0), entdo u(z) < 0ep(z) = C > 0,donde u(z) — p(z) < 0).

Como u é semicontinua superiormente e p € constante, temos que u — p também é
semicontinua superiormente. Logo, pela Proposicdo 2.6, existe um ponto z, € B tal
que

ZGB3

u(zo) — p(zo) = sup(u(z) —p(2)) = rzré«'l%(u(Z) —p(2)) <0.

Defina C; := —(u(zo) — p(zo)) > 0. Ou seja, mB_aX(u —p) = ulzy) —p(zy) = —C;.

Dai, u—p < —C;, donde u<p—C, =C—C; (em B;). Como u(x,) >0 para
algum x, € B; c By, tem-se C — C; = u(x,) > 0. Logo, para y € B;, temos: se
u(y) >0, entdo u*(y) =u(y) <C—C, =p—Cy; por outro lado, se u(y) <0,
entio ut(y)=0<C-C,=p—C,. Portanto, p—C,=>u* em B; e
consequentemente, p — C; = I' em B; (pois p — C; também é um plano). Entédo:

F(x) =p() >pk) - 2TKX).

Absurdo! Logo, existe z, € B3 tal que p(z,) = u*(z,). Como p =C > 0, tem-se
u*(zy) = p(zy) = C > 0 e, portanto, u(z,) > 0. Dai, p(z,) = u(z,), donde segue
que z, € £ c B; (ou seja, z, € um ponto de contato). Com isso, fica demonstrada a
afirmacéo quando p € constante.

e p néo e constante:

Suponhamos, por absurdo, que néo existe z € B, tal que p(z) = u™(z) = u(z). Logo,
p(z) > u*(z) = u(z) para todo z € B,. Assim, fazendo uma construcéo analoga a do
subcaso anterior, vemos que existe uma constante C; > 0 tal que
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p(z) =u(z) +C,, VzE€B,.
Existe, também, uma constante C, > 0 tal que
p(z) =C, >0, Vz€B,,

pois p é continua, B; é compacto e p € positiva em B;. Seja C3 := min{C;,C,} > 0.
Assim, dado z € B;, temos que:

e U <K0I=>ut@)=0=2ut@)+C;=C<C,=pl)=u"(2)+C;5e

e U =20=>ut@=u@=>ut@+CG=u@)+CG<ul@)+C =plz) =
ut(2) + C;.

Portanto,
p(z) =u*(z) +C;, Vz€B,.

Seja C, := Mr/réiB%p(w) > 0. Seja w, € B; tal que p(wy) = C,.

Observe que w, € S5(0). Realmente, lembre que p(z) =a-z+ B (Vz € R"), onde
f:=T(x) —a - x; entdo, se w, fosse um ponto no interior da bola B3, existiria t > 0
(t suficientemente pequeno) tal que w, — ta € B; (como p nédo é constante, a # 0 e
WO - ta #: Wo), e
p(wy—ta) = a-(wy—ta) + B = (a-wy + B) — tlal* = p(wy) — tlal* < p(wy).
Absurdo! Entdo realmente temos que w, € S5(0).
Se C, > 0, entdo

p — min{Cs, C,} = 0 em Bj.
Dai, o plano p definido por p := p — min{C3, C,} satisfaz

p(z) = p(z) — min{C3,C,} = p(z) — C; = u*(z), Vz€B;.
E também:
P(wo) = p(wp) — min{C;, C4} = p(wy) — C, = 0.

Portanto, p > 0em B; e p > u*™ = 0 em B; \ B;. Além disso, p = p — min{C;, C,} >
p—C3; =utemB;. Logo, p = u* em B;. Lembrando que p(x) = I'(x), temos que:

I'(x) < p(x) = p(x) — min{C;3,C,} = T'(x) — min{C3, C,} < I'(x).
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Absurdo! Logo, devemos ter C, = p(w,) = 0.

Como p(z) =a-z+pB (VzeR™) e p(wy) =0, tem-se a-wy+ B =0, donde
B=—-a-wy Dai,p(z)=a-z—a-wy=a-(z—wy), paratodo zeR", e p =0
em B;.

Afirmamos entdo que, para algum a > 0, tem-se a = —aw,,.
Primeiro mostremos que a e w, ndo podem ser ortogonais, isto é, a - wy # 0. Com
efeito, se fosse verdade que a - wy = 0, entdo seguiria que

p(0)=a-(0—wy) =—a-wy,=0.

Ou seja, teriamos um ponto de minimo para o plano p em B; no interior de B;.
Absurdo, pois ja vimos que isso ndo pode ocorrer! Logo, a e w, ndo sdo ortogonais.

Agora mostremos que a e w, sdo linearmente dependentes (LD). De fato, suponha que
a e w, ndo sdo LD. Denote por proj,(w,) a projecdo do vetor w, na direcdo de a.
Noutras palavras, temos que

Wo'a Wo'a

pro]a(wo) = a-a a= |a|2

a.

Note que proj,(wy) # 0, pois a e w, ndo sdo ortogonais. Além disso, podemos
escrever

wo = projqo(wo) + v,

onde v := w, — proj,(wy) # 0, pois estamos supondo que a e w, ndo sdo LD. Agora,
pelo Teorema de Pitagoras,

Iprojo(wo)|? = Iwo|? — [v|? < |w|? = 32,
Assim, |proj,(wy)| < 3 e temos que proj,(w,) € B5. Note, agora, que
p(proja(wo)) = p(wo —v) =a- (Wo—v —wp) = —a-v =0,

pois a e v sdo ortogonais. Logo, proj,(wy) € um ponto de minimo do plano p e
proj,(w,) esta no interior de B;. Absurdo! Portanto, a e w, sdo LD.

Seja, pois, a € R tal que a = —aw,. Note que a # 0, pois a e w, sd0 ambos ndo
nulos. Logo, também podemos escrever w, = (— 1/a)a. Entéo:

0=pw) <p(0) =a-(0-wp) =—-a-w,=—a(—1/a)a = (1/a)lal?,

donde segue que 1/a > 0, isto é, @ > 0. Assim a = —aw,, com a > 0.
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Resumindo, temos que p(z) = —aw, - (z—wy) (Vz€R"), e p(z) =ut(z) + C5
para todo z € B;.

Seja o' € R tal que (p (—%) —C3)/12 <a' < p(—%)/lZ =22, (—m) =a

12 3
(lembre que wy - wy = |wgl? =32 =9).Comop —C; >u* >0,entdo 0 < a’ < a.
Observe também que:

w
p(-2)-C 120 -c Cs
0 3 = =a——.
= 12 12 12

Logo 0 < 3a — (C3/4 < 3a’ < 3a.
Defina o plano p, : R® — R por:
P (2) = —a'wy - (z—wp), VzERM
Agora seja z € B;. Entdo, podemos escrever:
z = projy, (z) + v, = fwy + vy,
ondev, -wy=0¢e|B| <1/3.Entdo
p(2) = —aw, - (z — wp) = —aw, - (B — Dwy + v,) = 9a(1 - B).

De forma analoga, temos que p,(z) =9a’(1—pB), onde %s 1-8< g pois
1 , ’

1B] < > Dai, p,(z) <p(z) e py(2) =3(1—-p)3a’>3(1-pB)Ba—-C3/4) =

3 34

p(z) — 2(1 —p)C; = p(2) — Z§C3 =p(2) — C.

Ou seja, 0 < ut(z) <p(z) — C3 < p,(2) < p(z), para todo z € B;. Entdo, como

p, =0 em By (pois w, é ponto de minimo de p, em Bs), segue que p, = ut

em Bs.

Portanto, I'(z) < p,/(z) < p(z) paratodo z € B;. Em particular, como x € B, tem-se

['(x) < pyr(x) <p(x) =T).
Absurdo! Concluimos, assim, a afirmacao!
Logo, existe z, € B, tal que p(zy) = u*(zy) = u(zy) <T'(z,). Como T <p em Bs,

entdo I'(zy) = p(z,) = u(z,). Dai, segue que a = Vp(z,) é um supergradiente de T
em z,, ez, € X. Logo, a € dl'(z,) c VI'(Z). m
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Proposicdo 3.9 Seja u uma fungéo tal como na Proposic¢éo 3.7. Entdo, o conjunto de
contato X é fechado, isto é, & = X.

Demonstracao:

Seja x, € Z; isto é, existe uma sequéncia (x;)xey €M X tal que klim X = Xo. Vamos
—>00
mostrar que x, € X. Como I é continua e x;, — x,, entdo u(x;) = I'(x) — T'(xy).

Seja € > 0. Entdo, como u é semicontinua superiormente, existe uma bola B, (x,) tal
que, para todo x € B.(x,), tem-se u(x) < u(xy) + &. E como x;, — x,, existe um
namero natural k, € N tal que: k = k, = x;, € B.(x,). Assim, para todo k = k,,
tem-se u(x;,) < u(xy) + €. Logo, passando ao limite, concluimos que

[xo) = Jim TCe) = Jim u() < ulxo) + .

Como I'(xg) < u(xy) + € para todo € > 0, segue que I'(x,) < u(x,). Por outro lado,
u(xy) < ut(xy) < T'(xy). Dai, u(xy) =T'(xy) € xy € Z. Assim, X é fechado. m

A proposicdo abaixo estabelece que todos os vetores v que pertencem a uma
bola B, /¢(0) séo supergradientes de I' em B3, em que M :=sup I'. Note que, quanto
maior for o supremo de I', maior serd a quantidade de supergradientes de I' em Bj.

Proposicdo 3.10 Seja u uma funcdo tal como na Proposicdo 3.7, seja I' 0 seu
envelope cobncavo em B;, e defina M :=supl. Suponha que v € R" satisfaz
|lv] < M/6. Entdo, existe um ponto z, € B; e existe um plano p, : R™ — R cujo
gréfico toca o grafico de I' por cima em (zo, F(zo)), tal que Vp,(z,) = v.

Noutras palavras, existe z, € B; tal que o plano py(x):=v:(x —zy) +I'(zy)
(V x € R") satisfaz

{po (20) = I'(2p);

po = I' em B3.
Demonstracao:
Se v = 0 € R", basta tomar o plano constante p, = M = supI e 0 ponto z, € B; C
Bs tal que I'(zy) =supl’=M (veja a Proposicdo 3.7). Assim, vamos supor que
v#0.

Dado v € R™ tal que 0 < |v| < M /6, defina o plano p : R™ — R por

3v

p(x) = v-(x +m) (x € R™).

Note que p > 0 em B3. Com efeito, se z € B3, podemos escrever:
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z = proj,(z) +w,

onde v - w = 0 e proj,(z) = tl%l, com |¢t| < 3. Logo,

(2) (tv+ ) (tv+ +3v) t+3)|v|>0
zZ) = —tw]=v-|(t—F+W+—| = 1% .
PR =P\ ] v ]

Assim, dado z € B, temos:

3v
0<p2) = |p(2)| = |v - (z +W)| < vzl +|3Ivl| < vllz] + 3v] < 3]v] + 3Iv|
M
= 6lvl < 6= =M.

Logo, p(2) < T'(Z) para algum Z € B5. Seja

Bo := SSBE(F(Z) —p(2) 2T(@) - p(@) > 0.

Como T e p séo funcdes continuas, existe um ponto z, € B; tal que
['(zo) — p(20) = Bo-
Além disso, pela definicdo de S,, temos que
[(z) —p(z) < o, VzEB;.
Agora defina o plano p, : R® — R por
Po(x) = p(x) + By (x €R™).
Assim, T'(z) < po(2) paratodo z € Bs, e T'(zy) = po(2o).

Note que z, & S5(0), pois, para todo z € S;(0),tem-se I'(z) =0 < By < p(z) + By =
po(2) (p = 0 em B;). Logo, z, € Bs.

Resumindo: T < py em B3 D Bs, I'(z9) = po(25), 2o € B3, € Vpy = Vp = v, 0 que
conclui a demonstragdo. m
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4. CAPITULO 4 - UMAESTIMATIVAABP NAO LOCAL

Os resultados provados neste capitulo permitem estabelecer um paralelismo
com a teoria classica de EDP’s elipticas (veja [4]). Os Lemas 4.1 a 4.7 servem de base
para a demonstracdo dos Teoremas 4.1 e 4.2, que sdo 0s principais resultados deste
trabalho. Em especial, o Teorema 4.2 fornece uma estimativa ABP ndo local
(Estimativa (4.40), pagina 65) para subsolugdes M*u > —f em B, (0).

Comecamos com um lema bastante simples, cujo objetivo é apenas auxiliar a
demonstracdo do Lema 4.2.

Lema 4.1 Sejam B; e Bs, respectivamente, as bolas do R™ com centro na origem e
raios 1 e 3. Sejam x,y € R™. Logo:

(a) Sex e Byex+y €& B3, entdo x — y & B;; e também:

(b)Sex eBiex—y €& Bj,entdo x + y & B;.

By

Figura 4.1: llustragdo do item (a).

Demonstracao:
Vamos provar (a).
Sejam x,y € R™ tais que x € B; e x +y & B;. Logo, |x| <1, [x+y| =3 e, pela
desigualdade triangular, |x + y| < |x| + |y|. Portanto,

lyl = |x+yl—|x| =3-1=2.
Ainda pela desigualdade triangular, tem-se

lyl=1ly—x+x| <|y—x|+Ix] = |x -yl + x|

Logo,

lx—yl=lyl-Ix|=z2-1=1.
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Portanto, x —y & B;.
Para provar (b), podemos aplicar (a), trocando y por —y. m

Lema 4.2 Seja u limitada, com u < 0 em R™ \ B; € u(x,) > 0 para algum x, € B;.
Seja I' o0 seu envelope concavo em B;. Suponha que M*u(x) = —f(x) em B; no
sentido de viscosidade, onde f é uma fungéo continua e M* := M/ (ver Definic&o 1.6

e Observacao 1.4 — Pagina 8).

Entdo f(x) > 0 para todo ponto x € {u =T} N B,. Mais detalhadamente, dado
x € {u =T}N By, tem-se §(u,x,y) < 0 para todo y € R", §(u,x,y)* = 0 para todo
y €ER™, 6(u,x,y) < Oparatodoy € R" \ Byy4(0) €

A8~
f(X) = (Z—O')anlylmdy> 0.

Demonstracéo:

Fixe x € {u =T} N B;. Entdo u(x) = I'(x) = p(x), paraalgum plano p = u* > uem
Bs (Proposicdo 3.4 e Corolério 3.3). Note, entdo, que o plano p toca u por cima no
ponto x (e p é uma funcéo de classe C*). Pela Proposicédo 2.5, M*u(x) esta definido
classicamente e

\ AS* = 28"
M*u(x) = (2 - o) flledY- (4.1)
Rn

Ainda pela Proposicdo 2.5, temos que M¥u(x) = —f(x) no sentido usual da
desigualdade.

Vamos mostrar que 6(u,x,y) <0 para todo y € R". De fato, se x+y e x—y
pertencem ambos a bola B3, segue que 6(u, x,y) = u(x +y) + u(x —y) — 2u(x) =
ul(x+y)+ulx—y) —2px) <plx+y)+plx—y) —2p(x), pois u(x) = p(x) e
p=u em Bg; logo, 6§(u,x,y) <px+y)+plx—y)—2p(x) =0, pois p € um
plano (ver Coroléario 3.2). Por outro lado, se x +y & B; ou x —y & B, entdo, pelo
Lema 4.1, ambos ndo estdo em B; (ou seja, x+y & B; e x—y & B;); logo,
ux+y)<0 e u(x—y)<0 (porque u<0 em R"\B,), donde vem que
Su,x,y)=ulx+y)+ulx—y)—2ulx) =ulx+y)+ulx—y)—2r'(x) <0.

Agora afirmamos que 6(u, x,y) < 0 paratodo y € R™ \ By, (0) (isto é, sempre que
lyl =1+ |x|). De fato, se |y| =1+ |x], entdo |[x +y| = |y|—|x|=1¢e |x—y| =
|yl —|x| = 1, ou seja, x +y e x —y ndo pertencem a bola B;. Como u < 0 fora da
bola B;, tem-se u(x + y) + u(x —y) < 0. Agora note que, por hipdtese, u(x,) > 0
para algum ponto x, € B, e, consequentemente, I' > 0 em B; (pela Proposicéo 3.5).
Entdo, u(x) =T(x)>0 e 6(u,x,y) =ulx+y)+ulx—y)—2u(x) <0, como
afirmamos acima.
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Até aqui ndés mostramos que & < 0 em um conjunto de medida positiva, pois, como
vimos, § <0 em R"™\ By, ,(0). Portanto, 6~ >0 em um conjunto de medida
positiva. Por outro lado, como § < 0 em R", temos que §* = 0 em R". Logo,

N o —A6~
—f(x) <M*ulx) =2 —-o0) Rj,; P dy
U

A
f&x)=z(2-o0)
R’[T.‘

Iyl

5=
—dy>0. 1

Fixemos a notacdo a ser empregada no Lema 4.3. Para cada u limitada, com
u<0emR"\ By, seja ' =T(u) o seu envelope cdncavo em B5 (Definicdo 3.3), e
sejaM* := Mj{o (tal como no Lema 4.2 acima).

Definimos ainda po:=1/(8vVn) e, para todo inteiro k, com k >0,

1
T = po2 /(279 Jok = 5 2722 "% Para cada x € R", consideramos a seguinte
familia de anéis (parak = 0,1, 2, ...):

Ry (x) := B, (x) \ By, (x).

Seja w, 0 volume da bola unitaria em R"™, e denotemos por |A| a medida de
Lebesgue do subconjunto A c R™.

Note que se x é um ponto de contato, entdo u(y) < u(x) + VI'(x) - (y — x)
para todo y € B3, onde VI'(x) € aT'(x). Isso fornece uma estimativa superior para
u(y). A fim de obter algum controle inferior para u(y), o préximo lema estabelece
que, dado um paraboloide Q(y) :=u(x) + VI'(x) - (y —x) — M|y — x|*> (y € R")
que toca por baixo o plano p(y) :=u(x) + VI'(x) - (y — x) (y € R"), o conjunto dos
pontos que estdo abaixo de Q(y) tem medida controlada. Quanto maior for M
(M > 0), menor € a medida do conjunto de tais pontos. Ou seja, a maior parte dos
pontos fica entre o paraboloide e o plano, se M for grande.

Lema 4.3 Seja C, > = -—. Para toda u limitada, com u <0 em R*\ B; e
On\1757 J155m
u(xy) > 0 para algum x, € B;, para toda funcdo continua f tal que M*u(x) = —f(x)
em B; no sentido de viscosidade, para todo x € {u =T} N B, e para todo M > 0,

existe um inteiro k > 0 tal que

IRe() N {y € R™ : u(y) <u(x) + (y —x) - VI (x) — M}

< .9\ ), (42)

o M

onde VI'(x) representa um elemento qualquer do superdiferencial de T' em x, que
coincide com o seu gradiente, e também com o gradiente de u, quando estas fungdes
forem diferenciaveis.
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Demonstracao:

Apresentamos uma prova por absurdo. Suponhamos que, para alguma contante
Co > ) —, a afirmacéo proposta é falsa. Ou seja:
Wn\ 1737 JTozn
Existe u limitada, com u < 0 em R™ \ B; e u(x,) > 0 para algum x, € B, existe f
continua satisfazendo M*u(x) = —f(x) em B; no sentido de viscosidade, existe
algum ponto x € {u = I'} N B, e existe M > 0, tais que

Uh&ﬂﬂy€W1u@)<M@+%y—@-W00—M¢H
f (x) (4.3)

para todo inteiro k = 0.

Entdo, como x € {u = I'} N B,, segue imediatamente do Lema 4.2 que §(u,x,y) <0
paratodoy € R*, §* = 0emR",§ <0em R™ \ By, (0) e

f@=@-0) [Ty 48
Para cada inteiro k > 0, definimos "
A i={y eR": u(y) <ux) + (y — x) - V['(x) — Mr?}. (4.5)
Seja A;, — x atranslacdo do conjunto A, pelo vetor (—x) € R™. Ou seja,
Ay —x:={z€R":z=y —x, paraalgumy € A;} (4.6)

Logo,
Ay —x={z€R":u(x +2z) <ux) +z-VI(x) — Mr?}. (4.7)

Note que

5
jlyln-l'(fdy_ J |n+cr y Z J |n+cr (4'8)
R

R (0)

Por outro lado, para cada inteiro k > 0, temos que

5™
f |y|n+cr dy = f |y|n+cr dy' (4.9)
R (0) R (0)N(Ax—x)

Agora, vamos obter uma estimativa para &(u,x,y)~, com a qual podemos estimar a
integral que aparece a direita na expressao (4.9).

Sejay € Ri(0) N (Ax — x). Logo, 1,41 < |y| < 1y €, por (4.7),
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u(x +y) <ux)+y-Vl(x) — Mrf. (4.10)

Por outro lado, como TI' é céncava em B (Proposicdo 3.3), e como VI'(x) é um
supergradiente de I’ em x, tem-se I'(x — y) < I'(x) + (—y) - VI'(x). Dai,

ux—y)<T(x—y) <T(x)+ (=y) - VI'(x) = u(x) —y - V['(x).
Entao,
u(x —y) < u(x) —y - Vrx). (4.11)
Somando (4.10) e (4.11), obtemos:

ulx +v) +ulx —y) < 2u(x) — Mrf

u(x +y) +ulx — 3) —2u(x) < —Mr?
5(u, x, y)ﬂs —Mr?
—6(u, x, g) > Mr?
5~ zﬂMr,f (4.12)

Mostramos, assim, que &(u, x,y)~ = Mr? paratodo y € R, (0) n (4, — x). Logo,

5 Mr;
poyrape dy = ly|n+e dy
R (0)N(Ag—2x) Rk(O);/I(iE_x) (4.13)
2 v 47,

Ri(0)A(Ag-2) ©

pois |y| < r, em R, (0) N (4; — x). Consequentemente,

—dy = j MrE ™%y = Mr2 "¢ 1dy,

R (0)N(Ag—x) R (0)N(Ak—x) R (0)N(Ag—x)

e, portanto,

y|n+o dy = M2 " 7 |R,(0) N (A — x)| = Mr# ™9 R (x) N A,

Ry (0)n(Ax—x)

ja que a Medida de Lebesgue é invariante por translacdo. Mas, por (4.3), temos que
f(x)

IRe(x) 0 Al > Co L2 R (x)]. Assim,
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6~ e f()

o dy = Mrg™"77C,

IRk ()| = Cof TR, ()]
Ri(0)N (A=)
= Cof (O (wnriy' — @Tis1),

e, COMO 1,41 = 1./ 2, Segue que

6~ o 4 1 _
e dy = Cof )2 " °w, (r,? - 2—n> = Cow, f (%) (1 — 2—n> 2-o,
R (0)N(Ax—x)

Definindo ¢ := Cyw, (1 — zin) > 0, vem:

5
o 4y 2 of CIL (4.14)

Ry (0)N(Ag—x)

para todo inteiro k = 0. Agora, combinando (4.8), (4.9) e (4.14), obtemos:

[00]

5~
f o 4V 2 z : f e Y > ,[ e Ay 2 E cf (e
Iyl [yln+e |yl &

= Rk(O) ORk(O)ﬂ(Ak x)
2 -0 22—0
= cf(x)Zrk 7= o) = o W
—22——0—
2-0 2—0

2—0 2 - - 2
= cf(x)(pOZ‘l/(z‘“)) m = Cf(x)pg 02 1m. (415)

E agora, usando (4.15) em (4.4),

fx)=2—-0)2 f l dy
- in |y|n+a
2—0

2270 —1
— 0

220 1’

> (2 — DAcf ()pe-o2 (4.16)

= Acf (x)p5 72"~

Como f(x) > 0, podemos dividir ambos os membros de (4.16) por f(x). Fazendo
isso e definindo § :=2 — o > 0, vem:

B

1>/1cp321 "25 T

(4.17)

Observe que a fungdo exponencial B — 28 é convexa. Portanto, fixando o ponto
(0,2°), e fazendo o ponto (B, 2#) variar, concluimos que as inclinagdes
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2 —20 2 -1
-0 B

crescem a medida que f cresce. Logo, a medida que o decresce (¢ — 0%), temos que
B cresce (f — 27) e, consequentemente, % decresce. Assim,

B 2 2

> = —,
26—1722—-1 3

Logo, por (4.17), temos

2 2
1> Acp§21—0§ > Acp§2' s, (4.18)

pois p, := 1/(8vn) < 1. Finalmente, vem:

< 1
C <S ———
/1p§2‘1%
0
1 1
Coa)n (1 _Tl) S 1 1
Agin 3
0
1
Co = I A (4.19)
Wn ( - z_n) 192n

0 que nos da uma contradicéo! m

Observacdo 4.1 Note que C, (Lema 4.3) é uma constante universal, que depende
apenas de n e 4, mas ndo de ¢ (nem da funcdo u ou de qualquer outro parametro).

Observacdo 4.2 A escolha particular do valor de p, (po = 1/(8\/5)) é conveniente

para as demonstracdes de certas estimativas que servem de base para a desigualdade
de Harnack.

Observacgdo 4.3 Na demonstracdo do Lema 4.4 abaixo, vamos utilizar a nogéo de
simetria em relagdo a um ponto. Assim, no que segue, vamos recordar alguns
conceitos basicos sobre isometrias e, em especial, vamos provar uma proposigéo sobre
simetria em relagdo a um ponto (Proposicdo 4.1). Se preferir, o leitor pode passar
diretamente ao enunciado do Lema 4.4. Lembremos que uma isometria F em R" é
uma bijecdo F : R™ — R" tal que |F(x) — F(y)| = |x —y|, ¥ x,y € R™. Noutras
palavras, uma isometria (em R") € uma bijecdo (de R™ em R™) que “preserva as
distancias” entre pontos. Se A e B sdo subconjuntos de R", dizemos que A e B sdo
isométricos quando existe uma isometria F que transforma A em B, ou seja, tal que
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F(A) = B. Finalmente, observe que a medida de Lebesgue é invariante por isometrias;
ou seja, se A e B sdo isométricos, entdo |A| = |B].

Definigdo 4.1 Seja y € R™ um ponto fixado. Denominamos simetria em relagdo a y a
aplicacdo S, : R™ — R™ definida por

Sy(z):=2y—z (ze€ R") (4.20)

Note que, para cada z € R™, se escrevermos z' := S, (z) = 2y — z, segue de imediato
que y = (z + z')/2; ou seja, y € 0 ponto medio do segmento que une z a z' = S, (2).

Observacdo 4.4 E de verificacdo imediata que, para todo y € R™, S, € uma isometria.

Proposicdo 4.1 Seja r > 0, e sejam y,y;,y, € R" tais que y, = S, (y,), isto &,
y = (y; +¥,)/2. Entdo S,(B,(y,)) = B,(y,), ou seja, a simetria S, transforma
B,-(y,) em B,(y,). Em particular, B,.(y;) € B,-(y,) sdo isométricas.

Demonstracéo:

Primeiro vamos mostrar que S,, (Br(y1)) c B, (y,).

Dado z, € S,(B,(y,)), devemos provar que z, € B.(y,). Com efeito, temos que
z; = Sy(z;) = 2y —z;, para algum z; € B.(y;). Como z; € B.(y,), tem-se
|z, —y,| <r, e, portanto, |z, —y,| = |Sy(zz) — Sy(y2)| = |z, —yi| <r. Assim,
Z; € Br(y,).

Agora devemos mostrar que B,-(y,) € S, (Br ()’1))-
Seja z' € B.(y,). Queremos encontrar z € B, (y,) tal que S,,(z) = z'.
Defina z := 2y — z'. Primeiro note que S, (z) = z'. Para ver que z € B,.(y,), observe

que [z — y1| = |Sy(Z) - Sy(yl)l =|z' —y,| <r.Assim, z' € Sy(Br(yl))- u

Lema 4.4 Seja I' uma funcdo concava em B,.(x). Seja h > 0. Suponha que, para

1
- tem-se

, . <
algum nimero positivo & < D)

|y € R : T() < T@) + (v = %) - VI@) = B} 0 (B () \ By o () )|
< ngr(x) \ Br/z(x)l-

(4.21)
Entdo I'(y) = I'(x) + (y — x) - VI['(x) — h, paratodo y € B, ,(x).

Demonstracéo:

Fixe y € B, /,(x). A seguir, mostramos como obter y;, y, € B,(x) \ B, /,(x) tais que

e y=(y;+vy,)/2 (istoé, y, e y, sdo simétricos em relacdo a y), e
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3 .
o |yi—x|=|y,—x|= 27 (ou seja, y1,y, € 53r/4(x))-

Figura 4.2: Os pontos y, e y,

Se y = x, basta escolher um ponto y, sobre a esfera Ss,.,,(x) e, em seguida, tomar
y2 :=S8,(y1) = 2y —y; = 2x — y;. Suponhamos, entdo, que y # x. Nesse caso,
escolhemos um vetor unitario w € R™ (Jlw| = 1), tal que w é ortogonal a y — x.
Ent&o, podemos definir y, :=y + /(3r/4)% — |y — x|2 w. Subtraindo x de ambos 0s
membros da igualdade, vem que y; —x =(y —x) + \/(3r/4)2 —|ly—x]?w. E
como (y — x) é ortogonal a \/(Sr/4)2 — |y — x|? w, 0 Teorema de Pitagoras (em R™)
nos da que

2
1= %12 = ly = xI2 + [ Gr/®? =y — x> w|

= ly—xP + (VGr/a7 — Iy —xP) Iwl? = Gr/4)?,

Portanto, |y, —x| = %r. Agora basta definir y,:=5,(y;) =2y —y; =2y —
[y +J@r/9)2—ly—xI2w] =y +/@Br/92— |y —x|>(—w). Como (-w)
também é um vetor unitario ortogonal a y — x, raciocinio analogo mostra que
ly, — x| = %r. Dessa forma, demonstramos a existéncia dos pontos y; e y, com as

propriedades exigidas.

Agora, consideremos as bolas B, /4 (1) € B, ,4(y,) (veja a Figura 4.3 a seguir).
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Figura 4.3: As bolas B, /,(y,) € B, /4(y2)

Como vy, e y, sdo simétricos em relacdo a y (por construcao), segue da Proposicédo 4.1
que as bolas B, /4(y,) € By/4(y,) sdo simétricas em relagdo a y. Além disso, ambas

estdo contidas no anel B,.(x) \ B;/,(x). De fato, vamos mostrar que, se y € Sz, /4(x),

entao Br/4(y) c Br(x) \ Br/z(x)-

Dado z € B,/4(9), tem-se |z—3F|<r/4;, logo, |[z—x|<|z—-F|+ [y —x|<
(r/4)+ (3r/4) =r,isto é, z € B,.(x). Poroutro lado, |y — x| < |y —z| + |z — x| =
lz—9|+|z—x|, donde |z—x|=|y—x|—-1|z—y|=@Br/4)—-(/4)=1r/2;
assim, z & B,/,(x). Dessa forma, concluimos que z€ B.(x)\ B,,2(x) e,
consequentemente, B,./4(9) € B, (x) \ B, /2(x).

Agora recordemos que, por hipOtese, existe um nimero positivo & com
€< i ﬁ tal que vale a relacéo (4.21). A fim de simplificar a notagdo, defina:

Ap:={9 € R": T(J) <T(x) + (J —x) - V['(x) — h}.

Afirmacdo 1: Para todo § € Sz, /4(x), tem-se |B,/4($) n (R™\ 4,)| = E|Br/4(37)| e
. 1 .
|Br/4(y) N Ah| < 2 |Br/4(y)|-

De fato, observe primeiro que

R ™" 1
B, wn (7) @ 12 1

|Br(x) \Br/z(x)| B W0, — @, (%)n - 1 _Zin Togqnogn _ 1 2n(2n — 1).

Agora veja que

|Br/4(y) n (]Rn \Ah)l = |Br/4(5\’)| - |Br/4-(y) nAhl
> |By/a@)] = (B0 \ Bry2(6)) 0 A,
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pois B, /4(¥) € B,.(x) \ B,/2(x). Mas, pela relagdo (4.21), tem-se

|(B- G\ Br/2(0)) | < ]B, () \ B2 (o)
Consequentemente,

|Br/4(y) n (Rn \Ah)l = |Br/4(y)| - ngr(x) \ Br/z(x)l
1 1 1

2o D) |B-()\ Bry2(0)| =7 D) |B- () \ Br/2 (%)
3 1 3 R
=1 =D |Br )\ B j2(x)| = I |Br/a)]-

. ~ 3 ~ . ~ 1 ~
Ou seja, |B/a(3) N (R"\Ap)| = [Bru(@)| Dai, |B,/a(@) N An| <3 [Brn@).
Concluimos, assim, a Afirmacéo 1.

Afirmacéo 2: Existe z; € B,./4(y;) N (R™ \ 4y) tal que S,,(z;) € (R™ \ 4p).

Facamos a prova por absurdo. Suponha que, para todo z; € B,/4(y;) N (R™ \ 4p),
vale S, (z,) € Aj. Logo, S, (Br/4(y1) N (R™ \Ah)) C B, /4(y2) N Ay. Desse modo,

como S, € uma isometria (Observacdo 4.4), e como a medida de Lebesgue € invariante
por isometrias, segue que

1B /a(r1) 0 (R™\ 43| = |y (Brja(yn) 0 (R 4y))|

(4.22)
< |Br/4(y2) N Ahl-
Agora, utilizando o resultado da Afirmacdo 1 na Estimativa (4.22), obtemos:
3 n
I |Br/a)| < |Brja(y) N (R™\ Ap)| < |Br/a(y2) N0 Ay
(4.23)

1
< ZlBr/él-(yZ)l-

Como |B,/4(¥1)| = |By/4(y2)|, chegamos a: %s % Absurdo! Concluimos, assim, a
Afirmacdo 2.

Agora fixe um ponto z; tal como na Afirmagéo 2. Ou seja, z; € B,/4(y1) N (R™ \ 4p)
eSy(z1) =2y —z; € (R™\ Ay). Defina z, := 5,,(z;) € B,,4(y,). L0go, 0s pontos z,
e z,, assim obtidos, séo tais que:

® 21 €B/s(31), 22 € Byrya(32);

e I'(z9) ; I'(x)+ (zy —x)-VI['(x) —h;e
e I'(z,)=>2T(x)+(z, —x) -VI(x)—h.
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Finalmente, pela concavidade de I, tem-se

2 2 2 2

- 1 + (252 - 4) - 90 -

=T(x)+(y—x)-V[(x)—h. W

r(y) = r(lz1 +lzz) = r<(1 —1) 2 +1z2> > (1 —%) [(z) +%F(zz)

Lema 4.5 Paratodo ¢, > 0, existe uma constante C tal que, para toda funcéo u, toda
funcdo f e todo ponto de contato x nas mesmas hipoteses do Lema 4.3, existe um
nimero r € (0, po2~ @~ tal que

|7 € B, () \ Bryo@)  u(y) <) + (0 = 2) - VIGx) = CF ()r?|
|B,-(x) \ By./2 (%)) (4.24)

<&-

Além disso, existe uma constante universal C tal que, para toda funcio u, toda fungio
f e todo ponto de contato x nas hipdteses do Lema 4.3, existe r € (0, pp2~/?~] tal
que

9T (B,/4(0))| < CF ()" B, /4 (2)]. (4.25)
Lembre que p, = 1/(8vVn).
Demonstracao:
Seja g, > 0 um ndmero positivo dado.

De acordo com o Lema 4.3, para toda constante M > 0 (e também para toda u, toda f
e todo ponto de contato x nas hipoteses do Lema), existe um inteiro k > 0, tal que

I{y € Re(x) : u(y) <u(x) + (y — x) - VI'(x) — Mr}|

<622 p, ol (420

onde C, € uma constante universal (que depende apenas de n e 7).

Defina C := C,/¢y, € M := Cf(x). Entdo, para toda u, toda f e todo ponto de contato x
nas hipéteses do Lema 4.3, existe um inteiro k > 0, tal que

[y € Ri(x) s u(y) <u(x) + (y — x) - VI'(x) = Cf o)}

f(x) (4.27)
< Gy m |Ri ()1

Definindo r := 1y, € (0, py2~ (=91, obtemos:
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[{y € B, () \ B./5(x) : u(y) <u(x) + (y — x) - V['(x) — Cf (x)r?}]
|B-(x) \ By/2(x)| (4.28)

< &

Com isso, provamos a relacdo (4.24). Agora vamos demonstrar (4.25).

Seja € :=i ﬁ Seja C, a constante correspondente, para a qual vale a relacdo
(4.24).

Afirmacdo 1: Sejam u, f e x conforme o enunciado do Lema 4.3. Seja

r € (0, po2~ (297 tal que vale (4.24), com C = C,. Dado um supergradiente de T

em x, VI'(x), entdo, para todo y € B, /,(x) e paratodo v € R™ tal que |[v| = 1, tem-se
(VI['(x) = VI () - v < 8C.f ()1, (4.29)

onde VI'(y) € um supergradiente qualquer de ' em y.

Para provar esta afirmacdo, considere t > 0 tal que y + tv € S3,./5(x). A seguir,
definaw :=y + tv.

Figura4.4:Opontow =y + tv

Como |lw—x| =3r/8,temos que t = |[tv| = |(y + tv) —y| = |lw —y| > (3r/8) —
(r/4) =r/8.
1 1

. o 2 P
Seja h:=Cef(x)r®>0. Como &= -

imediatamente o Lema 4.4. Logo, temos que IT'(w) =T(x) + VI'(x) - (w — x) — h,
pois w € S3,/g(x) € B, /,(x). Portanto,

e vale (4.24), podemos aplicar

T(w) —T(y) + T(y) = [(x) = VI'(x) - (W — x) — h. (4.30)

Note que, pela defini¢do de supergradiente,
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Trw) —T() < Vr (@) (w—y). (4.31)
De (4.30) e (4.31), temos

VI(y) - w—=y)+T@)-Tx)=Vl(x)-(W—x)—h
i}
Fy)-Tx)=VIx)-wW—=y)+VI(x)-(y—x)=VI(Q)-W—-y)—h
3
F(y)—T(x) -V - (y—x)+h= (V&) —®)) - (w—y).

Novamente, pela definicdo de supergradiente, I'(y) —I'(x) — VI'(x) - (y —x) < 0. E
lembrando que w — y = tv (t > r/8), obtemos:

h>T(y) —T(x) = VI(x) - (y —x) + h = ¢(VI['(x) — VI['(y)) - v.

Assim,

VI(x) —VI(y)) v < h < §h =§ f (01?2 =8C.f(x)r,
t T r

como queriamos!
Agora defina € := 32" C*. Provemos que, para esta constante C, vale (4.25).

Sejam u e f funcbes e x um ponto de contato, satisfazendo as hipoteses do Lema 4.3.
Sejar € (0, py2~ Y@= tal que vale (4.24), com C = C,.
VI (x)-VI'(y)

Fixe y € B,./4(x). Tomando v := RO (note que |v| = 1), podemos aplicar a

afirmacdo acima, de modo que:

(VI'(x) = VI (y)) - v < 8C.f (xX)r
|}
VI (x) = VI (y)| < 8Ccf ()
)
VF(y) € BSCSf(x)r(VF(x))-

Assim, para todo y € B,./,(x), tem-se VI'(y) € Bgcgf(x)r(VF(x)), qualquer que seja
VI'(y) € aT'(y). Entdo,

VT (B/4(x)) < Bocyrcor (VT ().
Como consequéncia, temos que

197 (B1/4 ()| < |Bacyroor (VT (0))] = 0(8CF ()" = w,8"CLf ()™

= 3272 f )" o (5) | = €F "B, a0
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Note que C :=32™C? ndo depende u, f ou x (a constante & foi definida apenas em
funcdo de n). Fica, portanto, demonstrada a relacéo (4.25). m

Lema 4.6 Sejam u e f fungdes tais como no Lema 4.3. Seja M > 0. Seja £ o conjunto
de contato {u =T} N B;. Para cada x € X, seja k(x) =0 o numero inteiro cuja
existéncia é garantida no Lema 4.3. Ainda, para cada x € X, considere
o € (0, pe27/(279)], obtido conforme o Lema 4.3, e defina r(x) := 1) /4.

Considere a cobertura aberta de Z, {Br(x) (x)}xez (note que 0 < r(x) < 1). Entdo,

existe X € I, com X = {x;, %y, ..., xj, ... } (U X = {xy, %, ..., x;}) enumeravel, tal que:

(b) Para cada x € X, existe apenas uma quantidade finita de elementos de X, x;,, x;,,
. Xj, € X, para os quais
X E Br(xj.)(xji)’ vie{l,.., k}

Note que a condicédo (b) acima pode ser reformulada nos seguintes termos:

Cada ponto x € ¥ pertence a apenas uma quantidade finita de bolas da cobertura

{Br(x]-) (xj)}xjexl

Demonstracao:

Primeiro, definimos s, := supr(x) < 1. Note que s, > 0, pois cada r(x) € positivo.
XEX

Sejam x; € £ com 7(x;) > So/2, By i= Brixy (1) € Fy i {B@(x) | Broo(x) & Bl}.
5 5

Temos duas possibilidades: F; =@ ou F; # @. Se F; = @, entdo Brw(x) € By,
5

Vx €X. Dai, £ C UyesBrw(x) © By(y,)(x1). Ou seja, uma bola cobre todo o Z.
5

Se F, # @, defina s; := sup {r(x) | Breo (x) € Tl} < Sp.
5

Sejam x, €Z, tal que Brap(xy) EF; € 1(xp) >51/2, By:i=Bp,)(x) €
5

F, = {B@(x) €F;|Brm(x) ¢ BZ} cF;. Temos que: F,=0 ou F,*0.
5 5

Suponhamos ¥, = @. Entdo, se Brw (x) € F;, tem-se Brx (x) € B,. Portanto:
5 5

e Brw(x) cB;ou
5

5 5 5
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Assim, X € Uyex Breo(x) © By U By = By(y)(x1) U Bry,)(x2). Ou seja, duas bolas
5

cobrem todo o X. Se F, # @, defina s, :=sup {r(x) | Breo(x) € 7—"2} < s; (s < sy,
5

porque F, < F;).
Podemos definir x;, By, Fx, s, (k € N) de forma indutiva, como a seguir.

Sejam xy € I, tal que By, )(xx) € Fr—1 € 1(xx) > Sg—1/2, By :=By(y,)(xy) €
5

F, 1= {B@(x) € Fr-1 | Brm(x) & Bk} C Fr_q. Temos que: Fr, =@ ou Fy # Q.
5 5

Suponhamos F;, = @. Entéo, se Bra (x) € Fj_1, tem-se Brwx (x) € By. Portanto:

5 5

L B@(X) C Bl U BZ U..U Bk—l ou

5

¢ Brwx)&B;,i=1,..,k—1=Bwxnx EFiNF,N.NF_4 =
5 5

Brio(x) C By.
5
Assim, X € Uyex Brawy(x) € B{ UB, U ..U By. Ou seja, k bolas cobrem todo o X.
5

Neste caso, o resultado do lema estd provado, bastando tomar X = {x, ..., x}.
Se Fp + @, defina s, :=sup {r(x) | Breo(x) € Tk} < Sk_q1 (Sk < sg_1, porque
5

Dessa forma, supondo F, # @ para todo k € N, obtemos uma colegdo infinita
enumeravel de bolas {Bl, .., Bj, } construida conforme as regras acima. Neste caso,
valem as seguintes afirmagdes:

Afirmacéo 1: klim r(xg) = klim s = 0.

Para provar a Afirmagéo 1, comecamos observando que By (x)(x;) N Br(xj)(xj) =@ se
5 5
i #j. De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que i <j. Note que
Br(xj)(xj) € Fj_1 € F; (pois j — 1 > i). Logo, Br(xj)(xj) ¢ B; = By ().
5

5
Suponhamos, por absurdo, que Br(x]_) (x]) N B@(xi) # @. Existe, pois, um elemento
e 5

5

ZE€E Br(xj)(xj) N By (7).
5

5

Sew € B,(, (x;), entdo

5

(o) (%) | )
5 + 5 + 5 °

lw—x;| < |w—xj|+|xj—z| + |z — x| <

Porém, como r(x;) < s;_,, temos:
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r(x;)

wW—=x;| <=Sj_1+—
| l| 5] 1 5

E como r(x;) > s;-1/2 = sj_1/2, vem:

lw—x;| <= (Zr(X))+ (51) r(x;).

Dai, w € By(x, (x;). Portanto B, (xj) C Br(xp(x;), 0 que é absurdo!

5
Logo, Br(x () N By (x]) @ para i # j. Note também que r(xk)(xk) c B,(0)

para todo k € N, pois xk €X c B;(0) er(x;)/5 < r(x;) < 1. Entdo:

[0e]

>

k=1

ra) (i) | = re) (Xie) | < [B2(0)] < +co.
5 5

Logo N2, wy[r(xx)/5]™ < +o e, portanto, (r(x;))" — 0.

Ou seja, klim r(x,) = 0. E como s, < 2r(x;4+1), Segue que klim s, =0, 0 que
completa a prova da Afirmacao 1.

Afirmacdo 2: ¥ < Uyen Bx-

De fato, seja x € X. Suponhamos, por absurdo, que x € Uyeyn Bx- ENntdo x & By, para

todo k € N. Consequentemente, Brw (x) & By, para todo k € N (pois o centro x néo
5

estd em nenhuma das bolas Bj). Assim, pela definicdio das familias F
(k=1,2,3,..), temos que Brax (x) € Fy, Bre(x) € Fy, Brw(x) € Fs, ...

5 5 5
Ou seja, Bra(x) € F, para todo k € N. Portanto, pela definicdo de s, (k=

5
1,2,3,...), concluimos que r(x) < s; para todo k € N. Logo, r(x) < klim s = 0.

Absurdo! Dai, x € Uen By €, consequentemente, X € Uyey Bk

Afirmacdo 3: Dado x € Z, existe apenas uma quantidade finita de bolas B;, que contém
0 ponto x.

De fato, seja x € X. Suponhamos, por absurdo, que existe uma quantidade infinita de
PONtos {xy,, Xy, - Xk, s - }, kK1 < kg < -+ < kyy, < -+, para os quais

X € Br(ka)(ka) =By, VmeN.
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Em particular, temos que x € B..(y, (xk,)- Além disso, como r(x,,) — 0 (veja a
Afirmacéo 1), existe um m, € N (m, > 1) tal que 2r (kao) < (e, ) — | — x|
Assim, B, (s ) (kao) C By(x,,)(Xk, ), POiS se z € B, (s, (kao), entao

|Z _ ka0| <7 (kao) < T(xkl) —2|x - xk1|’

e, consequentemente,

|Z—xk1| < |Z—ka0| + |ka0 —x| + |x—xk1|

< 7 (i) _le ~ | +r (kao) + | — x|

- r(x,) _zlx — X | + () _zlx ~ | + |x = xi, | = r(x,).

Portanto, z € Br(xkl)(xkl), provando que Br(xk )(kao) c Br(xkl)(xkl). Temos,
mo

assim, um absurdo, pois

) (kao) & By, = Br(xkl)(xh)'

Br(kao
5

A relacdo acima decorre do fato de que Br(xk )(kao) & By para todo k < k. E
mo

5
esta ultima afirmacéo, por sua vez, decorre das defini¢des de x;, F, (k € N) e do fato

de que F; o F, D - D F_4 D Fj, D -+ Concluimos, pois, a prova da Afirmacédo 3,
bem como a demonstra¢ao do Lema. m

Lema 4.7 Seja {Br(x)(x)}xez a cobertura aberta de X definida no Lema 4.6. Seja
{Br(xj)(xj)} < {B,(x)},_, @ subcobertura de = construida no Lema 4.6. Para
X

Xj€
simplificar a notagdo, definimos B; := B,(,)(x;) € B; := B, )(;). Entdo

5

> UBj > UBJ- > C(supuw)™,

J J

U B (x) ()

XEX

onde C > 0 ndo depende da subsolucéo u do problema M*u = —f em B;.
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Demonstracao:

Pela Proposicdo 3.7, supu = sup I'. Defina M :=supI'. Entdo, pela Proposi¢do 3.10,
dado v € R™ com |v| < M /6, existe um ponto z, € B; tal que o plano p, definido por
Po(x):=v - (x —zy) +T'(zy) (Vx € R") satisfaz

{Po (zo) = T'(zo);

po = I'em B.

As condic¢Bes acima implicam que v = Vpy(z,) € um supergradiente de T' em z,.
Como z, € Bs, temos que v € VI'(B3). Noutras palavras, mostramos que:

v € Bu(0) = v € VI'(By).
6

Isto &,
Bm(0) c VI'(B3).
6

Entao,

n

9781 > [Bu(®)] = () o

onde w,, representa o volume da bola unitaria em R™. Assim,
(supw)™ = (sup)" = M" < G |VI'(B3)|,
onde C; = 6™ /w, > 0 depende apenas de n.
Pela Proposicéo 3.8, VI'(B3) = VI'(X). Mas, pelo Lema 4.6, ¥ < U; B;. Logo,

VI'(B;) = VI'(Z) © U vr(B;)
J

U

[VL(B3)| < Uvr(Bj) SZ|VF(B,-)|. (4.32)
j j

Lembre que B; := B, )(%;) € r(x;) :=1y(x,)/4 (veja 0 enunciado do Lema 4.6).
Entdo, pelo Lema 4.5 [Estimativa (4.25)], tem-se

\vr(B)| < C£(x;)" |5,
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para todo j. Porém, como f € continua (veja o enunciado do Lema 4.3), £ c B; é
limitado e fechado (Proposicdo 3.9), e f > 0 em Z (Lema 4.2), segue que

0 <supf < oo
p>
Logo,

|V (B;)| < C,|Bj|, V), (4.33)

n
onde C, = C (sup f) > 0. Usando (4.33) e (4.32), obtemos:
hX

Bl < ) GlBl =6 ) | (4:34)
j j
Como (sup )™ < C,|VI'(B53)], tem-se

(supD)™ < G5 Z|BJ|- (4.35)

]
Onde C3 - C1C2 > O
Agora devemos recordar gque, na prova do Lema 4.6, nGs mostramos que E’j NB; =0

para i # j (veja a prova da Afirmacdo 1 na demonstracdo do Lema 4.6). A partir dai e
de (4.35), segue que

(supT)" < C; ) [B| = & ) 57|By| = 57C; ) |By| = 57 || ] 3|
J J J J

Finalmente, como U; B; € U; B; © Uyes Br(x)(x) € sup T = supu, concluimos que

U By (x)(x)

XEX

> UB]- > Uéj > C(supu)™, (4.36)

] ]
onde C = 1/(5™C3) > 0 ndo depende de u. m

Observacédo 4.5 Note que, no Lema 4.7, é provado que B, /(0) c VI'(B3). Logo,
pela Proposicdo 3.8, By /6(0) < VI'(Z). Assim,

n

M
(E) Wy = [Buys(0)] < VT (D).
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Como dissemos na introducdo do trabalho, o Teorema 4.1 abaixo fornece uma
decomposic¢éo do tipo Calderon—Zygmund ([14]) na qual os “subcubos” cobrem todo o
conjunto de contato X. Além disso, ele fornece estimativas para o Teorema 4.2.

Teorema 4.1 Existem constantes universais C* >0, ¢ >0 e u > 0, que dependem
apenas de n, A e A (mas nédo de o), para as quais vale o resultado:

Se u é limitada, u <0 em R"\ By, u(x,) > 0 para algum x, € B;, M*tu(x) >
—f(x) em By no sentido de viscosidade e f é continua, entdo existe uma familia finita
de cubos abertos Q; (j = 1, ..., m), com didametros d;, satisfazendo o seguinte:

(i) Q;NQj=0parai +#j.

(i) ZcUL,Q;.

(iii)  ZnQ; # @ paratodo Q;.

(iv)  d; < pe27? 9 onde p, = 1/(8Vn).

W @) <c (maer) Il

(vi) ‘{y €17VnQ; :u(y) =T(y) - C <m@axf> djz}

> u|Qy.

Como sempre, T denota o envelope céncavo de u em B; :=B3(0)eX ={u =T} N B;
€ 0 conjunto de contato.

-
pEND

7 Q)
g 4
\V4

Figura 4.5: Familia de cubos cobrindo

.

Demonstracéo:

Fixamos u e f nas condi¢cbes do teorema. Lembremos que X c B;. Seja
L:=(pg271/(2=9)) /y/n. Seja k € N tal que kl > 1, e considere o cubo (—kl, kI)"™ o
(—=1,1)" > B; o X. Note que o cubo (—kl kl)™ esta dividido em (2k)™ cubos
menores cujas arestas tém comprimentos iguais a [. Cada um desses cubos menores
possui didmetro igual a IvVn = py2~1/2=9). A sequir, nés descartamos todos aqueles
cubos cujos fechos ndo intersectam X.
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Observe que, neste ponto, obtemos uma familia de cubos satisfazendo os itens
(i), (ii), (iii) e (iv) acima. Sempre que um cubo da familia ndo satisfaz (v) e (vi), nés o
dividimos em 2™ cubos menores, bastando — para isso — dividir cada uma de suas
arestas ao meio; 0s cubos resultantes dessa decomposi¢édo tém diametro igual a 1/2 do
diametro do cubo que foi dividido; nés entdo descartamos todos aqueles cubos cujos
fechos néo intersectam X. Os cubos resultantes substituem o cubo da decomposigéo
inicial que ndo satisfazia (v) e (vi).

Obtemos, assim, uma familia de cubos que continua satisfazendo os itens (i),
(i), (iii) e (iv) acima. Agora, nosso problema é provar que, em algum momento, todos
0s cubos da familia irdo satisfazer (v) e (vi), de modo que este processo de
decomposic¢do deve terminar ap6s um numero finito de etapas.

Suponhamos, por absurdo, que o processo descrito acima ndo termina em um
namero finito de etapas; ou seja, em cada etapa do processo, ha sempre algum cubo
que ndo satisfaz (v) e (vi). Logo, nds obtemos uma sequéncia infinita de cubos
encaixados que ndo satisfazem (v) e (vi). O didmetro de cada cubo dessa sequéncia é
igual @ metade do didmetro do cubo anterior. Portanto, os fechos de todos esses cubos
devem se intersectar em um unico ponto x,. Como cada um dos fechos desses cubos

intersecta o conjunto de contato X, temos que existe uma sequéncia de pontos (xj)jeN
em X tal que lim x; = x,. Como X € um conjunto fechado (Proposicéo 3.9), segue que
j—o00
Xo € X, 0u seja, u(xy) =TI'(xy) € xy € B;.
No Lema 4.5, n6s provamos que existe uma constante universal € tal que, para

toda funcéo u, toda funcdo f e todo ponto de contato x nas hipdteses do Lema 4.3,
existe 7 € (0, po2~ 9] tal que

|97 (B, /4 (0))| < CF )" [Brra ()]

Entdo, como x, € X, existe um raio r, com 0 < r < p2~/2=9 tal que
|97 (B, /4 (x0) )| < CF Co)"|By a0 (4.37)

. 1 1
Seja €:= 2 77D

Afirmacdo 1 e a definicdo de € na demonstracdo do Lema 4.5), 0 mesmo raio r que
satisfaz a condicdo (4.37) acima também satisfaz:

> 0. Conforme a demonstracdo do Lema 4.5 (veja a prova da

[{y € Br(x0) \ Br/2(x0) : u(y) < u(xo) + (¥ — x0) - VI'(xq) — Cf (x0)72}|
| B, (x0) \ Br/2(x0)| (4.38)
<e¢

)

para alguma constante € > 0, que depende de . Note que, como ¢ foi definido de
uma maneira especifica em termos de n, entdo a constante C em (4.38) depende
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somente de n e A (para maiores detalhes, veja a demonstracdo da relacdo (4.24) do
Lema 4.5 e 0 enunciado do Lema 4.3).

Cada cubo Q; da sequéncia infinita construida acima possui um diametro d;, tal
que djy1 = d;/2 (Vj €N) e, em particular, d; — 0. Note ainda que, na primeira
etapa do processo, nos construimos cubos de diametros exatamente iguais a
P02~ /2= > r Logo, existe algum cubo Q; da sequéncia, com x, € Qj, tal que
T T
-<d;j<-.

8 4

Para todo y € Q;, tem-se |y — x| < d; <= portanto, Q; € By4(x). Além
disso, vamos mostrar que B, (x,) € 17v/n Qj, onde 174/n Q; denota o cubo que tem o
mesmo centro de Q; e diametro igual a 174/n d;.

De fato, seja y € B.(x,). Entdo |y —xo| <r < 8d;, pois d; =r/8. Seja
z; € R™ o centro do cubo Q;.

Q;

e Iy

Figura 4.6: O centro de Q;

d; . d; 17
Logo |X0— ]|S7j Assim, |y—Z]|S|y—X0|+|XO— ]|<8d] +7j=7dj Ou
seja, y € Bﬁd.(Zj). Mas a bola Bl_7d_(zj) esta contida no cubo de centro z; e diametro
2] 2]

17vn d;, o qual denotamos por 17+/n Q;. Portanto y € 17v/n Q;, e isso mostra que
B,(x9) € 17n Q;. Assim, Q; € B, ;4(x,) € B,(x) € 17Vn Q;.

Agora note que 0 17+n Qj € B,(0). Com efeito, se y € 17+/n Q;, entdo

ly — x0] < 17\/ﬁd]-. E como d;<r/4, temos que |[y|<|y—xol+ [xo <
1/(2-0)

(17vn) i+ 1< (17ym) 22—+ 1 = (”f) () () +1 <

(174ﬁ) (ﬁ) (le_o)) 1= (;—Z) (%) +1<1+1=2 Ouseja y € B,(0).

Denotando por VI'(x,) um supergradiente de ' em x,, e lembrando que
I'(xy) = ulxy), temos que I'(y) < u(xy) + (y — xg) - VI'(xy), paratodo y € B,(0) o
17+/n Q i D B.(x0). Vamos agora mostrar a seguinte incluséo:

{y € 17V/n Qj:u(y) = ulxg) + (y — x0) - VI'(xp) — Cf(xo)rz}
c {y €17VnQ; s u(y) =T(y) - C (r%a_Xf> d,-z},
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onde € := 64C > 0 e C ¢ a constante que aparece em (4.38).

De fato, se y € 17vn Q; e vale u(y) = u(xy) + (y — xo) - VI['(xg) — Cf (xo)r?, entéo

u(y) =T(y) = Cf(x)r? =T(y) - C <r%qxf> r?2. E como r/8 <d;, temos que

J

r? < 64d?. Logo u(y) =T'(y) - C (rrg;@xf) (64d?) =T() - C (rrz_)qxf) d}, o que
J J

prova a inclusdo acima.
Consequentemente, usando a relacdo (4.38) e que Q i C© By a(x,), obtemos:

{y €17vnQ; :u(y) 2T(y) - C <r%a><f> df}

= |{y € 17Vn Qj:u(y) = ulxg) + (y — x0) - VI'(xp) — Cf(xo)r2}|
= |y € B, (x0) \ Br/2(x0) : u(y) = ulxp) + (y — x0) - VI'(xp) — Cf(xo)T2|
> (1- S)lBr(xo) \ Br/z(xo)l = HlBr/4(xo)| = lllel-

A constante u > 0 acima pode ser calculada explicitamente. De fato, temos que

n n
|Br(x0) \ Br/z(xo)l = rnwn - (%) Wy = [1 - Zin rnwn’ € |Br/4(x0)| = (2) wy =
%nr”a)n. Portanto |B,(xo) \ Br/2(xo)|/|Br/a(xe)| = 4™ [1 — Zin] e, equivalentemente,
B, (x0) \ By/2(x0)| = 4" [1 = =| |By/a(x0)|.  Definindo i := (1 - £)4" [1——

2n on |’
obtemos a relacdo mostrada acima. Note que u depende apenas de n (pois definimos &
exclusivamente em termos de n).

Portanto, para o cubo Q;, o item (vi) é valido. Além disso, como
Q; € By/a(x,), entdo VF((}j)cVF(Br/4(xO)). Dai, usando (4.37), tem-se

V()| < |VT (Br/aCxo) )| < CF (o)™ |Br/a(x0)] < € (r%axf> |B, /4 (x)|. Agora

note que o cubo Q; (de centro z; e didmetro d;) contém a bola ij/zﬁ(zj) (veja a

Figura 4.7).

Figura 4.7: Q; 2 By o (2)
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E, como r/8<d;, tem-se d;/2Vn=r/16vn. Logo Q]:JBd/Z\/—( i) D

n
B, 1evi(2) e dessa forma, |Q;| = |Br/16\/ﬁ(zj)|=|Br/4(zj)|(m) . Entfo,

definindo €, := (ﬁ)n tem-se |Q;| = C;|B;/4(z)| = C1|Br/a(x0)|. Portanto,

@)l < ¢ (mpss ) [l < (@60 (maxr ) Toyl = (man ) Tosl

onde C*:=C/C;. Assim, o item (v) também ¢é valido para o cubo Q;. Como Q;
satisfaz (v) e (vi) simultaneamente, chegamos a uma contradi¢do! Entdo o processo
deve terminar em um numero finito de etapas. m

Finalmente, estamos em condi¢Oes de obter a estimativa ABP n&o local para
equac0es integro-diferenciais totalmente néo lineares (Estimativa (4.40) abaixo).

Teorema 4.2 Seja u limitada, semicontinua superiormente, tal que u < 0 em R™ \ B,
e u(xy) > 0 paraalgum x, € B;. Suponha que M*u(x) = —f(x) em B, no sentido de
viscosidade, com f continua. Seja {Qj};,nzl a familia de cubos obtida no Teorema 4.1.

Entdo valem:
m n
IVI(®)| < C* Z <m_qxf+> |Q;], (4.39)
=Y
e
m 1/n
supu < C* Z(maxf ) lo;] | (4.40)

onde C* > 0 é a mesma constante universal do Teorema 4.1 e C** = (6™C*/w,) /™.

Demonstracao:

Pelo Teorema 4.1, somando as medidas |VI'(Q;)|, paraj € {1, ..., m}, obtemos

Z|vr(<z,)| < C*Z(me;xf) o)}

Como o conjunto de contato X esta contido na unido U7L, Q;, tem-se

m

[VF ()| < C*Z(f%é}l_XfJ“) 051,

j=1

0 que prova (4.39). Para provar (4.40), lembre que, pela Observacéo 4.5, tem-se
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(%) Wn = |Buyss(0)] < V0],

onde M = supT = supu. Logo,

Sww? < jvre) < cy <I%%Xf+) @il

67’1
j=1
U
m n
6"C*
(supw)™ < Z <m_axf+> |0/
Wy, £ Qj
j=1
U
m n Ln
supuSC** Z(r%aXf+> |Q]| ’
=t

onde C** := (6"C*/w,)V". m
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CONSIDERACOES FINAIS

Observemos que, pelo Teorema 4.1, os diametros d; dos cubos {Qj};nzl sdo limitados
superiormente pela constante p,2~1/(2-9) e a constante C* ndo depende de o. Porém,
note que o conjunto de contato ¥ depende de o (Z = Z(a)), pois o operador M™*
depende de o. Assim, fazendo o — 2, os didmetros dos cubos ficam cada vez
menores (tendem a zero), e a soma de Riemann que aparece a direita na Estimativa
(4.39) (Teorema 4.2) pode convergir a uma integral, com o que obtemos, de forma
n&o rigorosa, a seguinte estimativa:

VL) < ¢* f £ (0)dx.
)

O conjunto X que aparece acima, de forma intuitiva, deve ser o limite dos conjuntos de
contato X(o). Vemos, assim, que existe uma relacdo entre a estimativa ABP que
demonstramos no Teorema 4.2 e a estimativa ABP cléassica no caso local (citada na
introducdo deste trabalho).

As estimativas obtidas nos Teoremas 4.1 e 4.2 permitem demonstrar uma versao da
desigualdade de Harnack para equacdes integro-diferenciais. Isso esta feito em [5],
Secdo 11. Na mesma referéncia, Caffarelli e Silvestre utilizam as estimativas
mencionadas para provar o Teorema 10.4, com o qual sdo demonstrados os resultados
de regularidade. Assim, por exemplo, na Secdo 13 ([5]), prova-se um resultado de
regularidade CY* para as solucGes de uma classe geral de equacdes integro-
diferenciais totalmente ndo lineares.
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