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Resumo

Nesta dissertacao, provamos o resultado de regularidade que afirma que solugoes de
viscosidade da equagdo homogénea —A u = 0 em um dominio 2 C R" sao diferenciaveis
em todo ponto de €2, onde A, é o operador oo-laplaciano, uma extensdao natural do

operador p-laplaciano e definido por

n
At = Y Ug Uiy Ugy; = <V2uVu,Vu>.
ij=1

Para isso, definimos as solugoes de viscosidade de —Au = 0 e apresentamos as
equivaléncias entre uma fungao ser co-harmonica, satisfazer comparagdo com cones e ser
solucao do problema de extensao de Lipschitz em (), além de propriedades dessas fungoes.
Ademais, é feita uma andlise dos blow-ups de fungdoes oo-harmoénicas, onde é mostrado
que esses sao lineares e que todos os blow-ups em um mesmo ponto sao iguais, implicando
no resultado de regularidade desejado.

Utilizamos como referéncia diversos materiais que estabelecem resultados de existén-
cia, unicidade e regularidade para func¢des co-harmonicas, os quais utilizam propriedades
previamente estabelecidas em outros artigos e sao devidamente citados ao longo do texto.
Referenciamos também os artigos precursores no estudo do oo-laplaciano e elaboramos
essa dissertagao de modo que contenha o enunciado e prova de todos os resultados utili-

zados relativos a fungoes oo-harmonicas.



Abstract

In the present dissertation, we prove the regularity result asserting that viscosity
solutions of the homogeneous equation —A u = 0 in a domain €2 C R" are differentiable
at every point of €2, where A, is the co-Laplacian operator, a natural extension of the
p-Laplacian operator, and defined by

Agu = zn: Uy U Uy = <V2uVu,Vu>.
ij=1

For that purpose, we define the viscosity solutions of —A u = 0 and present the
equivalences between a function being co-harmonic, satisfying comparison with cones and
being a solution to the Lipschitz extension problem in §2, besides other properties of those
functions. Furthermore, we analyze the blow ups of co-harmonic functions, demonstrating
that they are linear and that all the blow-up limits at the same point are equal, thereby
implying the desired regularity result.

We use as reference numerous articles establishing results on existence, uniqueness,
and regularity for oco-harmonic functions, which in turn rely on properties established in
other papers and are properly cited throughout the text. We also reference the pioneering
articles in the study of the oo-Laplacian and we develope this dissertation to state and

prove every result used regarding oo-harmonic functions.



Notacao

Conjuntos de R"

(i) Nesta dissertagao, trabalhamos com conjuntos 2 C R™ e, em geral, denotamos
r = (x1, ..., ;) um elemento genérico de Q2. Além disso, denotamos por ||-|| : R" — R

a norma euclidiana em R", definida por

n
2l = | > =F.
i=1

(ii) Dados =, y € R" denotamos por (x,y) = {zx+tly—=z): t€(0,1)} e
[z,y] = {x+t(y—x): t€[0,1]} os segmentos aberto e fechado que ligam z e

1y, respectivamente.

(iii) Para cada r > 0 e zp € R", definimos a bola centrada em z, de raio r como o
conjunto
By (xg) ={z € R": ||z —xo| <7}.

Também definimos a esfera centrada em xq de raio r como o conjunto

Sr(zo) ={x € R": |z — x| =7}

(iv) Dado ©Q C R™, definimos a fronteira de €2, denotada por 0f2, como o conjunto dos

pontos x € R™ tais que, para todo r > 0, vale
B (x)NQ#D e B.(x)N(R"\Q) #0
(v) Dados Q@ C R" e x € R", definimos a distancia de z a  por

dist(,) = inf [}~ y]].

(vi) Se o conjunto @ C R™ é aberto, denotamos por ' CC 2 para dizer que {2 esta
compactamente contido em 2, ou seja, £ C R™ é um conjunto aberto, (¥ é compacto
em R" e (¥ C Q.



(vii) Dizemos que Q@ C R™ é um dominio se for um conjunto aberto e conexo em R™.

Espacos de fungoes
Dado 2 C R", definimos

(i) C(Q) ={u: Q=R : uécontinua em 2}, munido da norma |||, : C(2) = R
dada por
[fllog) = sup[f(2)]
€

Se, além disso, €2 for aberto, definimos

(i) C*( Q) ={u:Q—= R : wué k-vezes continuamente diferencidvel em Q}.

- < 00
|z =yl

c@) * :tS;lepﬂ

TH£Y

(iii) CH(Q) = Jue CHQ) : lullog) + D | e,
i=1

(iv) CLo(Q) ={ue C Q) : ue (), para todo U CC Q}.

(v) C®(Q) ={u:Q—R : wué infinitamente continuamente diferenciavel em 2}.

(vi) LP(Q2) = {u : Q= R : wu é Lebesgue-mensuravel em € e / lu(x)|P dx < oo},
Q
para cada p € (1,+00), munido da norma ||| ., : L(2) — R dada por

Jall ey = ([, )P dx)ll’ |

(vii) L®(Q) =<Su:Q — R : wué Lebesgue-mensuravel em 2 e esssup |u(z)| < oo}, mu-
€

nido da norma ||| ;) : L*(22) = R dada por

[[u]| o () = esssup |u(z)].
e

(viii) AML(Q) como o conjunto das fungdes absolutamente minimizantes Lipschitz em

2, como na Defini¢ao 2.1.8.

Diferenciacao
Para Q C R™ aberto e u € C*(€2), definimos

(i) o vetor gradiente de u em x € {2 como

Vu(z) = (ug, (x), ..., ug, (7)) .



E, para u € C*(Q), definimos

(ii) a matriz hessiana de u em z € € como

Ugyzy (T) o0 Ugya, (T)
Viu(r) =

(ili) o operador p-laplaciano como o operador A, dado por
Ayu(z) = div ([|Vu(@)|~* Vu(z))

para 1 < p < co. No caso especial em que p = 2, chamamos o operador 2-laplaciano

apenas de laplaciano, e o denotamos por A.

(iv) o operador oco-laplaciano como o operador A, dado por

n

Acu(x) = Y Uy, (@) Ua, (T) g0, ().

ij=1
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Introducao

Na teoria do calculo de variagoes, um importante problema é o de minimizar o funci-

onal I, : C*(Q) N C(Q) — R dado por

Iy(u) = HVUHLP(Q)7

sendo minimizantes desse funcional solu¢des fracas de —Ayu = 0, onde A, é o operador
p-laplaciano. O foco desta dissertacao é explorar o caso limite dessa equacgao, para p = 0o,
primeiramente apresentado por Gunnar Aronsson em 1967 [4]. Em seu artigo, o autor
relaciona solugdes de —A u = 0, onde A, é chamado de operador oco-laplaciano e definido

por
n

Aoou = Z Ug; U ; Uy

i,j=1

com minimizantes do funcional I, : C*(Q) N C(Q2) — R dado por
Loo(w) = [Vl poe o) = esssup [[Vu(@)]],

sendo esse um limite natural para o funcional [, quando p — oo através de subsequéncias.

Além disso, Aronsson relaciona fungoes co-harmonicas em um dominio 2 C R™ com
funcoes absolutamente minimizantes da seminorma de Lipschitz nesse dominio, sendo
essas solugoes candnicas do problema de estender uma func¢ao Lipschitz em 02 para todo
o dominio 2 preservando sua constante de Lipschitz. Segundo Aronsson, Crandall e
Juutinen em seu artigo de 2004 [5], esse problema aparece em aplicagbes em diversas
areas, como na cartografia, mais especificamente em modelos de interpolacao de elevagao
digital, nos quais se conhece dados de elevacao de um terreno apenas em certas curvas
de nivel, e é necessario utilizar interpolacao para se obter um modelo tridimensional da
elevagao desse terreno [1].

Outra aplicacao das solugoes do oo-laplaciano bastante encontrada na literatura esta
na descricado do comportamento de particulas em jogos estocasticos de cabo de guerra
(tug-of-war) em grafos [19].

Existem materiais que realizam uma revisao geral a respeito do operador co-laplaciano,

como [2] e [6], e um de nossos objetivos é fazer uma sintese dos principais resultados acerca



de fungoes co-harmonicas, incluindo existéncia e unicidade, desigualdades de valor médio
e de Harnack, e, principalmente, resultados sobre a sua regularidade. Esse tltimo tépico
mostra-se um tema enigmatico em recentes trabalhos encontrados na literatura, de modo
que a maior regularidade encontrada até o momento é a de diferenciabilidade em todos os
pontos do dominio para fung¢ées co-harmoénicas em conjuntos abertos 2 C R™ quaisquer
[12]. Apesar de ja sabermos que, para fungdes oco-harmonicas em um subconjunto aberto
Q do plano, vale a regularidade C*(Q) [21] e C.L%(Q) [11], ainda nfo existem artigos que
mostrem essa regularidade em espagos de dimensao n > 3.

Apresentados os resultados fundamentais de func¢ées oco-harmoénicas, o objetivo final

desta dissertacao é provar o seguinte resultado de Evans e Smart:

Teorema de Evans-Smart [12]. Seja Q C R"™ um conjunto aberto e u € C(Q) uma
solucao de viscosidade de
—Asu=0 em Q.

Entao, u é diferencidvel em cada ponto x € €.

Para isso, estruturamos o restante deste trabalho da seguinte forma.

No primeiro capitulo, apresentamos alguns resultados preliminares necessarios no de-
correr deste trabalho, relativos a continuidade uniforme e semicontinuidade de funcoes,
convergéncia uniforme de sequéncias de fungoes e, por fim, resultados sobre solugoes de
problemas de Dirichlet envolvendo operadores quasilineares elipticos de segunda ordem.

No Capitulo 2, falamos principalmente do problema de extensao de Lipschitz, o qual,
como mencionado anteriormente, serve como motivacao para o estudo acerca de fungoes
oo-harmoénicas. Definimos a solu¢do canodnica para esse problema, que consiste em uma
extensao que ¢é absolutamente minimizante Lipschitz em seu dominio, e estudamos sua
existéncia, unicidade e algumas de suas propriedades, incluindo a propriedade geométrica
de comparagao com cones.

No Capitulo 3, motivamos e apresentamos a definicdo do operador oo-laplaciano e
suas solucgoes de viscosidade, além de um exemplo classico de funcao oo-harmonica em
R2. Além disso, estudamos o blow-up de funcdes oo-harmonicas em dominios quaisquer,
e mostramos o importante resultado que afirma que todo blow-up de uma solucao de
viscosidade de —A u = 0 é uma fun¢ao afim.

No Capitulo 4, mostramos a unicidade de blow-ups de func¢oes oco-harmodnicas, nos
possibilitando provar o resultado final desta dissertacao, que afirma que fungoes oo-
harménicas sao diferenciaveis em todo ponto de seus dominios.

Por fim, apresentamos as conclusoes deste trabalho, com alguns comentarios adicionais

a respeito de resultados de maior regularidade para fun¢des co-harmonicas no plano.



Capitulo 1
Resultados preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados preliminares a respeito de semicon-
tinuidade e continuidade uniforme de fungoes, convergéncia uniforme de sequéncias de
funcoes, além de alguns resultados necessarios no decorrer do trabalho, tendo sido utili-
zada como principal referéncia [15].

Também estudamos alguns resultados a respeito de existéncia, unicidade e regulari-
dade de solugoes de problemas de Dirichlet envolvendo operadores uniformemente elipticos

quasilineares [13].

1.1 Semicontinuidade e continuidade uniforme

Iniciamos lembrando da definicao de funcao semicontinua em um ponto.

Definicao 1.1.1. Seja 2 C R™ um conjunto aberto de R"™. Dizemos que uma fungao
f:Q — R é semicontinua superiormente em x, € €2 se, para cada € > 0, existir ¢ > 0 tal
que

e, |lzv—x| <d = f(z) < flxo) +e.

Analogamente, dizemos que uma funcao f : 2 — R é semicontinua inferiormente em

xg € () se, para cada € > 0, existir o > 0 tal que
r €, ||lxr—x| <9 = flzxg) —e < f(x).

Se f: Q — R é semicontinua superiormente (inferiormente) em todo ponto xy € €2,

dizemos que f é semicontinua superiormente (inferiormente) em ().

Notemos que, se f é semicontinua superiormente em x, € {2, entao

limsup f(z) < f(z0), (L1)

T—T0



onde, por defini¢ao

limsup f(z) = lim sup f(z).
) 6=0% € Bs(z0)\{zo}

De fato, se tivéssemos que limsup f(z) > f(xg), entao, para cada n € N, existiria um
T—T0
ponto , € Bi(xg)\{zo} tal que f(x,)+ 5 > f(x0), onde

e = limsup f(x) — f(z0),

T—x0
contradizendo a Definicao 1.1.1.
De mesma forma, se f é semicontinua inferiormente em xy € €2, entao

liminf f(z) > f(xo). (1.2)

T—TQ

Em seguida, apresentamos uma condicao suficiente para que o limite pontual de fun-

¢oOes continuas seja uma fun¢do pontualmente semicontinua.

Proposicao 1.1.2. Sejam {fi}ren C C(Q) uma sequéncia de fungoes e f : Q — R tais
que fr(x) — f(z), para cada x € Q. Supondo que { fi(x)}ren € uma sequéncia decrescente

em R, para cada x € €2, entao [ é semicontinua superiormente em §2.

Demonstragio. Dados xo € Q e € > 0, como f(xg) < f(xo) +¢€ e fr(zo) — f(x0), existe
ko € N tal que fi,(z0) < f(xo) +&. E, sendo fi, continua em €, existe § > 0 tal que
x € Bs(xo) implica em

fk:o ($) < f(!lf()) + €.

Por fim, sendo a sequéncia { fi(x)}ren decrescente, para cada x € Bs(xg), segue que
f(z) < fro(z) < f(xg) + &, para todo x € Bs(zp).

Logo, f é semicontinua superiormente em xy, e como a escolha de zy € € foi arbitraria,

segue que f é semicontinua superiormente em (2. O

Analogamente, é possivel mostrar que se, para cada z € Q, { fr(x) }ren € uma sequéncia
crescente em R, entao f é semicontinua inferiormente em (2.
Definimos, agora, a continuidade uniforme de fung¢ées, um conceito importante pre-

sente em nossas discussoes futuras.

Definicao 1.1.3. Dizemos que f : 2 — R é uniformemente continua em {2 se, para cada

e > 0, existir 0 = d(¢) > 0 tal que, para todo z, y € 2 com ||z — y|| < J, tivermos

[f(z) = fly)] <e.

Para encerrar essa se¢do, analisamos a continuidade uniforme de uma funcao bastante

importante para os Capitulos 3 e 4.



Proposicao 1.1.4. Seja f: Q — R uma funcao uniformemente continua em §2. FEntao,
fizado x € Q, a fungao g : (0,dist(x, 02)) — [0, +00) definida por

g(r) = max f(w)

wES, ()
¢ uniformemente continua em (0, dist(z, 00)).

Demonstra¢io. Tomando € > 0, fixemos rg € (0, dist(z,92)). Como u é uniformemente

continua em €, existe § > 0 tal que y, z € €2 com
lly — z|| < ¢ implica em |f(y) — f(2)| < e. (1.3)

Dado r € (rg — 0,79 + 0), vamos mostrar que, para |r — ro| < 0, vale

|9(r) = g(ro)l = | max f(w) — max f(w) <e.
wESy () wWESr ()

Para isso, seja wy € S, (z) tal que f(wy) = rrgla)(c )f(w). Logo, temos f(w) < f(wy),
WESr, (T

qualquer que seja w € S, ().

Dessa forma, dado y € S,(x), como |r — ro| < 4, existe w € S,,(z) tal que
ly —wl| = [r —ro| <4,

e, por (1.3), temos que |f(y) — f(w)| < €, ou, ainda, f(y) < e+ f(w) < e+ f(wy). Como

a escolha de y € S,(z) foi arbitraria, segue que

Jmax f(w) < e+ f(wo).

Por fim, basta notarmos que existe z € S,(z) com ||z — wy|| = |r — ro| <, e, por (1.3),

segue que |f(z) — f(wo)| < € e, ainda, f(wy) —e < f(z), donde segue que

flwo) —e < wrggéé)f(w)-

Portanto, concluimos que

wrgge}é)f(w — flwy)| <,

como querfamos mostrar. E como a escolha de 1y € (0, dist(z, 0Q2)) foi arbitraria, segue

que g ¢é uniformemente continua em (0, dist(x, 0%2)). O



1.2 Convergéncia uniforme de sequéncia de funcoes

Ao falarmos de convergéncia de sequéncias de fungoes, um importante tipo de conver-

géncia é a uniforme, como definida a seguir.

Definicao 1.2.1. Sejam €2 C R" aberto, fungoes fr : Q@ — R, para cada k£ € N, e
f : Q — R. Dizemos que f;, converge uniformemente para f em () se para cada cada
e > 0, existir K = K(¢) € N tal que £ > K implica em

|fx(x) — f(x)| < e, para todo x € Q.

Esse tipo de convergéncia para sequéncias de funcoes se mostra fundamental para
estudos de Anadlise, pois o limite uniforme preserva diversas propriedades advindas da

sequéncia, por exemplo, a continuidade.

Proposicao 1.2.2. Se {fi}ren C C(2) € uma sequéncia de fungoes tal que fi converge

uniformemente para f em ), entao f € C(Q).
Demonstragio. Ver [15], pagina 298. ]

Outra propriedade interessante proveniente da convergéncia uniforme de sequéncias
de fungoes é a disposi¢ao dos pontos de maximo de fungoes suficientemente proximas da

funcao limite, como enunciado a seguir.

Proposicao 1.2.3. Para Q compacto, seja {fi}tren C C(Q) uma sequéncia de fungoes
que converge uniformemente para f € C(£2). Se xy € Q € o unico ponto de  satisfazendo

f(zo) = max f(z), entao existe uma subsequéncia {k;};en tal que
Jr,(wn;) = max fr;(2) e xp, — mo quando j — oo.
Demonstracio. Para cada k € N, seja x € () tal que

fr(xr) = max fi(2), (1.4)

2€Q
Sendo © um conjunto compacto de R", existe uma subsequéncia {wy,};en que converge
para um ponto yo € Q. De (1.4), segue, para todo j € N, que

Ji;(@) — fr,(zx;) <0 para todo x € Q. (1.5)

Agora, dado ¢ > 0, como fi, — [ uniformemente em €2, existe j; € N tal que j > j;
implica em
€
| fr,(z) — f(2)] < 3) para todo x € €



e, sendo f € C(Q), existe jo € N tal que j > jo implica em

() — f(yo)| < %

Portanto, para j > max{ji, j2}, temos, se z € ),

iy (@) = i () = (F(2) = F )] < [ iy () = F(@)| + | B, (n) — F(w0)
< <+ o) = Faw)| + [ Fan,) = Fwo)

<e.

Logo, klggo fkj(x) - fk’j (xkg) = f(l’) - f(l‘()), €, por (15)7
f(z) < f(yo), para todo x € Q.

Ou seja, yo ¢ ponto maximo de f em €2 e, como esse ponto é Unico, segue que yy = o,

sendo a sequéncia {zy, }jen a procurada. ]

Por fim, apresentamos um importante critério para verificarmos a existéncia de sub-

sequéncias que convergem uniformemente em conjuntos fechados.

Teorema 1.2.4 (Arzela-Ascoli). Seja { fi.tren C C(Q) uma sequéncia de fungoes limitada

em C(2), isto €, tal que existe C > 0 com
1 felle@) = max |fr(x)] < C, para todo k € N.

Suponhamos que { fx }ren seja uma sequéncia de fungoes equicontinuas, isto €, tal que para

cada € > 0, existe § = 6(g) > 0 tal que x, y € Q com ||z — y|| < & implica em

|fx(x) — fr(y)| < e, para todo k € N. (1.6)
Entao, existe uma subsequéncia { fi,}jen que converge uniformemente para uma fungao
fed) emQ.
Demonstragio. Ver [20], pagina 394. ]

Ezxemplo 1.2.5. Seja {filken C C(22) uma sequéncia de fungoes satisfazendo
sup | fr(x)| < M, para todo k € N e para algum M > 0. Suponhamos que existe L > 0
€]

tal que
|fu(x) — fr(y)| < Lz —y||, quaisquer que sejam z, y € Q e k € N,

Como vemos na secao 2.1, essa condicao equivale a dizer que cada fungao f é Lipschitz

em ), e como sua constante de Lipschitz L independe de k, dizemos que a sequéncia
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{fi}ren € uniformemente Lipschitz. Dessa forma, dado € > 0, basta tomarmos 0 = ¢ de

modo que z, y € Q com ||z — y|| < § implica em

\fe(z) — fry)| < Lz —y| < Lé =e.

Logo, é possivel aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para essa sequéncia de funcgoes, e
concluimos que existe uma subsequéncia { fi, }jen que converge uniformemente em Q para
uma fungdo f € C(Q).

Da mesma forma, se {fi}reny C C(2) N CH) é uma sequéncia limitada de fungoes

tal que existe C' > 0 com
IV fu(x)|| < C, para quaisquer x € Q e k € N,

entdo, dados k € N e z, y € Q, seja (x,y) o segmento que une z a y. No caso em que

(z,y) C Q, segue do Teorema do Valor Médio que existe z € (z,y) tal que

[fe(@) = fe@)| = KV fr(2), 2 =) < [IVAGE) lz =yl < Cllz =yl

Se (z,y) ¢ 2, basta tomarmos um caminho poligonal que une x a y e esta contido em
(), e chegamos na mesma estimativa. Portanto, para essa sequéncia, também é possivel
aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli, o que garante a existéncia de uma subsequéncia de

{ fi}ren uniformemente convergente em €.

1.2.1 Diferenciabilidade

Tendo em vista que o principal resultado dessa dissertacao se trata de mostrar a
diferenciabilidade pontual de fungoes co-harmodnicas, apresentamos a seguir a defini¢ao

de uma funcao ser diferenciavel em um ponto.

Definicao 1.2.6. Dizemos que a funcao f : 2 — R é diferenciavel no ponto = € €2 se

existir uma transformacao linear L : R — R de modo que

f(x+h) = f(x)+ L(h) + r(h), paratodo h € R" com x + h € (2,

h
onde 7 : R®" — R satisfaz lim Q =
h=0 |||

A seguir, apresentamos uma condicao equivalente para uma funcao ser diferencidvel
em um ponto em z [17], sendo essa a propriedade utilizada para mostrar que uma fungao

oo-harmonica é diferenciavel em todo ponto de seu dominio.

Proposicao 1.2.7. Sejam f : Q — R uma funcao e x € Q. Entao f é diferencidvel no



ponto T se, e somente se, existir uma transformacdo linear L : R™ — R tal que o limite

i J @ ty) = [(2)

t—0 t

= L(y) (1.7)
¢ uniforme em y € S;1(0).

Demonstracio. Supondo que f é diferenciavel em x, entdo, pela Definicao 1.2.6, existe

uma transformacao linear L : R" — R tal que
f(x+h) = f(x)+ L(h) +r(h), para todo h € R" com = + h € €,

onde )
. T

Logo, por (1.8) e usando que r(h) = f(x + h) — f(xz) — L(h), dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que h € R" com 4+ h € Q e ||h]| < § implica em

< e.

‘f(x+ h) — f(x) — L(h)
il

Em particular, dados y € S1(0) e t € R com |¢| < J, temos

‘f(x +ty) = f(z) = Lty)| _ _
t
e, lembrando que L é linear, temos
t _
fatw)=1e) )

Portanto, vale o limite (1.7), e como a escolha de y € S;(0) foi arbitraria e 6 > 0 independe
da escolha de y, temos que o limite (1.7) é uniforme em y.

Reciprocamente, supondo que existe a transformagio L : R™ — R e que o limite (1.7)
existe e é uniforme em y € S;(0), entdo, por definigao, para cada ¢ > 0, existe § = d(g) > 0

tal que [t| < 0 implica em

— L(y)

|f($ +ty) — (@) < g, para cada y € S;1(0), (1.9)

t

ou, equivalentemente,

’f(x +ty) — f(z) — L(ty) < g, para cada y € S;(0). (1.10)

t




Denotando r(h) = f(x + h) — f(x) — L(h), vamos mostrar que

. r(h)
T
De fato, se h € Bs(0)\{0}, entdo h = ||h]| y, para algum y € S;(0). Como ||h]| < 0, a Eq.

(1.10) implica

‘f(l”rIIhlly)—f(fr)—L(llhlly) .
17|
Assim,
|f<:c+h> — [~ L[ __ i
11| ' '

Como a escolha de h € Bs(0)\{0} foi arbitraria, concluimos que, para qualquer € > 0,
existe d > 0 tal que h € Bs(0)\{0} implica em (1.11), ou seja,

o)
AT

como queriamos mostrar. Portanto, f é diferenciavel em z, e sua derivada é igual a L. [

1.3 Equacoes diferenciais parciais elipticas quasiline-
ares

Nesta secao, apresentamos alguns conceitos e resultados a respeito de operadores qua-

silineares elipticos de segunda ordem [10], [13].

Definicao 1.3.1. Seja U C Q2 x R x R". Dizemos que ) é um operador quasilinear de

segunda ordem se for da forma

n

Qu= > a”(x,u, Vu)ug,, + b(z,u, Vu),
ij=1
onde a;;, b: U — R sao suaves.

O operador quasilinear de segunda ordem () é dito eliptico em U se existirem fung¢oes
A, AU — R tais que
0< )\(.’]Z’,Z,p) ”€H2 S Z aw(xWZ?p)ngj S A(SL’,Z,p) ”5H27
ij=1
quaisquer que sejam (x,z,p) € U e £ = (&1, ...,&,) € R™\{0}.

Ainda, se % for limitado em U, entao @) é dito uniformemente eliptico em U.
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FExemplo 1.3.2. Dado € > 0, tomamos o operador (). definido por

Qe =Y (U U, + €0ij)Ug,z; = Dot + €A,
ig=1

onde ¢;; é o delta de Kronecker, definido por

0, set#7
6 = #J
1 sei=7.

Nesse caso, temos que a”(x,u, Vu) = Uy Uz, + €0;5 OU, de forma mais geral,
o
a’(x,z,p) = pipj + €0y

Assim, dado £ € R"\{0}, vale

n n " ?
Z Cbij(% Zap)fiéj = Z (plpj + 8513 &&= Z Pip;&i&; + 825@& = (sz&,) +e HgHZ )
ij=1 i,j=1 4,j=1 =1

dessa forma,

n

0<ellél* < ¥ a¥(w,zp)&& = ((p,€))° +e €1 < lIpll” 1€” + e €l

4,j=1

Logo, tomando \(z, z,p) = € e A(z, z,p) = ||p||” + &, concluimos que Q. é uniformemente

eliptico em €2 x R x K, onde K é um conjunto limitado de R".

A partir de agora, consideramos apenas operadores () quasilineares uniformemente
elipticos cujos os coeficientes a” dependem somente das varidveis = e p, definidos em um
conjunto U C Q2 x R"™ onde 2 C R" é um dominio limitado, e tais que b = 0. Enunciamos
os seguintes resultados a respeito de solucoes de problemas de Dirichlet envolvendo o

operador (), encontrados em [13].

Teorema 1.3.3. Suponhamos que Q2 C R™ possua fronteira de classe C® e que os coefici-

entes a” € C*(U) satisfazem

|Vea (@ p)| < Ao, [Pl 1Vpai(e.p)| < A, para todo (2,p) € U,
para certas constantes Ay, A1 > 0. Entdo, para cada f € C(Q) NCLQ) e p € C(Q),
existe uma tnica solugio u € C(Q) N C?(Q) de

> a(z, Vu)ug,, = f  em
ij=1 (1.12)

U= em 0.
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Demonstragio. Ver [13], pagina 76. ]

Garantida a existéncia de solugoes de (1.12), tratamos de investigar sua unicidade,

sendo essa consequéncia do principio da comparacao para operadores quasilineares.

Teorema 1.3.4 (Principio da comparagdo). Suponhamos que o0s coeficientes a” sejam de
classe CY(U). Se u, v € C(Q) N C*(Q) satisfazem Q(u) > Q(v) em Q e u < v em O,

entao u < v em €.
Demonstragio. Ver [13], pagina 52. ]

Corolario 1.3.5 (Principio fraco do maximo). Suponhamos que Q) estd nas hipdteses do
Teorema 1.3.4. Se u € C(Q) N C?(Q) satisfaz Q(u) > 0 em Q, entdo

max u(x) = max u(x).

Demonstragio. Basta tomarmos a fungio constante v :  — R dada por v(z) = max u(z)
zE

no Teorema 1.3.4. OJ

Por fim, apresentamos resultados a respeito da regularidade de ordem mais alta de

solugoes cléssicas de (1.12).

Teorema 1.3.6. Seja o € (0,1) e suponhamos que a¥ € C(U). Seja u € C?(Q) solugio
de (1.12), onde f € C(Q) e ¢ € C(Q). Para qualqguer m € N, se 90Q € de classe C™2«,
aij € C™(U), f € C™*(Q) e se o € C™T2(Q), entdo

u € C™T2(Q).
Além disso, se OQ) € de classe C, a¥ € C®(U), f € C™(Q) e ¢ € C™(Q), entdo
u € C™(Q).

Demonstragio. Ver [13], pdgina 54. O

1.4 Desigualdade de Young

Para finalizar esse capitulo, mostramos a Desigualdade de Young, uma ferramenta

importante para os calculos do Capitulo 4.

Teorema 1.4.1. Dado p € (1,+0), seja q € (1,+00) o expoente conjugado de p, isto é,

1
tal que — 4+ — = 1. Entao, dados quaisquer x, y > 0, vale que
p q

D q
vy < —+ L. (1.13)
P q
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Demonstra¢io. Notando que a fun¢ao f : R — (0, +00) dada por f(z) = e” é convexa,

isto é, satisfaz

fOz+ (1—=Ny) < Af(x)+ (1= N)f(y), para quaisquer A >0e z,y € R,

entao
P q p q
Ty = eln(:):y) _ elnerlny _ eln(zg)+ln(yg) _ eéln(xp)Jr%(yq) < leln(mp) 4 leln(xq) — £ + £7
b q p q
como queriamos mostrar. O
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Capitulo 2
Problema de extensao de Lipschitz

Neste capitulo, introduzimos o problema de estender uma funcao f : 92 — R, Lips-
chitz no conjunto 952, a uma funcdo u definida em €, preservando sua constante de
Lipschitz [4], [14], [18]. Vemos também que solugbes desse problema estdo intimamente
relacionadas com fungoes que satisfazem a propriedade geométrica de comparacao com
cones em ().

Para isso, apresentamos alguns resultados encontrados em [5] e [6].

2.1 Funcgoes Lipschitz continuas

Comecamos definindo fungdes Lipschitz em um conjunto €2 C R”, sendo essas as

funcoes centrais nas discussoes do presente capitulo.

Defini¢ao 2.1.1. Dado 2 C R", dizemos que uma fungao f : @ — R é Lipschitz (ou

Lipschitz continua) em 2 se existir uma constante L > 0 tal que
|f(z) = f()| < Lz —y|, para quaisquer z,y € Q. (2.1)

Nesse caso, dizemos que L é uma constante de Lipschitz para f em (2.

Notemos que f : €2 — R é Lipschitz em () se, e somente se,

L:SHP{U’(@“)—f(yN:

x, y €, x;«éy}<oo,
lz —yll

e, nesse caso, dizemos que L é a constante de Lipschitz para f em (2, denotada por
L = Lip;(€2). Ou seja, a constante de Lipschitz para f em €2 ¢ a menor das constantes L
para as quais vale (2.1).

Ainda, segue de (2.1) que toda fungao Lipschitz em € é uniformemente continua em
Q.
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A seguir, provamos alguns lemas auxiliares a respeito de fungoes Lipschitz continuas,

os quais utilizamos adiante.

Lema 2.1.2. Seja f € C(Q) uma fungdo Lipschitz em Q. Entio f é Lipschitz em Q e

Lip;(€2) = Lip;(©2).

Demonstragio. Dados z, y € Q, x # vy, existem (2,)nen, (Yn)neny C Q tais que x, — x e
Yn — y quando n — oo. Sendo x # y, podemos considerar x,, # vy, para cada n > N,
com N € N suficientemente grande. Dessa forma, como z,, y, € €2, para todo n € N,

entao

|f (2n) = f(yn)]

[0 — ynll

< Lip;(©?), para todon > N.

Logo,

@) = @] _ 1) = )]

Iz =yl e |

< Llpf(Q)>

onde foi utilizada a continuidade de f em . Como a escolha de z, y €  foi arbitraria,

segue que

|f(x) = f(y)l

H l < Lip;(Q?), para quaisquer z, y € Q com z # y.
r—yY

Logo, segue que f ¢ Lipschitz em Q e Lipf(ﬁ) < Lip(9).

Reciprocamente, como €2 C €2, temos

TSN OV
{00 e o)
— Lip, ().

Portanto, mostramos que Lip;(Q2) = Lip (). O

A seguir, provamos que o supremo e o infimo de fungoes Lipschitz em 2 sdo também

Lipschitz nesse conjunto, desde que essas fungoes sejam finitas.

Lema 2.1.3. Para cada X\ € A, seja fy : Q — R uma funcio Lipschitz em Q. Supondo
que L > 0 € uma constante de Lipschitz para cada f\ em §2, entdo, se v : Q — R dada
por

v(x) = sup f(z)
AeA

for finita, temos que v é Lipschitz em Q. Além disso, L é uma constante de Lipschitz

para v em €2.
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Demonstragio. Basta notarmos que, dados x, y € €2, temos
(@) — faly)] < L||lx —y||, paracada A € A
e, em particular,
Hx) < fuly) + Lz —y||, para cada X € A.
Tomando o supremo sobre A\ € A, concluimos que
v(z) —v(y) < Lz -yl
Analogamente,

@) = @) < Lz =y, se A eA;
que implica em
v(y) —v(z) < Lz —yl.

Portanto, |v(z) —v(y)| < L ||z — y||, para quaisquer z, y € 2, como querfamos mostrar.
0

Observamos que um resultado analogo vale para o infimo de uma familia de fungoes
uniformemente Lipschitz em €.
Notemos agora que uma fungao f, Lipschitz em um intervalo [z,y] C Q, ndo pode

possuir constante de Lipschitz igual a

|f(z) = fy)]
[l = yll

9

a nao ser que f seja afim no segmento [z,y|. Esse resultado é mostrado a seguir para o
caso n = 1, e pode ser facilmente traduzido para o caso n > 2 ao ser considerado a fungao
auxiliar ¢ : [0,1] — R dada por g(t) = f(z + t(y — x)).

Lema 2.1.4. Sejam [a,b] CR e g : [a,b] = R uma fungao Lipschitz em [a,b]. Supondo

que
|9(b) — g(a)]

Lipy([o, b)) = o5 =%,

(2.2)

entdo g € uma func¢io afim em |a,b]. Em particular,

gla+tb—a))=gla)+t(g(b) —gla)), para todot € [0,1].
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Demonstragio. Suponhamos que exista ¢; € (0,1) tal que
gla+1t:(b—a)) < gla) +t1(g(b) — g(a)).
Entdo
9(b) = gla+t:(b —a)) > g(b) — g(a) — ta(g(b) — g(a)) = (1 — t1)(9(b) — g(a)),

donde segue que

l9(0) —gla+t(b—a))| _ 9(b) —gla+t(b—a)  (1-t)(g(b) —g(a))
b—a—tib—a)l = [p—a—t(b—a) (b —a)(1—t)]

g(b) — g(a)
b—al
Da mesma forma,
g(a) — gla+ti(b—a)) > g(a) — g(a) — t1(g(b) — g(a)) = —t:1(g(b) — g(a))

e concluimos que

l9(a) —gla+ti(b—a))| _ g(a) —gla+ti(b—a)) —ti(g(b) —g(a) _ g(b) —g(a)
[—t1(b = a) - [=t1(b = a) (b = a) b—al

Logo, se g(b) > g(a), entdao g(b) — g(a) >0 e

19(b) — gla+t1(b—a))| - g(b) —gla) [g(b) — g(a)|

|b—a—t(b—a)| |b— al b—al
contradizendo (2.2). E, se g(b) < g(a), entao g(b) — g(a) <0 e

lg(a) — gla+t:1(b — a))| - g(b) —gla) [g(b) — g(a)|

|—t1(b — a)] b—al  fo—al

o que também contradiz (2.2).
Analogamente, supondo que g(a + t1(b — a)) > g(a) + t1(g(b) — g(a)) para algum

t; € (0,1), é possivel chegarmos em uma contradigao, e esta mostrado o resultado.

Apresentamos a seguir o problema que motiva a discussao sobre fungoes co-harmonicas
em um dominio € [18]. Dada f : 92 — R uma funcao Lipschitz em 0, buscamos estender
f a uma funcdo v :  — R com a menor constante de Lipschitz possivel. Notamos que,
como 90 C Qe u= f em 0F, entdo,

Lip, (2) > Lip, (092) = Lip,(09).
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Logo, o maior esforco que poderiamos fazer ao definir u em Q é o de ndo aumentar sua,
constante de Lipschitz, isto é, garantir que Lip, (Q) = Lip(9Q).

Visto isso, suponha que exista u : Q@ — R uma funcdo Lipschitz em € com constante de
Lipschitz Lip;(092) e tal que u = f em 0Q. Dados y, z € 02 e x € Q, temos u(z) = f(2)

e u(y) = f(y). Além disso, sendo Lip,(9€2) a constante de Lipschitz para u em €, entao

Em particular, temos

{u(az) — u(z) < Lip,(09) [l — |
—u(z) + u(y) < Lip,(09) |z — y]|,

que implica em

Como (2.3) sao validas para quaisquer y, z € 0€2, entao, se x € (2, temos

sup ((4) = Liny (0 | =) < u(a) < inf (£(2) +Lipy (0 o ==[).  (24)

A Eq. (2.4) motiva a seguinte definigao.

Definicao 2.1.5. Se f é uma funcao Lipschitz em 0f2, definimos as extensdes de McShane-
Whitney de f como MW, (f), MW*(f): Q — R dadas por

MW.(f)(x) = sup (f(2) = Lip;(09) ||z — =] )

z€00

MW*(f)(x) = inf (f(z) +Lip(09) [l — =]])

Vamos mostrar que as extensoes de McShane-Whitney solucionam nosso problema,
além de fornecerem cotas para possiveis outras extensoes de f que possuem constante de
Lipschitz igual a Lip ;(0€2) em Q.

Teorema 2.1.6 (Problema de Extensao de Lipschitz (PEL)). Sejam 2 C R™ um conjunto

aberto limitado e f : 02 — R uma funcdo Lipschitz em 0S). Entao eziste uma func¢io u
Lipschitz em Q tal que u = f em 08 e Lip,(Q) = Lip(092).
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Demonstra¢io. Vamos mostrar que MW, (f) é solugdo do PEL (podemos provar analo-
gamente que MW* também o é).

Primeiramente, para cada z € 99, a fungao = +— f(z) — Lip;(99Q) ||z — z|| é Lipschitz
em 2 com constante de Lipschitz Lip +(092), pois, dados z, y € Q, temos

|£(2) = Lip£(99) ||z — 2| = (f(2) = Lip;(09) |y — 2[1))|
=|Lip;(0Q)| | Iz = 2l = lly — 2|

< Lip;(09Q) [|(z — 2) — (y — 2)|
—Lip,(99) [z — y]|. (2.5

Logo, pelo Lema 2.1.3, temos que MW, (f) é Lipschitz em €, sendo Lip(92) uma cons-
tante de Lipschitz para MW, (f) em €.

Resta mostrar que MW, (f) = f em 0N e, para isso, basta notarmos que, se x € 02,

MW.(f)(@) = sup (f(2) = Lipg (92| - =])

> f(x) — Lip(09)|x — x|
= f(x).

Por outro lado, como f é Lipschitz em 02, entao

f(z) = f(x) < Lipy(0Q) ||z — z||, para todo z € 99,
isto é,

f(z) = Lip;(99Q) ||z — z|| < f(z), para todo z € S

Dessa forma,

MW.(f)(@) = sup (f(2) = Lipg(99) |lz = 2Il) < f (@),

donde segue que MW, (f) = f em 0. Portanto, por (2.5), concluimos que

Ou seja, MW, (f) é solu¢ao do problema da extensdo de Lipschitz. De maneira andloga,
podemos mostrar que MW*(f) também é solugao desse problema, e ainda, se u é outra

solugao do PEL, pelo argumento realizado anterior ao teorema, temos que

MW, (f)(x) <ulx) < MW*(f)(x), qualquer que seja x € Q,
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concluindo a demonstracao. O]

Apesar do PEL sempre possuir solucao, ela pode nao ser tnica, como mostramos no

exemplo a seguir.

Ezemplo 2.1.7. Sejam Q = (=1,0) U (0,1) CR e f: 092 — R dada por

0, z€{-1,0}
1

fz) =

, =1

Temos que Lip(0§2) = 1 e MW.(f), MW*(f): [~1,1] = R sdo dadas por

MW.(P)@) = sup (£(2) = | = 2]

=sup{—|z + 1|, =[], 1 — |z — 1|}
—lz+1|, =€ [—1,—%]
1= |z—1], ze[-31]

—r—1, z¢€ [—1, —%}

T, T e [—%,1}
e
MW*()(@) = inf (F(2) + |z 2])
—inf{|z + 1], 2], 1+ [« — 1]}
Jlz+1f, ze [—1,—%}
‘l", VIS [_%7 1}
r+1, e {—1,—%]
|z], x € {—%,1} :
Notamos que essas nao sao as unicas solugoes do PEL. Por exemplo, u : [-1,1] — R dada
por
0, ze€|-1,0
u(z) = [—1,0]
z, x€l0,1]

também ¢é solucao do problema, e, na realidade, poderiamos criar infinitas solu¢des para

€sse Ccaso.
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Figura 2.1: Grafico das fungoes MW,, MW* e u

Yy
N N
|

MW*(f)(z)

| =
[

MW.(f)(x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Esse exemplo mostra que pode acontecer de nao valer a unicidade da solug¢ao do PEL.
Contudo, das solu¢oes apresentadas acima, apenas u faz com que a seminorma de Lipschitz

relativo a () seja local, no seguinte sentido:
Se Q' cC Q, entdao Lip,(99Q') = Lip, ().

Para mostrar esse fato, tomemos ' C Q. Se ' C (—1,0), entdo u = 0 em § e, portanto,
Lip,(€) = Lip,(0%) = 0; se ' C (0,1), entdo u(x) = z para x € , logo, vale que
Lip, (') = Lip,(092") = 1; por fim, pode acontecer de ' = Q] U}, com ) C (—=1,0) e
2, C (0,1). Nesse caso,
u(z) = 0, ze
x, x €.
Dessa forma, u(x) = x em 02 e, portanto, Lip,(€?') = Lip, (0QY) = 1.
Contudo, o operador de Lipschitz em (2 nao ¢ local em relagao as solugoes MW, e
MW, De fato, dado o intervalo @ = (=2,—-1) cc Q, temos que

4071

MW.(f)(x) = —%, para todo = € Q) = {—%,—%}, de modo que Lipyy, 5 (0€) = 0,

enquanto Lip sy, (') = 1. Ou seja, apesar de Lip sy, () = Lipyw, (5 (99), temos
que Lip sy, (1) () # Libyw, (1) (0'), e 0 mesmo vale para MW*(f).

Dessa forma, precisamos de uma definicao mais forte para garantir a unicidade de so-

lugao para o PEL, mantendo a localidade da seminorma de Lipschitz. Para isso, exigimos

que a solucao do PEL seja absolutamente minimizante Lipschitz em €2, como definido a

seguir.

Definicao 2.1.8. Dizemos que uma funcao u € C'(§2) é absolutamente minimizante Lips-
chitz (AML) em €, denotado por u € AML(Q2), se, para todo subconjunto ' CC €2,

valer

Lip, (') = Lip, (9).
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Notemos que, se u € AML(Q) for Lipschitz em Q, entdo Lip, () = Lip,(09). Dessa

forma, se v é Lipschitz em Q for tal que v = u em 95, entdo
Lip,(©) = Lip,(©?) = Lip,(9Q) = Lip, (9) = Lip, (%),
isto é, u é minimizante da seminorma de Lipschitz em (2,
I(u) = Lip, (),

definido para toda funcao w Lipschitz em 2. Além disso, como esse cardter minimizante
vale em qualquer subdominio 2" CC 2, adicionamos o advérbio “absolutamente” & defi-
nicao.

A existéncia e unicidade de uma funcio u € AML(Q) N C(Q) tal que u = f em 9
estd provada adiante, na Secao 2.3, e, no restante deste trabalho, nos referimos a essas

como as solugoes do PEL, como definido a seguir.

Definigao 2.1.9. Dados {2 C R" aberto e limitado e f : 90 — R uma func¢ado Lipschitz

em 02, dizemos que u € C(f2) é solugao do problema de extensao de Lipschitz associado

a f se u for absolutamente minimizante Lipschitz em Q e u = f em 0f).

No Exemplo 2.1.7, a funcao u é a solucao canoénica do PEL associado a Q = (—1,0) U
(0,1) e f: 00 — R dada por

0, ze€{-1,0}
1, z=1.

fz) =

2.2 Comparacao com cones

Mostramos nesta se¢do que a definigdo de uma fungao ser AM L(£2) é equivalente a
exigir que essa funcao satisfaca comparagao com cones em 2, uma propriedade geométrica
que se mostra mais conveniente para nossos usos futuros [2], [6].

De agora em diante, consideramos {2 C R™ um conjunto aberto nao-vazio.

Definicao 2.2.1. Definimos um cone com vértice em xy; € R"™ como uma fungao
C:R" - R da forma
C(z) = a||x — x| + b, (2.6)

onde a, b € R. Nesse caso, para cada = € R", a semirreta
{zog +t(xr —xp): t >0}

é chamada de raio de C através de z.
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Notemos que, se n = 2, entdao o grafico de C' possui a forma de um cone de uma
folha em R?, com vértice no ponto (zg,b) € R3. Porém, em obras sobre o operador
oo-laplaciano, nota-se que um cone é definido como uma func¢ao, e ndo como uma figura
geométrica, devendo-se ter esse cuidado. Portanto, ao falarmos de cones nessa dissertacao,

devemos sempre ter em mente uma fungao como em (2.6).

Lema 2.2.2. Seja C': R" — R o cone dado por
C(z) = a||x — x| + b.

Entao, valem as sequintes propriedades:

i) Dados w, y € R™ dois pontos distintos de um mesmo raio de C, entao

Lipe ([w,y]) = |al;
it) Se ) € um conjunto aberto ndo vazio, entao Lipo(Q2) = |al;

iti) Se € um conjunto aberto, nao wazio, limitado e tal que xo ¢ €, entdo
Lipe (992) = [al.

Demonstragio. Para mostrar o item i), tomamos x1, xo € R™ quaisquer. Temos que

(Clan) = Claz)| _ lafler = woll = allza = @oll | s =2l

= = |al,
o1 =] o1 — ] I
ou seja, |a| é uma constante de Lipschitz para C' em R".

Agora, sendo w, y € R™ dois pontos de um mesmo raio de C', digamos, que passa por
x, podemos escrever w = xg + t1(z — o) e y = xo + ta(x — x9), t1, to > 0 com t; # to.

Logo,

[Cw) —Cy)l _ lallw— ol —ally —xolll _ |alltr(z — zo)|| — al[ta(z — zo)]l]
Jw =yl Jw =yl [t1(z — x0) — t2(x — o) |
_ lal [ty =t [l — x| _ .
[(t1 —t2)(z — o) '

Portanto, Lip([w, y]) = |al.
Os itens ii) e iii) seguem diretamente ao notarmos que os conjuntos em questao pos-
suem pelo menos dois elementos distintos de um mesmo raio de C', e basta que fagamos

uma demonstragao semelhante a do item 1i). O

Definimos agora a propriedade de comparacdo com cones para fungoes continuas em
um conjunto €2 C R", sendo essa uma importante propriedade presente no restante desse

capitulo.
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Defini¢ao 2.2.3. Dizemos que u € C(€2) satisfaz comparagao com cones por cima em {2
se para todo € CC Q e todo cone C' cujo vértice nao pertence a Q' e tal que u < C' em
oY, valer u < C' em (V.

Analogamente, definimos a comparacdo com cones por baixo em (2. Dizemos que u
satisfaz comparagdo com cones em ) quando satisfaz comparagao com cones por cima e

por baixo em ().

Exemplo 2.2.4. Seja v : R — R uma funcao convexa em (2, isto ¢é, tal que
u(Az + (1 = Ny) < du(z) + (1 — MNu(y), para quaisquer x, y € Qe X € [0,1].

Vamos mostrar que u satisfaz comparacao com cones por cima em R”. Para isso, dados
Q' CCcR"e C:R"— R um cone com vértice em zo & ' tal que u < C' em 0, vamos
mostrar que u < C' em V.

De fato, dado x € €/, existe um raio R de C' comecando em xq e interceptando z, e
como ) é aberto, temos que R intercepta 02 em dois pontos, digamos y e z, de modo

que o segmento (y, z) C V.

Figura 2.2: Tlustracao dos pontos contidos em um mesmo raio de C.

Z

94

Lo

Fonte: Elaborado pelo autor.
Dessa forma, x € (y, z), e podemos escrever
r=ty+ (1 —1t)z, para algum t € (0, 1).
Usando que u é convexa em € C Qe que u < C em {y, z} C 99, concluimos que
u(@) = ulty + (1 - £)2) < tu(y) + (1 — u(z) < LC(y) + (1 - )C(2)
e, COMo Ty, T, Yy € z estdo em uma mesma reta, vale que

[ty = zo)l[ + [[(1 = ) (2 = wo) || = [[t(y — wo) + (1 = )(z — @0) |
= [[ty + (1 = 1)z — |

= [lz = ol
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Portanto, u(z) < tC(y) + (1 —t)C(z) = C(x), e como a escolha de z € Q' foi arbitraria,
segue que u < C' em ', logo, u satisfaz comparac¢do com cones por cima em R™.

Em particular, a funcido u : R — R dada por u(z) = z*

¢é convexa em R, logo, dados
um intervalo (a, b) e um cone C' : R — R com vértice em zo & (a,b) e tal que C(a) > u(a)

e C(b) > u(b), vale que C'(z) > u(x) para x € |a, b].

Figura 2.3: Graficos de u(z) = 22 e do cone C(z) no intervalo (a, b).

Y
N
72
k C'(x)
>

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ainda, todo cone " : R" — R da forma C'(z) = a ||z — x¢|| + b, com a > 0, satisfaz
comparagao com cones por cima em R"™. Contudo, em geral, fungdes convexas nao sa-
tisfazem comparagao com cones por baixo em R"™. De fato, como vemos na Figura 2.3,
apesar de C'(a) < u(a) e C(b) < u(b), ndo vale que C(x) < u(x) para todo = € (a,b).

Por fim, por argumentos analogos aos feitos acima, mostramos que toda fun¢ao concava
em R" satisfaz comparacao com cones por baixo em R"™, mas, em geral, ndao satisfaz

comparagao com cones por cima em R”.

A seguir, apresentamos uma propriedade analitica equivalente & comparacao com cones

em um aberto ).

Lema 2.2.5. A funcio u € C(Q) satisfaz compara¢io com cones por cima em ) se, e

somente se, para todo Q) CC Q, beR exy &, valer

u(z) = bz — x| < max (w(w) = bl|lw — z0||), para todo x € .
weoY

Analogamente, u € C () satisfaz comparagao com cones por baizo em ) se, e somente
se, para todo ¥ CC Q,beR exy &, valer

u(z) —bl|lz — ol > mé% (u(w) — b ||lw — xol|), para todo x € V.
weo
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Demonstracao. Vamos mostrar apenas a primeira equivaléncia, sendo a prova da segunda
equivaléncia andloga ao que fazemos a seguir.

(=) Dados Q CC Q, beRexy ¢, temos que, se x € I,

u(x) = bljz — ol < max (u(w) —bljw — o),

ou, ainda,

u(w) < ma (u(w) = bllw = zo) + bl — o] = C(a). (2.7)

Como C' : R™ — R é um cone com vértice em xy & 2 e u satisfaz compara¢ao com cones
por cima, temos que (2.7) é valida também para todo x € €, como querfamos mostrar.
(<= ) Dados  cC Q, C : R" — R um cone dado por C(z) = a + b||xz — x¢||, com a,
beRexy & Q tal que u < C em 0. Notemos que, se x € {2, vale, por hipoGtese,

u(@) =bllz = zo|| < max (u(w) —bflw — o))

e, subtraindo a em ambos os lados, obtemos

u(w) — O(e) < s (u(w) ~ C(w)) <0,

pois u < C' em 0. Dessa forma, concluimos que u < C em €Y. m

Vamos mostrar que as definigdes de fungao AM L(€2) e funcao que satisfaz comparacao

com cones em () sdo equivalentes. Para isso, vamos mostrar, primeiramente, os seguintes
resultados [5], [16].

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Harnack). Seja v € C(Q) uma fung¢io que satisfaz
comparagdo com cones por cima em €2, com u < 0 em €.
Se z € Q) 6R<w, entdo

L.
sup v < — inf wu.
Br(z) Br(z)

Demonstragio. Dados y € Q e r < dist(y, 02), vamos mostrar, primeiramente, que

U<W>—U<y>>

r

u(z) < u(y) + max ( |t —y||, para todo z € B,(y). (2.8)

weS,(y)

De fato, dado = € S,(y), temos que

w(e) — uly) < max (u(w) — u(y)) = max (u(w) — u(g) Y

weSr (y) weSr(y) r
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wESr(y
se x € O(B,(y)\{y}), e como u satisfaz comparacao com cones por cima, segue que (2.8)

E, diretamente, temos u(y) = u(y) + max) (u(w)—u(y)) lly — y||. Logo, (2.8) é vélida
r

¢ valida para todo x € B,(y).
Agora, dados z, y € Bg(z), temos que = € Bsg(y) e 3R < dist(y, 092), logo, por (2.8)

e usando que u < 0 em {2, concluimos que

u(z) <uly) + max (u(w)_u(y)> lz —yll

weS3R(y) 3R
0 — u(y)
< i ) _
<ut) + (S50 o -

_ (1 e yu> o)

Como z, y € Br(z), temos que ||z — y|| < 2R, e, como u(y) <0,

T — 2R 1 .
u() < (1— ” 3Ry“)u<y> < (1 22V u(y) = Suty), para quaisauer 7,y € Ba(2).

Para cada y € Bg(z) vale u(z) < %u(y), se © € Bg(2), logo,

1
sup u < gu(y), para todo y € Bg(z)

Br(2)
e, portanto,
sup v < - inf wu,
Br(2) Br(z)
concluindo a prova da desigualdade de Harnack. O]

A desigualdade de Harnack nos dda um controle da variacao da funcdo u em bolas
suficientemente distantes de 0€2, nas quais conclui-se que a variacdo de u nao pode ser
muito grande.

Agora, apresentamos o primeiro resultado de regularidade para fungoes que satisfazem

comparagao com cones em §).

Teorema 2.2.7. Se u € C(Q) satisfaz comparagao com cones por cima em ), entdo u é

localmente Lipschitz e, portanto, € diferencidvel em quase todo ponto de §2.

Demonstracio. Tomemos z € ), R < %’m) e suponhamos, primeiramente, que u < 0
em Byg(z). Dados x, y € Br(z), como x € B3r(y) C Bygr(z), entdo (2.8) e a desigualdade

de Harnack implicam em

o)) < e (") e =0t < P e o
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. [z —yll |z =yl
< — lnf Uy— < — sup U4 —.
~ Bgr(?) 3R - BR(E) R

Trocando z e y de posi¢ao, concluimos que, para quaisquer x, y € Br(z),

u(e) — u(y)] < — sup w12
Br(z) R
ou seja, u é Lipschitz em Bg(z).

Agora, se u nao é nao-positiva em Byg(z), basta tomarmos

v=u— sup u <0,
Byr(2)
pois v continua satisfazendo comparagao com cones por cima, e obtemos, para

T,y € BR<Z)7

= =yl

=L (29)

X
lu() = u(y)] = [o(x) — v(y)| < — sup v 1Yl _ ( sup u— sup )
Byr(2) Bgr(z)

Portanto, concluimos que u é Lipschitz em B,(z), e como a escolha de z € Q foi arbitraria,

segue que u é localmente Lipschitz em (2. O

Observa-se que nao seria necessario utilizar a desigualdade de Harnack na prova do
Teorema 2.2.7, contudo, essa ferramenta nos permitiu obter uma constante de Lipschitz

local para u consistindo apenas de cotas superiores para u, como vemos na Eq. (2.9).

Lema 2.2.8. Sejam u € C(Q)) uma fung¢do que satisfaz comparagao com cones por cima
em Q e ) CcC Q. Dado x € Q, temos que

Lip, (09 U {z}) = Lip,(9). (2.10)

Demonstracio. Pelo Teorema 2.2.7, sabemos que u é Lipschitz em ' e, portanto, em 9.
Notamos que, como 9€Y C 9Q'U{z}, entdo Lip, (0€') < Lip,(0YU{zx}). Reciprocamente,
se y, z € 0V, temos

u) =l _ o
=z = LP(O).

Resta mostrar que, para cada y € 9, vale
|u(z) — u(y)| < Lip, (09) ||z — |
ou, equivalentemente,

u(y) — Lip, (0€) ||z — y[| < u(z) < u(y) + Lip, (02) ||lz — y]| .
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Para isso, basta notarmos que, trivialmente, C'(x) := u(y) — Lip, (0) ||z — y|| < u(x)
se x € JFY. Mas, como C' é um cone com vértice em y ¢ Q' e u satisfaz comparacao
com cones por cima em €2, entdao u(y) — Lip,(0Q) ||z — y|| < u(z) para = € ', como

queriamos mostrar.

Portanto,
Lip, (0 U {z}) = sup {W coy, z€ 0 U{x}, y# z} < Lip, (09",
-z
donde concluimos que Lip, (02 U {z}) = Lip, (0%Y). O

Finalmente, podemos demonstrar o principal resultado dessa secdo, que afirma que
fungoes AML satisfazem comparacdo com cones, valendo também a reciproca dessa afir-
macao. Sendo assim, as duas defini¢oes sao equivalentes, apesar de parecerem bastante

distintas a primeira vista.

Teorema 2.2.9. Uma fungao u € C(Q)) é absolutamente minimizante Lipschitz em Q) se,

e somente se, satisfaz comparacao com cones em €.

Demonstragio. ( <= ) Tomando ' CC , vamos mostrar que Lip, (') = Lip,(9Q').
Notamos que, pelo Teorema 2.2.7, v € C(€) é Lipschitz em ' e, pelo Lema 2.1.2,

Lip, (€') = Lip,(%).
Agora, como 9€Y C V, temos que

Lip, (') = Lip, (€') > Lip, (9"). (2.11)

Para mostrar a desigualdade inversa, tomemos z, y € . Utilizando o Lema 2.2.8 duas
vezes, notando que 0 U {z} = 9(Q\{z}), obtemos

Lip, (0¢Y') = Lip, (02" U{x}) = Lip, (9" U {z,y}).
Como z, y € 0 U{x,y}, temos
|u(x) — u(y)| < Lip, (09" U{z,y}) |z — yl| = Lip, (0€) ||z — ]|
Sendo a escolha de x, y € ' arbitraria, temos Lip, (£?') < Lip,(9€), e por (2.11),
Lip, (€2') = Lip, (0%).
(=) Dados u € AML(Q), ¥ CCQ,a €Rez¢&Q, queremos mostrar que

u(z) —allz — z]| < max (u(w) —allw — z||), para todo z € .
weoY!
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Tomando

Q= {x e u(z)—alx—z| > Irel%cl(u(w) —allw— z||)} ,

vamos mostrar que " é vazio. Supondo que " # (), considere o cone

C(z) = allz — z[| + max (u(w) —ajw - 2[]).

Entdao Q" = Q' N (u— )1 ((0,+00)) é aberto, afinal (v — C) € C(Q). Vamos mostrar
que u = C em 09".
Para isso, notemos que, se z € 0%, entao u(x) — al|lz — z|| < maxyeaq (u(w) —
a|w— z||), ou seja, (u—C)(x) <0.
 Supondo que exista z € 9Q” com (u — C)(z) > 0, entdo x & I, e como N C V,
vale que x € ', donde x € Q" pela definicao de ", contradizendo o fato de 2" ser

aberto.

« E, se existisse z € 02" com (u— C)(x) < 0, entdo, como u — C € C(Q), existiria
uma vizinhanga V, de x na qual (u — C') < 0. Logo, V., N Q" = (), contradizendo o
fato de x € 99"

Portanto, u = C' em 09)". Agora, como, por hipdtese, u € AML(S)), temos
Lip, (Q") = Lip, (8Q") = Lipo(89Q") *2? |al. (2.12)

Tomemos xg € 2", 0 qual supomos que existe. Sendo " aberto, o raio de C' através de
o,
{z+t(xg—2), t>0}

contém um segmento I em €2”, contendo xg, que intercepta )" nas suas extremidades.
Denotamos 0 = {z + t1(zg — 2), 2 + ta(xo — 2)} C 0.
Notemos que
t— Cz4t(xg—2)) = r%%é,(“(w) —allw—z|)+allzo— 2|t
w

é linear e possui constante de Lipschitz |a| ||zg — z|| em I. Além disso, t — u(z+t(xo—2))

também possui |a| ||z¢ — z|| como constante de Lipschitz, pois, por (2.12),

la| = sup {|u(|:|2 : Zﬁy)’ oz, yeQ’, x# y}

e+ t{ay = 2) —ule+slw—2)| 8
{||<z+t<aso—z>>—<z+s<xo—z>>u faelodl t# }
1 { lu(z + t(xo — 2)) —u(z + s(xo — 2))|
o =21 = '

> sup

= sup

t, s €[0,1], t%s},
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logo,

lu(z +t(xo — 2)) —u(z + s(zo — 2))|
|t — s '

af llzo — 2] 2sup{ L se o, t#s};

e, sendo u = C em 09", entdo u = C em OI e

u(z +t1(xo — 2)) —u(z +tz2(zo — 2))  Clz+ti(zo — 2)) — C(z + ta(x — 2))
|t — 1o - |t — 2
_ lal llzo = || [t — 2]
N t1 — 1o

= laf [lzo — 2|
Portanto, pelo Lema 2.1.4, v é afim em I, e como C' = u em 01, segue que
u(z +t(xg —2)) = C(z 4+ t(xg — 2))

para todo t € R tal que z + t(z¢ — z) € I. Em particular, u(zy) = C(zo), contradizendo
o fato de zg € Q. Logo, Q" = (), e concluimos que u satisfaz comparacao com cones por
cima em ).

Analogamente, podemos mostrar que u satisfaz comparagdo com cones por baixo em

(), e portanto, concluimos que u satisfaz comparacao com cones em (). O

Observagao. Pela segunda parte da prova do Teorema 2.2.9, concluimos que, se u € C'(€)
nao satisfaz comparacdo com cones por cima em {2, entdo existe ) CC Q aberto nao

vazio e um cone C' com vértice xg & ' tais que u = C em 9 e u > C em .

2.3 Existéncia de solucoes do problema de extensao

de Lipschitz

Devido seu carater analitico de uso maleavel, passamos a tratar de fung¢oes que satis-
fazem comparagdo com cones em um dominio €2 como as solugoes candnicas do problema
de extensao de Lipschitz. O nosso objetivo nesta secao é mostrar que, dados 2 C R”
aberto com 0 € 0N (para facilitar a notacio), f € C(99) tal que existem A* B* € R
com AT > A" e

A™ |lz|| + B~ < f(z) < AT ||z|| + BT, para todo z € 99, (2.13)

entao existe solu¢ao do problema de extensao de Lipschitz para f em ).
Notemos que, se f é Lipschitz em OS2, entdao f € C(02) e

/() = f(0)] < Lip(99) |||
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ou, ainda,

f(0) = Lip;(99) ||z[| < f(z) < f(0) + Lip(99) ||z],

isto é, vale (2.13) para A* = £ Lip;(9Q) e B* = f(0).
A estratégia que aplicamos para mostrar esse resultado é a de usar um método seme-
lhante ao de Perron, e seguird os passos de [5]. Mas antes, precisamos mostrar alguns

resultados preliminares [5].

Lema 2.3.1. Seja {fa}ren C C(Q) uma familia de fungoes que satisfazem comparagao

com cones por cima em §2. Definindo h : 0 — R por

h(z) = sup fi(x), (2.14)
AeA
e supondo que h € finito e localmente limitado por cima em ), temos que h € C(2) e h
satisfaz comparagdo com cones por cima em §2.
Analogamente, se {frx}ren C C(Q) é uma familia de fungoes que satisfazem compara-

¢do com cones por baizo em €1, e se g : 0 — R dado por

9(x) = inf fi(),

for finito e localmente limitado por baizo em 2, temos que g € C(Q) e g satisfaz compa-

ra¢do com cones por baixo em 2.

Demonstracdo. Primeiramente, tomamos \g € A e notamos que, se g, : 2 — R é dada
por

gx(z) = max {fi(x), f,(z)}, qualquer que seja A € A, (2.15)

entdo podemos substituir fy por g, em (2.14). Vamos mostrar que cada g, satisfaz
comparagao com cones por cima em §2.

De fato, sejam € CC Qe C : Q — R um cone cujo vértice nao pertence a €' e tal
que gx(z) = max {f\(z), fr,(z)} < C(x), para todo z € 9. Entao f, < Ce f,, < Cem
08Y, e como ambos f) e f), satisfazem comparagdo com cones por cima em (2, temos que
H<Ce fr, <Cem Y. Dai, g, <C em {, como queriamos mostrar.

Dessa forma, podemos supor sem perda de generalidade que cada funcao fy é local-
mente limitada por cima (por h) e por baixo (por fy,). Logo, usando (2.9), temos que
{fa}ren € localmente equicontinuo, afinal, dado z € Q e R > 0 tal que Byg(z) C €2, temos

que h e f, sdo limitadas em Byg(z) e, se A € A, vale

[fx(2) = fA(y)] (259) ( sup f) — sup fA) Iz =yl < ( sup h — sup on> llz =yl

Ban(2) Br(2) R Bin(z)  Br(2) R
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e, em particular,

@) < Hly) + ( sup i — sup fAO) ==yl

Bir(z)  Br(2) R

para z, y € Bgr(z). Tomando o supremo sobre A € A e trocando a ordem de x e y,

concluimos que

|h(z) — h(y)| < ( sup h — sup fm) M, para quaisquer z, y € B,(z),
Bir(z)  Ba(2) R

ou seja, h é continua em §2.
Agora, tomemos ' CC Q,a € Re xyg € . Dado A € A, temos, pelo fato de fy

satisfazer comparacao com cones por cima em () e pela defini¢ao de h,

fa@) = alle = mol] < i (fr(w) = allw — woll) < max (h(w) — aljw—wol), (2.16)

para todo x € . Tomando o supremo sobre A € A no lado esquerdo, concluimos que h

satisfaz comparagao com cones por cima pelo Lema 2.2.5. O

Dessa forma, o supremo de fun¢oes f) que satisfazem comparagdo com cones por cima
em () também satisfaz essa propriedade, desde que esse supremo seja finito e localmente
limitado. Nota-se que foi necessario utilizar a constante de Lipschitz local de cada func¢ao

f) para mostrar esse resultado.

Lema 2.3.2. Definimos h, h: R" — R por
h(z) :sup{Q(:z:): Cx)=allz—2z||+b, a<A™, z€6dQ e C<f em@Q},

E(x):inf{é(x): C(z)=allz —z||+b, a>A", 2€ 0 eézfem(?Q}.

Entdo, as funcoes h e h estio bem definidas, sdo continuas em §) e satisfazem

A” |lz|| + B~ < h(z) < h(x) < AT ||z|| + B*, para todo v € R" (2.17)
h=nh=f em Q. (2.18)

Além disso, h satisfaz comparacao com cones por cima em §) e h satisfaz comparacao com

cones por baizo em §2.

Demonstracio. Para mostrar que h estd bem definida, precisamos mostrar que existem
funcoes com as propriedades de C' como aparecem na definicdo. Fixados z € 00 e € > 0,
tomamos ¢ > 0 de modo que f(z) < f(z) + ¢, para todo z € Bs(z) N0 (que existe, pois
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f é continua em 0Q2), tomemos a > max{A*,0} tal que

f(2)+¢e+ad > max (A" x|+ B") (2.19)

llz—=[<é

e, no caso em que z # 0,
f(z)+e+alz|| > B". (2.20)

Essa escolha de a é possivel, bastando tomar

1 1
+ + + +
a > max{O,A 5 (err_l?”}cq (A ||| + B ) — f(2) —5) Tl (B — f(2) —e)}.
Dessa forma, vamos mostrar que
C(z) = f(2) +e+allr—z|| > AT |jz| + BY = C*(x) em R™\Bs(2), (2.21)

donde segue que C' > f em 99, visto que, se z € Bs(z) NI, vale que f(x) < f(z) +¢ce
Clz) = f(z) +e+alz— 2] = f(z) +0.

Para mostrar (2.21), notamos que a > A" implica que o conjunto

@ = {x e R"\By(2) : Cla) < C*(x)}
= {x € R"\Bs(2) : f(z) +e+alr—z| < A" |z] + B+}

é aberto e limitado. De fato, Q' = (C* — C) ((0,+00)), com C* — C € C(), logo, ' é

aberto, e, dado z € ', entao
f)+etalz||—alz] < f(z) +e+allz—z| <A™ |lz|| + BT,

que implica em

1
a— At

]l <

(B* = f(z) —e+alz]).

Vamos mostrar que ' é vazio.

Para isso, notemos, primeiramente, que Bs(z) N = 0, por (2.19). Logo, C = C*
em 9, e como 0, z € Q' (por causa de (2.20)), segue que C' = C* em §', pois C e C*
satisfazem comparacdo com cones por cima em €. Logo, ' é vazio.

Portanto, h é bem definido. Além disso, pela definicao de C, vale que C(z) = f(z) +¢,

e como a escolha de € > 0 foi arbitraria, segue que

h(z) = inf {U(z)  Clx)=allr—z||+b, a>A", 2€9Q, C> fem 8(2}
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C(z)
f(2) + ¢, qualquer que seja e > 0,

IN

logo, segue que h(z) = f(z), entdo (2.18) vale para h.
Além disso, para € > 0, podemos tomar C(z) = (A" + ¢) ||z|| + BT, que satisfaz as
condigoes na definicao de h (lembrando que 0 € 99), logo,

hz) < (AY +¢)||z|| + BT, para quaisquer x € R" e ¢ > 0,

que implica h < C* em R", como em (2.17). Analogamente, mostramos que h ¢ bem
definido e h(z) > A~ ||z|| + B~ em R™.

Para mostrar que h < h, tomamos quaisquer dois cones C(r) = allr —z| +b e
C(z) =a||lz — z|| + b satisfazendo as condigoes nas definigoes de h e h, respectivamente.
Como C<f<CemdN, z,zcdea> A" > A" > a, o conjunto

Q'={zeR": C(x)>C(x)}

¢ limitado, satisfaz z, 2 € " ¢ C = C em Q". Argumentando como feito acima para €V,
concluimos que " é vazio, e, portanto, C < C' em R™. Dessa forma, segue que h < h em
R™, e esta provado (2.17).

Em particular, h e h sdo finitos e localmente limitados em €, e, portanto, segue do
Lema 2.3.1 que segue que h e h sdo continuos em €, e, ainda, h (respectivamente, h)
satisfaz comparagdo com cones por cima (respectivamente, por baixo).

Resta mostrar que h e h sdo continuos em 9€2. Como h é semicontinua superiormente
em R", como o infimo de fung¢des continuas e pela Proposicao 1.1.2, e h é semicontinua
inferiormente em R™, obtemos, usando (2.18) e h < h, que, se x € 052,

(1.2) (1.1

f(z) = h(x) < liminfh(y) <liminfh(y) < limsup h(y) g) f(z). (2.22)

Yy—T y—x y—

Logo, h é continua em OS2, e podemos mostrar, de maneira analoga, que h é continua em
0, com h = h = f em 09. O

As funcées h e h serdo limitantes da solucdo do PEL que mostraremos que existe.

Resta apenas mostrar mais um lema auxiliar, dado a seguir.

Lema 2.3.3. Seja u € C(Q2) uma fungao que satisfaz compara¢io com cones por cima em
Q, mas que nao satisfaz comparagdo com cones por baizo em 2. Entdao existe um conjunto

nao vazio Q) CC Q e um cone C' : R™ — R com vértice fora de Q' e tal que u = C' em
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oV, u<C em Y, etal que a funcao i : Q@ — R definida por

(2.23)

satisfaz comparagcdo com cones por cima em ). Além disso, se u é Lipschitz em ), entdo
@ também o é, e Lip,(Q) < Lip, ().

Demonstracao. Como u nao satisfaz comparagao com cones por baixo em (2, existe um
aberto nao-vazio ' CC €2 e um cone C' : R” — R com vértice fora de ' satisfazendo
u=Cem 00 eu < C em €. Definindo @& como no enunciado, vamos mostrar que
satisfaz comparacao com cones por cima em ). Supondo que isso ¢é falso, entdo existe
Q) cC Q nao-vazio e um cone C : R — R com vértice fora de Q, tal que & = C em 99 e
4> C em Q.

Como u satisfaz comparacio com cones por cima em 2, temos que u < @& = C' em 95
implica que uv < C em . Dal, segue que U # u em Q, donde segue que 4 = C' em Q
e, portanto, @ C €. Dessa forma, em 99, C = & = C e, pela comparacio com cones,
segue que C' = C' = 4 em Q. Logo, Q = 0, onde chegamos em uma contradicio. Logo, @
satisfaz comparagao com cones por cima em (2.

Agora, supondo que u é Lipschitz em €2, como
Lip, () = Lipy(€') = Lip¢(0€') = Lip, (69') < Lip, (),

podemos ver que Lip,(2) = max {Lip, ('), Lip,(Q\Q')} < Lip,(Q), afinal & = u em
O\, O

Notemos que a funcao 4 é semelhante ao levantamento harmonico de u em €2, definido
para fungoes subharmonicas u em ). Dessa forma, notando que o método de Perron para
mostrar existéncia de fungoes harmonicas em €2 consiste em tomar o supremo sobre fungoes

subharmoénicas em ) limitadas em 0f), aplicamos a seguir um método semelhante.

Teorema 2.3.4. Sejam Q2 C R™ aberto, f € C(0) e suponhamos sem perda de genera-
lidade que 0 € 0. Sejam AT, B* € R com AT > A~ e

A™ |lz|| + B~ < f(z) < AT ||z|| + BT, para todo x € 09). (2.24)
Entao, existe uma fungio u € C(2) N AML(Q) tal que u = f em OS2 satisfazendo

A7 ||z|| + B~ <u(z) < A" ||z|| + BT, para qualquer x € Q. (2.25)
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Demonstragdo. Definimos u : {2 — R por

u(z) = sup {v(m) . h <wv < hew satisfaz comparagdo com cones por cima em Q} :
(2.26)
Pelo Lema 2.3.2, o conjunto da direita inclui h, logo, u estd bem definida e satisfaz
comparagao com cones por cima, pelo Lema 2.3.1. Por (2.18), u € C(Q) e u = f em
9. Logo, ou u satisfaz comparagdo com cones, e dai u € AML(Q) e estd demonstrado
o teorema, ou u nao satisfaz comparacao com cones por baixo em 2. Nesse caso, o Lema
2.3.3 afirma que existe um conjunto nao-vazio € CC 2, um cone C' : R" — R tal que
u=Cem I, u<Cem etal que a funcio 4 satisfaz comparagao com cones por cima
em {2, onde
u(z), xe€Q\

a(r) =
C(z), ze.

Claramente, h < v < 4 em . Vamos mostrar que também vale que @ < h em €,

contradizendo a definicdo de u, pois, dessa forma, u < 4 em ' e

U e {v(x) . h <wv < hew satisfaz comparacdo com cones por cima em Q} .

Para isso, assuma que é falso que & < h em €. Sendo Q" = {z € Q: a(z) >
temos que Q" C ', pois & = u < h em Q\§. Dessa forma, Q" = {x €eQ: Cx) >
e vale que h = C' em 092". Como h satisfaz comparacdo com cones por baixo, h >
Q" isto é, Q" é vazio, uma contradicao.

Portanto, a fungao u definida por (2.26) é tal que u € AML(Q) N C(R2), u = f em 09
e satisfaz as desigualdades (2.24), devido a Eq. (2.17). O

2.4 Unicidade de solucoes do problema de extensao
de Lipschitz

Para encerrar o capitulo de introdugao ao problema de extensao de Lipschitz, mostra-
mos a unicidade de suas solugoes. E, para isso, seguimos os passos de [3], comegando com
alguns resultados intermediarios necessarios adiante.

Para cada € > 0, definimos o conjunto
Q. :={reQ: dist(z,00) > e}. (2.27)
Dados u € C(2) e x € )., usamos a notagao

S*(u,z) = max u(z) — u(z) e S7(u,r) = max () = u(z) (2.28)
z€Be () € z€Be () €
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u®(x) = max u(z) e u.(r)= min u(z). (2.29)
2€Be () 2EBe(x)

Lema 2.4.1. Suponhamos que u, v € C(Q) sejam limitados em §) e satisfazem, para
algum € > 0,
g

€

(u,z) — SH(u,2) <0< S (v,2) — SF (v, ), para todo x € Q.. (2.30)

£

Entao

sup(u — v) = sup (u — v).
Q O\Q.

Demonstragdo. Por contradigdo, suponhamos que

sup(u — v) > sup (u — v). (2.31)

Q O\Q-
Ou seja, o supremo de u — v em € é atingido em . CC Q e nao é atingido em Q\(..
Logo, sendo u—v € C(2), o conjunto ' = {z € Q: (u—v)(x) = supg(u—wv)} é ndo-vazio,
fechado e contido em .. Definindo Q" := {x € Q' : u(x) = supq u}, que é nao vazio,
pois u € C() e ' é fechado, tomemos zy € J2”. Como u — v atinge seu valor maximo

em g, pois xo € V' = Q" C , temos que

u(x) —v(x) <u(zg) —v(wg), para todo z € B.(xg)
ou, equivalentemente,

v(xg) — v(z) < u(zg) —u(z), para todo x € B.(xg).

Dividindo ambos os lados por € e tomando o maximo entre todos os x € B.(x), concluimos

que
S= (v, o) < S (u, o). (2.32)

Se SF(u,zo) = 0, da primeira desigualdade de (2.30), temos que S= (u, xy) = 0, visto que

S=(u, ) > w(@o) = u(wo) = 0. De (2.32), deduzimos que S= (v,z9) = 0. Da segunda
desigualdade de (2.§0), temos St (v, zy) = 0.

Ou seja, u e v sdo constantes em m, donde segue que m C Q" contradizendo
a escolha de xo € 0Q".

E, se ST (u,20) > 0, tomemos z € B.(x) tal que ST (u,z¢) = M. Como

SH(u, ) > 0, entdo u(z) > u(xg), e como o € 2", vemos que z ¢ ', pois, se pertencesse,
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terfamos u(z) > u(xy) = supg u, um absurdo. Logo, sendo z ¢ ', deduzimos que
u(z) —v(z) < ulzo) — v(20)
ou, ainda,
eSH(u, o) = u(2) — u(zo) < v(z) —v(xo) < SF (v, 20). (2.33)
De (2.32) e (2.33), obtemos

S= (v, z0) — SH(v, ) < S-(u, ) — SF(u, xp),

£

o que contradiz (2.30). Portanto, concluimos que

sup(u — v) = sup (u — v),
Q O\Q.

como queriamos mostrar. O

Mostramos a seguir que, se u satisfaz comparagao com cones por cima e se v satisfaz
comparagao com cones por baixo em (2, entao u® e v° satisfazem as hipdteses do Lema

2.4.1, para cada ¢ > 0.

Lema 2.4.2. Se u satisfaz comparagcio com cones por cima em ), entao, dado € > 0
qualquer, vale
S”(uf,z) — SH(uf,x) <0, para todo x € Qa, (2.34)

e, se v satisfaz comparagdo com cones por baizo em ), entdo, para cada € > 0,

S=(ve, ) — SF(ve, ) >0, para todo x € Q.. (2.35)

€

Demonstragio. Para provar (2.34), fixemos um ponto z € Q.. Tomando yy € B-(z0) e

20 € Ba(g) tais que u(yo) = u®(z0) e u(zo) = u* (), temos

e (S (uf,w0) = S (u, w0) ) = u(w0) + (—u)*(w0) — () (o) + u* (o)
= 2u"(o) — (u°)e(w0) — (u7)(2o0)-

Notemos que (u®)®(xp) = max wu°(z) = max max u(y). Para simplificar essa expres-

2€Bc (o) 2€Bc(x0) y€B:(2)
sdo, tomamos z € B.(zg) e y € B.(2). Logo,

ly — ol < lly — 2]l + ||z — mo|| < 2e,
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ou seja, y € Ba.(x9). Dal,

(u¥)*(29) = max  max u(y) < max u(y) = u*(z0).

2€Be(x0) y€B:(2) yEBas (o)

Reciprocamente, dado y € By, (), entao y € B.(z), para um certo z € B.(x) (por

exemplo, z sendo o ponto médio do segmento de reta que une z, e y). Logo,

u*(z0) € max  max u(y) = (u)*(xo),
2€Be(x0) y€Be(2)

e obtemos que u**(xy) = (uf)*(xq). Além disso, notando que

(u¥)e(ro) = min w'(z) = min  max u(y)

2z€B:(z0) 2€Bc(x0) y€B:(2)

e que max u(y) > u(zg) se z € B-(xy), concluimos que (u°).(xg) > u(xg).
YEB:(2)
Portanto, obtemos

e (82 (uf, mo) — SF(uf, ) ) = 2uf (z0) — (uF)<(wo) — ()" (o)
< 2uf(wg) — u(zo) — u*(x0)

= 2u(yo) — u(xo) — u(z0). (2.36)
Sendo u(zy) = u*(z), podemos ver que, dado w € Sy.(x), entdo

u(w) —u(zy)  u(w) — u(xo) < max u(w) — u(xo) < u(zo) — u(zo)

HU) — J,’(]H a 2e T weSae (o) 2e 2¢e

Logo,

u(20) — u(xo)

u(w) < ulxg) + 5

||lw — ||, para todo w € I(Bac(xo)\{zo}). (2.37)

Como u satisfaz comparacao com cones por cima em €2, temos que (2.37) é valida para

w € By \{z0}, logo, é vélida para todo w € Ba.(zg). Em particular, paraw = yg € B.(x),

obtemos

u(z0) — u(xo)
- 5

u(yo) < u(xo) + U(ZO);SU(SUO)

190 — ol < u(wo) +
ou seja,

2u(yo) — u(zo) — u(zo) < 0.
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Logo, por (2.36), concluimos que
£ (82 (uf, o) — S (u, o)) = 2ulyo) — ulo) — u(z) < 0.

Para mostrar (2.35), basta notarmos que —v satisfaz comparagao com cones por cima
em (), e, por (2.34), obtemos que, dado = € (s, entao

So((=v)%,2) = S5 ((—v)%2) <0,

3

€

e como (—v)® = —uv,, concluimos que S (v., z) — S- (ve, ) < 0, ou seja,

S (vey ) — SF(veyz) >0

para todo x € Q.. O

Dessa forma, a partir dos dois lemas auxiliares mostrados acima, podemos provar o

seguinte principio de comparacao.

Teorema 2.4.3. Sejam Q limitado, u € C(Q)) uma fung¢io que satisfaz comparag¢io com

cones por cima em ) e v € C(2) uma fungdo que satisfaz compara¢ao com cones por

baizo em ). Se u < v em 0N2, entdo u < v em €.

Demonstracao. Pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2, temos que

sup(u® —v.) = sup (u° — v.),
Qs Qe\Q2e

para cada € > 0. Basta fazermos ¢ — 07, e vamos justificar que

mﬁax(u —v) = 61_i>%l+ sggp(us —v.) = 61_i>r(1)rl+ Qila(us — V) = I%%X(u — ).

De fato, basta notarmos que, sendo u uniformemente continuo em € (pois u € C(f)

e (2 é limitado), entao, dado ¢ > 0, existe € > 0 tal que, dados = € €. e y € B.(x), vale
u(@) — u(y)| <9,

ou, de outra forma,

u(z) —d < u(y) <u(x)+4.

Logo, u(z) —d < max u(y) < u(x) + J, para todo z € Q.. Analogamente, mostramos
yEBe(x)
que, se x € €1, entdo —v(z) —§ < max —v(y) < —v(z)+ 4, logo,
yEBe ()

u(z) —v(x) — 20 <u(z) —ve(x) <u(x) —v(z)+ 2, para todo x € €.
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Tomando o supremo sobre todo x € €., obtemos que

sup(u — v) — 26 < sup(u® —v.) < sup(u —v) + 24
QE Qs QE

ou, equivalentemente,

sup(u® — v.) — sup(u — v)| < 2.

Qe Qe
Logo,
lim sup(u® —v.) = lim sup(u — v) = sup(u — v) = max(u — v).
e—=0t e—=0t Q Q
Da mesma forma, mostramos que lim sup (u® —v.) = né%x(u — ). O

e—0t Qe \ Qe

Corolario 2.4.4. Sejam u, v € C(Q)) fungoes que satisfazem comparagao com cones em
Q e tais queu =v = f em 0, onde f € 0. Entao u=v em €.

Demonstragdo. Basta notarmos que vale, em particular, que u satisfaz comparacao com
cones por baixo e v satisfaz comparacao com cones por cima em 2. Ainda, u < v em 0f,
pois u = v = f, por hipdtese, e portanto, pelo Teorema 2.4.3, vale que u < v em ().

Por um raciocinio andlogo, podemos mostrar que v < u em 2. Logo, v = v em €. [

Portanto, mostramos que o Problema de Extensao de Lipschitz estd bem posto e
possui tnica solugao. Ou seja, dado 2 C R™ aberto e limitado e f : 92 — R Lipschitz
em Of), entdo existe uma tnica funcio u : Q — R, Lipschitz em Q tal que u = f em 012,

Lip, (2) = Lip;(99) e que satisfaga Lip,(€') = Lip, (0€'), qualquer que seja 2’ CC Q.
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Capitulo 3
O oo-laplaciano

Nesta secao, estudamos majoritariamente o operador oo-laplaciano, e como solugoes
de problemas de Dirichlet envolvendo esse operador estao diretamente relacionadas a

solugoes do problema de extensao de Lipschitz discutido no capitulo anterior.

3.1 Motivacao para a definicao do operador

Primeiramente, vejamos uma ideia heuristica para o surgimento do nome desse opera-
dor [8], [16]. A estratégia é considerar o caso limite do operador p-laplaciano, sendo esse

uma importante ferramenta no estudo de equagoes diferenciais.

Definigao 3.1.1. Dado p € (1, +0o0), definimos o operador p-laplaciano como o operador
A, dado por
Apu = div (| Vul" " Vu).

Se A,u =0 em 2, dizemos que u é p-harmoénica em 2.

Fixado p € (1,+00), notemos que

I
[M]=

Apu =3 [IVul 2],

=1

o
I

-

((p = 2) [|Vu" (Z uxjumj) g, + [Vl u”)

i=1 j=1

=(p—-2) Hqup_4 Z Z Ug U, U, T+ ||VUHP_2 Zuwzwz

i=1j5=1 =1

(P—2) Y Un,Upz, g, + |Vul|* Aul .

ij=1

= ||Vu|"™"
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Logo, para cada p € (2, +0), se u, € C*(Q2) é uma fun¢ao p-harmonica em 2, entao
—4 - 2
[V, |[” (p—2) Z (up)wj (up)wjzi<up>a:¢ + | Vup[|” Au, | =0 em €. (3.1)

ij=1

Formalmente, ao dividirmos (3.1) por |[Vul”™* (p — 2) e fazermos p — 400, supondo
que u,, — Us uniformemente em 2, para uma dada sequéncia {p;} C (2,-+00) tal que

pj — -+0o0 quando j — 00, obtemos que

i,7=1

Essa discussao motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.1.2. Definimos o operador oo-laplaciano como o operador A, dado por

n

Aou(@) = 3 e, (1)l (¥t () = (VPul@) Vu(z), Vuu(z)) . (3.2)

,j=1

Se A u =0 em 2, dizemos que u é co-harmonica em §2.

3.1.1 Ideia variacional

Segundo a teoria variacional, fixados p > 2 finito e g € C(9f2), existe uma unica
fungdo u, € C1() N C(Q) solugio fraca do problema de Dirichlet

Ayu=0 em €,
u=gq em OS2,

e essa funcdo é minimizante do funcional 7, : A, = R dado por
L) = [ IVu(@)|? da.

onde A, = {u eWP(Q)NC(Q): u=gem 89} é o conjunto de fungbes admissiveis

para esse problema. Ou seja, a funcao u, ¢ tal que
I,(v) > I,(u,), paratoda v e A,.
Tendo isso em mente, neste capitulo, mostramos que solugoes de viscosidade de
Aou=0 em (,

u=g em Of).
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minimizam o funcional I (u) : A, — R dado por

Loo(u) = ||vu||L°°(Q)7

onde A, = {u eWL>(@)NCQ): u= g}. Para isso, provamos um resultado mais

geral que afirma que fungoes oo-harmonicas sao absolutamente minimizantes Lipschitz

em {2, que, pelas discussoes provenientes da Definicao 2.1.8, é equivalente a dizer que se

v € C(2) é Lipschitz em Q e se v = u, em JS2, entao

Lip,,__ (Q) < Lip,(2),

olu Seja, Uy minimiza a seminorma de Lipschitz em €.

3.2 Solucgoes de viscosidade

A seguir, apresentamos a definicdo de solugao de viscosidade a ser utilizada nesse

trabalho, além de alguns resultados acerca dessas solugdes [6] e, também, um dos exemplos

mais cldssicos de fungoes co-harménica encontrado na literatura [5].

Definicao 3.2.1. (i) Dizemos que uma fun¢io u € C(2) é uma solucao de viscosidade

(iii)

de
—Au<0

em €2, ou uma subsolucao de viscosidade de —Au = 0 em €2, se para todo ponto
% € Q maximo de u — ¢, onde ¢ é de classe C? em uma vizinhanca de £, tivermos

—Axp(2) < 0. Também podemos dizer que u é co-subharmonica;

Dizemos que uma func¢do u € C(€2) é uma solugdo de viscosidade de
—Asu>0

em (), ou uma supersolucao de viscosidade de —A u = 0 em (2, se para todo ponto
% € Q minimo de u — ¢, onde ¢ é de classe C? em uma vizinhanca de 2, tivermos

—Aop(z) > 0. Nesse caso, podemos dizer que u é co-superharmonica;

Dizemos que a funcdo u € C(€2) é uma solugdo de viscosidade de —A,u = 0 em
(), ou oo-harmoénica em (2, se for simultaneamente subsolucao e supersolucao de

viscosidade em ().

Notemos que u é oo-subharmonica se, e s6 se, —u é oo-superharmodnica em 2. A

motivagao para a definigdo de subsolugdo (analogamente, supersolugao) de viscosidade

¢ a seguinte [9]: assumindo que u € C?*(Q) satisfaz —A u(z) < 0, para todo z € Q,

45



tomemos 2 € ) tal que u — ¢ atinge seu valor maximo em %, onde ¢ é de classe C? em

uma vizinhanga ' C Q de 2. Entao, sendo u — ¢ € C*(Q'), sabemos que
V(u—¢)(2) =0, Vi(u—¢)(2) <0,

onde VZ(u — ¢)(2) < 0 significa dizer que (VZ(u — )(£)¢,€) < 0, qualquer que seja
¢ € R". Em particular, para & = Vp(Z), temos

0= (V(u— ¢)(#)Ve(d), Vo(d))

= (VPu(@)Ve(#) - V(i
= (V2u(@)Vu(@), Vu(@)) — (V*0(2) Vi (2), Vio(#))
> — (V2o(#)Vip(2), Vo(2)) -

Ouseja, —A,¢(2) < 0, e concluimos que u é uma subsolugao de viscosidade de —A u = 0
em ().
A seguir, mostramos que a defini¢ao de viscosidade para o oo-laplaciano esta coerente

com a ideia de solucao classica.

Teorema 3.2.2. Seja u € C*(Q). Entdo u é solugdo de viscosidade de —Asu =0 em

se, e somente se,

—Asou(x) = D Uy, (2) Uy, (2) Uy, (x) =0, para todo x € Q.

,j=1

Demonstragio. (<= ) Sendo u € C*(), o cdlculo efetuado na motivagao acima é rigoroso
concluimos que u é uma subsolucao de viscosidade de —Au = 0 em .

Analogamente, podemos mostrar que u é uma supersolucao de viscosidade de —A u =
0 em €2. Logo, concluimos que u é co-harménica.
( = ) Suponhamos que u é solugao de viscosidade de —A . u = 0 em 2. Entao, em parti-
cular, u é oco-subharmoénica, e considerando ¢ = u na definicao de u ser co-subharmonica,
obtemos que u — ¢ = 0. Dessa forma, todo ponto x € ) ¢ um maximo local de u — ¢ = 0,
logo, —Au(z) <0.

Da mesma forma, como u é oo-superharmonica, temos que, dado x € {2, entao
—Asu(z) > 0. Portanto, A u(z) =0 em . O

Para amadurecermos a ideia de solugdo de viscosidade, apresentamos a seguir um dos

exemplos mais classicos de funcao oo-harmonica no sentido de viscosidade.

Ezemplo 3.2.3. Seja u : R? — R dada por u(z,y) = z5 — y% vamos mostrar que u é
oo-harmonica em R? [5].

Dado (zg, o) € R?, se 79 # 0 e yo # 0, entdo u é de classe C? em uma vizinhanca de
Y Y
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(20, %0). Como

W
(V)

uwz(x07y0) - § Uyy(xo,yo) = _§y0_§7

temos
Aoou(%, yo) = Um(SL’O, Z/O)Ux(%, Z/o)2 + Qny(JTO, Z/O)Ux(ib’m yo)uy(fb’m Zlo)

+ uyy<x07y0)uy(x07y0)2
216 2

4 _216 2 4
~Zo°—x5 +0— §yo : 3%3

T 90
—0.

Agora, se rg = 0, tomamos ¢ € C%(V), onde V é uma vizinhanca de (0, o), tal que

u — ¢ atinge seu valor maximo local em (0, yo). Como u — ¢ € C'(V), segue que

V(u—=¢)(0,4) =0,

ou, equivalentemente,

vu(07 ?JO) - VSO(()? ?/0)
Ainda, para x em uma vizinhanca Vy C R do ponto 0, temos

u(z,yo) — p(z,y0) < u(0,y0) — ¢(0,yo)

isto é,
4 = 4
zs —yg — oz, 5) < —y5 — (0, %),
donde segue que z3 < @(z,y0) — ©(0,4). Sendo ¢ € C%(V), entdo z — @(z,yo) ¢ de
classe C? em V), logo, pela féormula de Taylor, dado x € Vj, vale

1
90(377 yO) = (10(07 yO) + (px(()? yO):U + 590361(07 yo)xZ + 0($3)

e, também,

1
< ¢(@,90) = 2(0,90) = 22(0, 90)7 + 52 (0, yo)z® + o(z?).

Wl

T

Como ¢,(0,y0) = u.(0,y9) = 0, concluimos que

—_

x3 < igo,,::,da(o,yo)x2 +o(2%), sex €V
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e, dividindo ambos os lados por z2, obtemos

wlro

273 < —2(0,90) + o(x), sex e Vp\{0}.

N | —

Contudo, fazendo = — 0, concluimos que ¢,.(0,y9) = +oo, contradizendo o fato de
¢ € C*(V). Logo, nao existe fungao ¢ € C*(V) tal que u — ¢ possui méaximo em (0, yo),
e esta satisfeita a defini¢cao de subsolugao de viscosidade para esse caso.

Por fim, se 7y # 0 e yo = 0, tomamos ¢ € C*(V), onde V é uma vizinhanga de (¢, 0),

tal que u — ¢ atinge seu valor maximo local em (zo,0), entdo V(u — ¢)(zq,0) = 0, isto é,

4 1
V(r0,0) = Vu(p,0) = <3$37 ) :

Ainda, para todo x em uma vizinhanca V,, C R de xy que nao contém 0, vale que
(u—¢)(2,0) < (u — @) (x0,0), isto é,

4 4
2 — o(2,0) < & — (w0, 0).

. ~ 4 . s .
Ou seja, a fungao = +— x3 — p(x,0) possui um maximo local no ponto g, e como essa

fungdo ¢é de classe C? em V,,, temos que

d 4 1
{$% - go(x,O)} = gxg - pr(anO) =0

% r=x
d2
da?

N

4 _2
{x% — gp(x,O)} = §x0 P — u(0,0) <0.

T=x0

Portanto, lembrando que ¢, (z¢,0) = 0, concluimos que

AOOQD({EO, O) - (Spcwﬂpi + way@x@y + %3%;/) (ZE(), 0)

_2
3

4 4 1\?
0.

v

v

Logo, u é subsolucao de viscosidade de A u = 0, isto é, u é co-subharmonica em R2.
Analogamente, mostramos que —u é oo-subharmonica em R2, logo, u é co-harmdnica,

em R2.
, 1
Vamos mostrar, agora, que u é de classe C13(R?). De fato, como

4 1 4 1
vu(x())y()) = <$87 _y(?) )

temos que (z,y) — Vu(x,y) é continua em R?, ou seja, u € C1(R?). Agora, fixado ¢ > 0,
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4
3.

Figura 3.1: Gréfico da fungao u(z,y) = z3 —y

Fonte: Elaborado pelo autor.

definimos g : [zg, +00) — R por

Dessa forma, CcOomo
g 3 3 0 = Y,

para x € (zg,+00), e como g(zg) = 0, concluimos que g(x) < 0 para x € [xg,+00), ou
seja,

%, para todo x € [zg, +00),

1 1
x3s —af < (x — x0)
ou, equivalentemente,

1
0| <z —$o|%, para todo x € [z, +00).

1
xr3 —X

Da mesma forma, se definirmos h : (—o0, zo] — R por

h(z) = 25 — 2§ — (v — 20)3,

podemos mostrar que h(x) > 0, para todo x € (—o0, xy] e, portanto,

Wl
Dol

xs —af| < |m—x0|%, para todo = € (—o0, xg].

Portanto, mostramos que

1
25 — 23| < |z — 2|3, para todo z € R. (3.3)

Agora, se oy < 0, notamos que —z > 0 e, dado = € R, basta usarmos (3.3) para —x
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no lugar de z, obtendo

ou, da mesma forma,

[

1 = 1
x3 — x| < |z — xol5.

L 11 1 ,
Por fim, se zyp = 0, é ébvio que |z3 — 03| = |x — 0|3, para todo = € R, e concluimos

que

sup [uz(21) — u$(122)| <1< oo,

amest |z — 2
TFY

e podemos mostrar a mesma relacao para u,. Logo, u € Cl’%(RQ).

A seguir, mostramos o importante resultado afirmando que fung¢oes oco-harmodnicas
satisfazem comparacao com cones em {2, e que a reciproca também ¢é vélida [6]. Dessa
forma, solugoes de viscosidade do operador oco-laplaciano sao solu¢ées do PEL discutido

anteriormente.

Teorema 3.2.4. Se u € C(Q) satisfaz comparagio com cones por cima em (), entdo u €
oo-subharmonica em Q.
Analogamente, se u € C(Q) satisfaz comparagio com cones por baixo em ), entdo u

é oo-superharmonica em 2.

Demonstra¢do. Supondo que u satisfaz comparacao com cones por cima em 2, segue da
Eq. (2.8) que

u(z) < u(y) + max (M) |lx —y||, para todo z € B,(y),
weSr (Y

Reestruturando essa inequacao, temos, para = € B,(y),

Hx—yH HI—?J”
<!/l1- -—-" - J7
u(w) < . u(y) + rengéié)u(w) ;

ou, ainda,

u(z) —u(y) + |~ = 1) ule) = ———u(z) — u(y)
( )

— U
r— |z =yl r—llz =yl

M=yl max u(w).
— =l -yl wesiw

Agora, basta notarmos que

r o ==yl
r—llz -yl r—llz =yl
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para chegarmos em

u($) — u(y) < max (U(w) _ u(:c)) HIB - yH

B — 3.4
< 2o P P (3:4)

Supondo que u ¢ duas vezes diferencidvel em z e denotando p := Vu(z) e X := Vu(x),

temos, pela formula de Taylor, que
1
uw(z) =u(z) + (p,z —x) + i(X(z —z),z—x)+ h(z —x), (3.5)

para todo z em uma vizinhanga de x, onde h : R” — R satisfaz

h
tim 2 _ (3.6)
v=0 ly]|
Note que, de (3.6), segue que
. o hy)
i Aly) = lim o
Vamos mostrar que
Au(r) = (V2u(z)Vu(r), Vu(z)) = (Xp,p) > 0. (3.7)

Tomando z = y =  — Ap nas equagoes (3.4) e (3.5), com A > 0 suficientemente pequeno,

expandindo u(z) — u(y) como na equagao (3.5) e denotando

wESr(y)

temos
) ]
_ ) < ) — _ AP
) —uw = p) < (utos) = ) L
e, por (3.5), concluimos que
1 [Ap]|

~{p. =) = SX(=Ap), =) = A(=Ap) < (ulwny) = ulw)) R

ou, de outra forma,

[ Apll
r—[[Apll

Y

MIpIE — XX, p) — h(=Ap) < (u(wr) — u(a))
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onde, ao dividirmos por A em ambos os lados, chegamos em

h(—=Ap)

2 < () — ule)) L (33)

, 1
pl|” = A Xp,p) —
[l 5 ( ) R

Agora, expandindo u(w, ) — u(z) como em (3.5) e aplicando em (3.8), obtemos

h(—=Ap)
)

1
Ip||> — §A<Xp,p> -

1 Il
< T - ’S T - 9 T - h T - TR
< ((p,w,,\ x>+2(X(w A= X),Wex — ) + h(w, x)) P
Fazendo A — 071, obtemos
Il < (4. =) + Xty — ), — )+ Jim s —)) 12 3.9)
A—0t r

Ly
2
+

(X
_ <<p w’"‘“"”> 1<X( T‘x) wT—x>) ol + tim 12 — g
ooy 2 r ’ A0t T ’

w, —z| 1 w, — |
'e _ lim £ _
3 {0 () =) ) ol fim G — )

<(
- 2 r

2 1 < (wr—x) > —
= —_ —_ l —_— J—
loll” + 5 X (—— ) ywe =) llpll + lim =Zh(w — ),

onde w, ¢ tal que w, ), — w, quando \; — 0%, e, portanto, w, € S,(x), pois y — x

quando A — 0. Dessa forma,

w, — T
==
r
Fazendo r — 07 em (3.9) e notando que ||w, — z|| = r, ou seja, w, — x quando r — 07,

temos

Wy, — T

Il < (. lim >:mw1«%m

onde «a é o dngulo formado por p e lim,_,o+ *==%, e, portanto, & = 0. Logo (aqui, supomos

que p # 0; Se tivéssemos p = 0, a prova de que (Xp,p) > 0 seria trivial),
w,—x P

lim = —
ro0+ T Ipll

Por fim, basta notarmos que, como

W, — T

) , Wy — > llpll + 1 ||p|| h(w,\ — ), para todo r > 0,
r

1
Il < Wl + 5 (% (

basta dividirmos ambos os lados por r fazermos r — 0 para obter

o5 (X (i) 1o
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isto é, 0 < (Xp,p) = Axu(x). Agora, se u ndo é duas vezes diferencidvel, sejam & € 2
e ¢ de classe C? em uma vizinhanca de 2 tal que u — ¢ possui um méaximo local em Z.

Entao
p(2) —o(y) < u@) —u(y) e u(w) —u(@) < p(w) — (),

para y, w préximos de Z. Dessa forma,

() — o(y) < u(@) —uly)

(3.4) s
< max (u(w) — u(j))M
weS,(y) r— ||z — vyl
_ 1Z2 =yl
< max w ) —————,
< ma (y)(so( ) =) — F— gl

para r > 0 suficientemente pequeno. Ou seja, obtemos a versdo da Eq. (3.4) para ¢,
que é de classe C? em uma vizinhanca de #. Portanto, pelo que foi mostrado até agora,
Assip(Z) = 0.

Dessa forma, mostramos que u é uma solug¢ao de viscosidade de A, u > 0, como
querfamos mostrar. E, para o caso em que u € C(2) satisfaz comparagdo com cones
por baixo em (2, basta notarmos que —u satisfaz comparagdo com cones por cima em {2,

donde segue que —u é oo-subharmonica. O
Por fim, provamos a afirmacao reciproca.

Teorema 3.2.5. Seja u € C(Q2) uma fung¢io oco-subharménica. Entao u satisfaz compa-
racao com cones por cima.
Analogamente, se u € C(Q) é co-superharmonica, entdo w satisfaz comparagio com

cones por baixo.

Demonstracio. Supondo que A u > 0 em €, seja G : I C R — R uma funcao suave.

Notamos que, para x # 0,

Gl = & (el ., = 6'Chal)
G, = |G| = 6+ [~
Dessa forma, para = # 0,
Bl = 32 (G, 601, GO,

.
—_

7]:

_ Z la// )220 4 G (|l ||)[ wim{;,HG%Hﬂl)H 16 (e II)H ”

2
ig=1 gdl (I Al
2222 22

- // ! Lix ! 5,1]21’
= Z [G (=[N G"( HSCH)2H H1+G(Hx\|)3 ﬁstj —G'(||l=))? Iz H]
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Notando que,

>owi =2 x| = ||

g
N&w
Q&[\)

I
™
™
s&w
k:am

I

I

e, como &;; = 0 se i # 7,
n non n 2
D dimiry =) ) dymiry =) 1w = |||,
ij=1 i=1j=1 =1

concluimos que, para todo = # 0,

4 4
2 |||

4
gal

2
/ T ! T
+ &y 20— ey 1,
El El

AsG([lzll) = G" ([l NG (1))

= G"(|lzIDG"([l[1)*-

Em particular, se G : R — R for dada por G(t) = at — yt?, para a € R qualquer e
~ > 0 suficientemente pequeno, temos que G'(t) = a — 29t e G"(t) = —2v, para t € R, e

AsG(l|lz = 2l) = G"(llz = DG (e — 2]))* = =27 (a = 27 ||z — 2[})” < 0,

se x € 2 com x # z. Mas como, por hipotese, A, u > 0 em (2, entdo u — G nao pode
ter um méximo local em Q" CC Q\{z}. De fato, se u — G tivesse um méaximo local no
ponto & € ', entdo A G(&) > 0 pela definigdo de u ser oo-subharmonica, afinal, como
z + G(||x — z]|) é de classe C? em uma vizinhanga de # contida em ', entdao pode ser
tomada como funcao teste.

Logo, se z € Q' CC Qe x €Y, temos que

u(@) = (alle = 2l = 7 llz = 2]%) < max (u(w) ~ (allw - 2 = w-=[?)).

Fazendo v — 0T, obtemos que

_ _ ol < _ _
u(a) —allr —z|| < max (u(w) —afw - =),

ou seja, u satisfaz comparacdo com cones por cima.
Agora, se u € C(Q2) é oo-superharmoénica em (2, entdo —u é oo-subharmoénica e,
portanto, satisfaz comparagdo com cones por cima em €2, donde segue que u satisfaz

comparagao com cones por baixo em (). O

Dessa forma, provamos que se u € C'(Q2), entdo u é oco-harmoénica se, e somente se,
satisfaz comparacao com cones. Sendo assim, todos os resultados a respeito de funcoes
absolutamente minimizante Lipschitz em () vistos no capitulo anterior sao validos para

fungoes co-harmonicas em €2, e obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 3.2.6. Seja Q@ C R™ um aberto e f € C(02). Entdo, existe uma tnica fungao

u € C(Q) solugio de viscosidade do problema de valor de contorno

Aou=0 emQ
u=f em. OS).

Ainda, u € localmente Lipschitz em Q. Em particular, u € diferencidvel em quase todo

ponto de ).

3.3 Calculo envolvendo funcoes oco-harmoénicas

O objetivo do restante deste trabalho é o de melhorar a regularidade de fungoes oo-
harmonicas, mostrando-se a diferenciabilidade em todo ponto do dominio para essas fun-
¢oes. Nesta secao, exploramos algumas relagoes importantes para a analise de blow-ups
de solugoes do oco-laplaciano [2], [8].

Para isso, daqui em diante consideramos v € C(£2) como uma funcao oo-harménica

em {2, ou, equivalentemente, uma func¢ao que satisfaz comparagdo com cones em ().
Definic¢ao 3.3.1. Para cada y € Q e cada r > 0, r < dist(y, 992), definimos os quocientes

u(z) — u(y) u(z) = uly)

Lt = ——2 e L = mi 3.10
F(uy) = max ——— e Ly (uy) = min . (3.10)
Além disso, denotamos, para cada y € (2,
Ld(u,y) = lim Lf(u,y) e Ly (u,y) = lim L, (u,y). (3.11)
r—0t r—0+

A ideia da definicdo dessas quantidades é a de estimar a norma do gradiente de u no
ponto y. Como, paracaday € Qer € (0,dist(y, 9)), u é continua em S, (y), e como S, (y)
¢ um subconjunto compacto de R, segue que L (u,y) e L, (u,y) sdo grandezas finitas.
E como u é uniformemente continua em Bg(y) CC €, para qualquer R € (0, dist(y, 092)),
entdo, pela Proposicao 1.1.4, r — L (u,y), r — L, (u,y) sao uniformemente continuas
no intervalo (0, R).

Para mostrar que Lg(u,y) e Ly (u,y) estdo bem definidas (isto é, que sdo finitas),

mostramos o seguinte resultado.

Lema 3.3.2. Para cada y € () fixado, a funcao
i L (u,y)

¢ crescente e nao-negativa.
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Analogamente, a fungdo
r—= L (u,y)

¢ decrescente e nao-positiva.

Demonstra¢io. Primeiramente, notemos que, fixado r € (0, dist(y, 992)), temos, para cada

z € S,(y),

u(z) — u(y)

< =L
oSBT ey
ou seja,
u(z) < uly) + Ly (u,y)r = uly) + L (u,y) lz = yll. (3.12)

Como (3.12) vale para = = y, entao, vale para todo = € S,(y) U {y} = 9 (B,(y)\{y}).

Como o ultimo termo de (3.12) é um cone com vértice em y ¢ B,(y)\{y} e u satisfaz

comparagao com cones por cima em §), segue que (3.12) é valida para cada x € B,.(y).
Ou, ainda, dado 7 € (0, 7], vale, para = € S,(y),

u(z) < uly) + L (u,y) |z — yl|
isto é,

u(@) —uly) _ w@) —uy)
R P

Portanto,

L (uyy) = max 70 e

2€S, (y) T wY),

provando que r — LT (u,y) é crescente.
Agora, para mostrarmos que L} (u,y) é ndo-negativa, sendo r — L7 (u,y) crescente,
basta mostrarmos que Lg (u,y) = lim L (u,y) > 0.
r—0

Para isso, vamos provar a seguinte afirmacao:
Afirmagao. Se M € R ¢ tal que L§ (u,y) < M, entio —M < Lg (u,y).

Mostrada essa afirmacdo, se supormos que Lg (u,y) < 0, entao 0 < L{ (u,y), o que é
uma contradigdo. Logo, concluimos que Lg (u,y) > 0, como queriamos mostrar.
Prova da Afirmagio. Dado M € R com Lg(u,y) < M, sendo r +— L} (u,y) continua,
existe 7o > 0 tal que, se 7 < g, entdo L (u,y) < L (u,y) < M, donde segue que

u() — u(y)

r

< M, para todo x € S,(y).
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Portanto, temos que
u(x) <u(y) + M ||z —y||, paratodo z € S,(y). (3.13)
Como (3.13) é vélida para quaisquer z € S,.(y) e r < ro, entao, se x € By, (y),
u(z) <uly) + Mz —yll. (3.14)

Agora, fixemos T € B,,(y) com [|Z —y|| < 2. Parar > 0 com [|Z —y|| <r < %2 (de
modo que B, (z) CC B,,(y)), temos

up) —u(@® ) @) () - ()

17—yl ~ zSiy@ [T -yl 2€S,(z) r
onde foi utilizada a primeira parte desse Lema, ja demonstrado. Logo,

u(y) < uf@) + max "y (3.15)

2€S-(Z)

Figura 3.2: Relagao entre os pontos das bolas B,,(y) e B.(T).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, para cada r € (||z —yl, %), seja z, € S,(7) tal que u(z,) = mga(x)u(z).
Z2ESr (T
Utilizando (3.14) com z = z,, concluimos que
B9 ue)—u@) G0 u(y)+ M -yl —u(@)
uly) < u@)+ ————I[r -yl < u@)+ . 1z =yl
Utilizando que ||z, —y|| < [[z; — 2| + [|[Z — y|| = r + ||z — y|| e reorganizando os termos
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da inequacao resultante,

P ) < (@) - uiw)) (1—”‘”"‘”')

T
e, portanto,

yll +r

MR e ) < @) - uly)

Essa desigualdade é véalida para qualquer x € B%o (y). Em particular, para cada ¢ > 0

com € < 2, temos

Y Vo Te < u(x) — u(y), para todo = € S.(y), (3.16)
r—e
logo,
_M€+T < max M = L (u,y).
r—e& z€S:(y) 15

Basta fazermos ¢ — 0T para concluirmos que —M < L7 (u,y), provando a afirmacao.

As propriedades da funcdo r — L (u,y) provamos analogamente. O

Exemplo 3.3.3. Definindo u : R?* — R por u(z,y) = T3 — y%, temos que, para cada r > 0,

4
x3 — r3
Lf(u,0) = max oy — =3,
(z,y)€S-(0) r r
e, analogamente, L (u,0) = —r3. Logo, fazendo r — 0T, obtemos que

L (u,0) = Ly (u,0) = 0.

A seguir, mostramos que, se u for diferencidvel em y, entdo L (u,y) serve como uma

estimativa para a norma do gradiente de v no ponto y quanto r — 0%,

Proposicao 3.3.4. Se a fungdo u € diferencidvel em y € €0, entao
Lg (u,y) = [[Vu(y)|l-
Em particular, sup Lg (u,y) = |Vl (g
yeN

Demonstrag¢io. Suponhamos que Vu(y) # 0 e denotamos

Vu(y)
[Vu(y)

UV =
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Logo,

. u(y + hl/) — u(y) . u(z) — u(y)
\V4 =V = < S e U
” u(y) H < u(y), V> ’ltlﬁr% h - flzli% zéél,%) h

= lim L} (u,y) = Lg (u,y).
Por outro lado, se Vu(y) = 0, temos, pelo Lema 3.3.2, que

Lg (u,y) = 0= [[Vu(y)ll.

Agora, seja J € N o menor nimero natural de modo que B 1 (y) CC Q. Para cada

j > J, tomamos z; € S1(0) de modo que

Li(u,y) = max 1_u(y) = max j (u(y+ie) —u@) =7 (u(y+3iz;) —u).

Como z; € S1(0) para cada j € N, existe uma subsequéncia de {z;}, que denotaremos

por {z;} para simplificar a notagao, tal que x; — z, para algum z € S;(0). Logo,

Li(uy) =5 (u(y+3a;) —u(®) <jluly+1a)) —uly + 12)| + j[uly + 12) — u(y)|.

J

Como supomos que u satisfaz comparacao com cones em €2, entao u é localmente Lipschitz

em 2. Logo, u é Lipschitz em B (y) e, portanto, se j > J,

1
J

LE(uy) < jluly+3a;) = uly + 32)| + 5 [uly + 12) — u(y)|

J

N e _ : _
<3 Lip, (By W) 5 llay =&+ [uly + 32) —u(y)|.
Fazendo j — +o00, obtemos que ||z; —z|| = 0 e
Ly (u,y) <0+ [Vu(y) - 2| < [Vu@)ll 2] = [Vu)] -

Logo, concluimos que L (u,y) = ||[Vu(y)]. O
Proposicao 3.3.5. A fun¢io x — L (u, ) é semicontinua superiormente em Q.

Demonstrag¢io. Primeiramente, vamos provar que, dado r > 0, a fungdo = — LI (u,z)
é continua em Q,, onde Q, := {y € Q : dist(y,00) < r} é o dominio de definigao de
x> LT (u,x).

De fato, dados z, y € Q,, existe g > 0 com S, ., () US, ¢, (y) CC Q, pela defini¢ao
de ... Logo,
u(z) —u(z) u(w) — u(y)

max ———————— — Inax
2€Sr(x) r weSy(y) r
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<

1
;| e u(z) — nax u(w)| + —Julz) —u(y)].
Dado € > 0, como u é uniformemente continua em B, (), existe 6 > 0 tal que w,
2 € Spyeo() com ||w — z|| < 6 implica em |u(w) — u(z)| < e.
Em particular, se y € Q, for tal que ||z — y|| < min{d, &}, entdo S,(y) C Byie, () €,
para cada w € S,(y), existe z € S,(z) tal que ||w — z|| < 0, e, portanto, |u(w) —u(z)| < €.

Aplicando um raciocinio semelhante ao utilizado na prova da Proposicao 1.1.4, concluimos

que
max u(z) — max u(w)| < e.
2€Sy(x) weS,(y)
Concluimos que
1 1 2e
‘L;F(U,IL’) —L;T(U,y)’ < e e= 2%
T r r

Portanto, para cada r > 0, a fun¢ao x — L} (u, x) é continua em seu dominio. E como
a funcdo r — L (u,x) é crescente para cada = € 2, entdo pela Proposigao 1.1.2, temos

que x — L (u,x) é semicontinua superiormente. O

Por fim, mostramos a seguir que Lg(u,y) = —Lg (u,y) para cada y € Q, donde
segue que, pela Proposigao 3.3.4, — L. (u, y) também serve como estimativa para ||Vu(y)||

quando r — 0, contanto que u seja diferencidvel em y.
Lema 3.3.6. Para cada y € Q, vale que L§ (u,y) = —Lg (u, y).

Demonstragio. Tomando M € R tal que M > L§(u,y), temos, por (3.16), que, para

e > 0 suficientemente pequeno.

~ME i e < u(z) —u(y), paratodo x € S.(y),
r—e
Logo,
~ v < min ulz) — u(y) = L (u,y).
r—e¢& = 2€Sc(y) €

Fazendo € — 07, concluimos que, se M > L{ (u,y), entdo —M < Ly (u,y). Em particular,
como Lg (u,y) + 6 > L (u,y), qualquer que seja § > 0, entdo

- (LH(U, y) + 5) < Ly (u,y), para todo d >0
e, fazendo & — 07, obtemos

— L (u,y) < Ly (u, y). (3.17)
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Agora, como —u € C(2) também satisfaz comparac¢ao com cones em (2, entao (3.17)

também ¢ valida para —u, ou seja, —L§ (—u,y) < Ly (—u,y), donde segue que

Cim max 4G M,

r—01 2€S,(y) r r—0t 2€S,(y) r

ou, de forma equivalente,

Ctim — min YA ) g MR )
r—0t  2€S,(y) T r—0t  z€S-(y) r

Dai, segue que Lg (u,y) < —L{ (u,y), e, de (3.17), concluimos que L{ (u,y) = —Lg (u, y).
[l

3.4 Blow-up de fungoes co-harmonicas

Para encerrar esse capitulo, discutimos o blow-up de fungdes oo-harmonicas em §2,
que consiste na andlise pontual do comportamento dessas fun¢des com o proposito de
identificarmos possiveis singularidades, ou, no nosso caso, discutirmos a diferenciabilidade
pontual em 2 de solugoes de viscosidade do oo-laplaciano [7].

Nesta se¢ao, continuamos considerando u € C(€2) uma fun¢do co-harmonica em €.

Definigao 3.4.1. Dados = € Q e {7y }ren uma sequéncia de niimeros reais positivos tal
que 1, — 0 quando £ — oo, definimos o blow-up de u em x como a funcao u, : R” — R

dada por

.oulrgy + ) —ulx
) = Jim "

(3.18)

Comecamos justificando que, ao definirmos, para cada x € Qe k € N, Q) =
{yeR": rmy+z€Q}eugy: Qi — R por
u(rgy + ) — u(x)

Uz k() = o ,

temos que {u i}, oy ¢ localmente uniformemente Lipschitz em seu dominio. De fato,

dados Br(w) CC Q. e y, z € Br(w), temos que

u(rey + ) — u(rez + )|
Tk

|uﬂc,k(y) - um,k(z)l =
r_.
< — Lip, (Brn(riw + ) iy = iz

= Lip, (Bryr(riw + ) |ly = 2|

Por fim, se k > K, onde K é suficientemente grande, temos B,, g(ryw+z) C B, (x) CC €,
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para algum rq > 0. Portanto, fazendo k — oo, concluimos que

|tz (y) — ua(2)] < Lip,, (Bry(2)) ly — =]

Ou seja, u, é Lipschitz em R", e, portanto, é diferenciavel em quase todo ponto de €.

Ainda, sendo {u; k}ren uma sequéncia de fungées Lipschitz com mesma constante de
Lipschitz, segue do Exemplo 1.2.5 que podemos aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli a
sequéncia {ugkfren, € concluimos que existe uma subsequéncia {u,, }jen que converge
uniformemente para u, em compactos de R™.

Em particular, como cada u,; ¢ oo-harmonica em €}, ;., vamos mostrar que u, ¢
oo-harmonica em compactos de R™. De fato, tomemos K C R"™ um compacto, yo € K e
¢ € C*(V,,), onde V,, C K é uma vizinhanga de y, tal que u, — ¢ possui um méaximo
local em yj.

Como g ; — u, uniformemente em compactos de R", segue da Proposicao 1.2.3 (para
simplificar a notacao, denotamos por {k;};en a subsequéncia de {k;};en) que, para cada
J € N suficientemente grande, existe y; € V,, tal que u,y, — ¢ possui maximo local em
yj, e vale que y; — yo quando j — +00.

Para cada j € N suficientemente grande, sendo u,; oo-subharmonica em K, e como

Ugk; —  POssul maximo local em y;, temos que

Fazendo j — +oo e usando que p € C?*(V,,) e que y; — 4o, concluimos que

—Asp(yo) < 0.

Ezemplo 3.4.2. Seja v : R — R dada por u(z) = x?sin(1), para x # 0, e u(0) = 0.

z
Dados y € R e {ry}reny uma sequéncia de niimeros positivos, calculamos o blow-up de u

na origem:

—u(0 riy)? sin( ==
uo(y) = lim u(rey) —u(0) _ . (rey)”sin(z) — lim ?rsin [ — | =0,
k—o0 Tk k—o00 Tk k—00 LY

onde esse ultimo limite é calculado através do Teorema do Confronto, notando que, se

k € N, entao
1
—1 <sin <> <1
TkY

1
—y?ry, < y’rysin () < ¥*ry,
TLY

ou, ainda,

e, também, limy_,oc —4%r, = limy_,00 y?1; = 0.
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Ou seja, apesar de u possuir uma descontinuidade na origem, seu comportamento ao

redor desse ponto é aproximadamente constante e igual a zero.

2

Figura 3.3: Ideia geométrica do blow-up de u(z) = z*sin(2) na origem.

5 10 -0.2 =01 0.002

-0.1

-0.2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vejamos agora um resultado quantitativo a respeito de L (ug,y) e —L, (uz,y).

Proposicao 3.4.3. Fizado x € €0, para cada y € R™ er > 0, vale que

max {L;f(ux, ), —L;(ux,y)} < L{(u,x). (3.19)
Além disso, para cadar > 0, vale que L (u,,0) = —L (u,,0) = L (u, z) e, em particular,
Ld (ug, 0) = =Ly (u,,0) = L (u, x). (3.20)

Demonstragio. Fixado y € R™, para cada r > 0, seja o ponto z. € S,(y) que satisfaz

Uz (2,) = max u,(z), logo,
() = max u,(2), log

2€Sr(y) r r
u(rpz, + o) —u(z)  ulrgy + ) —u(x)
= lim "k T
k—o0 r
— fim u(ryz, +x) — u(ryy + :1:) (3.21)
k—o0 rET

Pela monotonicidade de r — Lff (ugz,y), qualquer que seja y € R™, temos, para cada k € N

e cada R € (rgr, dist(ryy + x,00Q)), que |[(rpz. +x) — (rey + )| = 75 |2 — yl| = 147 €
w(rezy + ) — u(rpy + x) < e u(w) — u(ryy + x)

TET WESr r (Try+T) TET

= L+ (U, rry + :E)

TET

< LJ}%(ua LY + .Z')
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Fazendo k — oo na estimativa acima, concluimos, por (3.21), que

L (ug,y) = lim ulrize +2) = ulrwy + @) < lim Li(u,mpy + )

k—o0 LT T k—oo

= Li(u,z), para todo R € (0,dist(z,09)),

onde foi utilizada a continuidade de y — L} (u,y) na dltima equagao, verificada na prova
da Proposicao 3.3.5. Fazendo R — 0T, concluimos que L} (u,,y) < Lg (u, ).
Analogamente, para cada r € (0,dist(y,092)), seja w, € S.(y) o ponto que satisfaz

uz(w,;) = min u,(2), logo,
z€Sr(y)
L=t y) = Uz (w,) — ug(y) — im u(rpw, + ) — u(ryy + a:)

r k—00 rET
Para cada k € N e cada R € (ryr, dist(rry + , 012)), temos

u(rpw, + x) — u(rgy + )
rEr

> L, (u,rpy +2x) > Lp(u,rpy + ).
Fazendo k — oo na estimativa acima, concluimos que
L (ug,y) > khm Ly(u,rpy + ) = Ly(u,x), para todo R € (0,dist(0,09)) .
—00

Agora, fazendo R — 07, concluimos que — L (ug,y) < —Lg (u,z) = L{ (u, ), provando
(3.19).
Agora, para mostrar (3.20), basta notarmos que, como u, é localmente uniformemente

continua em R" e u,(0) = 0, segue, para cada r > 0, que

ug(2) — u.(0) u(rpz + ) — u(x)

L (ug,0) = max ——~—"2 = max lim

2€S,-(0) r z2€S,(0) k—oo T

i max u(rpz + ) — u(x)
k—o00 z€S,(0) T

. u(w) — u(x) , N N

= lim max ———— = = lim L (u,z)= Lg(u,x). (3.22)

k—00 wES,r, () TR k—00 k
Substituindo w, por (—u), em (3.22) e notando que (—u), = —u,, concluimos que

— L (ug,0) = =Ly (u, z) e, pelo Lema 3.3.6, vale, para cada r > 0, que
L (ug,0) = L (u,x) = —Ly (u, ) = — L (ug,0).

Em particular, fazendo r — 07, temos L (u,, 0) = —Lg (u,,0) = Ld (u, x). O

Por fim, vejamos um resultado de analise real necessario para demonstrar o teorema

futuro.
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Lema 3.4.4. Supondo que v : R — R é Lipschitz em R™ com Lip, (R™) = 1 e que eziste
n € S1(0) tal que v(tn) =t, para todo t € R, entao v(z) =n -z, para todo x € R™.

Demonstragio. Seja H={n}* ={y € R": (y,n) =0}. Dado z € R", podemos escrever
r=p+gq,onde p € H e ¢ =tn, para algum t € R. Notando que n € S;(0), temos

(z,n) = (p,n) +(g,n) = (p,n) +t(n,n) =0 +1,

e podemos escrever x = p + (x, nyn.

Agora, dado s € R, temos

(z,n)n) —v(sn))’

(z,n)n) —v(sn)] + (v(z) = v({z,n)n))

(v(x) = v(sn))* = (v(z) = v({z,n)n) + v
=2[v(z) —v((z,n)n)] [v

+ (v({x,n)n) — v(sn)

> 2[v(x) = (z,n)] [(z,n

(
(

2

2

)
)

— 5|4+ 0+ ((z,n) —s)°,

onde foi usado que v(tn) =t, para t € R.

Por outro lado, como Lip, (R™) = 1, entao
[o(x) —v(sn)|” < |z — snl* = |lp + (&, n)n — snl* = |p|]* + [(z,n) — |,
afinal p e n sao ortogonais e n é unitario. Logo,
2 [v(w) — (z,n)] [(x,n) —s] < [Ip°, (3.23)

e como a escolha de s € R foi arbitréaria, segue que, se s < (x,n),

20t0) — o) <

e, fazendo s — —oo, concluimos que v(x) < (x,n).
Da mesma forma, utilizando (3.23) com s > (z,n), concluimos que v(z) > (z,n), e

como a escolha de x € R" foi arbitraria, segue o resultado. O]

A seguir, mostramos um dos principais resultados a respeito do blow-up de fungoes
oo-harmonicas em Q [7], o qual torna possivel o estudo da diferenciabilidade em todo

ponto de €) dessas funcgoes.

Teorema 3.4.5. Seja u € C(Q2) uma fung¢io que satisfaz comparagao com cones em ).

Entao, para cada x € ), a funcao u, é afim em R".

Demonstragio. Primeiramente, vamos mostrar que L (u, z) é a constante de Lipschitz de
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u, em R". De fato, dados y, 2 € R" com y # z, pela Proposicao 3.4.3, vale

Ualy) Zua(z) o W) mw(E) g0

< . (u, ).
ly — || wES|y—z (2) |y — || ly==l

E, trocando a ordem de y e z, concluimos que

|z (y) — s (2)]

< Li(u, ).
ly — =l ’

Ou seja, Lg (u,z) é uma constante de Lipschitz para u, em R". Para mostrarmos que é
a menor constante de Lipschitz, notamos que, pela Proposicao 3.4.3,
Ug(27) — uy (0
L (u,x) = L (ug, 0) = lim L (ug, 0) = lim (=) ( ), (3.24)

r—0t r—0t r

) = rréa(%) uz(z). Dessa forma, por (3.24), para cada
ZESr

e > 0, existe d > 0 tal que 0 < r < ¢ implica em

onde zt € S,(0) é tal que u,(z

ta(2) ~ w(0) Li(u,z)| <e

e, portanto,
Uy (2,) — ug(0)
Iz =0l

Li(u,x) —e <
ou seja, Ly (u,z) — € ndo é uma constante de Lipschitz para u, em R™. Portanto,
Lip, (R") = L§ (u,z), (3.25)

como queriamos mostrar.

Agora, para cada r > 0, tomamos z, z € S.(0) tais que

Lj(uw,()):“x(zj)r_“x(o):“”(:j) e L (u,0) = =212, (3.26)

onde foi utilizado que u,(0) = 0. Pela Proposicao 3.4.3, concluimos que, para cada r > 0,
Lt (ug,0) = —L; (ug,0) = L (u, ) e, por (3.26),
L (g, 0) = L7 (g, 0)  ug(2)) — ua(z,)

L = S AN . 2
o (u, ) 5 o (3.27)

Fixado r > 0, definimos g, : [0,1] — R por

g9r(t) = ua(z, + 1z — 27)) —ua(2,).
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Temos que g, é Lipschitz em [0, 1], pois, como Lip, (R"™) = L (u, x), entao

LZZSUP{WZ t, s €[0,1], t;«és}
-5
— _ — + _ —
_ ’uﬂﬁ(z +t( 7“)) UI(ZT +S(Zr Zr ))l . t, Y= [071]7 t7és
|t — s
t— + _
< su 0w |t —sllla” — 2] t,s€[0,1], t#s
|t — s
= L (u, -z,
< Li(u, )27’.
E como,
. ] (327) .
L> |g’f‘(]‘) - gr(0)| = uw(zr ) - U$(zr ) = 2TLO (u I)
concluimos que
L =Lg(uz) ||z =2 || =2rLj(u,2) = |g:(1) — g,(0)] .

(@) o (i) (iv)

Notemos, de (i) = (i), que Lip, (0,1]) = L§ (u,2) |5 — 2 || E, de (i) = (iii), segue

que ||z — 2z || = 2r, e como z}, 27 € S,(0), segue que

[

+_ —
27 =—z, .

Logo, para cada r > 0, temos que z e 2, sdo unicos, pois, dado qualquer w, € S,(0)
com L (u,,0) = M, vale que ||z — w; || = 2r, isto é, w, = —z}.
T
Por fim, de (i) = (iii) = (iv), segue que 2rLg (u,z) = |g,(1) — ¢.(0)] é a constante de

Lipschitz de g, em [0, 1]. Portanto, pelo Lema 2.1.4, vale que, se t € [0, 1], entao

(327)

9:(t) = (9-(1) — g,(0)) t + g,(0) = (ua(z}) — ua(z,))t 2rLg (u, x)t,

—) = 2trL{ (u, x) e, portanto,
0

ou seja, uz (27 +t(zF — 27)) — ug(z;
uy (2 +t(zf —27)) = uu(z,) + 2tr L (u, x). (3.28)

Ainda, como 0 é o ponto médio do segmento

/ ’ . — +
Isto é, u, é linear no segmento [z, 2 ].

[27, 2], temos

(27 = 27)) = alz,) + 7Lg (u, ),
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ou seja, u,(z,) = —rL{ (u, ), donde segue que
uy (2, +t(zf —2)) = (2t — 1)rL (u,x), para todo t € [0, 1]. (3.29)

Ou seja, mostramos que, para cada r > 0, existe um ponto 2z € S,(0) tal que u,
é linear no segmento que liga —z a 2,7, e tal que a constante de Lipschitz de wu, nesse
segmento ¢ a mesma de todo o dominio R™. Logo, variando r > 0, vamos mostrar que
todos os pontos zj pertencem a uma mesma reta que passa pela origem.

. : + + o+
De fato, suponhamos que existem 7, < ry tais que 2 € [~z , 2 ]. Denotamos

S, (0)N [0, 2F] = {w}.

) “rg

Figura 3.4: Ilustracdo dos pontos de S,,(0) e S,,(0).

+
2

_t
EAN

Fonte: Elaborado pelo autor.

Escrevendo w = 2. + (% + T—l) (%} — z.), concluimos, por (3.29) com 7 = r; e
t=3+7-¢€(0,1),
T2

_ 1 T1 _ 1 T1
(e (o 2) ) - (b 2 )t
=r L (u, )
= uy(25),

1

onde a tltima equacao segue de (3.29) com 7 =7 e t = 1. Ou seja, u,(w) = uy(z), o

que contradiz o fato de z; ser o inico ponto de S, (0) tal que L;f (u,,0) = =~

Portanto, vale que todos os pontos z,?L pertencem a uma mesma reta que passa pela
origem, e ainda, u, ¢ linear nessa reta. Logo, pelo Lema 3.4.4, segue que u, ¢ linear em

R™, como queriamos mostrar. O
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Observacao. Se escrevermos

ua(y) = lim u(rgy + ) — u(x)

k—o0 Tk - <CL, y>7

onde a € R", ja mostramos que esse limite é localmente uniforme. Vamos mostrar que
lall = L (u, ).

Basta notar que, pela prova do Teorema 3.4.5, L (u,x) é a constante de Lipschitz de
u, em R". E ainda, ||a|| é a constante de Lipschitz de y — (a,y) em R, visto que, pelo
Teorema de Cauchy-Schwarz,

(@.2) = (ay)l _ Naw=o)l _ Dl ==yl _

[ =y [z =yl = [l =yl

Logo, como a constante de Lipschitz de uma funcio é tnica, segue que ||a|| = Lg (u, ).
Notemos ainda que a € R™ depende do ponto = € () e, a principio, depende também
da escolha da sequéncia {7y }ren. A nossa estratégia para mostrar que uma funcdo oo-
harménica é diferenciavel em todo ponto x € () serd mostrar que, na verdade, o vetor
a € R™ ndo depende de {7 }ren.
A linearidade de todos os blow-ups de v em um ponto x € ) ndo é suficiente para
mostrar a diferenciabilidade de u nesse ponto, devido ao exemplo de Preiss [7], que mostrou

que a fungao u : (—1,1) — R dada por

zsen (log|log|z||), =€ (—1,0)U(0,1)
0, r=0

u(z) =

¢ Lipschitz proximo da origem e é tal que

lim u(rgy)
k—4o0 L

(3.30)

é uma fungdo linear, qualquer que seja a sequéncia {ry}reny de niimeros positivos conver-
gindo para 0 que tomemos. Contudo, u nao é diferenciavel na origem, o que é devido ao
fato de conseguirmos escolher sequéncia {74 }reny de modo que (3.30) seja uma reta com

qualquer inclinacao entre —1 e 1.
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Capitulo 4

Diferenciabilidade em todo ponto de

funcoes oo-harmonicas

Neste capitulo, mostramos o resultado final dessa dissertacao, o de diferenciabilidade
em todo ponto de fungoes co-harménicas [12]. Esse é um resultado mais geral do que o
obtido no capitulo anterior, que afirma que fun¢des co-harmonicas sdo diferencidaveis em
quase todo ponto de €, e é o resultado mais geral a respeito da regularidade de funcoes

oo-harmoénicas em R™ encontrado na literatura até a data dessa dissertacao.

4.1 Diferenciabilidade através de unicidade de blow-

ups

Nessa se¢ao, mostramos que, sendo 2 C R™ um conjunto aberto e u € C(2) uma
solucao de viscosidade de —Au = 0 em €2, entdao u é diferenciavel em todo ponto x € 2.
Para isso, observamos que, pelo Teorema 3.4.5, dados = € €2 e {r }rey uma sequéncia de
niimeros positivos tal que 7, — 0, entdo existem uma subsequéncia {ry; }jen € um vetor

a € R" e tais que

wo(y) = lim u(ry,y + x) — u(x)

J—o0 Tk,

= {a,) (4.1)

localmente uniformemente em R™. A principio, o vetor a depende de x e da sequéncia
{7k }ren escolhidos. Na verdade, como provamos no Teorema 4.1.4, o limite (4.1) é valido

para toda sequéncia {r }ren, donde segue que o limite

lim u(ry + z) — u(x)

r—0 r - <a’ y>

é localmente uniforme, e, em particular, u é diferenciavel no ponto z, pela Proposicao
1.2.7. Para esse propdsito, seguimos os passos de [12].

Para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, considere o seguinte problema de Dirichlet
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perturbado:
Ay uf —ecAuf =0 em

=u em Of).

Suponhamos, também, que u ¢ Lipschitz em todo o conjunto €.

Teorema 4.1.1. (i) Para cada € > 0 suficientemente pequeno, existe uma unica solu-

cao u® de (4.2), suave em Q. Além disso, existe C > 0 tal que

max |u®(z)| < C (4.3)

z€Q
e, para todo ) CC §Q, existe C > 0 tal que

max |Vu®(z)| < C. (4.4)

e

Ambas as constantes independem de €, e a constante de (4.4) depende também de

dist (€, 09).

(il) Além disso,

u® =2% u uniformemente em . (4.5)

Demonstragio. (i) Primeiramente, notamos que a existéncia, unicidade e regularidade de
solucdo de (4.2) segue dos resultados acerca da teoria de equagdes diferenciais parciais
quasilineares discutidos na Secao 1.3 e das seguintes estimativas a priori. Além disso,
pelo principio fraco do maximo, Corolario 1.3.5,

max |u(z)| = max |u®(x)| = max |u(x)|,

IIJEﬁ IE@Q 1’689
e vale (4.3).

Conforme dito acima, para mostrar (4.4), suponhamos que exista uma solugdo suave

u® de (4.2) e denotamos

n

L € o€ . £ € _
L.v:= Z( Ug, Uy Vgyoy — 2Ug, U vxj) eAv.

T; TT
i,j=1

Notando que, para cada k € {1,...,n}, vale que L.ui, = 0, pois, como u® é suave e satisfaz
—Ajuf —eAuf =0 em (2, entao
n

n
€ € ,€ € _
§ : (_uxiu:z:ju:cixj) - 52 :u:tzxz =0
i=1

1,j=1
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e, derivando em relacao a xj, obtemos

n n
€ e € € € € _
Z <_uxixkuxjuxixj - uxiuxjxku:ci:cj - U U ux x]xk> - €Zuxlxlxk =0
17‘]:1 =1
ou seja,
n
e _ 9, & € € . . e _
Lo, =Y ( U Uy g U — U U U :ck) eAug, =0,
i,j=1
onde foi utilizado que
n n n
€ € , € € ,,€ € _ € € , € € € €
Z (_uxixkuxjuxixj - uxiuxjxkuzixj) - Z uxixkuxjuxixj - Z uxiuzjxkuxixj
3,j=1 'J_l 'J 1

— — _ E
- Z IE]CEk -’Ez "Ejmz Z u ux]mk XTikj

Jii=1 5,j=1

=-2 Z U :m:v] :vjxk‘
5,5=1

2
Agora, denotando v¢ = % HVu‘fH2 = %2221 (ufck) , notamos que, para i, j € {1,

€ € € ,,€
(uxk:pj uazkxi + uxkukaizj)

e, portanto,

M=

“r
Qm
gm

e _ € . € € e\ _ €
L. = "y 2u$iuxixjvxj) eAv

TiTj

f.
<.
S
N
:
H

|
™ ':M
hE /\

n n
g g g
Z < xkx] xkxz + uxkuxk:xixj> - QuIzu Z ﬁk xkxj

k=1
n
3 3 £ 3
3 3 3
x

=

<
|
—_

@
Il
A

k=1

(—U .
2
n n

n
Z u;kxz apz; € Z Z u, wkxm

=1 k=1

(4.6) n o n n n
23 zzuz D ) ()
1=

I
M=
M=

£ £ € € £ € € £
u,. u u —Uu,u —2u u
Tj "XRTj; T XRT4 €Z; 7 Lk TRTiTj 4 7Ly Lk TRy

S
I
N
=
Il
A

|
o

s
Il
—
B
Il
N

n

n n n n
= Z Zu$u$k$zzu umkx] _522(%%)

k=1 \i=1 Jj=1 i=1 k=1
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k=1 i=1 k=1
=—| e[ v2us (4.7)
2
Da mesma forma, denotando 2° = £ (uf)”, temos 25 = uus, e Zguw, = Ug, Ug, FUUZ
7 k2 74

para quaisquer ¢, j € {1,...,n} e, portanto,

n
€ _ € o€ o €,,€ _ € ,,€ €,,€
L.2* = Uy Uy (ijux + utuf ) U, Uy (u uxj» € E (u%ux +u uxm)

IM:

-

&
Il
-
<

=1
n
3 S S €,,€ g,
umugC um]ugcz = Uy Uy Uy — 2u;, ux i U uxj) € E (u U, —i—/uﬁ)

J
g g 2 € € g, € g 2
- (ux (uxj) o QU%U%IJU uxj - (Uzz)

I
:M:

-

<
Il
—
.
Il
—

IS
9
(1=

n

2
ij=1 l) =1
:—Zn:(u;fi( ) Z 2u, u S € 3 (u;)Z
i=1 J=1 i,j=1 i=1
= — ||V |* | Vur]® — Z 2uS, u,, utuy — e || Vul|?
=1
= — |V |* — el Ve|* ~ jzl 25, UG UG, (4.8)

Agora, dada uma funcdo ¢ : Q — [0,1], suave em Q etal que ( =l em Q e (=0
proximo de 052, definimos
€ . CQUe +aza7

onde v > 1 é uma constante que escolhemos adiante.
Assumindo que w® atinge seu valor maximo em um ponto zo € €2, como w® é suave

em 2, segue que Vu(zg) = 0 e V2w®(zy) < 0 e, em particular,
<V2w8(x0)ei,ei> =w. _ (rg) <0, i=1,...,n.

Dali,

n

Lew(wo) = Y (—ws, (wo)ws, (wo)ws,, (w0) — 205, (wo)ws,, (wo)ws, (z0)) — eAw? (xo)

ij=1
= —cAw(zg) > 0.
Dessa forma, notemos que

n

L(¢HF) = >0 (=505, (CP0%)aya, — 205,05, (CP09), ) — € (G207 ),

$=1 i—1
= Z (—uiiuij |:(C2)mim]-1j€ + (C2>mv§j + (¢? ), Vs, + (v )IIJ}
ij=1
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n

—QUIZUI zj |:(CQ>Z'J'/U€ + CQU;]> —¢ Z |:(€2)$i$iv€ + 2(§ )xl Vg, + C ( )xzxz}
i=1

n n
= L€<C2)U€ + CQLE(UE) - Z u;u:pj C2>$1Um Z U’xl x] mjvi‘i
i,5=1 ,j=1

—522 )25,
n

= L.(C)0° + CL(v —2Zuu MJ—622

1]1

i,j=1
e, utilizando (4.7) e (4.8), concluimos que, no ponto o,
0 < L.w® = L(¢*°) + aL.2*

=L ()" + CL( 42 ug, U, (sz 2 —452«%% +al.2°

i,j=1
= — (Zn: (U;U;] [QijCxi + 2<§$i%} =+ 2u§3iu§3¢xj [QCQEJ) + 52”: {Qgi + 2C<:Jclx,}) v
b=t i=1
— ¢ (‘ Hv2u5 2) —4 zn: Uz, Uy CCay Vg, — 4g§n:ggzivi
=1 i=1
(Hvus\l +e ||Vl + Z 2u, u muux) (4.10)
i,j=1

Agora, notando que, como ¢ : Q — [0, 1] é suave em (), entdo existe C' > 0, dependendo
de dist(€Y, 092), tal que

Il 1V ey > [V e < €

entao

S 1
> s (26 Go + 2o, || 5 1V

1,j=1

- (i uiluij [2ijCaci + 2€Cmi$]}) e <

1,j=1

Gy +20Ceie,

1
S I7u?

< 30 IV IVe]| ¢ veE|”

ij=1

=C |V,
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onde foi utilizado que

\/7< Z = ||Vu®|, paraie€ {1,...,n}.

Iz

k=1
Ainda,
- (Z 2 1, [m]}) v < | 200,206, | S TP
ij=1 ij=1
<2Z ( :1:1 a:la:] Cﬂﬂg > ||VUEH
<2y | |2
ij=1
<C HVQUEVUE 17, (4.11)

onde foi utilizado que, para j € {1,...,n},

SRS

n

&g &
Z Uz Ui,

=1
afinal
€ € € € n €
z121 T172 Uz 2y, o >iet Ugy o, Uz;
1> 1> I £ n €
.. )
2 € e __ 21 T2T2 XT2Tn ) o szl xox; X,
VeutVu® = . . ' ‘ =

€ € 13 € n € €
Uppay  Ugp,y Ug, 2 Uy, i=1 Ugp ;U

Aplicando a desigualdade de Young em (4.11) com p = g = 2, obtemos, finalmente, que

- (Z 2055, [m]})

ij=1

- (Jgvevee] ) (vac 1wy
o IN?uve | ¢

< 5 +C’||Vu€||4.

Dessa forma, aplicando estimativas semelhantes aos demais termos a direita de (4.10),

Il

notando que, para j € {17 ...,77,}, U Z uu’vk ﬂﬁkx )

e que |uf| < C em (, concluimos que

0 < L.w*

75



1 1
< C|vu|t + ¢ [V v Ca o vt + Ce3 V|

— 2 (HVQUEVuE ‘e HV2u€ V2uf Ve

2 2
)+40|\v7f|| cc

+4Ce( HvzuEVu6

—a (V]! + e [|Ve|) + aC | V2usVus

C V||
1
< OV + |V2weve|* ¢ + o Ivee)t + 02 + ¢ V!

— 2 <HV2UEVU8 ? +e HV2UF 2) +C ||VuEH4 + éCz HVQuEVua ?

V| — o (V] + < [V ]?) + Ca [P vee | v
)

2
T 0) +04Ca Hv%fvm

1
+C*+ 64“2

< (C—a) |Vl +C = ¢? (; HVQUEVUE ? +e HVQUE

— ae |Vuf|)* 4 Ca HVQUSVUEH | Vus||
<CH+(C—a)|Ve|* = (; Hv%ﬁw

V]|
Tomando « grande o suficiente (o > ('), segue que, em x,
[Vu]|

;CZ Hvzuevug 2 +(a—=0) ||Vu5||4 <C+C Hv2uevu£

ou, ainda,
min {; - C} (@ [v2ueves + HVuEH4> < O+ C|| Vv Ve

Dividindo ambos os lados por min {%, a—C } e utilizando a Desigualdade de Young com
p= % e ¢ = 4 para estimar

C Hv%fvuf

V|| = (\;50 HVQUSVU‘E

) (v2ve)

a2
< C|Viuever|® + 0 Vs ||*,

concluimos que

¢ HvzufvaQ +[Vu|* < €+ C | V2uEV i ; IVus|*.

Logo,
4
3

¢ |Vuve | + Vel < ¢ + ¢ Vv

Multiplicando essa tltima estimativa por (* e notando que, pela desigualdade de Young

comp=3eq= %, vale, no ponto x,

Q) () e
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concluimos que, em x,

¢*|

<+

)

e, portanto, nesse ponto, vale que ¢* HVUEH4 < C. Ou seja, concluimos que
(o) [[Vur (@o)|| < C,
e sendo xg um ponto de maximo de w® em 2, obtemos que, se x € 2/,
1, . 1 . 1 . 1
5 IVus (@)l = 5¢() V(@) < 5¢(@) [V (@)l + S (uf (2))" = w(z)
1
C+ 2o Cc?,

< w'(zo) = ;C(IEO) |V u® (x0)|| + ;a (UE(CUO))2 ;

onde foi utilizado que u° ¢é limitado em €. Logo, segue a desigualdade (4.4).
(ii) Por fim, vamos mostrar que u® — u uniformemente em ). Para isso, suponhamos,

sem perda de generalidade, que 0 € 9Q. Fixado a € (0,1), definimos w : Q — R por

w(z) = Allz(*

onde A > 0 é escolhido a seguir.
Sendo u Lipschitz em 9%, pois é Lipschitz em Q, podemos tomar A > 0 grande o
suficiente, dependendo de Lip,(092) e de diam(2), de modo que, para todo = € 02,

[u(@) = u(0)] < Lip, (8Q) |l]| = Lip,(9Q) =] z]|* < M|z[|* = w(x).
Em particular, vale que
u(x) = u(zr) < w(z)+ u(0), para todo z € ON. (4.12)

Agora, como, para x € (),

1
2]
Wi, (1) = [P flal|* ] = Ao —2) ] i 4+ Ao 2] 6,

wg,(2) = M|, = Aa [l

27, = ||m||°‘72 x;,

temos que

n n
—Asw(z) — eAw(x) = = D We, Wy, Wyy0, — € Y Waa,
i5=1 =
n
== 3 Aallz]* P aida | ahala - 2) 2] vy
ij=1
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n
= > Aallz| " zAal|z | agha ol 6y

ij=1

—e Y Aala = 2) |2 *F zizi + a|2]* 7 6:)
1=1

n n n
= — 2P =2) 2wl Do af — A |20 Y a?
i=1  j=1

=1

—edafa—2) lz|* Y a? —eda |z 1

i=1 i=1
= —xa¥(a = 2) [|z]** 7" = Aa? [P
—eda(a —2) ||z]|*% — edan||z||*

= AP (1 — ) |Jz]** ™ — eda(a +n —2) |22,
Como 3a — 4 < a — 2, temos que existe d > 0 tal que, se z € Q e ||z|| < J, entdo
—Aw(z) —eAw(z) = AaP(1 — a) ||z]|>** ™ — eda(a +n — 2) ||z]|* > > 0;

e, além disso, se x € Q\Bs(0), podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo

que —Asw(x) —eAw(x) > 0, para qualquer z € 2\ Bs(0). De fato, basta que
M (1 —a)6* 2 —eda(a+n—2) >0
ou seja,

Aa3(1 — a)§?e2
- dala+n—2)°

3

Logo, para € > 0 suficientemente pequeno, temos que —A w —eAw > 0 e, pelo principio

do maximo e por (4.12), temos que
u® < u(0) 4+ w em €.
Analogamente, mostramos que —w + u(0) < uf, e, portanto,
|u®(z) — u(0)| < M||z||*, para todo x € Q.

A mesma andlise pode ser feita para qualquer ponto y € 0f). Logo, pelo Teorema
de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de {u®}.~¢ que converge uniformemente em
para uma funcao .

Afirmagdo. @ € C(Q) é oo-harménica em ().

De fato, tomemos zy € Q e ¢ € C*(V,,), onde V,, C Q é uma vizinhanga de =, tal

que u — @ possui um maximo local em xg.

Pela Proposicao 1.2.3, existem uma sequéncia {e;}en tal que e; — 0 e pontos z., € V4,
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tal que u® — ¢ possui maximo local em ., e vale que z.; — 7o quando j — co. Para
cada j € N, sendo u% solugdo de viscosidade de —Au“ — ¢;Au® = 0 em 2 (pois é

solucao classica) e como u* — ¢ possui maximo local em ., temos que
- Aoo@(x:fj) - 5jA90(xaj) <0
ou, ainda,
—Asotp(e;) < gjAp(z;).
Fazendo j — oo e usando que ¢ ¢é suave e que z.; — xg, concluimos que
—Asp(xg) <0.

Logo, concluimos que @ é oo-subharmoénica em ), e, analogamente mostramos que 4 é
oo-superharmonica em §2.

Por fim, como & = w em 0f), por unicidade, & = u, e concluimos que u®* — u
uniformemente em (2. O]

Agora, tomando 2 = B3(0), suponhamos que u é oo-harmonica em Bs(0) e Lipschitz

em Bs(0). Sendo u® solugao de

—Auf —eAut =0 em Bs3(0)

(4.13)
ut =u em 0B;3(0),
sabemos, pelo Teorema 4.1.1, que
c <C € <C 4.14
Jmax |uS(z)] < €, max |[[Vu(z)]| < (4.14)

e u° — u uniformemente em Bs(0).
Suponhamos também que, para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, u® estd proximo
de uma fungao afim em By(0), a qual consideramos ser a fun¢ao L : By(0) — R dada por

L(z) = z,, para facilitar a notagdo. Logo, suponhamos que

max |u® — x,| =: A, (4.15)
JJEBQ(O)

onde A é pequeno. Essa suposicao é plausivel, pois ela aparece naturalmente na prova do
Teorema 4.1.4, Eq. (4.31).
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Lema 4.1.2. Existe C' > 0, independente de X\ e de €, tal que

€

V@I <, o) 40 (3 + 5

Demonstrag¢do. Assim como feito na prova do Teorema 4.1.1, definimos
n
_ e € e €
Lov=>Y" (—uxiuxjvccwj - 2uxiumﬁjv$].) —eAuw,

ij=1

e ja sabemos que L.uj, =0, para cada k € {1,...,n}, e

L. (IVe|P) = 2| V2 vee | — 2¢ || V2|
Agora, como
(07 = )2 =207 = ) (05, — 1),
(0 =) =200, = G (4, = D) + 200" — w0,

temos

Lo ((uf = ,)?) = i (—us, s, (2065, = 0jn) (W5, = 0in) + 2(u" — z,)u

Notando que

n

ij=1

= -2 (Z(U;)Z — dinug,

i=1

= 2 (|ve)? - o)

i=1
= —2||Vu® — enH2 ,

80

%
) ) , para todo x € By(0).

€

n n

£

—e D 2(u5, — G (U, — 6in) = —26 3 (w5, — 0in)? = —2]|(ul,, S, S,
=1

(4.16)

)
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entao

Lo ((uf = 20)?) = =2 (Ve = 5, )" —

— Z (2uw Uz 2(U° — ) (U, — (5jn))

7,7=1

— 2 |V — e, _M
=

o (Ivu ) — s, )P = Y (205,080, 2067 — ) (1, — Gyn)
DD z

7,7=1
— 2 ||Vu® — enH2

<2 (19wl —u,)"+ 3 2]
)+
onde foram utilizadas as estimativas (4.14) e (4.15).

2
Agora, definindo ® : R" — R por ®(p) = (||p|| —pn) (Z [ pn> , onde
+

<2 (Ve -

(4.17)

y+ = max{y, 0}, podemos multiplicar a Eq. (4.6) por

0 Ve) = |2 (i) =) =2 (19 ) (20, — )
p=Vus

e somar para k = 1,...,n, obtendo

2 (Ve ))? = s,
(205, = 6rn) = 0

n n
€ 13
Z[Z( 25, Uy g g — U, U uxxxk)—aAuxk
i

2 (||Vu5||2 - u§n> 2u,

T

n n
€ , € € € ,,€ € €
Z |:Z (_2umiuxjmkuxixj - uxiurjuxirjxk) - 6AU$

n
3 3 3 £
— {Z (—QUI Ug g, U, — Ui U Ui wn) —eAu,

i,j=1

2(IVe|* =, ) = 0. (4.18)

Se ||Vu5||2 — u,, > 0 em um ponto de Bs(0), entdo, para i, j € {1,...,n},

o = (8 ()"

n
2
=2 (19 ) (32 26—
m=1
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[ (VU (Z 2uzmu:vmazj - xnazj> (Z 2uazmuazmm - uim{%)
m=1

e, portanto,

LoV == 3 (2 (30 2080t~ i) (30 20808~ ) )

= 3 (2 1901 =8, (35 (205 20— 5 )
S ot o (i)
- Zz (901 =) (32 (2t + 2] s

(4é8)_ 2; <Z 2uxmuxmm xnz ) Z (Z 2u:pm Tm; ;nx3>

n n n
2
—4(IVe)® = ug,) > (Z T uiﬂismxj)
j=1

m=1

n n 2 n n
2
- 282 (Z 2u§:mu§:mxi - u;nazl) —4e (HVUEH - u;n) Z Z uxmx xmx
i i—1 m=1
, i=lm
(Z (Z ZU:E u:}cmuw ;i u;u;n%))

=1
n n 2
—4 <||Vu5||2 — uil) Z (Zu uxm%)
m=1 \i=1
— 252 (Z 2ug, ug o — uinx>2 —4e (HVUEH2 _ uin) zn: zn: ( U, )
=1 i=1m=1

2

2
=—2 (QAOOuE - Z uiuinl,> —4 (HVuEH2 - ufcn) HVQUEVUE

i,m=1

— 252 <Z ug, ug o~ u;m)Q —4e (||Vu8||2 _ ui) Hvzug

2
< -2 (QAOOUE - Z uiluinzl) —4 <||Vu€||2 - uin) HVQMVUE ‘0.

i,m=1

(4.19)

Dada uma funcao ¢ : B3(0) — [0, 1], suave em Bs(0) e tal que ( =1 em B1(0) e (=0
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proximo de Sy(0), temos, por calculos semelhantes aos feitos em (4.9),

L(CP(Vuf)) =Le(C*)®(Vu) + CPL(P(VuT)) — 4 Zn: Uz U, Gy [R(VUT)],

1,j=1

—4e Z Csz [@(VUEH:M
i=1

=(i (=, s, (26, G + 2CCan, ) — 205, 112%7)) (Vo)
i,j=1

— &> (260,Go, + 20Caia,) (V) + CPLe(P(Vr7))
i=1

n

A3 i G2 (1Y — ) (Z 2, u)

i,j=1

— 4> (2 (||Vu‘5||2 - u§n> <Z ug, Ul o, — u§n$l> . (4.20)
i=1 m=1

Notemos que, por (4.14),

<_u;iu2j (Qijgsci + 2C<:ci:c]-) - z m z; 2CC:B]) - 5zn: (2Cxlc:cz + 2CCL’C1$1)

:M3

i,7=1 =1
<Y (Cc-cf “l2c-c)+c

1,]=
= C+C¢ H (4.21)

e, também,
—4 Z U;Ui]g€$z2 (||vu8”2 ) (Z 2uacm Tm@; u§n$]>
ij=1
-8 (||Vu5||2 — uin) > G (Z > 2u U, U o — > uijuinxj)
i=1 Jj=1m=1 j=1m=1
8(||Vua||2—u§n)CZC’-C 200u" — Y N ug Uz,
i=1 j=1m=1
< CC(IVuf|® —ug,) [2800u" = 30 7w s, (4.22)
j=1m=1

e, por fim,

2 (I ) (Z 250 u)
=1
=1
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<8 (C+C)- 120 (Z Clug, .|+ |u§n$l|>

i=1 m=1

< C%HVQUE

. (4.23)

Portanto, utilizando as estimativas (4.19), (4.21), (4.22) e (4.23) em (4.20) e o fato de que

(IVus||* = s )2 < C (Teorema 4.1.1), concluimos que

Tn

L(¢0(Vu)) < C (1+ ¢ |[V2urve|)) (1| — s, )

2
—2¢? (2Aoou€ - > u;uinm) — 4¢* (”VUEHQ — u§n> HV2uEVu€

i,m=1

2

+C¢ (IVee))? = us,) +Ce |V

n
200U — > uS U L
e J J
<c(Ive)? -,
1
C (v =, )" (IVe]” - w5, )

44?MVmW—w;f+fikgﬂiyé%@§5;T+C%V%g
jm=1
scowmfﬂ@f+gﬂﬁfm#%Wfoﬁj

# O (19—, )° A [VPur e (o — )+ O [0

+C¢ HVZuEVua

2

—4¢? (||Vu€||2 - uin) HV%ﬁVuE

< (Ve —,) +Ce v, (4.24)
Por fim, definimos v° : m — R por
V¥ = CO(VUE) + a(uf — z,)2 + N ||Vl (4.25)
onde o > 0 é escolhido adiante. Vamos mostrar que, para a > 0 adequado, temos
vi(x) < C <)\ + i) , para todo x € By(0). (4.26)

Para isso, primeiramente, suponhamos que v* atinge seu valor maximo em um ponto
20 € By(0). Se ||Vus(zo)|” — ug, (29) <0, entdo ®(Vus(zg)) = 0 e, no ponto w,

v = a(uf — )2 4+ M|[VEE]]? = aX? + A |Vl |)* < ad + CA

— (@4 O < (a+0) (A+i), (4.27)
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onde foi utilizado que A\ é pequeno o suficiente, de modo que A < 1 e A\? < \.
Agora, se ||[Vu®(zg)|| — ug, (z0) > 0, pelas estimativas (4.7), (4.17) e (4.24) segue que,
no ponto zg, L.(v) > 0 e, assim,
0 < Lo(v%) = L(C*®(Vus)) + aL.((uf — 2,)?) + AL.(||Vuf|?)
< o (Ive)? = 15,)" + Ce [V + a (-2 (IVa]? = w2, )" + CA[V2urvus
2
A (— — 2¢ HV%E )
— (C - 20) (|Ve]* - u,)’ (0,/ ) VA ||V
A
+ (Ca\/;) (VAN [V2urvus|) + A (—

< (C—20) (|Vee|* — u3,) + s

(_

= (€ —20) (IVe]? — 5" + CS + Ca?

)

)

— 2 HVQUE

)

+ 2e\ HVQUS ?

+ Cuo

— 2 HVQUE

)
Tomando « > 0 grande o suficiente (a > %C’), concluimos que

T

(20— C) (IVe]? —u5,)" < O+ Ca?\,
isto é,

(V| —uz,) < © (i 4 )\)

no ponto xy, e, portanto,

v (1) < v¥(20) < 2O ()\ + i) + a(us(z0) — (20)n)* + A HVUE(SL’O)HQ
(4.27)

< 1-O(A+i>+(a+0)<A+i),

qualquer que seja z € By(0), como queriamos mostrar.
Se v¢ atinge seu valor maximo apenas em pontos de Sy(0), notamos que ¢ = 0 em
S(0), e, por (4.27), segue a desigualdade (4.26).

Por fim, como ¢ = 1 em Bj(0), concluimos que, em B;(0),

(V6] = 5,)’ < @(Var) < @(Vu) + a(u® = ) + A [Vu|* < € (A+5).
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ou seja,

N

IVuf|)? <l +C <)\+ i) <u +C (A% 4 i) .

N|=

Dessa forma, concluimos a prova do lema. O

A seguir, mostramos o tultimo resultado auxiliar necessario para nossos propositos,
que garante a existéncia de um ponto no qual o gradiente de uma funcao é controlado, de

acordo com a limitacao da imagem dessa funcao.
Lema 4.1.3. Dadosb € S;(0) e s > 0, seja v : Bs(0) — R uma fungio suave satisfazendo

— (b
o P =00
z€B;(0) S

para algum n > 0. Entao, existe xo € Bs(0) tal que
[Vo(2o) — bl < 4n.

Demonstragio. Para o caso s = 1, definimos w : B,(0) — R por w(z) = (b, z) — 2n ||z||*.
Notemos que
(v —w)(0) = v(0) < max |w(x) — (b,x)] < 7.

z€B1(0)

Além disso, se x € S;1(0), entao
(v —w)(x) = v(z) = (b,x) +2n |l2]* = ~[o(z) = (b,2)| + 27 = .

Portanto, v — w atinge seu valor minimo em um ponto interior xg € B;(0), e portanto,

COmo v € W Sao suaves,
IVo(zo) — bl = [[Vw(zo) — bl = |[b— 4nzo — bl| = 41 [|lzol| < 41.

Agora, dado s > 0 qualquer, considere w, : B;(0) — R dada por wy(z) = fw(sz).

w(r)—b-x w(z x
Como, max M <n, entao max (z) —b-—| < nou, ainda,
z€B;(0) S z€B;s(0) S S
w(sz sz
max (52) —b- <n
2€B1(0) S S
e, portanto,
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Logo, existe xy € B1(0) tal que
V(o) — bl < 4,

e concluimos que ||Vw(sxg) — b|| < 4n. O

Finalmente, apresentamos a demonstracao do resultado final dessa dissertacao, que

garante que uma funcao oo-harmonica é diferenciavel em todo ponto de seu dominio.

Teorema 4.1.4. Seja Q C R™ um conjunto aberto e u € C(Q) uma solugdo de viscosidade
de
—Asu=0 em .

Entao, u € diferencidvel em cada ponto x € ).

Demonstragio. Suponhamos, sem perda de generalidade, que x = 0 € Q e u(0) = 0.
Dadas duas sequéncias {r};25, {sr 3 C (0,+00) com 7y, s, — 0 quando k — +oc.

Pelo Teorema 3.4.5, existem a, b € R" tais que

l‘IIl max - - 0 428
k%1+00 yEBal(O) Tk <a’ y> ‘ ( )
. u Sky
k—>1+°0 ?JEB?(O) Sk < ’ y>‘ ’ ( )

onde [laf| = [[b]| = L (u, 0).
Se |la]| = 0, entdo Lg (u,0) =0 e, dado z € 2 com x # 0,

u(r) — u(0)

]

u(z) — u(0)

< Lif (u,0) e —
]

[l

Logo,
|u(z) — u(0)|

2l < max {Lj(u,O), —L;(u,O)} , para todo r > ||z]| .
T

Fazendo r — 0, concluimos que ||z|| — 0 e, pelo Lema 3.3.6,
< L (u,0) =0,
ou seja, Vu(0) existe e Vu(0) = 0. Portanto, nesse caso, a = b = Vu(0) = 0.
Logo, suponhamos que a, b € R"\{0} com a # b. Sem perda de generalidade, supo-

nhamos que

a=-e,=(0,..,0,1), bl =1, b#ey,
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que é possivel a menos de uma rotagao e/ou dilataciao!, e denotamos, ainda,
b= (b1,...,bn), Op=1—1b,l

Notamos que, como ||b|| = 1 e b # e,, entdo §, > 0. Sendo C; a constante do Teorema,

4.1.2, escolha
0, \
A= —= . 4.30
(801) (4.30)

De (4.28), existe k € N tal que, se r = 1, entao

wz) _ <€n, Z>‘ = max [u(z) = 2] < i

T T 2€B;(0) T -

max
yEB, (0)

u(ry) _
— — {en, y>' = mnax

Sem perda de generalidade, podemos assumir que r = 2 (se nao fosse, bastaria fazermos

a andlise com a funcao v(x) = 2u(%x)). Logo,

ju(z) — 2| _ A
max < -,
z€B>(0) 2 4
ou seja,
u(z) = 2] < 2
max |u(z) — z,| < =,
2€B3(0) 2

e, como u° converge uniformemente para u em Bs(0) quando ¢ — 0, existe e; > 0 tal que,

se € < €1, entao

3
— < —
Jnax [u(z) —u(z)] < 5,

e, portanto,

$(2) — 2| < “(2) — — 2 <A 4.31
Zg}g%lu (2) — 2 \_Zgg%\u (2) U(2)|+zg% [u(z) — 2| < (4.31)

Analogamente, por (4.29), existe j € N tal que, para s = s; < 1, vale

max
y€B1(0)

— (b 0
O S VIO 5]
S 2€B5(0) S 96

e existe 5 > 0, tal que, se € < €5, entao

luf(z) — (b, z)| _ 6
<% 432
eB0) s =8 (4.32)

Considere ¢ = min{ey, g2, \?}. Por (4.32) e pelo Lema 4.1.3, concluimos que existe

1Se tivéssemos a # e, existiria A € SO(n) tal que Ae,, = a, e farfamos os mesmos raciocinios com a
funcao auxiliar v(z) = ||a|| u(Ax)
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xo € Bs(0) tal que

O
3 _ < .
V4 (w) — b] < -
Em particular,
‘ O

e também, como ||b|| = 1, segue que

: . O
1]l = Ve (zo) || < [IVu*(z0) = bll < 15
ou, ainda,
)
|V (o)l = 1 - 5. (4.34)

Agora, por (4.31), podemos aplicar o Teorema 4.1.2 para concluir que

1 (4.30)

1 % 0
Tl < o) + € (3 + (5)°) < o)+ 2008 20 () + B (43)

notando que, como € < A2, entdo 5 < A. Portanto,

0, \ 2 (4.39) (4.35) 0, (4.33) 0 0
(1-7) 1wl i+ 2 e e % s

e, com isso,

(436) ¢
Oy =1—|by| < 1+§”—

1— 2
12

o\> 0, 0, eg<29b
376 144~ 37

donde segue que 8, < 0, o que contradiz o fato de que 6, > 0.
Portanto, mostramos que existe um vetor a € R™ tal que, para qualquer sequéncia

{ri};2] de ntimeros positivos tal que r, — 0, vale

u(rry) — u(0)

1' _— = =
k‘igloo Tk <a7 y>’
ou seja, vale que
u(ry) —u(0)
1 _— .
Jim = = )

Da mesma forma, para —y € R”, vale

lim U(—T‘y) — U(O) _ <CL7 _y>

r—0+t r
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e obtemos

Tli%{ U(Ty)r_ U(O) _ <CL, y>7

u(ry) = u(0)

limite é uniforme em S;(0), e, pela Proposicao 1.2.7, segue que u ¢é diferencidvel no ponto

0. ]

logo, li_r}(l) = (a,y) localmente uniformemente em y € R". Em particular, esse
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Conclusao

Nesse trabalho, discutimos resultados a respeito de existéncia, unicidade e regularidade
de solugoes de viscosidade da equagao homogénea envolvendo o operador
oo-laplaciano. Dentre os resultados explorados, a propriedade de comparacao com cones
se mostra uma importante ferramenta analitica que auxilia na demonstragao da maioria
das propriedades de fungoes co-harmonicas.

Enquanto a regularidade Lipschitz e, por consequéncia, a diferenciabilidade em quase
todo ponto de solugoes de viscosidade de —A,u = 0 é um dos resultados mais elementares
da teoria, mostramos, no Capitulo 4 que essas func¢oes sao, na realidade, diferenciaveis
em todo ponto de seu dominio. Esse é o resultado de regularidade mais geral encontrado
na literatura até o momento.

Contudo, no caso especial n = 2, existem dois resultados que refinam a regularidade

para fungoes oo-harmonicas no plano, enunciados a seguir [11], [21].

Teorema 4.1.5. Sejam Q C R? aberto e u : Q@ — R uma fungdo co-harménica em SQ.
Entao
u € CH(Q).

Teorema 4.1.6. Sendo ) C R? aberto, existe uma constante o > 0 tal que, seu : Q — R
¢ uma solugdo de viscosidade de —A u = 0 limitada em §, entdo

u € Cp(Q).
Além disso, dado Q) CC €, existe uma constante C' > 0, dependendo somente de £, tal
que

[ullgraony < Cllull o) -

Em [11], os autores comentam que a demonstracao realizada para mostrar a regula-
ridade CL¥(Q) em Q C R? poderia ser generalizada para o caso n > 3, contanto que
algumas estimativas fossem provadas, o que, até a data dessa dissertacao, nao aconteceu.

Além disso, devido ao Exemplo 3.2.3, conjectura-se que a regularidade 6tima de uma
funcao oo-harmonica qualquer, seja da classe C' 1’%(9), um resultado que ainda ha de ser

explorado no futuro.
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