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Resumo

Este trabalho aborda a parabolicidade e a nao parabolicidade de variedades riemannianas.
O objetivo central é¢ demonstrar um teorema que traz equivaléncias da nao parabolicidade.
Para isso, utilizamos como ferramenta conceitos de EDP generalizados em variedades ri-
emannianas e, em especial, a teoria do potencial. Mostramos o exemplo das variedades
rotacionalmente simétricas, onde sao facilmente aplicaveis as equivaléncias do teorema e
apresentamos comentarios relacionando a teoria apresentada com a teoria de Probabili-
dade.

Palavras-chave: Parabolicidade. Teoria do potencial. Variedades riemannianas. Fun-

¢oes harmonicas. Variedades rotacionalmente simétricas.
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Abstract

This work addresses the parabolicity and non-parabolicity of Riemannian manifolds.
The main objective is to demonstrate a theorem that establishes equivalences of non-
parabolicity. For this purpose, we use generalized PDE concepts on Riemannian manifolds
and, especially the potential theory. We highlight the example of rotationally symmetric
manifolds, where the equivalences of the theorem are easily applicable, and we present
comments relating the presented to Probability theory.

Keywords: Parabolicity. Potential theory. Riemannian manifolds. Harmonic functions.

Rotationally symmetric manifolds.
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Introducao

Esta dissertacao tem por objetivo explorar resultados que classificam as variedades
riemannianas em parabdlicas e nao parabodlicas sob a perspectiva da teoria do potencial.
Para isso, é crucial a compreensao de conceitos preliminares da teoria do potencial, os
quais estao intimamente ligamos as propriedades das solu¢oes de Equagoes Diferencias
Parciais.

Enquanto a Geometria busca descrever caracteristicas intrinsecas dos espagos ambien-
tes abstratos, a teoria de EDP permite entender e modelar alguns fenémenos que ocorrem
nesses ambientes. Assim, a conexao entre as areas traz resultados ricos, possibilitando a
analise de solugoes de equacoes em variedades riemannianas.

A maioria das obras de EDP tratam sobre resultados no espaco ambiente R™. Como
ferramentas de EDP foram necessarias para elaboracao desse texto, trazemos as generali-
zagoes para as variedades riemannianas. Isso é possivel pois muitas no¢oes de EDP usam
operadores como o divergente e o laplaciano, os quais podem ser definidos intrinsecamente
nos espacos ambientes em que estamos trabalhando.

A parabolicidade de variedades riemannianas também pode ser estudada através da
Probabilidade. Ao longo do texto fazemos comentarios relacionando a teoria apresentada
com a teoria de Probabilidade. O conceito central de parabolicidade estd conectado
a recorréncia do movimento Browniano. No entanto, compreender essa ligacao requer
conhecimentos de varios conceitos de Probabilidade, e abordar todas as conexoes tornaria
o texto extenso demais.

Outra possivel abordagem para determinar a parabolicidade é através da curvatura
das variedades. Como o objetivo do trabalho nao é tratar sobre esse tema, apresentamos
no final do texto algumas implicagoes que envolvem Teoremas de Comparagao, sem nos
deter a eles.

O artigo de GRIGOR’YAN (1999) [8] e a obra de LI (2012) [9] foram usados como base
para construcao de toda a dissertacao, principalmente nos capitulos referentes ao nicleo
do calor, ao teorema principal desse trabalho e as variedades rotacionalmente simétricas
(3, 4 e 5, respectivamente). No primeiro capitulo apresentamos os conceitos preliminares
de Geometria Riemanniana que sdo fundamentais para compreensao do texto. Utilizamos
como referéncia a obra de CARMO (2008) [4].

Na sequéncia, no Capitulo 2, abordamos defini¢oes comuns de Equagoes Diferenciais



Parciais, usualmente conhecidas em espagos euclidianos e adaptando-as para o contexto
das variedades riemannianas. No Capitulo 3 definimos o ntcleo do calor em variedades ri-
emannianas, que ¢ um resultado com implica¢oes na parabolicidade ou nao parabolicidade
de uma variedade riemanniana.

No Capitulo 4 apresentamos o Teorema 4.1.2, que é o resultado principal do trabalho.
O teorema estabelece diversas condigoes equivalentes para determinar se uma variedade
é nao parabdlica, como a existéncia de func¢des superharmonicas positivas, a finitude
da funcao de Green, a capacidade e a existéncia de subconjuntos massivos, além do
comportamento do movimento Browniano. Assim, revelando as ligagoes entre geometria,
analise e teoria do potencial.

Por fim, no Capitulo 5, discutimos as variedades rotacionalmente simétricas, um exem-
plo onde as classificagoes de parabolicidade sao facilmente aplicaveis. Nesse capitulo tam-
bém descrevemos condi¢oes de parabolicidade que envolvem Teoremas de Comparacao e

curvatura de variedades riemaniannas.



Capitulo 1
Conceitos de geometria riemanniana

Neste capitulo serao expostos alguns conceitos preliminares de Geometria Riemanni-
ana, além de fixadas notacoes que serao utilizadas ao longo do texto. Serao omitidas
algumas defini¢goes mais conhecidas que podem ser consultadas em CARMO (2008) [4].

Nesses casos, sera considerado que o leitor possui conhecimento prévio na area.

1.1 Variedades riemannianas

Defini¢ao 1.1.1 (Variedade diferenciavel). Uma variedade diferencidvel de dimensao n
é um conjunto M e uma familia de aplica¢des biunivocas v, : U, C R® — M de abertos

U, tais que
i) U¢Q<Ua> =M.

ii) Para todo par «, 3, com W := 1, (U,) Ng(Ug) # 0 e Y1 (W), ¢B_1(W) e R

abertos, as aplicacoes 77/15_1 0 1, sao diferenciaveis.

iii) A familia de aplicagdes biunivocas {(U,, ¥s)} é méxima com relagdo as condigoes

i) e ii).

A aplicac¢ao 1, com p € ,(U,) é uma parametrizacio de M em p, e ¢, (U,) é uma
vizinhanga coordenada em p. O par {(Uy,¥q)} é uma estrutura diferencidvel. Em outras

palavras, M é variedade diferenciavel se é localmente um aberto do R™.

Definigao 1.1.2. Sejam M"™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : M — N
é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacao o : V C R™ — N em ¢(p) existe
uma parametrizagdo 1 : U C R” — M em p tal que p(¢(U)) C o(V) e a aplicagao

oclopoy:UcCR* = R™

¢ diferencidvel em ~!(p).



E possivel entdo definir uma funcao diferencidvel f : M — R em p € M como sendo
aquela tal que existe ¢ : U — M parametrizacdo em p e a composta fov : U — R é
diferenciavel em =1 (p).

Uma curva parametrizada diferenciavel é uma funcao o : I C R — M, que permite

calcular a composta (f o a)(t) e, em particular, (f o a)’(0). Faz sentido entao calcular

(f 0 1)'(0) = (f 0 2)'(0),

em que oy e ap sao duas curvas tais que ag(0) = az(0) = p. Assim, v é um vetor tangente

a M em p se for uma classe de equivaléncia pela relagao acima. Defina entao

df, : TpM — R
v = dfy(v) = (f 0 a)(0)

Defina o espaco tangente a M em p, dado por
TpM = {v; v é vetor tangente a M em p}.

Um campo diferencidvel de wvetores é uma aplicacado X : M — TM, em que
TM = {(p,v);p € M,v € TpM}. TM é dito um fibrado tangente. O conjunto de
todos os campos diferencidveis de vetores é denotado por X (M). Assim, fixada uma pa-
rametrizacdo, ficam determinados os campos coordenados, que denotaremos por d,,, com
1=1,--- ,n.

Em relagao a topologia das variedades riemannianas, vamos supor como validos os

seguintes axiomas:

Axioma 1.1.3 (Axioma de Hausdorff). Dados dois pontos distintos de M ezistem vizi-

nhancas destes dois pontos que nao se intersectam.

Axioma 1.1.4 (Axioma da base enumeravel). M pode ser coberta por uma quantidade

enumeravel de vizinhangas coordenadas. Nesse caso, dizemos que M tem base enumeravel.

Mais comentarios sobre os axiomas podem ser consultados em CARMO (2008) [4].

Denote por g;; = (-, ) a métrica riemanniana, que é a aplicacdo que para p € M associa
um produto interno em T'pM, e represente uma conexao riemanniana de Levi-Civita em
M por V, que é a nocao de derivada de campos de vetores, e possui a propriedade de ser
simétrica e compativel com a métrica. Deste modo, o par M = (M, (-, -)) é uma variedade
riemanniana de dimensao n munida de uma métrica (-,-) e conexao V.

Dado um campo vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel o : I C R — M,

existe uma correspondéncia chamada derivada covariante que associa um outro campo de

vetores ao longo de «, dada por T



Definicao 1.1.5. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se
D (d
p (d: (to) = 0. Se v é geodésica para todo t € I, entdao dizemos que 7 é geodésica. Se

la,b] C I e~y é geodésica, o segmento de geodésica ligando y(a) a y(b) é a restri¢ao de =y
a [a, b].

A distancia entre dois pontos p,q € M é definida pelo infimo do comprimento da curva

a diferenciavel por partes que liga p a ¢, ou seja,
d(p,q) = inf{l(a); a: [0,T] — M é curva diferencidvel por partes com «(0) = p, a(T') = q},

em que [ é o comprimento de curva dado por

I(a) = /()T\/<a’(t),a’(t)>dt.

Uma geodésica v é minimizante se I(y) < l(«), para qualquer curva diferenciavel o
ligando v(0) a v(T)).

Com a definicdo de geodésica, ¢é possivel definir uma aplicagdo exponencial
exp:U C TM — M, dada por

(%
eXp(p7 U) = 7(1,]9,1)) =7 <’U| P, |U|> )

com (p,v) €U = {(p,v); p € M, v € TpM}, em que v é a unica geodésica que no instante
¢ passa por p com velocidade v. Temos que exp,, ¢ diferenciavel e exp,(0) = p.

Indique por B.(0) a bola centrada na origem 0 do TpM e de raio e, tal que
exp, : B.(0) C TpM — M ¢é um difeomorfismo. A bola normal ou bola geodésica de
centro p e raio ¢ é definida por B.(p) := exp,(B:(0)). Sua fronteira é ortogonal as geodé-

sicas que partem de p e é representada pela esfera normal S.(p) := 0B.(p).

Definicao 1.1.6. Quando exp, estd definida em todo v € T'pM, para algum ponto p € M,
M ¢é dita geodesicamente completa. Em outras palavras, as geodésicas 7(t) que partem de

p estao definidas para todo t € R.
O lugar dos pontos em que exp, deixa de ser injetiva ¢ chamado de Cut Locus.

Definicao 1.1.7. M ¢ variedade diferenciavel orientdvel se M admite uma estrutura
diferenciavel {(Ua, %)} tal que para todo par a, 8, com ¢,(Uy) N Ys(Us) = W # 0,

-1

a diferencial da mudanga de coordenadas 13 o Y

tem determinante positivo. Caso

contrario, M é ndo-orientdvel.

A escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a defini¢cao é chamada orientagdo
de M.



1.2 A medida volume nas variedades riemannianas

Seja M uma variedade riemanniana orientada e v : U — M parametrizagao local de

p € M, considere {uy,us, - ,u,} C TpM uma base ortonormal positiva. Escreva os

campos coordenados como 0,, = Zaikuk e observe que os coeficientes da métrica sao
k

dados por

Gij = <3xi, 8zj> = <Z QiU Zajlul> Zazka]l Uk, Uz Zazk%z Ol = Zazkaﬂm
k !

(1.1)

em que 0y é delta de Kronecker, ou seja,

1, k=1
5kl:
0, k#1.

Como em (1.1) temos que g;; = Z aikjr = Z aixa®’ | segue que

g = det(gy) = (det(ay;)) = /g = |det(ay)| = det(ay,),

ja que a base ortonormal é positiva, ou seja, det(a;;) > 0.
Por outro lado, o volume em TpM do paralelogramo gerado por {0y, 0uy - ,Or, }

pode ser célculo com ferramentas de Algebra Linear e vale

vol (Oyy, -+ -, Op,) = det(ai;) = /9.

Ainda, considere o : V' — M outra parametrizacao local de p € M com a mesma
orientacao de 9. Sejam 0y, , 0y,, - - - , 0, campos coordenados e h;; = <8yi, 8yj> coeficientes

da métrica. Segue que

VG =0l (Byy, - ,00,) = J -vol(By,, -+ ,8,,) = J - Vh, (1.2)

Y;
com J = det Y| =det (D(c7to > 0
( ax) (Do o))
Seja R C M aberto conexo e suponha, inicialmente, que R C ¢(U), para 1) para-
metrizagdo positiva. Suponha também que ¥~'(R) tem fronteira com medida nula (em
particular, de Lebesgue, em R™), ou seja, o comportamento da fronteira nao interfere.

Defina o volume de R por

vol(R) = Vodzy - (1.3)

YH(R)



Observe que

v (R) = ¢ (000 ) (R)) = (¥ o0) (07} (R)) (1.4)

e como D(¢ploo) = (D(a‘1 o 1/))) , temos que

J = detd( " 00) = det (d(o ™ 00)) =T = = (1.5)

Entao a definicao de volume independe da escolha da parametrizacao local:

(1.2)

d '--dni/ J-Vhdz, - -dz,
/wl(R) Vgdz, x . Vi, x
(LY / J-Vh ’det (D(@b_l o 0))‘ dyy - - - dyy,
o !(R)

=2 / Vhdy, - dy,.
o-1(R)

Caso R nao esteja totalmente contido numa vizinhanga coordenada, utilizamos a par-
ticdo da unidade para definir vol(R). Com isso e com ferramentas da teoria da Medida,
conseguimos definir o volume de qualquer compacto, dando origem a medida volume du.
Com essa medida, as integrais que aparecerao no texto tem o significado da igualdade

abaixo:
fdu = / f o gd:l: .- -dmn, 1.6
/Cw( | . )( w)\/— X ( )

para qualquer funcao f que fizer sentido no contexto em que estamos trabalhando. Desta
forma, caso o leitor nao esteja familiarizado com integragdo em variedades riemannianas,
pode usar a integragao no R™ através da igualdade (1.6).

No caso em que R é um dominio suave na variedade M, o seu bordo OR é uma
subvariedade de dimensdo n — 1 que herda a orientacao de M (ver CARMO (1971) [3]).
Também o bordo R herda uma medida volume, que denotaremos por dy' e é compativel

com a medida dyu via inclusao OR C M.

1.3 Gradiente, divergente e laplaciano nas variedades

riemannianas

Defini¢ao 1.3.1. Seja M uma variedade riemanniana e uma funcao f € D(M), em que
D(M) denota o espago das fungoes diferencidveis de M em R. O gradiente de f emp € M
é o vetor V f(p) € TpM, dado por

(Vf(p),v), = dfy(v), Yo € TpM. (1.7)



Se p é ponto de maximo ou minimo local de f em M, temos que V f(p) = 0.

Lema 1.3.2. O gradiente de uma fungdo em coordenadas locais é dado por
Zg” )(0n, £) (2)0a (1.8)

Demonstracao. Fixada uma parametrizacao ¢ : U — M, vamos escrever o gradiente na

base &Ej. Precisamos determinar os coeficientes a; tais que
i
Com j fixado, temos que

(VD). 0n,) = Zai (02, 0s,)
=df,(0,,) Z a; - gij [g:; ¢ simétrical
= Zgij " Q4
= ;gijﬁmj(f) = a;.
Logo,
Zg” (p) (0n, ) (P) O
O

Definic¢ao 1.3.3. Dado X € X (M), o divergente em p € M é o trago da transformagao
linear
v e TpM — (V,X)(p), (1.9)

ou seja, é a funcao suave div. X : M — R dada por
(div X)(p) = tr{v € TpM — (V,X)(p)}. (1.10)

Lema 1.3.4. Escreva X = ZX’@M € X(M). Entdo o divergente em coordenadas locais

¢ dado por
(divX)(p —Z@xl (X'\/g (1.11)

Demonstracao. Fixada uma parametrizacao ¢ : U — M, vamos calcular o divergente na
base coordenada 0,,. Como o divergente ¢ a funciao dada pelo trago da transformacao

linear (1.9) e como o trago é dado pela soma dos elementos da diagonal principal da matriz



dessa transformacao linear, o que precisamos calcular é

div X =) (j-ésima componente de Vo, X).
J

Para isso, precisamos encontrar a j-ésima componente de Vasz . Observe que
Vaij = ZV% (X'0y;)
= Za% (X0, + ZXlVaz O,

_Zax] (X)) +ZXF s

em que Ffj sao os simbolos de Christoffel da métrica, dados por

m

Logo, a j-ésima componente de Vasz é
O, (X7)0y, + > X'T0,,. (1.13)

Entédo, como div X = ) (j-ésima componente de Vaij ), temos que
J

@ X)) 25 o, 00) + X
=205, (X)) + 3 X'TY,
(1':2) Z 817. (XJ) + Z XZ (; Z (axl (gjm) + axj (gzm) - axm (gl])) gjm>
=2 0n,(X7) + 5 Z X (02i(gsm) + 02y (gim) = 02, (9:5)) 9

J i,J,m

= 3005, (X) 4 5 3 (X0 (gim)g™ + X'y (gim)g™ = X', 919"

i 2,7,m
=0, X7 + Z X0, (gjm)g™ . (1.14)
7 7,]m

Note que Z@zi (gjm)g™ = tr ((&Cigjm)(gjm)_l). Por outro lado, segue de Algebra
7,m
Linear que

Or, (0 g) = tr (D, Gjm) (gjm) ") = Zarz Gim)g™ . (1.15)



Desta forma, substituindo (1.15) em (1.14), segue que
(div X)(p Za X7+ = ZX& (Ing)
= Za X +ZX O, (Ing?)
= ZJ: O, X7 + Z X’ (ﬁa@ \/§>
. Xt
=5 o'+ Z50n3)
- \}g ) (\/garixi X0, \/g)

= (@Y X)) = = 3 0,(X'V5)

]

Defini¢ao 1.3.5. Dado f : M — R diferenciavel (C*) o laplaciano de f é uma fungao

dada por
Af =div (V). (1.16)

Lema 1.3.6. O laplaciano de uma fung¢do diferencidvel em coordenadas locais é dado por

1 .
Af =) —0,, Y0, : 1.17
f ;ﬁlw@]m) (1.17)
Demonstrag¢io. Basta substituir (1.8) e (1.11) em (1.16). O
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Capitulo 2

Conceitos de EDP em variedades

riemannianas

Neste capitulo abordamos alguns conceitos de Equagoes Diferenciais Parciais aplicados
no contexto das variedades riemannianas. Entre eles, a definicao de fun¢ao harmoénica,
que esta ligada a equagao de Laplace e permite enunciar o Principio do Maximo. Esses
conceitos estao conectados com a teoria do potencial, que define capacidade, massividade
e potencial superharmonico de um conjunto. Para escrita desse capitulo foram usadas
como referéncias as obras de GILBARG e TRUDINGER (1977) [7], LI (2012) [9] e GRI-
GOR’YAN (1999) [8].

2.1 Funcoes harmonicas e o problema de Dirichlet

Dado €2 aberto em uma variedade riemanniana M, uma funcao u : €2 — R, com
u € C*®(Q), é harmonica se
Au = 0.

Seja € um pré-compacto aberto em M tal que 02 é suave. Dada qualquer funcao
continua f € 0f, resolver o problema de Dirichlet consiste em encontrar uma funcao
u € C%(Q) N C?(N) tal que

Au =0,
(2.1)

ulpo = f.

Definigdo 2.1.1. Seja 2 C M aberto conexo. Uma fungio s € C°(Q) é superharmonica
se para todo V' CC Q e para toda u € C*(V) N C°%V) harmonica em V', valer que se

s>wuem JV, entdao s > uem V.

Se s € C*(9), é equivalente dizer que s é superharmonica se
As < 0.
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Definicao 2.1.2. s é subharmonica se —s é superharmonica.

Assim, uma fungio v = —s € C?(2) é subharmonica se
Av > 0.

Ao longo do texto optamos por demonstrar prioritariamente resultados para fungoes
superharmonicas, mas que podem ser adaptados para fung¢oes subharmonicas, bastando
trocar o conceito de infimo por supremo, de minimo por maximo e o sinal de menor ou

igual por maior ou igual.

Proposicao 2.1.3. O infimo de uma familia de funcoes superharmonicas é superharmo-

nico.

Demonstragdo. Seja s, uma familia de fungoes superharmonicas em 2 C M. Defina
s := inf s,.
a€A
Dado V CC €, seja u : V CC 2 — R harmoénica tal que s > v em 9V e, assim,
Sq > uem AV, Va € A.

Como cada s, é superharmonica, temos que s, > u em V, Va € A, e portanto,
s>uemV.

]

Corolario 2.1.4. Se s1 e sy sdo superharmonicas, entao s = min{sy, se} € superharma-

nica.

No decorrer do texto utilizaremos o Colorario 2.1.4 sem referencié-lo.

2.2 Principio do Maximo em variedades

Considere 2 C M compacto com bordo. O Principio do Maximo afirma que dada
uma fung¢do v subharmonica em 2, o seu valor maximo é atingido em 0€2. Analogamente,
dada uma funcao s superharmonica em €2, o seu valor minimo é atingido em 0f).

Note que as fungoes superharmonicas usam o conceito de valor minimo, ou seja, refere-
se ao Principio do Minimo. Mas, usualmente, o Principio do Maximo tem os mesmos
resultados para func¢oes subharmonicas ou superharmonicas, desde que feitas as devidas
adaptagoes. Por uma questdao de notacao, sera usado o Principio do Maximo mesmo

quando fazermos referéncia ao valor minimo.

Teorema 2.2.1 (Principio Fraco do Maximo). Se s € C?(Q) ¢é superharménica, entdo

inf s = inf s.
Q EY)
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Para demonstrar o Principio Fraco do Maximo, é necessario o seguinte lema:

Lema 2.2.2. Se s € C*(Q) € tal que As < 0 em ), entdo s ndo assume minimo em

ponto interior.

Demonstracio do Lema 2.2.2. Por absurdo, suponha que existe zy € int {2 tal que
s(zg) = 1%f s,

ou seja, o ponto de minimo ocorre em um ponto interior.
Considere {E1, - -+ , E,} um conjunto de campos de vetores ortonormais em uma vizi-

nhanca de xy. Note que

As =Y (Vi Vs, ) = Y B((Vs, B) = (Vs, Vi E) ) = Y (E (Ei(s)) — (Vs, VEZEZ)).

7 )

Como x, é ponto de minimo, temos que Vs(zg) =0e E; (Ez(s)) (x0) = (s0ay)"(0) > 0,
em que «; : (—e,&) —  é curva diferencidvel tal que a;(0) =z e a}(0) = E;(xq).
Logo,
As(zg) > 0,

o que é um absurdo, pois por hipétese As < 0.

Portanto, s nao assume minimo em ponto interior. ]

O Lema de Zorn e a propriedade de Lindelof serao utilizados na demonstracao do

Teorema 2.2.1:

Lema 2.2.3 (Lema de Zorn). Seja U um conjunto nao vazio e parcialmente ordenado.

Se toda cadeia de U tem um limite superior, entdo U tem um elemento maximal.

Teorema 2.2.4 (Propriedade de Lindelof). Dado um espago topoldgico (S,0) e um sub-
conjunto U aberto e ndo vazio. Se existe uma base enumerdvel para a topologia o de S,
entdo toda cobertura aberta de U admite uma subcobertura enumerdvel. Em particular, S

¢ um espago de Lindelof.

Comentarios e demonstragoes do Lema 2.2.3 e do Teorema 2.2.4 podem ser encontrados
em FANTI e IZAR (2020) [5].

Note que topologia das variedades provém das parametrizagoes e é valido o Axioma
1.1.4. Assim, é possivel tomar uma quantidade enumeravel de parametrizagoes na base

da topologia, de modo que a variedade admita uma base enumeravel.

Demonstragio do Teorema 2.2.1. Seja o € Q tal que s(zy) = igf s. Temos dois casos:
o € 0F) ou x( € int €.

Caso zy € 012, temos que igf s = iangf s, pois 092 C © = Q, por ser compacto.

13



Suponha agora que xy € int Q. Seja U = {U C 2 aberto; ¢ € U, iarbfs = s(z0)}. E
possivel mostrar que €2 € U através do Lema de Zorn (Lema 2.2.3), ou seja, precisamos
verificar que U é (i) nao vazio, (ii) é parcialmente ordenado e toda cadeia tem cota superior

e (iii é o elemento maximal.
Q 1 t 1

i) U #0.

Seja B = Bs(xg) C € bola normal, com § > 0. Essa caracterizagdo é necessaria
para garantir a injetividade da aplicacao exp,,, para que a funcao distancia esteja
bem definida.

Seja f: B — R tal que f(z) = —(d(z,z0))?. Afirmamos, sem demonstragao, que f

¢ diferenciavel em B e Af(zg) = —2n < 0, em que n ¢é a dimensao da variedade M.

Como f é diferenciavel, existe um aberto A C B, com zy € A, de modo que Af <0

em A.

Como As < 0e Af <0 em A, para todo ¢ > 0 temos que A(s +ef) < 0 em A.

Pelo Lema 2.2.2, temos que
1anAf(3 +ef) = 1%f(s +ef).

Ao tomar € — 0, segue que

1(;1}’3 = 1r1L11fs = s(xp).

Logo, A € U e, portanto, U # 0.

ii) U é parcialmente ordenado e toda cadeia tem cota superior, ou seja, U possui ele-

mento maximal em relacao a ordem parcial da inclusao.

Seja {U, }aea cadeia totalmente ordenada em U. Pela propriedade de Lindelof (Te-
orema 2.2.4), existe {U; }ien C {Ua }aen subcadeia enumeravel totalmente ordenada
tal que Uz C Ui—i-l (S U UZ = U Ua.

i=1 aeh

Seja V = U Ui, que é aberto e contém z,. E preciso mostrar que V € U, ou seja,
i=1

lal%/f s = s(xp).

Para isso, para cada i € N, seja x; € 0U; tal que s(z;) = s(zg). Ou seja, existe um

ponto de minimo para cada U;.

Pela compacidade de 2, existe uma subsequéncia z;, — 2 € €. Logo,

s(z) = ]}grolo s(z;, ) = s(xg). Além disso, z € V.
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E preciso mostrar que x € 0V. Para isso, suponha o contrario, ou seja, que
r € int V. Entao existe Bs(z) C V e, assim, Bs(z) C G Ui = Bs(x) C U, e,
portanto, Bs(z) C U;, para todo ¢ > ig. -

Logo, d(x,x;) > 9§, para todo i > iy, contradizendo z;, — z e, assim, segue que
x e V.

Portanto, V€ U e, pelo Lema de Zorn, toda cadeia totalmente ordenada em U/
possui elemento maximal.

iii) Qeu.
Seja W € U elemento maximal. Entao s(zg) = 18% S.

Suponha por absurdo que 2 # W. Pela compacidade, existe 3y, € W tal que
Yo & 00 e

s(yo) = iarvlés = s(xp).
Seja zg € OW \ 02 com zy # yo. Entao existe 6 > 0 tal que Bs(z0) C 2\ {yo}

¢ bola normal. Nesse caso, yg € 3(W U Bg(zo)> e, assim, W U Bs(z9) € U, com
W # W U Bs(2), contrariando a maximalidade de W.

Logo, Q2 é o elemento maximal de U e, portanto, s(xg) = i%fs = iaan s.
]

Teorema 2.2.5 (Principio Forte do Méaximo). Se s € C?*(QQ) ¢ superharménica e se

assume valor minimo num ponto interior, entdo s é constante.
Para demonstrar o Principio Forte do Maximo é necesséario o seguinte lema:

Lema 2.2.6 (Lema de Hopf). Seja 2 dominio compacto e conexo da variedade rieman-
niana orientdvel M e seja s € C(Q) N C%(Q) tal que As < 0. Se zy € I e ainda valer

que
i) s(x) > s(xg), Yo € Q (¢ é minimo local);

it) O satisfaz a condi¢ao da bola interior em xy, isto é, existe R > 0 e uma bola
Br(yo) C 2 tal que OBgr(yo) N O = {x0};
. 0Os ) L .
iti) Existe a—(xo), em que n € o vetor normal unitdrio exterior a €.
n

0
Entao a;(l’o) < 0.

Demonstra¢io Lema de Hopf. Por hipétese, existe R > 0 e uma bola Br(yo) C 2 tal que
O0Br(yo) N 02 = {xp}. Seja 0 <7 < R e A o anel (Figura 2.1 e Figura 2.2)

A = Bgr(yo) \ Br-(v0) = {x € Q; r < d(z,y,) < R}.
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Figura 2.1: Lema de Hopf.

Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 2.2: Condicao da bola interior.

Fonte: Elaborado pela autora.

Defina f : A — R por

f(x) — e—ozd(ac,yo)2 . e—aRZ’

em que « € R é uma constante positiva adequada que sera definida de modo que Af > 0.

Note que

i) f(z) =0 para x € 0Br(yo).
De fato, se = € Bg(yo), temos que d(z,yo) = R e, assim, f(z) = e *F* —e % = (.

ii) f(z) > 0 para x € A.

De fato, se z € A, temos que d(z,yo) < R, pela definigdo de A. Assim,

d(z,y0)? < R?
= ad(z, ) < aR?

= —ad(z,y)* > aR2

= e —ad(z, y0)2 —aR
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iii

iv)

Logo, f(z) > 0, ja que a primeira parcela da subtragao é sempre maior que a segunda

parcela.

f é radialmente simétrica com relagao a yq.

Ao tomar x1, x5 € Q, se d(z1,y0) = d(z2,v0), entao

f(xl) _ 6—ad(:c1,yo)2 . e—aR2 _ e—oad(:rzz,yo)2 . e—aR2 _ f(l’g)

Af >0em A se a é suficientemente grande.

Pela Definicao 1.16 temos que

Af =div(Vf).
Escreva f como a composta h o d, em que h(d) = emad® _ gmaR? com d = d(,yo)-
Temos que

Vf=(hod)Vd.
Entao

Af =div(Vf) = div (0 0 d)Vd) = (h" 0 d) (Vd, Vd) + (h' o d)Ad.

Note que (Vd,Vd) = 1 e Ad é limitada em Q \ B,(yo), por compacidade. Seja L

uma constante tal que Ad > L. Entao

Af>h"od+hod- L. (2.2)

Além disso,
Wod=n(d) = —2ade " (2.3)

W' od=h"(d) = —20e " — 2ad(—2ad)e™ " = —2ae™" + 402d?e . (2.4)

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.2), temos que

Af>hod+hod-L
= (=2ae~" + 402d?e= ") 4+ (=2Lade %)
= —2ae"(1 — 2ad? + dL)
> —20e % (1 — 2ar® + RL). [r <d(z,yo) < R em A]
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1+ RL
212

Logo, para « suficientemente grande, ou seja, para o > , segue que Af > 0.

Seja agora w(x) = s(x) — s(xg) — ef(x).
Afirmagao: Existe ¢ > 0 tal que w(x) = s(x) — s(xg) —ef(xz) > 0 em A.

o w(x)>0em IB,.(yp).
Note que s(z) — s(xg) > 0 em 0B, (yo), pois s(z) > s(xg) para todo x € Q.

Pela continuidade da s e pela compacidade de 0B, (yg), existe x1 € 0B,(yo) tal que

V= i, (500) = s(aw)) = o) = s(an) > 0.
Assim,

s(x) — s(xg) =7 > 0= s(x) —s(xg) —ef(x) >y —ef(z) >0,

para ¢ suficientemente pequeno, ja que v > 0.

Logo, w(x) > 0 em 0B, (yo).

e w(x) >0 em 0Bg(yo).

De fato, se z € OBg(yo), temos que f(z) = 0, como visto no item i). Entao

w(z) = s(x) — s(xg) —e-0=s(x) — s(xg) > 0.

e Aw <0em A.

Pela linearidade de A, temos que

Aw(zx) = A(s(x) — s(wg) — 5f(:z)) = As(z) — As(zg) —eAf(x) <O0.

Pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1), como Aw < 0, temos que

infw =infw > 0= w(x) >0, Vz € A.
A dA

Assim, fica demonstrada a afirmacao.

Agora, como w(z) > 0, temos que
s(x) — s(xg) —ef(x) > 0= s(x) — s(xg) > ef(x), Vo € A. (2.5)

0
Note que a—s(xo) = (s o) (R), em que vy é geodésica tal que || = 1, v(0) = yo e
n

18



v(R) = xy. Assim,

9s . d (s (R+h) — (s07)(R)
o (T0) = gi(seN®)] _ = lim . : (2.6)
Por (2.5) e para h < 0, temos que
(507 (R+h) ~ (s0)(R) _<(fon)(R+H) .
h h
Pela definicao de f temos que
(foy)(R+h)= e~ d(V(Rth)yo)?* _ p—aR? _ o—a(Rth)? _ o—aR?
Assim, ao tomar o limite de h tendendo a 0~ em (2.7) temos que
h
lim elfen)(R+N) — —2eaRe T < 0. (2.8)
h—0~ h
Logo, em (2.6), temos que
— 2.7 2.8
lim (soy)(R+h)—(sov)(R) (<) lim e(foy)(R+h) (<) 0
h—0~ h h—0~ h
O0s i
Portanto, a—n(:ro) < 0, como queriamos.
0

Demonstracao Principio Forte do Mdzimo. Seja xy ponto interior de €2 tal que

s(xg) = inf s = m.
Q

Seja A = {x € Q; s(x) = m}. Precisamos mostrar que se A # (), entdo A = Q.

Temos que:
i) A#0.
Note que zy € A, ou seja, A # ().
ii) A é fechado.

De fato, temos que A = s7!(m), ou seja, A é a imagem inversa de um conjunto

fechado por uma aplicacao continua e, portanto, é fechado.
iii) A é aberto.

Suponha por absurdo que A nao é aberto. Entao existe z; € A C  tal que
x1 ¢ int A, isto é, x; € DA.

Como 7 € €, temos que existe r > 0 tal que B,.(z1) C .
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Entdo B.(x1)NA# D e B.(x1) N (Q\ A) # 0.

Tome agora g < r. Como Br(r) N (2 \ A) # 0, temos que existe

Figura 2.3: Principio Forte do Méaximo.

Br(l'l)

Q\ A

Fonte: Elaborado pela autora.

Seja Bgr(z3) a maior bola centrada em x5 e contida em 2\ A, com R <

N3

N |3

Note que Bgr(z2) C B,(x1), ja que d(x1,x2) <
).

Entéao existe x5 € 0A N 0Bgr(z2) (Figura 2.3). Note que

e 13€ 0AC A= s(x3) =m.
o O\ A satisfaz a condigdo da bola interior em z3.

o s(x) >mem Q\ A, pela definigao de A.

Pela Lema de Hopf (Lema 2.2.6), temos que

em que 7 é vetor normal unitario exterior a 2\ A em x3.

Mas isso é um absurdo, pois contradiz o fato de que Vs(z3) = 0, j4 que x3 é ponto

de minimo interior.

Logo, A é aberto.

Portanto, por i), ii) e iii) e como €2 é conexo, segue que {2 = A, ou seja, s é constante.
m
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A seguir daremos algumas propriedades de func¢oes que serdo utilizadas ao longo do

texto.

¢ Primeira identidade de Green

/BuAgod,u(x) :/83 ugzjdu'(x) —/B<Vg0, Vu) du(x). (2.9)

e Segunda identidade de Green
Oy du ,
/B (uAp — pAu) du(z) = /E’B (uan - w@n) du' (). (2.10)

Em ambos os casos, v é uma funcao qualquer, B é uma bola no dominio em questao,
n é o vetor normal unitério exterior a bola B e ¢ € C'°(Q2), em que C°(Q2) é o espago das
funcoes infinitamente diferenciaveis que possuem suporte compacto. O suporte de uma

funcao ¢é dado por:

supp u = {z € ; u(z) # 0}, (2.11)

ou seja, fora desse dominio compacto a funcao ¢é nula.

Além disso, o fluro de uma fun¢ao v em um dominio €2 é dado por

0
q ::/ 2 udy 2.12
UXoq U 00 87}“ M ( )

em que 7 é o vetor normal unitario exterior a 2.

2.3 Solucao fundamental

Para apresentar a solucdo fundamental de uma EDP é preciso introduzir o conceito
de distribuicao. Esse conceito é estudado na teoria das distribui¢oes, que é uma extensao
da teoria das fungoes. Essa extensao é necessaria para definir a nocao de derivada e
integral em fungoes que nao sao suficientemente diferencidveis, de onde surge a nocao de
derivada fraca. Mais comentarios sobre a teoria das distribui¢oes podem ser encontradas
em MARQUES (2018) [10].

A seguir, temos uma motivacao para derivada fraca, o que embora nao possa ser
generalizado imediatamente para distribui¢oes, da uma ideia de por que a definicao de
solucao fundamental é razoavel. Seja uma funcao u : 2 — R, com €2 dominio de M, ou

seja, aberto e conexo. Dizemos que u € L () se u é localmente integravel, ou seja,

/ lul' < oo, para todo K cC Q. (2.13)
K
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Temos que u define um funcional linear [, : C2°(€2) — R por
Lig) = [ updp(e), Yo € C2(9). (2.14)
De fato, YV € C°(Q),

(@) = | [ wpdn()

< [ ugldu(@) = [ Jul- ¢l du(x) < max o] [ [uldu(z) < oo,

ou seja, [, é limitado e, assim, a propriedade de u ser uma fun¢do localmente integravel
permite definir um funcional linear através dela.

Supondo u € C'(Q) e fixado um campo diferencidvel de vetores X, temos que
X(u) = (Vu, X) estd bem definido e é continuo. Entdo X (u) € Li_(Q) define funci-

onais lineares, ou seja, dada ¢ € C°(Q2), vale que
lvux)(p) = /Qw (Vu, X) du(x) = /m pu (X, n)dp'(z) — /QuX(sO)du(fr)
=0
= [ X (@)dula) = 1 (X(9)).

em que 7 é vetor normal unitario exterior a 0f).
Isso motiva a definicao de derivada fraca como um funcional linear. Como estamos
interessados em utilizar o operador A, podemos defini-lo no contexto de derivada fraca

de maneira analoga por

Au(p) = /QuAgod,u(x), Vo € C(Q). (2.15)

Uma distribuicio ¢ um operador linear continuo de C2°(§2) em R com uma topologia
adequada. Nesse texto, a tnica distribuicao que vamos utilizar e nao é proveniente de

uma funcao é a delta de Dirac 0,. Assim, fixado x € M, temos que

5,1 CP(Q) = R
@ — o(z)

Temos que Au = 6, no sentido das distribuicoes se
Au(e) = [ udpdn(z) = 8.(¢) = elx), ¥ € C(Q). (2.16)

Neste caso, u é chamado solucao fundamental do laplaciano. Mais comentarios sobre

solugoes fundamentais sao feitos no Capitulo 3.
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2.4 Funcao de Green

Através da solucao fundamental do problema de Dirichlet para o laplaciano é possivel
definir uma func¢ao de Green. Para isso, seja {2 C M um dominio compacto. A fungao de

Green Gg(z,y) é dada por

AGQ(x7y) = _5x(y)7 e Qa
Ga(z,y) =0, em 09.

(2.17)

Mais detalhes sobre a construcao da funcao de Green podem ser consultados em LI

(2012) [9].
Note que
0, sex ¢ Q,
[ AGa(w,y)dy =~ | 8.(y)dy = (2.18)
Q Q —1, se x € Q.
Além disso, de (2.16) segue que
AGa(w.y)(@) = [ Galw,y)Aply)dy = —o(x), Ve € C2(Q).  (219)

Observe que Ggq é harmoénica quando = # y, pois por (2.18), temos que 0,(y) = 0,
Yz # y, ou seja,
AGq(z,y) =0, Vr #y.

Pela Definicao 2.1.1, temos que G é superharmonica no sentido das distribuicoes, ou

seja, dada v distribuicao, temos que ¥ ¢ superharmonica se
A(p) <0, Vp € C°(Q), = 0. (2.20)

Neste caso,
A(GQ(:E, ))(4,0) =—p(x) <0,Vp e CX ¢>0. (2.21)

Uma maneira de construir a funcao de Green de M é através de uma exaustao de M

por compactos.

Defini¢ao 2.4.1. Uma sequéncia {& }ren de conjuntos de M é uma exaustao compacta,
de M se

i) Cada & é uma regiao pré-compacta com bordo suave.
ii) & CC &y, ou seja, & Cint Epyq.
i) M= &.

keN
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Assim, primeiro é construida uma fungao de Green Gg, (z,y) em cada &, que provém
do problema de Dirichlet em & e é continua até 0&, e se anula em 0&y.

Note que
A(Ge, e, — Ge,) = A(Ge,yle,) — A(Ge,) = =6, + 0, = 0,

entao G, |¢, —Gg, ¢ harmonica em &,. Além disso, G, (z,-) = 0 em 0, e Ge,,, (x,) > 0
em 0&.

Portanto, pelo Principio Fraco do Méaximo (Teorema 2.2.1), segue que Gg,,, > Gg,,
para todo x # y. Logo, a sequéncia {Gg, } é crescente e seu limite é a funcdo de Green
global, ou seja,

G(z,y) = lim Ge, (2, y). (2.22)

Temos que G(z,y) é a menor solugao fundamental para o laplaciano que é positiva.
Se nao existir tal solu¢ao fundamental, G = co. Se ela existir, entao G # oo e é solugao

de AyG(z,y) = —0,(y).

Exemplo. Para R? temos que G(z,y) = oo. Para R", com n > 3, temos que

1

Glz,y) = .

Sao propriedades da funcao de Green:

1. Ou G(z,y) < 00, Vx # 3y, ou G(z,y) = o0, Vr,y.
2. G(z,x) = 0.

3. Positiva: G(z,y) > 0.

4. Simétrica: G(z,y) = G(y,x). Dessa forma, tanto faz fixar x ou y e variar a segunda

varidvel.

5. Para z fixado, G(x,-) é harmoénica longe de z. Admitindo que oo é um valor que G

assume, entdo G(z, ) é superharmédnica em M (estd sempre acima das harmonicas).

6. Como consequéncia da minimalidade temos

inf G(z,y)=0.

z,yeM

7. Se Q) é pré-compacto com 0f2 suave, entao

[ L - {" 7" .2
—G(x, = )
o0 dn Py -1,z € Q,
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em que 7 é vetor normal exterior a {2, que é equivalente ao fato de G ser solugao

fundamental. De fato, a igualdade ¢é valida pois

a) Caso x ¢ ), temos que

0

/8Q a*G(:E y)dp'(y 29)/AG z, y)du(y +/ (V1,VG(z,y)) du(y)

(2.18)

b) Caso z € (2, temos que

/8 ) aic;(:c y)dp (y) = /Q AG(z, y)du(y) + /Q (V1,VG(x,y)) du(y)

(2.18)

-1 /Q—éz(y)du(y) +/Q<5, VG(x,y)) dp(y) = =140 =

Observacao. 1. Note que o fluxo da funcao de Green, definido no final da Secao 2.2

por (2.12), é dado pela integral em (2.23). Ou seja,
fluxgn G(z,y) / —G (z,y)di (y). (2.24)

2. O item (7) implica que dada qualquer fungdo harménica u e um conjunto aberto

pré-compacto €2, vale que

ou

—(x)dp/(z) =0, (2.25)

fluxgq u(x) = /69 an

pois

2.5 Capacidade

Sejam  C M aberto e K C € compacto. O par (K,§2) é chamado de capacitor e a
capacidade cap(K,€2) é definida por

cap(K.Q) == _inf / Vol dy, (2.26)

em que L(K, ) é o conjunto das fungbes 1 localmente Lipschitz em M com suporte
compacto em €, tal que 0 < <1 e 9| =1 (Figura 2.4).
No caso de K C  ser um aberto pré-compacto, defina cap(K,Q) := cap(K,Q),
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Figura 2.4: Comportamento da funcao 1.

Fonte: Elaborado pela autora.

em que valem as mesmas propriedades citadas acima. No caso em que {2 = M, denote
cap(K, Q) = cap(K). Além disso, para qualquer {& }ren exaustdo por compactos de €2,
temos que

cap(K, Q) := khng cap(K, &). (2.27)

Note que a capacidade cap(K, ) ¢ intrinseca a Q \ K uma vez que Vi) = 0 em K.
Note ainda que a medida que 2 expande ou K reduz, o conjunto L(K, ) aumenta, pois
¢ um conjunto de fungdes. Entao a capacidade cap (K, §2) diminui, pois é definida como o
infimo de um conjunto de fungoes, e aumentando a quantidade de fung¢oes do conjunto, o
seu infimo diminui.

O infimo em (2.26) é atingido quando ¢ = u, que é solugdo do problema de Dirichlet
em Q\ K

Au=0em Q\ K,

uloq = 0, (2.28)
u|aK =1.

Neste caso, u é chamada potencial de capacidade ou potencial de equilibrio para o
capacitor (K, (2) e dai
cap(K, Q) :/ |Vl dp. (2.29)
Q

Segue das identidades de Green que
cap(K, Q) = — fluxpk u, (2.30)
pois

cap(K,Q) = /Q\K \Vul? dp = /Q\K (Vu, Vu) du

. 0
(29) _/ uAudp + / u—ud/j [v é vetor normal exterior a Q \ K]
O\K JO\K) OV
Au=0 6u ’ 8u ’ , . . ,
us / u—du — u—dj [n é vetor normal exterior a K, isto é, n = —v|
o0 Ov oK On
(2.28) ou ., ou
= O . 7d - 1 * 7(,1
oo  Ov H oK On a
ou
— [ Za, 2.31
/BK on a ( )
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que por sua vez
ou i (212)

— — —flu u.
oK On oK
Por outro lado, de (2.25) temos que fluxgpo\x u = 0, entao

fluxgo\ x v = fluxgg v — fluxgr u = 0 = fluxgx u = fluxgq u.

Proposicao 2.5.1. Seja U C M aberto pré-compacto e x € U. Entao

! < Squ(xa')‘

inf )<
inf Gz, ) < cap(0) = S

Além disso, se Q C M é pré-compacto com fronteira suave e U C €0, entdo
inf Go(z,-) < L <swp@ (z,°)
in z, ) < ——=——= <su x,-).
B o) < gy < G
Demonstragio. Seja € limitado com fronteira suave e defina (Figura 2.5)
a = max Ga(z,-)eb= min Ga(z,-).

Para cada ¢ € R, denote

F,={y € Q; Go(z,y) > c}.

Figura 2.5: Curvas de nivel de (2.

Fonte: Elaborado pela autora.

Afirmacao: F, CU C F.
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A prova da afirmagao decorre do Principio Fraco do Maximo (Teorema 2.2.1).

e Como Q\ U é compacto (pois é um conjunto limitado menos um aberto), temos que

sup Ggq(z,-) = max{sup Gq(z,-),sup Ga(z,-)}
A(Q\) o0 oU

(10 sup Gg(z,-) = a.
oU

Entao, pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1), temos que Gq(x,y) < a,
Yy € Q\ U, e, assim,

int (Q\U)C F¢ = F,cU.

o Como Gq(z,-) é superharménica em U, o Principio Fraco do Méximo (Teorema
2.2.1) ¢ vélido. Entao

Golz,y) > b,Vye U =U C F,.

Logo, esta provada a afirmacao e, portanto,
cap(Fy, Q) > cap(U, Q) > cap(F}, Q).

1
Defina u.(y) := —Ggq(z,-). Observe que u, satisfaz
c

i) Au. =0, em Q\ F, pois se x € int F,, entdo x ¢ Q\ F, e, assim, AGq(z,-) =0 em
Q\ F.

ii) u. =1, em OF,, pois Go(z,) = c em OF..
iii) u. =0, em 09, pois Go(z,-) =0 em OS2
Logo, u,. é potencial de capacidade de (F,, ().

Além disso, por (2.23), temos que fluxgr, Go(z,:) = —1 e, assim,

0
fluxsr, u. = / a—uc(y)du'(y) [ é vetor normal exterior a F]
oF. On

— [ D))

¢ Jor. on "

1
= *ﬂU.XaFC GQ(.ZE, ) = ——.
C C

Por outro lado, de (2.30), temos que cap(F,, ) = — fluxgr, u..
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1
Portanto, fluxgp, u. = —— = — cap(F,, 2) e, assim,
c

cap(F,, O

v

cap (U, Q)

Vv
o

ap(Fba Q)

ISIN
AV

= cap(U, Q)

—_
vV
o o=

P —
7 ap(U.0)

IN

Para provar o caso geral, é preciso tomar {& }ren uma exaustao de € por compactos.
Como G, (7,y) < Gg, ., (z,y), Yy € Erqr e por (2.22), temos a desigualdade desejada. [

2.6 Conjuntos massivos

Nessa se¢ao sera apresentado o conceito de massividade de um conjunto e para isso
serao dadas as defini¢oes de fungao superharménica/subharmonica admissivel. Considere
) C M aberto.

Definigao 2.6.1. A funcao s : M — [0,00) é uma fungdo superharmonica admissivel

para ) se
i) s é superharmdnica;
ii) s ¢é limitada em M:;
iii) s=1em M\ Q;
iv) igf s =0.

Q) é dito massivo se existe s superharmonica admissivel para €2. Observe que sempre
é possivel supor, sem perda de generalidade, que 0 < s < 1. Caso contrario, basta

tomar min{s, 1}, e seguem valendo as mesmas propriedades de funcdo superharmoénica

admissivel.

De modo equivalente, €2 é massivo se existe fun¢ao subharmonica admissivel, ou seja,

Definig¢ao 2.6.2. A funcao b : M — [0,00) é uma fung¢io subharmonica admissivel para
Q se

i) b é subharmonica;
ii) b é limitada em M;
iii) b=0em M\

iv) supb > 0 (ou, sem perda de generalidade, supb = 1).
Q Q
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Ainda, © é D-massivo se existe uma func¢ao s superharmonica (ou, equivalentemente,

subharménica) admissivel com integral de Dirichlet finita, ou seja,

/M Vs|? dp < 0.

Portanto, se €2 é D-massivo, ele é também massivo.

Observagdo. 1. Pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1) nenhum subconjunto
proprio aberto limitado de M pode ser massivo. De fato, pelo Teorema, uma fungao
subharmoénica b = 0 na fronteira de um conjunto compacto deve ser negativa no
interior desse conjunto. No caso dos conjuntos massivos ocorre o contrario, uma
funcao subharmonica b = 0 na fronteira de um conjunto deve ter parte positiva no

interior desse conjunto.
2. M ¢é massivo pois a funcao constante s = 1 é superharmonica admissivel para M.
3. () nunca é massivo, pois nao possui nenhuma funcao.

Proposicao 2.6.3. D-massividade (e, também, massividade) é preservada aumentando

o conjunto ou retirando dele um compacto, nesse caso, desde que 2 C M.

Demonstragio. Seja €2 # M massivo (o mesmo vale para D-massivo).

Se Q C ', entao qualquer fungdo superharmonica admissivel para 2 é também ad-
missivel para . Logo, a massividade é preservado aumentando o conjunto.

Agora seja {2 massivo e K C Q compacto. Mostraremos que 2\ K é massivo.

Tome s fun¢do superharmonica admissivel para 2 e, sem perda de generalidade, su-
ponha 0 < s < 1.

Note que s nao é constante, pois por defini¢ao igf s=0es=1em M\ Q e, nesse
caso, 2 C M.

Seja

c:= i%fs =mins < 1. (2.32)

Como K é compacto, temos que ¢ > 0 pois, caso contrario, s teria ponto de minimo
interior em K e, pelo Principio Forte do Maximo (Teorema 2.2.5), s seria constante.
Entao

5|K21%f3:c:>§21emK. (2.33)
c

Defina 5 : M — R dada por
s
5(r) =minq—,1,.
5(x) mln{c,}

E preciso verificar que s é superharmonica admissivel para Q \ K, ou seja, que valem

os seguintes itens:
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i) § é superharmonica.
De fato, pois é o minimo entre uma funcao superharmonica e 1.
ii) 5 ¢é limitada em M.
De fato, pois é o minimo entre uma funcao limitada e 1.
iii) s=lem M\ (Q\K)=(M\Q UK.
s s
Em K, como — > 1 por (2.33), segue que $(x) = min{, 1} =1
c c

Em M\ €, temos que s = 1, pois é func¢ao superharmnonica admissivel. Como ¢ < 1

1
por (2.32), segue que o lstlem M \ Q e, assim,
c ¢

S(x) = min{i, 1} =1

Entatos=1em (M \ Q) UK.

iv) (121\1[f(§ = 0.

s
Note que inf s = 0 = inf — = 0.
Q Q c

S , S . . S
Como — > 1 em K, segue que o infimo de — ocorre fora de K, ou seja, ll\lf -=0.
c c O\K ¢

Assim, inf 5 = inf (min{s, 1}) — inf 2 =0.
O\K O\K c O\K ¢

Logo, 5 é fungdo superharmonica admissivel para Q \ K e entdo Q \ K é massivo.
Portanto, a massividade é preservada quando retiramos um conjunto compacto de um

conjunto massivo. 0

2.7 Potencial superharmoénico

Os conceitos apresentados na se¢ao anterior permitem definir o potencial superharmo-

nico ou subhmarménico de um aberto de M. Para isso, seja 2 C M aberto.

Definicao 2.7.1. O potencial superharmonico de 2 é a fun¢ao sq definida como o infimo
de toda as fungoes s : M — R superharmoénicas admissiveis para {2, em que o infimo serd

constante 1 quando €2 nao for massivo. Ou seja,

sq = inf{s(z); s é superharmonica admissivel para Q}, se 2 é massivo,

sq =1, se {2 nao é massivo.
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Definicao 2.7.2. O potencial subharmonico de € é a funcao by dada pelo supremo de
todas as fungoes b : M — R subharmoénicas admissiveis para 2, com b < 1, em que o

supremo sera constante 0 quando §2 nao for massivo. Ou seja,

bo = sup{b(z); b é subharmonica admissivel para 2, b < 1}, se € é massivo,

bo = 0, se {2 nao é massivo.

Note que a medida que () expande, by aumenta e sg diminui. Vale ainda que se
2 é massivo, entdo by #Z 0 e sq # 1, pois nesse caso ) possui fungdo superharmo-

nica/subharmoénica admissivel.

Proposicao 2.7.3. Sejam bq potencial subharmonico e sq potencial superharmonico de

Q, como definidos acima. Entdo bg + sq =1 em M.

Demonstracao. Tome sq = 1 — bg. E necessario verificar que 1 — by é potencial su-
perharmonico de €, ou seja, é o infimo de todas as fungdes superharmoénicas admissiveis

para {2. Note que

i) 1—bg é superharmoénica, ja que bg é subharmonica e, portanto, —bg é superharmo-

nica.
ii) 1 — bg é limitada em M, pois by é limitada em M.
iii) 1 —bg =1em M\, pois bg =0 em M\ Q.
iv) i%fSQ = igf(l —bg) = igfl + i%f(-bg) = iI(lzfl - sgpbg =1-1=0.

Logo, sq = 1 — b ¢é superharmoénica admissivel para ). Resta verificar que é a menor
possivel. Para isso, tome s superharmoénica admissivel qualquer para €.

Note que se s é superharmonica admissivel, entao b = 1 — s é subharmonica admissivel
qualquer para 2. Como bg, é a maior subharmoénica admissivel para €2, segue que b < bq.

Logo,
—bgﬁ—b#l—bgﬁl—b#SQSS

e, assim, sg = 1 — by € a menor funcao superharmoénica admissivel para €2, ou seja, é o
potencial superharmonico de €.
Portanto, b + sq =1 em M. O

E possivel construir as funcdes bg e sq pelo limite de solugdes de certos problemas

de Dirichlet numa exaustao de ). Para isso, considere & C & C --- uma exaustao de
M por compactos, ou seja, M = U Er e 0& suave, Vk € N, de modo que 0& e OS2 se
keN
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interseccionam transversalmente. Considere o problema de Dirichlet em Q N &;:

Au = 0, Qn (c:k,
w=1, QN &, (2.34)
U = 0, o N gk

Embora o dominio nao possua fronteira suave e o dado de fronteira nao seja continuo,
a teoria de EDP garante que existe by solu¢ao do problema de Dirichlet (2.34). Para mais
comentdrios sobre a existéncia de solugoes, consulte GILBARG e TRUDINGER (1977)
[7]. Portanto, usando uma exaustao por compactos, podemos construir a solu¢ao para {2

conforme as proposigoes abaixo.

Proposigao 2.7.4. Se 9Q # 0 e 00 ¢ suave, entdio

lim by, em €,
bQ — k—o0
0,em M\ Q,

em que by é a solugao de (2.34).

Figura 2.6: Comportamento da funcao by.

Fonte: Elaborado pela autora.

Demonstragio. Como by é solugdo do problema (2.34), temos que cada by é harmonica
em &, para cada k € N (Figura 2.6).

Em QN &, temos que by — b é¢ uma funcao harmonica, pois ¢ a diferenca de duas
fungoes harmonicas. Note que by — by < 0 em 9(2NE), pois pelo problema de Dirichlet
2.34, temos que (Figura 2.7)

e by =bpy =0, 90N &,

e b, =1, QN OE,..
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o bpi1 <1, QN 09E& , pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1).

Figura 2.7: Comportamento da funcao bg,.

Fonte: Elaborado pela autora.

Entao by — b < 0 em QNE; (pelo Principio Fraco do Maximo) e, assim, {b;} é uma
sequéncia decrescente e limitada inferiormente (byy1 < by). Logo, estd bem definida em
M a funcao

boo = kh_}rgo by. (2.35)

Note que by, € funcao harmonica em §2, pois o limite de fun¢des harmonicas é harmo-
nico. Em particular, é subharmoénica, 0 < by, < 1. Além disso, by, = 0 em M \ €, por
construcao.

Afirmacao: by = by, para by potencial subharmonico de €2 conforme Definicao 2.7.2.
Para mostrar isso, é suficiente mostrar que b, é a maior subharmonica admissivel para
Q.

Considere b uma funcao subharmoénica admissivel qualquer para ).

Note que b < by em 9(Q N &) e, assim, b < by em QN &, ji que by é fungao
subharmonica admissivel para &, para cada k € N.

Ao tomar o limite de k — oo, temos que b < b..

Logo, bg = by
Proposigao 2.7.5. Quando Q2 C M wale que

ba(z) = sup{bo(z); O # 0, O é suave e ¥ C Q}. (2.36)

Demonstragio. Note que para qualquer aberto € tal que Q' C €, temos que existe
aberto com fronteira suave tal que ' C Q" e Q" C €, de modo que by < bar, em que bgr

é funcao subharmonica admissivel para € .
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Assim, ¢é suficiente mostrar que (2.36) é valida sem a necessidade de exigir que 0’
seja suave, ja que sempre ¢é possivel tomar um subconjunto com fronteira suave.

Seja b uma fungao subharménica admissivel qualquer para Q. Tome ¢ € (0,supb) e
considere o conjunto Q. := {b > ¢}.

Note que (b — ¢), é uma fungao subharménica admissivel para €., pois
i) (b—¢€)4 é subharmoénica, ja que b é subharménica e ¢ é constante.
ii) (b—¢); ¢ limitada em ..

iii) (b—¢€)y = 0 em M\ .. De fato, note que b —e < 0 em M \ €2, pois como
b é subharmonica admissivel para ()., fora desse conjunto ela ¢ constante 0 e, ao
subtrair € que é uma constante positiva, obtemos uma parcela negativa. Assim, ao

tomar (b —¢)., segue que (b—¢); =0 em M \ Q..

iv) sup(b — ¢)y > 0, j& que supb > 0, por b ser subharmonica admissivel e

Qe Qe
sup(—e) = isIzlfS > 0, pois € > 0.
Q. .

Entao (b—¢)+ < bq., ja que bg, é potencial subharménico de €.

Agora, ao tomar € — 0, temos que 2. — () e, assim,
sup{bq.; € > 0} = bq.

Portanto, bq(z) = sup{bo (z); O # (), O é suave e ' C Q}. O

2.8 Exterior de um compacto

Nessa secao serao dadas algumas caracterizacoes de um aberto 2 C M que é exterior
a um compacto F em M. Para isso, nos resultados a seguir, considere €2 tal que 9Q # () é
suave, sq potencial superharmonico conforme Defini¢ao 2.7.1 e F' := M\ {2 compacto. Seja

{&k }ren uma exaustao de M por compactos e tome s, solugao do problema de Dirichlet

Au = 0, Qn 5k,
u=1,00N0E&, (2.37)
u = 0, 85k N Q.
o o~ aSQ / , .
Proposicao 2.8.1. / a—du = cap(F), em que v € o vetor normal exterior a J) e,
o0 Ov

portanto, interior a OF .

Demonstragio. Para k >> 0, temos que F' C & e entdo s, é potencial de capacidade do
capacitor (F, &), conforme (2.28). Além disso, observe que a fronteira de F' coincide com

a fronteira de €2, exceto pela orientacao. Assim,
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2.31 Os Os ;
Cap(F’g’“)(:)_/aF ank _/Q 5

em que v é vetor normal exterior a & \ F' e n é vetor normal exterior a F' e interior a
E \ F,isto é, n = —

Note que pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1), {s;} é crescente e sy — sq.
Pelas propriedades de fung¢ao harmonica, temos que as derivadas de s; convergem para

as derivadas de sq localmente.

Por outro lado, 6;’6

} ¢ decrescente e, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

o0
podemos tomar o limite

cap(F)( " Jim. cap(F, Sk) % Jim % W= /Q 81/

k—oo Joo Ov
Proposigao 2.8.2. / |Vsq|” dp = cap(F).
M

Demonstragio. Para mostrar essa Proposicao é utilizado o Lema de Fatou, que é um
resultado de Teoria da Medida e pode ser consultado em BARTLE (1995) [2].

Assim, por um lado, note que

Lema de Fatou

/ |VSQ|2d/,L:/ lim |Vsy|” dp < lim/ |Vsi|? dp
M M k—o0 k—oo J M
e que

(220 cap(F).

hm/ |Vsi|? dp = hm cap(F, &)
Logo,
| \Vsaf’ dyu < cap(P). (2.38)
Por outro lado, note que
0< /5k\F IV (sq — s1)|” du = /Sk\F Vsal? du — Q/Sk\F (Vsq, Vi) dy + /gk\F Vsil? du

@1)/ IVSQ\2du—2/ (Vsq, Vsy) dp+ cap(F, &).
E\F EL\F

*

(2.39)
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Em x temos que

(2.9) aSQ /
— Vs, Vi) du 2 / Asqd / 5. 222

Ek\F< s, Vi) dt ENF SRSt A(EK\F) ary H
sQ= a
A:00—</ ,u+/ skdu>

o
(237) Jsq
0— 1-
or  Ov

230 _ cap(F). (2.40)

Assim, substituindo (2.40) em (2.39), segue que

0< / |VsQ|2 dp — 2/ VsaVsgdu + cap(F, &)
(2.40) 2
=0 < / . |Vsq|”du — 2 - cap(F) + cap(F, &)
E\F
2
=2 - cap(F) — cap(F, &) < / |Vsal” du
E\F
*222 - cap(F) — cap(F) < [ |Vsol*dp
M\F

= cap(F) S/ Vsal” dp. (2.41)
M
Logo, por (2.38) e (2.41), segue que

cap(F) = /M |Vsq|” dp.

Corolario 2.8.3. Vale que
1. Q ¢é massivo se, e somente se, ) € D—massivo.
2. Q é massivo se, e somente se, cap(F') > 0.

Demonstracao. 1. (=) Se Q é massivo, pela Proposigao 2.8.2 temos que

/ |Vsq|? dp = cap(F) < oo,
M

pois a capacidade de um compacto é sempre finita.
Logo, por definicao de D—massividade, temos que €2 ¢ D—massivo.

(<) Se Q é D—massivo, por defini¢ao existe uma func¢ao s superharménica (ou, equi-
valentemente, subharménica) admissivel com integral de Dirichlet finita. Portanto,

por existir tal funcao, €2 é massivo.
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2. Por definicao, 2 é massivo se, e somente se, sg # 1. Da Proposicao 2.8.2, temos que

cap(F) = /M Vsal? du > 0,

pois sq nao é constante. Logo, cap(F') > 0.
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Capitulo 3

Um pouco sobre o nucleo do calor e
o movimento Browniano em

variedades riemannianas

3.1 O ntcleo do calor em variedades riemannianas

O nucleo do calor refere-se a distribuicao do calor em um espaco ao longo do tempo.
Assim, dada uma variedade riemanniana M, defina o nicleo do calor como sendo a fungao

p(t, z,y) definida em (0,00) x M x M que satisfaz a equacao do calor nas varidveis (¢,y),

com z fixo,
op 1
e possui condi¢ao inicial
p<t7x7 ) tﬁo-‘—} 517 (32)

em que J, é a funcao delta de Dirac.

Observagao. Uma fungao definida em (0,00) x M x M satisfazendo 3.1 e 3.2 é solugdo

fundamental da equagao do calor em M.

Observagdo. Conforme GRIGORYAN (1999) [8] ¢ possivel expressar a fun¢ao de Green

através do niicleo do calor, que fica definida por

G:MxM—RU{oo}

(z,y) — G(z,y) = ;/Ooop(t,a:,y)dt. (3.3)

O ntcleo do calor possui as seguintes propriedades, para todo z,y € M et > 0:
1. Serd a menor entre todas as solu¢oes fundamentais positivas da equacao do calor
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em M, ou seja, p(t,z,y) > 0.

2. E simétrico nas varidveis z e y:

p(t, z,y) = p(t,y, z).
3. Sua integral em M satisfaz

/Mp(t,x,y)du(y) <1
4. Possui propriedade de semigrupo:

p(t,z,y) = /Mp(s, x, 2)p(t — s, z,y)du(2). (3.4)

Uma forma de construir o nticleo do calor em uma variedade riemanniana é considerar

o limite de uma exaustao compacta em M, ou seja,

khm pgk(tax7y) = p(t7$7y)7
—00

em que & C & C --- é uma exaustao de M por compactos.

3.2 Relacao do nticleo do calor com o movimento

Browniano

Na teoria de Probabilidade, o nticleo do calor da origem a probabilidade de transicao

Py(z,9Q) :=/Qp(t,x,y)d/~b(y),

que mede a probabilidade do movimento Browniano comecar no ponto x e estar em um
conjunto 2 C M no tempo ¢t > 0. Assim, através do niicleo do calor é possivel construir
o movimento Browniano em variedades riemannianas, embora nao seja um procedimento
trivial.

A propriedade de semigrupo do nicleo do calor, definida na se¢do anterior por (3.4),
pode ser reescrita em termos de Probabilidade. Para isso, seja o operador P; agindo sobre
fungoes f : M — R dado por

Pif@) = [ plt.x,9)fw)du(y)
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Entao, para todo x,y,z € M e s,t > 0,

Pif(@) = [ plta. ) fw)du(y)
= / / p(s,z, 2)p(t = s, 2,y)dp(z) f (y)dp(y)
M JIm
= [ psw.2) [ plt = .20 f@)dn(y)du(z)
= [ pls,@.2) P f(2)dn(2)
= Py(P—sf)(x).
O potencial superharmonico/subharménico também pode ser visto em termos de Pro-

babilidade. Considerando 2 C M aberto tal que 92 # () é suave e F' = M \ £ compacto,

podemos mostrar que o potencial superharmoénico de €2 é dado por
er =P, {3t >0; X, € F},

em que X; é movimento Browniano. Ou seja, é a probabilidade de X, partindo de z,
encontrar o conjunto F' pelo menos uma vez. Por conta disso, o potencial subharménico
de 2 é a probabilidade do movimento Browniano X, partindo de x, nunca encontrar F'.

Observe que isso faz sentido pois quanto mais proximo de 02, maior a chance do
movimento Browniano X; sair do conjunto e, quanto mais longe de 02, menor a chance
de X; sair do conjunto.

De modo semelhante, podemos definir
hp =P {3{tr}; tr — o0, Xy, € F, Vk € N},

que ¢ a probabilidade do movimento Browniano X;, partindo de z, encontrar o conjunto

F infinitas vezes. Também é possivel mostrar que
hr = lim Pisq(x).
t—o0

Esses resultados aparecem nas equivaléncias do Teorema 4.1.2, cujas demonstragoes
iremos ocultar, mas que podem ser consultadas em GRIGOR’YAN (1999) [8].

3.3 Mais comentarios sobre o nucleo do calor

Nessa secao iremos apresentar um exemplo que envolve o nticleo do calor em R"™ e uma

aplicacao do nicleo do calor nas variedades riemannianas.
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Ezemplo. O ntcleo do calor p: (0,00) x R" x R" — R dado por

plt,2,y) = —— exp (—’m —ul ) (3.5)

(27t) = 2t

é de fato solucao fundamental da equagao no calor em R".

Precisamos verificar que p(t,z,y) dado em (3.5) satisfaz (3.1) e (3.2). Para isso,

. . . P
primeiro precisamos verificar que — = —Ap. Por um lado, note que

ot 2

dp  —2(2mt):7(2m) |z —y[? 1 Jz—y]*-2 |z —y/?
ot (2t (

2 2 2
S L, Bl W et ] exp Jz—yl
(2mt) s T 2t (27t) 2 - 2t2 2t
N S B W e T R exp e =y
(2mt) ) 2t 202 (27t)2 2t

2 2 2
2t (27t)2 2t 2 2 (2mt)2 2t

n 1 |z —y
= —— .p(t Z.
5 Pt y) +

3
—
DO
)
~

-p(t,l’,y). (36)

Por outro lado, como x esta fixado, sera calculado o laplaciano da func¢ao p na variavel
2

"0
y, ou seja, Ayp = Z 8;27 Note que
i=1 9Yi

p__ 1 H e (240
dy;  (2mt)3 2t 2t
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a1y
n 2
(1’—%‘)
p(t,ﬂs,y)+ ; ;
- t t p(’l‘7y)
2
p(t, x, T —
_ M p y)+<| ty|> p(t, x,y). (3.7)

Entao,

1
= 8 = —op Lz, y) + otz y). (3.8)

Como (3.6)=(3.8), segue que p(t,x,y) é solugdo da equagao do calor, ou seja, satisfaz

(3.1).
Agora, resta verificar que p(t, z, -) 107, dz, OU seja,

lim | p(t,2,y)e(y)dy = o(z).

t—0 Rn
Usand bstituica Y24
sando a substituicao u = , temos que
¢ V2t q
lim (t,z,y)p(y)d 9l ! ex _|x—y|2 (y)d
i Jo P02 0) )y =i o exp 5 |PW)dy
: 1 5 n
= 11_1&13(27#)3/]1@ exp (—u?)p(uv/2t + ) (2t) 3 du
1
:hm—ﬂ/ exp (—u?)p(uv/2t + )du
t—0 772 n
1
=~ | exp(—u)p(z)du
72 Jre
I »
= w2 p(r) = p()
T2

Logo, p(t, z,-) =07, J, e satisfaz (3.2).

1 z —yl?
exp (—’ d > ¢é solucao fundamental da equacao no

Portanto, p(t,z,y) = ot
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calor em R".

Uma aplicacao do nticleo do calor é resolver o problema de Cauchy, o que sera mostrado

na seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.1. Seja p(t,z,y) o nicleo do calor em M e f € C*(M). A funcao
u: M x (0,00) = R, dada por

ulwt) = [ plt.2.9)f (m)duy) (39)

¢ solugdo do problema de Cauchy
ot 2 (3.10)

em M x (0,00).
Além disso, se f > 0, entao u(x,t) é a menor solugio nao negativa do problema de

Cauchy.

Demonstragdo. Seja g o determinante da matriz g;; que dé a métrica em M e J,, campos

coordenados, conforme defini¢oes do Capitulo 1.

Note que
1
= 50 (@ 9o, ([ pta y)f(y)du(y)>)
jgaml (\/’g” (nlt, y))f(y)du(y))
/M 198% <\/' 9”0, (p(t,x,y))>f (y)dp(y). (3.11)
Por outro lado,
at at/ plt z,y)duly)

_/ ap t - y)du(y)

/ f(y) 1Ap(t z,y)dp(y)
136 1 ;_ <\/_g”axj< (t, a:,y)))f(y)du(y)
(311) ;Au.
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ou 1

Logo, i QAU = 0 e, assim, resta verificar que u(z,0) = f(z).
Note que u nao esta definida em t = 0, entdo temos que analisar o limite tlirg}r u(z,t).
—
Por (3.2), temos que
L x=y,
limp(t,z,y) =9, = (3.12)
t—0 O, T # Y.
Logo,
limu(z,t) =lim | p(t,2,y)f(y)du(y)
= | lim (p(t.2.9)) £ (4)d(y)
(3.12)
2| 8wty = f@).
Portanto, u é solu¢do do problema de Cauchy (3.10). O]

Mais detalhes sobre o nticleo do calor em variedades riemannianas podem ser consul-
tados em LI (2012) [9].
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Capitulo 4

Nao parabolicidade de variedades

riemannianas

Nesse capitulo sera enunciado e provado o Teorema 4.1.2, que é objetivo central desse
trabalho. O Teorema foi retirado de GRIGOR'YAN (1999) [8] e apresenta algumas con-

digdes que classificam uma variedade riemanniana em nao parabdlica.

4.1 Condicoes para nao parabolicidade

A definicao mais conhecida de parabolicidade é:

Definicao 4.1.1. M é dita parabdlica se nao existe superharmonica positiva (equivalen-

temente, limitada) ndo constante. Caso contrario, M é dita nao parabdlica.

Como a demonstracao das implicagoes nao ocorrem de forma sequencial, optamos por
organizar os itens do teorema conforme o conteido de cada um deles foi apresentado ao
longo do texto. Ou seja, no Capitulo 2 falamos sobre fungoes superharmonicas, fungao
de Green, capacidade e massividade de um conjunto, que aparecem nos itens 1, 2, 3, 4 e
5, respectivamente, enquanto o item 6 trata sobre nicleo do calor, que foi abordado no
Capitulo 3.

Teorema 4.1.2. Seja M uma variedade riemanniana. M é ndo parabolica se valerem as

sequintes equivaléncias:

1. Eziste uma fun¢ao superharmonica positiva nao constante em M (equivalentemente,

existe fun¢io superharmonica limitada nao constante em M ).
2. A fungao de Green G(x,y) de M € finita para algum/para todo x # y.
3. A capacidade de algum compacto/de todo aberto pré-compacto € positiva.

4. Fxiste um subconjunto proprio massivo 2 em M.
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5. O exterior de qualquer compacto é D-massivo.

6. Para algum/para todo x € M, vale que
/:op(t, z,x)dt < 0.
7. Existe uma solucao limitada ndao nula em M para a equagcdo
Au — q(x)u =0,

para alguma/para toda q € C3°(M), que € nao negativa e nao identicamente nula.

8. Se M ¢é superficie de Riemann simplesmente conexa, entao M ndo ser parabolica
equivale a M ser do tipo conforme hiperbolico, isto é, M é conformemente equiva-

lente a H?2.

9. (a) O movimento Browniano em M € transiente, isto é, para algum U aberto e
para algum x € M, o processo X; eventualmente deiza U com probabilidade
positiva

PAIT; YVt >T, X, ¢ U} > 0.

(b) Para todo U C M pré-compacto e todo x € M, o processo X; eventualmente

deiza U com probabilidade 1, isto é,

P {3T; Vt>T, X, ¢ Ul =1.

10. M nao satisfaz o principio da comparacao exterior, ou seja, existem K C M com-
pacto ew : M\ K — R harmonica limitada tal que u = 0 em OK e u assume valores

positivos e negativos em M \ K.

Observacao. Omitiremos as demonstragoes das equivaléncias envolvendo os itens 7, 8, 9
e 10, por nao se enquadrarem no assunto da dissertagdo. Note que isso nao interfere na
demonstracao das demais equivaléncias do teorema e, por conta disso, podemos ocultar as
suas provas. As provas de 7, 8 e 9 que podem ser encontradas em GRIGOR’YAN (1999)
[8], enquanto mais comentarios sobre o item 10 podem ser consultados em AIOLFT et al
(2021) [1].

O item 9 trata de conceitos de Probabilidade. Na teoria de Probabilidade, podemos
tratar a parabolicidade de uma variedade riemanniana através da recorréncia do movi-
mento Browniano.

Observe ainda que nem todas as implicagdes que serao mostradas sao necessarias,
mas optamos por demonstra-las mesmo assim para que possam ser provadas de forma

independente das demais equivaléncias do teorema.
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Demonstragcio Teorema 4.1.2. Serao provadas as seguintes implicagoes:

1) =4)

4) = 1)

2)=1)

2) & 3)

2) =6)

I

Seja s > 0 superharmodnica limitada nao constante. Tome

infs <c<sups, ceR.
M M

Entao {s < ¢} =: Q é subconjunto préprio de M e a funcao (¢c—s); := max{c—s,0}

é subharmonica positiva em 2. Além disso, é igual a zero fora de 2 e é limitada.
Logo, (¢ — s); é subharmonica admissivel para € e, portanto, {2 é massivo.
Seja Q2 C M massivo. Note que aumentando €2, se necessario, podemos supor que

02 é suave e () C M. Entao, como €2 é massivo, possui potencial superharmonico

sq, que é uma funcao superharmonica limitada e nao constante, pois €2 é proprio.

Seja (g, yo) tal que G(zg,yo) < o0 e tome ¢ > G(xg,yp). Em particular, ¢ > 0.
Defina a fungao s(y) := min{G(z,y),c}, que estd definida em toda M e néo é

constante.

Entao, s é superharmonica limitada positiva ndo constante.

Pela Proposigao 2.5.1 temos que se U C M é aberto pré-compacto e x € U, entdo

1
< -).
cap(U) — Sél(}j ()

18nUf G(z,-) <

Assim, a finitude de G é equivalente a capacidade do pré-compacto U ser positiva,

ou seja, cap(U) > 0.

Por (3.3), temos que
1 00

Como por hipétese G(z,y) < oo, para todo = # y, temos que
/ p(t,z,y)dt < oo = / p(t,z,y)dt < co = / p(t,z, x)dt < 0o
0 T T
Note que a ultima implicagao decorre da desigualdade de Harnack local para o nticleo

do calor (ver LI (2012) [9]), que garante que existe 7' > 0 tal que Vz,y, 2’y € M
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6) = 2)

3)=4)

4) = 5)

vale que

/
POTY) R e [T, 00), (4.1)
p(t, ', y)
ou sefa, p(t, z,2) < p(t, 2, 1)

Entao,
00 T o0
/ p(t,x,:z:)dt:/ p(t,x,x)dt+/ p(t, x, z)dt < 0o,
1 1 T

e, portanto, / p(t,z, x)dt < co.
1

Note que por hipétese e pela desigualdade de Harnack, temos que

/ p(t,z, x)dt < oo @ / p(t, z,y)dt < oo, Vo # y.
1 T

Entao,

(o) T 00
/ p(t,:v,y)dt:/ p(t,x,y)dH/ p(t, z,y)dt < oc.
0 0 T
Logo, / p(t, z,y)dt < oo e, portanto,
0

33) 1 [o°
Glz,y) E 5/0 p(t, z,y)dt < oo.

Seja U aberto pré-compacto com cap(U) > 0. Suponha, sem perda de generalidade,
que U tem fronteira suave e defina Q2 := M \ U. Pelo Coroldrio 2.8.3, temos que 2
é massivo.

Note que basta verificar que o exterior de um compacto é massivo.

Seja 2 C M subconjunto proprio massivo e K C M compacto.

Caso KNQ =0, entdao Q € M\ K. Como 2 é massivo, segue que M \ K é massivo,

pois a massividade é preservada aumentando o conjunto.

Caso KNQ # (), tome U C M aberto pré-compacto tal que UN = () (Figura 4.1).

Note que o exterior de U é massivo pelo que foi mostrado acima.

Como M \ K e M \ U diferem por um compacto, temos que um é massivo se, e
somente se, o outro é massivo, pois pela Proposicao 2.6.3, a massividade é preservada

a0 remover um conjunto compacto.

Logo, M \ K é massivo em ambos os casos.
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Figura 4.1: Diagrama dos conjuntos.

Q

Fonte: Elaborado pela autora.

5) = 4) Por hipétese, o exterior de qualquer compacto é D-massivo. Como pelo item (7) do
Corolario 2.8.3 temos que D-massividade implica em massividade, segue que existe

um subconjunto proprio massivo 2 C M.

5) = 3) Segue do item (ii) do Corolario 2.8.3.

4.2 Corolarios do Teorema 4.1.2

Corolario 4.2.1. Seja ) # U C M aberto pré compacto. Sdao equivalentes:
1. M € nao parabilica.
2. Q:=M\U ¢é massivo.
3. cap(U) > 0.

Demonstragio. Note que essas equivaléncias correspondem aos itens (3), (4) e (5) do
Teorema, 4.1.2. N

Corolario 4.2.2. Seja K compacto. Se existe s : M \ K — R superharmoénica tal que
s(z) — oo quando v — oo, para x € M \ K, ou seja, d(x,p) — oo para algum ponto fixo
p€ M\ K, entao M ¢é parabdlica.

Demonstra¢io. Aumentando K, se necessario, suponha que 0K é suave e defina
2 := M \ K. Suponha ainda que s > 0 em (.
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Ao tomar {& }ren exaustao por compactos de €2, considere {by} sequéncia de solugoes

do problema de Dirichlet

Ab, =0, &\ K,
by =0, 0K, (4.2)
by =1, 0&.

Como pelo Principio Fraco do Maximo (Teorema 2.2.1) {b;} ¢ decrescente, temos que
b, — bg quando k — oo, em que b é potencial subharmonico de €2, conforme Definicao
2.7.2.
Fixe ¢ > 0. Seja k >> 0 tal que s > ¢ > 1 em M \ &. Note que
infb, =1 <inf> = b <,
pelo Principio Fraco do Méximo (Teorema 2.2.1).
Ao tomar k — oo, temos que
by < 2.
c

Como ¢ é arbitrario (ou seja, podemos toméa-lo tdo grande quanto quisermos), segue

que

Logo, como by = 0, temos pela Defini¢ao 2.7.2 que €2, que é o exterior de um compacto,
¢ nao massivo. Portanto, de modo semelhante ao item 5 do Teorema 4.1.2, M é parabdlica.
[
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Capitulo 5
Aplicacao da teoria do potencial

Um exemplo onde usamos a teoria do potencial para classificar as variedades rieman-
nianas em parabodlicas e nao parabdlicas sao as wvariedades rotacionalmente simétricas.
Nesse capitulo, serd definida uma variedade rotacionalmente simétrica e apresentados al-
guns resultados que classificam as variedades quanto a sua parabolicidade de acordo com

sua curvatura.

5.1 Variedades rotacionalmente simétricas

As variedades rotacionalmente simétricas também sao conhecidas como variedades
modelo, pois possuem uma métrica simples e servem de modelo de comparacao.

Considere o ponto o € M como sendo a origem da variedade M e seja Cut(o) o cut
locus de 0. Ao tomar Cut*(0) := Cut(o) U {0}, definimos as coordenadas polares de M
com polo o por (p,0), em que p := d(x,0) : M \ {0} — R é o raio polar e # € S" 1 é o
dngulo polar, com x € M \ Cut*(0), de modo que as geodésicas minimizantes partem de
o na direcao 0 € ToM.

Com isso, é possivel definir uma wvariedade modelo ou variedade rotacionalmente si-
métrica se a métrica riemanniana na esfera geodésica S, := 0B(o,p) \ Cut(o) é dada
por

o*(p)do?, (5.1)

em que o(p) é uma funcio suave positiva em p e df? é a métrica euclidiana em S"'. E

necessario que
limo(p) =0e limo'(p) =1, (5.2)

p—0 p—0

para assim denotar M, = (0, Ry) X S"~! como o cone com a origem adicionada.
Desta forma, a métrica de toda esfera geodésica 0B(o,7) em M, pode ser obtida

multiplicando um fator o(r) pela métrica euclidiana de S"~!. Se w, é a drea da esfera
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unitaria em R™, temos que o elemento de area da esfera geodésica dB(o,r) é
S(r) = wno(r)* 1, (5.3)
e o volume da bola B(o,r) é

Vi) = [ 8 =wn [ aleyae. (54)

Uma variedade M ¢é dita variedade com polo se possuir um ponto o tal que Cut(o) é

vazio.

Nas proposigoes a seguir, considere M, variedade rotacionalmente simétrica e denote

por S : (0,00) — R a fun¢do que da a area da esfera geodésica dB(o,r).

Proposicao 5.1.1. A fungio p = d(x,0) : M \ {o} — R, que dad a distancia até o polo o,

satisfaz

Ap(x) = S’(p(x))' (5.5)

Demonstragio. Como p é funcao distancia, temos que Ap = div (Vp) = div (9p).

Note que o campo de vetores Vp da variedade M, ¢ dado por
Vp=1-9,40-09, 4+---+0-9,_, = 0.
Observe também que g = o(p)?™~1 . f(f), em que g é o determinante da matriz da
métrica e f é uma funcao que depende de 64, --- ,0,_1.
Entao, pela Defini¢do 1.11, temos que

(div X)(p —Z&m (X'\/g

= div(0,) = —= - 0,(/g- 1)

)

1
W< e
_ 1 2(n — 1)0(/))2(" D7 d'(p)

O-(p)Q(nfl) 2 O' (n—1)
_ (n=1o(p)*"Va(p)~ 10/(0)
o(p)*=

= (n - 1)?;;)))- (5.6)

23



Por outro lado, de (5.3) temos que

S(p) = wno(p)" ™" = S'(p) = (n — Vwno(p)" 0’ (p).

Entao o . 1 .
(p) _ (n— )wna(p)i1 a'(p) _ (n—1)7 (p) (57)
S(p) wyo (p)" a(p)
Logo, substituindo (5.7) em (5.6), segue que
. S'(p)
Ap =div(9,) =
m
Proposicao 5.1.2. O laplaciano de M, em coordenadas polares é dado por
0*u a(p) Ou
Au=— —1 A 5.8
=g +(n )a(p) p + Asg,, (5.8)

em que Dpp, € o laplaciano em Sr—t,

Demonstragao. Pelo Lema 1.3.6, temos que em um sistema de coordenadas vale que
AF =Y 0. (Vg 0., (1))

Analogamente a proposi¢ao anterior (Proposi¢ao 5.1.1), o campo de vetores Vp da
variedade M, é dado por Vp=1-9,+ 00, +---+0-9p, , =0, e g=a(p)2™V. f(0),
em que g € o determinante da matriz da métrica e f é uma funcao que depende de
017 e 7971—1-

1
Au 0, (Vo)1 £(6) -1+ 0y + Do,

e o7
G

p)Q(n 1. \/f

1 (2<n ~ 1o(p)** D" o'(p)

. Gpu) + (9[2)u + Asp,u

/ (p)Q(nfl) 2 U<p)2(n71)
a'(p)
=(n-1) ) dpu + 33u + Agp,u.
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S/ /
Observe que de (5.7) temos que () =(n-1) 7 <'0) Portanto, é possivel escrever o
S(p) a(p)
laplaciano em coordenadas polares como
S'(p)
Au = 9? 0 A . 5.9
U LU+ S(p) U + ApB,U (5.9)
Proposicao 5.1.3. Vale que
So
lim 222 _ (5.10)
p—0 wnpnfl

Demonstracao. Note que

Sep) w9 earlpl _ (210"

wnpn—l wnpn—l p
Entao,
. / n—1
s, n—1 n—1 lim o'(p) N
lim () = lim @ = lim@ = L (52) () =1.
p—=0 w,p"~1  p=0 P p=0  p hrr(l) 1 1
p—

Proposicao 5.1.4. Suponha que M tem raio de injetividade infinito. Sejau : (0,00) — R

definida por
P odr

W)= | 50y
Seja T' : M — R dada por I'(x) = u(p(x)). Entdo vale a igualdade no sentido das

(5.11)

distribuicoes
AT =6, (5.12)

Observagao. Note que u(p) ¢ harménica em M \ {o}, pois

Substituindo em (5.9), segue que

~ S S 1
BU= 502 TS0 Sy T

Além disso, u satisfaz a EDO

S'(p) o\
o (p) = 0. (5.13)

u"(p) +

Demonstragdo. De acordo com a Sec¢ao 2.3, mostrar que Al' = 4, é equivalente a mostrar
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que
/|, D@)de(@)dr = p(0). Vo € C(R").

Note que como ¢ € CF(R"™), existe A > 0 tal que

[Ap| <A

- _o(p)"
Pela Proposicao 5.1.3, temos que lim
p—0 pnfl

dado £ > 0, existe 7 > 0 tal que p > 7 implica em

n—1 n—1
U(p)_l —1 <s:>1—a<0(p)_1 <l+e¢
p" p"
= ! > L > !
l—e ™ olp " 1+4e
Além disso,
pn—l 1

=a(p)" < (1+e)p"

>
olp)nt " 1+e
= o(p) < (1+¢&)mTp.

Seja K o suporte compacto de . Ao tomar 7 como acima, temos que

/Mo D(x)Ap(z)dr = /

+(0)

Afirmagdao A Afirmagao B

Afirmacao A: / ( )F(a:)Ago(a:)d:z: — 0 quando 7 — 0.
B-(o

26

F(a:)Ago(a:)da:—l—/K\BT(o)F(:U)Agp(a:)da:.

(5.14)

= 1. Entao, pela definicao de limite,

(5.15)

(5.16)

(5.17)



De fato,

/BT(O) [(x)Ap(z)dz

(5.14)
<)
B (o)
(53) A/
7(0)

A

Wy J Bz (o)

A

Wy J Bz (o)
(5.15) A
<

Wp / Br (o)

A
< wn(1—¢) /B,(o)

A
a wn(l — 6) /BT(O)

A
=2 =

1—5 —n

< [ P@ 1800
/ﬂ(z) dr
1 S(r)

/p(fc) d
1 WpO

/P(l’) rvb o dr

,,anfl O—(T.)nfl

dr r

/p(x)
1 rlo(r)nt

p(@) 1
/ ! dz
1

/P(ff) dr
1 pn—1

)| d

Adz

n—1

=11 —¢

dx

dx

(z)
Tn—2 ] P
r—2

1

Qnd
/BT(OPU v

Loy ot

wn (1—¢e)(2—-
Al +¢)

n(l1—¢€)(2—n)
Al +¢)

w (1—5)(2—n)

Al+e)

n/gnl/

)" Ldrde

()" (1 + &)p(x)"~'drdd

/ / an 1d’l"d0
Sn— 1

Lénlizlode

_E’(1—@@
T Al +¢)

do
—n) /Snfl

T 2w, (1—e)(2
™ Al+e)

—n)

n

Y.

T 2(1-e)(2-n)

Em (i) ocorre uma mudanga de varidveis.
Logo, fica provada a Afirmacao A.

Afirmacgao B: / [(x)Ap(z)dz = (o).

K\B-(0)

o7



Note que

ago or
T Ap(z)de = / ATd 9P 45 — / 02 d
/K\BT(O) pla)de K\BT(O)QO v A(K\ B+ (0)) 81/ A(K\B; (o 8V °

AT=0 / 8@ 99 4 / or
= - QO*dS,
(K \ B ( 81/ d(K\By(0)) OV

em que v é vetor normal unitario exterior a K.

Figura 5.1: Vetores normais unitarios exterior a K \ B;(0) e interior a B, (o).

K

Fonte: Elaborado pela autora.

Note que O(K \ B;(0)) = 0K U0B;(0) e o vetor normal unitario exterior a K \ B, (o) é

interior a B;(0) em 0B, (0) (Figura 5.1). Denote 7 como o vetor normal exterior a B, (o),

temos que
dp dp ar or
TAp(z)dz = | [ T2Pds - / r%4s ) - T s — 02 d
/K\BT(O) plr)de <8K '’ ov 8) (akway § 8B (o) P ov S)
(i) / i or
= _ —Zds o—d
8B.(0) OV + 8B (o) Yo ™

(&) / @ds
0B~ (0) 8V

Em (i7) foi usado o fato de K ser suporte de ¢, ou seja, ¢ = 0 em 0K. Em (iii),

temos que /
q 0B+ (0) 8

Logo, basta mostrar que

%% 45 = 0, por um argumento analogo ao usado na Afirmacao A.

T'A dr = —ds = 1
/. oy TR0 = /83?(0)% s = (o), (5.18)

que é equivalente a mostrar que

or

'¢(0>_/<9BT 0, ds| = 0. (5.19)
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on

Por definicao, temos que

= (VI',n). Note que

P dr 1 1
F = = — e — A
V0=t ([ 57) 0= 507 = 577
Entao or
1 1
\h —Vp,Vp)=—=—(Vp,Vp) = ——. 5.20
oy VI = <S(p) p p> S(p)< P, Vp) S00) (5.20)
Assim, substituindo (5.20) em (5.19), temos que
or' | (5.20) 1
0= [, oG oo [ olorgsas
- plo) 1
B /837(0) wpo(T)n1 /837(0) Mx)S(T)dS
_ plo) 1
B /837(0) wyo (T)7 1 /8137(0) go(x)wng(7_>n_1ds
1
< _
G 1 900) = (@) ds
W nl/aB 0)/; p(ra)| o(7)" " drdo
1
= de
o 1600 = (7
wn
=— sup |p(0) — ¢(r2)|
wn 0coB,
= sup [p(0) = ¢(0)] = 0
0B,

Em (iv) foi feita uma mudanga de varidveis.

Logo, fica provada a Afirmacgao .B

Portanto, voltando a equagao (5.17), temos que

/Ma C(x)Ap(x)dr =0+ ¢(o

e, assim, Al' =,.

Corolario 5.1.5. M, ¢ parabolica se, e somente se,

o)

Demonstragio. Note que G(x,0 :/
(@) o) S(r)

o item 2 do Teorema 4.1.2 prova a contrapositiva do Corolario.

29

) = ©(0), YV € CZ(R")

 dp _
S(p)

1

é funcao de Green de M, centrada em o e

]



5.2 Verificacao da parabolicidade via teoremas de com-
paracao

Nessa se¢ao serao tratados sobre os Teoremas de Comparagao para curvatura seccional
e para curvatura de Ricci e como isso influencia na verificacdo da parabolicidade ou nao
parabolicidade de uma variedade. Como o objetivo do trabalho nao é tratar sobre as
curvaturas de uma variedade riemanniana, ocultamos as definigbes de curvatura, que
podem ser encontradas em CARMO (2008) [4]. Além disso, iremos enunciar os Teoremas
de Comparacao do Laplaciano e da Hessiana sem demonstracao. Mais informagoes sobre
os teoremas podem ser encontradas em FONTELES (1998) [6].

Seja M variedade geodesicamente completa e suponha que o € M seja o centro das
coordenadas polares (p,6). Para x € M tal que z # o e x ¢ Cut(o), denote a curvatura
de Ricci na diregao 5, POr Ric,(z) e denote a curvatura seccional em planos que contém
a direcao radial por Ky (z).

No Capitulo 1 definimos o laplaciano em coordenadas locais. O laplaciano em coor-
denadas polares é dado por

0? 0

A=_— 0)—+ A
apg +m(p7 )8p+ 0B,»

em que m ¢ uma funcdo que depende da métrica e Ayp, ¢ o laplaciano de dB,, com a

a'(p) _ S'(p)
a(p)  Slp)’

positiva tal que o(0) = 0 e 0/(0) = 1, conforme (5.2), e S(r) = wyo(r

métrica induzida.
Escreva M = M, e m(p,0) = (n — 1)

em que o é uma funcao suave

)"~1 conforme (5.3).

Teorema 5.2.1. Para todo (p,0), seja R >> 0.

S'(p) e dr - ,
1. Vp > R, se m(p,0) < 2 = 00, entao M € parabolica.
D=5 ) S0
S'(p o dr
2. ¥p> R, se m(p,0) > € < 00, entao M € nao parabolica.
0256 ) 56
d
Demonstrag¢io. Considere u : [R,00) — R dada por u(p) = ’ S(:)’ conforme (5.11), e
R
S/
que satisfaz a EDO u”(p) + S((;/)))) u'(p) = 0, conforme (5.13). Note que u é crescente.
Defina w : M — R dada por w(z) = u(p(z)).
S5'(p)
1. Se m(p,0) < , temos que em M vale
20 = 500)
0w ow S'(p)
Aw=——+m(p,0)— +0<u"+ v=0= Aw<0.
o7 05, S(0)
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0 dr

S(r)

Logo, w é superharmonica ilimitada fora de um compacto, pois

= 00, por
hipotese.

Portanto, pelo Corolario 4.2.2, segue que M é parabdlica.

/
2. Se m(p,0) > 5 (p)’ temos que em M vale

S(p)

0*w dw S'(p)
Aw=—+m(p,0)— >u" + ——2u=0= Aw > 0.
Ip* (v )8p S(p)

Logo, w é subharménica limitada fora do compacto Br(0) e, entdo, w é subharmé-

nica admissivel nao trivial, que é constante 0 em Bg(0).

Assim, M \ Bgr(0) é massivo, pois admite subharmonica admissivel e, portanto, pelo

item 1 do Teorema 4.1.2, segue que M é nao parabdlica.

]

a’(p) . /00 dr

Corolario 5.2.2. 1. Se Ric,(p,0) > —(n — 1) ) S0
a(p r

= oo, entdo M ¢€

parabolica.

" 00 d
2. Se Ky(p) < 7 (r) e / "< 00, entao M ¢é ndo parabdlica.
0

a(p) o= (r)
Demonstragao. 1. Segue do Teorema de Comparacgao do Laplaciano que
o'(p) _ S (p)
m(p,0) < (n—1 =
PO =050 = S0

e dai, de modo analogo ao item 1 do Teorema 5.2.1, temos que M ¢é parabdlica.

2. Segue do Teorema de Comparacao da Hessiana que

S'(p)
S(p)

e dai, de modo andlogo ao item 2 do Teorema 5.2.1, temos que M ¢é nao parabdlica.
[

m(p,0) =

Ezemplo. Se Ky < —1, temos que o(p) = sinh(p) funciona na hipétese do Corolario 5.2.2

o dr < - .
e / ————— < 00, entao M ¢ nao parabolica.
sinh™ ™" (r)
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