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RESUMO

As redes neurais podem ser uma dternativa aos modelos paramétricos tradicionais para a
precificacdo de opcdes quando a dindmica do ativo primario ndo for conhecida ou quando
a equacdo associada a condicdo de ndo-arbitragem ndo puder ser resolvida analiticamente.
Este trabaho compara a performance do modelo tradiciona de Black-Scholes e as redes
neurais. Os modelos foram utilizados para precificar e redizar a cobertura dindmica das
opcdes de compra das agdes de Telebras. Os resultados obtidos sugerem que as redes
neurais deveriam ser consderadas pelos operadores de opgdes como uma aternativa aos

moddos tradicionas.



ABSTRACT

Neurd networks pricing formulas can be an dternative for the traditiond parametric models
when the underlying asset’s price dynamics are unknown or when the no-arbitrage equation
cannot be solved andyticdly. This study compares the performance of a neurad network
pricing formula with the traditiond Black-Scholes. Both models were used to price and
ddta-hedge cal options of Telebras. The results suggest that option traders should consider

neura networks as an aternative for the traditiond approach.
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Precificacdo e Hedge Dinémico de Opgdes de Telebrés Utilizando Redes Neurais

1. Introducéo
A teoria de precificagdo de opgdes tem seu principal marco na publicacéo do

modelo de Black e Scholes (1973). A partir de algumas premissas como, por exemplo, 0
preco de um aivo segue um movimento browniano geométrico com volatilidede congtante e
auséncia de cugtos de transagcéo, Black e Scholes (B-S) conseguem mosirar que, se a
volatilidade futura de determinado ativo € corhecida, 0 pagamento find de uma opcéo pode
ser reproduzido utilizando-se uma estratégia de hedge dindmico delta-neutro. Portanto, se
ndo houver arbitragem, o prego da opcéo deve ser igua ao custo de reproduzir seu

pagamento find.

A edraégia de hedge dindmico ddta-neutro, utilizada por B-S, consste na
imunizacdo dos riscos decorrentes de pequenas variagtes no preco do ativo priméio
aravés da compra ou venda deste ativo. Desta forma, num portfolio deta-neutro, as
variaghes no preco de uma opcgdo devido a pequenas oscilagdes no prego do ativo priméio

S0 compensadas pela posi¢do tomada neste ativo.

No entanto, 0 modelo possui dgumas limitagbes e desvios. Os desvios mas
conhecidos s80 0 ‘smile” e a edrutura a termo da volatilidade. Com base nos pregos
negociados, pode-se verificar que avolatilidade implicitaaformula de B-S varia conforme o
preco de exercicio (smil€) e o prazo de vencimento (estrutura atermo da voldtilidade). Hull
(1997) dfirma que, para contornar estes desvios, operadores utilizam matrizes de
volatilidade que mostram a relacdo da volatilidade implicita com o preco de exercicio e

prazo de vencimento das opgoes.
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Apesar dos desvios e limitagdes, B-S segue sendo 0 modelo utilizado pela maioria
dos operadores de mercado, como afirma Britten-Jones (1998). Uma das explicaces da

preferénciapelaformulade B-S € dada por Taleb (1997):

“ E melhor aprimorar um modelo simples mas bem testado que
operar com um modelo novo mais avancado.
E melhor usar um modelo com o menor ndmero de parametros
para estimar .” (pag. 109)
Cox e Rubingein (1985) e Hull (1997) descrevem varios modelos que surgiram
para sobrepor as limitagdes e desvios da férmula de Black e Scholes. Modelos em que a
volatilidade futura do ativo primério é incerta, modelos que permitem gue o preco da acéo
dé“sdtos’ em vez de ter uma mudanca continua ou, ainda, model 0s que consideram a acéo

COMO UMa 0p¢ao sobre 0s ativos de uma empresa.

Uma dternativa aos modelos paramétricos s8o 0s modelos que ndo restringem o
movimento da acéo a nenhum mode o estruturd. Por outro lado, como lembram Camphbell,
Lo e MacKinlay (1997), estes modelos néo-paramétricos' apresentam uma desvantagem

a0 demandar uma substancia quantidade de dados para se gjustarem.

Hutchinson, Lo e Poggio (1994) utilizam uma destas ferramentas ndo- paramétricas,
as redes neurais, para determinar o preco das opcdes de compra. Redes neurais séo
model os mateméti cos representados por uma colecéo de simples unidades computacionais
interligadas por um sstema de conexdes. Este grande nimero de conexdes e interligaces

entre seus e ementos permite a rede um ato grau de adaptabilidade em aproximar funcdes.

! Apesar de serem chamados de model os ndo-paramétricos, estes model os contém parametros. Este
trabal ho apenas segue a classificagdo encontrada na literatura, model os ndo-paramétricos, para 0s
model os em que a dindmica do ativo ndo é determinada por uma equagéo diferencial estocastica
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Devido a sua dta flexibilidade em gproximar relacbes complexas néo-lineares, as
redes neurais podem ser utilizadas para precificar derivativos que possuem férmulas de
precificacdo dtamente ndo-lineares, mesmo quando estas estéo disponiveis em solucdes

fechadas.

Se os fatores determinantes de determinada funcéo estiverem disponivels, pode-se
treinar a rede para avdiar as relaches entre as variavels de entrada e saida, mesmo sem se
entender completamente a dindmica do processo. Tudo que se tem a fazer é definir o
problema de forma a saber quais sfo os fatores que influenciam determinada variavel e
deixar que o Sgtema infira a relacéo entre as variaveis. As redes neurais s8o descritas com

mais detalhes nasecéo 4.2.2.1.

Este estudo visa comparar a performance de uma rede neurd e o modelo de B-S.
Pretende-se utilizar a rede neura para a tomada de decisGo de compra ou venda das
opcdes de compra da Telebrés e comparar sua performance numa estratégia de hedge

dindmico delta-neutro com o modelo de B-S.

Esse trabaho foi dividido em 7 capitulos. O préximo capitulo contém os objetivos
desse estudo; o terceiro apresenta argumentos para a redlizacdo deste estudo; o quarto
analisa os méodos de precificacdo de opcdes; o quinto descreve o método de trabalho que

foi utilizado; 0 sexto apresenta os resultados e 0 s&timo apresenta as conclusdes do estudo.

10
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2. Problema, Objetivo e HipoGteses
Este cepitulo apresenta o0 problema a ser resolvido, os objetivos a serem

acancados e as hip6teses que serdo testadas a fim de se responder o problema.

2.1. Problema
Para se tomar uma decisdo de compra ou venda de uma op¢éo, faz-se umaandise

de hedging. Esta andlise € gerdmente, baseada na comparacdo entre a volatilidade
esperada do ativo e a volatilidade implicita nos pregos de mercado. Rubin (1998) faz uma
andise da arbitragem de volatilidade e propde uma formula para o ganho esperado,
conforme a visio particular do trader sobre o vaor red da voldtilidade que ocorrera

durante o periodo em que a posi¢éo for mantida.

Se 0 prego da opgéo for considerado muito baixo, compra-se a opcéo, eiminam-se
0s riscos e obtém-se um retorno livre de risco. Caso contrério, vende-se a opgéo e tenta-se
reproduzir dinamicamente seu pagamento fina a um custo inferior ao prego de mercado da

opcao.

Na maioria dos casos, a ferramenta utilizada para a tomada de deciséo € o modelo
de Black-Scholes. Este moddo ndo SO € utilizado para precificagdo das opgles, mas

também orienta o processo de hedge dindmico das opgoes.

Por outro lado, € amplamente reconhecido que este modelo € imperfeito em
diversos aspectos. Assume que o ativo béasico tem uma ditribuicdo lognorma com uma
volatilidade conhecida, ignora os custos de transagéo e assume que as negociagdes se déo

de forma continua

11
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Taeb (1997) mostra que, mesmo e 0s parametros gque regulam o comportamento
do ativo fossem conhecidos e que este ativo se comportasse da forma prevista pelo
modelo, haveria uma flutuacdo dos resultados da cobertura dindmica dos riscos da opcao.
Edta flutuacéo ndo poderia ser evitada uma vez que o hedge néo pode ser feito de maneira
continua. Para diminuir a dispersdo dos resultados, o hedge teria de ser feito o mais

freqUentemente possivel.

Na prética, eda eficiéncia na diminuicdo da dispersio dos resultados tem que ser
contrabalangada com os custos de transacéo. O principal custo a ser andisado é o “bid-ask
spread” , diferenca entre o preco de oferta e procura do ativo. Cada vez que rebaancear o
portfdlio, metade da diferenca entre o preco de compra e venda do ativo afetara
negativamente o resultado find. Kama e Derman (1999) fazem uma andlise da estratégia de
hedge dindmico das opcdes e mostram que o desvio dos resultados é proporciona ao vega
(derivada da opcéo em relacéo a volatilidade) da opcdo, se o ativo base se comportasse

conforme as premissas de B-S.

Consequentemente, 0s agentes que negociam opcdes baseados em uma andise de
voldilidade acabam enfrentando um risco adiciond: ter que gerenciar sua exposicéo

baseados em um model o que néo reflete as condigdes encontradas no mercado.

Assm, aformulacéo do problema estudado assumiu a seguinte formula

O operador que utilizar uma rede neural, modelo congtruido a partir das condicdes
encontradas no mercado, consegue executar uma cobertura de risco de suas posigoes de

umaformamais eficiente do que e utilizasse 0 modelo de Black e Scholes ?

12
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2.2. Teste de Hipdtese
Para se andisar a performance do modelo de B-S e a da rede neural, seréo

andlisados os resultados de hedge dinémico dos dois modelos. O resultado de hedge
dinémico é adiferenca entre a venda (compra) da opcéo e o custo (resultado) de sereplicar

aopcao dinamicamente.

As hipoteses a serem testadas para responder o problema sfo as seguintes:

> Hipotese nula (HO): Os resultados de hedge dindmico do modelo de B-S e darede
neurd S iguais
> Hipotese Alternativa (H1): Os resultados de hedge dinamico da rede neurd sdo

superiores ao do modelo de Black e Scholes.

2.3.0bjetivos Gerais
Esta dissertacéo visa contribuir para o entendimento dos fatores determinantes da

formacdo de preco e, consequentemente, dos riscos associados as opcles. Pretende-se
descobrir a relacéo entre as variavels de entrada da formula de Black e Scholes (taxa de
juros, preco da acdo, volatilidade do ativo, preco e data de exercicio) aravés da

construcéo de um model 0 ndo- paramétrico: as redes neurais.

Adiciondmente, espera-se que este estudo divulgue esta ferramenta de andlise de
processos ndo lineares e incentivar pesquisadores e profissonals do mercado financeiro a
testar a metodologia proposta em outras opgdes negociadas no mercado brasileiro, como

opcoes sobre a taxa de cambio e taxa de juros.

13
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b)

2.4.0bjetivos Especificos
Congtruir uma rede neura para precificar as opcdes de compra de Telebras. A rede

serd treinada utilizando-se dados de mercado para que 0 modelo deduza as relacOes

entre os fatores determinantes do prego destas opcoes.

Utilizar a rede para a tomada de decisdo de comprar ou vender as opcdes e verificar a
performance do modelo congtruido através de uma estratégia de hedge dinamico delta-
neutro. Para avaiar a performance da rede neura, os resultados deste hedge dindmico
srdo comparados com 0s que seriam obtidos utilizando-se 0 modelo de Black-

Scholes.

14
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3. Justificativa
Os ingrumentos derivativos tém se tornado cada vez mais difundidos entre os

agentes econdmicos que o utilizam para controlar sua exposicao a diversos fatores. Através
do uso destes instrumentos, pode-se formar diversas edruturas que atendam as

necess dades de empresas e investidores.

A compreensdo do funcionamento destes instrumentos, assm como das variaveis
que afetam seu vaor é de fundamental importancia para o processo de gerenciamento do
risco financeiro. Quanto maior for o conhecimento sobre os instrumentos de hedge, e asua
sengbilidade as varidveis de mercado, mais eficiente ser4 o controle do risco a que os

investidores e empresas estéo expostos.

O preco de uma opcéo de compra e a variagdo deste preco a seus fatores
determinantes, normalmente, sdo calculados utilizando-se 0 modelo de Black-Scholes ou
algum outro modelo que especifica o movimento do ativo primario da opcdo. Estes modelos
S80 deduzidos a partir de premissas que nem sempre refletem a redlidade dos mercados.
Wilmott (1998) mosira como minimizar os efeitos do afastamento entre as condigoes ideais
dos modelos e as condigdes de mercado através do gjuste dos parametros implicitos nos
precos de mercado. Um dos gjustes sugeridos, provavelmente um dos mais utilizados, se da

através da construcéo de superficies de volatilidade.

Uma outra forma de se congtruir um modelo se da através da tentativa de se inferir
as relagfes entre as variavels através da observacdo de dados de mercado sem limitar o
movimento do ativo basico a nenhuma equacdo. Desta forma, 0 modelo é congtruido a
partir das condigBes prevaecentes no mercado a0 invés de se partir de premissas e tentar

adaptar 0 modelo as condigdes existentes.

15
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Este estudo apresenta um modelo de precificacdo construido a partir de dados
histéricos que mostram a relacéo entre os fatores reconhecidos como determinantes do
preco de uma opcdo de compra. Utilizou-se umarede neurd parainferir arelacéo entre as
variadveis devido a sua utilidade quando n&o se tem certeza sobre a natureza de determinado
processo, ou quando a relacdo entre as variaveis determinantes deste processo podem
mudar com o passar do tempo, como descreve Haykin (1999). Outras caracterigticas das

redes neurais sfo discutidas na secdo 4.2.2.1.

Os operadores de opgodes que utilizarem esta ferramenta poderdo criar um modelo
sem a hecessidade de se determinar previamente como se da a interacéo entre as variavels
de entrada e que pode se adaptar a mudancas nas relacdes entre estas variaveis que
possam ocorrer ao longo do tempo. Portanto, podem gerenciar sua expos ¢&o baseados em

um modelo que é determinado a partir das condicdes encontradas no mercado.

16
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4. Métodos de Precificacdo de Opcodes
Como afirmam Campbell, Lo e MacKinlay (1997), a precificacéo de opgoes,

bonus de subscricdo (warrants) e outros derivativos¥a ativos financeiros cujo pagamento
depende do preco de outros ativos¥a € um dos grandes sucessos da teoria financeira
Black e Scholes (1973), utilizando a condicdo de n&o-arbitragem, desenvolveram um
modelo que teve uma aceitacdo quase imediata entre académicos e profissonals do

mercado financaro.

A condicéo de ndo-arbitragem pode ser definida como auséncia de oportunidades
de arbitragem. Hull (1997) caracteriza uma oportunidade de arbitragem como atomada de
posicéo em diferentes aivos de tal forma que se possa garantir um rendimento maior que a
taxa livre de risco. Entdo, oportunidades de arbitragem podem agparecer se for possivel
fazer uma Srie de investimentos sem desembolso liquido e, ainda, ter um lucro postivo

esperado.

Campbell, Lo e MacKinlay (1997) classficam o méodo utilizado por Black e
Scholes (1973) como paramétrico, pois utiliza uma equaco diferencid estocagtica, cujos
pardmetros precisam ser estimados, para representar a dindmica do aivo. Afirma também
que foram as dificuldades em estimar modelos paramétricos da dindmica dos precos dos
aivos que levaram a véarias tentativas de capturar esta dindmica de uma forma néo

paramétrica. As redes neurais, objeto deste estudo, séo uma formando paramétrica.

Neste capitulo sdo andisados a abordagem tradicional (métodos paramétricos) de
precificacdo de opcdes, a abordagem ndo paramétrica, com uma atencdo especial para as

redes neurals, e algumeas evidéncias empiricas sobre a utilizagdo destes modelos.

17



Precificacdo e Hedge Dinémico de Opgdes de Telebrés Utilizando Redes Neurais

4.1.Abordagens Tradicionais
Neftci (1996) mostra que ha dois modos tradicionais de se precificar derivativos. O

primeiro, utilizando a nocéo de arbitragem, calcula probabilidades sob as quais os ativos se
comportam como martingales’ e, utilizando probabilidades gjustadas, determina-se o
preco livre de arbitragem através da esperanca implicita. O segundo método é mais direto.
Consigte na congtrucdo de um portfdlio livre de risco. Com a formacdo deste portfdlio,
chega-se a uma equacéo diferenciad parcid implicita pela auséncia de oportunidades de
arbitragem. Esta equacdo pode ser resolvida de forma anditica ou numérica, resultando

numa funcéo que determina o preco do derivativo.

Os dois méodos utilizam modeos estocasticos, que sfo discutidos na proxima

SEC80, para representar a dindmicado ativo primério

4.1.1. Modelos Estocasticos®
Os modeos paramétricos gerdmente se utilizam de equacBes diferenciais

estocadticas para representar a dinamica do ativo primario. O processo de Wiener e o de
Poisson congtituem os blocos basicos da modeagem de ativos financeiros em tempo
continuo. Combinando estes dois blocos bésicos de forma apropriada, pode-se gerar

model os adequado a diversas aplicagies.

4.1.1.1.Blocos Basicos ( Wiener e Poisson)
O processo de Wiener, ou movimento browniano, é um processo estocastico

continuo que pode ser usado se os mercados forem dominados por eventos ordinérios. O

2 Um processo estocastico se comportacomo um martingal e quando sua trajetériando mostra nenhuma
tendéncia ou periodicidade percebivel. (Neftci 1996)

® O material apresentado nesta secio esta baseado em Neftci (1996), Wilmott (1998), Hull (1997) e Cox e
Rubinstein (1985). Umamaior profundidade do assunto pode ser encontrada em Oksendal (1992).

18
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processo de Poisson pode ser usado para modelar saltos sistematicos causados por

eventos raros.

Processo de Wiener
Um processo de Wiener € adequado se a variavel estocéstica sO pode mudar

continuamente. O movimento browniano, ou processo de Wiener, € um tipo especid de
processo estocastico de Markov. Um processo de Markov € um processo estocastico em
gue apenas 0 vaor presente de uma varidve é relevante para predizer o futuro. ESta
propriedade é congstente com a forma fraca de eficiéncia de mercado®, uma vez que o

histérico da variavel e o caminho percorrido para se chegar ao vaor atual sdo irrelevantes.

Uma vaiavd 2z, que segue um processo de Wiener, possui as seguintes

propriedades:

1. Suas variagbes, D z, estéo rdacionadas com um pequeno intervalo de tempo Dt
atraveés da equacéo
Dz = e+/Dt

onde e é uma varidve adeatoria de digtribuicdo norma padronizada ( média zero e desvio
padréo unitério).
2. Osvaloresde D z paradoisintervaos diferentes de tempo D t sdo independentes.

Levando-se a0 limiteDt® 0: dz = e+/dt

Da propriedade 1, vemos que Dz tem uma distribuicdo norma com média zero e

variandaDt. A Figura 1 mostra um processo de Wiener desenvolvido em Excdl.

* A forma fraca de eficiéncia de mercado especifica que o preco de uma ag&o contém toda ainformag&o
baseada em precos passados

19
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Processo de Wiener
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Figural: Movimento Browniano (variancia Dt = 0.001)

Processo de Poisson
Os precos dos ativos, as vezes, gpresentam sdtos ou grandes quedas

inesperadamente. Para capturar este fendmeno, o processo de Poisson pode ser utilizado.

O processo de Poisson, z, pode ser descrito por uma varidvel cujos incrementos
possuem gpenas dois vaores possivels. Seréo iguais a zero, significando que nenhum evento

relevante ocorreu, ou seraiguad aum, caso dgum evento significante tenha ocorrido.

1 com probabilid adel dt
0 com probabilid ade (1- | )dt

i

dz, =j

|

A principa diferenca do movimento browniano € que o tamanho do incremento néo
depende de dt. Ao invés disso, as probabilidades sfo fungdes de dt. A Figura2 ilusraum

processo de Poisson, enquanto a Figura 3 mostra uma mistura de Poisson com Wiener.

Ambos processos foram gerados em Excdl.

20
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Processo de Poisson
16
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Figura 2: Processo de Poisson (Dt = 0.001;1 =10)
Wiener + Poisson
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Figura 3: Poisson + Wiener (Dt = 0.001;1 =10)
Merton (1976) foi o primeiro a capturar a caracteristica dos saltos nos pregos dos

ativos através do modelo sdto-difusdo. Wilmott (1998) cita trés razdes pelas quais, apesar
de representar um fendmeno observavel, modelos do tipo sdto-difusdo sfo raramente
utilizados na prética. Estas razdes seriam: dificuldade em estimar os parametros do modelo,

solucdo e imposs bilidade do hedge perfeito.

21
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Partindo-se destes dois blocos basicos, Wiener e Poisson, pode-se gerar modelos

adequado a diversas aplicaces.

4.1.1.2.Principais Model os Estocasticos
A maior parte dos modeos utilizados para representar a dindmica dos precos dos

ativos, S, possuem a seguinte forma

dS =a(§, t) dt + b(S,t) dz
onde dz ¢é o termo de inovacdo representando eventos imprevisivels que podem
ocorrer em dt, conhecido como Processo de Wiener ou movimento browniano. O
coeficiente a(S, t) representa a tendéncia de S , ou a taxa de variacdo esperada por
unidade de tempo, e b(S,t), coeficiente de difusio, amplifica a incerteza do movimento de

S.

Essa secéo apresenta os principais modelos estocasticos utilizados na modelagem

de ativos financeros.

Movimento Browniano Aritmético
O moddo mais smples de equages diferenciais estocagticas ocorre quando 0s

coeficientes de tendéncia e de difusdo sfo constantes
dS =mdt+s dz

onde mrepresenta o coeficiente de tendéncia, s o de difusdo e z € um processo padréo de

Wiener.
Para este processo, tem-se
E [dS] = mdt

Var [dS] =s?dt
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Como pode ser observado na Figura 4, S parece flutuar ao redor de umareta de
indinacdo m. Este modelo é adequado para ativos que apresentam tendéncia linear, cujas

flutuacBes ndo dependam do nivel de precos e ndo apresenta saltos.

Movimento Browniano Aritmético

0.0 0.2 0.4 t 0.6 0.8 1.0

Figura4: Movimento Browniano Aritmético (m=s = 20)

Outro ponto a ser observado é que o modelo permite que S assuma vaores
negativos. Consequentemente, 0 modelo aritmético ndo é muito adequado para representar
a dindmica de ativos como taxa de juros e preco de agdes. Os modelos apresentados, a

Seguir, ndo permitem que S assuma vaores negetivos se seu valor inicid for positivo.

Movimento Browniano Geométrico e o Processo da Raiz Quadrada

O modelo mais aceito para modelar o comportamento de prego de acoes, moedas,
commodities e indices € 0 modelo geométrico (Wilmott, 1998). Este foi 0 modelo adotado

por Black e Scholes (1973) onde a tendéncia e 0 desvio séo proporcionaisa s .

dS=mS dt+ s S dz

Enquanto o modelo aritmético descreve o comportamento de um ativo que flutua ao
redor de uma linha reta, este modelo nos da pregos que flutuam ao redor de uma tendéncia

exponencid. A Figura5 ilustra o processo.
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Movimento Browniano Geométrico

50
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Figura5: Movimento Browniano Geométrico (m=20s = 3)

Note que avarianciade S — S.; € proporciona ao quadrado do ativo.
Var (§—-S1) = s°Su

|sto pode acrescentar muita variagao ao prego do ativo. Um modelo smilar, em que

0 ativo apresenta menos flutuagOes, € 0 modelo daraiz quadrada

d§ = n§dt +s./Sdz

como podemos ver na Figura 6.

Processo da Raiz Quadrada
50

45T
40 1
3BT
30+
~25 T

07 M
N

54

Figura6: Movimento daRaiz Quadrada(m=20s = 3)

O proximo modelo é bastante utilizado para derivativos de taxas de juros.

Processo de Reversdo a Média (Mean Reverting)
Esse modelo é representado pela seguinte equacdo diferencia estocastica
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dS=1 (m-§)dt+s Sdz

De acordo com este modelo, assm que o vaor do ativo se distancia de um vaor
médiom , ele tende a reverter para a média novamente. A velocidade de reversio é
controlada pelo parémetro | > 0. Pela equacdo do modelo, se S estiver abaixo damédia, 0
termo entre parénteses (M- S) se torna positivo fazendo com que sga mais provavel que

dS sga postivo também. A Figura 7 ilustra o processo.

Mean Reverting

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Figura7: Processo de Reversdo a Média(Mean Reverting: m=10;s =2;1 = 5)

Hull (1997) gpresenta aguns argumentos econdmicos que judtificam a preferéncia
desse modelo na precificagcéo de derivativos de taxa de juros. Quando as taxas de juros se
encontram em patamares elevados, a economia tende a desacelerar resultando numa menor
demanda por recursos. Conseguentemente, as taxas caem. Quando as taxas de juros estéo

baixas, ocorre umamaior procura por recursos que resulta na eevacéo das taxas.

Volatilidade Estocéstica
Nos modelos anteriores, o parametro de difusdo é constante ou proporciond a S.

Um modelo mais amplo pode ser obtido permitindo que o parémetro de difusdo também
sgadesatdrio.
Um dos modeos de volatilidade estocastica mais utilizado, € o moddo em que a

volatilidade segue um processo de reversdo amedia
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dS=mS dt+ s;dz
dsi=1 (So-sy)dt+ us;dz
onde os processos de Wiener, z;, e z,, podem ser correlacionados.

Neste moddlo a volatilidade pode se desviar de sua média a longo prazo, So,
revertendo com uma velocidade gustada pelo parametro | > 0. O pardmetro u > Qindica

adispersdo davolatilidade. A Figura 8 ilustra o processo.

Volatilidade Estocastica

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Figura8: Modelo de Volatilidade Estocéastica
Todos 0s modelos aqui apresentados possuem uma fonte de indeterminacgo,

representada pela variavel z, o processo de Wiener. Neftci (1996) mostra que avariavel z
tem um processo muito irregular, que ndo possui uma derivada deterministica. Portanto,

para se determinar incrementos em S, que depende de z, tem-se que utilizar o Lemade

[t6.
41.1.3.Lemadeltd

Suponha que f(x) sgauma funcéo do processo deatdrio X. Poderiamos representar

f(x) através de sua expansdo de Taylor em torno de um vaor conhecido de X, Xo.
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f(x) = f(x)+ f,(x)[x- x0]+% f L)X~ %] +% f o (X)X~ %,]° + R(x, %,) onde
R(X, Xo) representa os termos de ordens superiores da série de Taylor.

Se x fosse uma variave deterministica, a medida que Dx (= X — X,) Se aproximasse
de zero poderiamos desprezar os termos superiores

f(x) = f(x,)+ f,(x,)Dx

No caso de um processo aleatdrio, 0 mesmo ndo pode ser feito. Por mais que se
diminua a digéncia entre X e X, , NG podemos desprezar seu termo de segunda ordem
porque X tem variancia positiva, isto €,

E[Dx]?>>0
Tratando Dx? como zero, seria 0 mesmo que airmar que X tem varidncia nula

Neftci (1996) mostra que, para um processo aeatorio, os incrementos de f podem ser

determinados pelo Lemma de It6:
SgaF (S, t) umafuncéo diferencidve det e do processo aeatorio S
dS=adt+s dz
Entdo, tem-se

_TF

_ JIF L 1T°F
S

dt + =——s /dt
Tt 21 §

dF, ds

ou, apos subgtituir dS

_éﬂF TF EﬂZF U TF
dFt_gﬂ Sat+ﬂt+2ﬂ SZStuLpt-'-ﬂ Sstdzt

27



Precificacdo e Hedge Dinémico de Opgdes de Telebrés Utilizando Redes Neurais

onde aiguddade é vadida no sentido de convergéncia quadrética, isto €, quando dt® 0, as

variancias iguaam.

Portanto, utilizando-se 0 Lemma de 1t6, pode-se relacionar variagdes no prego do
derivativo com base nas variagbes do aivo primario. Como as duas variagbes so
motivadas peda mesma fonte de incerteza, Hull (1997) mostra que € possive formar
portfolios livres de risco em tempo continuo. A proxima secéo ilustra o processo.

4.1.2. Precificando Opcdes Através da Formacéao de Portfolios Livres

de Risco

Uma das formas tradicionais de se determinar o prego de um derivativo se da
através da congtrucdo de um portfdlio livre de risco composto pelo ativo primaio e o
proprio derivativo. A construcéo deste portfélio O € possivel porque o derivativo e o ativo
primério sio afetados pela mesma fonte de incerteza. Black e Scholes (1973) foram os

primeiros a utilizar este método para chegar ao preco das opgdes de compra.

Com a formacdo deste portfdlio, chega-se a uma equacdo diferencia parcid
implicita pela auséncia de oportunidades de arbitragem. Esta equacéo pode ser resolvida de

formaardlitica ou numérica, resultando numa fungéo que determina o prego do derivetivo.

4.1.2.1.Construindo o portfolio
Sga F (S, t) o prego do derivativo e S o preco do ativo basico, governado pela

seguinte diferencid estocagtica
dS=adt+s (dz

Entdo, tem-se

2
+ﬂ th+1ﬂ F .,

_1 FdS

dF, = =S,
1S Tt 27 S
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. : - F
Se um portfolio P; € composto por uma unidade do derivativo e - 1111_8 unidades

do ativo primario, tem-se

dP =dF Ed p
t ﬂs S
1F 1F . 197°F 1F
dR =—=d dt “dt- ——ds b
t ﬂS S+ﬂt +2ﬂ§2st ﬂs S
TF ., 1TF ,
dR =gt Sy

Como pode-se observar, o portfélio Py ndo possui nenhum termo aeatdrio, sendo
totamente previsivel. 1sto Sgnifica que P; € livre de risco. Portanto seu retorno deve ter uma
taxa de retorno igua a taxa livre de risco, ou existira uma oportunidede de arbitragem.

Assumindo que ataxalivre de risco € dada por r, o retorno de P; deve igudar
r P, dt
Combinando as duas Ultimas expressies, pode-se escrever:

2
rPtdt:1I"—|:dt+l 1°F s/?

1= s 2t
29 S

Eliminando-se dt e subgtituindo-se P; chega- se a equacao diferencid:

1 Fe IF,11°F

-rFE+r S, =
1S 1Tt 21§

gue deve ser satisfeita pelo derivativo.

No caso da opcdo de compra européia, com prego de exercicio K, sabe-se com

certeza arelacao entre o preco da opcéo no vencimento e o preco do ativo:

F(t=T)=[max(S-K, 0)]
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Conseguentemente, o valor da opcéo pode ser determinado através de sua equacdo
diferencid parcid e condigdes de contorno associadas. A obtencéo da formula de Black e

Scholes ilustra bem o processo.

4.1.2.2.Aplicacdo — Modelo de Black-Scholes
Black e Scholes (1973) foram os primeiros a perceber que poderiam formar um

portfolio livre de risco composto por opcdes e acdes. O que lhes permitiu a criacéo deste
portfolio é o fato do preco da acdo e da opcéo serem dafetados pela mesma fonte de

incerteza: 0 movimento da acao.

Para chegar a equaco diferencia que resulta no preco da opgao, Black e Scholes

partem de algumas premissas.

> 0 prego da acdo segue um movimento browniano geométrico com s constante;
€ permitida a venda a descoberto dos ativos;

ndo ha custos de transacéo ou impostos;

todos os ativos sdo perfetamente divisives;

n@o h& dividendos durante o prazo da opcéo;

ataxalivre de risco € congtante independentemente do prazo;

YV V ¥V VYV V V

e ndo existem condigdes de arbitragem.

Partindo da equacd do movimento browniano geométrico, para 0 movimento de
uma agéo
dS=mS dt+s S dz
chegam a correspondente equacdo diferenciad de uma opcdo de compra, c,

gplicando-se o Lemma de It6:

_#He  Tc 17’
dc—gﬂ Sms+‘|]t+2'ﬂ 2

229 c
S det+ﬂSsSdz.
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Tomando posi¢des contrarias ha acéo e ha 0pcao de compra, montam um portfolio
P que diminaaincerteza do processo de Wiener. Eliminada a incerteza, o retorno deve ser

igual ataxalivrederisco, r :
dP =rP dt
Edgte portfdlio P tem a seguinte composi ¢éo:

» venda de uma op¢éo de compra (-c)
» comprade + % acoes

Portanto, avariagdo dP  pode ser representada por :

c

ae}ﬂ
REFERE

2S"’—d'[ rP dt

Subdtituindo-se P e diminando-se dt chegam a equacao diferencia

‘ﬂc ‘ﬂc 1ﬂc
‘ﬂt 'ﬂS 2‘|TS

>s?S =rc

No caso da opcéo de compra européia, tém-se as seguintes condices de

contorno:
c=max (S—K,0) parat= T, data de vencimento
c=0 paraS= 0
c~S quando S® ¥
A s0lucdo do problema, dado que s er sdo constantes, € dada por:

c=SN(dy) —K e "™ N(dy)
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onde
(j:WSHQ+U+sHDU-0
! SA/T-t

d,=d, -s~+T-t

onde N(d) € a funcéo de probabilidade acumulada da distribui¢do normal, ou sga,

representa a probabilidade da varidvel deatdriax ser igud ou inferior ad :

1
\di 1 -— X2

N(di):0¥_\/5e2 dx

A proxima sec8o modtra a outra forma tradiciond de se precificar derivetivos

através da utilizacdo de probabilidades gjustadas.

4.1.3. Precificando Opgdes Utilizando Probabilidades Ajustadas®
A outra forma tradicional de se calcular 0 preco de derivativos é aravés da

transformacéo do processo do aivo primario em martingale. Neftci (1996) mostra que
ambos os métodos dao a mesma resposta. Dependendo do problema a ser resolvido, o

investidor pode escolher 0 méodo mais conveniente a ser utilizado.

Suponha que, num dado ingante t, toda informacdo disponivel possa ser

representada por |; . Umavariavel degatdria X; que satisfaca diguadade
E7[ X+ s| 1] = X paratodo s> 0
€ chamado de um martingale com relaco a probabilidade P.
Se, a0 invés disso,

E [ Xess| 1] 3 X paratodo s> 0

® Esta seg80 segue alinha de trabalho de Neftci (1996).
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temse um submartingale com relacéo a probabilidade P’.

Ativos de risco, quando trazidos a valor presente peataxa livre de risco, podem ser
consderados submartingaes sob a probabilidade red , pois normamente satisfazem a

desigualdade

1

S(t) < L+

E[S(t +1)]

para compensar 0 investidor pelo risco assumido. Caso contrario, o investidor ndo teria

motivos para possuir determinado ativo em seu portfolio.
Mas nada impede que se possa calcular probabilidades gustadas de tal forma que

1
(1+1)

S(t) = EP[S(t+)

onde EP[S(t +1)] é o valor esperado da varidvel Sem t + 1 calculado com probabilidade

P.

Estas equagtes so convenientes porque internaizam qualquer prémio de risco. De

fato, ndo é necessrio calcular prémios de risco se utilizarmos probabilidades gjustadas.

Transformando submartingales sob probabilidades reais em martinagles utilizando

probabilidades gjustadas pode-se precificar derivativos seguindo as seguintes etgpas.

1. obter um modelo que represente a dinamica do ativo priméario;

2. avdiar como o0 preco do derivativo € determinado no vencimento ou em outras

fronteiras;
3. obter probabilidades gustadas ao risco;

4. cdcular o vaor esperado do derivativo utilizando estas probabilidades,
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5. descontar esta esperanca utilizando ataxalivre de risco.

No caso da opcdo de compra européia, encontra-se a probabilidade gustada

P sob aqua S(t) setornaum martingae. Entéo, cacula-se
c=E" e Ymax(S -K, 0)]
anditicamente ou numericamente.

A sec80 a seguir ilustra bem o processo.

4.1.3.1.0btencéo da férmula de Black-Scholes utilizando Martingales
A formula de Black-Scholes também pode ser obtida utilizando-se 0 martingae

equivalente. Neste caso, 0 valor da opcéo sera o vaor esperado do resultado final,

caculado com probabilidades gjustadas, trazidos a vaor presente pelataxa livre de risco.
c=E"e ™ Ymax(S -K, 0)]
Conddere que S siga o processo geométrico de Wiener

Y, ~ N(mt,s %)
S = Sef

onde Y; € um processo de tempo continuo que segue umadistribuicdo normd.

Portanto, o valor esperado de e pode ser calculado explicitamente:

(Y- m)?

E[eYt] = 6¥eYt ;e-z s2t dYt
¥ A\2pstt
+¥ 1 - 1(Yt- m)2+Yl
E[e\(] = c‘)¥ e2 s dy

2ps °t

Pode-se trandformar o expoente num quadrado perfeito multiplicando-se o termo

dentro daintegral por
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1. 1. 2
- (mt+—s “t) (mt+—s “t)

e 2 e 2 =1
Asam, temse
[ ] + ¥ 1 g’\mt+is 249 -M+Y-§mt+is2t9
E eY, - (‘) SN 2 5 2 s 2t t 2 54y
gzmHis 2,0 Ly 1 _1(Yt-(mt:s Zt))z
E[eY‘]:e 2 e ——p ? st dYt
¥ J2ps ?t

A integral da equac@o acima éigud a1, ja que representa a &rea sob a Digtribuicéo

Normal. Portanto,

2t

QO

gemt+ 1—s
2

E[eY‘]: e

Determinando P’(probabilidade ajustada)

Para calcular 0 preco da opcéo precisamos achar a probalidade gjustada P’ detal

formaque

Eles|s, u<t]=e"s,

paraque S sgaum martingde.

Reembrando,

S=S€e"; Y.~N(mt, s?t)

Y =Y, + Y,
DY, = (Y,

DY, ~ N(m(t-s), s? (t-9))
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gem(t- s)+%s 2(t- s)g

E[eDY'] =e 5
E[St S,,u< t] - Sueg’em(t-s)%sz(t_ o0
Seja P’ dada por

N(r t,s?t)
onde aUnicadiferencaentrePe P é o viés(drift).
O vaor esperado, dada a distribuicio P’ &

ger (t- u)+zis 2(¢- u)g

E P'[e'r“'”)St S,,u< t] = [Sue"“'“)]e

Pode-se selecionar r de modo que P’ satisfaca a condicdo de um martingae. Neste

Caso,

satisfaz a condicéo.

Utilizando o vdor der paracalcular o vaor esperado, tem-se

- r(t- u)+r(t- u)+%sz(t- uy=0pb

E7[e" 5], u<t| =5,
satisfazendo a condicdo de martingae.
Portanto, sob a distribuicéo
NSST - 1s 29 o ztg
& 2°5° '

0s ativos financeiros tém a propriedade de um martingale.
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Tendo distribuicéo gjustada, pode-se calcular o prego do derivativo.
C=E"e™™ Ymax(S -K, 0)]

Pode-se escrever também
\+¥
c=Q, e‘”max[Sr - K,O]dP'

Subgtituindo-se a distribuicéo de probabilidade gustada e S,

B
252TeT & 2 op dYT

c= (‘_)je'”max[soeYT - K,O]ﬁe

Mudando os limites da integral, consegue-se diminar a funco de méximo. Note

que, acondi¢do

SeYr3 KéeguivdenteaYr 3 In (K/IS) . Logo,

1 & @ 1, 60
¥ 1 -——=¢Yr- r——szTE+’a
c= O aSKQe_rt(S)eYT _ K)—e 2s Tg 8 2 le—
_|r~|gs_0;J 2p$ 2T
c=A-B
1 & 1 foe
< ) 1 T SYT § 5 ZTE+
A=S0) =«€"e"———e =7 2y,
0. Y \2ps 2T !
1 e 1 66
} ¥ ; 1 - 2 ?—r-gr Tox
B:KerT ert—est 2 ZﬂdY
Oiss® TapsoT T
Aplicando atransformacdo
1 I
Y, - &F- =522
Z= 2 °
sAT

tem-se
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O limiteinferior daintegra éigud a—d, (o parametro de Black e Scholes).

Portanto,

Utilizando-se uma das propriedades smétricas da Normd, tem-se

\+¥ \+L
0, f (x)dx =Q, f (x)dx b

7 e 1 .32 T
B =Ke —e? dZ=Ke""N(,)

0. 72p

Utilizando atransformacéo Z novamente,

A-%Sixe”&u—i——ézzgr“?%%dv
- (o]
s \2ps °T !

&}__ 20 +¥ 1 _izz
A=€ 2 258 eVT—e? gz

%0, o

§-os7er od, 1 - 2(zeaszyT)

A=¢ 2 PeTgyi—=—=e? ' dzZ
"4 2p

. . . S
Formando um quadrado perfeito adicionando e subtraindo , temos

33_1 2(?.'. Ts ? l

2 ﬂe-rT e 2 e
Sy O, T2n

Smplificando-se a expressio e redlizando a substituicéo

H=Z+s~T

obtem-se
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s 1 E

=80, ppye’ dH=SN@)
onde
d,=d, +sT

Portanto, consegue-se chegar a mesma solucéo de Black-Scholes sem resolver uma

equacéo diferencid parcid.

A proxima secdo mostra aguns exemplos de modelos paramétricos dternativos ao

modelo de Black e Scholes para determinar o prego das opcgoes.

4.1.4. Modelos Alternativos a Black-Scholes para Precificar Opcées®

Essa secdo mostra alguns dos model 0s paramétricos que tentam sobrepor algumas das
limitacbes do moddlo de Black e Scholes.

4.1.4.1.Modelo de Merton (* Sochastic Interest Rate Model”)
O modelo de Merton (1973) pode ser considerado como um aperfeigoamento do

modelo de Black-Scholes que permite uma variagdo estocadtica da taxa de juros. Sga
P(t,T) o vaor de um bénus em t que paga $1 no tempo T. O modelo de Merton assume

que P(t,T) segue 0 seguinte processo estocastico:

dP(t, T)

PLT) = r’qjdt +s pdzp

onde a variave m, é a taxa de crescimento do prego do bdnus, que pode ser
estocadtica; s, representa a volatilidede de P(t,T), e assume-se que sga uma funcéo

conhecida dependendo apenas det e T; dz, € um processo de Wiener.

Incorporando este processo no modelo de Black-Scholes, Merton chega a uma

solucdo para o prego de uma opcao de compra européia. Substituindo a taxa de juros livre
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de risco por R(t), ataxa continua de juros do bonus P(t,T) = eR*D(™ e por d, Merton

chega a uma solucéo smilar ade Black e Scholes:

c=39N(d,)- P(t,T)XN(,)

onde

4 = IN(S/ X)- InP(t,T) +d*(T-1)/2
! dVT-t

d, =d, -dJT-t

d3(T-t)= ‘T(s 2+s2-2rs s)dtr
Q p p

onde s representa a voldtilidade da acéo e r  a correlacdo instantanea entre o
prego do bonus e da acdo. Hull (1997) afirma que, na prética, s, tende a ser bem menor
gue s , gproximando desta forma d de s . Portanto, 0 guste de volatilidade tem um

pequeno impacto no caculo do preco da opgéo no Modelo de Merton.

4.1.4.2. Modelo Binomial
Cox, Ross e Rubingtein (1979) apresentam uma aproximacdo smplificada para a

precificacdo de opgbes. Como na construcdo do modelo de Black e Scholes, obtém o

preco da opcao atraves de uma condigdo de arbitragem.

O modelo binomia assume que o preco da acdo, S a cada pequeno intervalo de

tempo, SO pode ter doisvalores. uSedS, ondeu>1e0<d< 1

uS com probabilidade g
s <

dS com probahilidade 1-a

A idéa atrés do modelo binomia € a formacdo de um portfolio cujo vaor sga
idéntico, independente da direcdo do movimento do prego da acéo. Uma vez que o vaor

do portfolio, no final do periodo, é sabido com certeza, o retorno do mesmo sH pode ser

® Wilmott (1998), Hull (1997) e Cox e Rubinstein (1985) sio exemplos de fontes de model os paramétricos
de opgdes. Smithson e Song (1998) apresentam um sumério das modificagdes e extensdes do modelo de
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igud ataxa livre de risco, r. Este portfolio pode ser construido através da compra de um

nimero D de agBes e venda de uma op¢do de compra.

Imagine o caso de uma opcdo de compra, ¢, onde:

S(preco daacdo) = 100; K (preco de exercicio) = 100; d = 0,8 eu =1,2. Logo

T~ 80D-cy; (cg=0)

O portfolio seraisento de risco se escolhermos um D que satisfaca a igual dade:
120D- 10=80D\ 40D=10\ D=0,25

Portanto, o vaor do portfdlio no final do periodo seraigua a 20 (0,25 x 120 — 10
= 0,25 x 80). Ao igudar o retorno obtido com ataxa livre de risco encontra-se o valor da

opcao. Novamente, o valor da opcao ndo dependera do retorno esperado da acéo.

Se continuar este processo, expandindo a arvore varias vezes, chega-se a0 modelo
binomia. Depois de n etapas, S pode ter os seguintes valores : uS, du™S, ..., d"S Para
achar o valor da opcdo, basta retroceder na &vore congtruida, formando 2+ portfdlios

livres de risco em cada etapa. Cox, Ross e Rubingtein (1979) chegam a seguinte formula:

c= SF[a;n; pﬂ]- Kr'”F[a; n, p]

onde

F [a;n; pﬂ]éafungéo dedigtribui¢ &0 binomia complement ar
r-d

p=—— p¥=(u/np
u-d

a:menor inteiro >0maior que log(X/Sd ")/ log (u/d). Sea>n, ¢ =0.

Black e Scholes, mostrando arelagdo entre el es.
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A expressio encontrada é andoga a férmula de Black e Scholes. Cox, Ross e
Rubingtein (1979) mostram que, quando levada ao limn ® ¥, esta expressao converge
para a solugdo da equacao de Black e Scholes. Contudo, para se chegar a este resultado, u

e d devem permanecer constantes ao longo do tempo.

4.1.4.3.Modelo do Salto (“ Pure Jump Moddl”)
Outro modelo proposto por Cox, Ross e Rubinstein (1979) permite que o preco da

aca0 varie de forma descontinua. Normamente, o preco do ativo mudara de maneira
continua, mas exigtira uma pequena probabilidade de, repentinamente, o preco dar um salto.
Portanto, em cada pegqueno intervalo de tempo, Dt, o preco da acdo pode se mover de S
para S, por exemplo, com uma peguena probabilidede | Dt e para Se*™ com uma

probabilidade 1 - | Dt.

Se levarmos este movimento ao limite Dt® 0, saltos ocorreréo de acordo com um
processo de Poisson aumataxal . O preco daacdo seguird uma distribuicdo log-Poisson e

0 preco da opcdo de compra sera dado por:

c=SY (xy)- Ke'"Vy 8?(19
e Ug
onde
. 8e’h (r+w)(T-tu
vebEa e ey T

In (KIS +W(T - 1)

ex correspond eao menor intero 3 0 que sgamaor gque I
ru

4.1.4.4.Modelo do Salto-Difuséo
Merton (1976) sugeriu um modelo em que o prego da acdo exibe sdtos

superpostos ao movimento browniano:
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ds

S =(m- | k)dt +sdz+dq
onde

m: retorno esperado do ativo

| : taxanaqual os saltos ocorrem

k : sdto médio referido como aumento proporciona no prego do ativo

Para chegar a sua formula, Merton assume que o componente salto representa um
risco ndo sistemético, podendo ser eiminado num portfélio diversificado e que portanto ndo
€ precificado na economia. Se o logaritmo do tamanho proporciona do sdto tiver uma

distribuicdo normal com desvio padrdo d , 0 preco da opcdo de compra européia €

ng e'*(¢) 3
n=0 nl
onde
t=T-t ; ¢ @A+k)
f, :cdeBlack eScholes quando ataxa de varianda indant anea e¢
2, nd 2
t
eataxa livre deriscoigud a

S

r- |k+rt‘—9; g =In(1+k)

4.1.4.5.Modelo de Volatilidade Estocastica
Neste modelo, Hull e White (1987) partem das seguintes equacoes.

dS = f Sdt + s Sdw
dv = mVdt + xVdz

= g 2

dz e dw s&o processos de Wiener quetém correlagdor .
H& uma dificuldade em encontrar a solucdo para este problema devido a
inexisténcia de um ativo cujo preco sga perfeitamente corrdacionado com s?. Sem tdl

ativo, néo se consegue formar um portfolio livre de risco.
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Hull e White (1987) conseguem encontrar uma solucéo para a equacéo diferencid
gue a opcdo deve satisfazer quando O prego da acdo € instantaneamente ndo-
correlacionado com a volatilidade. Também examinam solugbes numéricas para 0s casos

em que avolatilidade é correlacionada com o prego da acéo.

Quando a volatilidade é estocastica mas ndo correl acionada com o prego do ativo,
0 preco de uma opcao de compra européia é o preco de B-S integrado sobre a distribuicdo

da taxa de variancia média durante a vida da opcao:
GV)gV)av
onde V ¢ o vaor médio da taxa de varidncia, ¢ € o prego de Black e Scholese g éa

funcio densidade de probabilidade de V' num mundo neutro o risco.

Quando nédo existe correlacdo, ou, quando a correlacdo é proxima de zero, 0 preco
da opcdo € menor que o de Black e Scholes quando a opcdo esta perto ou no-dinheiro (at
the money), e maior quando muito fora ou dentro-do-dinheiro. Os pregos de exercicios,
para 0s quais as opgdes sAo superestimadas por Black e Scholes, se encontram numa faixa
de dez por cento do preco do ativo. Este efeito € aumentado, a medida que o prazo de
vencimento aumenta. Portanto, se a equacdo de Black e Scholes for utilizada para se obter
avolatilidade implicita de uma opcéo, quanto maior for o prazo de vencimento, menor sera

avolailidede implicita

Quando a corrdacéo é sgnificativamente positiva, a formula de Black e Scholes
tende a subestimar o preco das opgdes de compra fora-do-dinhero (out-of-the-money).

Isto pode ser melhor entendido se pensarmos que, quando o0 prego da acdo aumenta, a
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volatilidade também aumenta, aumentando desta forma a probabilidade de que a opcéo sga

exercida.

Quando a corrdacéo é significativamente negetiva, a formula de Black e Scholes
tende a superstimar as opgdes de compra fora-do-dinheiro. Quando o prego da acéo sobe,

diminui avolatilidade fazendo com que sga menos provavel que aopcéo sga exercida

Apesar destes modelos sobreporem as limitagdes iniciais do moddo origina de
Black e Scholes, para utiliza-1os temse que estimar diversos parametros o que aumenta o
grau de incerteza. Black (1998) examina as premissas de sua férmula origind e sugere

agumas modificagoes para mehorar a performance de seu modelo.

Britten-Jones e Neuberger (1998) andisam a vaidade da férmula de Black e
Scholes, deduzido a partir de premissas irredigtas, e chegam a conclusio que a formula
origina pode ser aplicada num mercado red, discreto, com custos caso se consiga prever
corretamente a volatilidade dos precos negociados. Mas, a eficiéncia da férmula depende
do tamanho dos sdtos apresentados pelos pregos dos ativos. Se os satos ndo forem

superiores a0,5%, aférmula pode ser utilizada.

Uma outra dternativa para tentar-se sobrepor as limitagbes do modelo origind de

Black e Scholes é a utilizaco de model os ndo paramétricos, apresentados a seguir.

4.2 Modelos Nao-Paramétricos
Estes modeos néo restringem os movimentos do preco da acéo a nenhum modelo

egtrutural. Utilizam séries historicas para tentar obter o valor das opcdes. Campbell, Lo e
MacKinlay (1997) reforcam o fato destes modelos, gpesar de serem capazes de cobrir uma

variedade de n&o-linearidades, precisarem de uma quantidade substancia de dados.
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Dentro deste tipo de abordagem, tem-se os trabahos de Stutzer (1996) utilizando
vaorizacdo canbnica e Hutchinson, Lo e Poggio(1994) que propdem o uso de redes

neurais para precificar opcoes.

4.2.1. Valorizacdo Canbnica
Stutzer (1996) propde uma forma ndo paramétrica chamada valorizacdo canbnica

para estimar o0 preco das opgoes.

O processo de vaorizagcdo candnica se da em trés etapas. Primeiro, dados
histéricos sBo computados para se congtruir a distribuicdo empirica de retornos. Depois,
edta distribuicéo é transformada em uma estimativa de probabilidades gustadas livres de
risco (martingale equivaente). Findmente, o vaor do derivativo € estimado utilizando-se a

distribuicéo de probabilidade gustada para calcular seu valor esperado descontado.

O principa desafio do modelo € encontrar a distribuicdo livre de risco a partir da
congtruida a partir de dados histéricos. Stutzer (1996) utiliza um método sugerido por
edatigticos e fiscos para resolver este problema. Essa estimativa vem da resolucéo da
minimizacéo do critério de digancia de Kullback-Leibler, |, das probabilidades positivas

gustadas, p *, para as probabilidades empiricas p

6 =ag  mn 1" 5)=4p (h)logE )
p'(M)>0.8 " (N=L ’ 21 B (h)

onde T representa niUmero de periodos da data de vencimento da op¢éo e H o dltimo

periodo do qua se tem informacao.

A solucdo do problema é a seguinte distribuic@o canbnica de Gibbs:
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onde R representa o retorno histdrico, r ataxalivre derisco e g o multiplicador de

Lagrange que pode ser encontrado solucionado-se 0 seguinte problema

. .0 é aR(-h) ,al
=ag mn e - 14,
g g m a, pg@w %
Stutzer (1996) smula um ambiente onde a mudanca do prego do &tivo segue a as
premissas do modelo de Black e Scholes, utiliza 0 método candnico para precificar opcoes
e chega a conclusdo que a precisdo do méodo € comparavel a0 modelo de Black e

Scholes, baseado nas volatilidades histéricas, naquelas condicoes.

No entanto, Stutzer (1996) lembra que 0 méodo canbnico pode ndo funcionar t&o
bem em casos onde as probabilidades corretas de martingale sdo radicamente diferentes

das probabilidades reais.

4.2.2. Precificacdo de Opcdes Utilizando Redes Neurais’
Hutchinson, Lo e Poggio(1994) propdem uma dternativa para a precificacéo de

opgdes quando a dindmica do ativo base ndo é conhecida ou quando a equacdo associada
a condicéo de ndo arbitragem ndo pode ser resolvida anditicamente. Utilizando precgos de
opcOes e varidve's primérias que influenciam o preco das opgdes, “treinam” a rede neura

que posteriormente se transforma na férmula de precificacdo passando a gerar o preco das

opcoes de acordo com os dados de entrada.

" Outras aplicagdes das redes neurais no mercado financeiro podem ser encontradas em Refenes (1995) e
Trippi (1993)
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Entre as vantagens deste modelo pode-se citar arobustez em relacdo a erros de
especificacdo que contaminam os outros model os, a adaptabilidade das redes a responder a
mudancas estrutural's no processo de geracdo de dados e a flexibilidade para lidar com uma

ampla gama de derivativos e dinamicas do ativo base.

Sua principal desvantagem € o fato de precisar de uma substancid base de dados
para se obter uma rede bem treinada. Portanto, ndo é apropriada para derivativos pouco
negociados, ou recentemente criados. A nd0 ser que estes derivativos possam ser

reproduzidos pela combinacdo de outros preexistentes.

As redes neurai's S0 examinadas a seguir.

4.2.2.1.Redes Neurais®
Uma rede neural pode ser descrita em termos de seus neurdnios individuais, suas

conexdes (topologa) e regra de aprendizagem. Juntos estes trés fatores congtituem o

moded o darede neurdl.

Unidade Bésica
Haykin (1999) faz um paralelo das redes neurais e 0 modo como o cérebro humano

processa informagdes. Fazendo-se uma andlogia com nosso sistema neuroldgico, pode-se
dizer que sua unidade basica € o neurbnio, congtituido por um corpo centrd, dentritos para
receber os dados de entrada e 0 axénio gque transmite o sinal de resposta para 0s dentritos
de outros neurdnios. A juncdo entre um axénio e um dentrito € chamada de sinapse. Os
snais das singpses sfo coletados e somados pelo neurdnio. Se aforca do sina combinado
excede um determinado patamar, 0 neurbnio emite seu préprio snd que € uma

transformacao do snd origina de entrada.

® ExplicagBes mais detal hadas sobre redes neurais podem ser encontradas em Haykin(1999)
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Cada conexdo tem um peso associado, w;, de ta forma que o neurdnio cacula sua
prépria saida, y, através da soma ponderada de suas entradas, X;, gerando um nivel de
ativacdo, z, e passando através de uma funcéo de transferéncia. A Figura 9 ilustra o

[Processo.

Wi
X1

W.
2 y

W,
Xn "

Figura9: Representacdo do Neurénio

Entdo, cada neurbnio produz uma resposta, que é o resultado da funcéo de

transferéncia utilizando-se as varidveis de entrada: 'y = F(é X xwi)

A funcdo de transferéncia pode ser uma funcéo degrau, Sgmdide ou uma funcéo
pseudo-linear. Cada funcdo de transferéncia introduz uma ndo-linearidade na rede
enriquecendo sua capacidade representaciond. A funcdo de transferéncia mais utilizada € a
funcio sgmdide. E definida por Haykin (1998) como uma funcio estritamente crescente

gue exibe um equilibrio atrativo entre um comportamento linear e néo linear.

F(29) =

l+e”?

A Figura 10 ilugtraafuncéo.
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ya
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Figura 10: Func&o sigmdide
Estrutura
Uma rede neurd € uma estrutura composta de neurdnios primarios interconectados
como ilustra a Figura 11. Estes neurénios s20 tipicamente organizados em camadas, com
cada neurdnio em uma camada tendo sua conexdo com cada neurénio da proxima camada.

A maneira em gue os neurbnios estéo estruturados esta intimamente ligada com o dgoritmo

utilizado paratreinar arede.
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Camadade Camada Camadade
Entrada Interna Saida

Figura 11: Representacéo de uma Rede Neural
O tipo de rede utilizado neste estudo é a multi-camada feed forward que tem uma

ou mais camadas de neurbnios. Cada camada recebe um vetor de entrada que € o vetor de
saida da camada anterior. As camadas estéo dispostas numa ordem linear, de tal forma que
a entrada da primeira camada é a entrada externa, entrada da segunda é a saida da primeira
e assam por diante, com cada camada recebendo seu vetor de entrada da camada anterior.

A Ultima camada é a de saida, e seu vetor de saida representa a saida da rede.

Os neurbnios da camada interna tem a funcdo de intervir entre os neurdbnios
externos de entrada e saida. Através da adicdo de uma ou mais camadas internas arede €

capacitada a extrair edtatisticas de ata ordem.

Sistema de “aprendizagem”

Haykin (1999) define a gprendizagem de uma rede neural como

“Aprendizagem é um processo pelo qual os parametros livres de uma rede neural S0
adaptados através de um processo de estimulacéo produzido pelo ambiente em que arede
eda inserida. O tipo de gprendizagem € determinado pela maneira em que a mudanca dos
parémetros ocorre.” (pag. 50)
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Um sgema neurd “gorende’ aravés da mudanca de suas conexfes internas
respondendo a estimulos externos, ou sgja, a resposta da rede € adaptada dterando-se 0s
pesos de suas conexdes. O agoritmo de gprendizagem utiliza conjuntos de vetores de
entrada e saida paratreinar arede. No chamado aprendizado supervisionado, especifica-se
0 padréo de saida desgjado. Deste modo, um retorno de aprendizagem é fornecido para
cada par de dados (entrada-saida) para ser aprendido pelarede. Assm, adiferencaentre a
saida desgjada e a redlizada é conhecida para todo conjunto de dados. O objetivo deste
tipo de aprendizagem é diminar as diferencas entre as saidas da rede e as desgadas

minimizando uma fungdo de custo ou maximizando uma funcéo objetivo.

O dgoritmo da retropropagacdo do erro (back propagation) é, provavelmente, o
mas conhecido e utilizado dgoritmo de gprendizagem supervisonado. Refenes (1995)
afirma que a descoberta deste dgoritmo, mais que a das redes, foi que proveu o impeto
para a exploracgo prética das redes neurais. E um agoritmo de gradiente descendente, ou
Sga, gusta os pesos da rede de tal forma que o erro globa decresce continuamente. Um
obstaculo desta técnica € que a rede pode se fixar num minimo loca e ndo encontrar o

conjunto de paréametros que determinam o minimo global, ito €, o ponto étimo.

Para iniciar 0 processo, 0s pesos s inicidizados com vaores deatdrios. O
treinamento da rede se da através da mudanca sistemética dos pesos até que o sstema
produza a saida desgjada, dado um certo nivel de tolerancia. A forca das conexdes (pesos)
€ entéo gjustada na direcdo decrescente do erro. Uma medida bastante utilizada de erro é

dada por:
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E :%jél-(yjyc ) dj,C)2

ondey; . representaarespostadaunidade j paraoinput/output ¢, ed; . arespostadesejada
Portanto, a aprendizagem da rede € um processo de minimizacdo da medida de

erro. Depois que nimeros aeatdrios sdo escolhidos como pesos, wsamse as seguintes

equacles para gjusta-los:
DVVi?,k =h >dj,k XY k-1

n+l _ n
Wij,k - Wij K + I:)vvij,k

Lo
ik _gdZ!.Z,"k Yik = Yik)

paai =1,2,...,1;j=12,..,Jek=K.
onde wj, € 0 peso conectando o neurdnio i na camada k-1 ao neurdnio j nacamadak na
iteracdo n;
h é codficiente da taxa de treinamento ( normal mente entre 0.01 e 1.0);
Yix€asaidado neurbnio i nacamadak;
y!, €ovalor desgjado para y i k.

O dgoritmo de retropropagacao do erro consiste em duas passagens pelarede. Na
primeira, de ida, 0 vetor de entrada é processado camada a camada até que, finalmente, a
resposta da rede € produzida. Nesta passagem os parametros da rede permanecem fixos.

Durante a segunda passagem, de volta, os parametros sdo gjustados de acordo com aregra

de corregéo.

Note que o adgoritmo acima sO pode ser gplicado para a Ultima camada de
neurbnios, uma vez que requer o conhecimento da saida desgjada. Para as camadas

internas néo ha saida desgjada e, consequentemente, d ;| tem que ser obtido de um outro

modo. O agoritmo de retropropagacéo deriva seu nome do fato de propagar o vaor

ded, , paratrésaraves darede. Paraas camadas internas, temos:
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_aelyo 3o C
dj,k _gdzb"k >Ea]d]k >(\Nij,ka

paak=1,2, ..., K-1.

O coeficiente da taxa de treinamento controla a velocidade de agprendizagem.
Quanto menor o valor do coeficiente, menores sGo as mudancas nos parametros da rede a
cada iteracd0 e mais suave € a trgetdria de guste dos pesos. Esta melhora, no entanto,
implica uma velocidade de gprendizagem mais lenta. Por outro lado, caso o coeficiente sga

muito aumentado, a mudanca nos parametros pode ficar ingtéve, ito €, oscilatoria

Para s aingir um gustamento mais rgpido no agoritmo de retropropagacéo,
evitando-se o problema de instabilidade, pode-se incluir uma congtante de momento. Essa
congtante de momento é utilizada para gjudar arede a seguir os estreitos vales, se exigtirem,
na superficie de erro, evitando saltos répidos de um lado para o outro. Isto se da através da
adicdo de um termo autoregressivo ao agoritmo. Assm, temse uma“memoria’ dos gustes
prévios

n+l __
I:)vvij,k _h >dj,k >(yi,k—l +a xl:)vvi[;,k
wt =w" +Dwtt
ij,k - ij K ij,k

onde a é aconstante de momento.
A proxima secéo examina as evidéncias empiricas da teoria de precificacdo de

0pgOes.
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4.3.Evidéncias Empiricas
Uma forma de se escolher um método de precificacdo de opgdes € conduzir e

observar estudos empiricos. No entanto, qualquer hipdtese edtatistica sobre modelos de
precificacdo de opcles é uma hipdtese conjunta de que a férmula de precificacdo eta
correta e que o mercado é diciente. Outra dificuldade esta relacionada com a volatilidade
gue é uma variavel que ndo pode ser observada. Pode-se edima-la de varias maneras
através de valores historicos, de vaores implicitos nos prémios das opcdes ou por outros
métodos. Também deve-se ter cuidado para que os pregos dos ativos primarios e das

opgdes estgjam sincroni zados para a realizacao de testes.

Black e Scholes (1973) assm como Gaa (1977) testaram se era possivel obter
retornos superiores a taxa livre de risco comprando opgdes subvalorizedas pelo mercado
em relacdo ao prego tedrico, vendendo opcles e mantendo uma posicdo deta-neutro.
Ambos 0s estudos, na auséncia de custos transacionais, obtiveram retornos superiores a

taxalivre de risco.

Chiras e Managter (1978) compararam a volatilidade ponderada implicita pelos
precos das opgbes com a volatilidade histérica utilizando dados da Chicago Board
Options Exchange . Chegaram a conclusdo que o método implicito fornecia uma melhor
previsdo da volatilidade durante a vida da opcdo. Contudo, ndo ha um consenso sobre o
assunto. Suportando 0 modelo de B-S, obtiveram resultados postivos ao testar uma
edratégia de comprar opgdes com baixa volatilidade implicita e vender as de dta

volatilidade.

MacBeth e Merville (1979), utilizando opcles de acbes em 1976, chegaram a

conclusdo que as volatilidades implicitas tendem a ser rativamente atas para as opgdes
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dentro-do-dinheiro e reativamente baixas para opgdes fora-do-dinheiro. Estes resultados
tornam-se mais pronunciados quando aumenta-se o prazo das opgdes e 0 grau em que a

0pcaon se encontra dentro ou fora do dinheiro.

Rubingein (1985) redizou um estudo dmilar a0 de MacBeth e Mewille
comparando volatilidades implicitas de opgdes, entre 23/08/1976 a 21/10/1977, que
diferiam gpenas na data de exercicio ou no preco de exercicio. Dividiram o periodo de
testes em dois subperiodos, 23/8/76 a 21/10/77 e 22/10/77 a 31/8/78. No primeiro
intervalo, os resultados sfo consstentes com os de MacBeth e Merville (1979). No
entanto, resultados opostos foram encontrados no segundo intervalo, ou sga, as
volatilidades implicitas eram rddivamente dtas para opcBes fora-do-dinheiro e
relativamente baixas para opgdes dentro do dinheiro. Durante todo o periodo, as opcoes de
curto prazo tnham volatilidades implicitas dgnificativamente mais dtas. Estes resultados

indicam que houve uma mudanca na correlacéo entre o aivo e a volailidade.

Relaxando dgumas premissas restritivas do modelo de Black e Scholes, Bakshi,
Cao e Chen (1997) derivam mode os genéricos que admitem volatilidade estocéstica, taxa
de juros estocéstica e “sdtos’ deatorios. Utilizando opgbes do S& P 500, examinaram

varios model os sob trés perspectivas.

1.Consgténcia interna dos parametros implicitos com as séries temporais. todos 0s
modelos gpresentam inconssténcias, sendo o modedo de sdto-difusio e volatilidade

estocastica 0 menos incons stente, e o Black e Scholes 0 mais incond stente.

2.Precificacédo fora da amostra Black e Scholes gpresenta os maiores eros,
seguido do modelo de volatilidade estocastica. O sdto-difusio apresenta os menores erros.

A inclusfo de taxa de juros estocastica melhora o gjuste para opgdes de longo prazo.
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3.Performance de hedge: Doais tipos de estratégias de hedging foram utilizados para
avdiar a eficiéncia dos moddos. A primeira estratégia consistia no hedge utilizando o aivo
primario como Unico ingrumento de hedging. Neste tipo de hedge, 0 modelo de volatilidade
estocagtica tem 0 mehor desempenho seguido do modelo de volatilidade estocastica com
sdtos deatdrios. Na segunda estratégia, a posicao liquida era completamente imunizada
(locdmente) através do uso de um nimero de ingrumentos igud ao nimero de fontes de
riscos. Os erros de hedge para os modelos de volatilidade estocéstica , volatilidade
estocastica - taxa de juros estocéstica e volatilidade estocastica-sdtos aeatdrios foram de
50 por cento a 65 por cento mais baixos que o de B-S. A mudanca da frequéncia de hedge
afetava ggnificativamente os erros provenientes do modelo de BS e margindmente os

outros modelos.

Bakshi, Cao e Chen (1997) observaram que, em gerd, independentemente da
medida de performance adotada, a incorporacéo da volatilidade estocéstica € o fator mais
importante no gprimoramento da formula de Black e Scholes De acordo com o0s
resultados, adicionando-se a caracteristica dos sdtos deatorios melhora ainda mais a
precificacdo do modelo de volatilidade estocadtica, especiamente, as de curto prazo;
enquanto que os modelos de taxa de juros estocastica gjudam a precificacdo das de longo

prazo.

Assumindo que a volatilidade dos retornos de um ativo € uma funcéo deterministica
do prego do ativo e tempo, Dumas, Fleming e Whaey (1998) desenvolveram um moddo
de vaoracdo de opcles utilizando uma funcéo deterministica de volatilidade capaz de

gustar-se aos precos das opgcdes negociadas. A idéia de se tentar gustar 0s pregos de
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opcBes por uma funcdo determinigtica € muito similar a construcéo de uma arvore binomia

ou trinomia que se gusta aos precos das opgoes.

Tentando superar os desvios do modelo de B-S em descrever os pregos das
opcBes utilizando uma voldtilidade constante, Dumas et dli testam a hipétese da volatilidade
ser uma funcdo deterministica do prego do ativo e do tempo. Para testar o modelo,
verificam se afuncéo de volatlidade implicita “hoje’ € a mesma que esta embutida nos
precos de opgdes “amanhd’ . Utilizando dados de opgdes do S& P 500 de Junho de 1988 a
Dezembro de 1993, examinaram a performance preditiva e de hedging de seu modelo que
néo foi superior a0 modelo de Black- Scholes gustado as volatilidades implicitas aos precos

de exercicios e prazos de vencimentos.

Cada funcdo de volatilidede era estimada através da minimizacéo da soma dos
guadrados dos erros entre os pregos reportados e os calculados pelo modelo. Apesar da
dta flexibilidade em especificar a funcéo de voldtilidade, que faz com que sempre sga
possivel descrever exatamente a estrutura dos precos das opcles, os resultados da
pesquisa mostram que quanto mais smples 0 modeo melhor. Quando as fungdes de
volatilidade foram utilizadas para precificar as opcdes uma semana mais tarde, os erros
crescian a medida que 0 modelo se tornava menos parcimonioso. Especificamente,
modelos que incluem um parametro tempora tém os piores desempenhos, indicando que a
variave tempo € uma importante causa de overfitting, ou sga, apesar de melhorar o guste

do mode o aos dados prejudica a capacidade de generalizacéo.

58



Precificacdo e Hedge Dinémico de Opgdes de Telebrés Utilizando Redes Neurais

5. Método de Estudo
Paratentar descobrir arelacdo entre os fatores determinantes do prego das opcoes,

treinou-se uma rede neural com dados de mercado. Os dados utilizados s30 descritos na

secéon 5.2..

Apbs treinada, Utilizou-se a rede para a tomada de decisdo de compra ou venda

das opcdes comparando-se 0s precos gerados pelo modelo e os praticados no mercado.

Para avdiar a performance da rede fezse uma andise dos resultados de uma

edtratégia de hedge dinamico “delta-neutro”.

5.1. A Rede
Para condruir, treinar e Smular a rede neurd, utilizou-se o smulador de redes

neurais do software MATLAB. N&o foi utilizado nenhum critério especifico como adicéo ou

remocao de neuronios para se determinar a estrutura da rede.

A rede utilizada foi uma rede multi-camada feed forward® com duas camadas
escondidas. Cada camada escondida possuia 5 neurdnios cada e utilizava afungdo sgméide
como funcdo de transferéncia. A camada de saida, por sua vez, utilizava uma fungéo lineer.

A rede pode ser visualizada na Figura 12.

O dgoritmo utilizado para treinar a rede foi um agoritmo de r-egularizacéo
automética do MATLAB('trainbr’). Os dgoritmos de regularizacdo tentam diminuir o
problema de overfitting, produzindo redes que generdlizam bem. Através da utilizaggo

destes dgoritmos, diminui-se a dificuldade em se determinar a arquitetura étima da rede.

° Apresentada na se¢i0 4.2.2.1.
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O problema de overfitting ocorre quando o erro do conjunto de treinamento €
levado a um valor bem pegqueno, mas quando novos dados sdo apresentados arede o erro
€ grande. Igto indica que a rede memorizou a amostra de treinamento, mas ndo aprendeu a

generdizar para novas Stuagoes.

Um método para melhorar o poder de generdizacdo de uma rede € utilizar uma
arquitetura de rede grande que ndo sgja maior que a necessaria para se adequar aos dados.
Quanto maior for a rede, mais complexas sdo as fungdes que €la pode criar e maior a
probabilidade de sobrepor os dados sacrificando seu poder de generdizacéo. A dificuldade

esta em saber de anteméo quédo larga deve ser arede neural para uma aplicacao especifica

Uma outra forma de se melhorar o poder de generdizacdo de uma rede é através
da utilizacdo de técnicas de regularizacdo. Alterando-se a fungdo de performance da rede
através da adicdo de um termo de soma quadratica dos parametros da rede, forca-se a
resposta a sr mais suave. Desta forma, a rede torna-se menos propensa a sobrepor 0s

dados minimizando o problema de overfitting.

Antes de serem apresentados a rede, 0s dados passaram por uma etapa de pré-
processamento. Os dados foram transformados de forma que ficassem numa faixa de

vaores[-1,1] que possihilitasse umamehor eficiéncia darede.

5.2.Fatores Utilizados
Para treinar a rede foram utilizados os fatores do moddlo de Black e Scholes o

preco da acéo, 0 prazo de vencimento, o0 preco de exercicio, ataxa de juros e volatilidade.

> Preco da acédo: preco da acdo da Telebras no momento que foi negociada a opgéo.

» Prazo de Vencimento: nimero de dias Utels até a data de vencimento.
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> Preco de Exercicio: Preco de exercicio das s&ries. Foram gjustados nas datas que a

acao recebeu dividendos.

» Taxa de juros. Foi congruida a curva diaria de juros loca com base nos precos de
fechamento dos contratos futuros de juros da BM&F. A varidvel de entrada da rede é

o fator de desconto efetivo até a data de vencimento da opcao.

» Volatilidade: Como indicador da volatilidade da acéo, foi utilizado o desvio-padréo
dos pregos das aces da Telebrés negociadas nos dois Ultimos dias (“intra-day”).
Os dados utilizados para estimar as varidveis da rede foram:

» Série historica dos pregos das actes da Telebras de dezembro de 1997 a abril de 1999

negociadas na BOVESPA™

» Série histérica dos pregos das opgdes de compra da Telebras de dezembro de 1997 a
abril de 1999, negociadas na BOVESPA, das seguintes séries. FEV98-130, ABR98-

140, JUN98-140, AGO98-140, OUT98-90, DEZ98-90, FEV99-120 e ABR99-150

» Série higtdrica dos pregos dos contratos futuros de juros (DI) de dezembro de 1997 a

abril de 1999 negociados naBM&F*
> Série historica das taxas de CDI* registradas na CETIP*

Outros fatores, como volume negociado, bid-ask spread, nimero de oferta de
compra e venda, variavels bindias que representassem a existéncia de andncio de

informages rel evantes, taxa de cambio ou cotacdo do indice Dow Jones poderiam ter sido

° Bolsade Valores do Estado de S&o Paulo

! Bolsa de Mercadorias e Futuros

12 Certificado de depdsito interbancario

13 Central de Liquidag&o e Custddia de Titulos Privados
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utilizados. De fato, talvez a performance de uma rede formada a partir destes fatores sga

anda melhor que arede criada nesse estudo.

Mas, como pretendia-se comparar 0 desempenho da rede neural com o0 modelo de
Black e Scholes optouse por se utilizar as mesmas varidvels de entrada. A Unica diferenca
se refere a variave utilizada como indicador de volatilidade, pois pretendia-se utilizar uma
variavel que fosse independente do modelo de Black e Scholes para que ndo houvesse

nenhuma interferéncia deste modelo no aprendizado da rede.

@ ' s
Y

A\'IA 'ls
OO
»o»« RN

WY WX (/FZ
(=) NN %
AR

Figura 12: Rede utilizada - multi-camada feed forward com 2 camadas escondidas (5 neurénios utilizando a
funcdo sigmdide) e fungdo linear na saida

Preco
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5.3.Amostra
Paratreinar e testar a rede neural, utilizou-se dados histéricos relativos a oito séries

de opgdes de compra de Telebras entre dezembro/97 e abril/99.

Os dados foram divididos destoriamente em duas séries. treinamento e teste. A
s&rie de treinamento serviu para gustar 0s parametros da rede. A s&rie teste serviu para
verificar aresposta da rede quando testada com dados que nédo haviam sido apresentados a

rede na fase de adaptacdo de seus parametros.

Durante o periodo andisado, o preco da acdo da Telebrds apresentou uma
flutuacdo bastante intensa. O comportamento dos precos da Telebrés durante o periodo

estudado pode ser observado na Figura 13.

Comportamento da Telebras
170

150 ~

130 A

110 A

Preco R$/1000

90 -

70
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4

N

Figura 13: Comportamento da Telebras durante o periodo estudado
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5.4.Hedge Dinamico
Para testar a performance da rede neural comparou-se os resultados de uma

edratégia de hedge dindmico delta-neutro com os resultados que seriam obtidos com o
modelo de Black e Scholes. Além disso, tomou-se a saida da rede para tomada de decisdo.
Se o preco sugerido pela rede fosse maior que o praticado pelo mercado, a opcéo era

comprada. Caso contrario, a opcao era vendida.

A edraégia delta-neutro condste no posicionamento em opgdes e agdes de ta
forma que o portfdlio fique imune a pequenas oscilagdes do prego da acdo. O nimero de
acoes a ser vendido ou comprado € determinado pelo delta da opcéo(sensbilidade do
preco da acéo a variacao do preco da opcao). Este procedimento ja foi ilustrado na secéo

4.1.2.2.

Becker, Lemgruber e Fdicio (1991), utilizando o mesmo principio, reproduzem um
opcdo de venda ilustrando como pode ser feito um seguro dindmico de portfdlio quando
ndo ha um mercado de opgdes disponivel. Para comprovar empiricamente a eficacia da
formacéo da opcéo sintética, realizam, com sucesso, uma smulacdo com dados histéricos

do mercado brasileiro de ouro de junho de 1988 amaio de 1990.

No modelo de Black e Scholes, o delta pode ser obtido derivando-se a solucéo
em relacdo ao prego do ativo primario anditicamente. Como a funcéo da rede neurd é
bagtante complexa, fezse uma goroximacdo numérica para e determinar a primeira
derivada da rede an relacdo ao preco da acdo. Portanto, para calcular o delta da rede
cdcula-se novamente o prego da opcdo utilizando 0s mesmos parametros utilizados
anteriormente com um novo prego da acdo (preco anterior + 0,10), subtrai-se o preco

anterior e divide-se o resultado pelo acréscimo dado ao preco da acéo.
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A diferenca entre os ddtas sucessvos indica a quantidade margind de agoes a

serem compradas/vendidas para que o portfolio continue delta- neutro.

Apesar da férmula de Black e Scholes ter seu delta amplamente conhecido,
precisase cdcular a volailidade implicita da opcdo para determina-lo. A volatilidade
implicita das opcBes foi determinada utilizando-se 0 méodo numéico de Newtorr

Raphsorn.

Para verificar a performance dos dois modelos, smulou-se 0 hedge dindmico das
opcgdes através do rebaanceamento dos portfolios conforme cada modelo. Ao find de cada

dia, como ocorre no mercado, o saldo fina eraremunerado/cobrado em um CDI:
Saldo Credor.; : Saldo Inicialy = Saldo Credorg; x (1+CDI)
Saldo Devedor 4 : Saldo Devedor 4 = Saldo Devedeor 44 x (1+CDI)

Seguiu-se com a estratégia até 4 dias Uteis antes do vencimento da opcao, quando

o portfolio eraliquidado.

¥ 0 cadigo utilizado no Excel pode ser visualizado no Apéndice 1
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6. Resultados
Como a fungéo da rede é precificar as opgdes, um dos primeiros resultados a ser

andisado é o coeficiente de determinacio, R, dos valores estimados, comparados com os
vaores de mercado. Os resultados mostram uma grande proximidade entre os resultados

esperados e os obtidos pelarede neurd.

As Figuras 14 e 15 mostram a regresséo e 0 @eficiente de corrdacdo entre as
respostas da rede e os vaores de mercado para as fases de treinamento e teste
respectivamente.

A andise dos resultados da amostra de teste mostra que a rede ndo s se adaptou a
Série de treinamento, mas também atingiu um grande poder de generaizacéo pois, quando

processou a série de testes, seus parametros ja estavam determinados.

Figura 14: Regressao dos resultados da rede contra os valor es de mer cado para a amostra de

Fegressao dos Resultados (Treinamento)
= Best Linear Fit: A= (0.994) T + (0.035)

30 -

< Dados
—— Rede = Mercado
- Best Linear Fit
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o

R =0.997 B
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hercado

treinamento
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Regresséo dos Resultados (Teste)
Best Linear Fit: A = ({0.999) T + (0.0255)
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Figura 15: Regressdo dosresultados da rede contra os valor es de mer cado para a amostra deteste
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Figure 16: Preco das opcdes de compra divididos pelo preco da agdo da amostra utilizada
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A Figura 16 mostra os pregos de mercado das opgdes de compra divididos pelo
preco da acdo junto com os pregos previstos pela Rede Neura conforme o prazo de
vencimento e o distanciamento do prego de exercicio. Pode-se notar que o agoritmo de
treinamento da rede tentou evitar o problema de ‘overfitting’ favorecendo a suavizacéo da

superficie ao invés de sobrepor todos os dados.

Novamente, pode-se notar o grande poder de adaptabilidade da rede. No entanto,
a rede néo foi parametrizada para ter como variavel de saida vaores positivos. Pode-se
verificar que a rede produziu adguns vaores de preco negativos para opgdes muito fora do
dinhero. Vde lembrar, como mostra a Figura 16, que a maioria das opgdes analisadas néo
Se encontram nessas condi¢des prejudicando a parametrizacéo darede paralidar com estas
StuacOes.

Pode-se comparar, também, os resultados da rede neural com o modelo de Black e
Scholes através de uma smples ingpecdo visua das superficies de preco e deta dos
respectivos modelos. As Figuras 17 e 18 mostram a superficie de pregos do modelo de

Black e Scholes e darede neurd, utilizando a volatilidade média da amostra

Opcgado de Compra Européia - Black-Scholes
(taxa de juros = 35% ; Strike = 100)

Figura 17: Pregos das opgOes de compr a, utilizando-se a volatilidade média da amostra, segundo
Black e Scholes
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Opcédo de Compra Européia - Rede Neural
(taxa de juros = 35% ; Strike = 100)

Call

Figura 18: Pregos das opgdes de compr a, utilizando-se a volatilidade média da amostra, segundo o
modelo daredeneural
Reforcando mais uma vez o poder de generdizacéo da rede neurd, a Figura 18

goresenta uma superficie relaivamente uniforme devido a utilizacdo da técnica de
regularizacéo.
As Figuras 19 e 20 mostram a superficie de delta do modelo de Black e Scholes e

darede neurd utilizando a volatilidade média da amodra.

Delta da Call - Black-Scholes
(taxa de juros = 35% ; Strike = 100)

l 500 Delta

60 —
45

Prazo de

Vencimento
o 130 140 150

90 100 110 12
Spot

Figura 19: Delta das opcbes de compra de acordo com o modelo de Black e Scholes
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Delta da Call - Rede Neural
(taxa de juros = 35% ; Strike = 100)

Delta

100 110 120 130

60 70 Spot
Figura 20: Delta da opcéo de compra de acordo com o model o da Rede Neural
As Figuras 19 e 20, por sua vez, ja gpresentam uma diferenca de superficie
sgnificativa o que refletird nos resultados de hedge dinémico das opgdes, uma vez que esses

resultados dependem do delta estimado.

Uma medida mais sgnificativa da performance de uma férmula de precificacéo de
opcdes e, que responde ao problema andisado por esse estudo, se da através da
mensuracdo do erro do portfélio de uma edtratégia de hedge dindmico utilizando-se a

férmulaem questéo para calcular a protecéo necessaria ou ‘delta-hedge’ .

Os resultados da Tabdla 1 indicam uma performance de hedge dindmico superior
da rede neura em relacdo ao modelo de Black e Scholes. Em média, o hedge dindmico da
rede neural gpresentou um resultado superior R$ 0,06 por opcdo ao modelo de B-S. Este

desempenho foi verificada ndo O para a anogtra integrd mas também para a anostra de
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teste isoladamente onde o resultado do hedge dinamico da rede superou o do modelo de

B-S em R$0,17 por opcao.

De acordo com os resultados obtidos pode-se regjeitar HO em favor de H1, e

afirmar que os resultados de hedge dindmico da rede neurd sdo superiores ao do modelo

de Black e Scholes com um grau de significAncia menor que 1%". A Tabela 1 mostra o

resumo dos resultados obtidos. A Tabela 2 e a Figura 21 mostram a disperséo da amostra

em relacéo ao distanciamento do preco de exercicio.

Delta hedge darede neural e do modelo de Black e Scholes (R$)

Minimo
Maximo
Média
Desvio
N

Teste T

Minimo
Méximo
Média
Desvio
N

Teste T

Minimo
Maximo
Média
Desvio
N

Teste T

Minimo
Méaximo
Média
Desvio
N

Teste T

RN

-7,73
8,74
0,26
2,17
6340
0,025%

-7,73
8,74
0,23
2,97
1787
0,189%

-2,81
5,01
0,25
1,62
901
12,218%

-7,35
7,95
0,35
2,27
500
0,168%

BS

Amostra Integral

-5,80
6,89
0,21
1,88
6340

>-10 & <-5%
-5,73
6,89
0,15
2,44

>0 & <5%
-3,10
3,80
0,20
1,57

Teste
-5,54
5,87
0,18
191

RN -BS

-4,14
4,08
0,06
1,31

-3,27
3,16
0,09
1,27

-3,51
3,34
0,04
1,14

-4,10
4,06
0,17
1,27

RN BS
<-10%
-7,71 -5,80
8,30 6,40
0,13 0,14
1,58 1,44
1235
42,681%

>-5% & < 0%

-5,73 -4,31
5,21 4,39
0,34 0,27
2,11 1,74
1810

1,187% 2,374%

>5%

-2,52 -3,74
4,76 3,80
0,33 0,08
1,56 1,00
607

0,610%

RN -BS

-4,14
4,08
-0,01
1,56

-2,96
2,98
0,07
1,34

0,05
0,35
0,12
0,08

Tabelal: Diferencaentre o resultado de hedge dindmico da Rede Neural (RN) e do modelo de Black e

Scholes (BS) medido em Reais e segmentados pel o distanciamento do preco de exercicio

!> Pode n&o haver independéncia entre as séries, 0 que comprometeriaasignificanciado teste. Para
sobrepor este problema, pode-se realizar simul agdes de Monte Carlo. No entanto, perde-se a
aplicabilidade prética umavez que ndo estaria se trabalhando com dados de mercado.
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Histograma
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Figura 21: Histograma da amostra em relagéo ao distanciamento do prego de

exercicio
% Fora do Dinheiro Fregliéncia % cumulativo

-30% 83 1,31%
-20% 228 4,91%
-10% 924 19,48%
-5% 1787 47,67%

0% 1810 76,21%

5% 901 90,43%
10% 360 96,10%
20% 139 98,30%
30% 78 99,53%
Mais 30 100,00%

Tabela 2: Dispersdo daamostraem relagdo ao distanciamento do
preco de exercicio.

Apesar dos resultados de cobertura dinémica favorecerem fortemente as redes
neurais, N80 se pode esquecer a fata de precisdo desse modelo que chegou a precos
negativos para as opgdes. Este problema pode ser contornado através da especificacdo da

funcdo de saida. No entanto, este procedimento ndo garantiria a precisdo para vaores

positivos.
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O impacto dos custos de transacdo ndo foram examinados neste estudo, uma vez
gue o objetivo era comparar a performance de duas abordagens. Como o hedge dindmico
era redizado na mesma frequiéncia, o impacto dos custos de transacdo néo dteraria 0s

resultados finals.
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7. Conclusdes
Este trabaho apresentou uma comparacdo da performance de cobertura dindmica

entre 0 modelo de Black e Scholes gustado com a volatilidade implicita de mercado e um
moddo ndo paramétrico, redes neurais, formado pelas mesmas varidvels da formula de

Black e Scholes com excegéo do indicador de volétilidade utilizado pelarede.

A principa diferenca entre a criagdo de umarede neural e sua contraparte natural,
um processador de informacdo classico para classificacdo de padrdes, € dada por Haykin

(1999):

“No ultimo caso, gerdmente procedemos formulando, primeiro, um modelo matemético de
fendmenos observados, vaidando o modelo com dados resis e entdo construindo com base
no modelo. Contrastando com esta abordagem, a criacdo de uma rede neura € baseada
diretamente em dados reais, sendo permitido ao conjunto de informagdes falarem por 9.
Portanto, a rede neura ndo sb provém o modelo implicito nas condigdes do ambiente no
qua esta envolvida mas também executa a fungdo de processamento de informagtes de
interessg”’ (pég. 25)

Apesar da grande popularidade do método de Black-Scholes entre os operadores
de mercado, os resultados deste estudo sugerem que as redes neurais devem ser
consideradas como uma alternativa para os operadores de opgdes ja que apresentaram

uma performance de cobertura dinamica de risco superior ao modelo de Black e Scholes.

De acordo com os resultados obtidos, a performance de hedge dindmico da rede
neural foi superior ado modelo de Black e Scholes. Por outro lado, na amostra selecionada
Ndo consegue-se garantir a independéncia entre as séries. Uma smulagéo de Monte Carlo

pode resolver este problema, mas perde-se a aplicabilidade prética®.

'® Hutchinson, Lo e Poggio (1994) utilizaram Monte Carlo parasimular um ambiente onde as premissas
do modelo de B-S eram vdlidas e treinaram umarede neural que teve uma performance de hedge
dinémico superior a0 modelo de B-S no ambiente simulado
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Ainda ndo podemos afirmar que a abordagem das redes neurais € superior as
abordagens paramétricas. Este estudo focou apenas 0 modelo de Black-Scholes e sua
aplicacdo foi testada apenas nas opcBes de compra de Telebras entre dezembro/97 e
abril/99. Além disso, este méodo ndo-paramétrico demanda uma grande quantidade de
dados para se obter uma rede bem treinada. Consequentemente, esta abordagem néo é
goropriada para derivativos iliquidos ou para novos derivativos que ndo possam ser

replicados por outros ja existentes.

Com relacdo a precisdo da rede neura na determinacéo do preco absoluto das
opcoes, os resultados deste estudo indicam que 0 modelo desenvolvido nesse estudo ndo
deve ser utilizado como ferramenta Unica para o processo de tomada de deciséo de compra
ou venda de opgdes. Como afirma Hutchinson, Lo e Poggio (1994), se a dindmica do ativo
primario for bem conhecida e uma expressio anditica estiver disponivel para esta dindmica,
a abordagem paramétrica quase sempre tera uma precisio melhor que a rede neurd na
precificacéo e cobertura dindmica dos riscos. Contudo, como estas condigdes nem sempre
ocorrem, ainda ha um grande espaco para a aplicacéo prética das redes neurais na

precificacdo de opgoes.

Por outro lado, os resultados obtidos nesse estudo s&o encorgjadores se for levado
em conta que somente um tipo de edtrutura de rede e dgoritmo de gprendizagem foi
utilizado. Importantes varidveis que podem ter um reflexo na volatilidade do preco da acéo,

como o volume negociado, ndo foram condderadas.

Portanto, pode-se dizer que o potencid das redes neurais anda néo foi totamente
explorado e que resultados mais promissores podem ser esperados. Estes resultados

podem ser melhorados através da substituicdo ou aumento dos fatores de entrada da rede.
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Fatores como retorno médio do Ibovespa, volatilidade média do Ibovespa, volume de
ac0es negociados e outras medidas de mercado podem gjudar a explicar o comportamento

do ativo primario e sho facilmente incorporados a estrutura de uma rede neurd.

Uma outra forma de aumentar o potencial do uso das redes neurais pode vir do
avanco das pesquisas na especificacdo das edtruturas da rede. Novos métodos para
determinar a arquitetura da rede, a interconexao entre 0s neurénios ou novos agoritmos de

gprendizagem podem alavancar o uso desta ferramenta.

Estudos posteriores poderiam investigar a utilizacdo de aguns dos fatores ja
mencionados e a gplicabilidade desta técnica a outros aivos financeiros como a taxa de
cambio. Uma outra sugestdo seria 0 aproveitamento da capacidade preditiva das redes
neurals juntamente com um modelo paramétrico para a cobertura de risco dinamico das
opcgoes, que poderia acontecer através da criacdo de uma rede neural prever a volatilidade

futura de determinado ativo ou do proprio preco deste ativo.

Findmente, tendo em vigta as andises e discussio desenvolvidas neste trabalho,
espera-se que os profissonals do mercado financeiro brasileiro se interessem pelo uso desta
ferramenta ndo paramérica Assm, maiores serdo as chances de aperfeicoamento e
oportunidades de  congtruir uma rede neurd cuja saida sgja uma estimativa da volatilidade

futura do ativo primério, que podera servir de entrada para agum modelo paramétrico.
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Apéndice 1: Determinac&o da Volatilidade Implicita®’

Mktprice: preco da opcao
Srike: prego de exercicio
Tenor: prazo emdias Uteis
Spot: prego da agdo
Fator: taxa dejuros efetiva
Vol: volatilidade implicita
Esta Funcéo calcula a volatilidade implicita da opcéo
Function ImpVol Call(mktprice As Double, strike As Double, tenor As Double,
spot As Double, fator As Double, err As Double)
tenor = tenor / 252
Volatility = 0.5
dv=err+1
While Abs(dv) > err
dl = Log(spot * fator / strike) + (0.5 * Volatility * Volatility) * tenor
dl=d1/ (Volatility * Sgr(tenor))
d2 = d1 - Volatility * Sgr(tenor)
priceerror = spot * cdf(dl) - strike/ fator * cdf(d2) - mktprice
vega = spot * Sgr(tenor / 3.1415926 / 2) * Exp(-0.5* d1* dl)
dv = priceerror / vega
Volatility = Volatility - dv
Wend
ImpVolCall = Volatility
End Function
Esta funcio aproxima a Distribuicdo Normal acumulada
Function cdf(x)
D=1/(1+ 0.33267 * Abs(x))
a= 0.4361836
b = -0.1201676
c = 0.937298
cdf = 1-1/Sgr(2* 3.1415926) * Exp(-0.5* x* x) * _
@*D+b*D*D+c*D*D*D)
If x< 0 Then cdf = 1 - cdf
End Function
Esta funcéo calcula o delta de B-S.
Function BSDelta(spot As Double, strike As Double, vol As Double,
tenor As Double, fator As Double)
tenor = tenor / 252
dl = (Log(spot * fator / strike) + 0.5* vol * 2 * tenor) / _
(vol * tenor "~ 0.5)
Nd1 = Application.NormDist(dl)
BDelta = Nd1
End Function

70 codigo em Visual Basic utilizado foi adaptado de Wilmott(1998).
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Apéndice 2: Hedge Dinamico
No quadro abaixo, encontra-se os codigos em Visud Basic dos agoritmos

utilizados para cacular os resultados do hedge dinamico para os dois modelos.

Esta funcdo calcula o resultado do hedge dindmico utilizando-se B-S
Function BSDelta_Hedge(x, fim)

i = x.Row ‘Posicio inicid
n = fim.Row ‘Posicéo Fina onde o portfalio é liquidado
Ifi = n Then bin = True Else bin = False
cv = x.Value ‘| dentifica se € compra ou venda de opcao
op = Cdlg(i, 3).Value ‘Preco de mercado da opcéo
D = Cdlg(i, 21).Value ‘Detade B-S
spot = Cellg(i, 4).Value ‘Preco da acdo
If cv="V" Then ‘Cdculao Sddo Inicid daposicéo
BSBalance= op - D * spot
Else
If cv="C" Then
BBalance= -op + D * spot
Else
GoTolinel
End If
End If
Fori=i+1Ton ‘Cdcula o rebdanceamento do portfdlio

op = Cdlg(i, 3).Value
d ant = Cdls(i - 1, 21).Value ‘Deltaanterior de B-S
d atual = Cdllg(i, 21).Value ‘Deltaatuad deB-S
spot = Cells(i, 4).Value
cdi = Cdlg(i, 26).Value ‘Cdi utilizado (=0 se néo for Ultima operacéo do dia)
If cv="V" Then
cashflow = -(d_atual - d_ant) * spot ‘Caculo do fluxo de caixa das operacdes
Else
cashflow = (d_atual - d_ant) * spot

End If
BSBalance = BBalance * (1 + cdi / 3000) + cashflow ‘Calcula o saldo das
operacoes
Next
linel:
If cv="V" Then ‘Liquida as posi¢oes
BSDelta Hedge = BSBalance + d_atual * spot - op
Else
If cv="C" Then

BSDelta Hedge = BSBalance - d_atual * spot + op
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Else
BSDelta Hedge = 1000
End If
End If

If bin = True Then

BSDelta Hedge= 0
Else

BSDelta Hedge = BDelta Hedge
End If

End Function

Esta funcéo calcula o resultado do hedge dindmico utilizando-se B-S
Segue a mesma | 6gica da fungéo anterior, SO que utilizando os ddtas implicitos narede
neural
Function NNDelta__Hedge(x, fim)
i = Xx.Row
n = fim.Row
Ifi = n Then bin= True Else bin = False
cv = x.Value
op = Cdlg(i, 3).Value
D = Cdl4(i, 20).Value
spot = Cells(i, 4).Value
If cv="V" Then

NNBalance = op - D * spot
Else

If cv="C" Then

NNBalance = -op + D * spot
Else
GoTolinel

End If
End If
Fori=i+1Ton

op = Cdlg(i, 3).Value

d ant = Cdlg(i - 1, 20).Value

d atual = Cdllg(i, 20).Value

spot = Cells(i, 4).Value

cdi = Cdlg(i, 26).Value

If cv="V" Then

cashflow = -(d_atual - d_ant) * spot
Else

cashflow = (d_atual - d_ant) * spot
End If

NNBalance = NNBalance * (1 + cdi / 3000) + cashflow
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Next
linel:
If cv="V" Then
NNDelta Hedge = NNBalance + d_atual * spot - op
Else
If cv="C" Then
NNDelta Hedge = NNBalance - d_atual * spot + op
Else
NNDelta Hedge = 1000
End If
End If

If bin = True Then

NNDelta Hedge= 0
Else

NNDelta Hedge = NNDelta Hedge
End If

End Function
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