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Resumo

Neste trabalho, definiremos a no¢ao de globalizacao de acao parcial de grupoide orde-
nado em um anel, discutindo sua existéncia e unicidade. Usaremos essa noc¢ao para definir
a globalizacao de acao parcial de semigrupo inverso em um anel. Ademais, apresentaremos
duas teorias de Galois: uma para grupoides agindo parcialmente sobre anéis comutativos
e outra para semigrupos inversos agindo sobre anéis comutativos. Provaremos teoremas
de equivaléncias para extensoes galoisianas, teoremas de correspondéncia e teoremas para

estruturas quocientes.



Abstract

In this work, we will define the notion of globalization of a partial action of an ordered
groupoid on a ring, discussing its existence and uniqueness. We will use this notion to
define the globalization of a partial action of an inverse semigroup on a ring. Furthermore,
we will present two Galois theories: one for groupoids partially acting on commutative
rings and another for inverse semigroups acting on commutative rings. We will prove
equivalence theorems for Galois extensions, correspondence theorems, and theorems for

quotient structures.
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Introducao

S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg desenvolveram, em 1965, uma Teoria
de Galois para grupos finitos agindo em extensbdes de anéis comutativos B C A, onde
exibiram uma generalizagdo do Teorema Fundamental da Teoria de Galois [11], baseada,
na noc¢ao de extensao galoisiana de anéis comutativos apresentada por M. Auslander e
O. Goldman em [3]. Essa correspondéncia relaciona todos os subgrupos do grupo G de
B-automorfismos de A com todas as B-subdlgebras separaveis e G-fortes de A. No caso
em que os unicos idempotentes de A e B sao 0 e 1, toda B-subalgebra de A é G-forte,
entdo toda B-subdlgebra separavel de A aparece na correspondéncia.

Em 1966, O. E. Villamayor e D. Zelinsky [51] generalizaram essa ultima construgao
de [11] para extensdes comutativas B C A tais que A e B possuem um niumero finito
de idempotentes. Com suas hipoteses, a B-dlgebra A foi decomposta como uma soma
direta @, A;, onde cada A; era uma B-subalgebra de A com apenas dois idempotentes
(0ely,),eA; ~Aj para todos ¢,j € I. Mais ainda, eles construiram um grupoide com
os isomorfismos entre as componentes A;, e, embora nao tenham definido explicitamente
acoes de grupoide, foi precisamente esse objeto com o qual trabalharam. Essa foi a
primeira vez em que grupoides apareceram em um contexto de Teoria de Galois.

Villamayor e Zelinski também trabalharam com uma Teoria de Galois para anéis co-
mutativos com um nimero arbitrario de idempotentes em [52]. Nesse caso, grupoides nao
foram usados como ferramenta intermediaria. As técnicas utilizadas envolveram Teoria
Fraca de Galois e métodos topologicos que fogem da abordagem que usaremos nessa tese.

Os resultados apresentados em [51] e [52] deram origem ao desenvolvimento de uma
nova correspondéncia de Galois envolvendo grupoides. Em 1971, A. R. Magid generalizou
em [38] o trabalho de Villamayor e Zelinski [52] e de T. Nagahara [12]. Para isso, o autor
supbs que B C A é uma extensao de Galois localmente fraca, obtendo uma correspon-
déncia entre todas as B-subalgebras localmente separaveis de A e alguns subgrupoides do
espectro Booleano de A® A. Na sequéncia, Magid apresenta em [39] uma correspondéncia,
para o caso em que A é uma cobertura quasi-Galois de B. Nesse contexto, os objetos que
aparecem na correspondéncia sao as coberturas quasi-separaveis de B em A e os subgru-
poides fechados do espectro Booleano de A ® A. Esse trabalho aparece em uma forma
mais geral no livro [10], também escrito por Magid, em que o autor aborda o problema

via Teoria Categoérica de Galois.



Ainda em um contexto categoérico, tomando como ponto inicial a Teoria de Galois-
Grothendieck de 1960 [29], devemos citar o trabalho de G. Janelidze em [31], de Janelidze
e W. Tholen em [32] e também de A. Paques e T. Tamusiunas em [15], onde outras
correspondéncias galoisianas foram desenvolvidas.

Finalmente, uma lista de equivaléncias de extensoes galoisianas e um teorema de
correspondéncia foram estendidos para um contexto de agoes globais de grupoides em anéis
em [8] por D. Bagio e Paques e em [16] por Paques e Tamusiunas usando técnicas similares
as de [11]. Em [8, Theorem 5.3], um teorema de equivaléncias de extensoes galoisianas
foi provado, generalizando e melhorando [14, Theorem 3.1]. No caso comutativo, esse
teorema apresenta dez equivaléncias para determinada extensao ser de Galois, uma delas
sendo A ser gerador da categoria de B-médulos. Em [16]; se B C A é uma extensao
galoisiana comutativa com grupoide de Galois finito G, foi provado uma correspondéncia
biunivoca entre os subgrupoides amplos de G e as B-subalgebras de A que sao separdveis
e (-fortes, onde 8 é uma acao global ortogonal de G em A. A relagao que Villamayor e
Zelinsky usaram em seu artigo precedeu [10], entretanto, em [10] a decomposigao de A em
@Dicr A; nao exige que os A;’s sejam dois a dois isomorfos e nao faz referéncia ao nimero de
idempotentes em cada A;. Em [71], a correspondéncia entre todos os subgrupoides amplos
de G e todas as B-subalgebras separaveis de A foi usada para provar o principal teorema
de seu artigo: uma correspondéncia de Galois entre todos os subgrupos “gordos” (sic)
de G e todas as B-subalgebras separdveis de A. Assim, podemos entender a construgao
intermediaria de [51] como um caso particular de [16], pois as condi¢oes impostas no anel
A em [51] e na acdo global ortogonal implicita 5 sdo suficientes para garantir que toda
B-subélgebra separavel de A seja [-forte.

O estudo de agoes parciais de grupos é recente em termos matematicos e seu primeiro
objetivo foi classificar C*-algebras. Em 1998, R. Exel, em [20], mostrou que existe uma
relagdo biunivoca entre agdes parciais de grupos e agoes (globais) de semigrupos inversos.
Jé em [13], publicado em 2005, M. Dokuchaev e Exel discutiram quando o produto cruzado
parcial de uma algebra por um grupo ¢ associativo, trabalhando pela primeira vez com
a teoria de forma puramente algébrica. Seguindo essa linha, W. G. Lautenschlaeger e
Tamusiunas mostraram em [35] (e mais detalhadamente na dissertagao [31]) que existe
uma correspondéncia de um para um entre agoes parciais de um grupoide G e acoes de
um determinado semigrupoide inverso construido a partir de G.

Considerando ainda o caso de grupoides, em 2010, Bagio, D. Flores e Paques em [7]
apresentam a teoria de agoes parciais de grupoides ordenados em anéis. Em [9], de 2020,
Bagio, Paques e H. Pinedo relacionam uma classe de a¢oes parciais de grupoide, as cha-
madas ac¢bes parciais de tipo-grupo, com a classe de agoes parciais de grupo. Além disso,
diversas teorias de Galois parciais aparecem na literatura. Alguns exemplos sdo a teoria
de Galois para agoes parciais de grupo que aparece em [19], construida por Dokuchaev,

M. Ferrero e Paques, a teoria de Galois para agoes parciais tipo-grupo de grupoides so-



bre anéis comutativos que aparece no artigo [!1] de Bagio, A. Sant’Ana e Tamusiunas,
e uma caracterizacao de extensoes de Galois de grupoides usando isomorfismos parciais
apresentada por W. Cortes e Tamusiunas em [15]. No primeiro artigo, os autores relaci-
onam todos os subgrupos de um grupo G que age parcialmente em um anel A via acao
parcial o com as A“-subdlgebras B que sao a-fortes e separaveis de A em que Gg é um
subgrupo de B. Embora os autores nao tenham provado o resultado classico que envolve
agao do grupo quociente, em [0], Bagio, A. Canas, V. Marin, Paques e Pinedo apresentam
esse resultado para o caso parcial de grupos. Outros trabalhos que envolvem agoes de
grupoides que devem ser citados sao [15], onde J. Pedrotti e Tamusiunas consideram a
aplicacao de Galois para o caso de grupoides agindo em anéis nao comutativos, [23], onde
C. Garcia e Tamusiunas apresentam uma aplicacao de Galois para a classe de Kg-anéis
(também nao comutativos) e [16], onde S. Della Flora, Fléres, A. Morgado e Tamusiunas
consideram agoes de grupoides em conjuntos.

Dentro do contexto acima discutido, visando contribuir com a expansao e aprofunda-
mento do estudo de ac¢des parciais e teoria de Galois, podemos dissertar sobre o que serd
apresentado nesta tese. No primeiro capitulo, introduziremos o conceito de globalizacao
ordenada para acoes parciais de grupoides ordenados em anéis. Mostraremos no Teorema
1.2.5 que toda agao parcial ordenada unitaria possui uma globalizacao ordenada, mas a
unicidade dessa globalizagdo nao é garantida, diferentemente do caso nao ordenado. As-
sim, precisaremos definir o conceito de globalizagao ordenada minimal e, para este tipo de
globalizacao, apresentaremos no Teorema 1.2.15 uma condicao necesséria e suficiente para
garantir a sua unicidade. Como aplicacdo, construiremos um método de globalizagao para
acoes parciais de semigrupos inversos, e essa globalizagao sera provada tinica. Embora N.
D. Gilbert, em [25], tenha apresentado um método para globalizacao de agoes parciais de
grupoides ordenados em conjuntos, a agao global construida nao é necessariamente uma
agao global ordenada. Esse problema foi resolvido por P. Nystedt em [13], mas ainda
para agoes sobre conjuntos. Pretendemos aprimorar o resultado de Gilbert para o caso de
anéis, e por isso chamaremos nossa globalizacao de globalizagdo ordenada. A¢oes parciais
de outras estruturas que generalizam semigrupos inversos e grupoides ordenados foram
estudadas por V. Gould e C. Hollings em [26], [27], por Gould e T. Stokes em [25], por
Hollings em [30] e por W. Velasco em [50)].

Ja no segundo capitulo, mostraremos uma correspondéncia de Galois para o caso de
grupoides agindo em anéis comutativos via agdes parciais ortogonais (Teorema 2.2.8),
bem como apresentaremos uma resolucao do problema do quociente para acoes parci-
ais ortogonais de grupoides considerando subgrupoides estritamente normais (Teorema
2.2.12). Até entdo, toda generalizagdo do Teorema de correspondéncia de Galois para
acoes de grupoide exigiu alguma forma de ortogonalidade nas a¢oes, como podemos ver,
por exemplo, em [£], [11] e [10]. Esta condi¢ao pede uma decomposicao especifica do anel

em termos dos ideais associados a agdo do grupoide, e se faz suficiente para garantir a



invariancia de uma aplicacao de fundamental relevancia na construcao da Teoria de Ga-
lois, chamada de aplicacao traco. Embora esta classe de agoes seja bastante abrangente,
ela nao recobre todos os casos possiveis de agoes de grupoides. Por essa razao, investiga-
mos quais implicagdes poderiamos deduzir dentro da Teoria de Galois para a¢des parciais
de grupoide ao retirarmos a condicao de ortogonalidade. Com a finalidade de mostrar
estas conclusoes, apresentaremos o conceito de ortogonalizacao de uma acao parcial de
grupoide, e mostraremos que toda agao parcial pré-unitaria admite uma tnica ortogona-
lizacao. Fazendo uso desta ferramenta, mostraremos quais aspectos da Teoria de Galois
para acoes parciais gerais conseguimos recuperar através das agoes parciais ortogonais. A
partir dessas informagoes, construiremos um teorema de correspondéncia de Galois para
extensoes fortemente Galois para agoes parciais (ndo necessariamente ortogonais) de gru-
poide em anéis comutativos (Teorema 2.3.12) e um teorema de correspondéncia de Galois
para agoes globais (ndo necessariamente ortogonais) de grupoide em anéis comutativos
(Teorema 2.3.17).

O terceiro capitulo é dedicado a teoria de Galois para agdes de semigrupos inversos.
Semigrupos inversos estao intrinsecamente relacionados com uma classe de grupoides or-
denados via o Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad (Teorema ESN), que aparece no
livro [37], escrito por M. V. Lawson. Generalizacoes do Teorema ESN também foram
estudadas por Gould e Hollings, bem como por D. Dewolf e D. Pronk em [17] e por S.
Wang em [53] e [51]. Esse teorema também foi usado em [30] por Lautenschlaeger e
Tamusiunas para provar uma correspondéncia de Galois para agoes globais ortogonais de
semigrupos inversos em anéis comutativos. Entretanto, esse nao é o caso mais interessante
possivel, pois a ortogonalidade da agdo anula muitos ideais associados a elementos nao
maximais com respeito a ordem parcial natural de um semigrupo inverso. Neste con-
texto, destaca-se ainda mais a limitacao da condicdo de ortogonalidade sobre as agoes.
Em vista disto, o objetivo do terceiro capitulo dessa tese é construir uma teoria de Galois
para agoes de semigrupos inversos em anéis comutativos sem nenhuma hipétese sobre a
agao. Para esse fim, trabalharemos inicialmente com o caso de semigrupos inversos (resp.
semigrupos inversos com zero) E-unitérios (resp. 0-FE-unitdrios) e posteriormente prova-
remos que podemos estender esse caso para uma teoria geral. Apresentaremos teoremas
de equivaléncias para extensoes galoisianas no caso de semigrupos inversos sem e com
zero (Teoremas 3.3.7 e 3.6.18, respectivamente), teoremas de Correspondéncia de Galois
(Teorema 3.5.4 e Teorema 3.6.24) e ainda um teorema envolvendo semigrupos inversos
quocientes (Teorema 3.4.14).

Ademais, todos os anéis que considerarmos nesse trabalho serao associativos, a menos

que explicitamente indicado o contrario.



Capitulo 1

Acoes parciais de grupoides

ordenados

Meus métodos sao na verdade
métodos de trabalhar e pensar; esse é
o motivo pelo qual eles aparecem em

todos os lugares anonimamente.

Emmy Noether

Neste capitulo apresentaremos o conceito de globalizacdo ordenada de agao parcial
de grupoide ordenado, bem como uma caracterizacao de existéncia e unicidade de glo-
balizagoes ordenadas. Além disso, utilizaremos o Teorema ESN para traduzir a teoria
desenvolvida para o caso de semigrupos inversos, obtendo um teorema de globalizagao

para acoes parciais dessa estrutura.

1.1 Pré-requisitos

Inicialmente, relembraremos a leitora e o leitor da definicao de grupoide ordenado e
algumas de suas propriedades. Para um estudo mais detalhado da teoria de grupoides,
recomendamos [1], [5], [12], [37] e [16].

Relembramos que um grupoide G é uma categoria pequena onde todo morfismo é um
isomorfismo. Denotamos por Gy o conjunto de objetos de G. Observe que id : Gy — G,
dada por id(z) = id,, é uma aplicagdo injetiva, de onde podemos identificar Gy C G. Dado
g € G, o dominio e a imagem de g serdao denotados por d(g) e r(g), respectivamente. Logo,
d(g) = g7 'g e r(g) = gg~*. Denotamos por Gy = {(g,h) € G x G : gh estd definido } =
{(g,h) € G x G :d(g) = r(h)}. Claramente temos que d(g~') = r(g) e r(g~') = d(g),
para todo g € G.

Defini¢ao 1.1.1. [37, p. 108] Seja G um grupoide. Dizemos que G é um grupoide



ordenado se existe uma ordem parcial < em G tal que

(OG1) Se z < y entdao ! <y~ !;

(OG2) Para todos z,y,u,v € G tais que x < y, u < v, (z,u) € Gy e (y,v) € Gy, vale
que zu < Yv;

(OG3) Seja z € G e e € Gy tal que e < d(x). Entao existe e é tnico (zle) € G
satisfazendo (z|e) < x e d(z|e) = e.

(OG3*) Seja x € G e e € Gy tal que e < r(z). Entdo existe e é unico (e|z) € G
satisfazendo (e|z) < z e r(e|z) =e.

Note que se a restricio (x|e) estd definida, entdo a correstrigio (e|z™!) também estd
e (xle)™t = (e|Jz™).

Seja G um grupoide ordenado. Dados e, f,7 € Gy, dizemos que 7 é o infimo entre e
efsei<e 1< fesej<e j<fentdo j < i Neste caso, denotamos i = e A f.
Um conjunto parcialmente ordenado onde todo par de elementos possui infimo é dito um
semirreticulado inferior. Dizemos que G é um grupoide indutivo se Gy é um semirreticulado

inferior com respeito a ordem parcial de G.

Definigao 1.1.2. [37, p. 111] Seja G um grupoide ordenado. Dizemos que H C G é um
subgrupoide ordenado de G se H é um subgrupoide de G e vale que se x € H e e € Hy
sao tais que e < d(x), entdo (x|e) € H. Neste caso, escrevemos ‘H =< G. Dizemos que H ¢é
amplo se Gy C H.

Lema 1.1.3. [77, Proposition 4.1.3(3,4)] Sejam G um grupoide ordenado, x,y € G, e € Gy
tais que (x,y) € Gy e e < d(y). Entio

(zyle) = (z|r(yle))(yle).

Analogamente, se f < r(z), entdo

(flzy) = (flz)(d(f2)]y)-

Lema 1.1.4. [77, Proposition 4.1.3(7)] Seja G um grupoide ordenado. Entio Gy é um

ideal de ordem, isto é, se g < e, onde e € Gy, entao g € Gy.

Exemplo 1.1.5. Seja X um conjunto. Denotamos por S(X) o grupoide de simetrias

parciais de X, isto é,
SX)={f:A— B: A BCX, [ ¢éuma bijegao}.
Dados f: A— B, g:C — D € §(X), definimos o produto parcial

fog, se A=D,
fg=

indefinido, caso contrario.



Desta forma, temos que S(X) é um grupoide ordenado com ordem parcial dada pelas
restri¢oes, isto é, f < g se, e somente se, domf C domg e f = g|doms. Além disso, segue

de [22, Theorem 2.5.1] que se X é finito e possui n elementos, entao

SOOI = Y (Z)Qk!-

k=0

Dado um grupoide ordenado G, definimos o pseudoproduto * como

(gld(g) Ar(h))(d(g) Ar(h)|h), se existir d(g) Ar(h),

indefinido, caso contrario.

xh =

Note que em grupoides indutivos o pseudoproduto esta definido em toda parte.

Definig¢ao 1.1.6. Seja S um conjunto munido de uma operagao totalmente definida de-
notada por concatenacao. Dizemos que S é um semigrupo se sua operacao ¢ associativa.
Se para todo s € S existe s* € S tal que ss*s = s, entao S ¢é dito um semigrupo reqular.
Dizemos que o elemento s* é um inverso de s. Um semigrupo inverso ¢ um semigrupo

regular S onde cada elemento possui um tnico inverso.

Um elemento e em um semigrupo S é dito um idempotente se e?

= e, e denotamos
por E(S) o conjunto de idempotentes de S. Se S é inverso, segue de [37, Proposition
1.4.8] que E(S) é um semirreticulado inferior com respeito a ordem parcial natural, com
e f=ef, para todos e, f € E(S).

Para enunciar o proximo resultado, precisaremos da no¢ao de morfismos e premorfis-
mos de grupoides ordenados e de semigrupos inversos. Para tanto, usaremos os trabalhos
de Gilbert [25, p. 184], que define premorfismo de grupoides indutivos, e de Gould e
Hollings [27, Definition 3.6], que definem premorfismos entre estruturas chamadas de
constelagoes ordenadas, especificando algumas consequéncias para o caso particular de
grupoides ordenados. Escolhemos essa definicio em detrimento a de premorfismo apre-
sentada por Lawson em [37] porque a defini¢ao de Gilbert modela o caso de agao parcial
de grupoide ordenado e, ap6s uma aplicagdo de um teorema ESN [30, Theorem 6.1], a
de agao parcial de semigrupo inverso, que é nosso principal objeto de estudo. Lawson
também apresenta em [37] um tipo de premorfismo que modela ac¢ao parcial de semigrupo
inverso, o qual intitulou premorfismo dual, porém sem grande aprofundamento. FEsse
tipo de premorfismo acabou sendo estudado de forma mais detalhada por Hollings em
[30]. Essa diferenciagdo aparece pela primeira vez em um artigo de McAlister e Reilly
[11], onde os autores definem V-premorfismos (que sdo os premorfismos de Lawson) e
A-premorfismos (que sdao os premorfismos duais de Lawson e os equivalentes aos premor-
fismos que definiremos) para o caso de semigrupos inversos. A defini¢do adaptada sera

apresentada a seguir.



Defini¢ao 1.1.7. (a) [37, p. 108] Sejam G e H grupoides ordenados. Uma aplicagao
v : G — H édita um homomorfismo de grupoides ordenados se for um homomorfismo de
grupoides que preserva ordens, ou seja, se g, h € G sdo tais que g < h, entdo p(g) < ¢(h)
em H.

(b) [25, p. 184] Sejam agora G e ‘H grupoides indutivos. Uma aplicagdo ¢ : G — H é

dita um premorfismo de grupoides indutivos se
(1) ¥(g) (k) < ¢(gh), para todo (g,h) € Go;
(ii) ¥(9)~" =1(¢97"), para todo g € G;
(iii) 1) preserva ordens.

Observagao 1.1.8. Note que todo premorfismo de grupoides indutivos satisfaz ¥(g) *
Y(h) = ¥(gh) = d(¢(h)), para todos (g,h) € Gy por [27, Definition 2.6]

Por [25, Lemma 4.2(b)] temos que sempre vale d(¢(g)) < ¥(d(g)), para todo g € G.
Além disso, em todo premorfismo de grupoides indutivos temos que se e € Gy, g € G sao
tais que e < d(g), entdo d(1p(gle)) = ¥(e) Ad(v(g)) por [27, Definition 2.6]. Analogamente
podemos ver que r(¢(e|g)) = ¢ (e) Ar(1(g)), para todos g € G, e € Gy com e < r(g).

Todo semigrupo inverso S possui uma ordem parcial natural <g dada por s <g ¢ se,
e somente se, existe um idempotente e € F(S) tal que s = te. Por abuso de notagdo,
para qualquer semigrupo inverso abandonaremos o subindice e usaremos o simbolo < para

denotar a ordem parcial natural.

Definigao 1.1.9. Sejam S e T' semigrupos inversos.

(a) [37, p. 30] Dizemos que uma aplicagdo ¢ : S — T é um homomorfismo de
semigrupos inversos se @(st) = ¢(s)p(t), para todos s,t € S.

(b) [30, p. 19] Uma aplicagdo @ : S — T é dita um premorfismo de semigrupos

inversos se valem, para todos s,t € S,
(1) (s)p(t) 2 ¢(st);
(if) ()™ =(s7);

(iii) Se s <t, entao P(s) < Y(t).

O Teorema Ehresmann-Schein-Nambooripad [37, Theorem 4.1.8] prova que a categoria
de grupoides indutivos e morfismos de grupoides indutivos e a categoria de semigrupos
inversos e morfismos de semigrupos inversos sao isomorfas. Daqui em diante, nos refe-
riremos a esse teorema como Teorema ESN. Embora Lawson enuncie um Teorema ESN
para o que ele chama de premorfismos de semigrupos inversos, lembramos a leitora e o
leitor de que o conceito aqui apresentado de premorfismo de semigrupos inversos equi-

vale ao conceito de A-premorfismo ordenado de Hollings [30] para que possamos modelar
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acoes parciais de semigrupo inverso. Portanto, o segundo item do nosso Teorema ESN é

precisamente a generalizacao do Teorema ESN que Hollings provou.

Teorema 1.1.10 (ESN). (i) [97, Theorem 4.1.8] A categoria de grupoides indutivos e
homomorfismos indutivos e a categoria de semigrupos inversos e homomorfismos

sao isomorfas.

(ii) [0, Theorem 6.1] A categoria de grupoides indutivos e premorfismos e a categoria

de semigrupos inversos e premorfismos sao isomorfas.

Outras classes de grupoides ordenados se relacionam naturalmente com diversas outras
estruturas via teoremas do tipo ESN. Um exemplo pode ser encontrado em [27, Theorem
5.6], para semigrupos de restri¢ao unilaterais - semigrupos sem nogao de inverso, mas com
uma nocao de identidades laterais - e constelagoes indutivas - estruturas que generalizam
categorias de forma unilateral. Outra generalizacdo do Teorema ESN aparece em [17,
Theorem 3.16, Corollary 3.18], para o caso de semigrupoides inversos - estrutura que
generaliza semigrupos inversos para o caso de operacao binaria parcialmente definida ao
invés da operacao totalmente definida - e grupoides localmente indutivos, isto é, grupoides
ordenados onde Gy é uma uniao disjunta de semirreticulados inferiores.

Vamos ainda lembrar o leitor e a leitora da definicdo de agdo parcial de grupoide

ordenado em um anel.

Defini¢ao 1.1.11. Sejam G um grupoide ordenado e A um anel. Dizemos que a =

(Ag, 0)geg € uma agdo parcial de G em A se Ay a1 Ay <A, oy @ Ag-r — Ay é um

g
isomorfismo de anéis e

(P1) a. =1Idy,, para todo e € Gy, e A =Y .cg, Ae;

(P2) ay, (Ag-1 N Ap) C Aggpy-1, para todo (g, k) € Go;

(P3) a, 0 ap(w) = ag(z), para todos (g,h) € Ga,x € ay ' (Ag—1 N Ap).
Naturalmente, uma acao parcial ¢ dita global se A; = A, (), para todo g € G.

Observacao 1.1.12. Note que a condigao (P1) pede que A = Y .g, A, que nao foi
exigida na definicao de agao parcial de grupoide originalmente apresentada em [3], mas
sem ela nao podemos dizer que a definicdo de acdo parcial de grupoide generaliza a
definicao de acao parcial de grupo. De fato, dado um grupo G e um anel A, dizemos que
G age parcialmente em A via oo = (A4, ag)geq se, paratodo g € G, Ag<A, oy Ag-r — Ay

é um isomorfismo de anéis e
(P1") Ay, =Aeam, =1dy;

(P27) Oé;:l(Agfl N Ap) C Agny—1, para todos g,h € G;



(P3") g0 ap(x) = agu(z), para todos g, h € G, x € oy, ' (Ag-1 N Ap).
Neste caso, a condi¢ao (P1) generaliza a condi¢ao (P1’).

Proposicao 1.1.13. [8, Lemma 1.1] Seja oo = (Ay, ag)geg wma agio parcial do grupoide

ordenado G em um anel A. Entdo valem:
(i) oyt = ag-1, para todo g € G;
(it) og(Ag-1 N Ay) = Ay N Agn, para todos (g, h) € Gs.

Seja a = (A, oy)ge¢ uma agao parcial do grupoide ordenado G num anel A. Dizemos
que « é pré-unitaria se todo A, for um anel unitario com identidade 1, central e idempo-
tente, de forma que A, = Al. = 1. A, para todo e € Gy. Dizemos que o é unitdria se A,
for um anel unitario com identidade 1, central e idempotente, para todo g € G.

Um anel A possui unidades locais se existe um subconjunto £ C A de idempotentes
centrais tal que para todo a € A existe e € E tal que ea = a. Note que a condigao (P1)
implica que se existe uma agao parcial pré-unitaria de G em A, entdo A possui unidades

locais, mas nao é necessariamente unitario a menos que G, seja um conjunto finito.

Dizemos que « é ortogonal [36, Definition 2.7] se valer
(PO) A= ]] A..
e€Go
A definigao de acao parcial ortogonal também j& apareceu em [10] como agao parcial
cheia.

Dizemos que « é uma agdo parcial ordenada [7, Proposition 2.1] se vale
(PW) Se g < h, entao Ay C Aj e ayg = apa,.

Seja G um grupoide ordenado. Sejam a = (Ay, ag)geg, @' = (A}, a;)yeg duas agoes
parciais de G nos anéis A e A’, respectivamente. Um morfismo ¢ : @ — o' é um conjunto

de homomorfismos de anéis ¢ = {1, : Ac = A }ecq, tais que, para todo g € G,
(1) ¥re)(A4) S A
(i) vy (Yag)(a)) = thr(g)(ay(a)), para todo a € Ag-r.

Denotamos por Parg a categoria cujos objetos sdo agdes parciais de G em anéis e os
morfismos sdo morfismos de agoes parciais, como acima definido. Denotamos por ParOg
a subcategoria de Parg cujos objetos sao agoes parciais ordenadas de G em anéis e os

morfismos sao morfismos de a¢des parciais que também satisfazem

(iii) See, f € Gy sao tais que e < f, entao Y.(Ac) C r(Ay).
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Dizemos que duas agdes parciais a = (Ay, ay)yeg € @ = (A}, a)geg (ordenadas) sdo
equivalentes se existe um morfismo de agdes parciais (ordenadas) ¥ : a — o tal que 1), é
um isomorfismo de anéis, para todo g € G.

A condigao (iii) estd sendo introduzida nesta tese, e garante o bom comportamento de
um morfismo em relagao a ordem parcial. As condigdes (i) e (ii) ndo levam em consideragao
a ordem parcial, de forma que se consegue obter uma equivaléncia entre uma agao parcial
ordenada e uma agao parcial nao ordenada, simplesmente ignorando a ordem, mas esta
equivaléncia nao seria de agoes parciais ordenadas, apenas de agoes parciais. Vejamos um

exemplo abaixo:

Exemplo 1.1.14. Seja G = {z,y,2} = Gy um grupoide trivial de trés identidades com
a ordem parcial z < y. Considere R um anel comutativo e A = Re; @ Res & Res, onde

e1, ez € ez sao idempotentes dois a dois ortogonais tais que e; + e5 + e3 = 14. Definimos

as agoes o = (Ag, ag)geg, = (By, Bg)geg por

Ax = R€17 Ay = R61 D Reg, Az = Reg,
Bz == R€37 By = R61 D R€2, Bz == R63,

ay = idy, e 3, = idp,, para todo g € G. Considere ¢ = {p,, @y, ¢.}, onde @, : A, — B, é
o isomorfismo definido por re; — res, ¢, : A, — B, é tal que ¢, = idge,aRe, € ¢ = idpge,-
Claramente ¢ é uma equivaléncia de a¢des, mas a é uma agao ordenada enquanto [ nao

o é. Isso se deve ao fato de que ¢, (A;) € ¢, (A,).

Definicao 1.1.15. Um morfismo que satisfaz as condigoes (i)-(iii) acima descritas sera

dito um morfismo de agoes parciais ordenadas.

Como definido anteriormente, uma acao global de G em A é uma agao parcial tal que
Ay = Ay, para todo g € G. Analogamente, definimos acdes globais ordenadas.

Dada uma categoria C, dizemos que uma subcategoria D de C é cheia se dados A, B
objetos de D quaisquer, temos que Morp(A, B) = Morc(A, B), ou seja, os morfismos
entre A e B em D sdo precisamente os morfismos entre A e B em C. Denotaremos por
Ag a subcategoria cheia de Parg onde os objetos sdo agoes globais de G em A, que é cheia
pois a diferenca entre morfismo de acao global e morfismo de acao parcial reside apenas
nos objetos dominio e contradominio. Além disso, AOg denotara a subcategoria cheia de
ParOg cujos objetos sdo agoes globais ordenadas de G em A e os morfismos sao morfismos

de agoes parciais ordenadas.

Definigao 1.1.16. [7, p. 509] Sejam G um grupoide ordenado e o = (4, o) geg UM acao

parcial ordenada de G em um anel A. Definimos o skew-anel parcial de grupoide A x, G
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por
finita
Ax, G = Z ag0y:ay € Ay p = @Agég,
geg geg
onde cada d, ¢ um simbolo. Podemos considerar a adi¢gdo componente a componente usual

e a multiplicacao

1 b 5 h
(ag0g)(bpdy) = ag(ag-1(ag)by)dgn, se (g,h) € Go,

0, caso contrario,

estendida linearmente.

Temos que A x, G é um anel ndo necessariamente associativo nem unitario. Pela
discussao em [7, Propostion 3.3], se Gy é finito e « é pré-unitéria, entdao A x, G é unitario

com unidade

Lawog = > Le

e€Go
Além disso, também em [7, Propostion 3.1] foi provado que A %, G é associativo
sempre que cada ideal A, é (L, R)-associativo. Por [1&, Proposition 2.6], se A é um anel

semiprimo, entao A x, G é associativo.

Definigao 1.1.17. [3/, Defini¢do 1.2.17] Sejam G um grupoide ordenado e o = (A4, o) geg
uma acao parcial ordenada de G em um anel A tal que A x, G é associativo. Definimos o
ideal N de A%, G como

N ={(ad, —adp : g < h,ae A; T Ap).

Definimos, entao, o skew-anel grupoide ordenado parcial A2 G como

Axa G

Ax G = N

1.2 Globalizacao ordenada

Nesta secao, comegaremos a apresentar os resultados originais desenvolvidos nessa tese.
Inicialmente, mostraremos condigoes para a existéncia de uma globalizacao ordenada de
uma acgao parcial ordenada de um grupoide ordenado em um anel comutativo. A principal
diferenca entre globalizacao e globalizacao ordenada é que a primeira nao necessariamente
¢ uma acao ordenada, enquanto a segunda o é. Entretanto, essa construcao nao garante a

unicidade da globaliza¢ao ordenada. Como essa é uma propriedade importante no estudo
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de acoes parciais, trabalharemos para obter uma condi¢ao para a unicidade dessa globa-
lizacao ordenada. Finalmente, para encerrar a secao, aplicaremos os resultados obtidos

para o caso de semigrupos inversos via o Teorema ESN.

1.2.1 Existéncia

Seja B = (By, By)4e¢ uma acao global ordenada de um grupoide ordenado G em um
anel B. Seja A um ideal de B. Vamos construir uma agao parcial ordenada o de G em
A a partir de 5. Considere, para todo e € Gy, A, = AN B,, que é um ideal de A e de B.
Para todo g € G, defina

Ag = A N 59(14(1(9)),
que é um ideal de A,,), e
Qg = 69’149717

que é um isomorfismo de anéis.
Note que se e < f sao elementos de Gy, entao B, C By, o que implica A, = AN B, C
AN By = Ay. Agora, se g < h, entao

Ag = Arig) N By(Aug))
C Ay N By(Aagg)), pois 7(g) < r(h)
= Ay N Br(Aag)), pois By = Bulp, . ¢ Adgg) € By
C Ariny N Bu(Aaqmy), pois d(g) < d(h)
= Ap,

e dado a € A,-1 arbitrério,

an(a) = Pu(a) = Bulp, . (@) = B4(a) = ay(a),

de forma que oy = apla _, -
Portanto, o = (A, oy) é uma acao parcial ordenada de G em A. Dizemos que « é a

restricao padrdo de (5 ao ideal A.

Exemplo 1.2.1. Seja G = {s,s71,7(s),d(s),e} com Gy = {r(s),d(s),e}, e < s, e < s
e <r(s), e<d(s).
Sejam R um anel e B = Re; @ Res & Res, onde {ey,e,e3} é um conjunto de idem-

potentes dois a dois ortogonais cuja soma é 1p e que comutam com os elementos de R.

13



Defina
By = By1 = Rey ® Rey,  Bysy = B, = Rey ® Res, B, = Rey
e B34 = Idp,, para todo g € Gy,
Bs(aey + beg) = bes + aeg,

€ ﬂs—l = 55_1
Seja A = Rey @ Res. Vamos construir a restrigdo padrao da acao global ordenada
B = (By, By)geg de G em B ao ideal A. Temos que

AT(S) =AN Br(s) = Res; @ Res, Ad(s) =AN Bd(s) = Rey, A.= AN B. = Re,,

A, = AT(S) N ﬁs(Ad(S)) = (R62 ) Reg) N Rey = Res,
A1 = Ad(s) N ﬁs—l(AT(s)) = Rey N (R61 SP) Rez) = Res,

g = 5g|Ag,1 = ]dAgfu para todo g € G.

Portanto, o = (A4, ay)geg € uma agao parcial ordenada de G em A.

Observagao 1.2.2. Toda agao parcial ordenada a = (A4, oy)geg de um grupoide orde-
nado G em um anel A obtida através de uma restricio padrao de uma agdo ordenada
B = (By, By)geg de G em um anel B, onde A ¢é ideal de B, satisfaz a seguinte condicao:

se e < r(g), entdo A(g) = Ac N A,. De fato,

(elg)

ANA, = A, ﬂA(g)ﬂﬁg(Ad )
= A N By(Ag(g)) pois e < r(g)

= By(By-1(Ae)) N By(Aaqg))

= By(Agrg) N By—1(Ae)), pois 3, ¢ isomorfismo
= By(Aa) N Brg-11e)(4e)), pois By-1e) = Py-1|B. € Ac C B,
= Bg(Adarg) N Brg-11e) N Bg-11e) (Ae)), pois Big-1e)(Be) € Byrg-1le)
= Bg(Aag) N Baelg) N Big-11e) (Ae)), pois (¢7'e) ™" = (elg)
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= B4(AN Bag) N Bagelg) N Bg-11e) (Ae))
= B4(AN Bagelg) N Big-11e)(Ae)); pois d(elg) < d(g) = Bu(elg) € Ba)
= By(Adelg) N Bg-11e)(Ae))
= Bielg) (Adtelg) N Brg-11e)(Ae)), POiS elg) = BylByceyy) © Adelg) S Baelg)
= Ac N Bejg) (Adgelg) ) pois B(e|q) ¢ isomorfismo
= Atelg)-
Definicao 1.2.3. Seja a = (A,, oy)4e¢ uma acdo parcial ordenada de um grupoide

ordenado G em um anel A. Dizemos que a é uma agdo parcial ordenada forte se
Aelg) = Ae N Ay, para todos g € G, e < r(g).

Seja novamente 3 = (B,, 3,)4e¢ uma acao global ordenada de um grupoide ordenado G
em um anel B. Podemos generalizar a construgao anterior ao exemplo da seguinte forma:
para cada e € Gy, considere A, C B, um ideal de B, de forma que a inclusao A, C Ay
seja valida se e < f em Gy. Entao Ay = A,y N By(Aag)) ¢ um ideal de A, (), para todo
g € G. Defina agora oy = 69|Ag_1, para todo g € G.

Considere

A=) A,
e€Go
que é um ideal de B. De forma completamente andloga ao caso acima, provamos que
a = (Ay, ay)geq € uma acdo parcial ordenada de G em A. Dizemos que o é uma restrigao
de B ao anel A.
Suponha agora que A, é um ideal de B, que nao necessariamente é um ideal de B.

Considere o ideal C, de B, dado por

Cy = Z ﬁh(Ad(h))-

r(h)<r(9)

Definindo v, = Bg|Cgfu temos que v = (Cy,74)geg € uma acao global de G em

C = Z Ce,
e€Go
desde que C, seja um ideal de C, para todo e € Gy. Neste caso, a restricao de v ao anel
A coincide com .
Toda restricao padrao é uma restricdo, mas a reciproca nao é verdadeira. De fato,
apresentaremos uma restricao que nao é padrao no Exemplo 1.2.6.

Sempre é possivel construir varias agoes parciais ordenadas a partir de uma dada
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acao global ordenada usando os algoritmos que vimos acima. A questao que gostariamos
de responder é quando podemos, a partir de uma acao parcial ordenada, construir uma
acao global ordenada de forma que a restrigdo coincida (a menos de equivaléncias) com
a acdo parcial ordenada original. Chamamos uma ac¢do global ordenada que satisfaz
essas condigoes de globalizagdo ordenada. Fmbora C, como na construgao acima nem
sempre seja um ideal de (', as restricoes das globalizagoes ordenadas que construiremos
nos Teoremas 1.2.5 e 1.2.15 sempre satisfarao essa condigao, pois coincidirao com a ac¢ao

parcial ordenada original. Mais formalmente, temos a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.4. Seja a = (A, oy)4eg uma agao parcial ordenada de um grupoide orde-
nado G num anel A. Uma acao global ordenada 5 = (B,, 3,),e¢ de G em um anel B ¢é dita
uma globalizacao ordenada de « se, para todo e € Gy, existe ¢, : A, — B, monomorfismo

de anéis tal que
(i) we(Ae) é um ideal de Be;

(ii) Pr(g) (Ag) = Qor(g)(Ar(g)) N Bg(QOd(g) (Ad(g))):
(ili) By o Yaeg)(a) = @r(g) © ay(a), para todo a € Ay-1;
(iv) By = Loyzrte) Bn (Paon (Aaw)))-

Agora classificaremos as agOes parciais pré-unitarias ordenadas globalizaveis, mos-
trando que sao precisamente as acoes parciais ordenadas unitarias. A demonstragao desse
teorema consistird em construir um anel e uma acao global ordenada a partir da nossa
acao parcial ordenada unitaria inicial e mostrar que essa agao global ¢ a globalizacao

ordenada desejada.

Teorema 1.2.5. Seja o = (Ay, ay)geg uma agdo parcial ordenada pré-unitdria de um
grupoide ordenado G num anel A. Entdo o admite globalizacao ordenada [ se, e somente

se, a for uma agao parcial ordenada unitaria.

Demonstragio. (=): Segue diretamente de que

©r(g)(Ag) = @r(g)(Ar(g)) N By(Paie) (Adg)));

pois A,y e Aqg) sdo anéis unitdrios, 3, ¢ um isomorfismo e ¢, (4 € Yq(g) $80 monomorfis-

mos.
(<): Assuma que cada A, é um anel unitdrio com unidade 1, central e idempotente.

Seja F := F(G, A) o anel de todas as aplicagoes G — A e considere

Gy ={he€G:r(h) <r(g)}
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Defina F, = {f € F : f(h) = 0, para todo h ¢ G,}. Como G, = G, (), segue que
Fy = F.(g. Se h < g, entao r(h) < r(g), de onde segue que Fj, C F.
Obviamente a funcao nula 0 é um elemento de F,, para todo g € G. Se fi, fo € Fy,

entao

(fi + f2)(h) = fi(h) + fa(h) =0+ 0 =0,

para todo h ¢ G, isto é, fi + fo € F,. Se f € F; e p € F, entao

(fp)(h) = f(h)p(h) = Op(h) =0

e analogamente vemos que (pf)(h) = 0, para todo h ¢ G,. Assim provamos que Fj é de
fato um ideal de F.

Daqui em diante, dados f € F e h € G, denotaremos f(h) := f/.

Para g€ G e f € Fy1, defina v, : Fj,-1 — F, por

“r(W)h), se h
7g(f)h{f«g r(h)h), se h € G,

0, caso contrario.

Note que se h € G, entdo r(h) < r(g) = d(g~'), e portanto a restrigao (¢ '|r(h)) estd
definida, bem como o produto (¢~!|r(h))h. Além disso, r((g7|r(h))h) = r(gtr(h)) <
r(g7'), de forma que v, estd bem definida, pois v,(f) € Fj. E fcil provar que Vg €
homomorfismo de anéis.

Parage G, f € Fy-1 e h € G,-1, temos

Vo1 © Yo () = (N glrmn
= f((g7" Ir(glr(h)))(glr(h))R)
= f((g " g|r(R)h), pelo Lema 1.1.3
= f((d(g)|r(h))h)
= f(r(h)h) = f(h), pois 7(h) < d(g)

e similarmente v, 0 y,-1(f)[, = f(h). Assim, temos que 7, é um isomorfismo de anéis.

Note que v, = I, para todo e € Gy e

Yor(F)lk = F((W g™ r(k))K)
= f((W M r(g e (k) (g~ r(k))k), pelo Lema 1.1.3

=Yg © V()&

para todos f € Fy-1, k € Gy e (g,h) € Go. Isso prova que v = (Fy,vg)geg ¢ uma acao
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global de G em F.

Para vermos que v é uma ac¢ao ordenada, note que se h < gem G e f € Fj,-1, entao

WPl = £ Ir)k) E F(( | (k)R) = ()l

isto é, yn = Yg|F, _,- A igualdade () segue da unicidade das restrigoes, pois (h~"|r(k)) <
h=t < g ted(h 'r(k)) = r(k). Logo, v é de fato uma acio global ordenada de G em F.
Agora, para todo e € Gy, defina ¢, : A, — F, por

ap-1(aly), ser(h) =e,
ee(a)l = h
0, caso contrario,

para todo a € A., h € G. Temos que p.(a)|. = ae(al.) = a, de onde concluimos que ¢, é
um monomorfismo, para todo e € G.

Seja B, o subanel de F; gerado por

U w(pam(Aan)),

r(h)<r(9)

para todo g € G. Note que g (Aag)) € Bagg), para todo g € G, e que B, C Fy.

Considere, entao,

B=Y B.

e€Go

Vamos definir, para todo g € G,

/89 = 79|39—1'

Por construcao, § = (B, By)seg ¢ uma acao global ordenada de G em B. O préximo
passo sera mostrar que [ é uma globalizagao ordenada de «.
Comecaremos verificando o item (iii). Sejam g € G, a € A;-1 e h € G. Ser(h) =r(g),

entao

r(g) (g(@))[n = an-1(ay(a)ln)

Bo(Pai)(@)|n = Pag)(@)lg-1n = an-14(alg-1).
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Como a € Ay,

Bg(@d(g) (a)) = ahflg(algflh)

= qy 1(ozg(a1 —1plg-1)), pois aly-1, € Ag-1 N Ay

n-1(0g(alg-1)og(lg-1514-1)), pois ay € isomorfismo
= - 1(ag(alg 1)1,15), pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.1.13
= ap-1(ag(aly-1)1p).

No segundo caso, se r(g) # r(h), temos que

(107"(9)<ag<a>>’h =0.

Por outro lado, se r(h) < r(g),

An-1(r(n)lg) (@l (g-1rmyn), s€ T(g7r(R)) = d(g),

Be(#a(a) (@) n = ©atg) (@)l (g1rmyn = .
0, caso contrario.

Note que se (g~ !r(h)) = d(g), entdao como g~ < g7t e r(g7!) = d(g), pela unicidade
das correstrigoes temos que g~! = (d(g)|lg™) = (d(g9)|(g7|r(h))) = (g7 '|r(R)). Mas
isso implicaria que r(g) = d(g~') = d(g~*r(h)) = r(h), uma contradicio. Portanto,
d(g~*|r(h)) < d(g™")- Logo,

By(®a(g)(a))]n = 0.

Claramente quando r(g) < r(h) ou r(g) e r(h) sdo incomparaveis, a igualdade acima
também vale, encerrando a verificagao de (iii).

O proximo passo é provar (ii). Sejam g € G e ¢ € @,(g)(Ar(g)) N By(Pare)(Aa(g))). Entao
existem a € A,(g), b € Ay, tais que

¢ = @r(g)(@) = By(Pu(g)(b))-

Desta forma,

a = alyg) = ayg-1(alig) = rg)(@)|rg) = By(©a(g)(b))]r(g)
= gpd(g)(b”g*l = ag(blgfl) S Aga

de forma que

¢ = pr(g)(a) € Prg)(Ag)-
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Reciprocamente, se ¢ € ¢, (4,), entdo ¢ = ¢, (a), para algum a € A,. Tomando

b= ay-1(a) € Aj-1, temos

By(a)(8) E 1) (g (8)) = @re)(a):

Logo, ¢ € Pr(g) (Ag) N 59((20d(g) (Agfl)) C Qpr(g)(Ar(g)) N Bg(gpd(g)(Ad(g))% como gostaria-
mos.
Resta-nos provar que ¢.(A,) é um ideal de B, para todo e € Gy. Para isso, é suficiente

provarmos que

@e(@ﬁh(wd(ﬁ)(a’))a 5h<90d(h)<a))(pe<b) S (pe(Ae>7

para todos h € G.,a € Agpy e b € A.. Dado k € G, temos duas possibilidades a considerar:
Caso (1): r(k) <r(h) <e.

Note inicialmente que

Br(@any (@) pe(d)|x = Bu(@am) (@) ke (D) |k = @any(@)](n=1rk))kPe (D) |-

Temos que

SO ,
0, caso contrario.

{ak1(b1k), se r(k) =e,

Como r(k) =e e r(k) <r(h) < e implicam r(k) = r(h) = e, temos que

ap-1p(alp-1)ag-1(bly), se r(k) =r(h) =e,
Br(@any(a))pe(b)]r = .
0, caso contrario.

Oékflh(alhflk)].kflhlkflOékfl (blk>, se T(l{?) = ’I“(h) = €,
0, caso contrario.

Oék—lh(alhflk)ak—lh(lh—lk1h71)Oék—l(b].k>, se T(l{?) = T(h) = €,

0, caso contrario.

)

I
—_— T —

ozk—1h(a1h—1 1h—1k)ak—1<blk)7 se 7”(]{?) = T’(h) =€,

0, caso contrario.
ag-1(ap(aly-1)bly), se r(k) =r(h) =e,
0, caso contrario.

e(ozh(alhfl)bﬂk,

|
€ —r— —
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onde (x) vale pois item (ii) da Proposicdo 1.1.13 implica que ag-15(Ap-1x N Ap-1) =
Ap—1 N Ag—1.
Caso (2): r(h) <r(k) <eour(k) er(h) incomparaveis.

Neste caso,

Br(paemy (@) pe(d)|r = Br(@any(@))|kpe(b)|r = 0 - @e(b)|x = 0,

diretamente da definicao de 5.

A verificagao de que ¢.(b)Bh(pan)(a)) € pe(Ae) ¢ feita de forma completamente ana-
loga, garantindo finalmente que ¢.(A.) é um ideal de B..

Uma vez que vale (i), a condi¢do (iv) é automaticamente satisfeita pela construcao
dos ideais By, g € G.

Portanto, g é de fato uma globalizacao ordenada para a agao parcial ordenada «,

finalizando a demonstracao. O

: 2 2
Exemplo 1.2.6. Seja G = {mg, m1,n9,n1}, onde Gg = {mg,no}, mi = mg, n{ = ny,
mo < ng e my < ny. Considere R um anel unitario e A = Re; ® Rey ® Res @ Rey, onde os
e;’s sao idempotentes dois a dois ortogonais que comutam com os elementos de R e cuja

soma é 14. Defina

) Am1 = R€1 D Reg,

O, (aeq + beg + ces + dey) = ceq + des + aes + bey,
Qm, (ae1 + ce3) = cey + aes,

a. = I4,, para todo e € Gy,

para todos a,b,c,d € R.
Entao o = (A, oy)4eg € uma acao parcial ordenada unitaria de G no anel A. Vamos

construir uma globalizacao ordenada para « seguindo o algoritmo do teorema acima.
Considere o anel F = F(G, A). Temos que F ~ A? via

.]CG'F'_> (f(m())’f(ml)af(n0)7f(n1))

Ja que

g’ﬂo - gn1 - g (S gmo - gm1 - {mOaml})
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podemos afirmar que

Fy,={feF:f(g)=0, paratodo g ¢ Gy} ~ F,
Fo,={f€F:f(g)=0, para todo g ¢ G,,,} ¥ Ax Ax0x0,

para ¢ = 1,2. Assim,

,}/nl (a7 b’ C7 d) - (b7 a7 d’ C)?
Ymy (@, 0,0,0) = (b,a,0,0),

e v. = Ir,, para todo e € G.
Seja u = aey + bey + ces + dey € A, onde a,b,c,d € R. Temos que

Png (u) - (07 0, Qg (U1n0)7 Olny (U1n1>>
= (0,0, u, ce; + des + aeg + bey)

e analogamente
Pmg (u) = (Ua ce; + aes, 0, 0).

Sejam agora u = Y ue;, v = Y vie;, w = y wie; e z = y_ z;e; elementos de A, com

u;, v, w;, z; € R, para todo 1 <i < 4. Como

Yo © Prmo (1) F Vmy © Prmg (V) 4 Tng © Prg (W) + Yy © o (2)

= Yo (U, uze1 + uzes, 0,0) + v, (v, v3e1 + v1€3,0,0)

+ Yo (0,0, w, w3ey + waep + wiez + waey) + 1n, (0,0, 2, 2361 + 2469 + 2163 + 22€4)

= (u,use; + ujes, 0,0) + (vse; + vie3,v,0,0)

+ (0,0, w, wzey + wyey + wies + woey) + (0,0, 2zze1 + 24e2 + 2163 + 29€4, 2)

= ((u1 + v3)eq + uges + (uz + v1)es + ugeq, (V1 + ug)ey + voes + (V3 + ug)es + vyeq,
(w1 + z3)er + (wa + z4)ea + (w3 + z1)es + (wy + 22)eq,

(w3 + z1)er + (wy + 22)es + (w1 + 23)es + (wo + 2z4)ey),

temos que

By, = {(r1€1 + roea + r3es + rae4, 31 + 1569 + 1163 4 T4,
r7e1 + rges + roes + T10€4, To€1 + ripes + rres + rgey)

1€ R1<i<10}.
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Analogamente,
B, = {(r1€1 4 roes + r3es + ryeq, r3e; + r5es +ries +reeyq) v € Ry1 < i <6},

Portanto, definindo 3, = ’yg]Bg_l, para todo g € G, obtemos que 8 = (B, 3y)4eq ¢
uma globalizacao ordenada de «.

Note que a é um exemplo de restricdo que nao é uma restricado padrao, pois se fosse
deveriamos ter A,,, = A, N A,,, pela Observacao 1.2.2. Mas isso nao ocorre, pois
Ao NAL, = Apy 2 Ay

Exemplo 1.2.7. Sejam G, R, B e A como no Exemplo 1.2.1. Vamos aplicar o algoritmo

de globalizagao em a. Considere o anel F = F(G, A). Temos que F ~ A via

FEF = (f(s), f(s71), f(r(s)), F(d(s)), f(e)).

Como
gs = gr(s) = {57T(5)7 6}7
gsfl = gd(s) = {8_17 d(S), 6}7
ge - {e}’
temos que

F,={feF:f(g)=0, paratodo g ¢ G} ~ Ax0x Ax0x A,
Foio={feF:f(g)=0, paratodo g ¢ Gs—1} 0 x Ax0x AXxA,
F.={feF:f(g)=0, paratodog ¢ G.} ~0x0x0x0x A.

Desta forma,

73(07 a/7 O? b? C) = (b7 0’ a? 07 C)
vs-1(a,0,b,0,¢) = (0,b,0,a,c)

e 7y = Idp,, para todo g € Gy.

Além disso, observe que

©r(s)(aeg + beg) = (aez, 0, aes + bes, 0,0),
Pd(s) (CLEQ) = (07 aesy, 07 aey, 0)7

906(&62) = (07 07 07 07 an)-

23



Dados aey + bes € Ay (s), cea € Aggs), dey € Ae, temos que

Vr(s) (Pr(s) (a€2 + bes)) + Vs(@as) (ce2)) + Ye(pe(de2))
= Yr(s)(aea, 0, aeq + bes, 0,0) 4 75(0, cez, 0, cez, 0) + 7.(0,0,0,0, des)
= (aes, 0, aey + bes, 0,0) + (cea, 0, ces, 0,0) + (0,0,0,0, desy)
= ((a + c)e2, 0, (a + c)es + bes, 0, des),

de forma que
B, = {(aez,0,aey + bes, 0,cey) = a,b,c € R}.
Analogamente verificamos que

Bl._1 = {(0,aes + bes, 0, aeq,0,ces) : a,b,c € R}.

B’ = Re,(0,0,0,0,1),
de forma que
B' = B, + B.-1 + B, = {(aey, beg + ces, aes + des, bey, fe3) s a,b,e,d, f € R}.

Finalmente, obtemos uma globalizacio ordenada ' = (B, 3,)4eg de a. Note que j3
também ¢é uma globalizacao ordenada, tomando ¢, = ¢, : A; — B, como a inclusao
natural A, — AN B,, para todo g € Gy. Entretanto, 8’ % 3, pois

By~ R*# R* ~ B!

Dessa forma, temos que a globalizagdo ordenada construida no Teorema 1.2.5 nao
¢ necessariamente tnica a menos de equivaléncias. Essa nao é uma caracteristica co-
mum na literatura, e gostariamos de explorar em que casos podemos garantir a unicidade
de globalizacoes ordenadas. Na proxima subsecao, trabalharemos exatamente com essa

questao.

Antes disso, queremos fazer uma nota rapida sobre como os skew-anéis parciais de
grupoide ordenado da agao parcial ordenada « e da sua globalizagao § estao fortemente
relacionados. Note que ambos skew-anéis parciais de grupoide ordenado sao quocientes
e seus elementos sao, portanto, classes de equivaléncia. Por esse motivo utilizaremos a
notagao - cg 40, para representar a classe de equivaléncia do elemento - cg ay0,. Além

disso, para simplificar a notagao nos proximos resultados, vamos assumir que @, = . :
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A, — B, é a inclusao usual, de forma que A, é um ideal de B,, para todo e € G.

Proposicio 1.2.8. Sejam o = (A, 0,4)geg uma agdo parcial ordenada unitdria do gru-
poide ordenado G em um anel A e f = (By, B,)ge¢ uma globalizagio ordenada de o em
um anel B. Denotaremos por R=A%%G eT =B x5 G. Se Gy € finito,

(i) Tl = Dyeg 59(Ad(g))5g;

(i) 1pT = Dyeg Ar(g)0d(g):
(i7i) 1rT1r = R;
(i) T1xT =T.

Demonstracdo. Note inicialmente que os skew-anéis parciais de grupoide ordenado Ax, G
e B*p G sao associativos por [7, Proposition 3.1] e [18, Proposition 2.6], pois cada um dos
A,’s e By's possui unidades locais e é, portanto, idempotente. Desta forma, R e T' estao
definidos de acordo com a Defini¢ao 1.1.17. As demonstragoes de (i)-(iii) sao andlogas ao
caso nao ordenado [%, Proposition 3.1]. Para provar (iv), basta mostrar que 7' C 15T1g.

Como, para todo h € G, temos que

Br= Y By(Aug),

r(g)<r(h)

o resultado segue de

By(a)on = By(a)d(rg)ny = By(a)dg * Lr(g=1((g) )99~ (r(e)in) € (T1R)(1RT) = T1RT,

para todo a € Ag(g). O

Seja R um anel idempotente (nao necessariamente unitdrio), isto é, um anel tal que
R? = R. Dizemos que um R-médulo & esquerda M é unitdrio se RM = M. Além
disso, M ¢ dito livre de tor¢io quando Rm = 0 implica m = 0 para qualquer m € M
(c.f. [24]). A definigdo para R-mdédulos a direita é andloga. Vamos denotar por R-mod
(resp. mod-R) a categoria dos R-mddulos & esquerda (resp. a direita) unitarios e livres
de torcao.

De acordo com [21], um contezto de Morita é uma séxtupla (R, R', M, M’ o, "), onde
R, R’ sdo anéis idempotentes, M é um (R, R')-bimédulo, M’ é (R', R)-bimédulo e ¢ :
M@pr M — Re ¢ : M'"®r M — R’ sdo homomorfismos de bimodulos tais que:

(i) (@2 )y =z¢' (2’ ®y), para todos z,y € M e 2’ € M’,

(i) ¢'(¢' @ 2)y = 2'¢(x ® y'), para todos ',y € M' e x € M.
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Por [24, Proposition 2.6], se gM, My, Mg e pM' sao médulos unitérios e ¢ e ¢’ sdo
sobrejetivas, entao as categorias R-mod e R’-mod (resp. mod-R e mod-R’) sdo equivalen-

tes e os anéis R e R’ sdo ditos Morita equivalentes.
Teorema 1.2.9. Os anéis R e T como acima sao Morita equivalentes.

Demonstragdo. Note inicialmente que R ¢é unitario, pois « é unitaria e Gy ¢ finito. Em
particular, R é idempotente. Como B possui unidades locais e G é finito, também temos
que T possui unidades locais e portanto é idempotente.

Considere M = 1gT e N = T'lg. Claramente M é um (R, T)-bimédulo e N é um
(T, R)-bimddulo. Definindo as aplicagoes ¢ : M @ N — Re ¢ : NQg M — T
por p(m ® n) = mn e ¢'(n ® m) = nm, temos que essas aplicagdes sdo sobrejetivas e
(R, T,M,N,p,¢) éum contexto de Morita pela Proposicao 1.2.8. Além disso, é facil ver
que Mrp,gr M, Ng, e 7N sao médulos unitarios pois R e T sao anéis idempotentes e a agdo

do médulo é dada por multiplicacao. O

1.2.2 Uma condicao para a unicidade

Nessa subsec¢ao, apresentaremos uma condi¢ao suficiente para uma acao parcial or-
denada possuir uma tnica globalizacdo (a menos de equivaléncias). Para atingir esse

objetivo, definiremos a noc¢ao de globalizacao minimal.

Definigao 1.2.10. Seja a = (A,, ay)4eg uma agao parcial ordenada de G em um anel A
e f = (By, By)4e¢ uma globalizagdo ordenada de ov em um anel B. Dizemos que  é uma

globalizacao ordenada minimal se vale

(iv') By = Xr(n)=r(g) Bu(@am) (Aamy)), para todo g € G.

Mais adiante nos Exemplos 1.2.17 e 1.2.18 veremos alguns exemplos de globalizacoes
ordenadas minimais em contraste com globalizacoes ordenadas. Antes disso, precisaremos

estudar algumas propriedades de agoes parciais ordenadas fortes (Defini¢ao 1.2.3).

Lema 1.2.11. Seja o = (Ay, oy)geg uma agio parcial ordenada forte de um grupoide

ordenado G em um anel A. Entao vale
(PS) ag o0y = agup © Ida, ,, para todos g,h € G tais que g x h estd definido.

Reciprocamente, se o é uma agdo parcial que satisfaz (PS), entdo « € forte.

26



Demonstra¢io. Note que dados (g, h) € Go, temos que

Qg oy =ay0 O‘h|ah_1(Ag_mAh)’ por definicao de o
=y © O‘hlArlﬂA(ghrl’ pela Proposigao 1.1.13(ii)
=qaz0q,0 IdA(gm—lﬁAh—l’ por definicao de o
= Qg4p O IdA(gh)*lnAh*17 por (PB))

=agpolds, —, olda,_,, pois « ¢ forte

= agpolda, ,, pois dom(agy) = Agn)-1.

Agora, sejam g, h € G tais que o pseudoproduto g * h esta definido, isto é, tais que o

infimo e := d(g) A r(h) esta definido. Entao temos que
ag oy = ag|AhﬂAg_1 o ah|ah_1(AhﬂAg_1)'
Como Ay N A, C Ay N Apny = Ae, pois a é forte, temos que

AN Agfl = A, N Agfl N A,
=AyNANA; 1 NA

= A(eln) N Aejg1y, pois « é forte
= Aen) N A(gle)—1, pois (elg™") = (97" [e).
Assim, como aygle) = O‘9|A(g\e>—1 e Qeln) = O‘h|A(e|h)—1’ temos que
Qg © Ah = O‘9|A(elh>ﬁA<g\e>*1 © ah|a<em>—1(A<e\h)”A<g|e>—1)
= oz(g|e)|A(e‘h)m1<gle>,1 o Oé(e|h)|a(e|h>,1(A(e‘h)mA(g‘e>,1), pois « ¢ ordenada
= Q(gle) © A(eln); por definicao de o
= (gle)(elny © Tda ) 1 pois ((gle), (e|h)) € Ga
=g olda, o, por definicdo de *
=g olda, pois (h'|e) = (e|h)™".

Note que pela unicidade das correstrigoes temos que (h~'le) = (r(h~'|e)|h™"). Assim,
An-11e) = Api-1je)h-1) = Ar(h-11e) N Ap-1, pois a é forte. Agora, r(h~'e) = r((elh)™!) =
d(elh). Portanto, Ap-11e) = Aaepny N Ap-1. Mas d(g * h) = d(e|h), de onde Ayupy-1 C
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Ad(e|h)- Assim,

Qg O Qp = Qigy, © IdAd(e\h) o IdA’f17 pelo que foi visto acima

= Qgxh © IdA(g*h)*l olday.y, olda, 4, pois dom(ag.n) = A(gun)-1
=agpoldy - olda, pois Aguny-1 C Aqgeln)
= agpolds, pois dom(ag.n) = A(gun)-1,

que é precisamente (PS).
Para a reciproca, basta notar que se e < r(g), entao

Qe O Qg = Qlyg © IdAg_l, por (PS)
= a(elg o 1da _,, pois e * g = (e|g)

= Q(elg), pois (elg) ™' < g7 = A1 € A

Agora, Ay = Im(oyelg)) = Im(ae 0 ay) = ae(Ac N Ay) = A. N Ay, mostrando que a é

forte. O

Acgobes parciais ordenadas fortes se comportam bem com restri¢oes e correstrigoes, como

veremos a, seguir.

Lema 1.2.12. Seja a = (A, ay)geg uma agdo parcial ordenada forte de G em um anel

A. Valem:
(1) Se e <d(g), entao Agley = Ag N Ar(gle)-
(i1) See, f € Gy, entio Acpy = Ac N Ay.
(iii) Se d(g) Nr(h) estiver definido, entdo ag(Az—1 N Ap) = Ag N Agsp.
(iv) Se d(g) < r(h), entdo ag(Ag— N Ap) = Ag N Agiag)in) -
(iv’) Ser(h) <d(g), entao ag(Ag—1 N Ap) = Ag N Agglr(n)n-

Demonstragio. (i): Basta notar que (gle) = (r(gle)|g) pela unicidade das restrigdes.

Assim,

Aggley = Apr(gle)lg) = Ag N Ar(gle)-

(ii): Segue de (PS) que (¢ 0 af = Qesf © Af = Qepf © Af = Qepnf. LOZO, Aens =
Im(cens) =Im(ae 0o ayr) = ae(Ac N Af) = Ac N Ay,
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(iii): Denote por e = d(g) A r(h). Observe que

ag(Ag—l N Ah) = Ozg<Ag—1 N Ad(g) N Ar(h) N Ah)

= ay(Agj1 NANAy), por (ii)
= ag(Agelg-1) N Agen)), pois « ¢é forte
= a(gle)(Acelg—1) N Acepny), pois « é ordenada
= A(gle N Agun, pelo item (ii) da Proposigao 1.1.13
= Ay N Apigle) N Aguns pois « é forte
= A, N Agin, pois (g * h) = r(gle).

Para provar (iv) e (iv’), simplesmente note que

(glr(h))h, se r(h) < d(g),
g9(d(g)|h), se d(g) < r(h).

x h =

]

Definigao 1.2.13. Seja G um grupoide ordenado. Dizemos que G é um grupoide pseudo-

associativo se (g*h)xk estd definido <= g* (h*k) estd definido, para todos g, h, k € G.

Observacao 1.2.14. (i) No caso em que (g h)*k e g (h* k) estao definidos, temos

por [37, Lemma 4.1.6] que esses pseudoprodutos coincidem.
(ii) Grupoides indutivos sdo sempre pseudoassociativos.

Agora temos todas as ferramentas necessarias para caracterizar a unicidade de globa-

lizacoes ordenadas.

Teorema 1.2.15. Seja o = (Ay, ag)geg wma agdo parcial ordenada pré-unitdria forte
de um grupoide pseudoassociativo G em um anel A. Entdio o admite uma globalizagdo
ordenada minimal se, e somente se, o € unitaria. Mais ainda, a globalizacao ordenada

minimal € unica a menos de equivaléncias.

Demonstragio. Seja, como na demonstracao do Teorema 1.2.5, F = F(G, A) o anel das
fungdes de G em A. Dado g € G, defina

&, =1{h €G:g " *h esta definido},

note que &, nunca ¢ vazio, pois sempre temos que g € &,.

Considere
F,={feF: f(h)=0, para todo h ¢ &,}.
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Claramente F, = F,(,), para todo g € G. Considere agora

Vg i Fg1 — Fy
f g 79(f)7

onde

'Vg(f):g%A
-1
b (Pl = flg7t*h), se he &,

0, caso contrario.

E facil ver que 7g ¢ um homomorfismo bem definido de anéis, para todo g € G. Se
(9,h) € Ga, f € F1 e k € &, entdo

((
= f((h'g™") x k)
=f((h'xg ') xk), pois * coincide com - quando - estd definido
=f(h ' x (g7 *k)), pois * é associativa
= n(f)lg=14x
=Yg 0 1 (f)]r-

Caso k ¢ &, entao vy (f)|k = 0 = v4 0 Y(f)|k, de onde segue que Y4, = 74 © V.
Agora, para todo e € Gy, defina 1), : A, — F, por

ap-1(aly), se h € &,
Ve(a)|n =

0, caso contrario,

para todos a € A., h € G. Temos que 9.(a)|. = a.(al.) = a, para todo a € A.. Portanto
1. ¢ um monomorfismo, para todo e € G.

Seja B, o subanel de F, gerado por

U Th (wd(h) (Ad(h)))7

r(h)=r(9)

para todo g € G. Considere, entao,

B=1Y B.

e€Go

Vamos definir, para todo g € G, 3, := 79\3971.

30



Nosso objetivo inicial é provar que 5 = (B, f,)4e¢ ¢ uma agao global ordenada de G

em B. Dado e € Gy, g € G com r(g) = e e a € Ay, temos que

Be 0 By(Yag) (@) = ve © Y4 (tagg) (a))
= Yeg(Va(g)(a))
= Y4(Yag) (a))
= By(Ya(g) (a))

9

de onde segue que . = Idp,. Como vy, 07, = Y4, para todo (g, h) € G, entdo claramente

B4 © Brn = Bgn, para todo (g, h) € Go.
Agora provaremos que [ satisfaz (PS). De fato, pois dados g,h,k,¢ € G tais que
he&, r(k)=d(h)eac Ay, temos que

B (B (Paery (@)))lg-14e, 50 £ € &,

0, caso contrario

5g © 5h(5k(¢d(k)(a)))|e =

5k(¢d(k‘)(a’))|h71*(g*1*£), Se g € gg,

0, caso contrario

BV (@) (n-14g-1)x, s€ L € &g,

0, caso contrario

) Br(ag (@) | ((arysh—1)xg-1)5, s€ L E &g,
0, caso contrario
B (Vae) (@) |ahys(n—14g-1)se, € £ € &,
0, caso contrario

Bany (B (Vagy (@) (h-14g-1)s0, s€ L € &y,

0, caso contrario

= Bgen © Baen)(Br(acy(@)))]e,

como gostarfamos. Para finalizar a prova, mostraremos que [ satisfaz as condicoes (i)-
(iii) da definicao de globalizagao, pois a condicao (iv’) serd satisfeita por definigao apds a
prova de (i).

(ili): Sejam g,h € G ea € Ay-1. Entao

ap-1(ay(a)ly), se h € &,
Ur(g) © agla)ln = o
0, caso contrario
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,ébd(g)(a)lg*l*ha se h € 59,

0, caso contrario

By 0 ¢d(g)(a) ’h

), se h € &,

p-1ag(al g1,y

0, caso contrario.

Portanto, podemos focar no caso em que o infimo e := r(g) Ar(h) esta definido. Como

a € Ag-1, temos que alg-1,, € Ag-1 N Ag-1,, = A(ejg-1) N Ag-1,p. Assim,

By(Ya(g)(@))|n = an-149(alg-1.p)
= Qh-1]e) © elg) (@lg-14p), por (P3)
= (n11e) (U(elg) (@L(g=116)) Lelm))
= ap-1(ag(alg-1ie)lem), pois « é ordenada
= an-1(ag(a)ag(lg-11g-1j)) Lem)
= ap-1(ag(a)aey (1(g 1ey) Lieln)) pois (elg) < g

ap-1

ap-1(ag(a

«

1.
1

1h)
T‘(h ]- 1h)

pois « é forte

pelo item (iii) do Lema 1.2.12

1
1h)
n)-

ap-1(oy(a pois Ay C A,4), para todo k € G

(ag(al

(ag(a)a

(ag(a)
an-1(ag(a)Lclg) Lieln)
(ag(a)

(ag(a)1,

(ag(a)

(ag(a)1

ap-1(oy(a

Portanto 3, o 14(¢)(a) = ¥y (g) © ag(a).
(ii): Sejam g € G e ¢ € Yy(g)(Ar())NBy(Yage) (A

tais que

). Entao existem a € A,(y),b € Ay

c= @Dr(g)(a) = ﬁg(¢d(g)(b))‘

Desta forma,

= wr(g) (a)|r(9)
1= O./g(b]_gfl) cA

a = aly(g) = arg(alyg) = arg-1(aly))

= By(Ya(g) (D)) () = Ya(e) (D) |4

g

de forma que ¢ = ¥, (g)(a) € g (Ay).
Reciprocamente, se ¢ € 1,5 (A4,), entdo ¢ = P,y
b= ay-1(a) € Ay-1, temos de (iii) que

(a), para algum a € A;,. Tomando

By (Va(g) (b)) = rg)(ag(b)) = rg)(a) = c.
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Logo, ¢ € tr(o)(Ag) 1 By(tbite)(Ag-1)) € trig)(Ariey) 1 By (o) (Aute)), como gostaria-
mos.
(i): Sejam e € Gy, h € G tal que r(h) = e, a € Agp) e b € A.. Basta provarmos que

Ve(b) Bn(Vamy (), Br(aen) (@))e(b) € the(Ae).
Para isso, considere k € G qualquer. Temos que
Br(any (@) e )k = Br(Paeny (@) ke (b) |x-
Por um lado,

ap-1(bly), se k € &,
be(b)] =

0, caso contrario.

Por outro lado,

—Luks ke&, =&,
Br(Vamy (@) = Vany (@) |14k, se k € &

0, caso contrario

aka*h(alha*k), se k € g@,

0, caso contrario.

Podemos entao nos concentrar no caso em que k € &. Assim, denotando por f =

r(k) Ar(h),

Br(Vany(@))e(b) |k = c-1ap(@lp-1,) 01 (b1y)
= a1 (1w (@l =11k ) a1 (011
= a1 (@ w110 ) L1y Lo -1 (D1
= a0 (@110 1)) Lo 110 i Lo ) L1 -1 (D1g).

Pelo item (ii) do Lema 1.2.12, temos que A-15) = Ap-1 N Ap-1yp), de onde segue
que 1(k:*1\f) = 1k*1 1r(k*1|f)~ Portanto,

Br(Waeny (@) e D)k = ag=11p sy (@l )10 L1171 L k=1 1y -1 (DLg)-
Agora, pelo item (ii) da Proposigao 1.1.13, temos que

Ag115)(1m) O Ag11p) = a5y (An-1n k) N Ag-15)
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de onde segue que 1(k:—1\f)(f|h)1(k:—1\f) = a(k:—1|f)(f|h)(1(h—1|f)(f|k:)1(h—1|f))- Desta forma,

Br(an) () Ye (D) [k = i) (@l i) 110 i) a1y ik L w11 =1 (D1
= ag-psim (@l a1p w1 p ) an- (01k)
= ag—1p) (g (alg-115)) L )k (b1k)
= a1 (aqgimy (@l (n110)) 1 (p1k) )i (b1)
= a1 (aln-1)Lsmble) = ar-(aqm (aln-17)11kb1)
= (g (aln-11p))b1k) = Ve(osin (@l g1 )D) k-

Note que b € A, implica que o s (alp-1))b € A, pois A, é um ideal de A. Analo-

gamente provamos que ¥ ()5 (Ya) € Ve(A,).
A afirmacgdo sobre a unicidade agora segue de [3, Theorem 2.1], tendo em vista que
vale (iv’). O

Observacao 1.2.16. Note que no caso do Teorema 1.2.15, a colecdo ¢ = {1, : e € Gy}
¢ um monomorfismo de agoes parciais ordenadas, e nao apenas de agdes parciais como a

colecao ¢ = {pe : € € Go} que aparecia no Teorema 1.2.5.

Exemplo 1.2.17. Retomando o Exemplo 1.2.7 e aplicando a construcao do Teorema

1.2.15, obtemos
&, =G, paratodo g € G,
de onde
F, = F, para todo g € G.
Desta forma,
vs(a,b,e,d, f) = (d,c,b,a, f) = vs-1(a,b,c,d, )

e v, = Idr, para todo f € Gy.

Além disso, observe que

VP (s)(aeg + bes) = (aeq, aea, aey + bes, aeq, aesy),

Yas)(aez) = Ye(aes) = (aey, aes, aes, aesy, aes).
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Assim, temos que

= {(aey, aes, aey + bes, aeq, aey) : a,b € R},
"1 = {(aey, aey + bes, aeq, aes, aesy) : a,b € R},
B, ={

(aeq, aey, aey, aey, aes) : a € R}.

Portanto,
B' = B. + B._1 + B, = {(aez, aes + bes, aeq + ces, aea, aey) : a,b,c € R},

de forma que obtemos que B ~ B e B, ~ By, para todo g € G. Desta forma, ' =
(B, By)geg ¢ uma acao global ordenada equivalente a 3 = (B, y)geg-

Exemplo 1.2.18. Considere o grupoide ordenado pseudoassociativo G = H; U Hs, onde
Hi={9,97',d(g),m(9)} e Ho = {ai; : 4,7 € {1,2,3,4}}. O produto é dado por (a;;, axe) €
G <= (=1 e neste caso a;;jag = ay; € (h1,ha), (he, h1) ¢ Go, para todos hy € Hy, hy €
Hsy. As relagbes de ordem sdo geradas por a3 < g e agy < g. Assim, temos que

5g = {ga 7“(9), 13, A23, A33, @43, A14, G424, A34, a44},

Ey1r ={g7 ", d(g), a1, as, asy, as1, ara, Az, aso, Asn }
Eany = {971, d(9), a11, az1, az1, an },

Eary = {971, d(9), a12, a22, a32, 2},

Eazs = {9,

r(
r(

g), 13, A23, 433, a43},
)

ga44 = {ga

g), a4, a24,a34,a44}.

Note que G é um exemplo de grupoide pseudoassociativo que nao é localmente indutivo.

Seja A = P Re;, onde R é um anel e os ¢;’s sdo idempotentes dois a dois ortogonais
=0 )
cuja soma é 14. Defina

Ad(g) = Reo © Rey @ Res, AJ! = Rey @ Rey,
Ag = Ar(g) = Res @ Rey Aaii = Re, = A

ay(bey + ceq) = beg + cey, Q-1 = a;l,
Qq,,; (be;) = bej, para todos 1 < i,j < 4,
a. = Idya,, para todo e € G.
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Identificando f € F(G, A) com [[,eg A ~ A* via

[ (f(r(9), £(d(9)), f(9), fF(g™"), f(an), f(az), f(as1), f(awn),

f(a12), f(az2), f(as2), flasw), f(a3), f(as), f(ass), fass),
flars), f(aa), f(ass), f(a)),
temos que, usando a notacio 0 = (0,0,...,0) (i vezes),

0,¢,0,b,d,e, f,g,h,i,j, k 0®)
¢,0,0,0,0® d e, f,g,h,i,j,k)
¢,0,0,0,d, e,f,g,O(lz))
¢,0,b,0,d, e, f,g,01)
cObOdefg, 0(12)
¢,0,0,0,09 d e, f,g,0

'yg(bOcOO)defg,hZJ, (
(¢,
(c
(c
(
(¢,
(¢,0,b,0,0 d. e, f,g,0®
(
(
(
(
(
(
(

k) =
s-1(0,0,0,¢,d,e, f,g,h,i, 5,k 0®) =
Yaz (0,0,0,¢,0% d e, f, g,0®)
Yaz, (0,0,0,¢,0® d e, f, g,0¥)

Yo (0,0,0,¢,0%% d e, f,g) =

7a12(0b00d6f9,0(12)
Yass (0,0,0,¢,0® d e, £, g,04)

9) =
) =
®) =
) =
) =
V) =
V)=

Yaus (0,0,0,¢,012 d e, f,
Yais(0,0,¢,0,d, e, f, g, 0(12
Yas (0,0,¢,0,0% d e, f,g,0
Yaus (,0,¢,0,0%% d e, f.g
Yaus (0,0, ¢,0,d, e, f, g, 0%
Yana (0,0,¢,0,0% d e, f, g,0¢
Yazs (,0,¢,0,0®) d e, f, g,0¢

®)
)
¢,0,0,0,09 d e, f,g,0®)
0,¢,0,b,0® d,e, f, 9,0
0,¢,0,0,08) . de, f,g,0)
0,¢,0,0,08),d,e, f,g,0)
0,¢,0,b,01% d e, f, g)
0,¢,0,b,012 d e, f, g)
0,¢,0,b,01? d.e, f, g)
= Idy,, para todo e € Gy.

Além disso, temos que

Ve () (Ar(g)) = {(bes + ceq, 0, ber + cey, 0, bey, bes, bes, be, ceq, ces, ces, cey) : b,c € R}
Yag)(Aag)) = {(0,beg + cer + des, 0, cez + dea, ceq, ceq, ces, ceq, dey, des, des, dey, 0(8))
:b,e,d € R}

Var, (Aay,) = {(0, bey, 0, bes, bey, bea, bes, bey, 012)) 1 b € R}
Viags (Aayy) = (0, bea, 0, bey, 0 bey, bey, bes, bey, 09) - b € R}
Vass (Aayy) = {bes, 0, bey,0,0® bel,beg,beg,be4,0(4)) b€ R}
Vs (Aas,) = {(beq, 0, besy, 0, ot b€1,b€2,b€3,b€4)}
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de onde segue que

B, = {(bes + ceq, 0, deg + bey + ces, 0@ bey, bey, bes, bey, cey, ces, ces, cey) : b, c,d € R}
By—1 = {(0,beg + ceq + des, 0, ces + dey, cer, ces, ces, cey, deq, des, des, de, 0(8))
:b,e,d € R}
Ba,, = 1a,,(Aq,;), para todo 1 <i < 4.

Logo, a menos de equivaléncias, temos que 5§ = (Bj, 84),e¢ ¢ uma acao global ordenada

minimal do grupoide ordenado G no anel B = @7_, Re;, onde

B, = Rey ® Re; @ Res, By, = Re3z ® Rey ® Res,
B,,, = Re;, para todo 1 <17 <4,
B4(beg + cer + dea) = ces + dey + bes,
By =51 fBa;,; (be;) = bej, para todos 1 <i,j < 4.

g

1.2.3 Aplicacao via Teoremas ESN

Comegaremos essa subsecao enunciando as defini¢oes de agdo parcial de semigrupo

inverso em anel, bem como de globalizacao nesse contexto.

Defini¢ao 1.2.19. [13, Definition 2.1] Sejam S um semigrupo inverso e A um anel.
Dizemos que o = (As, a5)ses € uma agdo parcial de S em A se Ag<qA —14A, ag : Ag-1 — Ag

¢ um isomorfismo de anéis e

(P1) a. =1Ida,, para todo e € E(S), e A = Y cps) Ae;

(P2) a; (A1 N A;) C A(gy-1, para todos s,t € S;

(P3) ay o ay(x) = ay(z), para todos s,t € S,z € oy (A1 N Ay).

Analogamente ao caso de grupoide, definimos agdes parciais pré-unitarias e agoes
parciais unitarias de semigrupo inverso. Podemos também enunciar, nessas notacoes, o

que significa uma globalizacdo de acao parcial de semigrupo inverso em anel.

Defini¢ao 1.2.20. Seja a = (As, a;)ses uma agao parcial de um semigrupo inverso S
num anel A. Uma agao global 5 = (B, 3s)ses de S em um anel B é dita uma globaliza¢do

de « se, para todo e € E(S), existe ¢, : A, = B, monomorfismo de anéis tal que
(i) pe(Ae) é um ideal de Be;
(H) Pss—1 (As) = 9058—1(*’435—1) N /88(¢8_18<AS_18)>;

(iil) Bs 0 ps-15(a) = pgs—1 0 ag(a), para todo a € A,-1;
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(iv) Bs é o ideal gerado por Uy—1—s5-1 B (@i-1:(As-1¢)).

Observacao 1.2.21. Note que dessa vez exigimos a condi¢ao de igualdade imediatamente
no indice da unidao em (iv), em contraposi¢ao com a desigualdade no indice da unidao no
item (iv) da Definigdo 1.2.4. Isso ocorre em detrimento do Teorema ESN 1.1.10(ii), onde
temos que premorfismos (e, portanto, agdes parciais) de semigrupo inverso estao relacio-
nadas com premorfismos (e, portanto, agdes parciais fortes) de grupoide indutivo. Logo,
como todo grupoide indutivo é pseudoassociativo por defini¢do, temos que partindo de
uma ac¢ao parcial de semigrupo inverso ja satisfazemos naturalmente as hipoteses do Teo-
rema 1.2.15 ap6s uma aplicagdo do Teorema ESN. Assim, temos uma primeira indicagao
de que toda agao parcial de semigrupo inverso que é globalizavel possui automaticamente
globaliza¢do minimal (e tnica). Veremos mais detalhes sobre essa tltima afirmacdo no

que segue.

Unindo a defini¢ao de acao parcial de semigrupo inverso com o Teorema ESN 1.1.10,
podemos traduzir toda a teoria feita até aqui para o caso de semigrupos inversos. En-
tretanto, precisamos de alguns resultados técnicos envolvendo a estrutura de conjunto do
anel A.

Denotaremos por Set a categoria cujos objetos sao conjuntos e os morfismos sao fungoes
entre conjuntos e Ring a categorias cujos objetos sao anéis e os morfismos sao homomor-
fismos de anéis. Dados A, B em Obj(Ring) e ¢ : A — B em Mor(Ring), podemos definir
o funtor esquecimento F' : Ring — Set por F(A) sendo o conjunto idéntico a A como
conjunto, mas desconsiderando sua estrutura de anel, e F'(p) : F(A) — F(B) como uma
fungao que coincide com ¢ : A — B em cada ponto, porém desconsiderando a estrutura
de homomorfismo. Usaremos dessa notacgao ao longo da subsegao.

Retomando a nossa notacao das segoes anteriores, seja A um anel. Definimos Z(A) :=
Z(F(A)={f:1—J:1,J CA,fébijecao}, ou seja, Z(A) é o conjunto das bijecdes
entre subconjuntos do conjunto F'(A). Com a composigao usual de fungoes (isto é, a com-
posicao é definida no maior dominio onde fizer sentido), temos que Z(A) é um semigrupo
inverso (Definigao 1.1.6).

Seja S um semigrupo inverso e considere a agao parcial o = (As, ag)ses de S em um
anel A.

Lema 1.2.22. A agio parcial « induz um premorfismo v, : S — Z(A) (Defini¢io 1.1.9),
onde v,(s) € uma bijecio entre os subconjuntos dom(v,(s)) = F(As-1) e Im(ya(s)) =
F(Ay) de F(A) definida como v,(s)(a) = as(a), para todo a € F(As-1).

Demonstragio. A condigao (i) de premorfismo segue de (P2) e (P3) da defini¢ao de agao
parcial. A condicao (ii) de premorfismo segue analogamente ao item (i) da Proposigao
1.1.13 para o caso de semigrupos inversos (ou de [13, Proposition 2.2(c)], por exemplo).

Por fim, o item (iii) de premorfismo é decorrente de (PW). O
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Do Lema 1.2.22 e do Teorema 1.2.15, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.23. Seja o uma agao parcial pré-unitaria do semigrupo inverso S em um
anel A. Entdo o possui globalizacio [ se, e somente se, o € unitaria. Além disso, [ é

unica a menos de equivaléncias.

Demonstragdo. Seja o uma acao parcial pré-unitaria do semigrupo inverso S em um anel
A. Seja 7, o premorfismo de semigrupos inversos de S para Z(A) definido no Lema
1.2.22. Considere G(7,) : G(S) — G(Z(A)) o premorfismo do grupoide indutivo G(S)
para o grupoide indutivo G(Z(A)) associado a -, via o Teorema 1.1.10(ii). Pelo que foi
considerado na Observacao 1.2.14(ii), temos que G(S) é um grupoide pseudoassociativo.

Note que a transi¢ao via o funtor G é tal que F(S) = F(G(S)) e F(7a) = F(G(74))-
Portanto, as bijecoes G(7,)(s) indexadas pelos elementos do grupoide indutivo seguem
inalteradas em relagao as bijecoes 7, (s) indexadas pelos elementos do semigrupo inverso,
de onde podemos considerar dom(G(7,)(s)) = F(As-1) e Im(G(74)(s)) = F(As). Por-
tanto, definindo w = (As, ws)sca(s) Por ws : As-1 = Ay, com wy(a) = G(7a)(s)(a) = as(a),
para todos a € A,-1, s € G(5), retomamos as estruturas de ideais e de isomorfismos e
obtemos que w é uma agao parcial forte pré-unitaria do grupoide indutivo G(.S) sobre o
anel A. De fato, as condigoes (P2) e (P3) equivalem a condicao (i) de premorfismo. A
condigao (PW) equivale a condigao (iii) de premorfismo. A condigdo (ii) de premorfismo
equivale ao item (i) da Proposi¢ao 1.1.13. Por fim, a Observagdao 1.1.8 garante que vale
(PS), pois todo premorfismo v de grupoides indutivos satisfaz r(¢(elg)) = ¥ (e) Ar(¥(g)),
e essa é precisamente a condigao exigida para uma acao parcial ordenada ser forte (e equi-
vale a (PS) pelo Lema 1.2.11), o que nao ocorre em agdes parciais ordenadas quaisquer,
como vemos no Exemplo 1.2.6.

Portanto, estamos na hipétese do Teorema 1.2.15. Logo, as condi¢oes da Defini¢ao
1.2.4 em w, mais a condicdo de minimalidade em w, e da Definicao 1.2.20 em «, sao
exatamente as mesmas.

Assim, como « é unitaria se, e somente se, w é unitaria, podemos usar o Teorema
1.2.15 para verificar que « possui globalizacdo se, e somente se, w possui globalizagao
minimal. Neste caso, obtemos uma acao global n = (Bs, 1s)scc(s) de G(S) em um anel B
que globaliza w de forma minimal. Agora construimos, de forma analoga a construcao de
Ya, um premorfismo de grupoides indutivos p, : G(S) = G(Z(A)) de forma que a funcao
pn(s) : F(Bs-1) = F(B;) é definida por p,(s)(b) = ns(b), para todo b € F(Bs-1). Note
que p, é, na verdade, um homomorfismo de grupoides indutivos, pois o fato de que n ¢
uma agao global implica que B, = By, para todo s € G(S), de onde p,(s)py(t) = py(st),
para todo (s,t) € G(S),.

Aplicando o funtor inverso S de G pelo Teorema ESN, obtemos um homomorfismo de
semigrupos inversos S(p,) : S — Z(A). Definindo § = (Bs, fs)ses por s : Bs-1 — By
com f,(b) = S(p,)(s)(b) = ns(b), para todos b € By-1, s € S, temos que 7 ser globalizacao
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minimal de w implica que 3 é a globalizagao de « desejada. Note que a unicidade de [ é
garantida pelo Teorema 1.2.15, pois a acao n construida ja é minimal pelo argumentado

acima. O

Variagdes do Teorema ESN para semigrupoides inversos e categorias inversas foram
provadas por DeWolf e Pronk em [17]. Os premorfismos dessas estruturas também sao
compativeis, no sentido de que os premorfismos de semigrupoides inversos (resp. cate-
gorias inversas) estao relacionados via o Teorema ESN com os premorfismos de grupoi-
des localmente indutivos (resp. completamente localmente indutivos) - que também sao
automaticamente pseudoassociativos - e portanto o Teorema 1.2.15 também garante a
unicidade da globalizacao de agoes parciais dessas estruturas de forma andloga ao que
discutimos acima.

A definicdo de skew-anel de semigrupo inverso é analoga ao caso de skew-anel de
grupoide ordenado (Defini¢ao 1.1.17) usando a ordem parcial natural < de um semigrupo
inverso S, dada por s < t se existe e € F(S) tal que s = te. Mais precisamente, de acordo
com [13, p. 3], temos que A x, S = L/N, onde o é uma agao parcial de um semigrupo
inverso S em um anel A, £ = @,cg As0s com soma componente a componente e produto
dado por (asds)(b:0;) = ag(as1(as)by)os e N = (as0s — a0y : s < teay € Ay) é um
ideal de £. Argumentos completamente similares aos do Teorema 1.2.9 também provam

o seguinte resultado.

Teorema 1.2.24. Seja o uma ag¢do parcial unitaria de um semigrupo inverso S em um
anel A. Suponha que E(S) € finito. Seja B a globalizag¢io de o, que é uma agdao global de

S em um anel B. Entdo Ax, S e BxgS sio Morita equivalentes.
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Capitulo 2

Teoria de Galois para acao parcial de
grupoide
Beleza é o primeiro teste: nao existe

espaco permanente no mundo para

matematica feia.

G. H. Hardy

Nesse capitulo, daremos continuidade ao trabalho apresentado em [3] por Bagio e Pa~
ques, onde foi definido um teorema de equivaléncias para extensoes de anéis definidas por
agoes parciais ortogonais de grupoides serem galoisianas. Embora em [16] Paques e Ta-
musiunas provaram um teorema de correspondéncia de Galois para acao global ortogonal
de grupoide em anéis comutativos e em [ 1] Bagio, Sant’Anna e Tamusiunas provaram
um teorema de correspondéncia de Galois para acao parcial ortogonal tipo-grupo de gru-
poide em anéis comutativos, ainda nao havia uma generalizacdo dessa correspondéncia
para a classe inteira de agbes parciais ortogonais. O nosso objetivo, entao, é apresentar
um teorema de correspondéncia de Galois para a¢oes parciais ortogonais de grupoides em
anéis comutativos. Além disso, provaremos um teorema envolvendo extensoes de Galois
e grupoides quocientes, generalizando o trabalho de Bagio, Canas, Marin, Paques e Pi-
nedo em [0]. Por fim, apresentaremos o conceito de ortogonaliza¢ao para obter algumas

correspondéncias de Galois para o caso de agoes parciais nao ortogonais de grupoides.

2.1 Pré-requisitos

Neste capitulo, consideraremos que G é um grupoide finito (ndo ordenado) e o é uma
agao parcial unitaria de G em A. Note que isso implica que A é unitério pela condigao (P1)
de acdo parcial. E interessante que o leitor e a leitora tenham afinidade com a Teoria

de Galois para agoes parciais de grupoide de [3]. Nessa secao citaremos as principais
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defini¢oes e os principais resultados que precisaremos no decorrer do capitulo.
Defini¢ao 2.1.1. [¢, p. 3668] Seja o = (Ay, ay)g4eg uma acao parcial unitaria de um
grupoide G em um anel A. Definimos

A% ={a€ A:ay(al,~1) = al,, para todo g € G},

o subanel dos invariantes de A pela acdo parcial a.

Defini¢ao 2.1.2. [8, p. 3668] A aplicagdo trago é definida como a aplicagao tr, : A — A
dada por

tra(a) =Y aglal,—),

9€6
para todo a € A.
O subanel dos invariantes A% e a aplicagao trago possuem uma importante relacao.

Lema 2.1.3. [8, Lemma 4.2] A aplicacao tr, é um homomorfismo de (A%, A%)-bimddulos

e
(i) tro(A) C A%;
(71) tro(ag(a)) = tra(a), para todo a € Ay-1, g € G.

O fato da imagem da aplicacao traco estar contida no subanel dos invariantes é crucial
para o desenvolvimento da Teoria de Galois. Isto é o que esta por tras da construcao das

diversas equivaléncias da definicdo de extensao de Galois.

Definicao 2.1.4. [8, p. 3671 Dizemos que A é uma extensio de Galois a-parcial de A*

se existem {z;,y;}, € A tais que

n
Ziﬂi@g(yilg—l) = Z e gle,
1=1 e€Go

para todo g € G. Nesse caso, dizemos que o conjunto {z;,y;}?, ¢ um sistema de coorde-

nadas galoisianas a-parciais de A sobre A%.

Seja o uma agao parcial ortogonal unitaria de G em um anel A. Para facilitar notacoes,
vamos considerar sua globalizacao (3, acao global de G em um anel B, de forma que
A. C B, para todo e € Gy, isto é, de forma que os monomorfismos ¢, : A, — B,, e € Gy,
que aparecem na definicao de globalizacao sejam inclusoes.

Sejam e, f € Gy. Definimos os conjuntos G(e, f) = {g € G : d(g) = e,r(9) = f}
e Gle) == G(e,e). E facil ver que G(e) é um grupo para todo e € Gy, chamado de

grupo de isotropia associado a e. Considere também G(—,e) = {g € G : r(g9) = e}.
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Podemos enumerar esse conjunto da seguinte forma: G(—.,e) = {€ = g1e,92c- -+ Gnore}

onde n, = |G(—, e)|. Usaremos essa notagao no resultado a seguir.

Lema 2.1.5. [8, Theorem 5.1] Seja o uma agdo parcial ortogonal unitdria de um grupoide
finito G em um anel A. Considere [ globalizagcdo de o, agdo global de G em um anel B.

Sdo equivalentes:

(i) Se B é uma extensio (3-Galois de BP, entio A é uma extensio de Galois a-parcial
de A“.

(ii) Se A é uma extensao de Galois a-parcial de A* e para todo g € G, g,,‘_(;)’iggd(g)yi €
Go = g € Go, para todo 1 < i < nyg) = ngg), entdo B é uma extensdo 3-Galois de
BP.

Podemos relacionar o anel dos invariantes A® e o skew-anel de grupoide parcial Ax, G
via um contexto de Morita que envolve a aplicacao trago. De fato, temos que A é um
(A% A %, G)-bimddulo (respectivamente (A x, G, A%)-bimddulo) com agoes a esquerda e
a direita de A* via multiplicacdo e agao a direita (respectivamente & esquerda) de A, G

em A dada por
a-bydy = ay-1(aby),
e respectivamente
byy - a = byog(aly—1),

para todos g € G, b, € A, e a € A e estendidas linearmente [3, p. 3669].

Observe agora que a aplicacao

T:AxA— A
(a,b) — try(ab)

é A x, G-balanceada e a aplicacao

T :AxA— Ax, G
(a,b) — > aay(bl,-1)d,

geg

é A% balanceada.

Portanto, podemos considerar as aplicagoes

T A®A*agA—>Aa
a® b try(ab)
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T AQpe A— Axy G
a®b > aay(bly1)d,.

geg

Assim, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.6. [, Proposition 4.4] A séxtupla (A%, G, A% A, A, 7,7") é um contexto

de Morita. A aplicagio T € sobrejetiva se, e somente se, existe a € A tal que tro(a) = 14.

Note que nesse caso ambos os anéis sdo unitarios, entao nao precisamos falar sobre
modulos unitarios ou livres de tor¢ao, e podemos seguir a teoria de Morita classica apre-
sentada em [19, Theorems 4.1.4, 4.1.17].

Denotaremos por j : A x, G — End(A) 4 a aplicagao definida por

J (Z %59) (a) = Z agag(aly—1),
g€eg g€y

para todo a € A. Temos que j é um homomorfismo de A-médulos e de anéis.

Além disso, para todo A %, G-médulo M, denotaremos por MY o conjunto
M9 ={me M : (1,6,) -m = 1, -m, para todo g € G},

o conjunto dos invariantes de M por G.
Com isso, temos as defini¢oes suficientes para enunciar o Teorema de equivaléncias

para extensoes galoisianas no contexto de agdes parciais ortogonais de grupoides.

Teorema 2.1.7. [8, Theorem 5.53] Seja G um grupoide finito agindo parcialmente em um
anel A via agao parcial ortogonal e unitdria o = (Ag, ag)geg. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(i) A é uma extensao a-Galois de A*;

(i) A é um A“-mddulo projetivo finitamente gerado e j é um isomorfismo de A-mddulos

a esquerda e de anéis.

111) Para todo A x, G-modulo a esquerda a aplicagdo p : A ® — ada por
i) P do A xo G-mddulo a da M licagio @ A ® MY M dad

pla @ m) = am é um isomorfismo de A-mddulos d esquerda.

(iv) A aplicagio 1 : A ®pa A = [lyeg Ay definida por (a @ b) = (acy(bly-1))geg € um
isomorfismo de A-mddulos da esquerda.

(v) AtA = Ax,G, ondet =3 ,c5140,.
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(vi) A aplicagio 7' € sobrejetiva.
(vit) A é um gerador para a categoria de A x, G-mddulos d esquerda.

Majis ainda, se pelo menos uma das condicoes acima for verdadeira, entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(viii) tro(A) = A*.
(ix) A € um gerador para a categoria de A*-mddulos a direita.
(x) O contexto de Morita (Ax, G, A% A, A, T,7") € estrito.

Definig¢ao 2.1.8. Sejam G um grupoide, (Ay, ay)geg Uma agao parcial de G em um anel

A e H um subgrupoide de G. Defina a restricao de a a ‘H como

aly = (An, an)hen-

O resultado abaixo nos diz que no caso comutativo todas as dez condi¢oes do Teorema

2.1.7 sao equivalentes.

Corolario 2.1.9. [8, Corollary 5.4] Suponha que pelo menos uma das condigoes a sequir

¢ valida:
(i) A é um anel comutativo.
(7i) tro(14) € invertivel em A.
(iii) |G(e)|1e € invertivel em A, e trola, = tra),,,, para todo e € Go.

Entao A € uma extensdo de Galois a-parcial de A* se, e somente se, o contexto de
Morita (Axo G, A%, A, A, T,7") € estrito.

2.2 Teoria de (Galois para acao parcial ortogonal de
grupoide

Um grupoide G é dito conezo se para todos e, f € G, G(e, f) # 0. E facil ver que todo
grupoide é uma uniao disjunta de subgrupoides conexos. De fato, definimos a seguinte

relacdo de equivaléncia em Gy: para todos e, f € G,
e ~ f se, e somente se, G(e, ) # 0.

Toda classe de equivaléncia e € Gy/~ determina um subgrupoide conexo Gz de G, cujo
conjunto de identidades ¢ e. O subgrupoide G; ¢ chamado de a componente conexa de G

associada a e. E claro que G = Uzego e
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Dado um conjunto nao vazio S, relembramos a leitora e o leitor de que o grupoide
grosseiro associado a S é o grupoide S? = S x S, onde (s,t)(u,v) estd definido se, e
somente se, s = v e nesse caso (s,t)(u,v) = (u,t). Se G é um grupoide conexo, [37,
Proposition 3.3.6] mostra que existe uma forte relacdo entre G e seus grupos de isotropia.
Nessa condicao, temos que G ~ gg X G(e), e esse isomorfismo nao depende da escolha de
e € Gy, isto é, se G é conexo, entdo G(e) ~ G(f) como grupos, para todos e, f € Gy.

Note que quaisquer dois grupoides grosseiros finitos com o mesmo numero de iden-
tidades sao isomorfos. Logo, vamos apenas denotar por A, o grupoide grosseiro com n
identidades. Logo, se G é um grupoide finito conexo com |Gy| = n e e € Gy, temos que
G~ A, xGle).

Lembre-se que nesse capitulo estamos considerando o uma acado parcial ortogonal
unitaria do grupoide G no anel A e [ sua globalizacao, acao ortogonal do grupoide G no
anel B, de forma que A, C B, para todo e € Gy. O nosso primeiro resultado aprimora o

Lema 2.1.5.

Lema 2.2.1. Seja a uma agdo parcial ortogonal unitaria de um grupoide finito G em um
anel A = @.cq, Ae. Considere 3 globalizagao de «, agao global de G em um anel B. Sdo

equivalentes:
(i) A é uma extensao de Galois a-parcial de A®.
(ii) B é uma extensio (-Galois de B”.

Demonstragio. (ii) = (i) segue do Lema 2.1.5.

(i) = (ii): No Lema 2.1.5 foi provado que (i) = (ii) quando vale a seguinte condi¢ao:
Para todo g € G, gr_(;)’iggd(g),i € Go = g € Go, para todo 1 < 1 < nyy) = ng). Vamos
provar que sempre podemos obter uma enumeracao de forma que essa condigdo seja sa-
tisfeita. Para isso, suponha que G é conexo. Para o caso ndo conexo, basta obter essa
enumeragao para cada componente conexa.

Como G é conexo e finito, G é isomorfo ao grupoide A, x G, onde A, é o grupoide
grosseiro com n identidades e G é um grupo finito, digamos com m elementos. Enumere
G da seguinte forma: G = {lg = go,...,9m-1}. Considere ainda o € S, definida por
o(i) =i—1, paratodo 1 <i <mneo(l) =n, um elemento do grupo de permutagdes de n
elementos (rotagao). Assim, dado 1 < j < mn, temos que existem tnicos 0 < ¢ < m — 1

e 0 <r<n-—1tais que j = gn 4+ r + 1. Definimos, entao,

Ge;j = (€ar(z‘), €, gq)-

Note que com essa enumeracao ge,1 = (€0(:); €, go) = (€, €, 1g) = €; e dados £ =
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(€is€j,0k) € G, 1 <u=qgn+r < mn, temos que

Irity 90y = 9oyl
= (€or() €5, )~ (€ir €5 1) (€a7(3), €31 o)
= (ej, €or(5) g;l)(ei, €5, gk)(effr(i)v €is 9q)
= (€or(i)s o)+ 9 91Ya)-

Portanto,
gfé),u@dw),u €Goeo'(i)=0"(j) e gq_lgkgq =lg
Si=jeg =949, =l
< L e G,
0 que encerra a demonstracao. O]

Com esse resultado, temos as ferramentas necesséarias para provar o Teorema de Cor-
respondéncia de Galois. A partir de agora, A sempre denotard um anel comutativo. Para

facilidade de compreensao, dividiremos o resultado principal em alguns subresultados.

Definicao 2.2.2. Sejam G um grupoide, a = (Ay, ay)4eg uma agao parcial de G em um

anel A e C' uma A“-subalgebra de A. Definimos
Go={9€G:a4(al,~1) =al,, paratodo a € C},

o subgrupoide que fixa C.

E facil ver que Go sempre é tal que Go € Go. Entretanto, Go nem sempre é um
subgrupoide de G, nem mesmo quando G é um grupo. Um exemplo desse fendmeno pode

ser encontrado em [19, Example 6.3].

Definicao 2.2.3. Seja C' uma A“-subalgebra de A, onde a é uma acgao parcial de um

grupoide G em A. Dizemos que C' é
(i) A*-separdvel se C' é um (C ® go C°P)-mbdulo projetivo [14, p. 3].

(ii) a-forte se para todos g,h € G, com r(g) = r(h) e g~'h & Gc, e para todo idempo-
tente nao nulo e € A;UA), existe um elemento a € C' tal que ay(al,—1)e # ap(aly-1)e

[11, Proposition 5.5].

Observacao 2.2.4. Quanto a B ser A%-separdvel, temos a seguinte definicdo equivalente
em [33, Theoréme I11.1.4]: Existe e = 31 x; ® y; € B ® B idempotente tal que

(i) inyi = 1p.
i1
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(i) e(lp®x — 2 ®1p) =0, para todo x € B.
Dizemos que e é um idempotente de separabilidade da extensao B|ae.

A intuicdo por tras das demonstragoes dos resultados a seguir é levar os problemas
que temos no caso parcial para o caso global através da globalizacao. A Teoria de Galois
para agoes ortogonais de grupoide jé foi construida em [1(], de forma que podemos usé-la
para trabalhar no caso global. Uma vez resolvidos os problemas no caso global, trazemos

de volta para o caso parcial, realizando as adequagoes necessarias.

Teorema 2.2.5. Seja A uma extensio de Galois a-parcial de A“ e H um subgrupoide
amplo de G. Entao a|y é uma ag¢do parcial de H em A e A é uma extensao de Galois

aly-parcial de C = A%, Além disso, C' é A®-separdvel, a-forte e Go = H.

Demonstracio. E facil ver que oy é uma acao parcial de H em A e que A é uma extensao
de Galois a|y-parcial de C' com o mesmo sistema de coordenadas galoisianas parciais de
A sobre A®.

Considere 3 a globalizacdo de «, acdo global de G em um anel B. Definindo B, =

> nen Bun(Aamy) e B, = Byl _,, temos que existe uma acio global 8" de H em B’ =
r(h)=r(g) .
Pecn, B.- De fato,

BZ(B;rl) = 5;1 Z Bk(Ad(k))
keH
r(k)=d(h)

= > Bu(Br(Aaw))

kEH
r(k)=d(h)

= > Bul(Aiw))

kEH
r(k)=d(h)

= Y B(Aqe) = By,

leH
r(€)=r(h)

Como S, é isomorfismo, para todo h € H, segue que f; também o é sobre sua imagem,

pois é apenas uma restricdo. Agora, claramente /3, = [3,| . = ldp,
e € Ho, e dados (h, k) € Ha, fj,00; = bulsy, ©Bklsy,,
Pkl B, = Bhne

Mais ainda, ' é a globalizacao de aly. De fato, A, é um ideal de B! por definigao,
para todo e € Hy. Mais ainda, Ap, = Ay N Bu(Aar)), para todo h € H. Em particular,

p. = Idp;, para todo

= 5h\B;(k) oﬁk|Bé(k) = 5hoﬁk’3é(k) =

como Agpy C B(’j(h), segue que B, (Aamy) = By, (Aany), de onde Ay, = Ayny N B, (Aany), para
todo h € H. Pela mesma razao segue que 3} (a) = ay(a), para todos a € Ap-1,h € H.
Finalmente, a condicdo (iv) de globalizagdo segue diretamente da definicdo de B}, para
todo h € H.
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A acdo  de G em B induz uma agao parcial v de G em B’ via restrigdo padrao,
e § é a globalizagdo de . Portanto, a demonstragao de [2, Theorem 4.6] implica que
BP1p = (B')Y e B?14, = A® Consequentemente, (B')714 = B’1p 1, = B°1, = A~
Além disso, (B')?1, = A%,

Por outro lado, B = Blg & B(lg — 1) = B’ ® B(lg — 1p/). Temos que

Br(B(1p = 1p)1,1) € B(1g — 1p1),

para todo h € H, pois

Br(b(1p = 1) 15-1) = Ba(b1y-1) = Ba(ble 1))
= Br(b1),—1) = Bu(b1}-1) Br(1p:1},-1)
= Br(01},-1) — Br(b1},-1) B, (15-1)
= Br(bl)-1) — Br(b1}-1)1},
= Br(01},-1)1p — Br (b1} 1) 1p
= ﬁ%(blﬁl (g — 1p).

Assim, BAIn — (B/)ﬁlﬂ o) (B(lB _ 13,))/3\H e Bﬁ\HlB, — (B’)ﬁl%lB, — (B/)ﬁm — (B/)ﬁ’
Logo, C' = A" = (B")#'1, = Bfn1p 1, = BO1,.

Pelo Lema 2.2.1, temos que B é uma extensdo 3-Galois de B?. Logo, por [16, Theorem
4.1], a BS-subalgebra BAI* & separavel, S-forte e H = Gpoiy- Se € € B @55 BAIn ¢ o
idempotente de separabilidade de B®* sobre B?, entdo e = ¢/(14, ® 14) € BI*1, ®ps1,
Bl = A @ 40 A% = C' @40 C' é 0 idempotente de Separabilidade de C sobre A®.

Vamos agora provar que C' é a-forte. Sejam ¢, h € G tais que (g7, h) € Go, g *h & G¢
ee € AyUA, um idempotente nao nulo. Como BBln & B-forte e g 1h ¢ Go D H = Ggsiys
se el, 1y, # 0, segue que existe b € B°I* tal que By(b1y-1)elyly # Br(bl)-1)elyly. Conse-
quentemente b1y € BA#1, = C e ay(blal,—1)ely 1y = a,(bly-1)el,ly, = By(bly-1)elyly #
Br(bl)-1)elyl, = ap(bly-1)elyl, = ap(blaly-1)elyl,, de onde podemos concluir que
ag(blaly-1)e # ap(blaly-1)e. Seelyly, =0ee € Ay, entao ay(laly1)e=1e=e#0=
el,l, = el = ap(laly-1)e. O caso em que e € Ay é similar.

Finalmente, resta-nos provar que Go C H, pois ja temos que H C Go. Suponha,
por contradicdo, que existe g € Go \ H. Como BFI* é B-forte, existe b € B tal que
By(b1-1)1g # Brg) (015 ))1g = b1y, Logo, ay(blal) 1) = By(b1) 1)1, # b1, = blaly, que
é uma contradicdo, pois g € Go e bly € B1, = C. Logo, H precisa coincidir com G,

finalizando a demonstragao. m

Esse resultado prova metade do Teorema da Correspondéncia de Galois. Antes de

provarmos a outra metade, precisaremos de um lema técnico.

Lema 2.2.6. Seja A uma extensio de Galois a-parcial de A% e C uma A%-subdlgebra
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separavel e a-forte de A. Entao exvistem z;,y; € C, 1 <1 < n, tais que Y ;" ;x;y; = 1a €
S xiag(yily—1) =0, para todo g € G\ Ge.

Demonstragao. Seja e = Y. 1 2; ® y; € C @40 C' 0 idempotente de separabilidade de
C sobre A”. Por definicao temos que ».I' , z;y; = 1a. Seja g € G e defina agora e, =
S xiag(yily-1) € Ay, que é um idempotente pois e, = p(fy(e)), onde 6, : C ® C' —
C®A,:=(C®A)(1®1,) é o homomorfismo de C-algebras dado por 6, (37", a; ® b;) =
Yoty aiag(bily-1) e p: C®C — C ¢ a aplicagao multiplicagao, que é um homomorfismo
pois C' é comutativo.

Note agora que ae, = ay(al,-1)e,, para todo a € C. De fato,

aey = aeyl, = ap(fy(e))l,
= ap((Ide ® ay(—1,-1))(€))1,
= ap((Ide ® ay(—14-1))(e))1,
= (@®1,)- ((Idc®ag( 1,
(a®1y) - (Ide @ ag(—14-

1))(e))
1))(€))
g ! )

Ly-1))(a®14) - (Ide @ ag(—14-1))(e))
1,-1)
1y-1)
1y-1)

1( (
p((Ide ® ag(— (
= p((Ide ® ay(— (a®14)-€))
= u((Ide ® ay(— (1a®a)-e))
= u((Ide ® a,(— (1a®a)- (Ide ® ag(—14-1))(e))
= pu((1a ® ag(aly—) - (Ide ® ay(—14-1))(e))
= (1a ® ag(aly—) - p((Ide ® ag(—14-1))(€))
= ag(aly-1)p((Ide ® ag(—14-1))(e))
(al

g—l)eg.

' 1

—1

)
)
)
(

:ag

Como C' ¢ a-forte, segue que e, = 0 a menos que g € G¢, de onde segue o resultado. [

Teorema 2.2.7. Seja A uma extensdo de Galois a-parcial de AY e C' uma A*-subdlgebra

A%-separdvel e a-forte de A tal que Go € um subgrupoide amplo de G. Entio A%c = C.

Demonstracio. Sempre vale que C' C A®%l9c. Provaremos a inclusdo reversa. Seja 3 a

globalizacao de a, acao global de G em um anel B. Consideramos ainda a subalgebra

B = @ Z 59(Ad(g)) )

e€Go | 9€Gc
r(g)=e

onde G¢ age via 3’ como na demonstragao do Teorema 2.2.5 e 5 é a globalizagao da agao

parcial alg. de Go em A.

20



Pelo Teorema 4.6 de [3], existe um homomorfismo de anéis g, : A — B’ tal que
Vge| yoloq Aclsc — (B")? ¢ um isomorfismo de anéis e 1g.(a)ls = a, para todo a €
A%lsc . Seja O = 1bg.(C).

Afirmacgao 1: Existem elementos z,y, € C', 1 < i < n, tais que >7, 2iy; = 1 e
>oim 238 (y;il,—1) = 0, para todo g € G\ Ge.

De fato, considere z;,y;, € C, i <1 < n, tais que >0 2,9, = 1a e Y1 x0g(y;14-1) =
0, para todo g € G\G¢, que existem pois C' é A*-separavel e a-forte. Como x;,y; € C' C A,
dado g € G\ G¢, temos que

inﬁg(yz‘llg%) = szﬂg(yilAllg—l) = 28, (yily—1) =D wiay(y;l4-1) = 0.
=1 =1 =1 i—1

Sejam x} = g (x;) e y; = Vg (y;). Inicialmente, temos que
ZI;y; = l/ch (Z xzyz> - ¢gc(1,4) = 1B"
i=1 i=1

Sejam agora e € Gy e {h1. = e, hoe,...,hm. e} = Go(—,€) = {g € Go : r(g9) = e},
onde m, > 0. Lembre que 1, = vy, + -+ + U, onde v, = 1. e vj, = (1, — 1.)(1, —

6h2,e(1d(h2,e))) T (1,6 - /thfl,e(]‘d(hj—l,e)))ﬂhj,e(1d(hj,ﬁ))'
Definindo 1, : A — B’ como

ve(a) = 3 Bny. (@ans ) 1y-1)Vjes
=1 |

temos que g, = > g, Ve-
Dessa forma, para todo g € G \ G¢, temos que

> wiB(yily)
i=1

=22 > Buy(@i)awn, o 1-1)v5eB Bhe o (Wi)aghe ) L1 )0k e 1)

—1
i=1 e€Go 1<j,k<me e

=>. > Bt (@)t ) Vit Vi) Ba By (W)t a1, VVka(o)

i=11<j,k<m, g A

= > UirBy(Vra@) B (Z(wi)d(hjm)5@7;(9)9%@(9)((?/i)dmk,d(g))l%1 )>

1<, k<m, () i=1 bt

= D> Vi Be(Vhtg)Br, . <Zwiﬁh;;(g)ghk,d(g)(yilk—l )>

1<) k<m,.(g) i=1 Fdlo)

=0,

pois se hj_;(g)ghk,d(g) € G¢, entao existe h € G tal que hj_;(g)ghk,d(g) = h. Mas entao g =

hj,r(g)hh];il( g) de onde segue que g € G¢, uma contradicao. Isso completa a demonstracao
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da Afirmacao 1.

Agora, como Go C Ger e os elementos 2}, yi € C', temos, em particular, que Gor = Ge.

Considere novamente a restrigdo v de § a B’ a¢ao parcial de G em B’ cuja globalizagao
é 3. Segue de [3, Theorem 4.6] que existe um isomorfismo de anéis B® — (B')” dado
por = — xlp. Além disso, x +— xl, é um isomorfismo de B? em A®. Logo, existe um
isomorfismo (B')Y — A dado por xzlp — x14, cuja inversa é 1g.|a. Logo, ¥g.(A*) =
(B')Y e consequentemente C’ = g, (C') é separavel sobre (B')?.

Note que Bflsc = BPlsc1p @ BPlsc (1 — 1p/) = (Blg/)Plsc @ Bflsc (1 — 1) =
(B"Plsc @ BPloc (15—1p/) = (B')? @B%9c (153—1p/). Em particular, B%lsc1, = (B))?'1,4 =
A%lsc . Considere a subalgebra C' = C' @ BPl9c (1 — 1) de BPloc.

Afirmacao 2: C é BP-separével e f-forte.

De fato, BPl9c é separavel sobre B? por [16, Theorem 4.1(ii)], de onde segue que
Blsc (15 — 1p/) é separavel sobre B?(1g — 1p/). Como C’ é (B')7-separavel e (B')Y =
BP1p, segue que C' é separavel sobre (B')Y @ B®(1p — 15/) = BS.

Para provar que C' é (-forte, suponha que g € G\ Ge, que e € B, ¢ um idempotente
e que fy((z +y)1i-1)e = (r + y)e, para todo x € " e y € BAloc (15 — 1p)).

Escreva e = e; + €5, onde e; = elp e e; = e(1p — 1%3). Note que ey,e; € B,. Entao
multiplicando 8y ((z+y)1,-1)e = (z+y)e por 1p:, obtemos By ((z+y)ly-1)er = (v+y)er =
zey, para todo z € C' e y € Bl9c (15 — 15/). Em particular, tomando y = 0, temos que
By(z1-1)er = zey, para todo x € C".

Pela primeira afirmacao, existem zf,y. € C', 1 < i < n, tais que Y." 2ty = 1p

e iy 2iBy(yil,-1) = 0, para todo g € G\ Go. Logo, 0 = X0y {8, (yi1;-1)er =
i Tiyier = lpeg = eq.
Assim, conclufmos que e = ey e Sy((x + y)1,-1)e2 = (¥ + y)ez = yeq, para todo

z € C ey e Blsc(1g — 15). Tomando = = 0, obtemos By(yly-1)es = yeq, para todo
Yy € Bﬁ|90(13 — 1p). Como BPlsc ¢ f-forte e separdvel sobre BP, segue que existem
u;,v; € BPlac | 1 < j < m, tais que Y uv; = 1p e 20 uiBy(v;1; 1) = 0, para todo
g € G\ Go. Consequentemente, 0 = 37" w; By (v;(1p — 1p) 1) 1)ea = 327 ujv; B ((1p —
13/)1;_1)62 = 1p(1, — 1)ex = (1 — 1p/)es = ey, de onde segue que e = 0, ou seja, que
vale a Afirmagao 2.

Agora podemos provar o teorema. Pela Afirmacao 2 e [46, Theorem 4.5 C' = Bﬁlg/é,
onde G5 = {g € G : Bp(x1).) = x1},, para todo z € C}. Além disso, pela definicdo de

C, g € Gestd em Go = G se, e somente se, g € Gor = Ge, de onde Go = Ga. Segue que

C = Bflsc e A%9c = (B")'14 = BPloc1p1,y = BAloc1,=Cl,y=C"1,4 = C. O
Os Teoremas 2.2.5 e 2.2.7 provam o principal resultado dessa secao.

Teorema 2.2.8 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois para Ag¢oes Parciais de Gru-
poide). Seja G um grupoide finito agindo parcialmente em um anel A via ag¢do parcial

ortogonal e unitdria o = (Ay, ay)geg tal que A, # 0, para todo g € G. Suponha que A €
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uma extensao de Galois a-parcial sobre A%. Entao existe uma correspondéncia biunivoca
entre os subgrupoides amplos H de G e as A%-subdlgebras A%-separdveis e a-fortes B de

A tais que Gg é um subgrupoide de G, dada por H — AP com inversa B — Gg.

Abaixo, uma representagao grafica do Teorema 2.2.8:

/

4“\H

PN
I

Queremos, agora, provar uma correspondéncia envolvendo quocientes. Para isso, re-

A

lembraremos algumas defini¢oes e resultados.

Definicao 2.2.9. Seja G um grupoide e H um subgrupoide de G. Dizemos que H é um

subgrupoide estritamente normal de G se
(i) H é um subgrupoide amplo de G;
(ii) d(h) =r(h), para todo h € H;
(iil) g 'Hr(9)9 = Ha(y), Para todo g € G.

Definigcao 2.2.10. Sejam G um grupoide e H um subgrupoide estritamente normal de

G. Definimos a relacdo =4 em G por, dados a,b € G
a=nb = (bha)€GreblacH.

Em outras palavras, a = b se, e somente se, existe h € H tal que (b, h) € Gs e a = bh.

Por esse motivo denotaremos a =-classe do elemento g € G por gH.

Lema 2.2.11. [/0, Lemmas 3.8, 3.12] A relagio =« definida acima é uma relagio de
equivaléncia e uma congruéncia. O conjunto G/H = G/ =3 € um grupoide cuja operagao

parcial é dada por
gH - hH esta definido <= (g,h) € Gy
e neste caso
gH - hH = gh'H.
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Podemos, entao, enunciar o teorema desejado.

Teorema 2.2.12. Seja G um grupoide finito agindo parcialmente em um anel A via agdo
parcial ortogonal e unitdria o = (Ay, ay)geg. Suponha que A é uma extensio de Galois
a-parcial sobre A“. Seja H um subgrupoide estritamente normal de G. Entao o induz
uma agio parcial € de G/H em A" tal que A ¢ uma extensio de Galois e-parcial de
A% e (Ach)E = Ax,

Terminaremos essa se¢ao provando o teorema acima. Para isso, precisaremos relem-
brar algumas aplicagoes construidas em [3] e provar alguns resultados auxiliares que serdo
inspirados na construcao da secao 3 de [0]. Novamente, a intuigdo por trds das demons-
tragoes sera levar nossos problemas do contexto parcial para o contexto global através
da globalizagdo. Como ja temos uma Teoria de Galois para quociente por grupoides
estritamente normais em [1(], bastard construir a agdo global do grupoide quociente e
restringi-la para o subanel desejado. Embora a ideia por tras da demonstragao pareca
simples, os préximos resultados apresentam diversas tecnicalidades.

Relembramos a leitora e o leitor de que estamos considerando o uma agado parcial
ortogonal e unitaria de um grupoide finito (ndo ordenado) G em um anel comutativo A,
B é a globalizacao de «, agdo global de G em um anel B, de forma que A, C B., para
todo e € Gy. Considere 1, a unidade do ideal Ay e 1’g a unidade do ideal B,. No Teorema
2.2.7 usamos uma aplicacdo sem defini-la explicitamente, mas agora essa defini¢do sera

necessaria.

Definigao 2.2.13. Seja H um subgrupoide amplo de G que é uma unido disjunta de
grupos. Seja e € Gy e escreva He = {h1. = e, hae,..., hy, e} Definimos ¢y, : B — B,

por

1/}?-[5 (b) = Z Z (_1>k+1/8hi1,e(1e) o Bhik,l,e(le)ﬁhik,e (be>7

1<k<ne i1<-<ik

onde b = 3 scq, by € B, com by € By, para todo f € Gy. Podemos também escrever

P30, (b) = D B, (be)Vie,
i=1
onde v;, = 1. e

Vie = (1,3 - 16)(1; - th,e(le)) T (1; - Bhi_Le(le))Bhi,e(le)’

Definimos, entdo, a aplicacao 1y : B — B dada por

V(D) = > by, (b).

e€Go
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A préxima proposigao retne alguns resultados do final da se¢ao 4 de [9].

Proposicao 2.2.14. Nas notagoes acima:

(i) 1y € um homomorfismo de anéis.

(i5) A restricio 1y sein € um isomorfismo entre A% e BPlnapy(14), com inversa dada

pela multiplicacdo & direita por 14, em particular, BPn1, = A%,

Podemos, entao, partir para a prova dos resultados auxiliares do Teorema 2.2.12.
Por [16, Theorem 4.1], existe uma agao global ortogonal 6 = (B, 042)gneg/n do
grupoide G/H em BP* de forma que BA* ¢ §-Galois sobre (BI*)? = BA. A acio 6 é tal

que

By = B, N B,

‘997-[ = Bg|Bg,1H7

para todo gH € G/H.

Definindo uz, = ¥, (14), para todo e € Gy, e uy = Py (14), temos que B’ = BPlyy
é um ideal de BP", pois uy é um idempotente central de BP*. Entdo a acdo 6 de
G/H em BPI* induz, via restricio padrdo, uma acdo parcial v de G/H em B', isto &,

v = (Bl Yor)greg/n ¢ dada por

By, = By N B' = Beyuy = By,
v = Brigyn N Ba(Bigyn) = Bantigry = B ugyy, onde ugy = ugy, , By(un,,),

IYQ'H = 69 |Bg—1’H7

para todos eH € G/H e gH € G/H. Temos que v é uma agao parcial ortogonal de G/H
em B', pois uy = ¥y(la) = Yeeg, Yu.(la) = Yeeg, Un.- Assim, obtemos a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.2.15. A agdo 6§ de G/H em BP* ¢ a globalizagio da acio parcial v de
G/H em B'.

Demonstracdo. Os trés primeiros itens da definicao de globalizagdo valem por definicao.
Verificaremos agora o item (iv). Seja e € (G/H)o. Considere £ um sistema de =y-
representantes de G e Ko = LN X, ={g1c =€,926, -, Gn. e}, onde X, ={h € G :r(h) =
e}, para todo e € Gy. Assim, se denotarmos H; = {h1y = f,hay, ..., hm, s}, para todo
f € Gy = Hyp, temos que

Xe = {6, h2,e7 ceey hme7ea 92.e, gQ,eth(gz’e)y 92,6h3,d(92,e)7 s 792,ehmd(g2,e>,d(g2,e)a ceey

gneﬁ’ gne,ehz,d(.@ne@)’ e 7g”fi’ehmd(gne,e)’d(gne,e)}'
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Vamos provar que ﬁg(Bﬂ‘Hl’g,l) = BFIn1! para todo g € G. De fato, se a € B,
ge GeheH, entao

Bu(Byfat, )ty = ol ham)y se Ay =1(9),

{O, caso contrario

Bgw(aly-), se d(h) =r(g),

0, caso contrario
69(5}#(&1/(}#)*1)1/9*1)7 S€ d(h) = ’l"(g),
0, caso contrario

Pglaly), se d(h) =r(g),

0, caso contrario

= BQ(G1;—1)1;L,

isto &, By(al) 1) € BAl%. Como By(all 1) € By, segue que fBy(al; ) € Bf*NB, = Bmﬂl’g.
A inclusao reversa segue por simetria.

Defina entao o conjunto I, = Y ¢, gi,e(Bﬁlﬁqum,e)1:1(gi,e)) = > Bmﬁﬁgi(uyd(%e)),
que é um ideal de B?P para todo e € Gy. Note que I, C Bl,,. Queremos provar a
inclusao contréaria. Para isso, mostraremos que 1, € .. Isso finalizara a demonstragao.

Para todo f € Gy, considere

wi, = [T} = By (1))

=1

Claramente wy, € BPh para todo f € Gy, de onde By(wy,1,1) € BPf# para todo
geqg.
Defina agora, para todo f € Gy,

Vig,f = H ﬁgk,f (de(gkyf)>(1ff - Bgi,fhl,d(giyf)(1d(gi,f))) co
1<k<i—1

e (1/f - /Bgi,fhj—l,d(giJ) (]‘d(gi,f)))Bgi,fhj,d(giJ) (]‘d(gi,f))‘

Note que

v = = Buy (1)) == (1 = B,y (1)) B, (15),

de onde

Vig,f = H ng,f (w’Hd(gk’f))/Bgi,f (,U]-vivd(gi,f))'
1<k<i—1
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Como uy, = Z;-n:fl v1,5.f, para todo f € Gy, temos que

Me Me
Zvizjzf = Z ( H /ng,e<de(gk76)>) Bgi,e (U17j7d(gi,e)>
j=1

j=1 \1<k<i—1

Me
= H /ng,e (wﬂd(gkﬁ)) Z Bgi,e <U17j7d(9i,e)>
1<k<i—1 7j=1
Me
= H /ng,e (de(gk,e)) /Bgi,e Zvlvjad(gi,e)
1<k<i—1 7j=1
- H /ng’e (wH(i(gk,e)) /Bgi’e (qu(gi,e))
1<k<i—1

c€l,-B™1 CI..

Mas disto segue que

Ne Me

/

IL=> > vije €L,
1=111=1

como gostariamos. O

Podemos entao considerar a aplicacao g/ : Bl — BAI% dada por

Yom) = > > (—1)“1592»1(“%(1(%))"'59%(Uﬂd(gik))ﬁgik(bllgfl)a

1<k<m i1<-<ig i
onde G/H ={g:H,...,gmH}.

Corolario 2.2.16. Seja v a agdo parcial de G/H em BP1* como acima. Considere R =

(BP™uy)7. Entdo valem as sequintes afirmagoes:

i) Vg € um homomorfismo de BP-dlgebras cuja restricio para BP"uy, é injetivo e
g/ g ) ]
Ygu(un) = 1p = 1g(1a).

(i) Ygm(R) € (B")? = BY.

(iti) A restrigio de g a R é um isomorfismo de anéis de R em B® = (B1*)? com

inversa dada pela multiplicacdo uy. Em particular, B%uy = R.

(iv) By, é uma extensio de Galois y-parcial de R se, e somente se, B ¢é uma
extensdio 0-Galois de B® = (BPI*)?.

Demonstragio. Segue da Proposicao 2.2.14 e do Lema 2.2.1. O
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Vamos agora construir a acdo parcial ¢ de G/H em A% usando a acdo parcial 7.

Definimos

Logt = ugnla = upy, By(Unty,)1a,
Agy = Bigla = By 14 = A1y,

g = (M1, © Vg 0 Un)la, 1,

onde my, : Bnuy — A° é a multiplicacgio por 14. Note que dados a € A% e
gH € G/H, temos que

egnlalg-iz) = By(Up(a))lgn = By(Yu(a))la.
Teorema 2.2.17. Nas notagoes acima, valem as sequintes afirmacoes:
(i) € é uma agdo parcial de G/H em Al
(ii) (Acm)e = A2,
(ii1) 6 é a globalizagao de €.

Demonstragio. (i): E facil ver que 1,4 ¢ idempotente central de B, para todo g € G.
Vamos mostrar que 19 € Aol

Como H ¢ estritamente normal em G, para todo h € H,(), existe h' € Hyy) tal que
hg = gh’. Entao

an(Lgnln-1) = an(By(uny,, ) 1n-1) = Bng(ury,, ) 1n
= Bon (Unty ) )10 = By(Bn (ungy ) 1n

= By(ury, ) 1n = Lgnln,

de onde segue que 19, € Al Dessa forma garantimos que Agy € um ideal de Al para

todo g € G. Agora,
(A gm1p) = Ppg (A Yug19g = g (A1) By (ugy, gy, = B g1
Assim,

e(Ag-13) = (my, o 79ﬂ)<Bﬁ|Hug‘1H) = BﬁlHugﬁlA

= Aa‘HugﬂlA = Aa‘ngH = Ang.

Portanto egy : Aj-13y = Agy € um isomorfismo bem definido de anéis.
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E facil de ver que vale (P1). Para (P2), considere (¢, kH) € (G/H)s. Note que

egrt(Ag-13 N Apay) = (ma, 0 Ygn 0 1) (A Lgm1g 1ay)
= (ma, © Ygu) (B ug-13ur3,)
= my, (B M ugpugin)
= BP0 yugp 1 A B Ui 14

= A 1 g = Ay O Agin.
Para verificar (P3), considere a € Aj-19 N A(gry-19. Entao

Egm O Exp(a) = (Ma, © Ygp © Upy) 0 (M, © Vi © Ypy)(a)

(ma
= (ma, o (Vgn © Ven) © Yy )(a)
( a4 © VgkH © WH)( )

gk (a).

(ii): Em (i) vimos que 1,3 € A%%. Como vy é BPl*-linear e Bg-1(ur,,,) € BAn,

segue que Yy (1y-13) = By-1(up, ) sy, = ug-13. Isso implica que
u((A%)7) = (P (A°)).
De fato, se a € A% ¢ tal que by (a) € (y(A%*))7, entao

ggH(alg_l”H) = 59(¢Hd(g) (a))lg?-l = Bg(¢H(a)ug—1H)1gH

= You(Vnla)ug-12)1gy = Vy(a)ug-191gy = Ppla)lyy.

A inclusao reversa é semelhante.

Observe agora que
(A1H)" = gy ((A*)*)1a = (P (A°))14
= (AMuy) 1,4 = BPuyla
= B°1, = A~
(iii): Temos que ¥y, : Aezy — Bep ¢ um monomorfismo de anéis tal que ¢y, (Aey) =

Beyuy, ¢ um ideal de B para todo e € Gy. Isso implica (G1).

Além disso, segue da defini¢ao de ugy que
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er(g)(AgH) - BB‘HUQH
= Bmﬂuﬂmwﬂg(“’id(a))

= VY, (Ar(gyr) N By(Vry,, (Adoyn),

para todo g € G, de onde segue que vale (G2).

Para demonstrarmos que vale (G3), seja a € A%*. Desta forma,

Além disso, (G4) segue diretamente do fato de que 6 é globalizacao de 7. O]
Finalmente temos todas as ferramentas para provar o Teorema 2.2.12.

Demonstrag¢io. (do Teorema 2.2.12) Segue do fato de que A é uma extensao de Galois
a-parcial de A% implica que B é uma extensdo 3-Galois de B pelo Lema 2.2.1. Agora, B
ser uma extensao 3-Galois de B? implica que B?I* é uma extensio 6-Galois de B®. Mas
novamente o Lema 2.2.1 implica que A®* ¢ extensdo de Galois e-parcial de (A%#)® =

A~ [l

Podemos ilustrar a demonstracao do Teorema 2.2.12 da seguinte forma:

(8,G,B)~———--- - (0.G/H, Bn)

(.G, Bty (L)

(,G,A) == - =~~~ - (c,G/H, Al

As barras representam globalizacoes/restri¢oes, enquanto as setas representam a pas-

sagem de uma agao (parcial) do grupoide para a agao (parcial) do quociente.

2.3 Ortogonalizacao

Até entao, a Teoria de Galois para acao de grupoide exigiu a ortogonalidade da agao, e
a razao disso é que essa ¢ uma hipotese suficiente para manter a aplicagao trago invariante.

Embora essa condi¢ao cubra uma grande classe de acoes, ela é de certa forma restritiva. O
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objetivo dessa se¢ao sera desenvolver uma Teoria de Galois para agao parcial de grupoide

sem a hipdtese da ortogonalidade.

2.3.1 Teoria de Galois geral

Relembramos o leitor e a leitora que duas acOes parciais a = (Ay, ay)geg de um
grupoide G em um anel A e w = (Qy, w,)4eg de G em um anel Q sdo equivalentes (denotado
por o >~ w) se existe um morfismo de agoes parciais ¥ : o« — w tal que 1, é um isomorfismo
de anéis, para todo e € Gy. Neste caso, também dizemos que existe uma equivaléncia ~

entre as duas a¢oes parciais.

Definicao 2.3.1. Se uma acgao parcial ortogonal w é equivalente a uma acado parcial «,

dizemos que w ¢é a ortogonalizacao de .

Observacao 2.3.2. Observe que equivaléncia entre agdes parciais é uma relacao de equi-
valéncia, portanto todas as ortogonalizacoes de uma dada agao parcial sao equivalentes;
ou seja, a ortogonalizacdo é tinica a menos de equivaléncias. Essa é a razao pela qual

usaremos o termo “a” ortogonalizacao ao invés de “uma” ortogonalizacao.

Proposicao 2.3.3. Toda agdo parcial (em um anel nao necessariamente unitdario nem

associativo) admite ortogonalizagao.

Demonstragio. Seja a = (Ay, ay)geg Uma acao parcial pré-unitaria de um grupoide G em
um anel A. Queremos construir uma acgao parcial ortogonal w de G em um anel €2 que é
equivalente a «. Para isso, considere {2 = [[.c¢g, Ae € seja . : Ac — (1 a inclusao natural
dada por ¥(a) = (adef)reg,- Defina Qg = 1, 5)(A4y) € wy = pg) © g © @b;(;)bg_l, para
todo g € G. Entao é facil ver que w = (€, wy)4eg € uma acdo parcial ortogonal de G em

2 e w ~ « por construcao. O]

Assim como na secao anterior, dada uma acao parcial unitaria «, fixaremos a notacao
B = (By, By)4e¢ Para representar sua globalizagao, que é uma acao global ortogonal em
um anel B = [[.¢g, Be tal que A, é um ideal de B,, para todo e € Gy. Também fixaremos
a notagao w = (€, w,)seg para denotar a ortogonalizagao de . Relembramos que para
a Teoria de Galois estaremos trabalhando com o caso em que A é um anel associativo e
unitario. Nosso primeiro resultado nos dira que ortogonaliza¢oes se comportam bem com

respeito a globalizagoes.

Proposicao 2.3.4. Seja o uma agao parcial unitaria e 3 como acima. Entdo 3 é também

a globalizacao da ortogonalizacio w de a.

Demonstracio. Basta observar que podemos enxergar € = [[.cg, Ac como um ideal de
B e que w coincide com a restricdo padrao de § a €2 como definida no inicio da secao
1.2, isto ¢, Q. = B, N, para todo e € Gy, Qy = Q) N By(Qa(q)), Para todo g € G, e

Wy = 69|ng1' ]
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Algumas propriedades de extensoes de Galois parciais também sao preservadas por

ortogonalizacoes.

Proposicao 2.3.5. Nas notagoes acima, suponha que Alae € uma extensao de Galois

a-parcial. Entao Q|q. € uma extensio de Galois w-parcial.

Demonstragio. Seja {x;,y; 1, um sistema de coordenadas de Galois a-parcial de A sobre

A%, isto é, x;,y; € A sdo tais que

Zxozg yilg 2215697

e€Go

para todo g € G. Escreva @ = Y cg, Ye(zile) € Q € Yy = Yecg, Ve(yile) € Q, para todo
1 <7 <n. Entao

||
NE

Y Velwile)wy (W (yil )tagg) (1g-1))

1 eeGo feGo

Vr(g) (Tilr(g))wg(Vagg) (Yilaig) ) ¥a(g) (1g-1))

Z iy (Yibagg) (1

<.
Il

I

@
I
—_

I

s
Il
—

Ur(g) (TiLe(g))¥r(g) © g © V) (Vg (Yilg—1))

I

Vr(g) (Titg (Yilg-1)1r(g)) = Vr(g) <Z~’Wg Yilg-1) <>>-

=1

Temos dois casos para considerar: (1) g € Go; ou (2) g ¢ Go. Suponha que vale (1).
Entéo () (Z?:l xiag(yilgfl)lr(g)) = Urg) (L) = lg, - Agora suponha (2). Neste

caso,
b (Sl )1y ) = i 0) =0
Logo, {z},y/}, é um sistema de coordenadas de Galois w-parcial de €2 sobre Q“. [

A reciproca da proposi¢ao acima nao é verdadeira nem mesmo no caso global, como

podemos ver no proximo exemplo.

Exemplo 2.3.6. Sejam G = {g,97',7(9),d(g)}, A = Re; @& Rey & Res, onde R # 0 ¢
um anel comutativo e os e¢;’s sao idempotentes centrais dois a dois ortogonais tais que
e1+ey+eg=14.

Defina = (As, Bs)seg como

Ag—l = Ad(g) = Req D Reo, Ag = Ar(g) = Res; @ Res,
Bg(aer + bey) = bey + aes, B =1dy,, parae € Gy, e -1 = 59—1'

Assim, AY = R(@l + 63) D R€2.
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Afirmacdo. A nio ¢ $-Galois sobre A°.

De fato, suponha que A é 3-Galois sobre A”, isto é, existem z; = x;1€1 + Ti,€9 + Tis€3
e Y = yine1 + Yi,ea + yi,e3 em A e um inteiro positivo n tais que Y7 x;fs(y;l-1) =
> ey Oc,sle, para todo s € G.

Em particular, para s = g, >, 2;34(y;1,-1) = 0. Por um lado, temos que

n

> (zaer + zpes + zizes) By(Yner + Yies) =0

=1

= > (zine1 + Tinea + Tizes) (Yires + yine2) =0
i=1

n
= Y Tpyines + Tizynes =0
i—1

= (Z $i2yi2> es + (Z xigyﬂ> es = 0.
=1 i=1
De onde segue que >.1' ; Tipoy;e = 0 = >, x3y;;. Por outro lado, como vale que
2im xiﬁr(g)(yi]-g*1> = ez + e3, segue que

n

Z(ivil@l + wineg + Ti3€3) Br(g) (Yin€a + Yises) = ez + €3
i=1

- Z($z‘161 + Tines + Tize3) (Yinea + Yises) = ea + €3
i=1

n
- Zﬂm?ﬁz@z + Ti3Yize3 = €2 + €3
i=1

- (Z Ii2%2> €2 + <Z l‘z’3yi3> €3 = ez + €3,
i=1 i=1
de onde Y7 | wioyio = 1p = X1 Ti3y;1. Mas entao 1z = 0, uma contradigao.

Considere agora a ortogonalizagdo w de [ construida da seguinte forma: o anel €2
é dado por Q = Tl.eg, Ae = Aarg) X Ary) = (Re1 @ Rey) X (Rea @ Res). Os ideais
associados sao definidos como 2,1 = Qg5 = (Re; @ Res, 0), Qy = Q5 = (0, Rea ® Res),
enquanto os isomorfismos entre eles sao dados por wy(g) = Idq,, wag) = Ide__,, wy((aeq +
bez,0)) = (0,aez + bes) e wy—1 = w, . Podemos facilmente ver que Q é w-Galois sobre
0 = R(ey,e2) ® R(es,e3) com sistema de coordenadas {z1 = y1 = (€1,0),29 = yo =

(2,0), 23 = y3 = (0,€2), 74 = ya = (0,€3)}.
Como um corolario da Proposicao 2.3.5 temos o seguinte.

Corolario 2.3.7. Suponha que o é uma agao parcial unitiria (nao necessariamente or-

togonal). Se A é a-Galois parcial sobre A%, entdo B é 3-Galois sobre BP.

Demonstragio. Pela Proposicao 2.3.5, A« ser uma extensao de Galois a-parcial implica

que Q|q. é uma extensao de Galois w-parcial. Pelo Lema 2.2.1, |q ser uma extensao de
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Galois w-parcial implica que B|gs é uma extensao [-Galois, o que conclui a prova. n

Observacao 2.3.8. A reciproca do resultado acima nao é verdadeira, pois caso contrario
terfamos que a reciproca da Proposicao 2.3.5 também valeria (o que nao é verdade, como

vimos no Exemplo 2.3.6).
Mantendo as notagoes, defina

v A—=Q
atr (we(ale»eeg()'

Note que 1 é um monomorfismo de anéis. De fato, ¥ (a) = 0 se, e somente se,
Ye(al,) = 0, para todo e € Gy. Mas 1.(al,) = 0 se, e somente se, al, = 0, pois
e : Ae — Q¢ é um monomorfismo. Agora, de (P1) segue que a = 0 se, e somente se,

al, = 0, para todo e € G.

Proposicao 2.3.9. Seja H um subgrupoide amplo de G. Vale a sequinte afirmacao:
P(AYH) = Q@ N yp(A).

Demonstragio. Seja a € AP, Dado h € H,

wi (Y (a)Yam)(1n-1)) = wr(Pamy (alam))Vam) (1n-1)), pois w é ortogonal
= Wi (Yam (alamylp-1)), pois gy é homomorfismo
= wi(Vam) (alp-1)), pois Ap-1 € Agn)

w(h) © Qtp O w;(}l)(wd(h)(alhq)), pela definicao de wy,

vy (aln), pois a € A%
= Ur(n) (@l ) Vrny(1n), pois ,(p) ¢ homomorfismo
(a)Vr(ny(11), pois w é ortogonal.

Como escolhemos h arbitrariamente, temos que 1(a) € Q“*, provando a primeira
inclusao.

Para a inclusdo contréria, seja a € A tal que ¥ (a) € Qln . Entdo, dado h € H, temos
que wp (Y (a)am)(1p-1)) = ¥(a)rny(1n). Entretanto,

wWh (Y (@)am)y(1n-1)) = Wa(Wam)(alam))Vanmy(1n-1)), pois w é ortogonal
= wh(Yany(alp-1)), pOis Ygepy ¢ homomorfismo
= Ur(n) © aplalp-1), pela definicdo de wp,

e analogamente ¥(a), ) (1n) = Yrny(alrm)) Ve (1n) = ¥r(h)(aly).
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Logo ¥y (an(alp-1)) = ray(aly). Como vy € um monomorfismo, segue que
an(aly—1) = aly, para todo h € H, isto é, a € A%*, O

Essa relacao entre os anéis invariantes pelas agoes parciais associadas aos subgrupoides

amplos de G é a inspiracao para a proxima definigao.

Definigao 2.3.10. Seja a uma agao parcial de um grupoide G em um anel A. Considere
w a ortogonalizacdo de o no anel {2 como acima. Dizemos que « é uma ag¢do parcial

fortemente Galois se:
(i) A, # 0, para todo g € Gy;
(ii) A é uma extensao de Galois a-parcial de A%;

(iii) Para todos subgrupoides amplos H; # Hs de G, vale que

Q<P Nah(A) £ Q¥ N y(A).
Nesse caso, também dizemos que A é uma extensao de Galois a-parcial forte sobre
A,

Agora temos as ferramentas necessarias para enunciar uma correspondéncia de Galois

para o caso de agoes parciais nao ortogonais. Primeiramente, denotamos:

W = {H C G : H é um subgrupoide amplo de G},
A={CCA:C=¢ Q" Np(A)), para algum H € W}.

Proposigao 2.3.11. Suponha que A|se € uma extensao de Galois a-parcial. Se C' € A,

entao Alc € uma extensio de Galois oo|y-parcial para algum subgrupoide H de G.

Demonstragio. Se C € A, entdo C = ¥~ H(Q¥" Ny(A)), para algum H € W. Pela
Proposicio 2.3.9, C' = ¢~} (p(A%)) = A%, Agora, considere {z;,7;}7, um sistema de

coordenadas de Galois a-parciais para A sobre A%, isto é,

inag(yilg_l) = Z 6e,g167
=1

e€Go

para todo g € G. Entao segue que

> zian(yilp—1) = > denle,

=1 e€Go
para todo h € H, isto é, A é uma extensdo de Galois a|y-parcial de A%* = (' O]

Agora podemos provar a primeira correspondéncia de Galois dessa secao.
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Teorema 2.3.12 (Correspondéncia de Galois para Agoes Parciais Fortemente Galois de
Grupoides). Seja G um grupoide finito agindo parcialmente em um anel comutativo A via
acdo parcial unitaria fortemente Galois a. Entdo existe uma correspondéncia de um para

um entre os conjuntos W e A dada por W > H — A% com inversa A > C Gu(c)

Demonstragcao. Primeiramente aplicamos o Teorema 2.2.8 na ortogonalizacao w de a, de
forma que obtemos uma correspondéncia de Galois entre os subgrupoides amplos de G e
as ()¥-subalgebras w-fortes e separaveis T' de €) tais quais Gr é um subgrupoide amplo.
Pela Proposicao 2.3.9 e a hipétese de « ser fortemente Galois, existe uma correspondéncia
biunivoca entre essas subalgebras T' e as A*-subalgebras C' que aparecem no conjunto A,
dada por T' <> T'NyY(A) = ¢(C) <> C. Compondo essas duas correspondéncias obtemos

a correspondéncia enunciada no teorema, encerrando a demonstracao. O

Na Definicao 2.3.10, claramente se G é um grupo ou se « ja é ortogonal, a condi¢ao
(iii) é automaticamente satisfeita. Mas esses ndo sdo os unicos casos de agoes parciais que
satisfazem (i)-(iii). De fato, o préximo exemplo ilustrard uma correspondéncia forte de

Galois para o caso de um grupoide agindo de forma nao ortogonal em um anel comutativo.

Exemplo 2.3.13. Seja G = {14, g, h,gh} um subgrupo de Sg, o grupo de simetrias de

oito elementos, onde

(12345678 . 12345678 - 12345678
9= \21436587) “\34127856) 9" " \43218765)

Considere G = Ay x G com Gy = {f1, fo}, isto é, G = {(f1, f1,1c), (f1, 1, 9),
(fl)flah)’(fhflﬂgh)?(fl?fQ?lG)’(f17f27g)7(f17f27h)7(f1’f27gh)7(f27f171G)7(f2’f17.g)7

(f27f17h)7(f27flagh>7 (f27f2710)7 (f27f27g>7(f27f27h)7(f27f27gh)}’ Escrevendo um ele-
mento k € G como k = (i,7,¢) com i,j € {f1, fo}, L € G, deﬁnimos O, = /.

Considere um anel comutativo R e a R-algebra A = @}2, Re;, onde {e;}12, é um con-

junto de idempotentes dois a dois ortogonais cuja soma é 1 4. Definimos Ay, = @1:1 Re;,
= @;2; Re;, para todos ki, ky € G com r(ky) = f1, 7(ks) = fa, €

) =r(k ) [,

( (k) = f27
Yot Giea, ()14, se d(k) =r(k) = fa,
8 1 @iea, ), se d(k) = fo,r(k) = fi,

Zf 1 @iea, i), se d(k

8
Bk (Z ai€i> =
i=1

&
=~
~—
| |

8

Zi:l aieak )44
8

Br <Z ai€i+4> =
=1

temos que 3 = (A, Ok )reg € uma agao global ndo ortogonal de G em A.
Mais ainda A é fortemente [B-Galois sobre A? = R com sistema de coordenadas
{z; = y; = e;}}2,. Vamos apresentar agora a correspondéncia de Galois para essa acio.

Para isso, denotaremos por G(f1) = Gy, G(f2) = G, e usaremos a seguinte notagao de
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colchetes para descrever as subdlgebras: representaremos por [iq,1s,...,i,] a R-dlgebra
R(ei, + ei,---€i,) © @jgr Rej, onde I = {iy,...,i,} € {1,...,12}, e vamos omitir o

simbolo da soma direta. Por exemplo,

12
[1, 2] <~ R(Gl + 62) s> @ Rei,
=3
12

[3, 4] [5, 6, 7] — R61 D Reg D R(eg + 64) S5, R(65 + eg + 67) D @ R€Z‘,
=8

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12] <» A",

A correspondéncia de Galois relaciona os 33 elementos de W com os 33 elementos de

A:

Go <+ A
Go U{(f1, f1.9)} < [1,2][3,4][5,6][7. 8]
Go U{(f1, f1, 1)} « [1,3][2, 4][5, 7][6, 8]
Go U{(f1, fr,9h)} <> [1,4][2,3][5, 8][6, 7]
Go UGy + [1,2,3,4][5,6,7,8]
Go U{(f2, f2,9)} < [5,6][7,8][9,10][11,12]

Go U{(f2, fa, h)}

Go U{(f2, fa, gh)}

Go U Go

Hy = Go U{(f1, f1,9), (fo, f2,9)}
Go U{(f1, f1,9), (f2, f2s h)}

Go U{(f1, f1,9), (f2, fo. gh) }

“ 7, ]
& [5,7][6,8][9, 11][10, 12]
< [6 ]
-
N
N
N
Go U{(f1, f1,9)} U G2 <
N
N
-
N
N
N
N

5,8][6,7][9, 12][10, 11]
5,6,7,8][9,10,11,12]

1,2][3,4][5, 6][7, 8][9, 10][11, 12]
[5,6,7,8][9, 11][10,12]
[5,6,7,8][9,12][10,11]
[5,6,7,8][9,10, 11, 12]
[5,6,7,8][9, 10][11, 12]
[5,7](6, 8][9, 11][10, 12]
[5,
[5,
[5,
[5,
[5,

1

il
gl

[5

[5

[

[
[1,2][3,
[1,2][3,
[
[
[
[
[
[
[
[
[

) )

3,4

3,4

3,4
,2][3,4
2,4
2,4
2,4
2

Go U{(f1, f1,h), (f2s f2,9)}
Hy = Go U{(f1, f1. 1), (f2, f2, 1)}

) )

Y Y

Go U{(f1, f1, 1), (f2, f2,9R) } 5,6,7,8][9,12][10, 11]

I3, 4]
I3, 4]
1,2][3,4]
1,2][3,4]
1,3][2,4]
1,3][2,4]
1,32, 4]
1,3][2,4]
1,4][2,3]
1,4][2,3]
1,4][2,3]

]
Go U{(f1, f1,h)} UG, . 3][2,4][5,6,7,8][9, 10,11, 12]
Go U{(f1, f1.gh), (f2: f2,9)} . 4][2,3][5, 6,7, 8][9,10][11, 12]
Go U{(f1, f1,9h), (f2, fos h)} 412, 3][5,6,7,8][9,11][10, 12]
Hs := Go U{(f1, f1,9h), (f2, fo, g)} ,4][2,3][5, 8][6, 7][9, 12][10, 11]
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Go U {(f1, fr, gh) Y U Gy ¢ [1,4][2,3][5, 6,7, 8][9, 10, 11, 12]
GoUGLU{(fa, f2,9)} > [1,2,3,4][5,6,7,8][9, 10][11, 12]
Go UG U{(fa, fa, h)} < [1,2,3,4][5,6,7,8][9, 11][10, 12]

Go UG U{(fa, f2, gh)} > [1,2,3,4][5,6,7,8][9, 12][10, 11]

Go UG, UG, < [1,2,3,4][5,6,7,8][9, 10,11, 12]

1
1,
1,
[1,
1,
Ko:=GoU{(f1, f2,€), (f2, [1.€)} < [1,5
[
(1,7
[
<1,
<1,

,9][2,6,10][3, 7, 11][4, 8, 12]
Ky = GoU{(f1, f2,9), (fo, f1,9)} <> [1,6,9][2,5,10](3,8,11][4, 7, 12]
Kz == Go U{(f1, fo, h), (f2, f1, )} < [1,7,9][2,8,10][3,5,11][4, 6, 12]
] ] [4,5,12]

Ky = Go U{(fo, f1,9h), (fo; fr,9h)} <+ [1,8,9][2,7,10][3, 6, 11}[4, 5, 12
KoUK, UH, ¢ [1,2,5,6,9,10][3,4,7,8,11,12]
KoUKy UH, ¢ [1,3,5,7,9,11)[2,4, 6,8, 10, 12]
KoU K3 UHy ¢ [1,4,5,8,9,12[2,3,6,7, 10, 11]
G AP

Observagao 2.3.14. Até agora, podemos concluir o seguinte:

(1) Existem propriedades da Teoria de Galois que sao validas para ac¢oes ortogonais mas
que nao sao validas para agoes nao ortogonais, de forma que a teoria nao pode ser

reduzida ao caso ortogonal.

(2) O Teorema 2.3.12 nos d& uma generalizagdo das teorias de Galois que ja existem
na literatura, mas ainda é restritivo, pois pede que a agao parcial seja fortemente
Galois, e nem todas as agOes parciais de grupoide pertencem a essa classe, como

podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.15. Seja G = {g, f1} U {h, f2} o grupoide definido como a unido de dois
grupos isomorfos a Z,, isto ¢, g> = f1 = fZ e h* = f, = f2. Considere um anel comutativo
R e A= Rey ® Res, com eq, e5 idempotentes ortogonais cuja soma é 14. Defina A, = A,

para todo k € G,
6g(a€1 + bez) = bel + aey — 6h(a61 + beg),

e By, = By, = ida. Temos que § é uma acao global (ndo ortogonal) de G em A. Mais ainda,
A é 3-Galois sobre A% = R com sistema de coordenadas $-Galois dado por z; = y; = e;,
i = 1,2. Entretanto, temos que A%lstn = Afletrn = AP de onde segue que A nao é
fortemente 3-Galois sobre A°.

Embora o exemplo acima demonstre que nem toda acao global ¢é fortemente Galois,
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podemos usar o resultado auxiliar abaixo para enunciar um teorema de correspondéncia

de Galois que abranja toda a classe de acoes globais de grupoide.

Proposigao 2.3.16. Seja = (Ay, B,) uma agdo global de um grupoide G em um anel
comutativo A. Se Hi e Ho sdo subgrupoides amplos de G tais que APl = APz entdo o

subgrupoide de G gerado por Hi e Ha, denotado por H, é tal que APln = APl

Demonstracio. E fato que APln C APl pois Hy C H. Para a inclusdo contréria, seja
a € APl = APl Considere h € H. Temos que h pode ser escrito como h = hy - - hy,
para algum inteiro positivo n e hy,..., h, € Hiy U Hs com d(h;) = r(h;y1), para todo
1 <i<n—1. Desta forma,

Br(alp-1) = Bny.ny (ala(n,))

= Bhyetnr (Bra (@lagnn))), pois d(hn-1) = 7(hn)
= Bhyehn (adyn), pois a € Al = AP,
= Bhy et (@Lagh, 1)) pois r(hy,) = d(h,_1)
= Bhyetin_o(Bhni (algn, 1)) pois d(h,_2) = r(hp_1)

= B (algen))
= alp, pois 7(h) = r(hy).

O

Mantendo as notacgoes do Teorema 2.3.12, definimos uma relagdo de equivaléncia ~
em W por: Hy ~ H, se, e somente se, A% = A2 Se o é global, entdo segue da
Proposicao 2.3.16 que cada ~-classe possui um unico elemento maximal com respeito a
inclusao. A saber, dado H € W, escreveremos H"™** para representar o tnico elemento

maximal da ~-classe de H. Portanto, podemos definir o conjunto
Wmaz — {Hmaz . 7_[ 6 W}.

Agora podemos enunciar a segunda correspondéncia de Galois dessa segao.

Teorema 2.3.17 (Correspondéncia de Galois para Agao Global de Grupoide). Seja G um
grupoide finito agindo em um anel comutativo A via ac¢do global unitdria 5. Considere
w a ortogonalizagio de [ no anel 2 como anteriormente. Suponha que A, # 0, para
todo g € Gy, e que A é uma extensio B-Galois de A®. Entdo existe uma correspondéncia

biunivoca entre os conjuntos W™ e A dada por W™ > H — AP" com inversa A >

C— (gw(c))max .
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Demonstragdo. Inicialmente aplicamos o teorema de correspondéncia de Galois para agoes
globais ortogonais [10, Theorem 4.6] na ortogonalizacdo w de  para obter uma corres-
pondéncia de Galois entre todos os subgrupoides amplos de G e todas as (2“-subélgebras
separaveis, w-fortes C' de Q, isto é, H < Q¥/*. Restringindo essa correspondéncia ao
conjunto W™ temos uma correspondéncia de um para um dada por H™% » Qlrmas
Afirmacio 1. Existe uma correspondéncia de um para um entre os conjuntos Q@l#me e
AP = =1 (@l 1 (4).

De fato, defina 6§ : {Q@hmar - H € W} — {APlwmax 0 3 € W} por §(Qwhemas ) = ABlwmax,
Temos que 6 é injetiva, pois se G(Q<lHmer) = g(Qwlcmas) para H™® M= € W™ entao
APlmaz — APlkmaz de onde segue da Proposicao 2.3.16 que H ~ K, isto é, H™** = jCmaw,
Logo Q«lwmaer — Qwlcmar — Mais ainda, a sobrejetividade de 6 segue da Proposicdo 2.3.9,
provando a afirmacao.

Afirmagdo 2. A = {APlwmes  gmaz ¢ maz,

De fato, para todo C' € A, existe um subgrupoide amplo H € W tal que C' = APlx.
Mas H ~ H™® isto 6, APln = APlwmer  pela Proposicao 2.3.16. Assim A C {ABlwmaes .
H™er e Wmert A outra inclusdo ¢ imediata.

Logo, pelas afirmagdes 1 e 2 segue que existe uma correspondéncia biunivoca entre os

conjuntos W™e* e A,
]

Quando a extensdo A|ys é fortemente Galois no teorema acima, recuperamos exata-
mente o Teorema 2.3.12 para o caso global, pois nessa hipdtese cada ~-classe consiste
de apenas um unico subgrupoide amplo. Se 3 é ortogonal, temos a correspondéncia de
Galois para agoes globais de grupoide em anéis comutativos provada em [16, Theorem
4.6], pois quando [ é ortogonal a extensdo A|,s é fortemente 5-Galois e 5 é igual a sua

propria ortogonalizacao.

Observagao 2.3.18. O mesmo argumento usado na Proposicao 2.3.16 nao pode ser usado
no caso parcial para obter um analogo do Teorema 2.3.17, pois dados a € A, h, k € H{UH,
tais que (h, k) € Gy, ndo temos, em geral, que alp-1,-1 € Ap-1 N Ap-1,-1. Dessa forma,
nao podemos garantir que ap(alp-1,-1) = apoag(alp-15-1). A existéncia de um teorema
de correspondéncia de Galois para agao parcial de grupoide mais geral vai exigir outras

técnicas e ainda segue uma questao em aberto.

2.3.2 Aplicagao para o skew-anel parcial de grupoide

Mantendo as notacoes desse capitulo, considere o uma ac¢ao parcial pré-unitaria de
um grupoide G em um anel (ndo necessariamente comutativo) A e w sua ortogonalizagao,
acao parcial ortogonal de G em um anel €). Nessa secdo iremos aplicar a construcao da

ortogonalizacao para relacionar os skew-anéis parciais de grupoide A x, G e 2 x, G.
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Proposicao 2.3.19. Nas notagoes acima, temos que os skew-anéis parciais de grupoide

Axo G e Qx*, G sdo isomorfos como anéis.

Demonstracao. Basta considerar o isomorfismo natural dado por

U:Ax,G— Qx, G

> ady = Y g (a)d
9€g g€y
onde ¥ = {1 }eeg, com . : A, — Q. é 0 isomorfismo de agdes parciais entre « e w. Note
que essa aplicagao estd bem definida pois se ad, € A *, G, entao a € A; C A, (), de onde
Ur(g) (@) € Pr(g)(Ag) = Q-
Esse é claramente um isomorfismo de modulos. Para verificar que é um isomorfismo

de anéis, considere ad,, bdy, € A %, G. Suponha que (g,h) € Go. Entéo

U(asd,) - T(bSy)

= Ur(g)(@)dg - Vr(ny(b)n, pela definicdo de ¥
= wy(Wg-1(¥r(g) (@) r(n) (D)) dgn, pelo produto em Q , G

= Wy (a(g) © atg-1 0 w ) © Ur(g) (@) (n) (D)) g, pela defini¢ao de w1

= Wy (Ya(g) © ag-1(a )¢r(h)(b))5gh

= Wy(Ya(qg) © tg=1(a)a(g) (b)) Ign, pois d(g) = r(h)

= wy(Va(g) (arg-1(a)b))dgn, pois ¥g(y) é homomorfismo

= () © Qg © wd(g) © Ya(g)(ag-1(a)b)dgh, pela definicao de w,

= Pr(g) © ag(rg-1(a)b)dgn

= \If(ag(ag—l( )0)6gn), pela definigdo de ¥

= W(ad, - boy), pelo produto em A x, G.

Caso (g,h) ¢ G, entao
W(ady - bdp) = W(0) = 0 = ¢n(g) (@) - ) (0)0n = W(ady) - W(bdn),
de onde segue que
U(ady - bdy) = W(ady) - ¥(bdy).

Estendendo esse resultado por linearidade, obtemos que ¥ é um isomorfismo de anéis,
como gostariamos. O]

Como aplicacao direta desse resultado, obtemos o seguinte.

Corolario 2.3.20. Seja o uma agao parcial unitdria (nao necessariamente ortogonal) de
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um grupoide (nao necessariamente finito) G em um anel (nao necessariamente comuta-
tivo) A. Se A € artiniano a esquerda (resp. a direita) e Ay, # 0 para apenas um nimero

finito de g € G, entdo Ax, G € artiniano d esquerda (resp. d direita).

Demonstracao. Provaremos o caso a esquerda, sendo o caso a direita completamente ana-
logo. Como A ¢ artiniano a esquerda, A, ¢ artiniano a esquerda, para todo g € G.
De fato, como A, é unitario com unidade 1,, podemos escrever A = A, & A(1l4 — 1,).
Assim, A, é um somando direto de A e, portanto, artiniano a esquerda. Agora, como
Q = P.cg, Ve(Ae) € cada Y. (A.) é artiniano a esquerda, temos que 2 é artiniano a es-
querda. O resultado agora segue aplicando |11, Proposition 3.1] na ortogonalizacdo w e

usando o fato de que A x, G ~ Q) ., G pela Proposicao 2.3.19. O
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Capitulo 3

Teoria de (Galois para acao de

semigrupo inverso

O binémio de Newton é tao belo
como a Vénus de Milo.

O que hé é pouca gente para dar por
isso.

(Alvaro de Campos)

/////////

///////////////

000000000000000

(O vento 14 fora).

Alvaro de Campos

A Teoria de Galois para grupoides vem sendo construida desde 1966, no artigo [51]
de Villamayor e Zelinsky. Desde entao, todas as teorias de Galois para a¢ao de grupoide
carregaram a hipdtese da agao ser ortogonal, como podemos ver, por exemplo, em [3], [11],
[16], [44], [45], [16], [17] e [18]. Seguindo essa linha, Lautenschlaeger e Tamusiunas usaram
em [306] o Teorema ESN [37, Theorem 4.1.8], que prova uma equivaléncia entre a categoria
de semigrupos inversos e a categoria de grupoides indutivos, para traduzir a Teoria de
Galois para acao ortogonal de grupoide para o caso de semigrupos inversos. Entretanto,
a hipdtese da ortogonalidade anula muitos ideais da agao que nao sao associados a um
elemento maximal do semigrupo inverso com respeito a ordem parcial natural, o que torna
a teoria de [306] muito restritiva.

Neste capitulo, usaremos resultados de Lawson [37] para obter uma relagdo entre
agoes de semigrupos inversos e agoes parciais de grupo, e usaremos as referéncias [3], [11]
e [19] para construir uma Teoria de Galois geral para semigrupos inversos. O principal
argumento ¢ que toda agao de semigrupo inverso F-unitario induz uma acao parcial de
grupo, que serd demonstrado no Teorema 3.2.3. Assim, conseguiremos construir uma nova

aplicagao traco invariante e um contexto de Morita envolvendo o anel dos invariantes e o
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skew anel de semigrupo inverso, bem como apresentar um teorema de equivaléncias para
extensoes galoisianas, um teorema de correspondéncia de Galois que nao exige nenhuma
hipdtese sobre a acdo e um teorema envolvendo semigrupos inversos quocientes.
Também analisaremos o que ocorre no caso de semigrupos inversos com zero. Para isso,
estenderemos alguns resultados de Lawson [37] para obter uma relagdo entre semigrupos
inversos categéricos no zero 0-F-unitarios e grupoides. Mostraremos que as agoes de
semigrupo inverso com zero podem ser usadas para construir agoes parciais ortogonais de
grupoide e utilizaremos a teoria apresentada no capitulo anterior para obter resultados

analogos ao caso de semigrupos inversos sem zero.

3.1 Pré-requisitos

Nessa secao, apresentaremos as referéncias basicas para a construcao da Teoria de
Galois para agoes de semigrupo inverso. A maioria dos resultados e defini¢oes aqui apre-
sentados vem do livro “Inverse semigroups, the theory of partial symmetries” de Mark
V. Lawson [37], e portanto nao serd provida uma demonstracao. E recomendado que a
leitora e o leitor que nao tenham familiaridade com o tema consultem as demonstracoes
dos resultados no livro.

Seja S um semigrupo inverso (Definicao 1.1.6). Conforme definido anteriormente,

relembramos a leitora e o leitor que a ordem parcial natural < em S é definida por
s 2t < s=te, algum e € E(S5),

onde F(S) representa o conjunto de idempotentes de S e s,t € S.

Para todos s,t € S, a relagao de compatibilidade a esquerda é definida por
s~ t = st e E(9),
a relacdo de compatibilidade a direita é definida por
s~ t &= st e E(S),
e a relagdo de compatibilidade, a intersecao das duas relagdes acima, é definida por
s~t < st st e B(S).

Essas relagoes sao reflexivas e simétricas, mas nenhuma delas precisa ser transitiva.
Lema 3.1.1. [77, Lemma 1.4.11] Sejam S um semigrupo inverso e s,t € S.

(i) s ~it se, e somente se, o infimo u= s At eviste e u"'u = s"'st7't.
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(ii) s ~, t se, e somente se, o infimo u= s At eviste e uu™" = ss 1t L.

1

(iii) s ~, t se, e somente se, o infimou = sAt existe, u"'u = s~ st 1t euu™t = ss L.

Sejam S um semigrupo inverso e A C S. Dizemos que A é um subconjunto compativel

se para todos a,b € A, temos que a ~ b.

Definicao 3.1.2. Uma congruéncia em um semigrupo inverso S é uma relacao de equi-

valéncia p em S tal que (a,b), (¢,d) € p implica (ac,bd) € p.

Seja 0 : S — T um homomorfismo de semigrupos inversos. O nicleo de 6 é a relacao

ker 6 definida em S por
ker@ = {(a,b) € S x S :0(a) =0(b)}.

E facil de ver que ker@ é uma congruéncia. A reciproca também é verdadeira. De
fato, seja p uma congruéncia arbitraria em um semigrupo inverso S. Em S/p podemos
definir o produto p(a)p(b) = p(ab), bem-definido pois p é uma congruéncia. Entao S/p é
um semigrupo inverso com respeito a essa operacio bindria e p(s)~' = p(s7!), chamado o
semigrupo inverso quociente de S por p. Entao, denotando por 7 : S — S/p a aplicagao

definida por m(s) = p(s), temos que p = ker 7.

Definicao 3.1.3. Seja S um semigrupo inverso. Definimos a relacdo o em S por
sot <— existe u X s,t,

para todos s,t € S. Dizemos que o ¢é a congruéncia de grupo minimal em S.

Note que se S possui zero, entdo Oos, para todo s € S, de onde S/o é o grupo trivial.
Por esse motivo, iremos separar o estudo de semigrupos inversos sem zero para o caso de

semigrupos inversos com zero. A partir daqui, consideraremos que S nao possui zero.
Teorema 3.1.4. [77, Theorem 2.4.1] Seja S um semigrupo inverso.

(i) o é a menor congruéncia em S contendo a relagio de compatibilidade.

(ii) S/o é um grupo.

(iii) Se p € uma congruéncia em S tal que S/p € um grupo, entio o C p.

Deste ponto até o final do capitulo, fixaremos o simbolo ¢ para representar a con-
gruéncia de grupo minimal. Dado s € S, denotaremos por o(s) a o-classe do elemento

S.

Definigao 3.1.5. Dizemos que um semigrupo inverso S é E-unitdrio se e € E(S)ee < s

implicarem que s € E(S), para todo s € S.
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Teorema 3.1.6. [77, Theorem 2.4.6] Seja S um semigrupo inverso. As afirmagoes a

sequir sao equivalentes:
(i) S é E-unitdrio.
(ii) ~=o.
(ii1) o(e) = E(S), para todo e € E(S).

Também devemos fazer observagoes sobre supremos de elementos em um semigrupo
inverso. Dizemos que o elemento u € S é o supremo dos elementos s,t € Sses 2 u,t 2 u
ese s 2 v, t 2w, entdo u < v. Neste caso denotamos u = s V t. Diferentemente do caso
de infimos, supremos nem sempre estao definidos, nem mesmo entre idempotentes. Mais
ainda, sabemos que se s e t nao forem compativeis, é garantido que seu supremo sVt nao
existira. Entretanto, apenas a compatibilidade nao garante existéncia de supremo.

Um semigrupo inverso é dito completo se todo subconjunto compativel nao vazio pos-
sui um supremo. Um semigrupo inverso é dito f-completo se todo subconjunto finito
compativel nao vazio possui um supremo. Dizemos que um subsemigrupo inverso 7" de
um semigrupo inverso qualquer S é fechado para supremos se dado um subconjunto com-

pativel P C T, temos que se existe \/ P, entao V P € T'.

Exemplo 3.1.7. Seja A um anel e considere Iso,,(A) o monoide inverso de isomorfismos
entre ideais unitarios de A. Temos que dados f,g € Iso,(A), f ~ g se, e somente
se, fg~', f~tg € E(Isop(A)). Vamos caracterizar essa relagio em Iso,,(A). Escreva
dom(f) = Iy, dom(g) = 1,, Im(f) = Jy e Im(g) = J,. Entao f : [y = Jreg: 1, — J, s@o
isomorfismos entre ideais unitarios I, J; e I, J;, de A. Lembre ainda que E(Isop,(A)) =
{Idp : B ¢ um ideal unitario de A}.

Desta forma, temos que

dom(fg™) = grnly) e Im(fg™") = Uy ).

Se fg~' € E(Z(A)), entdo temos que fg~' = Iddom(fg-1) = Idmm(fg-1)- Isso implica
que g(I; N 1I,) = f(I;N1,) e que fg~'(z) = z, para todo = € g(I; N I,), ou seja,
que g '(z) = f'(z), para todo = € g(I; N 1;). Mas isso é o mesmo que dizer que
f(z) = g(z), para todo x € I; N I,, de onde também segue que f~'g € E(S). E facil
notar que f(z) = g(x), para todo x € I; NI, também implica que fg~' é um idempotente.

Analogamente, temos que f~'g € E(Iso,,(A)) se, e somente se, f~!(x) = g~ (z), para

todo x € Jy N J,, de onde obtemos que

f ~ g em Iso,,(A) se, e somente se, f(x) = g(z), para todo x € I; NIy,
e f1(z) = g (), para todo z € J; N J,.
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Temos que Iso,,(A) é um semigrupo inverso f-completo, pois a soma finita de ideais
unitarios é unitaria. Aqui usamos soma de ideais ao invés da unido de conjuntos que
aparece na literatura pois a uniao de ideais nao é necessariamente um ideal. Agora, dados
f,g € Isopu(A) tais que f ~ g, temos que fV g = f+ g, onde f+ g é definido como a
aplicagdo f+g: I+ 1, = Jr+ J, dada por (f +g)(z+vy) = f(z) + g(y), onde x € Iy e
y € I,. Note que essa bijecao esta bem definida pois f ~ g implica que f e g coincidem em
IrnI e f~t e g! coincidem em J;NJ,, de onde temos que f~'+ ¢! = (f+¢g) ' Agora
verificaremos que f + g é um homomorfismo de anéis. A aditividade é imediata, entao

vamos provar que f + g preserva multiplicacao. Sejam 1,22 € I e y1,y2 € I,. Entao:

(f +9)((z1 +y1) (22 + y2))
= (f+ 9)(x122 + 21y2 + Y122 + Y1Y2)
= f(v172 + 21y2) + g(1172 + Y112)

(1) f( )+ g
= f(z1) f(22) + f(21) f(y2lr,11,) + 9(y1)g(2lr,11,) + 9(y1)9(y2)
= f(z1) f(22) + f(21)9(y211,11,) + g(y1) f (2211, 11,) + 9(¥1)9(y2)
= f(z1) f(22) + f(21)9(y2)9(1r,11,) + g(yo) f(22) f (11, 11,) + 9(y1)g(y2)
= f(x1) f(w2) + f(21)g(y2) 15,15, + g(y1) f(22) 15,15, + 9(v1)9(y2)
= f(z1) f(z2) + [(21)g(y2) + g(v1) f(z2) + 9(v1)9(y2)
= ([ +9) (@1 +y)(f + 9)(22 + y2).

Além disso, a soma finita de ideais unitarios segue um ideal unitario, concluindo que
f+g € Isop,(A). Além disso, é imediato verificar que fV g = f+g. Claramente podemos
estender essa construgdo para um numero finito de elementos compativeis em Iso,,(A).

De fato, dados f: Iy — Jf, g: I, — J, e h: I, — Jp em Isop,(A) tais que f, g, h sao
dois a dois ~-relacionados, vamos mostrar que h é ~-relacionado a f+ g, de onde podemos
definir (f+g)+h. Note que dom(f+g) = I;+1,, de onde I,Ndom(f+g) = I[,N(I+1,).

Como esses ideais sdo unitarios, temos que
NI+ 1,) =11+ 1) = LI+ 11, = (InN If) + (I, N ).

Considere z +y € I,Ndom(f +g), onde x € I, NI; ey € I, N1, Entao h(z) = f(x),
pois h ~ f, e h(y) = g(y), pois h ~ g. Assim,

h(x +y) =h(z) + h(y) = f(x) +9(y) = (f + 9)(z + ),

isto é, h e f + g coincidem na intersecao de seus dominios. Analogamente provamos que

h=te f~'+ g7t = (f+g)! coincidem na intersecdo de seus dominios. Logo h ~ f + ¢
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como gostariamos. Por simetria, f ~ g+ h e g ~ f+ h também valem, de onde f+g+h
estd bem definido sem a necessidade de parénteses. A demonstragdo para um nimero
finito arbitrario de isomorfismos parciais segue agora por inducao.

Essa construgao de supremo sera usada nos préximos paragrafos.

Suponha que S é um subsemigrupo inverso finito E-unitario do monoide inverso
Iso,,(A) do anel unitario A. Seja f € S. Ja vimos que o conjunto o(f) é composto
de elementos compativeis. Logo, como Iso,,(A) é f-completo, podemos considerar o ele-
mento oy = 3 c,(p) 9 € I50,u(A). Considere G' = {ay : f € S} C Isop,(A).

Adaptaremos [37, Lemmas 7.2.1, 7.2.2], onde os resultados sdo demonstrados para o
caso de bijecdes entre conjuntos, ao contexto de um semigrupo inverso finito de isomor-

fismos entre ideais unitérios.

Lema 3.1.8. Nas notacoes acima,
(i) Para todo par o, 3 € G', existe um tnico Yp) € G' tal que a0 B < Y(a,p)-
(ii) a. € um idempotente quando e € E(S).

(iii) Se o € G', entdo o' € G'.

Demonstragio. (i): Note que f < g em Iso,,(A) é equivalente a f ser uma restricao de g
no sentido usual de funcoes.

Considere a = ay e = oy para determinados f,g € S. Defina 7,5 = ay,. Vamos
provar que dom(aray) C dom(aygy) e que aray(z) = agy(z), para todo x € dom(aray).
Para isso, denotaremos por {fi,..., fut =0o(f) e {g1,--.,9m} = o(9).

Se x € dom(ayay) = a; ' (dom(ay) NIm(ay)), entdo =z € dom(ay). Isso implica que
r =y x;, comz; €dom(g;), para 1 <i < m. Mais ainda, y = a,(z) = 212, ¢i(z;) é
um elemento de dom(ay). Podemos reescrever a soma, se necessario, para assumir que y
¢ expressado como y = i,y com y;, € dom(fi) e yp = Xz, gi(w;) para determinado

conjunto de indices I C {1,...,m}. Assim, temos:

af(y) = Z Telyr) = Z fr (Z Qz(l’z)) = Z Ix (Oég (Z Iz)> .
k=1 k=1 i€y, k=1 i€y,

Portanto, para cada 1 < k < n, >c, gi(2;) ¢ um elemento de dom(f;). Isso implica
que Y ;er, r; também ¢ um elemento do dominio de ay, para todo 1 < i < m, pois
é um elemento do dominio de fyoy. Consequentemente, x € dom(ay,). Agora, como
o(fg) =o0(f)o(g), é facil ver que ayy(x) coincide com a oy (). So apoy = agy.

Para a unicidade, suponha que 7' € G’ é tal que ayay; < 7. Pela construgao de G/,
temos que 7' = aj, para algum h € S. Entao ayo, < 7' = oy, implica fg < a;. Como

h = oy, temos (fg)oh. Logo, concluimos que ap = apg = Y(a,)-
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As demonstragoes de (ii) e (iii) agora sdo analogas & demonstracao de [37, Lemma
7.2.1). O

Defina uma operacao binaria ® em G’ por a ® 3 = ¥(a,8), onde 7(4,3) ¢ 0 tinico elemento

de G’ maior ou igual que « o 8 como no lema acima.

Lema 3.1.9. (G',®) é um grupo isomorfo a S/o; a identidade é o, onde e € E(S), e o

inverso de a € G' € a bijecdo parcial a~*.

Demonstragio. Defina @ : (G',®) — S/o por ®(ay) = o(f). Entdo pelo Lema 3.1.8(i)
o(f)o(g) = ®(af)P(ay). Pelo item (iii),

temos que ®(ar®Oay) = P(ay,) = o(fg) =
! = ®(ay)"!. Finalmente, ®(ae) = lg/,, para

O(a;’) = @lag) = o(f™) = o(f)
qualquer e € E(S) pelo item (ii). Mais ainda, ® é claramente uma bije¢do pois os

elementos de (G’,®) sdo definidos precisamente pelas o-classes de S. O]

3.2 Aplicacao traco e subanel dos invariantes

Comegaremos essa se¢ao observando que uma agao unitaria de S em A pode ser vista
como um homomorfismo de semigrupos inversos J : S — Iso,,(A) que cobre A, onde
Is0,,(A) é o semigrupo inverso de isomorfismos entre ideais unitdrios de A. Dizemos que
£ é uma agao injetiva se [§ for uma aplicagao injetiva, isto é, se 5(s) = 5(¢) implicar s = ¢,

para todos s,t € S.

Observagao 3.2.1. Por “cobrir A” na definicdo acima queremos dizer que podemos

escrever A =3 cp(g) Ae-

A partir dessa secao, consideraremos S um semigrupo inverso finito agindo em um
anel A via acao unitdria = (As, Bs)ses- Relembramos novamente a leitora e o leitor de

que isso implica que o anel A é unitario. Definimos
AP ={a € A: By(al, 1) = al,, paratodo s € S},

o subanel dos invariantes de A por f.

Definimos a aplicacao traco trg : A — A como

trg(a) = > Bs(als).

SES

No caso de grupos, a aplicagdo traco sempre é invariante, isto é, sempre vale que
trg(A) C AP. Esse nao é sempre o caso para acoes de semigrupo inverso, como podemos

ver no proximo exemplo:
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1 ol o1 -1
,ss s sttt} com

Exemplo 3.2.2. Considere o monoide inverso S = {lg,s,s~
relacoes t = sttt = st t =t 2 =52 =tt7! e lgu = ulg = u, para todo
ues.

Seja A = Cey; @ Cey @ Ces, onde C representa o conjunto dos niimeros complexos
e e, €9, e3 sdo idempotentes centrais dois a dois ortogonais cuja soma é 14. Considere
A, =A, A1 = Ce; @ Cey, A, = Cey @ Cez, A; = Cey. Defina S,(ae; + beg) = beg + aes,
B-1(bey + ces) = ceq + bey, Bi(bey) = bes e B. = Id 4., para todo e € E(S).

Assim, temos que A? = C(e; + e3) @ Rey. Entretanto, trg(ieg) = ies ¢ AP, onde i
denota a unidade imaginaria v/—1.

A invaridncia da aplicagao traco é um dos alicerces da Teoria de Galois. Nosso objetivo
serd, entao, definir uma aplicagao “tipo-traco” para o caso de agoes de semigrupo inverso.
Trabalharemos com o caso F-unitario, e provaremos mais adiante que esse contexto pode

ser estendido para uma Teoria de Galois para semigrupos inversos no caso geral.

Teorema 3.2.3. Seja S um semigrupo inverso finito E-unitdrio agindo em um anel A

via agao unitdria 5 = (As, Bs)ses- Suponha que € uma agao injetiva. Defina

AU(S) — Z At (31)

teo(s)

Ao(s) = Z Bt- (32)

teo(s)
Entao o = (Ay, ag)gec € uma agdo parcial unitdria do grupo G = S/o no anel A.

Demonstra¢do. Note que como 8 é uma agao injetiva, entao a aplicacao 3 : S — Iso,,(A)
dada por s +— (s é um homomorfismo injetivo de semigrupos inversos. Portanto, S é
isomorfo a sua imagem [(5) em Iso,,(A). Vamos identificar S com sua imagem 5(.5) em
Is0,,(A). Claramente §(S) é E-unitério.

Usando a construgao dos Lemas 3.1.8 e 3.1.9, obtemos que as equagoes (3.1) e (3.2)
definem um grupo G’ = {ay(s) : s € S} em Isop,(A). Aqui é importante notar que G’ nao
necessariamente ¢ um grupo com respeito a operagao usual de Isop,(A), mas sim com a
operagdo ® definida no Lema 3.1.9. Ainda por esse lema, temos que (G',®) ~ p(5)/o.
Mas S e (S) sao isomorfos, de onde (G', ®) ~ B(S5)/o ~ S/o = G.

Defina, entdo o = (A4, og)ge. Vamos provar que o é uma agao parcial de G em A.
Para isso bastar notar que Ay) = ¥ reps) Ar = A, onde e € E(S), pois 8 ¢ uma acio
global de semigrupo inverso. Além disso, a,(c) = Ida,,, = Id4. Isso prova o item (P1’)

de agao parcial de grupo.
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O Lema 3.1.8 nos diz que a4 0 ap, < g, Mas isso implica que

06;1<Agfl N Ap) = dom(ay 0 o) € dom(argp) = Aggny—1

g 0 A, = Qghldom(agoay) = O‘gh|a;1(Ag_mAh)v

que sao precisamente os itens (P2’) e (P3’) da defini¢ao de agao parcial de grupo.
Para vermos que « é unitaria, denote por o(s) = {s1,...,8,}, para algum s € S.

Temos que

Agn = 3 Atngs,

teo(s)

Portanto, temos que como A, ¢ um ideal unitario, para todo 1 < i < m, A, ¢ um

anel unitario com unidade dada pela soma

Lo = > (=D, -1, . (3.3)

k=111 <--<iy

Em particular a é uma agdo parcial unitaria de G em A. O]

Observagao 3.2.4. Deste ponto até o final do capitulo, fixaremos as notagoes G = S/o

e a= (A, ay)gec como acima.

Observacgao 3.2.5. Note que se esquecermos da estrutura de E(A) como anel e vermos
somente sua multiplicagdo como um semigrupo inverso com zero, temos que 1, =< 1,5,

para todo s € S. Assim, obtemos a igualdade 1,51, = 1, para todo s € S.
Proposicao 3.2.6. Nas notacées dos teoremas acima, temos que A° = A*.

Demonstracio. Seja a € AP, isto é, a € A tal que Bs(al,1) = al,, para todo s € S.

Entao

o(s)(alg(s)-1) = Qo(s) (GZ Yo (=D)F 15_1) , por (3.3)

k=1 i1 <-<iy B k

= Z Z (—1)’“*1040(3)(&18_71) Qe (1,-1),  POIS (s € isomorfismo
. . if

1

1 'k

=> > (—1)’”15&.1 (alg-1)--- By (1-1), pelo Teorema 3.2.3

=> | > (—1)’“1@151.1 R S pois a € A”



onde o(s) = {s1,...,5,}. Como escolhemos o(s) € S/o arbitrario, segue que a € A®.
Reciprocamente, suponha que a € A%, isto é, que ay(s)(alys)-1) = aly(s), para todo
o(s) € S/o. Entao

Bs(als—1) = ag(s)(als-1), pelo Teorema 3.2.3
= Q) (alg(s)-115-1), pela Observacao 3.2.5
o(s)(@Lo(s)-1) Ap(s)(Ls-1), pOis y(s) € isomorfismo
= ala(s)ﬁs( 1), pois a € A®
= aly51s = alg, pela Observacao 3.2.5,
para todo s € S. Portanto a € A%, O

Com estas informagoes, estamos aptos a definir o que chamaremos de aplicacdo o-traco.

Definigao 3.2.7. Definimos a aplicagdo o-trago tr := tr, : A — A como

trg(a) = tro(a) = D ag(alyr).

geS/o

Corolério 3.2.8. A operagao trg; é um homomorfismo de AB_bimddulos. Além disso,
tr5(A) C AP. Finalmente, tr3(Bs(a)) = tr%(a), para todo a € Ay-1.

Demonstragdo. As duas primeiras afirmacgoes seguem de [19, Lemma 2.1(i)] e [¢, Lemma

4.2]. Para a terceira afirmacao, sejam s € S e a € A,-1. Entao

tr3(Bs(a)) = tra(Bs(a))
= Z O‘g(BS(a)lg’l)

geS/o

= Y aglags(a)ly1), pelo Teorema 3.2.3
geS/o

= Z O{ga(s)(al(gg(s))—l)lg, pois OCU(S)(CL)lg—l € AU(S) N Ag—1
geS/o

= Y an(alp-1)lpes)-1, fazendo h = go(s)
heS/o

= Z Oéh<a1h—1)04h(1h—1 10(5)—1), pois A, N A;w(s)—l = Oéh(Ah—l N AU(S)—1)
heS/o

= Z ap(aly-—1 10(5)_1), pois «y, é isomorfismo
heS/o

= Y aplalp), pois a € Ag-1 C Ay
heS/o

= tra(a) = trg(a).
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Podemos ainda relacionar o anel dos invariantes A” e o skew-anel de grupo parcial
A x, G via um contexto de Morita que envolve a aplicacdo o-trago de forma similar a
[%, Theorem 3.2]. De fato, temos que A é um (A%, A x, G)-bimédulo (respectivamente
(A x4 G, AP)-bimédulo) com agdes a esquerda e a direita de AP via multiplicagio e agio

a direita (respectivamente a esquerda) de A x, G em A dada por
a - bydy = g1 (aby),
e respectivamente
byly - a = bgorg(aly-1),

para todos g € G, by € A, e a € A e estendidas linearmente.

Observe agora que a aplicacao

T:AxA— AP
(a,b) = tr3(ab)

é A x, G-balanceada e a aplicacao

T':AXx A— Ax, G
(a,b) = > aay(bly-1)d,

geG

é AP-balanceada.

Portanto, podemos considerar as aplicagoes

T:A@ugA— AP
a® b tri(ab)

T A®u A= Ax, G
a®b Y aag(bly-1)d,.

geG
Assim, obtemos o seguinte resultado.

Proposigdo 3.2.9. A sértupla (Ax, G, AP, A, A, 7,7") é um contexto de Morita. A apli-

cacdo T € sobrejetiva se, e somente se, existe a € A tal que tr%(a) =1y4.

Demonstragio. Esse é precisamente o resultado [8, Proposition 4.4] aplicado na acao

parcial a de G em A. O]
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3.3 Extensoes galoisianas

Comecaremos essa se¢ao definindo o que entenderemos por extensao galoisiana no

contexto de semigrupos inversos agindo em anéis.

Definigdo 3.3.1. Dizemos que A é uma extensdo 3-Galois de A7 se existem {x;, y;}™,,

elementos de A, tais que

Zmiﬁs(yilsfl): Z 1656,s~
=1

ecE(S)

Neste caso, dizemos que {z;,y;}?_, é um sistema de coordenadas -galoisianas para a

extensao Al s.

Continuaremos considerando que S é um semigrupo inverso E-unitario finito agindo

injetivamente em um anel A via acdo f = (As, Bs)ses-

Proposigao 3.3.2. Seja o = (Ay, oy)gec @ agdo parcial de G = S/o em A construida
a partir de B como no Teorema 3.2.5. Entio A é uma extensio (-Galois de AP se, e

somente se, A € uma extensdo de Galois a-parcial de A®.

Demonstragio. Suponha que A é S-Galois sobre A? = A%, Entdo existem {;,y;}", em

A tais que

inﬁs(yils—l): Z 1656,8'
=1

e€E(S)
Vamos analisar o caso a-parcial. Dado g € G, sabemos que g é, a rigor, uma classe de

equivaléncia, a saber g = {s1,..., S }. Usamos, entdo, a expressao (3.3) para a identidade

de A, e o Teorema 3.2.3 para obter

§;$ia9(yi1g—l) = Xn: T (yl SO (=D 15.—1)

k=11i1<--<ip, % *k

k“ Z T yll AR 1,-1)

'k

[
]
Djs

i=1 k=1 1< <ip,
eIy (zmg wl, 1)ag<1;;>---ag<15;>>
k=1 i1<-<ip \i=1 k
=S E (S (1)) (150, (1)
k=1 i1 <--<gp \i=1
= Z( 1)k+1 Z ( 1656782,1) 13,-2 1%-
k=1 i<-<ip \e€B(S)
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Note que se g # 1, entao s; ¢ FE(S), para todo 1 < i < m. Portanto

Z ziog(y;l,-1) = 0.

Por outro lado, se g = 1, entao s; € E(S), para todo 1 < i < m, de onde segue que

WE

inag(yi]‘gil) = <_1)k+1 Z ( Z 16667811) 187;2 e 1sik
=1

i1 <<y \ecE(S)

k+1
1) + Z 151-1 151-2 ... 15%

i1 <

i
I

I
Pjs
|

=
Il
A

-

k+1
Z <_1) - 157,'1 181'2 T 15ik = 19‘

11 < S

i
I

Portanto, concluimos que

Z xiag(yilgfl) = 1A61G79’
=1

para todo g € G, isto é, concluimos que A é uma extensao de Galois a-parcial de A®.

Reciprocamente, suponha que A é uma extensao de Galois a-parcial de A e considere
{;,y;}1~, um sistema de coordenadas galoisianas a-parciais de A sobre A®. Entéao, para
todo g € G,

Z Titg(Yilg-1) = 1414,4-

Seja s € S. Entao

z”: Tifs(yils—1) = zn:%aa(s) (yils), pelo Teorema 3.2.3
= zn:ﬂfiaa(s) (Yilo(s-115-1), pois A1 C Ag(g)—1
= szag(s (Yilo(s)1)o(s) (1s-1), POis g5y ¢ isomorfismo
= Zx Vo) (Yilo(s)-1) Bs(1s-1), pelo Teorema 3.2.3

i=1
= zn: TiQo(s) (Yilo(s)-1) Ls, por definigao de f;
i=1
= <i T (s)(Yilo(s)- 1)) 1,
= 1400(5),15 s pois A é a-Galois parcial sobre A*
= 1:05(5)1-
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Se s € E(S), entao o(s) = 1g, de onde
inﬁs(yilsfl) = 13-
i=1

Por outro lado, se s ¢ E(S), entao

Z Iiﬁs(yilsfl) = 0.
=1

Assim, provamos que

inﬁs(yilsfl): Z 1656,87
1=1

e€E(S)
ou seja, que A é B-Galois sobre AP, n

A partir de agora definiremos objetos importantes para o teorema de equivaléncias de
extensoes galoisianas. Esse teorema ¢ importante pois sdo precisamente essas equivalén-
cias que nos permitirao construir a correspondéncia de Galois.

Considere a aplicagdo j : A *, G — End(A) 45 dada por
J (Z %59) (a) = > agay(aly
geG geG

Temos que 7 é um homomorfismo bem definido de A-médulos. Além disso, 7 também

¢ um homomorfismo de anéis. De fato,

7((agdy) - (bndn))(a)
= j(aga/g(bhlsf1 )5gh)(a)

= ag0y(bplg—1)ogn(algny-1)

= agay(bple-1)1glgnagn(align)-1)

= agag(bhlg Dagn(Lgpy-1 Ln-1)agn(al gn-1), pela Proposigao 1.1.13(ii)
= g(bhlg 1)019 (CLlh 11 (gh)~ 1)

= agag(bhlg V)ag(ap(aly-1)1,-1), por (P3)

= agag(bhah(alh )1 —1)
= j(agdy)(bron(aly-1))
= j(agydy) o j(bron)(a),

para todo a € A.
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Seja agora M um A x, G-modulo a esquerda. Definimos
M ={meM: 1565(s) - m = 1gm, para todo s € S},

o AP-submédulo dos invariantes de M sobre S. Note que M é um A-médulo a esquerda

via 0 mergulho a +— al s, ¢ de A em A x, G. Podemos também definir
MY ={me& M :1,5,-m = 1,m, para todo g € G}.

Lema 3.3.3. Nas notagoes acima, M = MC.

Demonstracio. Se m € MY, entdo
1350(5) -m = 1g- (10(5)60(5) ) m) =1, (10(5) : m) - (15 : 10(5)) -m =1, m,

para todo s € S. Disto segue que m € M?.

Reciprocamente, se m € M?®, entdo, considerando {s1,...8,} = g € G e (3.3), temos

g0 - m = (Z Z (_1)k+1]‘5i1 T 15%50(5%)) -m

k=111 <--<ig

I
M=

((_1)k+115i1 . 15%71) (L, So(ssy) m)

I
M=

((_1)k+118i1 . 15%71) (Ls, - m)

ES
ll
.
=

IN
IA

ol

l

7
{M ‘;A_M

=

1k

((_1)1#11811 . 15%) .m

I
M=
N

I
I
=
S
A
IN

|

_
«Q

3

exatamente como gostariamos. O

Definicao 3.3.4. Considere o anel Ag(S) = [I,eg As. Definimos o subconjunto PAz(.S)
de Az(S) como

PAs(S) = {(as)ses : se s = t, entdo as = a;15}.

Note que PAg(S) é um subanel de Ag(S) e também um A-submoédulo & esquerda.
Definicdo 3.3.5. Seja B uma A°-subdlgebra de A. Dizemos que B é
(i) AP-separdvel se B é um (B ® 45 B°?)-médulo projetivo.

(ii) B-forte se para todos s,t € S, com s~'t ¢ Sp, e para todo idempotente nao nulo
e € A; U A, existe um elemento b € B tal que S4(bl,-1)e # [(bl;-1)e.

87



Observacao 3.3.6. Analogamente ao caso A%-separéavel, temos que B é AP-separavel se,
e somente se, vale a seguinte condi¢ao: Existe e =} ", x; ® y; € B ® B idempotente tal

que
i=1
(i) (1p®z—2x®1g)e =0, para todo x € B.

Teorema 3.3.7 (Teorema das Equivaléncias para Semigrupos Inversos sem Zero). Seja
S um semigrupo inverso E-unitdrio finito agindo injetivamente em um anel comutativo

A wvia agao global 5 = (Ag, Bs)ses- As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) A é uma extensdo 3-Galois de AP;

(ii) A é um AP-mddulo projetivo finitamente gerado e j é um isomorfismo de A-médulos

a esquerda e de anéis.

(iii) Para todo A %, G-médulo d esquerda M a aplicagcio pn : A ® M° — M dada por

pula ®@m) = am é um isomorfismo de A-modulos d esquerda.

(iv) A aplicagio ¢ : A @8 A — PA(S) definida por ¢(a @ b) = (afs(bls-1))ses € um

isomorfismo de A-mdédulos a esquerda.
(v) A é AP-separdvel e B-forte.
(vi) AtA = Ax, G, ondet =3 ,cq146,.
(vit) A aplicagio 7' € sobrejetiva.
(viii) A € um gerador para a categoria de A %, G-mddulos d esquerda.
(iz) tr5(A) = AP
(z) A é um gerador para a categoria de A®-médulos d direita.
(zi) O contexto de Morita (Axo G, AP, A, A, 7,7') € estrito.

Demonstracio. Pela Proposicao 3.3.2, A é uma extensdo $-Galois de A se, e somente se,
A é uma extensdo de Galois a-parcial de A% = A®. Portanto, por [19, Theorem 4.1] e pelo
Lema 3.3.3 temos que (i) < (ii) < (iii). Além disso, por [8, Theorem 5.3, Corollary 5.4],
temos que (i) < (vi) < (vii) & (viii) < (ix) < (x) < (xi). Daqui em diante provaremos

as equivaléncias restantes.
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(ili) = (iv): Por [19, Theorem 4.1], temos que A ® 45 A & [lyeg Ag via a ® b
pla ®b) = (aay(bly-1))gec. Vamos inicialmente provar que [J,eq Ag ~ PAg(S). Defina

Q. H Ag — PAg(S)

geG

(ag)gEG = (aa(s) 15)565-

Note que ¢ estd bem definida, pois se s < ¢, entdo o(s) = o(t), de onde segue que
as = Qg(s)ls = ao)ls = Ao 1115 = a;1,. Além disso, ¢ facil ver que ¢ ¢ um homomorfismo
de A-moédulos. Vamos provar que ¢ é uma bijecao.

Sejam (ag)geq, (bg)gea € [lyeq Ag tais que @((ag)gec) = ©((bg)gec). Entdo ay gl =
bo(s)ls, para todo t € o(s). Mas entdo

=ape) ).y, (DM L

k=111 <---<ig

= Z Z | (—1)“1%(5)1&1 -"15%

| <_1)k+1ba‘(s)1

I
N
N

sil . e Sik

onde {s1,...,8,} = 0(s), para todos s € S. Portanto, (ay)sec = (by)gec-
Para a sobrejetividade, seja (as)ses € PAg(S). Considere, para todo s € 5,

Ug(s) = Z Z (_1)k+115i1 tee 15% asika

k=111 <--<ig

onde o(s) = {s1,...,8n}. Entdo

@((ag)geG) = (aa(s) 18)565

ses

k=111<-<ig

—~

*

= (1sa5)565 = (a5)8657

=

onde (x) segue da seguinte observacio: seja a = (—1)*11,, ..-1 as;, um fator da soma
acima, com 1 < k < m. Entdo a = (—1)’““181,1/\...“% Qs;, Awnss, s POIS 0 =~ e da definicao

de PAg(S). Temos agora duas possibilidades: s € {s;,,...,s;,.} ous & {si,...,Si}

S'Ll . Sik
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Se s ¢ {si,...,si} (em particular k¥ < m e se k = 1 entdo a nao ¢é o fator 1a,),
entao al, = <_1)k+115i1/\"'/\Sik/\sasil/\"'/\Sik/\s’ Mas entao {s;,,...,s;, s} ¢ um subconjunto
de k + 1 elementos distintos de o(s). Portanto (_1)k+213i1/\"'/\5ik/\5a5i1/\"'/\sik/\s = —al;
também aparece na soma, cancelando o elemento al;.

Se s € {sy,...,s,}, entdo aly = a. Suponha que k # 1. Suponha também, sem perda
de generalidade, que s;, = s. Considere o elemento b = (_1)k18i1A~~'Asz‘k,1asz'l/\m/\sz'k,l'
Entao bl, = —al,. Portanto esses elementos também se cancelam.

O tnico elemento que nao se cancela é o elemento a,1, = a,, exatamente como afir-
mamos.

Para encerrar a demonstragao da implica¢ao, note que @ o p = 1. De fato,

popla®b) = W((aag(blgfl))geG)
= (aaa(s)(bla(s)*l)ls)ses
= (ap(5) (D1 5(5)-1) Bs(L5-1))ses, pela definicao de 3,
= (aao(s)(bla(s)—l)@J(s)(ls—l))8637 pOiS Bs = Qg (s) o1
= (06(s) (bl -115-1) ) ses, POIs (ty(s) € isomorfismo
= (a0,(s)(bls-1))ses, pela Observagao 3.2.5
( Bs (bls 1))865’7 pois 3, = Ofa(s)|z4871

=P(a®b).

(iv) = (i): Note que
( Z 5651 ) EPAQ(S),
ecE(S) scS

pois se e <X f em E(S) entdo 1, = 1.1; e ndo existe s € S\ E(S) com e < s, e € E(S).

Como v € isomorfismo, temos que existe 1" ; x; @ y; € A ®y s A tal que

( Z 5@51 ) =1 (sz ®yi> = <inﬂs<yilsl)> .
ecE(S) scS i=1 =1 seS

(i) = (v): Considere {x;,y;}", um sistema de coordenadas [-galoisianas de A so-
bre A%. Seja s = X0, 2, @ y; € A®ys A. Vamos mostrar que s é o idempotente de
separabilidade de A sobre A®. De fato, para todo e € E(S), temos que

Ia= 10 (e) — Z Tils(e) yz a(e Z'rzyz ole) — szyz

=1

Afirmamos que, para todo 1 <i <nea € A temos que ar; = }7_, v;tr§(y;ax;). De

90



fato, pois

> ajtrg(yjax;) = Z ( ag(yjax;l, ))

i=1
9¢€ (

= la0q,(az;1,) = az;, pois a extensao Als. é Galois.

g (Y1, ) aglaz;l,-1), rearranjando os somatorios

||'M:

Logo, para todo a € A, temos que

Yo ar @y = Z Z zitr(yax) ® y;
=1

=1 j=1

= Z >y @ty az;)y;, pois tr(A) C AP

Zx] ® Z Z ag(yjaly—1)og(xil-1)y;

1 i=1geG

— ij ® Z ag(y;al,- (Z ag(zil, Z)

7=1 geG

= ij ® a1, (yjali,)la, pois a extensao A« é Galois

Logo, A é uma extensdao A’-separavel. Para mostrarmos que A é S-forte, sejam s,t € S
tais que s~ 't ¢ E(S). Sem perda de de generalidade, considere e € F(A,). Se Ss(als1)e =
Bi(als-1)e, para todo a € A, entdo

aﬂsfl (e) = 5571(5,5(&%71)6) = ﬂsflt(altﬂs)ﬁsfl(e), (3.4)
para todo a € A. Em particular,

Bs-1(e) = 1aBs1(e)

= zyiBs1(e), pois > zy; = la
i=1 i=1

= Zxiﬁs_lt(yilt_1s)ﬁs_1(e), pela igualdade (3.4)

=0-fs1(e) =0, pois s~'t ¢ E(S).

Assim, temos que [,-1(e) = 0, e como [,-1 é isomorfismo, entdo e = 0. Dai segue que
A é [p-forte.
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(v) = (i): Sejae =>" 2,0y € ARy A o idempotente de separabilidade de
A sobre AP, Tsto é, m(e) = S 2y = lae (a® 14 — 14 ® a)e = 0, para todo
a € A, onde m : A®yus A — A é a aplicacdo multiplicagdo. Para todos s € S, defina
es = m((Ida ® Bs(—14-1))(e)) € As. Temos que Idy ® Ss(—14-1) é um endomorfismo de
A ®ys A. Além disso, m é homomorfismo de anéis, pois A é comutativo. Assim, para

todo s € S, temos

e =m((Ida @ Bs(—1,-1))(e)) - m((Ida ® Bi(—151))(e))
= m((Ida @ fs(=1s-1))(e) - (Ida @ Bs(=1s-1))(e))
=m((Ids ® Bs(—1,-1))(e”))
= m((Ida @ fs(=15-1))(e)) = es

Ou seja, e, ¢ um idempotente de A;. Lembramos a leitora e o leitor de que A é um
(A ®4s A)-mbdulo via (a ® b) - ¢ = ach. Por outro lado, para todo a € A, temos

Pss-1(algg-1)es = aes = am((Idg @ Bs(—14-1))(e))

= am((Ida ® Bs(=1s-1))(e))1s
=(a®1y)- ((IdA®ﬁs( s1))(e))
=m((a® 1) - (Ida ® Bs(—15-1))(e))
=m((Ida ® fs(—=15-1))(a ® 14) - (Ida ® Bs(—15-1))(€))
=m((Ids ® B5(—15-1))((a @ 14)e))
=m((Ids ® B5(—15-1))((1a ® a)e))
=m((Ida ® Bs(=15-1))(1a ® a) - (Ida ® Bs(—15-1))(e))
=m((14 ® Bs(als=)) - (Ida @ Bs(—15-1))(e))
=m((1a ® Bs(als-1))) - m((Ida ® Bs(—15-1))(e))
= Bs(als-1)m((Ida @ Bs(—15-1))(e))
= Bs(als1)es.

Como A é -forte, temos que se s ¢ E(S), entdo devemos ter e = 0. Mas

€s = ((IdA ® 55(_ s*l))(e))

n

Z s (yils
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Por outro lado, se s € E(S5), entdo s = ss™! e

es = m((Ida ® Bs(—1s-1))(e))

Z miﬂs(yilsfl)
i=1

I
NE

Tyl
1

als =1,

[

Portanto, {xz;, y;}I'_; é um sistema de coordenadas $-Galois de A sobre AB. O

Exemplo 3.3.8. Seja G um grupo. Definimos o monoide inverso (semigrupo inverso com
unidade global) de Exel [20, Definition 2.1] S(G) via geradores {[g] : ¢ € G} e relagdes

lg~"1lg][h] = g™ 1[gh]. [g][R][n~"] = [gh][h~"] e [1G][g] = [g] = [g][Lc], para todos g, h € G.
Sabemos que todo elemento de s € S(G) possui uma escrita tinica na forma

S :591"'5971[9]7

onde g1,...,9n,9 € G e &, = [h][h™!]. Denotamos g = 9(s). Além disso, vimos em [21,
Example 1.5] que s € E(S(G)) se, e somente se, J(s) = 1g. Mais ainda, foi provado que
s 2t em S(G) se, e somente se, g =09(s) =9(t) =he{hy,....,hn} C{o1,...,9a}, onde
S=¢€g - Eg |9l €t =cpn, ---En,lh].

Podemos usar essa caracterizagdo para provarmos que S é E-unitario. De fato, pois
se e € E(S(G)) e s € S(G) sao tais que e < s, entdo d(s) = d(e) = 1g, de onde segue
que s € E(S(G)).

Em [20, Theorem 4.2, vimos que as agoes parciais de G estdo em correspondéncia
biunivoca com as acoes globais de S(G). Seja o = (A, ag)gee uma acao parcial de G em
um anel A. Entdo a acdo global 5 = (A, Bs)ses(e) de S(G) em A associada é dada por,

dado s = ¢4, -+ - €4, 9],

Ay=Ay NN A, NA,,

Bs = 0Oy A1+

Neste caso, é facil ver que S(G)/o ~ G. Construiremos a agao parcial de G em A

conforme o Teorema 3.2.3. Seja v = (Ay,74)gec tal que

Aoy = Y. Ap
teo(s)

Yots) = D Bre
teo(s)

Note que se 9(s) = g, entdo Viey5t = [g]. Logo, Ass) = Ay = Ags). Além disso,
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segue também que V5 = Pas) = By = ay. Logo, v ~ «a. Essa foi precisamente a
construgao que Exel usou em [20] para recuperar a agao parcial « a partir da acao global
[. Assim, segue da Proposicdo 3.3.2 que A = A e que A é uma extensdo de Galois
a-parcial de A% se, e somente se, A é uma extensio S-Galois de A°.

Ainda nesse exemplo, note que dado um semigrupo inverso S agindo unitariamente
em um anel A via agdo f3, foi definido em [21, Definition 3.5] o skew-anel de semigrupo

inverso A x3 S como
A *3 S = L/N,
onde

L= @ A5557

seS

com soma usual e produto (asds)(b:0;) = asfs(bils—1)dg, €
N = (as0s —asd; : s < t,as € As T Ay).

Em [21, Theorem 3.7] foi provado que Ax, G ~ Ax3S(G). Portanto claramente temos
que Ax, G ~ Ax3S(G), mostrando que nossa definicao de skew-anel de semigrupo inverso
generaliza o conceito de Exel.

Portanto, toda Teoria de Galois que fizemos até aqui funciona para agoes globais de

monoides inversos de Exel.

3.4 Correspondéncia de (alois

Daremos inicio a essa se¢ao definindo uma classe de subsemigrupos inversos que sera

importante no Teorema de Correspondéncia de Galois.

Definigao 3.4.1. Seja T" um subsemigrupo inverso (finito) de S. Dizemos que T é (-
completo se T' é cheio e P C T é tal que existe u =\ P e 3, = > cp s, entao u € T

Observacao 3.4.2. Note que quando S ¢ um grupo, todo subgrupo de S é automatica-

mente [S-completo, pois neste caso a ordem parcial natural é a igualdade.

Definimos também a aplicacdo que associara a cada AP-subdlgebra de A um subsemi-

grupo inverso de S.

Definicdo 3.4.3. Seja B uma A”-subalgebra de A. Definimos

Sp={s €8 :[s(bl,-1) =bl,, para todo b € B}.
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Relembramos o leitor e a leitora de que estamos considerando o caso em que S é

um semigrupo inverso E-unitario finito que age injetivamente em um anel A via agao

6 = <A57 Bs)ses-

Proposicio 3.4.4. Dada uma AP-subdlgebra B de A, temos que S é um subsemigrupo

inverso [-completo de S.

Demonstragao. Provaremos inicialmente que Sg é um ideal de ordem. Sejam s € Sg e

u < s. Entao

5u<b1u*1) = Bu(blufllsfl) = ﬂu(blsfl)ﬂu(lufl)
= Bs(bly-1)1, = blsl, = bl,,

para todo b € B, de onde segue que u € Spg.
Sejam s,t € Sg. Para garantirmos que Sp é um subsemigrupo inverso de .S, temos

que provar que st,s ! € S. Por [37, Theorem 3.1.2(3)], existem u,v € S tais que u =< s,

1

v =t, st =uv e u lu=vv ! Pela observacio acima, temos que u,v € Sp. Entao

6575(61(5?5)‘1) = Buv(bl(uv)—l) = 5u(5v<b1v—1)1u—1)
= Bu(blvlu—1) = ﬁu(blvv—1 1u—1u)
= Bu(bly-14) = Bu(bly-1)
= b1, = byt = blyguetgyet

= b]-u(vvfl)ufl = bl(uv)(uv)*l = bly, = blsta

para todo b € B.
Além disso, para todo b € B,

Bs-1(blg) = Be-1(Bs(blg-1)) = bl-1,

pois B,-1 = ;1.
Mais ainda, para verificarmos que Sp é cheio, temos que dado e € E(S) e b € B,

Be(ble-1) = Be(bl.) = Id a4, (ble) = bl..

Finalmente, seja P C Sp tal que existeu =\ Pe 3, = Y .cp Bs. Seja P = {s1,...,8,}.

95



Dado b € B,

I
i
/—\

S>> b(—=1)y 18_1)

. . . ’Ll 'LJ
1<]<n7,1<~~~<zj
— j+1
- Y ¥ Bulbla+1,0)
1<j<n i1 <--<ij J
— j+1
= 2 2 TRl
1<j<n i1 << K

= Z Z J—Hﬁu bl (56, A~ /\sl) )

1<j<n 11 < <45

Note agora que se Q = {s;,,...,s;}, entdo s;, = u, para todo 1 <k < j. Portanto,
todos os elementos de () pertencem a mesma o-classe. Mais ainda, como S é E-unitario,
segue do Teorema 3.1.6 que o0 =~, de onde obtemos que () é um subconjunto compativel
de S. Assim, vg := Aseq s estd definido por [37, Lemma 1.4.11] e como vg =< s, para todo
s € Q, vg € Sp. Além disso, vg = u, de onde 6““4@—1 = Py Logo,

Q

Bu(blu—1> = Z Z j+15511/\ Asi (bl (847 A~ /\sl) )

1<j<n 11 < <i

(;) Z Z J—Hblsll/\ /\s,

1<j<n i1 <<

b Z Z J+11321/\~-~/\sij

1<i<n 11 <<

=bl,,

isto é, u € Sp. A igualdade (x) segue do fato que vg € Sp. O

Exemplo 3.4.5. Considere G = (g : ¢° = ¢), onde e ¢ a identidade do grupo G. Seja
S um anel comutativo tal que S é uma extensao de Galois sobre o anel R com grupo de
Galois G. Defina A = @?_, Se;, onde os ¢;’s sdo idempotentes dois a dois ortogonais cuja

soma é 14. Defina a acdo parcial o = (A, )i, de G em A por

Agi = Seg_i, agi(sei) = gi(s)eﬁ—% 1<ie<5
Ae = A, Qe = IdA

Entdo A* = {ae; + bey + ce3 + g*(b)es + g(a)es : a,b,c € S e g*(c) = c}.
Por [19, Example 6.3], A é uma extensao de Galois a-parcial sobre A*. Considere agora
o semigrupo inverso de Exel S(G) como no Exemplo 3.3.8. Temos que existe uma tnica

agao global 8 = (A, fs)ses(q) de S(G) em A tal que Sy = ay, para todo h € G. Note que
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Be, = Idy,, para todo h € G e s = 0, para todo s ¢ {[h] : h € G} U{e, : h € G}. Note
que a AP-subélgebra B = {ae; +bey + ces + g*(b)es + g(a)es : a,b,c € S} é AP-separavel e
B-forte, mas S(G)p = S(G) \ {[¢°]} ndo é um subsemigrupo inverso 3-completo de S(G),
pois [¢°] = Va(s)=gs s ¢ S(G)p-

O que possibilita a falha nesse exemplo é o fato de que a agdo de S(G) em A nao é

injetiva e que muitos dos isomorfismos associados a acao 3 sao nulos.
A partir de agora suporemos que A, # 0, para todo s € S.

Teorema 3.4.6. Suponha que A é uma extensdo 3-Galois de A?. Seja T um subsemigrupo

inverso [-completo de S. Entao
(i) Br = (A, Be)ier € uma agdo de T em A e A é Br-Galois sobre B := AP,
(ii) B é AP-separdvel.

(iii) B é B-forte.

(iv) T = Sg.

Demonstragio. (i): A primeira afirmacao é ébvia. Para a segunda afirmacao, sejam

{x;, y;}7, coordenadas [-galoisianas de A sobre A”, isto é, tais que

inﬁs(yils—l): Z 1666,57
=1

ecE(S)

para todo s € S.
Em particular, como E(S) = E(T) e T C S, temos que

Z-%iﬁt(yils—l): Z 1€5€,t7
=1

ecE(T)

para todo t € T, isto é, {z;,y;}!~, também é um sistema de coordenadas -galoisianas de
A sobre B = APT.

(ii): Por (i), A é uma extensao Sr-Galois de B. Logo, pelo Teorema 3.3.7(ii), A é um
B-modulo projetivo finitamente gerado. Portanto, existe p > 0 tal que BP = A® L, onde
L é um B-médulo adequado.

Observe que A e B sio A’-médulos via multiplicacdo. Mais ainda, A ®4s A é um

B ® 45 B-moédulo projetivo, pois
(B@us BY =B? @, B? = (ADL) Q45 (ABL) = (A®8 A) ® M,

onde M = (A®us L) ® (L ®4s A) ® (L ®4s L). Além disso, como A é AP-separavel, temos
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que existem ¢ > 0 e um (A ® 45 A)-mbdulo N tais que (A ®ys A)? = A@ N. Portanto,
(B®4s B = (A®,45 A @ M= A® N @ MY,

de onde segue que A é um (B ® 45 B)-mbdulo projetivo.

Além disso, B é um somando direto de A como B-mddulo. Entao
(B@as BY''=A®& N @M= B&kertr, &N & MY,

mostrando que B é um (B ®4s B)-médulo projetivo, isto é, que B é uma A°-dlgebra
separavel.

(iii): Como A é um Br-Galois sobre B, existe ¢ € A tal que tr§, _(c) = 14 pelo Teorema
3.3.7(ix). Seja o/ a agao parcial de G' = T'/o em A construida como no Teorema 3.2.3.
Assim, AL () = Yecoynr As € Wy = Lseonr Bs = O‘U(t)|f4;(t>_17 para todot € T.

Seja {x;,y;}, um sistema de coordenadas galoisianas a-parcial de A sobre A% Em
particular, {z;, y; }1_, é um sistema de coordenadas galoisianas «’-parcial de A sobre A =
APT = B pelo item (i) e pela Proposicio 3.3.2.

Defina xj = trg (cr;) e y; = trf (y;), para 1 < i < n. Assim, xj,y; € B, para todo
1 << n.

Prosseguiremos a demonstragao por afirmagoes.

Afirmacgao 1: zn:a:;y; =14.

=1

De fato, pois

I
M=

>y ( &;(Cxilh—l>) (Z a%(yilh—l)>
=1 PeTes hea

oy (cxiag—1 (ag, (yilp-1)1)), por (P3’)

s
Il
—

|

s
I
A
©
>
m
Q

CM;(C(EiCY;flh(yilhflg) 19—1)

Il

=1 g,heG’
n
/ / . Ja
= vy <c (Z xiaglh(yilhlg)> lg1> , pois «, ¢ isomorfismo
9:heC! i=1
/ . , .
ay (clalg), pois A| 4o ¢ Galois
geG’
_ /
= a (clg-1)

geG’
= tI‘a/(C) = trgT (C) = 1A-

n ls, se s €T,
Afirmagao 2: Y 2}8,(yils-1) =

i=1 0, caso contrario.
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Como 7, y, € B = APT temos que

ngﬁs(y:]'s 1 szyz - 187
i=1

para todo s € T
Se s ¢ T, entao

ngﬁs(yz(ls*)
Z (cx;ly-1)Bs (Z Oé;l(yilh—l)ls—l)
G’

=1 heG’

= Z 0421(61"[19_1)050(5) Z a%(yilh—l)la(s)—lls—l ; pOiS Bs = ao(s)‘As_l
i=1 geG’ heG’

= Z ozg(c:cilg_1)ag(s) Z ah(yilh—1>1a(s)—1 151 ], pois 04;1 = Cth’A/hq
i=1geG’ heG’

I

agy( cxil, (Z Qg (s n(yilp— a(s)~1 )10(3)) 1, por (P37)

i=1 geG’ heG!

= Z ag(cz;l, Z Qo(syh (Yiln-10(s-1) | Ls, pela Observacao 3.2.5
i=1 geG’ heG!

= Z ag< (Z Ti0g10(s)n (Yilh10(s)1 )) 1, 1) 1, rearranjando os somatérios
g.hEG!

= Z ag 06 1o S)hJG,lg_l) 1, pois A| 4or ¢ Galois.
g,heC’

Se g7'o(s)h = 1, entdo o(s) = gh™' € G'. Mas entdo s € T, o que ndo é possivel
por hipdtese. Logo, g *o(s)h # 1g/, de onde segue que d,-1, sl = 0, ou seja, que vale
a Afirmacao 2.

Provaremos agora que B é 3-forte. De fato, suponha que s,t € S sdo tais que st ¢
Sp. Em particular, s7't ¢ T, pois T' C Sp por definigdo.

Seja 0 # e € Ay U A; idempotente. Suponha, por contradigdo, que [4(bl,-1)e =
Bi(bls-1)e, para todo b € B. Sem perda de generalidade, podemos considerar e € Aj.

Entao
bBs-1(e) = Bs-1(bl4-1,)Bs-1(e), para todo b € B.

Defina ¢’ = B,-1(e). Como y; € B e Y1 | xly, = 14 pela Afirmacao 1, temos que

e =1a4¢ => alyie' = xiB-1(yjl-15)e’ = 0’ = 0.

i=1
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Como (-1 € isomorfismo, segue que e = 0, 0 que é uma contradi¢cao. Portanto, deve
existir b € B tal que [5(bls-1)e # [i(bli-1)e, isto é, B deve ser [-forte.

(iv): E fécil ver que T C Sp, pois B = A%T. Observe que A%s = AT = B. De fato,
como T C Sg, entdo A%s C APT. A inclusio reversa segue da definicdo de Sp. Entéo, de
(i) segue que A é uma extensio Br-Galois de A%s = AP, Pelo Teorema 3.3.7(iv), temos

que as aplicagoes

Y A®p A PA, (T)
@y (26(yli1))er

W A®p A— PAg (Sp)
r @y = (20(yli1))esy

sao isomorfismos de A-mddulos.
Suponha, por contradi¢do, que existe t € Sp \ T. Considere determinado ¢ minimal
com respeito a ordem parcial natural, isto é, se s < t, entdo s € T' (o que sempre é possivel

pois S é finito). Seja
Z = (5s,a(t)1s)s€SB S PABSB (SB)7
onde

5 1a, se s € oa(t),
s,0(t) —
0, caso contrario.

Note que z # 0, pois A; # 0, para todo t € S. Como 1’ é isomorfismo, existe
O#£z=Y",a;,0b € A®p A tal que ¥'(x) = z, isto é, tal que

Zaiﬁs(bils—l) = 5S,U(t)187
=1

para todo s € Sp.

Note que nao existe s € T'com t < s, pois T' é um ideal de ordem e neste caso teriamos
queteT.

Considere U = {uy,...,u} ={u € T :u < t}.
Caso 1: U = 0.

Neste caso, o(t) N'T' = 0, pois caso existisse s € o(t) N T, entdo s At € U. Portanto,
temos que ¥ (x) = 0, o que é uma contradigdo com z # 0.
Caso 2: U # (.
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Note que como u; < ¢, para todo 1 <7 < k, temos que 3,, < f3;, para todo 1 <17 <k,
o que implica que 3,, ~ [, para todo 1 < i < k. Logo, como Iso,,(A) é um semigrupo
inverso f-completo, temos que a unido f; = YF | B,, estd bem definida e f, < 3.
Caso 2.1: f, = ;.

Neste caso, temos que t € T', pois T' é 3-completo, o que é uma contradicao.
Caso 2.2: f; < ;.

Se fi < B, entdo w = 1;— lgom(s,) 7 0. Assim, considere o elemento wz € PA5|SB (SB).

Temos que

wz = (wlsés,a(t))SGSB )

e dado s € SpNo(t), temos que

w, set =X s,
wl, =
0, caso contrario.

De fato, pois se t < s, entdo wls = (1s — laom(s))1s = 1els — laom(s)1s = 1t = Laom(f) =
w. Agora, se nao valer ¢t < s, entao temos que ¢t A s < t, de onde temos que s At = uj,
algum 1 < j < k, ja que t é minimal com respeito a ordem parcial natural. Assim,
L ls = (14, 1)1s = 1, (1:15) = 1,1y, para todo 1 <i < k. Logo, laom(f,)ls = lu;, POis

Laom(f)1 (Z S, - 1%{) 1,

= 121< <Z[

k
= Z Z (—1)]‘3“1%1 sy, L

0=141<--<ip
- k
1
=111<--<%y
d k
— +1
=115

— ]-dom(ft)luj - 1Uj'

Logo, wly = 1;15 — lgom(s)ls = Ly, — 14, = 0, como gostariamos.
Portanto, existe 0 # 2’ € A®p A tal que ¢'(2') = wz. Digamos que 2’ = 1", a} @ b].

Assim,

m , , w, set <X s,
Z@zﬂs(bi) =
i=1

0, caso contrario.

Note agora que 1(z') = 0, pois nao existe s € T com t < s, como haviamos observado.
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Mas 1) é isomorfismo e x’ # 0, o que é uma contradigao. n

Esse teorema provou a primeira metade do Teorema de Correspondéncia de Galois,
pois mostrou que a aplicacdo T + APT é injetiva. O préximo objetivo é provarmos
a sobrejetividade dessa aplicagdo. Para isso, mostraremos que a aplicacdo B +— S é
injetiva. Como em caso positivo essas aplicagoes sdo inversas uma da outra, teremos
encerrado a demonstragdo do teorema. Antes disso, entretanto, precisaremos de alguns

resultados técnicos.

Lema 3.4.7. Suponha que A é uma extensio 3-Galois de A® e seja R uma AP-dlgebra
comutativa. Defina v = (R ® Ag,7s)ses uma agao de S em R @45 A induzida por B via
Ys(r®@alg-1) =r® fBs(als-1), parar € R, a € Aes€S. Entao R®ys A € uma extensao
~v-galoisiana de R.

Demonstragio. Temos que A ~ A’ @ ker(trg). Entao R ®4s A ~ (R®4s A”) & (R @ 45
ker(tr). Portanto, podemos identificar R com sua imagem homomérfica R @ 45 AP,

Se {x;,y:}", C A sdo coordenadas 3-galoisianas de A sobre A? entdo claramente o
conjunto {1p ® z;, 1g ® y; }1, satisfaz

n

Z(lR X xz)/ys(lR & yilsfl) = Z 56,5(1R X 16)7
i=1 e€E(S)

para todo s € S. Portanto, para concluirmos que R ®4s A é v-Galois sobre R, basta
provarmos que (R ®,s A)Y = R.
Considere u = 2| r; ® a; € (R® A)Y e ¢ € R tal que trg(c) = 14. Entdo

= u(ldg ® 1) (1g ® ¢) = (Zn@w) (1r ® t15(c))

= Zrl ® a;try(c) Zrl ® a; Z ag(cly-1)

i=1 gEG’

:ZZh@a,agcl ZZH@(IZlagcl 1)

€Gi=1 ge@ i=1

=D Y (ri®ailgay(cly1) = Z 7 @ ogla;ily-1))ag(cly-1)
g€@G i=1 geGi=1

=3 1r® Y aglaly1)ay(cl,- Zr,@) 3 aglaiclyr) = " @ trf(ac),
i=1 geG gea =1

isto é, u € R®ys AP = R.
A inclusao reversa é imediata. O

Defina £ = {f : S — A : féfuncdo, f(s) € A, paratodos € S, eses =
t, entdo f(s) = f(t)1,}. Note que E é uma A”-dlgebra com as operacdes pontuais.
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Lema 3.4.8. Suponha que A é B-Galois sobre AP. Entdo existe uma acdo ' de S em E
e E é 3'-Galois sobre A.

Demonstragio. Pelo Lema 3.4.7, A ®4s A é v-Galois sobre A, onde 7s(a ® bly-1) =
a ® Ps(blg-1), para a,b € A. Mas temos que E ~ PAg(S) via

¢: E — PAs(S)
f = (f(s>>s€.5'

com inversa dada por

(]571 : PA5<S) — K
(as)ses = f 1S — R, f(S> = as, Vs € S.

Pelo item (iv) do Teorema 3.3.7,

i A®ps A — PAs(S)
a® b (a/gs(blsfl))ses

é um isomorfismo de AP-algebras. Logo, a aplicacdo n = ¢! o v dada por

nN: AR A—>FE
a®@b—nla®b): S — R, n(a ®b)(s) = afs(bls-1),

é um isomorfismo de AP-dlgebras.

Esse isomorfismo induz uma agao 3’ = (Ej, 8.)ses de S em E = n(A® 45 A) dada por

Be(n(a @ b)n(la @ 1:-1))(t) = Bi(nla @ bl1))(t) = n(ys(a © ble1))(1)
= n(a @ B,(b1,-1))(t) = aBi(Bs(bls-1)141),

onde os ideais sdo dados por Fs = n(A ®4s As). Agora, como A ® 45 A é B-Galois sobre
A, é facil ver que como AR s ~ E e ' é apenas a traducao de 3 via esse isomorfismo,
entdo E é [('-Galois sobre A. m

Lema 3.4.9. Sejam A 3-Galois sobre A® e T um subsemigrupo inverso de S. FEntdo
f € EPIT se, e somente se, f(st) = f(s)ly, para todost €T e s € S.

Demonstracio. Considere f € E?I". Como 7, definida no Lema 3.4.8, é um isomorfismo,
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existe Y0 1 a; ®b; € A®ys Atal que f=n (X0, a; ®b;). Logo,

n (Z a; @ bz> < E6/|T <~ ﬁ; <77 <Z a; & bilt—1>> =7 (Z a; ® bllt> , VteT
i=1

i=1 =1

<1 (i a; ® Bt(bilt—1)> =1 <z": a; ® bi1t> , VteT

i=1 i=1

S (i a; ® ﬁt(bilt_1)> (u)=n <Zn: a; ® bi1t> (w), Vte T,u € S

=1 i=1

@Zalﬁu Bi(bils-1)1 Zalﬁubllq) VteT,ue S

@Zalﬁutblt 1u1 Zalﬁublu 1) uts VtGTUGS

=1

(Z ®b> (ut)l (Zm@b) lu, Vi€ T,u e S

Agora temos todas as ferramentas necessarias para provar a segunda parte do Teorema

de Correspondéncia de Galois.

Teorema 3.4.10. Suponha que A é uma extensdo [3-Galois de A®. Seja B uma AP-
subdlgebra de A, AP-separdvel e (3-forte. Entdo temos que AP1ss = B.

Demonstracio. Vamos denotar por T = Sp. Sempre vale que B C API7. Portanto,
precisamos apenas provar que APIT C B. Para isso, precisaremos inicialmente de uma
inclusao técnica.

Primeiramente relembraremos a leitora e o leitor da definicao do produto restrito - em
um semigrupo inverso S. Dizemos que o produto restrito s -t esta definido se, e somente
se, s~ s = tt~!. Neste caso, s -t = st.

Afirmagdo: E%IT C n(A®ys B).

Defina a relaciio = em S por s =p u < u™!

. s estd definido e u!-s € T. E facil ver

que essa relagdo é reflexiva (pois T' é cheio) e simétrica. Para a transitividade, suponha

s=rueu=rv. Entdou ! s,v7t-ucT. Como T ésubsemigrupo inverso, temos que

(v u)(u' - s) € T. Note agora que (v™!-u)(u™'-s) = (v u)(u™ts) = v H(uut)s =
v (v s = (v v )s = vls, e vt = uuTt = ss71, de onde segue que v!
definidoe v™!-s e T.

Sejam, entao, {s;}", um sistema de representantes das classes de equivaléncia de-

- 5 esta

finidas por =7. Considere f; : £ — A o homomorfismo de A-algebras definido por

fi(v) = v(s:).
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Vamos provar agora que os homomorfismos fi, ..., f, sdo fortemente distintos. De fato,
se i # j, entdo as restricdes B, |p e f,|p nao podem coincidir. De fato, se f,(bl,-1) =

B, (bls_jl), para todo b € B, entdo 8 ' (S, (b1, _1)1 ) =bl, e Assim,

para todo b € B, isto ¢, sj’lsi € Sp =T, de onde s; =r s;, uma contradicao.
Agora, como B é j-forte, para todo idempotente nao nulo e € A, U A, existe b € B
tal que S, (b1,-1)e # B, (bl,-1)e. Assim,
i J

filn(La @ b))e = n(1a @ b)(si)e = 5, (b1 1 )e # By, (b1 t)e = fi(n(1a @ b))e

Podemos agora provar a afirmacdo. Como B é AP-separdvel, entdo A ® 45 B é A-
separavel por [33, Proposition 111 2.1] e consequentemente n(A ® 45 B) é A-separavel. De
[16, Lemma 2.4], obtemos idempotentes dois a dois ortogonais wy, ..., w, € N(A ®4s B)
com fi(z)w; = zw;, para todo z € n(A ®ys B) e wi(s;) = fi(w;) = 0, ;, para todos
1<i,j<n.

Vamos provar agora que ws, ...,w, geram EPIT sobre A. Para isso, inicialmente
provaremos que w; € E?I7 para todo 1 < i < n. Como w; € (A ®4s B), temos que
existem a;; € A, b;; € B tais que w; = 7 (Zj a;; @ bij), para 1 <4 < n. Vamos provar
que w;(st) = w;(s)lg, para todos s € S et € T. De fato,

(St =" (Z Q5 ®b1]> zazjﬂst b”lt lg— 1)
- Zauﬁs Bt bmlt 1 Zawﬁs szl 1 —1)

= Zaijﬁs(bijls—l)lst =n (Z (Zij & bl]) (S)lst = wi(s)lst.
J J

Portanto w; € EPI7, para todo 1 < i < n. Considere agora f € EI7. Entdo existem
a;,b; € A tais que f =17 (Zj a; ® bj). Assim,

f) = (S 98 ()= Tast
= ZS]/BSIC b 1 71 6kz,i = Zsjﬂsk(bjlsgl)wk‘(si)'

j?k
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Como f € E?'I7 | temos que f(s;)1s: = f(sit), para todo t € T. Assim,

f(sit) = f(si)1lse = z}; Sjﬁsk(bjlsgl)wk(si)lsit = z}; Sjﬁsk(bjlsgl)wk(sz‘f%
s s
de onde segue que f = >, Sjﬁsk(bjlsgl)wk, isto é, wy,...,w, geram EPIT sobre A.
Portanto E?'IT C n(A ®4s B), o que prova a afirmacao.
Agora prosseguimos para a provar de que APt C B. De fato, aplicando 7' na
afirmacio, temos que 7~ (E®IT) C A®,s B. Note que E¥Im = n((A ® 45 A)VIT), pois
B.®n=mn® s, para todo s € S. Assim, (A ®4s AT =~ (EFI7) C A®4s B. Logo,

Ay APIT C (A s AT C A® 45 B.
Aplicando tr§ ® 46 Ida nessa inclusao, temos que
ABIT = AB ®AB ABlT = trg(A) ®A5 AﬁlT g tr%(A) ®A5 B = A’B ®A5 B = B,

pois tr é sobrejetiva em AP Isso encerra a demonstracao. O
Os Teoremas 3.4.6 e 3.4.10 sao a prova do seguinte teorema:

Teorema 3.4.11. Seja S um semigrupo inverso E-unitario finito que age injetivamente
em um anel A via acdo 3. Suponha que A é uma extensio [-Galois de AP tal que Ay # 0,
para todo s € S. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre as AP-subdlgebras
B-fortes e AP-separdveis B de A e os subsemigrupos inversos (3-completos T de S dada
por B Sp e T+ APlT.

Também queremos provar um teorema envolvendo ac¢oes de semigrupos inversos quo-

cientes.

Definicao 3.4.12. Sejam S um semigrupo inverso e 7" um subsemigrupo inverso de S.
Dizemos que T é normal se T é cheio e s71T's C T, para todo s € S. Dizemos que T é
Clifford se t—1t = tt~!, para todo t € T..

Definig¢ao 3.4.13. [2, Definition 4.1] Sejam G um grupoide ordenado e H um subgrupoide
ordenado de G. Dizemos que H é normal se

(i) H é amplo;

(ii) Dados a,b € G tais que a e b possuem uma cota superior, isto é, tais que existe
geEGtalquea<g,b<g,entdo a 'Hb= {a"'hb: h € H,a 'hb estd definido} C H.

Observe que se tomarmos um grupoide G, podemos considerar G um grupoide ordenado
tomando a igualdade como ordem parcial. Nesse caso, a Definicdo 3.4.13 é a mesma que

aparece em [10].
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Sejam (G, <) um grupoide ordenado e H um subgrupoide ordenado normal de G.

Definimos a relagdo ~4 por, dados a,b € G,

a ~y b<& existem z,y,u,v € H tais que x-a -y estd definido,u - b - v estd definido,

r-a-y<beu-b-v<a.

Por [2], essa é uma relacdo de equivaléncia e uma congruéncia, de onde segue que o

quociente G/H := G/ ~4 estd bem definido. Defina a ordem parcial <; por:
laly <4 [blu & existem z,y € H tais que x - a -y estd definido e x - a -y < b.

Por [2, Theorem 4.14] temos que (G/H, <) é um grupoide ordenado. A operacao
em G/H é dada a seguir. Se d(g) ~y r(h), entdo existem a,b € H tais que r(a) < d(g),
d(a) =r(h), r(b) < r(h)ed(b) = d(g). Denotando ¢’ = (g|r(a)) e b’ = (r(b)|h), definimos

9o (Ml = 19" a- Bl =g - b7" - W,

onde [g|y denota a ~z-classe do elemento g.

Essa definicao nao depende da escolha de a e b. De fato, para quaisquer elementos
z,y € H tais que r(x) < d(g), d(z) = r(h), r(y) < r(h) e d(y) = d(g), temos, denotando
9" = (glr(x)), " = (r(y)|h), que

lg'-a-hlu=[g" -z -hgelg- b W= -y 1

Vamos traduzir essa defini¢ao para o caso de semigrupos inversos. Dado um semigrupo

inverso S e um subsemigrupo inverso normal 7", definimos a relagdo ~ por, dados a,b € S,

a ~7 b<& existem z,y,u,v € T tais que z-a - y esta definido, v - b - v estd definido,

r-a-y=<beu-b-v=a.

Note o uso do produto restrito - nessa definicao, isto é, s-t esta definido se, e somente
se, s 's = tt7! e neste caso s-t = st. A ordem <7 ¢ definida da mesma forma do caso de
grupoides ordenados. Denotamos por S/T := S/ ~r.

O quociente de um semigrupo inverso por um subsemigrupo inverso normal é sempre
um grupoide ordenado [I, Theorem 3.6], mas em geral ndo é um grupoide indutivo,
isto é, nao é um semigrupo inverso, pois seus idempotentes nem sempre formam um
semirreticulado inferior.

Se os idempotentes de S/T formam um semirreticulado inferior, a operagdo em S/T,
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denotada por x, sera dada por

[sle = [t]r = ([s]z[e]r) - ([e]z|[t]r),

onde [e]p = [s7's]p A [tt7Yr e [s]r denota a ~p-classe de s.

Uma condicao suficiente para que S/7T seja um semigrupo inverso é que 7' seja um
subsemigrupo inverso normal e Clifford [!, Proposition 4.6], pois neste caso as relagoes
~7 e =7 coincidem. Isso conversa intrinsecamente com a necessidade de exigirmos que o

subgrupoide H fosse estritamente normal no Teorema 2.2.12.

Teorema 3.4.14. Seja S um semigrupo inverso E-unitdrio finito agindo em um anel A
via agao unitdria 5 = (As, Bs)ses. Seja T um subsemigrupo inverso normal e Clifford de
S. Entao S/T age em B = APIT via agdo v = (Bs,5)ses/r € B € v-Galois sobre AP.

Demonstragio. Para simplificar a notagdo, denotaremos a =p-classe [s]r do elemento
s € S por s e a operagdo x em S/T por concatenagao.

Note que como T é normal e Clifford, temos que se s -t estd definido com s € S e
t € T, entao existe u € T tal que s-t = u-s (x). De fato, pois como T é normal e
sTls =tt7! = t7't, temos que s-t- 57! estd definido e sts™! € T. Isto é, existe u € T tal

que s-t-s!

= u. Mas isso é o mesmo que dizer que s -t =u - s.
Seja, entdo, {s;}", um sistema de representantes das =r-classes. Definimos a agao

de T em B por

B =A,NB, 75 =0,

B__1-
Sq

Note que como Ay, < A, temos que Bs- < B, para todo 1 < i < m.

Para mostrarmos que 7 esta bem definida, considere s € 5;, algum 1 <7 < m. Entao
existe t € T tal que s; - t estd definido e s = s;-. Como ss™! = s;t(s;t) ™! = s;(tt™)s; ! =
si(sy 'si)si

depende da escolha do representante, como gostariamos. Além disso, se x € Bs.-1, entao

= s;5; ', temos que Ay = A1 = A 1 = A,,, de onde segue que B nao

88,

Ys(x) = Bs(@) = Bs(xl5-1)
= Bs(xls-15) = Bsulali-1e)
= Bs,(Be(x1y)) = B, (x1y)
= Ds, (5’;15;1) = Ysi(wls-1),

0 que prova que s independe do representante de classe. Para vermos que 73(Bs-1) = Bs,
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considere x € B;-1 e u € T'. Entao

Bu(ys(2)1u) = Bu(Bs(2)1u)
= Bus(T1(us)-1)
= Bur.s (xL(e)-1), onde ' =uss ' €T es =u'us
= Byt (T1ur), por (x)
= B (Bur (L) L)
— Bu(alurl i) = Bulal)
= Bo(z1; D1y
= Bu(a17)11y = o211,

isto é, v € A,N B = Bs.

Agora, claramente temos que 7z = Idp_, para todo e € E(S), que B = ¥ cp(s) Be e
que Vg = Y57, para todos s,t € S, de onde segue que v é uma acgao de S/T em B.

Note que A? = B7. E facil de ver que A% C B. Reciprocamente, se b € B?, entdo
dado s € S, temos que

Bo(bly-1) = var(bly1) = bl = b1,

para algum 1 < i < m, ou seja, b € AP.

Seja agora {w;,y;}?_, um sistema de coordenadas 3-galoisianas de A sobre A”. Defina
x; = trg, (cz;) e y; =t (y;), para todo 1 <i < n, onde ¢ € A ¢ tal que trg (c) = 1a,
que existe pelo Teorema 3.3.7(ix). Note que z},y; € B.

Por um argumento similar ao do item (iii) do Teorema 3.4.6, temos que

n lg, se s €T,
ZxQBS(ygls—l) =
i=1

0, caso contrario.

Mas
Zx;’}?(yz"lg_l) = Z'x;ﬁs(yzls—l) = Zx;ﬂs]f(y:ls;l)
i=1 =1 =1
n n
= Z x;BSj (ygls;l) - Z ‘Igﬂsj (yglszl)
i=1 =1
= > w5 (Yils),
i=1

para algum 1 < 57 < m.
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Note agora que s € T se, e somente se, s; € E(S). Logo,

Satnile) = 3 e
=1

ecE(S/T)

ou seja, B é y-Galois sobre B = A%, como gostariamos de demonstrar. m

3.5 Caso geral

Chegamos no ponto do capitulo em que traduziremos a teoria desenvolvida até aqui
para o caso de semigrupos inversos finitos que nao sao F-unitarios e nao agem inje-
tivamente em um anel comutativo. Sejam, entao, S um semigrupo inverso finito e
B = (As, fs)ses uma acao unitéria de S em um anel A. Note que a acdo de S em A
pode ser vista como um homomorfismo de semigrupos inversos 5 : S — Iso,,(A) dado
por 3(s) := 5. Faremos uso dessa notagdo durante essa secao.

Para trabalharmos com a correspondéncia de Galois, gostariamos de exigir a hipotese

Ay # 0, para todo s € S. Neste caso, obtemos o seguinte resultado.

Proposicio 3.5.1. Suponha que A é B-Galois sobre AP tal que A, # 0, para todo s € S.

Entao 5(S) = {pBs : s € S} € um semigrupo inverso E-unitdrio.

Demonstragio. Suponha que e € E(S) e S = [s|a., algum s € S. Se s € E(S), nao ha

nada a se provar. Suponha que s ¢ E(S). Entéao

= Z zﬁe yz e szﬁs yz e - Z$i63(yi1571)55<16>
=1

Z x;Bs(yils =01, = 0.

Mas por hipétese 1. # 0, de onde obtemos uma contradi¢do. Logo s € E(S), de onde
segue que S5 € E(B(9)). ]

Esse resultado é fundamental para a nossa traducao do Teorema 3.4.11 para o caso
geral. Além disso, ainda precisaremos do lema abaixo. Embora importante, sua demons-

tracao ¢ facil e serd omitida.

Lema 3.5.2. O semigrupo inverso (finito) 5(S) age em A via ac¢do 5 dada por B(s) — Bs.
Se T € um subsemigrupo inverso (finito) de B(S), entao T é B-completo se, e somente se,

T ¢é f-completo.

Finalmente, nomearemos os subsemigrupos inversos que aparecerao na correspondén-

cia de Galois.
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Defini¢ao 3.5.3. Um subsemigrupo inverso cheio (finito) 7" de S é dito S-maximal se
B(T) é f-completo e se para todot € T, 371 (t) ={s€ S: B, =5} CT.

Teorema 3.5.4 (Correspondéncia de Galois para semigrupos inversos sem zero). Seja
S um semigrupo inverso finito que age em um anel A via agio global = (As, Bs)ses-
Suponha que A é [-Galois sobre A® e que A, # 0, para todo s € S. Entdo existe
uma correspondéncia biunivoca entre os subsemigrupos inversos B-mazimais T de S e
as AP-subdlgebras separdveis e B-fortes B de A dada por B+ B~Y(B(S)p) com inversa
T s APIr,

Demonstragio. Note inicialmente que A é 3-Galois sobre A? com respeito a acdo 3 de S
em A se, e somente se, A é 3'-Galois sobre A% com respeito a acio 3’ de 5(S) em A. E
facil de ver que AP = AP

Agora, B(S) é um semigrupo inverso F-unitdrio finito que age injetivamente em A via
B’. Portanto, estamos nas hipéteses do Teorema 3.4.11. Logo, existe uma correspondéncia
biunfvoca entre os subsemigrupos inversos finitos completos de 3(.9) e as subalgebras A°-
separaveis e #'-fortes de A. A verificacdo de que uma subalgebra é [S-forte se, e somente
se, é '-forte também ¢é imediata.

Finalmente, basta notarmos agora que existe uma correspondéncia biunivoca entre os
subsemigrupos inversos S-maximais de .S e os subsemigrupos inversos finitos completos de
£(S). Unindo essa correspondéncia com a correspondéncia do pardgrafo acima, obtemos

o resultado desejado. [

Apresentamos a representacio visual do Teorema 3.5.4, onde S% := 71(3(S)5).

N

ﬂ]

\ \
/

3.6 Semigrupos inversos com zero

A

Encerraremos esse trabalho apresentando as principais diferencas do que trabalhamos
até aqui para o caso de semigrupos inversos com zero. A maioria dos resultados se mantém,
entao apresentaremos as demonstracoes dos detalhes que exigem cuidado na presenca de

um elemento zero.
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Seja S um semigrupo inverso com zero. Denotaremos o elemento zero de S por 0.
Note que 0 € E(S). Dado T C S, definimos

T\ {0}, se0 €T,
T, se0¢T.

*

Um par de elementos s,t € S ¢é dito fortemente compativel se vale s = t = 0 ou
s,t #0es ', st7t € E(S)*. Se s,t forem fortemente compativeis, escrevemos que s & t.
Claramente a relagdo = é reflexiva e simétrica, mas nao necessariamente transitiva.

Dizemos que um semigrupo inverso é 0-E-unitario se e < s, para algum idempotente

0#e€ E(S), entao s € E(9).
Lema 3.6.1. [77, Lemma 9.1.1] Seja S um semigrupo inverso com zero.

(i) Se s,t € S* e s~ t, entao s et possuem uma cota inferior nao nula.

(ii) Suponha que S é 0-E-unitdrio. Entdo um par de elementos s,t € S* possui uma

cota inferior nao nula se, e somente se, s = t.

Podemos ir além desse resultado. A cota inferior nao nula de s e t apresentada na
demonstragdo em [37, Lemma 9.1.1] é z = ss~'t. Note que z = s At. De fato, pois se
w =< s,t, entdo w = ww'w < ss't = z. Mais ainda, temos que zz7! = ss~'t~!. Além
disso, como st~'t também satisfaz as condicoes de infimo, temos que z = st~ !¢, de onde

1 1 1

271z = s71st7. Claramente 227! e 271z sdo nao nulos, pois caso contrario z seria nulo,

uma contradicdo. Portanto, podemos reescrever o lema acima da seguinte forma.

Proposicao 3.6.2. Seja S um semigrupo inverso com zero.

(i) Ses,t € S* es~t, entdo s\t estd definido e s\t € S*. Além disso, (sAt)(sAt)™t =
ssTitt™t e (sAt)H(s At) = stst7 .

(ii) Suponha que S é 0-E-unitdrio. Entdo um par de elementos s,t € S* € tal que

sAteS* se, e somente se, s~ t.

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado é direcionado se quaisquer dois ele-

mentos desse conjunto possuem uma cota inferior.

Proposicao 3.6.3. [77, Theorem 9.1.2] Seja S um semigrupo inverso com zero. Entdo
~ € transitiva se, e somente se, S é 0-E-unitdrio e para todo s € S* o conjunto [s]* é

direcionado.

Um semigrupo inverso com zero S é dito categdrico no zero se stu = 0 implicar que

st =0 ou tu =0, para s,t,u € S.
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Lema 3.6.4. [77, Lemma 9.1.3] Seja S um semigrupo inverso categdrico no zero. Entao

o conjunto [s]* é direcionado para todo s € S*.

Seja S um semigrupo inverso com zero. Vamos definir uma relacdo de equivaléncia
que fara o papel da congruéncia minima de grupo no caso de semigrupos inversos com
zero. Definimos a relagao 7 em S por s7t se s =t =0 ou s,t € S* e existe um elemento
u € S* tal que u =< s,t. A relacdo 7 generaliza a relacdo de grupo minimal o para o
caso de semigrupos inversos com zero. Pela Proposicao 3.6.2, em semigrupos inversos
0- F-unitéarios categoricos no zero temos que 7 coincide com =.

Uma congruéncia ¢ dita 0-restrita se a classe do elemento 0 s6 possui o elemento 0.

Um semigrupo inverso com zero S é dito primitivo se a ordem parcial natural < de S é

[©N

a igualdade em S*. Uma congruéncia é dita primitiva se o quociente dessa congruéncia
um semigrupo inverso primitivo. Embora 7 faga o papel de o, temos que o quociente S/7

nao é um grupo.

Proposigao 3.6.5. [77, Proposition 9.1.4] Seja S um semigrupo inverso categdrico no

zero. Entao T € a menor congruéncia primitiva 0-restrita em S.

A proposicao acima indica que nosso foco de estudo para repetir o método aplicado no
capitulo anterior deve ser semigrupos inversos primitivos ao invés de grupos. Para isso,
mostraremos que ac¢oes parciais de semigrupos inversos primitivos estao intrinsecamente
relacionadas com agOes parciais ortogonais de grupoides.

Seja G um grupoide. Definindo G° = G U {0} com produto g0 = 0 = Og, para todo
g € G egh=0se(g,h) & G, temos que G° é um semigrupo inverso primitivo. De
fato, por [37, Theorem 3.3.4], todo semigrupo inverso primitivo é dessa forma. Isso e a
definicao de grupoide nos garantem que todo semigrupo inverso primitivo é categérico no
zero. Reciprocamente, podemos considerar S um semigrupo inverso primitivo e construir
uma estrutura de grupoide no conjunto S* dada por s -t esta definido se, e somente se,
st # 0, e nesse caso s -t = st.

Seja S um semigrupo inverso com zero e a = (As, ag)ses uma agao parcial de S em

A. Dizemos que « é uma agao parcial de semigrupo inverso com zero se vale
(PO) AOIOGOCOIO.

Teorema 3.6.6. Seja a = (As, as)ses uma agao parcial de semigrupo inverso com zero
de um semigrupo inverso primitivo S em um anel A. Entao o = (AL, ) ses+ € uma agao
parcial ortogonal do grupoide S* no anel A, onde A, = A, e o, = ag, para todo s € S*.
Reciprocamente, seja v = (Ay,Vg)geg uma agao parcial ortogonal de um grupoide G
em um anel A. Entdo v° = (A/g,’)/;)gego ¢ uma agao parcial de semigrupo inverso com
zero do semigrupo inverso primitivo G° em A, onde A, = Ay, 7y = Vg, para todo g € G,
b=0e7=0.
Mais ainda, (°)* =~ e (a*)? = a.
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Demonstragio. Para a primeira parte, é facil ver que o* satisfaz os itens (P2) e (P3) para
todo (s,t) € (5*). Agora, como temos que o, = a, = Id4,, para todo e € E(S)* = (5%)o,
se provarmos que o satisfaz (PO) também garantimos que o satisfaz (P1). Para isso,
sejam e, f € E(S*). Entao A. N Ay = Acap. Mas e A f = 0, pois S é primitivo. Logo,
ANAY = AcNAy = Ay = 0, paratodos e, f € E(S*) taisque e # f. Como A = Ueecp(s) A,
temos que A = @.cp(s)+ Ae-

Reciprocamente, vamos provar que 7° é uma acio parcial de G° em A. Claramente

vale (P1), pois

A=Y A => A +0=> A +A= > A
e€Go e€Go e€Go e€E(G0)

e 7. =Y. = Ida, = Ida, para todo e € E(G%)* e 75 =0 = Idy.

Sejam agora g,h € G°. Se g = 0, temos que v, 1(A) 1 N A}) =0 C Ay e
Yy ©7,(0) = 077,,(0). Se h = 0 valem as mesmas afirmacoes. Suponha, entao que g, h # 0.
Se (g, h) € G, entao o par (g, h) ja satisfaz (P2) e (P3). Se (g, h) ¢ Ga, entdao gh = 0 em G°.
Neste caso, 7j,-1 (A1 N A}) C -1 (A NALG) =0 C Alyy-n e 75079;,(0) = 0= 7.,(0),
como gostariamos.

A 1ltima afirmagao agora é imediata. O]

Suponha agora que .S é um subsemigrupo inverso finito 0- E-unitario categérico no zero
do monoide inverso com zero Iso,,(A) do anel A. Seja f € S. Sabemos a 7-classe de f
coincide com a ~-classe de f. Em particular, os elementos de 7(f) sdo compativeis. Logo,
como Iso,,(A) é f-completo, podemos considerar o elemento ay = 3 e (5) g € Isop,(A).
Considere P' = {ay: f € S} C Isop,(A).

Lema 3.6.7. Nas notagoes acima,

(1) Para todo par o, 8 € P’ tal que aco 8 # 0, existe um inico 0 # a5 € P’ tal que
aof < Vg

(ii) . é um idempotente quando e € E(S).
(ifi) ap = 0.
(iv) Se o € P, entdo o~ € P'.

Demonstragio. (i): Por hipétese, temos que a = oy e f = ay, para f,g € S. Se o f # 0,
em particular temos que f, g # 0. Seja entao vy, = Qg

O resto da prova de (i) e as provas de (ii) e (iv) sdo andlogas a 3.1.8.

(iii): Claramente 7(0) = {0}, de onde g = Yy (0) f = 0. O

Defina uma operacao binaria ® em P’ por a ® 3 = ¥(a,8), onde 7(4,3) ¢ 0 tinico elemento

de P’ maior ou igual que a ® (§ como no lema acima, se o3 #0,ea®  =0se aof = 0.
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Lema 3.6.8. (P',®) é um semigrupo inverso primitivo isomorfo a S/T.

Demonstragio. Pelo Lema 3.6.7, ay ® oy = agy. Para provar que (P’,®) é um semigrupo
inverso primitivo basta provar que existe uma bijecao de S/ em P’ preservando operagoes

bindrias. Mas isso é facilmente provado através da aplicacao 7(f) — ay. O

Podemos ainda obter resultados andlogos aos de semigrupos inversos sem zero.

Teorema 3.6.9. Seja S um semigrupo inverso finito 0-E-unitdrio categorico no zero
agindo em um anel A via agao unitdria de semigrupo inverso com zero 5 = (As, Bs)ses-

Suponha que 3 € uma agdo injetiva. Defina

T(s - Z At (35)

teT(s)

= > B (3.6)

teT(s)

Entao a = (Ap, ay)pep € uma agdo parcial unitdria do semigrupo inverso primitivo
P = S/7 no anel A.

Demonstracio. A demonstracdo seguird passos analogos a demonstracdo do Teorema
3.2.3.

Note que como § é uma agao injetiva, a aplicagao 8 : S — Iso,,(A) dada por s — [, é
um homomorfismo injetivo de semigrupos inversos com zero. Logo, S =~ 5(S) C Iso,,(A).
E facil de ver que (S) é 0- E-unitario.

Usando as construgoes dos Lemas 3.6.7 e 3.6.8, obtemos que as equagoes 3.5 e 3.6
definem um semigrupo inverso primitivo P’ = {a,¢) : s € S} em Isop,(A). Note que P’
nao ¢ necessariamente um semigrupo inverso com a operagao usual de Iso,,(A), mas sim
com a opera¢ao ® definida no Lema 3.6.8. Ainda por esse lema, temos que (P, ®) ~
B(S)/T. Mas S e 3(S) sao isomorfos, de onde (P, ®) ~ 5(S)/T ~ S/t =P

Defina, entao, a = (A, op)pep. Vamos provar que o ¢ uma agao parcial de semigrupo

inverso com zero de P em A. Para isso basta notar que

> A= X D A= ) A=A
T(e)eE(P) T(e)eE(P) fet(e) e€E(S)
pois Urepp)7(e) = E(S), j4 que S é 0-E-unitario. Isso prova o item (P1) de acéo
parcial de semigrupo inverso. Claramente g, = a,@) = apgs = 0 e Ag, = 0, de onde
também vale (PO).
O Lema 3.6.7 nos diz que «;, o oy < avpq, para todos p,q € P. Mas isso implica que

Ofl(Ap—l N Aq) = dom(ap © Oéq) - dom(%?q) = A(;Dq)‘1

q
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Qyp © Qg = Qpgdom(apoay) = O‘pq|a;1(Ap_mAq)7

que sao os itens (P2) e (P3) da definigao de acdo parcial de semigrupo inverso. A verifi-

cacao de que « é unitaria é analoga ao caso sem zero. O

Corolario 3.6.10. Seja S um semigrupo inverso finito 0-F-unitario categorico no zero
agindo em um anel A via agao unitiaria de semigrupo inverso com zero 8 = (As, Bs)ses-

Suponha que B € uma agao injetiva. Defina

AT(S) - Z At7

teT(s)

Vr(s) = Z ﬁta

teT(s)

para todo s € S*. Entioy = (Ay,vVg)geg € uma agdo parcial ortogonal unitdria do grupoide

G = (S/7)* no anel A.

Demonstracao. Basta notar que, nas notacoes do Teorema 3.6.6, v = «o*, onde « é a
agao parcial unitaria do semigrupo inverso primitivo S/7 em A construida no Teorema
3.6.9. m

Observagao 3.6.11. Deste ponto até o final do capitulo, fixaremos as notagoes P = S/,
G =P a= (A ap)per €7 = (Ay,7y)geg cOmo acima.
Observagao 3.6.12. Analogamente a Observagao 3.2.5, podemos notar que 1,41, = 15,

para todo s € S.

Os préximos resultados sdao completamente andlogos ao caso sem zero, e portanto
suas demonstragoes serao omitidas. As defini¢oes de subanel dos invariantes, aplicacao
traco, extensoes galoisianas, subsemigrupos inversos [S-fortes e subsemigrupo que fixa

determinada subélgebra se mantém inalteradas
Proposicao 3.6.13. Nas notagoes dos teoremas acima, temos que A® = A% = A,
Desta forma, se definirmos trj = tr, = tr,, obtemos diretamente o préximo resultado.

Corolério 3.6.14. A operagdo trj é um homomorfismo de AP-bimédulos. Além disso,
try(A) € AP. Finalmente, tr5(Bs(a)) = trg(a), para todo a € Ay-1.

Nosso préoximo objetivo é construir um contexto de Morita para o caso de semigrupos
inversos com zero analogo ao da Proposicao 3.2.9, visando obtermos um Teorema de Equi-
valéncias da definicao de extensdo galoisiana na proxima secdo. Para isso, precisaremos

de um lema auxiliar.
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Lema 3.6.15. Os anéis A%, P e A%, G sdo isomorfos.

Demonstragdo. Claramente esses conjuntos sao iguais. Defina entdao a aplicacao bijetiva

p:Axqg P =A%, G

ady, — ady,
estendida linearmente.

Vamos provar que ¢ é um isomorfismo. Para isso basta apenas provarmos que ¢

preserva produtos. Mas isso é facil, pois

©((ady)(bdy)) = @ap(ay-1(a)b)dpg)
= ap(ap-1(a)b)dy
ap(ap-1(a)b)dpg, se plp=qq ",

0, caso contrario

Vo (p-1(a)b)dpg, se d(p) =r(q),

0, caso contrario

= (adp)(bdy). o

Temos que A é um (A”, Ax, G)-bimédulo (respectivamente (Ax, G, A?)-bimédulo) com
acoes a esquerda e & direita de A” via multiplicacdo e acdo a direita (respectivamente a

esquerda) de A x, G em A dada por
a-bydy = v,-1(aby),
e respectivamente
bgdy - a = byyg(aly—1),

para todos g € G, b, € Aj e a € A e estendidas linearmente.

Podemos considerar as aplicagoes

n: A®A*7gA—>Aﬁ
a® b try(ab)

N AR A— Ax, G
a®b > ayy(bly-—1)d,.

geg
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Proposigdo 3.6.16. A séxtupla (A x, P, AP; A A,n,n') é um contexto de Morita. A

aplicagao 1 € sobrejetiva se, e somente se, existe a € A tal que try = 14.

Demonstragdo. Basta notar que a séxtupla (Ax, G, A°, A, A, n,n') ¢ um contexto de Morita
por [3, Proposition 4.4]. Agora, usando o Lema 3.6.15, temos que A, G ~ Ax, P, obtendo

o resultado desejado. [

Podemos agora passar para o caso de semigrupos inversos com zero categoéricos no
zZero.

Por abuso de notagao, usaremos o mesmo simbolo para denotar aplica¢oes analogas ao
caso sem zero no teorema de equivaléncias. Considere a aplicacao j : A%, G — End(A) 45

dada por
J (Z agég) (a) =) agyglalyr).
9geg g€g

Temos que 7 é um homomorfismo bem definido de A-mdédulos. Além disso, 7 também
¢ um homomorfismo de anéis por [3].

Seja agora M um A %, G-médulo a esquerda. Definimos
M ={meM: 1567(s) - m = 1ym, para todo s € S},

o AP-submédulo dos invariantes de M sobre S. Note que M é um A-médulo a esquerda

via o mergulho a + als. g de A em A%, G. Podemos também definir
MY ={me€ M :1,5,-m = 1,m, para todo g € G}.

Lema 3.6.17. Nas notacoes acima, M = MY,
Demonstragcao. Analoga a demonstracao do Lema 3.3.3. O

Teorema 3.6.18 (Teorema das Equivaléncias para semigrupos inversos com zero). Seja
S semigrupo inverso 0-E-unitdrio categorico no zero finito agindo injetivamente em um
anel comutativo A via agio global § = (As, Bs)ses. Considere P = S/1 e o = (Ap, ) pep

como no Teorema 3.0.9. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) A é uma extensdio 3-Galois de AP;

(ii) A é um AP-médulo projetivo finitamente gerado e j é um isomorfismo de A-médulos

a esquerda e de anéis.

(iii) Para todo A xo P-médulo a esquerda M a aplicacio pn : A ® M° — M dada por

pla @ m) =am é um isomorfismo de A-mddulos d esquerda.
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(iv) A aplicagio ¢ : A®@ps A — PA(S) definida por ¢(a @ b) = (afs(bls-1))ses € um

isomorfismo de A-mddulos a esquerda.
(v) A é AP-separdvel e (3-forte.
(vi) AtA = Axy P, ondet =3 ,cp1,0,.
(vit) A aplicagio 1 € sobrejetiva.
(viii) A é um gerador para a categoria de A x, P-mddulos d esquerda.
(iz) tr3(A) = A8,
(z) A é um gerador para a categoria de A®-médulos a direita.
(zi) O contexto de Morita (Axy P, AP, A, A,n,n') é estrito.

Demonstracio. Pela Proposicao 3.3.2, A é uma extensdo (-Galois de A” se, e somente
se, A é uma extensao de Galois a-parcial de A®, se, e somente se, A é uma extensao de
Galois y-parcial de A” = A® = A Portanto, por [3, Theorem 5.3, Corollary 5.4] e pelo
Lema 3.6.17 temos que (i) < (ii) < (iii) < (vi) & (vil) & (vill) & (ix) & (x) < (xi)
trocando A %, P por A, G. Mas esses anéis sao isomorfos, entao as equivaléncias ainda
sao validas para A x, P.

Daqui em diante provaremos as equivaléncias restantes. A demonstragao de (i) < (v)
¢ analoga ao caso de semigrupos inversos sem zero.

(iii) = (iv): Por [%, Theorem 5.3], temos que A® 45 A & [lyeg Ag via a®b = p(a®b) =
(acg(bly-1))geg. Vamos inicialmente provar que [[,cg Ay ~ PAg(S). Defina

Q. HAQ — PAg(S)

geg

(ag)geg = (as)ses,

onde a; = a,(s)15, para todo s € S* e ag = 0.

Note que ¢ estd bem definida, pois se s <t com s,t # 0, entdo 7(s) = 7(t), de onde
segue que a; = ar(s)ls = arpls = ar)lily = a4l,. Se s = 0, entdo ag = 0 = a,0 = a;1,.
Além disso, é facil ver que ¢ é um homomorfismo de A-médulos. A demonstragao de que
¢ ¢ uma bijecao ¢ andloga ao caso de semigrupos inversos sem zero.

Para encerrar a demonstracao da implicacao, basta notar que ¢ o p = 1.

(iv) = (i): Note que

( Z 56,813) EPAB(S),
sES

e€E(S)
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pois se e < f em E(S) entdo 1. = 1.1, e nado existe s € S\ E(S) com e < s, e € E(S5).

Como v ¢é isomorfismo, temos que existe > i, x; @ y; € A ®ys A tal que

(z 5651) —o(Smen) = (Sravan)
e€E(S) s€S i=1 i=1 s€S

]

Proposicio 3.6.19. Dada uma AP-subdlgebra B de A, temos que Sp € um subsemigrupo

inverso B-completo de S.

Demonstragcio. A demonstragao de que Sg é um subsemigrupo inverso cheio de S é ana-
loga ao caso sem zero.
Seja entdao P C Sp tal que existe u = VP e B, = > .cpBs. Seja P = {s1,...,8,}

Dado b € B, podemos concluir de forma anédloga ao caso sem zero que

blu 1 = Z Z ]+1ﬂu b1 511/\ /\Sz) 1)

1<j<n 43 <<

Seja Q = {si,,...,8;;}. Como 0 # s = w, para todo s € Q*, temos que todos
elementos de Q* pertence a mesma 7-classe. Como S é 0- E-unitario, segue que 7 ==, de
onde segue que Q* ¢ um subconjunto fortemente compativel de S. Assim, vg- := Ao+ S
estd definido. Note que v+« € Sp, pois vg« < s, para todo s € Q* C Sp e Sp é um ideal
de ordem. Defina entdo vg = vg- se 0 ¢ ) e vg = 0, se 0 € ). De qualquer forma,
vg € Sp. Além disso, vg < u, de onde BU|A7;1 = [y Logo,

Q

ﬁu(blu—1> Z Z ]—Hﬁu bl (859 A+ Asi )1 )

1<j<n 43 <<

Z Z ]+1B8L1/\ QAT (bl (sig A /\sl) )

1<j<n 43 <<

Z Z ]+1b1811/\ /\sZ

1<j<n 43 <+ <4

— b Z Z ]+11511/\"'/\Sij

1<j<n i1 < <ij

=bl,,

isto é, u € Sp. O

A partir de agora deveriamos supor que que Ay # 0, para todo s € S*, mas isso ja
estd implicito. De fato, no caso de semigrupos inversos com zero, nas nossas hipoteses de
que Ag = 0, temos automaticamente que Ay # 0, para todo s € S*, pois caso contrario (3

nao seria injetiva.
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Teorema 3.6.20. Suponha que A é uma extensdo B-Galois de AP. Seja T um subsemi-

grupo inverso [3-completo de S. Entao
(i) Br = (Ay, Bo)er € uma agdo de T em A e A é Bp-Galois sobre B := APT.
(ii) B é AP-separdvel.

(iii) B é B-forte.

(iv) T = Sg.

Demonstragio. As demonstragoes de (i) e (ii) sdo andlogas ao caso sem zero. Vamos
provar os itens restantes. Considere G = (S/7)* o grupoide associado & S e v = (A, V,)geq
a acao parcial ortogonal unitaria de G em A construida como no Corolario 3.6.10.

(iii): Como A é Br-Galois sobre B, existe ¢ € A tal que tr§ (c) = 1a. Considere G’ =
(T'/7)* o grupoide associado a T' e ' = (A}, 7;)4eq’ @ acdo parcial de G' em A construida
como no Coroldrio 3.6.10. Assim, A’ ) = Ycr()nr As € Vo) = Lser@nr Bs = %(t)lAmel’
para todo t € T

Seja {x;, y; I, um sistema de coordenadas galoisianas y-parciais de A sobre A7. Em
particular, {z;,y;}?_, é um sistema de coordenadas galoisianas +'-parcial de A sobre A7 =
APT = B pelo item (i) e pela Proposicio 3.2.6.

Defina 7} = tr§ (cz;) e y; = trg (y;), para 1 < i < n. Assim, x,y; € B, para todo
1< <n.

Prosseguimos a demonstracao por afirmacoes.

Afirmacdo 1: > zly, = 14.
i=1
Com efeito,

ix;y; =S (z vg,(cxilgl)) (z w;xyz»lhl))

i=1 \geg’ heg’

S e (e 1))

i=1r(g)=r(h)

= > Ylemvgn(yila-1g)lg-1), por (P3)
i=1r(g)=r(h)

- Z 'y; (c (Z xi’y;_lh(yilh_1g)> 19_1> , pois ’y; é isomorfismo
(h)

r(g)=r i=1

= Z ’y; (C (Z (567;11916) 191)
r(g)=r(h) e€Go
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= Z 7; (Cld(g) ]-g*1> ; pois A| 4, é Galois

geg’
=D, g (clg=1) pois Ag-1 C Ay(g)
geg’

= try(c) = trg.(c) = 1a.

n lg, se s €T,
Afirmagao 2: Y 2}8,(yils-1) =

i=1 0, caso contrario.
Como y, € B = A°T, temos que
n n
ngﬁs(ygls—l) = Zx;ygls =141 = 157
i=1

i=1

para todo s € T.
Agora, se s ¢ T' (em particular s # 0), temos que

Zl‘iﬂs(yélsfl)
Yy (crily—)ps (Z ’}/;L<y7;1h—1>15—1)

Il
M:

=1 geg’ heg’

=D > Volewilg1)vnes) (Z Va(Wiln-1)1r6)- 115—1) : pois Bs = Vr(s)la, 4
i=1geg’ heg’

=2 2 Yalerily-1)ye(s) (Z W (Yiln-1) L)1 —1) : POIS 7;, = Yalar _,
i=1geg’ heg’

Il

'Yg sz Z Yr(s) 7h yzlh 1)17—(5)*1)77'(3)(18*1)7 pois Yr(s) ¢ isomorfismo

i=1 geg’ heg’

= Z 79 Cxl -1 Z Vr(s '7h yzlh )17(5)—1)157 pOiS 77(3)|A5,1 = 55
1=1 geg’ heg’

= Z Yo(czilg—1) Z Yr(s) (W (Wilp—1)17(5-1)1s, pois 7 ¢ ortogonal
i=1geg’ d(7(s))=r(h)

- Z ’)/g(C[L‘ilg—l) Z /VT(s)h(yilhflT(s)*l)]-T(s) Ls, por (Pg)
i=1geg’ d(r(s))=r(h)

= Z Yo(cwily—1) Z /Yr(s)h(yilhflfr(s)*l)lg, pela Observacao 3.6.12

@
I
o
=}
m
Q

d(7(s))=r(h)
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= Z Z Vg (C (Z xnglT(s)h<yi1h1’r(s)1g)> 1gl> 1,

=1

Se g7'7(s)h € Gy, entdo d(g) = d(h) e g~'7(s)h = d(g). Mas nesse caso 7(s) = gh™' €
G'. Mas entdo s € T, o que nao é possivel por hipétese. Logo, g~ '7(s)t ¢ Gy, de onde
segue que dg-1,(s)ne = 0, para todo e € Gy, completando a demonstracao da Afirmacao 2.

Provaremos agora que B é B-forte. De fato, suponha que s,t € S sdo tais que s~ 't ¢
Sp. Em particular, s7' ¢ T, pois T' C Sp por definigdo.

Seja 0 # e € E(AsU A;). Suponha, por contradigao, que Bq(bl,—1)e = B;(bl;-1)e, para

todo b € B. Sem perda de generalidade, podemos considerar e € A,. Entao
bfs-1(€) = Bs-14(bls-14)Ps-1(€), para todo b € B.

Defina €’ = fB4-1(e). Como y; € B e Y. ; 2}y, = 14, temos que
e =14¢ => alyie = ziB1(yil-15)e = 0’ = 0.
i=1 i=1

Como (-1 € isomorfismo, segue que e = 0, o que é uma contradi¢gao. Portanto, deve
existir b € B tal que f,(bls-1)e # [B(b)-1)e, isto é, B precisa ser [-forte.

(iv): E facil ver que T' C Sp, pois B = A%T. Observe que A%s = AT = B. De fato,
como T C Sg, entdo A%s C APT. A inclusdo reversa segue da definicdo de Sp. Entdo,
de (i) segue que A é uma extensdo Bp-Galois de A%5 = AP7. Pelo Teorema 3.6.18, temos

que as aplicacoes

v:A®p A— PAg (T)
@y (26(yli1))er

W' A®p A— PAgg (Sh)
TRy +— (iUﬁt(ylt—l))teSB

sao isomorfismos de A-mddulos.

Suponha, por contradi¢do, que existe t € S\ T. Claramente t # 0, pois T é cheio.
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Considere determinado t minimal com respeito a ordem parcial natural. Seja

= <5S,T(t)1s)seSB € PABSB (SB)

Note que z # 0, pois A; # 0, para todo t € S*. Como 1’ é isomorfismo, existe
O#z=3",a,0b € A®p A tal que ¥'(x) = z, isto ¢, tal que

Zaiﬂs(bilsfl) - 68,T(t)18)
i=1

para todo s € Sp.

Note que nao existe s € T'com t < s, pois T' é um ideal de ordem e neste caso teriamos
que t € T. Considere U = {uy,...,up} ={uv e T :u <t}
Caso 1: U = 0.

Neste caso, 7(t) N T = (), pois se existisse s € 7(¢t) N T, entdo s At € U. Portanto,
temos que ¥ (x) = 0, o que é uma contradigao com z # 0.
Caso 2: U # 0.

Note que como u; < t, para todo 1 < i < k, temos que 3,, < 3, para todo 1 <i < k,
o que implica que B, =~ f, para todo u € U*. Logo, como Iso,,(A) ¢ um semigrupo
inverso f-completo, temos que a unido f; = Y& | B,, estd bem definida e f, < 3.
Caso 2.1: f, = ;.

Neste caso, temos que t € T', pois T' é -completo, o que é uma contradicao.
Caso 2.2: f; < f;.

Se fy < B, entao w = 1y — Lyom(s,) # 0. Assim, considere o elemento wz € PABSB (SB).

Temos que
wz = (wlsés,T(t))SESB7
e dado s € Sp N 7(t), temos analogamente ao caso sem zero que

w, set =X s,
wl, =
0, caso contrario.

Portanto, existe 0 # 2’ € A®p A tal que ¥/(z') = wz. Digamos que ' = Y7, a, ® b..

=1 """

Assim,
m/
!/ / s .
Zazﬂs(bils%) = {w, set < s,0, caso contrario.
i=1

Note agora que ¥ (z') = 0, pois nao existe s € T com t < s, Mas 1) é isomorfismo e

x' # 0, o que é uma contradigao. ]
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A segunda metade do Teorema de Correspondéncia de Galois para o caso de semigru-
pos inversos sem zero tem a demonstracgao facilmente adaptavel para o caso de semigrupos

inversos com zero. Portanto, apenas citaremos seu enunciado.

Teorema 3.6.21. Suponha que A é uma extensio [-Galois de AP. Seja B uma AP-
subdlgebra de A, AP-separdvel e 3-forte. Entdo temos que A®'Ss = B.

Os Teoremas 3.6.20 e 3.6.21 sao a prova do seguinte teorema:

Teorema 3.6.22. Seja S um semigrupo inverso com zero finito categorico no zero 0-F-
unitdrio que age injetivamente em um anel A via acao B. Suponha que A é uma extensdo
B-Galois de AP tal que Ay # 0, para todo s € S*. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre as AP-subdlgebras B-fortes e AP-separdveis B de A e os subsemigrupos

inversos 3-completos T de S dada por B — Sp e T +— APIT,

Chegamos no ponto da secdo em que traduziremos a teoria desenvolvida até aqui
para o caso de semigrupos inversos categoéricos no zero que nao sao 0-F-unitarios e nao
agem injetivamente em um anel comutativo. Sejam, entdo, S um semigrupo inverso com
zero categérico no zero e f = (As, Bs)ses uma agao de S em um anel A. Note que a
acao de S em A pode ser vista como um homomorfismo de semigrupos inversos com zero
S S — Iso,,(A) dado por B(s) := fs.

Para trabalharmos com a correspondéncia de Galois, vamos exigir a hipdtese A # 0,
para todo s € S*. Neste caso, obtemos o seguinte resultado com demonstragao analoga

a0 Caso seIl zZero.

Proposicio 3.6.23. Suponha que A é B-Galois sobre AP tal que A, # 0, para todo
s € S. Entao B(S) = {fs : s € S} é um semigrupo inverso com zero categorico no zero

0-E-unitario.

Esse resultado é fundamental para estender o Teorema 3.6.22 para o caso geral, te-
orema que encerrarda o trabalho. A demonstracao segue de forma muito semelhante ao

caso de semigrupos inversos sem zero, e portanto sera omitida.

Teorema 3.6.24 (Correspondéncia de Galois para semigrupos inversos com zero). Seja
S um semigrupo inverso com zero categorico no zero finito que age em um anel A via a¢do
global 8 = (A, Bs)ses. Suponha que A é B-Galois sobre A® e que A, # 0, para todo s € S*.
Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os subsemigrupos inversos B-mazximais
T de S e as AP-subdlgebras separdveis e 3-fortes B de A dada por B+ 71(3(S)g) com
inversa T + APIT.
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