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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a simulacao numérica de escoamentos in-
compressiveis bidimensionais em dutos com expansdo brusca, considerando o raio
de expansao de 3 : 1. As equacdes governantes implementadas sao as de Navier,
que junto com relacoes constitutivas para a tensao visam representar comportamen-
tos mao newtonianos. A integracdo temporal € feita usando o esquema explicito
de Runge-Kutta com trés estagios e de sequnda ordem; as derivadas espaciais Sao

aproximadas pelo método de diferencas finitas centrais.

Escoamentos em expansoes bruscas para fluidos newtonianos apresen-
tam um numero de Reynolds critico, dependente do raio de expansao, na qual trés
solucoes passam a ser encontradas: uma solucao simétrica instdavel e duas solucoes
assimétricas rebatidas estaveis. Aumentando o numero de Reynolds, a solugao passa
a ser tridimensional e dependente do tempo. Dessa forma, o objetivo é encontrar as
diferencas que ocorrem no comportamento do fluxo quando o fluido utilizado possui

caracteristicas nao newtonianas.

As relagoes constitutivas empregadas pertencem a classe de fluidos new-
tonianos generalizados: power-law, Bingham e Herschel-Bulkley. FEsses modelos
prevéem comportamentos pseudopldsticos e dilatantes, pldsticos e viscopldsticos, res-
pectivamente. Os resultados numéricos mostram diferencas entre as solugoes new-
tonitanas e nao newtonianas para Reynolds variando de 30 a 300. Os valores de
Reynolds criticos para o modelo power-law nao apresentaram grandes diferencas em
comparacao com os da solucao newtoniana. Algumas variagoes foram percebidas nos
perfis de velocidade. Entretanto, os resultados obtidos com os modelos de Bingham
e Herschel-Bulkley apresentaram diferencas significativas quando comparados com
0s newtonianos com o aumento do parametro adimensional Bingham; a medida que
Bingham ¢ aumentado, o tamanho dos vortices diminui. Além disso, os perfis de
velocidade apresentam diferencas relevantes, uma vez que o fluro possui regioes onde

o fluido se comporta como solido.
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ABSTRACT

The goal of this work is the numerical solution of two-dimensional in-
compressible flows inside channels with a 3 : 1 sudden expansion ratio. The imple-
mented governing equations are those of Nawvier, jointly with constitutive relations
for tension intending to predict non-Newtonian behavior. Temporal integration is
done using the three-stages explicit Runge-Kutta scheme of second order; spatial

derivatives are approximated using the central finite differences method.

Flows through sudden expansions present a critical Reynolds, depending
on the expansion ratio, in which the problem has three solutions: the symmetric,
which is unstable, and two asymmetric stable. Increasing the Reynolds number, the
solution becomes three-dimensional and time dependent. Therefore, our goal is to
obtain the differences that appear in the flow when the fluid has non-Newtonian

characteristics.

The constitutive relations applied correspond to the Generalized New-
tonian Liquid: power-law, Bingham and Herschel-Bulkley. These models predict
pseudoplastic and dilatant, plastic and viscoplastic behavior, respectively. Numer-
ical results show differences between Newtonian and non-Newtonian solutions, for
Reynolds ranging from 30 to 300. The critical Reynolds values for the power-law
model presented no big differences when compared to the Newtonian solution. Some
differences were seen in velocilty profiles. On the other hand, results obtained with
Bingham and Herschel-Bulkley models presented significant differences when com-
pared to the Newtonian case with the increasing of the non-dimensional Bingham
parameter; when the Bingham s increased, the vorter length decrease. Moreover,
the wvelocity profiles present relevant differences, since the fluid in certain regions

behaves as a solid.



1 INTRODUCAO

Buscando o conforto, a velocidade e o poder, o homem tem sido incen-
tivado, ao longo dos séculos, a buscar solugoes rapidas e eficazes para os proble-
mas que surgem. Importantes avancos ocorreram com o passar dos anos gracas a
pesquisadores que se dedicaram ao desenvolvimento tecnolégico, formulando teorias
que se mostraram 1teis em diversos setores.

O constante avanco dos recursos computacionais possibilita resolver
problemas complexos, que envolvem significativa quantidade de célculos e grande ar-
mazenamento de dados. Um exemplo disso é a simulacao de fendmenos da natureza
ou artificiais através de modelos baseados em equacoes matematicas. O entendimen-
to desses fornece informagoes relevantes para o desenvolvimento de equipamentos
que minimizam os custos operacionais.

Com isso, o uso de métodos numéricos na solucao de problemas de
escoamento ganhou grande importancia, sendo utilizado em diversas situacoes. A
dinamica de fluidos computacional apresenta algumas vantagens em relagao a dina-
mica de fluidos experimental [29]: o tempo de desenvolvimento do projeto é re-
duzido, podem ser simuladas condicoes de escoamento nao reproduziveis em testes
experimentais, as informacgoes geradas podem ser mais detalhadas e compreensiveis,
o custo de desenvolvimento do projeto é, na maioria das vezes, menor do que em
testes experimentais e a energia consumida é menor. Dessa forma, a dinamica de
fluidos computacional tornou-se uma ferramenta importante no aperfeicoamento e
no desenvolvimento de produtos e equipamentos que envolvam escoamentos de ma-
teriais, que possuem microestruturas moleculares.

Em mecanica, no entanto, o interesse em analisar molecularmente o
comportamento dos materiais é menor, uma vez que os fenomenos de interesse sao
em larga escala e envolvem o comportamento médio de um grande ntimero de mi-
croestruturas. Assim, é conveniente trabalhar com um modelo continuo e idealizado
desses materiais.

A mecanica do continuo é o estudo matematico da resposta dos materi-



ais ideais as tensoes aplicadas e as deformacoes. O advento da teoria da elasticidade
elevou as expectativas sobre os métodos da mecanica do continuo. A teoria da
elasticidade é baseada na lei de Hooke e na observacao de que a maioria dos metais
apresentam uma pequena deformacgao apods tensionados e quando removida a tensao,
retornam ao estado original [52].

Em mecanica dos fluidos o sucesso também é consideravel. No caso
isotérmico, a lei newtoniana da viscosidade e a condicao entre massa especifica e
pressao sao necessarias para as equacoes de Navier-Stokes, que governam escoamen-
tos de fluidos newtonianos (tais como ar e dgua em condigdes adequadas). A teoria
classica da elasticidade ¢é linear e quase um século se passou antes que problemas
nao lineares fossem tratados com sucesso. Em mecanica dos fluidos, as equacoes de
Navier-Stokes sao nao lineares e pouco foi avancado nas aplicacoes até a descoberta
da teoria da parede por Prandtl, em 1908 [52].

A mecanica do continuo estd baseada nos seguintes principios [52]:

Conservacao da massa;
Conceito de tensao;
Simetria do tensor tensdo (pelo balango do momento angular);
Equacdo da tensao para o movimento (pelo balan¢o de momento linear);

Analise da deformacao;

ISAE A el B S

Conservacao da energia.

Percebe-se, entao, que um problema isotérmico e monocomponente em
mecanica do continuo possui 6 tensoes, 3 velocidades e pressao como incégnitas.
Assim, tem-se 10 varidveis desconhecidas e 4 equacoes conectando tensoes, pressao
e velocidades. Necessita-se, entao, de 6 equagoes constitutivas conectando a tensao
e o movimento e também as condigoes iniciais e de contorno.

A teoria da elasticidade e a lei newtoniana da viscosidade sao atipicas
[52], se percebermos que a maioria das descrigbes em mecanica do continuo nao
tem a simplicidade e elegancia desses modelos lineares. Assim, a aproximagao por
um modelo continuo puro se torna menos precisa a medida que a complexidade da

resposta aumenta. A resposta de solugoes poliméricas e polimeros fundidos é com-



plexa e alguns métodos recentes tém tendéncia a combinar a mecanica do continuo
com idéias obtidas a partir da microestrutura dos corpos em estudo [52]. A esse
estudo chama-se Reologia. O termo Reologia foi criado por Bingham em 1929 [12]
como sendo 7o estudo da deformacao e fluxo de matéria”.

Reologia é uma ciéncia interdisciplinar que diz respeito ao estudo da
resposta interna de materiais reais a tensao. Literalmente, Reologia significa o es-
tudo do fluxo. Contudo, o campo de estudo da Reologia é muito mais amplo e diz
respeito a quase todos os aspectos de deformacgao de corpos reais sob influéncia de
forgas externas [12].

Pode-se distinguir as seguintes direcoes principais da pesquisa reoldgica:
a) descrigao do fenomeno macroscépico ocorrendo durante a deformagao do material;
b) explanacao desses fendmenos num nivel molecular;
¢) determinagao experimental das constantes e fun¢oes que caracterizam o fenémeno;
d) aplicagbes praticas dos fenomenos observados e dependéncias obtidas;

e) estudo das caracteristicas reoldgicas dos materiais em funcao dos seus processos
de obtencao.

As origens da Reologia foram tracadas pelos egipcios no século 16, por
Deborah e por Newton e Hooke no século 17. Contudo, ela emergiu como um cam-
po separado na década de (1920-29) [52], quando o comportamento mecanico de
importantes materiais industriais como borracha, plasticos, argila, tintas e muitos
fluidos bioldgicos comecaram a atrair a atencao nos campos da Fisica, Mecanica e
Matematica, adicionando-se ao tradicional interesse da Quimica.

Os fluidos nao newtonianos diferem dos newtonianos pela relagao tensao-
deformagao nao ser linear, ou seja, a ”viscosidade”num fluido nao newtoniano nao
é constante a pressao e temperatura dadas; depende da taxa de cisalhamento e da
histéria cinemadtica prévia do fluido [52]. A deformacao em fluidos ndo newtonianos
esta relacionada a tensao aplicada e a influéncia de caracteristicas moleculares. Des-
ta forma, nao ha uma relacao constitutiva capaz de prever todos os comportamentos
nao newtonianos que podem ocorrer. O entendimento desses fluidos é importante

em muitas aplicagoes industriais tais como a extracao de éleo e gas, processamen-



to de plastico, extrusao, produtos alimenticios, produtos farmacéuticos e solucoes
poliméricas. Alguns fluxos nao newtonianos sao bem comuns na natureza, tais como
o de sangue, gelo e lava.

Para representar os diferentes comportamentos nao newtonianos sao
necessarias equacoes constitutivas adicionais, relacionando tensao e deformacao, as
equagoes de Navier. Uma grande quantidade de equacoes constitutivas foi desen-
volvida ao longo do tempo.

Neste trabalho, faz-se um levantamento dos modelos mais utilizados na
literatura, ressaltando a utilidade e aspectos relevantes dos mesmos. Os modelos
implementados sao da classe de fluidos newtonianos generalizados [23]: power-law,
Bingham e Herschel-Bulkley. O modelo power-law ¢ utilizado para prever a variagao
da viscosidade com a taxa de deformacao, sendo que os fluidos sao chamados de pseu-
doplasticos e de dilatantes. Os modelos de Bingham e Herschel-Bulkley sao usados
para prever comportamentos plasticos e viscoplasticos [56], respectivamente, na qual
uma tensao precisa ser excedida para o fluxo iniciar. Os modelos e as equagoes sao
resolvidos na forma adimensional.

A forma adimensional é importante quando se quer analisar problemas
de interesse técnico em dinamica de fluidos computacional. Além de mais geral, é
mais conveniente investigar e representar escoamentos na forma adimensional como
funcao de parametros adimensionais [24]. O parametro adimensional mais utilizado
¢ numero de Reynolds (Re), que relaciona forgas de inércia e forgas viscosas. Outros
adimensionais sdo usados na literatura [23], tais como os nimeros de Prandtl (Pr),
que relaciona momento molecular com difusao térmica, Grashof (Gr), que relaciona
flutuagdo com forgas viscosas e Peclet (Pe) que expressa conveccao versus difusao
térmica. Para fluidos ndo newtonianos, adiciona-se os nimeros de Deborah (De),
Weissenberg (We) e Bingham (Bi), que serao descritos posteriormente.

O objetivo deste trabalho é analisar o classico problema de escoamen-
to em duto com expansao brusca usando os modelos power-law, de Bingham e de
Herschel-Bulkley. O problema da expansao tem aplicacoes importantes, tais como:

extrusao, refrigeragao [36] e jatos livres. Além disso, o dominio é facil de ser imple-



mentado computacionalmente. Assim, muitos pesquisadores tém se dedicado a esse
problema e resultados experimentais e numéricos confiaveis podem ser encontrados
na literatura [11] [41] [1], principalmente para o caso de fluxos newtonianos, onde di-
versos aspectos do escoamento sao apresentados. Os resultados mostram que existe
um nimero de Reynolds critico (Re.), que depende do raio de expansao (r. = H/h),
onde o problema passa a ter trés solugoes: uma simétrica e duas assimétricas.

Para o caso newtoniano em expansoes, um dos trabalhos mais citados é
o de Fearn et al. [11] (experimental e numérico usando o método de volumes finitos)
para fluxos laminares e r. = 3. Varios fatores relevantes desse escoamento foram
apresentados, confirmando os resultados experimentais de Durst et al. [9]. Eles
observaram que o comprimento dos vortices cresce a medida que o Re cresce; ha um
Reynolds critico (Re.) onde, a partir dai, o problema passa a ter trés solugoes per-
manentes: a solugao simétrica, que é instével, e duas solugoes assimétricas (idénticas
rebatidas) estaveis. Além disso, existe outro Reynolds (Rey) onde a solucdo passa a
ser tridimensional e dependente do tempo, mas ainda previsivel e com desprendimen-
to de vértices alternados. As simulagoes numéricas tém confirmado que as equacoes
de Navier-Stokes fornecem como resposta ao problema essas solugdes. Aumentando
ainda mais o Re, a solugao passa a ser turbulenta.

A mudanga na solucao com Re é resumida na figura 1.1, onde os valo-
res criticos dependem de varios fatores, tais como r. e tipo de fluido. A abordagem

principal desse trabalho é para valores de Re entre Re. e Reg.

Solugio Solupdes Dependente
simetrica assinitricas do tempo

T 1
o] Ee, Eey Rey ke

Turbuléncia

Figura 1.1: Reynolds criticos para expansao

Battaglia et al. [5] encontraram Re. para diferentes r. usando os
métodos de diferengas finitas e elementos finitos. Comparacoes realizadas para r

entre 1,5 e 7 mostraram uma relagao inversa entre r, e Re., ou seja, a medida que



o r. aumenta, o Re. diminui. Todavia, essas solucoes apresentam caracteristicas
semelhantes. Para Re < Re,, os vértices a jusante a expansao sao simétricos e au-
mentam com o aumento do Re. Para Re. < Re < Rey, a assimetria aumenta com
o aumento de Re, podendo ocorrer formacao de mais recirculagoes. Para Re > Rey,
a solucao passa a ser dependente do tempo.

Uma série de outros autores estudaram o problema da expansao para
fluidos newtonianos com varios raios de expansao, ou valores para Reynolds, ou
métodos numeéricos e outras caracteristicas desse escoamento, sendo que ha um bom
nimero de artigos. Dentre eles podemos citar: Durst et al. [10] que estudaram
expansoes onde 7. = 2 em volumes finitos; Luo [28] que usou o método Lattice-
Boltzmann para captar a bifurcacdo para r. = 3; Tavares [53] analisou o problema
permanente e transiente para diferentes raios de expansao usando o método de New-
ton; Sarma et al. [49] variaram o 7. entre 2 e 20 em volumes finitos; Schreck et al.
[50] simularam um caso tridimensional para r, = 3.

No entanto, o fluxo de fluidos nao newtonianos em expansoes bruscas
é ainda pouco explorado. Alguns trabalhos experimentais encontrados na literatura
foram para este estudo muito importantes. Halmos et al. [18] [19] analisaram nu-
merica e experimentalmente fluidos de power-law para Re < 150 para o expoente de
power-law n entre 1 e 0,65. Eles concluiram que o tamanho da recirculagao aumenta
em torno de 20% para n = 0,65, em comparacao com o caso newtoniano (n = 1).

Pak et al. [41] apresentaram resultados experimentais comparando um
fluido newtoniano (dgua) com fluidos ndo newtonianos (puramente viscoso e vis-
coeldstico) em expansoes para uma grande faixa de Reynolds (10-35000), incluindo
a turbuléncia. No caso laminar, para um fluido com comportamento de power-law,
nao foram percebidas diferencas significativas no tamanho da recirculacao entre o
nao newtoniano e a agua. Ja para o fluido viscoelastico, o tamanho dos vortices se
mostrou bem menor que para a agua considerando o mesmo nimero de Reynolds.

Alexandrou et al. [1] analisaram numericamente o escoamento de flui-
dos de Herschel-Bulkley (viscoplasticos) em expansoes tridimensionais para baixos

nimeros de Reynolds, focando sua andlise na formacao de regides onde o fluido se



comporta como sélido. Eles utilizaram o método de volumes finitos e a equacao
constitutiva de Herschel-Bulkley. Vradis e Hammad [56] analisaram o mesmo pro-
blema para expansoes bidimensionais usando o método de diferencas finitas. Mishra
e Jayaraman [34] simularam fluidos de power-law para r, altos.

De forma semelhante, Missirlis et al. [35] usaram o método de volumes
finitos para simular escoamentos de fluidos viscoeldsticos em expansao brusca. O
modelo empregado foi o Upper Convected Mazwell (UCM) para baixos nimeros de
Reynolds (Re = 0,1). Os resultados mostraram que a medida que o adimensional
Deborah (De) é aumentado, o tamanho dos vdrtices diminui. Um dos objetivos
na simulacao de fluidos viscoelasticos ¢ trabalhar com valores de De e We (Weis-
senberg) altos. No entanto, para fluxo em expansoes, onde hé presenga de quinas
(cantos), a tensao cresce, dificultando a obtencao de resultados, sendo que a maioria
dos encontrados na literatura sao para Re inferiores a 1.

O problema da contragao brusca para fluidos viscoelasticos ganhou
grande atencao dos pesquisadores devido ao alargamento dos vortices na regiao
da contragao em resultados experimentais. Para o caso newtoniano, pode aparecer
um pequeno vértice junto ao canto. Assim, uma série de trabalhos trataram desse
problema, tais como os dos autores Grossi et al. [15], Thompson et al. [54], Ham-
mad e Vradis [20] e Nigen e Walters [38]. Este tltimo apresenta uma comparagao
experimental entre contracao planar e axissimétrica, concluindo que para contragao
axissimétrica os vértices a montante da expansao sao bem maiores.

E importante ressaltar o problema da contracao num estudo de ex-
pansao, pois numericamente basta mudar a condicao de contorno invertendo o sen-
tido dos vetores para obter o problema da contracao brusca. Assim, busca-se uma
técnica capaz de resolver fluxos em expansoes e contracoes eficientemente, visando
aplica-la em problemas mais complexos com malhas nao necessariamente ortogonais.

A dissertacao foi organizada da seguinte maneira: inicia com carac-
teristicas e comportamentos nao newtonianos, depois apresenta modelos, equacoes,
técnicas de solugao e, por fim, resultados e respectivas conclusoes, seguidas pelas

referéncias bibliograficas.



2 FLUIDOS NAO NEWTONIANOS

Neste capitulo, mostra-se algumas caracteristicas de fluidos nao new-
tonianos, destacando-se os principais comportamentos encontrados na literatura.
Como incentivo para a realizacao deste estudo, sao comentados alguns exemplos de
materiais apresentando comportamentos especificos, bem como as suas propriedades
reolégicas. Discute-se principalmente sobre comportamentos pseudopléstico, dila-
tante, plastico e viscoplastico, que sao simulados nesse trabalho e cujos modelos sao

descritos no Cap. 3.

2.1 Introducao

Varios materiais apresentam caracteristicas que podem ser represen-
tadas pelos modelos utilizados nesse trabalho sendo, portanto, relevante a explanagao
que segue, pois isto serviu como motivagao para o desenvolvimento desse trabalho.

Inicia-se pelo fluxo de gelo, na qual alguns trabalhos experimentais e
tedricos foram conduzidos recentemente [21]. A deformagao do gelo natural é influ-
enciada fortemente pela estrutura cristalina com orientacao preferida, pelo grau de
solido, por impurezas dissolvidas e pela presenca de agua liquida. Esses fatores sao
particularmente importantes na base de uma geleira, onde a anisotropia policristali-
na é forte e a temperatura podem influenciar o fluxo [21].

Um modelo realistico do fluxo de gelo requer o acoplamento das equagoes
da conservacao da massa, momento e energia. Para cada equagao, mecanismos para
o movimento de gelo, dgua e outras particulas precisam ser definidos. Segundo
Hunke [21], o comportamento do fluxo de gelo se aproxima do viscoplédstico. No
entanto, ele usa um modelo elastico-viscoplastico para simular esse fluxo. Isso pos-
sibilita um esquema de discretizacao completamente explicito que aumenta a efi-
ciencia do modelo e se adapta facilmente a paralelizacao.

O fluxo de lava também é importante pois, através de um conhecimento



adequado desse fenomeno natural, é possivel evitar acidentes, canalizar adequada-
mente a lava para que ela nao destrua regioes habitadas e evitar grandes prejuizos.

A distancia que um fluxo de lava pode percorrer depende de varios fa-
tores, tais como: a temperatura do fluxo, o indice de silica, o tipo de fluido e sua
viscosidade, a taxa da extrusao e a inclinacao do terreno. Um fluxo de lava pode
mover-se a uma distancia de varios quilometros de sua fonte e ter uma espessura
de 10 m, podendo viajar a velocidade de 10 km/h em terrenos ingrimes, mas tipi-
camente avanga a menos de 1 Km/h em condigdes normais. Os fluxos de lava sao
muito quentes (entre 550 e 1400 °C), destruindo tudo o que encontram pela frente.
Eles chegam a levar dias ou anos para que se refrigerem completamente.

Segundo Balmforth et al. [3], tanto os experimentos reolégicos como
a morfologia de fluxos de lava sugerem que eles se comportam como viscoplésticos,
pois apresentam uma tensao de cisalhameto devido ao conteudo cristalino e também
a variacao de viscosidade com a temperatura. Desta forma, eles podem ser analisa-
dos pela lei constitutiva de Herschel-Bulkley que é apresentada no Cap. 3. Além
disso, aparece outro fenomeno envolvido nesse escoamento, que é a solidificacao.

Comenta-se agora a respeito dos materiais poliméricos, que estao cada
vez mais presentes no nosso dia a dia. Eles tém sido empregados na fabricacao
utensilios domésticos, embalagens, artefatos de automéveis, entre outros. Eles tém
substituido materiais convencionais como metais, madeira e vidro em muitas apli-
cagoes, pois apresentam algumas vantagens como: baixo peso, baixo custo e facili-
dade de processamento [37]. Por isso, o estudo desses materiais cresceu drastica-
mente nos ultimos anos, principalmente pelo fato deles apresentarem fortes carac-
teristicas nao newtonianas.

Os polimeros sao formados pela ligacao entre unidades monoméricas, o
que resulta em estruturas alongadas, como por exemplo polietileno que é formado

pela uniao de unidades da forma:

[~CHy — CHy—|[~CHy — CHy—][..]
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Este é um polimero linear, sendo que outros com ramificagoes e grupos
sao possiveis; geralmente 10° unidades podem aparecer numa macromolécula [52].
Geralmente, é possivel obter modelos moleculares simplificados para polimeros.

Os fluidos poliméricos apresentam caracteristicas viscosas e eldsticas,
sendo chamados de fluidos viscoeldsticos. Esse é o comportamento mais marcante
dos fluidos poliméricos [52], podendo ser observado facilmente em testes experimen-
tais. Uma outra caracteristica reoldgica de fluidos poliméricos é possuir a viscosidade
dependente da deformacao, sendo chamados de pseudoplésticos, onde a viscosidade
efetiva diminui com o aumento da taxa de deformacao. Além disso, esses fluidos
apresentam diferencas de tensoes normais em fluxos cisalhantes, em decorréncia da
viscoelasticidade [37].

Semelhante aos fluidos poliméricos, suspensoes, emulsoes e pastas repre-
sentam as dreas mais importantes da pesquisa reoldgica [12]. Essas trés subdivisoes
correspondem a sistemas multifdsicos com semelhangas entre si, embora em sus-
pensoes a fase dispersa é sélida, em emulsoes é liquida e em pastas as particulas
estdo em contato fisico. E também possivel uma gama de estruturas existentes nes-
ses fluidos. Por exemplo, elas podem ser:

a) diluidas, sem interagao particula-particula (com excegao de pastas);
b) estéaveis, como tintas estabilizadas;

c¢) floculadas, com estruturas totalmente formadas;

d) parcialmente estdveis, com algumas estruturas formadas;

e) sedimentadas.

Essas situacoes existem devido a formagao de estruturas dependentes
da quimica das duas fases, tamanho e forma da particula, efeitos de superficie, den-
tre outros.

Uma vez que alguns exemplos foram apresentados, parte-se para o es-
tudo do comportamento de materiais. Todos os materiais, de gases a sélidos, podem
ser divididos em trés categorias de acordo com o comportamento reoldgico [12]:

a) materiais viscosos, onde toda a energia adicionada é dissipada em calor;

b) materiais eldsticos, onde toda a energia adicionada é armazenada no material;
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c¢) materiais viscoeldsticos, que sao sistemas que apresentam caracteristicas viscosas
e elasticas.

Os fluidos podem ser classificados em quatro grupos de acordo com o
comportamento em fluxo [52]:
a) newtonianos;
b) ndo newtonianos independentes do tempo (fluidos na qual a taxa de deformacao
em algum ponto é fungao da tensdo naquele ponto);
¢) nao newtonianos dependentes do tempo, sendo mais complexos onde a relagao
entre tensao e deformacao depende do tempo em que o fluido estd sendo cisalhado;
d) viscoelasticos.

Inicia-se pelos materiais viscoelasticos, que englobam caracteristicas

viscosas e elasticas.

2.2 Materiais Viscoelasticos

Em muitos materiais, sob circunstancias apropriadas, efeitos de elasti-
cidade e viscosidade sao percebidos. Esses materiais sao chamados viscoelasticos.
Analisando do ponto de vista da teoria viscoeldstica, torna-se evidente que uma de-
formagao perfeitamente elastica ou um fluxo perfeitamente viscoso sao idealizacoes
que sao realizadas em algumas situagoes particulares. A elasticidade da agua ou a
viscosidade do gelo podem passar despercebidos [52], por exemplo.

Quando se descreve matematicamente o comportamento de materiais,
usa-se aproximagoes que dependem fortemente das circunstancias sendo descritas,
e nao somente da natureza do material. Desta forma, as distingoes entre sélido e
fluido e entre elastico e viscoso nao sao distingoes absolutas entre tipos de materiais.
Exemplos tipicos de materiais viscoelasticos sao polimeros fundidos e géis naturais
e artificiais. Na tabela 2.1 apresenta-se algumas propriedades viscoeldsticas para
alguns materiais [52].

O comportamento de materiais viscoelasticos pode ser representado pe-

los chamados modelos viscoelasticos lineares, que combinam elementos do compor-
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Tabela 2.1: Propriedades viscoeldsticas de alguns materiais [52]

Tipo de Temp. | Tempo de Rela- | Viscosidade | Rigidez
Fluido T (K) xacao A (s) to (Pa.s) | po/A (Pa)
Agua 293 10~12 0.001 10°

Oleo mineral 303 7x 10710 0.5 7x 108
Polietileno de baixa | 388 10 2 x 10° 2 x 10%
densidade 513 0.1 3000 3 x 10%
Polietileno de alta 453 0.07 2000 3 x 10%
densidade 493 0.05 1000 2 x 10*
Poliestireno 443 7 2 x 10° 3 x 10%
483 3 1x10° 3 x 10%

Vidro 300 > 10° > 10'8 5x1010

tamento reoldgico ideal: uma deformagao hookeana eldstica e um escoamento newto-
niano viscoso. Os modelos mais simples construidos dessa maneira sao os de Kelvin
e Maxwell. Estes e outros modelos para fluidos viscoelasticos sao descritos breve-
mente no Apéndice A.

Apos apresentados os fluidos viscoelasticos, introduz-se os fluidos nao

newtonianos dependentes e independentes do tempo.

2.3 Fluidos nao newtonianos dependentes do tempo

Muitos fluidos reais nao podem ser descritos como um fluido newto-
niano generalizado, pois a viscosidade nesses fluidos depende nao s6 da taxa de
cisalhamento, mas também do tempo de cisalhamento. Esses fluidos podem ser di-

vididos em dois tipos:

a. Tixotropicos - Quebra de estruturas por cisalhamento. Tixotropia pode ser
explanada como uma agregagido de particulas suspensas [12]. Interagbes ocorrem
entre as particulas como resultado da atracao devido as forcas de Van der Waals
e, por outro lado, da repulsao devido a efeitos eletrostaticos. A estabilidade do
sistema depende da existéncia de uma energia potencial que inibe as particulas de

se aproximarem umas da outras. Desta forma, as ligacoes fracas entre as particulas
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permitem a agregacao.

Os materiais tixotropicos sao aqueles cuja consisténcia depende do tem-
po e da taxa de cisalhamento. Esse comportamento ocorre mais frequentemente em
suspensoes coloidais de alta concentragao, que geralmente exibem uma tendeéncia a

formar gel; exemplo tipico é iogurte.

b. Reopéticos - Formacao de estruturas por cisalhamento. Sao materiais em
que estruturas sao formadas durante o cisalhamento e que gradualmente se desinte-
gram quando o material estd em repouso. Existe geralmente uma quantidade critica
de cisalhamento na qual a reformulacao das estruturas nao ¢é induzida e quebras
ocorrem [12]. Esse comportamento é observado, por exemplo, em solugoes aquosas

diluidas de pentéxido de vanadio.

2.4 Fluidos nao newtonianos independentes do tempo

Fluidos desse tipo podem ser representados pelos modelos que sao usa-
dos neste trabalho. Eles podem ser descritos num experimento onde a tinica com-
ponente de velocidade u esta na direcao x, por exemplo, e a variagao da velocidade
ocorre na diregdo y, por uma equagao reolégica da forma [52]

== 1) 2.)
Essa equacao implica que a taxa de deformacao num ponto depende da
tensao naquele ponto. Esses fluidos podem ser chamados de nao newtonianos vis-
cosos ou de newtonianos generalizados [13]. Esses comportamentos sao mostrados
na figura 2.1.
Os fluidos newtonianos generalizados podem ser convenientemente sub-

divididos dependendo da fungao f na equagao (2.1) como: pseudoplésticos, dila-

tantes, plasticos de Bingham e viscoplésticos [12]. A tensao é escrita como

- n—1
T=1+ K" =10+ K|y| & (2.2)
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Figura 2.1: Fluidos nao newtonianos independentes do tempo

onde 7y é a magnitude de tensao que precisa ser excedida para o fluxo iniciar, K é
o indice de consisténcia do material e n é o expoente de power-law. No que segue
serao explanados esses comportamentos, enquanto que as equagoes correspondentes

sao apresentadas no Cap. 3.

2.4.1 Pseudoplasticos (shear-thinning)

A curva tipica de fluidos pseudoplasticos indica que a viscosidade decai
com o aumento da taxa de cisalhamento, tornando-se linear somente a taxas de
cisalhamento altas. Esse é o comportamento nao newtoniano mais comum, sendo
caracteristico de sangue, solugoes poliméricas e polimeros fundidos, suspensoes de
particulas axissimétricas (ex. suspensoes de fibras) e suspensoes coloidais [52].

Uma interpretagao fisica para o decaimento da viscosidade é que com
o aumento da taxa de cisalhamento as moléculas (ou estruturas) sdo progressiva-
mente alinhadas. Por exemplo, numa solugao de cadeias de polimeros lineares (de
concentragao suficientemente grande), um emaranhamento das macromoléculas pode
ocorrer no repouso. Durante a deformacgao, um desenrolamento e desdobramento

das cadeias de polimeros ocorrera. Com o aumento da taxa de cisalhamento esse
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efeito se tornara mais pronunciado e causarda um decréscimo progressivo da fricgao
interna do sistema devido ao pequeno tamanho efetivo e pequena interagao entre as
macromoléculas [12].

Experimentos com fluidos pseudopléasticos em expansoes foram encon-
trados na literatura. Halmos et al. [18] observaram um pequeno aumento (em torno
de 20%) no tamanho dos vértices que aparecem apds a expansao quando diminui-se o
expoente de power-law n para 0,65 para valores de Re na faixa (10-150), que é pare-
cida com a simulada nesse trabalho. J& Pak et al. [41] ndo perceberam diferencas

de comportamento entre um fluido pseudopléstico e a dgua para essa situacao.

2.4.2 Dilatantes (shear-thickening)

Em fluidos desse tipo, a viscosidade aumenta com o aumento da taxa
de cisalhamento. Como exemplos podemos citar suspensoes coloidais concentradas,
cimento e areia movedica. Esse tipo de comportamento foi primeiro discutido por
Osborne Reynolds (1885), que sugeriu que quando essas suspensoes concentradas
estao em repouso, os espacos vazios estao no seu minimo e o liquido é somente sufi-
ciente para preencher esses espagos. Quando esses materiais sao cisalhados a baixas
taxas, o liquido lubrifica 0 movimento de uma particula passando por outra e as
tensoes sao conseqiientemente baixas. A altas taxas de cisalhamento o acondiciona-
mento denso das particulas é quebrado e o material expande ou ”dilata” levemente
e os espagos vazios aumentam. Dessa forma, nao ha liquido suficiente na nova es-
trutura para lubrificar o fluxo de particulas e a tensao aplicada tem que ser muito
maior. A formagao dessas estruturas causa um aumento rapido da viscosidade com
o aumento da taxa de cisalhamento [52].

Em processos industriais os fluidos dilatantes sao menos comuns do que
os pseudopldsticos mas, quando o modelo power-law (definido no Cap.3) é aplicével,
o tratamento dado aos dois é o mesmo. Os fluidos pseudoplasticos e dilatantes em
fluxos cisalhantes possuem trés regioes [12]:

a) uma newtoniana a baixas taxas de deformagao, caracterizada por uma viscosi-
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dade pg constante;
b) uma de taxas de deformagao intermedidrias, caracterizada por uma viscosidade
1 dependente dessa deformacao;
¢) uma outra regido newtoniana, caracterizada por uma viscosidade fioo.
Na figura 2.2 mostra-se a curva da viscosidade para um fluido pseudo-

plastico em funcao da taxa de deformagao ¥, onde tem-se fig > fioo-

h

Figura 2.2: Variagao da viscosidade com a taza de deformagao

Apos apresentadas algumas caracteristicas gerais de fluidos pseudo-
plasticos e dilatantes, passa-se a comentar a respeito de plasticos de Bingham e

viscoplasticos.

2.4.3 Plasticos de Bingham

Um pléstico de Bingham é caracterizado por uma curva de fluxo que
¢ uma reta tendo uma interseccao 7y no eixo da tensao, conforme figura 2.1. O
conceito de plastico idealizado de Bingham é conveniente na pratica porque alguns
fluxos de fluidos se aproximam desse comportamento, como por exemplo os de pas-
ta de dente e tinta [52]. Em repouso, o fluido contém estruturas tridimensionais de

rigidez suficientes para resistir a uma tensao menor que 7y. Se essa tensao é exce-
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dida, a estrutura se desintegra e o sistema se comporta como um fluido newtoniano
com tensao de cisalhamento 7 — 7y; quando a tensao é menor que 7y a estrutura é
retomada.

Simulacoes numeéricas de plasticos de Bingham foram realizadas por al-
guns autores. Vradis e Otugen [57] observaram que o tamanho dos vértices apés uma
expansao diminui significativamente quando o fluido tem caracteristicas plasticas
em comparac¢ao com um fluido newtoniano para o mesmo ntimero de Reynolds. J&

Hammad e Vradis [20] observaram o mesmo efeito para contragoes bruscas.

2.4.4 Viscoplasticos

Os fluidos viscoplasticos, também chamados de fluidos de Herschel-
Bulkley [1], também necessitam uma tensdo finita 75 para deformar. Eles se com-
portam como sélidos quando a tensao local é inferior a 7. Quando essa tensao
é excedida, o material flui com uma relacao tensao-deformacao nao linear como
um pseudoplastico ou dilatante. Alguns exemplos de fluidos se comportando dessa
maneira incluem tintas, pastas, plasticos, graxas, emulsoes, produtos alimenticios e
farmacéuticos, materiais semi-sélidos e suspensoes coloidais concentradas. Muitas
vezes, esses fluidos podem ser aproximados como plasticos de Bingham, quando o
expoente de power-law for préximo de 1.

O comportamento caracteristico de fluidos viscoplasticos é devido a es-
truturas internas e deformacao durante o processo de escoamento [1]. O fluxo e a
forma (topologia) das regides em que ha fluxo e as regides onde o fluxo estd parado
sao importantes. Por exemplo, em misturas de solido e liquido do mesmo metal,
mudancas estruturais podem ser atribuidas a dissociacao de particulas que estavam
juntas devido ao cisalhamento. Nesses casos, os agrupamentos de particulas que-
bram e o material deforma de uma maneira nao linear. O arranjo final das fases
liquidas e sélidas afetam as propriedades mecanicas das partes sendo formadas.

Na tabela 2.2 apresenta-se as propriedades reolégicas de alguns produ-

tos alimenticios encontrados no site da University of Teesside [51]. A notacao usada
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para os parametros é baseada na equagao (2.2). Nos casos onde n = 1 nao ocorre
variacao da viscosidade com a taxa de deformacao; nos demais casos, n < 1, os
produtos sao pseudoplasticos. Ketchup e chocolate derretido apresentam comporta-

mento viscoplastico, pois 75 > 0.

Tabela 2.2: Propriedades reoldgicas de alguns produtos alimenticios [51]

Produto TC)| n | K(Pas") | 1o(Pa)
Polpa de maca 25 ] 0.084 65.03
Molho de maga 20 | 0.302 16.68
Suco de laranja concentrado (40%) | 25 | 0.585 | 4.121
Ketchup 25 0.27 18.7 32.0
Puré de tomate 25 1 0.236 7.78
Maionese 25 0.54 6.6
Leite homogeneizado 20 1.00 0.002
Chocolate derretido 46 | 0.574 0.57 1.16
Oleo de oliva 10 1.0 0.1380
40 1.0 0.0363
Oleo de Girassol 38 1.0 0.0311

Apés apresentados os principais comportamentos nao newtonianos en-
contrados na literatura, sao introduzidas as equagoes governantes e os modelos para

fluido nao newtoniano viscoso utilizados nesse trabalho.
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3 EQUACOES GOVERNANTES DOS
MODELOS ADOTADOS

Neste capitulo, mostra-se as equagoes governantes e as relagoes consti-
tutivas utilizadas, bem como a adimensionalizacao dessas equagoes para os modelos

power-law, de Bingham e de Herschel-Bulkley.

3.1 Equacoes da quantidade de movimento e da pressao

Inicia-se pela equacao da continuidade, que é escrita na forma incom-

pressivel bidimensional conforme
Vau=0, (3.1)

onde u = (u,v) é o vetor velocidade e V é o vetor gradiente.
A equacao da quantidade de movimento ¢ uma afirmacao das leis de

Newton para o movimento
Du

"Dt

onde f é a forga de corpo (considerada nula neste trabalho), p é a massa especifica

=V.o+pf (3.2)

e D/Dt é a derivada material dada por

Du_ ou
Dt Ot

O tensor tensao o é escrito conforme

+u.Vu (3.3)

o=-—-pl+T (3.4)

onde p é a pressao, I a identidade e T o tensor tensao extra. A forma de 7 depende

do fluido particular a ser modelado. Pode-se escrever a tensao extra conforme
T=2K% (3.5)

sendo K o indice de consisténcia. Para o caso newtoniano K representa a viscosidade

e, com a inclusao da hipotese de Stokes, as equacoes de Navier-Stokes sao obtidas e
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¥, a taxa de deformagao, é dada por
1
i = 5(Vu + (Vu)h) (3.6)

Assim, as tensoes normais e de cisalhamento podem ser assim definidas

para o caso newtoniano

= QKg—Z (37)
ov
= 2K (3.8)
ou Ov

Essas defini¢oes variam de acordo com o modelo a ser implementado.
Para a pressao uma equacao de Poisson é utilizada, que é obtida a partir das equagoes

da quantidade de movimento e da continuidade, sendo assim definida [45]

P(uu) P (wv)  *(wv)] 7 0°T, 0?T, ad
2 T Ty Yy oa
V=002 T2, T o % o2 Zozoy T o TP B0
onde
ou  Ov
d= G+ (3.11)

Na seqiiéncia, apresenta-se os modelos utilizados nesse trabalho. O flui-
do newtoniano generalizado (ou ndo newtoniano viscoso) foi escolhido por néo ser
dificil de ser implementado e por prever comportamentos nao newtonianos interes-
santes como os citados no capitulo anterior. Além disso, ele vem sendo empregado,
no problema da expansao, para nimeros de Reynolds superiores aos utilizados nos
modelos para viscoeldsticos [57]. Como o objetivo é estudar bifurcagoes na solugao
que ocorrem nesse problema para valores de Reynolds moderados, optou-se pelo

fluido newtoniano generalizado.

3.2 Relacao tensao-deformacao para Fluido Newtoniano

Generalizado

Nos casos onde a variagao da viscosidade com a deformagao é significa-

tiva e precisa ser modelada, o fluido newtoniano generalizado pode ser usado [12].
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A tensao extra é escrita conforme
. = .
T=1+ K" =1+ Ky ¥ =pg (3.12)

onde . € a viscosidade efetiva. Ela é funcao do segundo invariante do tensor defor-

macao Dy;. || é escrita como [56]

: ou\ > ov\? ou v\’ : Dy 1/2
'”"H%) +2(3) *(a—y%)] -1 (313

No que segue, alguns modelos serao apresentados e analisados: power-

law, Bingham e Herschel-Bulkley.

3.2.1 Modelo power-law

O modelo power-law é devido a Ostwald (1925) e de Waele (1923), sendo
o mais simples para descrever comportamentos nao newtonianos [26]. A viscosidade
efetiva é definida como

- n—1
e = K1) (3.14)

Alguns comportamentos sao representados para diferentes valores de n.

n = 1: newtoniano com viscosidade K (Pa.s);

n > 1: dilatante;

n < 1: pseudoplastico.

E importante observar que quando n < 1 esse modelo s6 é capaz de
representar a regiao de power-law de uma curva de viscosidade real, que ocorre a
taxas de deformacao intermedidrias, como mostrado na figura 3.1. Ele prevée vis-
cosidade infinita quando * tende a zero e viscosidade zero quando 7 tende a infinito
e isso nao ocorre na pratica.

Em situacoes simplificadas, solugoes analiticas foram encontradas para
perfis de velocidade para o modelo power-law. Pnueli e Gutfinger [47] apresentam
uma solucao analitica para o fluxo completamente desenvolvido num duto circular.

Vradis e Hammad [56] simularam fluidos de power-law, plasticos e vis-

coplasticos em expansoes e contracoes bruscas para r, = 2. Resultados foram obtidos
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Modelo power-law comn <1

Fungio real da

Regiio de
power-law

Figura 3.1: Curva viscosidade-taxa de deformacdo para o modelo power-law

para baixos nimeros de Reynolds (Re < 50), onde as solugbes sdo permanentes e
simétricas, e mostraram alguns efeitos da variacao dos parametros nos resultados.
Mostradas algumas caracteristicas do modelo power-law, parte-se para a apresen-

tacao do modelo de Bingham.

3.2.2 Modelo de Bingham

O modelo de Bingham ¢ utilizado para prever comportamentos plasticos.
Ele é caracterizado por uma curva de fluxo que é uma linha reta tendo uma inter-
seccao Ty no eixo das tensoes (figura 2.1). A viscosidade efetiva para um plastico de
Bingham ¢ escrita conforme [6]

pe =K+ 2 > (3.15)
Y

e = OO T < Ty (3.16)

onde 7y € a tensao que deve ser excedida para o fluxo iniciar. Para 7 < 7, a taxa de
deformacao é zero. O modelo representado por (3.15) e (3.16) indica que o escoa-
mento tem duas regioes distintas: onde 7 < 7y o fluido se comporta como sélido e

escoa como se fosse um bloco ou esta parado e quando 7 > 7y ele se comporta como
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um fluido newtoniano.

O modelo de Bingham ¢ bastante utilizado na literatura. Vradis e Otu-
gen [57] usaram esse modelo para simular comportamento plastico em expansoes
usando o método de diferengas finitas. Hammad e Vradis [20] aplicaram esse mo-
delo para simular fluidos com comportamento plastico em contracoes bruscas axis-

simétricas também usando um esquema de diferencas finitas.

3.2.3 Modelo de Herschel-Bulkley

O modelo de Herschel-Bulkley é construido combinando o modelo de
Bingham e o de power-law, para descrever comportamentos viscoplasticos. Define-se

a viscosidade efetiva como [1]
T - n—1
ue:;O—FKM T> T (3.17)

e = 00 T <7y (3.18)

Os modelos de Bingham e Herschel-Bulkley apresentam uma descon-
tinuidade na viscosidade efetiva e isso causa sérios problemas numéricos. Papanas-
tasiou [43] propos uma aproximagcao para o modelo de Bingham e Alexandrou et al.
[1] adaptaram-na para o modelo de Herschel-Bulkley. A viscosidade efetiva é escrita
conforme

(3.19)

|:D][:| (n=1)/2 7'0[1 — 6mp(—m D[[/Z)]
He = K |— +

2 Dy1/2

onde m é o expoente de crescimento da tensao. Essa equacao possui 3 parametros
materiais: 7y, K e n cujos valores sao determinados experimentalmente. A relagao
constitutiva é continua e é valida para as regioes onde o material se comporta como
liquido e onde se comporta como solido.

O parametro m controla a taxa de crescimento da relagao tensao-defor-
magao; quanto maior o valor de m, mais essa relacao se aproxima da relacao original
(equagoes 3.17 e 3.18). Na prética numérica, m nao pode ser levado a valores muito
altos devido a problemas de convergéncia. Além disso, mesmo a altos valores de m,

nao ha garantia de que uma solucao convergida seja a representacao verdadeira das
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superficies entre a parte sélida e a liquida [1].

Alexandrou et al. [1] simularam fluxos tridimensionais em expansoes
bruscas com raios de expansao de 2 e 4. O valor do parametro m utilizado foi de
1000. Foram obtidas regices onde o fluido se comporta como sélido e outras onde se
comporta como liquido, sendo esse o principal objetivo do trabalho, uma vez que eles
simularam fluxos para baixos numeros de Reynolds. Apds apresentados os modelos

utilizados, parte-se para a adimensionalizacao das equacoes.

3.3 Adimensionalizacao das equacgoes

A adimensionalizacao é importante quando se quer estudar problemas
de interesse técnico em dinamica de fluidos computacional. Os parametros adi-
mensionais podem ser obtidos da anélise dimensional ou diretamente das equagoes
diferenciais. Além de mais geral, é conveniente investigar e representar escoamentos
e transferéncia de calor na forma adimensional como fun¢ao de parametros adimen-
sionais [24]. Isto pelo fato dos pardmetros assumirem valores da mesma ordem de
grandeza, diminuindo erros numéricos.

O surgimento dos parametros adimensionais esta relacionado a consta-
tagoes experimentais feitas por pesquisadores da mecamica dos fluidos; o adimen-
sional geralmente recebe o nome do seu autor. Salienta-se que dois escoamentos
sao semelhantes se tais parametros forem iguais, ou seja, mantendo a semelhanca
geométrica e dinamica, tem-se os mesmos adimensionais.

Introduz-se as seguintes variaveis adimensionais:

_

t* — * u * p * Tij

X
B ot TV P T v

sendo V" a velocidade média na entrada do duto, h a metade da entrada da expansao e
x = (z,y). Substituindo essas varidveis nas equagoes governantes e fazendo algumas
manipulagoes algébricas [45], define-se o nimero de Reynolds generalizado como [1]

pVh  pV*"h"

Re =
e s %
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assumindo que p, = K(V/h)""! na equagao de power-law. Existem ainda outras
maneiras de se definir o niimero de Reynolds para escoamentos de fluidos desse tipo.
Escolheu-se essa por ser geral e bastante utilizada na literatura [24].

Para o modelo Herschel-Bulkley, que apresenta uma tensao inicial 7y que
precisa ser excedida para que ocorra fluxo, adimensionalizando define-se o niimero

de Bingham generalizado [1] dado por

Bi — Toh _ Tohn
wV  KVn

Os adimensionais Reynolds e Bingham generalizados sao utilizados nesse

trabalho. As equacoes escritas na forma adimensional ficam

Vau* =0, (3.20)
Du*

=V.o* 21

Re e V.o (3.21)

sendo 0* = —p*I + 7*, sendo 7" dado por, para o modelo Herschel-Bulkley,

D; 1"V Bill — exp(—m+/Dj; /2
: {[ } | Bill = eap-myDy /)] .

= 3.22
2 Dii/? &2

quando n = 1 tem-se o modelo de Bingham e quando Bi = 0 tem-se o power-law.
A equacao da pressao adimensionalizada é assim definida

B 02 (u*u*) 282(u*v*) 0 (v*v*) 1 {827;30 4o (927';y 827';y] od*

2 * el
V= ox*? ox*dy* + oy*? +Re ox*? ox*y* ~ Oy*? ot*
(3.23)

Por questao de simplicidade, o sobrescrito * é omitido no texto a partir
de agora. Adiciona-se que modelos para fluidos viscoelasticos apresentam tempo
de relaxacao A. Nesses casos, outros adimensionais sao introduzidos, tais como o

nimero de Deborah e de Weissenberg. O nimero de Deborah é dado por [55]

AV
De=2"
“Th
e o de Weissenberg por [52]
We = A7y,

sendo que em muitas aplicagoes [35], essas defini¢oes se equivalem.

Apos ser apresentada a adimensionalizacao das equagoes, comenta-se a
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respeito do uso de modelos em problemas de interesse técnico. Exceto nas teorias do
continuo simples (elasticidade, fluidos newtonianos) é normal e necessario utilizar
varios estagios de aproximacao para o comportamento de materiais reais em analise.
Tanner [52] acredita que isto deve ser feito para estudos de fluidos viscoeldsticos e
que é custoso e improdutivo insistir em usar o modelo constitutivo mais complexo
em todas as situagoes; ele meramente necessita ser adequado ao problema proposto.

Ha uma classe de problemas de fluxo que aparecem em aplicagoes tais
como [52]: comportamento a pequenas deformagoes, fluxos fracos estacionarios (na
qual o cisalhamento simples pode ser tomado como exemplo), fluxos fortes esta-
ciondrios (incluindo fluxo extensional simples), fluxos com histéria de velocidade
descontinua e fluxos com multiplos saltos, especialmente saltos com troca de sinal.
Essas categorias formam uma hierarquia de dificuldade crescente na qual as equagoes
constitutivas podem ser testadas. Os resultados dos calculos podem apresentar:

a) concordancia exata entre modelo e experimento;

b) boa concordéancia;

¢) concordancia moderada com comportamento tipico;

d) um resultado possivel, mas ndo em boa concordancia com dados de experimentos
tipicos em fluidos poliméricos;

e) nao fornece resultado ou resultado fisicamente impossivel.

Uma comparacao entre alguns modelos utilizados para descrever com-
portamentos de fluidos ndo newtonianos foi encontrada em Tanner [52]. O modelo
K-BKZ (conforme Apéndice) mostrou ser um dos mais completos, fornecendo bons
resultados para a maioria dos testes realizados. Observa-se que modelos mais sim-
ples, que sao faceis de implementar, sao geralmente pobres, enquanto modelos mais
sofisticados sao dificeis de implementar. Dessa forma, o modelo escolhido deve estar
de acordo com os objetivos buscados. Sendo o objetivo determinar a variagao da
viscosidade para um fluido pseudoplastico a taxas de cisalhamento moderadas, por
exemplo, o modelo power-law pode ser utilizado com sucesso.

Na seqiiéncia, aborda-se os procedimentos de solugao onde apresenta-se

a malha, condigoes de contorno, discretizacao das equagoes, entre outros.
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4 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

Mostra-se agora o dominio, a obtencao da malha computacional, as
condicoes de contorno, a aproximacao das equagoes governantes e os critérios de
convergencia adotados. Apresenta-se, inicialmente, a geometria de estudo na figura
4.1. Nela fica claro que o raio de expansao ¢é 3 : 1, ou seja, r. = 3. O comprimento
a montante da expansao é de 4h e a jusante de 60h, onde supoe-se que o contorno
de saida nao terd influéncia sobre o fluxo no duto. O sistema de coordenadas foi

definido como mostrado na figura em que a origem esta no centro da expansao.

. 4h 60h ,

u=v=0

v=0)

Figura 4.1: Dominio de estudo

4.1 Malha computacional

Dentre os fatores mais importantes em simulagoes tem-se a obtencao
da malha computacional. Uma boa malha facilita a obtencao dos resultados e a
convergencia, ao passo que uma malha ruim pode dificultar ou impossibilitar a
obtencgao de resultados. Do ponto de vista numérico, numa malha ”ideal”todas a
células deveriam ser quadradas, ou seja, Ax = Ay. No entanto, na maioria das
vezes, isso nao é conveniente, observando que em certos fluxos as grandes variagoes

ocorrem em regioes distintas e conhecidas. Por isso, refina-se a malha nessas regioes
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de forma a captar tais variacoes. Em malhas estruturadas, sugere-se que o fator de
refinamento nao seja superior a 20% [2].

Testes mostram que um fator dessa ordem pode ser usado quando o
fluxo tem uma direcao preferencial; por exemplo, num duto simples, para problema
de camada limite. Para o caso de uma expansao, onde ocorrem recirculacoes e
grandes variagoes na direcao do fluxo, recomenda-se que o fator de refinamento nao
seja superior a 6% [53]. Outro ponto importante a ser abordado ¢é a razao Ax/Ay;
recomenda-se que nao seja superior a 2 em fluxo com recirculacoes. Ja se o fluxo
tem uma diregao preferencial, esse fator pode ser maior sem influenciar a obtengao
do resultado.

Para o problema estudado, duas malhas foram utilizadas. Iniciou-se
com uma malha contendo 112x97 pontos, que foi usada durante os testes iniciais
para o funcionamento do codigo. A malha foi refinada durante o processo de forma a
captar variagoes importantes tal como tensoes nas quinas (cantos) e minimizar certas
imperfeigoes que ocorriam nas simulacoes; chegou-se ao final com uma malha de
193x97 pontos, que foi utilizada na obtencao dos resultados que serao apresentados
a seguir. Em termos globais, os resultados fornecidos pelas duas malhas se equi-
valem, indicando que a malha é adequada. Adotou-se a malha mais refinada, pois
desejava-se obter solucoes locais, como por exemplo bifurcagoes e uma malha mais
refinada se fez necessaria.

Os fatores de refinamento foram definidos da seguinte maneira: 6%

para —2h < x < 0, 1.5% para 0 < x < 15h e nao se refinou entre 154 < x < 30h. A

¥ L5

Figura 4.2: Refino da malha proximo a expansao
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razao Ax/Ay é da ordem de 1 na expansao, como mostrado na figura 4.2, chegando
a mais de 10 na saida do duto, como mostrado na figura 4.3. Nessa regiao o fluxo
esta desenvolvido e essa razao nao causa problemas. Para o caso da malha grossa,
essa razao era superior a 20. Na seqiiéncia, a aproximacao das equagoes governantes

é apresentada.

-12 ¥ -1

-1.4

<6 &B.5 o8 e8.5 X a0

Figura 4.3: Razao Ax/Ay na saida do duto

4.2 Aproximacgao das equacoes governantes baseado no

método de Runge-Kutta

Como foi mostrado, a malha é cartesiana, facilitando a obtencao das
equacoes aproximadas. Caso contréario, seria aconselhdvel o uso de coordenadas
generalizadas, apresentando algumas complicacoes como o calculo das métricas e o
aumento do numero de célculos realizados em cada passo.

As variaveis na malha estao dispostas segundo o arranjo co-localizado
mostrado na figura 4.4. Como vantagens desse arranjo podemos citar: as variaveis
sao armazenadas nos vértices, propiciando menor necessidade de memoria e facili-
dade de aplicacao das condigoes de contorno. Outra possibilidade seria o arranjo
desencontrado dado por Patankar [42], que tem sido preterido devido ao aumento
do custo computacional. Esse arranjo calcula as velocidades nas faces da célula e a
pressao no centro da célula.

As equagoes sao aproximadas pelo método de diferencas finitas [2].

Define-se os seguintes operadores que serao utilizados para mostrar as equagoes
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(L1+1)

L

(-1 F D (i1,

Figura 4.4: Arranjo co-localizado das varidveis na malha.

aproximadas, seguindo a notagao de Gustafsson et al.[16]

Doty = 2024 P (4.1
Pij — Pi-1,
D_,¢ij = ]le (4.2)
1 i1 — Gio1y
Doy¢ij = §(D+x + D_p)pij = % (4.3)
Pit1; — 2055+ i1
DysDouthy = =1 = (4.4)

Os operadores (4.2) e (4.1) sao O(Ax) (da ordem de Az) e sdo chamados
de diferenga para frente e diferenga para trés, respectivamente. O operador (4.3)
é O(Az?), sendo chamado operador diferenga central. Esses sao utilizados para
derivadas de primeira ordem. O operador (4.4) é usado para as derivadas de segunda
ordem, sendo de O(Az?). De forma semelhante, define-se os operadores D, D_,,
Dy, e D.,D_,, onde as aproximagoes sao feitas na componente j, mantendo ¢ fixo.

. . 2 / .
Para derivadas do tipo aamgy, o operador ¢é definido conforme

O avango temporal é calculado através do esquema explicito de Runge-
Kutta simplificado [7], dado por Jameson. Esse esquema apresenta como vantagens

o reduzido armazenamento de dados, o ganho de tempo (de cdlculo) e a elevada



31

precisdo. Ele é apresentado a seguir [32] para aproximar numericamente a eq. (3.2).

0o _ k
Wi = Wi (4.6)
W, = W) —aAtR; ", 1=1,2,3 (4.7)
Wit = Wy (4.8)

onde W;; = (uyj, vij)T é o vetor das variaveis convectivas, At o passo de tempo, q;

os coeficientes temporais, que para o caso de segunda ordem com trés estagios sao
_ . . . . . . ~ o 1 2 T

ap =1/2, a9 =1/2 e a3 = 1, o sobrescrito k indica iteragio atual e R;; = (R;;, R;)

é o residuo dado por

R uDo,u + vDoyu + Dopp — Re™ (DoyTaw + DoyTay) (4.9)
R? uDozv + vDoyv + Doyp — Re_l(DOxTxy + DoyTyy)

onde os subscritos ij foram omitidos por simplicidade.
A equac@o aproximada para a pressao (eq. (3.10)) no tempo k + 1 é

escrita a seguir

(DysD_y+ DyyD_y)p = Dy D_yuu + Doy Doyuv + DyyD_yvv

-y

+Re  (DyuD_yTuw + 2Doy DoyTay + DiyD_y7,) + (A" — d¥) /At (4.10)

sendo que d**! = 0. Para a pressao se utilizou o método das relaxacoes sucessivas.
Este método procura acelerar a convergéncia do procedimento iterativo de Gauss-
Seidel com a introducao de um parametro de relaxagao w, que modifica o raio

espectral da matriz Jacobiana da iteracao,
P =wptt + (1 - w)p” (4.11)

sendo w um valor entre 0 e 2. O valor adotado no trabalho foi w =0, 7.
Na seqiiéncia apresenta-se as condicoes de contorno, que sao um dos

fatores que mais dificultam a obtencao de resultados em simulagoes numéricas.
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4.3 Condicoes de contorno

As condigoes de contorno empregadas para pressao, velocidades e tensoes
sao indicadas na figura 4.5. A implementagao adequada das condigoes de contorno
é sempre importante na solucao numérica de problemas de fluxo. As condicoes de
contono sao assim definidas.

- na entrada: condigao parabdlica para a velocidade (que se ajusta de acordo com o
tipo de fluido antes de chegar & axpansao), extrapolacao da pressao e das tensoes;
- nas paredes: condicao de nao-deslizamento para a velocidade, extrapolacao na
pressao e supoe-se que as equagoes das tensoes sao validas na fronteira rigida [15];

- na saida: far field nas velocidades, pressao fixa py (que é o valor inicial) e tensoes

extrapoladas.

T 1
|
+— u:v:@:[j |
g1 |
|
a ar E_O _ i _ D_hl
—u=ul),v=talag 5y = 0w e V= Jarfeld, p=p0—,

gz dx

v,

Figura 4.5: Condigoes de contorno para velocidade e pressao

Uma extrapolagao é implementada, como por exemplo para a pressao

na entrada, onde se admite que:

de forma que

p1; = Bp2; + (1 — B)ps,;
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onde o valor de (8 pode variar entre 0 e 2. O valor de § adotado no trabalho na
maioria dos casos foi de 0,75, sendo que testes de calibracao foram realizados para
valores de 3 entre 0,5 e 2.

A condigao far field [7] é definida para a varidvel u na saida da seguinte

forma
ou ou
o Ak T

e foi implementada para a componente u como segue e de forma semelhante para v

0

Upij = Uni—1,j + (Pni—1 — Pnij)/PC

onde o subscrito n: representa a linha de contorno e ¢ é uma constante, represen-
tando a velocidade caracteristica. Essa condicao de contorno é obtida empregando
o conceito de variavel caracteristica e permite trabalhar com dominios menores que
0s necessarios numa extrapolacao simples [7].

Para as tensoes, supoe-se que suas equagoes sejam validas também para
a fronteira rigida. As condigoes de contorno para tensoes sao calculadas da seguinte

maneira, por exemplo para uma parede inferior (em (i,1)), paralela ao eixo = [15]

ou
Tea(il) = 2#@ = 0.
ou Ov
wy(il) = — 4+ | = piz2(wi2 —ui1)/A
Tay(i,1) M(8y+8x) pip(ui2 — uin)/Ay
ov

Tyy(i,1) = 2#(9— =212 (vi2 — vi1) /Ay
Y
e de forma semelhante para as paredes superior e aquelas paralelas ao eixo y. Note
que ;2 depende do modelo implementado.

E importante salientar que o canal tem quinas na expansao e algum
cuidado necessita ser tomado quando da aplicacao das condig¢oes de contorno. Além
disso, a malha precisa ser fina nessas regioes para minimizar o erro provocado pelas
aproximacoes.

As condigoes iniciais primeiramente utilizadas foram velocidades e ten-
soes nulas e pressao de referéncia no dominio. Para a obtencao dos resultados finais,
usou-se como condicao inicial uma solucao obtida anteriormente. Faz-se, no que

segue, uma analise de estabilidade do método.
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4.4 Estabilidade aproximada do método

O tempo t pode variar de 0 a oo; por isso é importante o estudo da
estabilidade do método. Seria interessante uma certa flexibilidade no passo de tempo
At. No entanto, devido a estrutura fortemente nao linear das equacoes, é dificil
determinar uma condicao precisa de estabilidade e uma anélise das equacoes na
forma linearizada é geralmente feita.

Para desenvolver uma condicao de estabilidade em diferencas finitas
considerou-se o caso newtoniano, recaindo nas equacoes de Navier-Stokes. Além
disso, considera-se que o argumento p e todos os coeficientes das derivadas parciais
sao conhecidos nas equagoes, implicando que as equagoes para as velocidades (ep.

(3.2) podem ser escritas na forma [14] [53]

9 1 (0% P9 06 0¢
a (83['2 o2 ) “e Vg, DY) (4.12)

que é uma equagao geral, onde ¢ representa as componentes u e v.
Agora, como para as equagOes governantes, a equagao (4.12) é dis-
cretizada usando o esquema de diferencas finitas. A seguinte forma aproximada de

(4.12) resulta

¢k+1 ¢ 1

AT " TRe ——(D4oD_o+DyyD_y) ¢} — (1, Dog+v5; Doy )05+ f (t, i, y5) (4.13)

ou, equivalentemente

¢ = Fof + Atf(t, v, y5) (4.14)

onde o operador F' é dado por

At

F¢f = ¢ — At(uf; Do, + v} Doy ) 9%, + =

<D+xD7m + D+yD*y)¢i‘€j (4'15>

A equagao (4.15) pode ser escrita conforme

At JANZIA At Atuk
Fok = ZAN LS A LI
%% (ReAgﬂ * 2Ay > w1 ¥ (ReAq;2 * 2Ax ) =Ly

. At NN . At Atuli\
ReAy?  2Ay | 70t ReAz?  2Ax |




35

2 [ At At
1— =/ [ = 4 = k 4.1
i [ Re (AJ?Q i AZJQ)} % (410
Uma condicao suficiente de estabilidade é que ||F'|| < 1 [17]. Note agora

que o somatdrio de todos os coeficientes de (4.16) é 1. Entao se

Atvy| At (4.17)
2Ay | — ReAy?
AtuF, At
Ul < 4.1
2Ax | = ReAx? (4.18)
2 At At
EREE A o

implica que

ik k k k k k k k k
min( i,j—la¢i—1,j>¢i+17j>¢i,j+l> < Foj; < mazx( i,j—1>¢i—17j>¢i+1,ja¢i,j+1> (4.20)

Logo, as inequagoes (4.17), (4.18) e (4.19) sao suficientes para assegurar
que, quando f(¢,z,y) = 0, qualquer solugao de (4.14) é limitada. Entao, as condigdes
suficientes de estabilidade para o método sao dadas por essas desigualdades, ou

equivalentemente por

2
Ayl < &2 (4.21)
2
uiAx] < = (4.22)
Az?Ay?
At < AT By (4.23)

~ 2(Ax? + Ay?)

Essas condigoes nos informam que o nimero de Re tem influéncia rele-
vante na determinacao dos parametros passo de tempo e refino da malha. Tanto
para baixos como para altos valores de Re tem-se problemas: para baixos valores
de Re é preciso baixar o At e para altos valores necessita-se de malhas mais finas.
Nesse estudo, trabalha-se com faixas intermediarias de Re.

E importante salientar que essa é uma anélise simplificada do método,
uma vez que se considera a pressao como conhecida, mas ela é funcao das velocidades.
Além disso, a analise do esquema de Runge-Kutta simplificado nao é feita, sendo

considerado apenas um passo. As equacoes consideradas sao as de Navier-Stokes,
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quando na verdade utilizou-se varias equacoes constitutivas para a tensao. No en-
tanto, essa andlise é util, pois fornece uma idéia razoavelmente boa dos parametros
que devem ser usados nas simulagoes numéricas de fluxos nao newtonianos que nao

se afastem muito do comportamento newtoniano.

|u—ug]

ol < 1074, sendo u a

A condig¢ao de convergéncia adotada é sup
velocidade no tempo t + At e ug a velociade no tempo t. O valor do passo de tempo
At utilizado ficou entre 1073 e 107, obtido com base na anélise de convergéncia.
Simulacoes para At nesta faixa fornecem os mesmos resultados, sendo que o tempo
computacional aumenta & medida que o At diminui. Para At inferiores & 1074, o
processo tornava-se extremamente custoso computacionalmente e para At maiores a
1073 o0 método nao convergia para a solucao esperada, divergindo. Quando refinou-se
a malha necessitou-se baixar o At para que o critério de estabilidade fosse satisfeito;
procura-se trabalhar com o maior At possivel na qual o cédigo convirja a solugao
fisicamente consistente do problema.

Explica-se, na seqiiéncia, como foi implementado o cédigo computa-

cional e mostra-se um fluxograma do mesmo.

4.5 Implementacao do cédigo computacional

A linguagem usada para a implementacao do algoritmo foi o FORTRAN
90, por ser adequada para problemas numéricos com grande quantidade de calculos.
Os resultados sao visualizados usando o software Visual 1.2, desenvolvido por Justo
[22]. Na figura 4.6 apresenta-se um fluxograma do cédigo computacional. Nele,
mostra-se como o problema é resolvido, ressaltando que as rotinas foram implemen-
tadas pelo autor do trabalho.

Vérios fatores devem ser observados para iniciar uma simulacao numé-
rica em dinamica dos fluidos computacional: deve-se conhecer o problema fisico (ou
ter uma boa nogao dele), gerar uma malha computacional adequada (refinada onde
for preciso), usar um conjunto de equagoes adequado ao problema (analisar se é

possivel fazer simplificagbes ou se elas s@o pobres demais), conhecer um software



37

Ihicie

y

Thicializacio das variavels e dos parfimetros

=11

g
I
=
k

Geracfo damalha

Mo

L& arqmve de dados

A

Condicdes iniciais

k=k+1

~

h J

Calculo das tensdes

r
Calculo das vel ocidades

y

Calculo dapressio

r

Clondicfes de contornoe

y

Amalizacio das vartével s

Convergéncia

Grava dados

Figura 4.6: Fluxograma do cddigo computacional




38

onde o programa serd implementado e saber analisar os resultados obtidos (inferir
em qual passo anterior ocorreu erro, caso os resultados nao sejam satisfatérios).
Geralmente, quando se comete algum erro num dos processos acima
(por exemplo a digitagdo de um indice), os resultados obtidos podem ser qualitati-
vamente bons, representando de forma coerente os principais aspectos de um fluxo.
No entanto, na compararacao dos resultados, estes podem apresentar diferencas sig-
nificativas quando comparados com solugoes experimentais e/ou numéricas. Assim,

é preciso ter muito cuidado na implementacao de forma a minimizar erros.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, sao mostrados os principais resultados obtidos nesse
trabalho. No que segue, perfis de velocidade, linhas de corrente e bifurcacoes para
fluidos newtonianos e nao newtonianos sao apresentadas mostrando comparagoes
com resultados da literatura, quando possivel, visando a validade dos resultados nos
outros casos.

O problema da expansao brusca, como ja foi ressaltado, é classico em
dinamica de fluidos, sendo usado as vezes na calibragao de cédigos computacionais.
Todavia, para fluidos nao newtonianos, ele ainda nao foi muito explorado. Escolheu-
se raio de expansao 3 : 1 por haver uma série de trabalhos na literatura, para fluidos
newtonianos, a serem comparados.

Os objetivos do trabalho sao mostrar as diferengas em diversos aspec-
tos entre o escoamento de um fluido newtoniano e fluidos nao newtonianos para o
problema. A maioria dos trabalhos em fluidos nao newtonianos em expansoes usa
baixos numeros de Reynolds, onde a solugao é tnica e simétrica. Tenta-se mostrar
as diferencas que a mudanca na caracteristica do fluido com o escoamento propiciam
no escoamento. Resultados para os modelos power-law, Bingham e Herschel-Bulkley

sao apresentados na seqiiéncia.

5.1 Resultados do modelo power-law

Inicia-se pelo modelo power-law por ser o mais simples. Tanner [52],
bem como Pnueli e Gutfinger [47], apresentam a dedugao de uma solugao analitica
dos perfis de velocidade adimensionais para fluido de power-law num duto circular
simples em func¢ao do parametro n e de y. A figura 5.1 mostra a comparacao das
solugdes numeéricas (simbolos) com as solugoes analiticas (as linhas continuas corres-
pondentes) na saida do duto, onde o fluxo é plenamente desenvolvido para Re = 40,

podendo-se considerar essa solugao como a de um duto simples.
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Embora o fluxo axissimétrico na expansao possa apresentar diferencas
com relagao ao bidimensional, os perfis do fluxo plenamente desenvolvido sao prati-

camente os mesmos [30] e os resultados comparam adequadamente. A solugao é

w= (ni 1) (%)M H {1 - (%>1+1/n} (5.1)

Perfis de velocidade adimensionais u(y)/u para n=0,5, 1 e 1,5 sdo mostrados na

dada por

figura 5.1, onde a velocidade média @ é dada por & = Q/7TH?. A vazio é dada por

1/n
™ p/ 3+1/n
= — H 9.2
@ 3n+1<2K) (5:2)

sendo p’ a magnitude da pressao por unidade de comprimento na direcao axial e H

metade da largura do duto.

d IIIII:I.IZIIIII:I.Ia'lIIIIEI.IEIIIII:I.IBIIII
v/ H

Figura 5.1: Comparacao entre solucoes numéricas e analiticas para fluidos de power-
law num duto, Re=40

Devido a geometria ser simétrica, as condi¢oes de contorno serem simé-
tricas, o problema em si ser simétrico, era de se esperar que a solugao também fosse
simétrica, como a mostrada na figura 5.2 para Re = 130. De fato, essa é uma solugao
do problema, mas instavel, sendo que as duas solucoes estaveis sao assimétricas re-

batidas; isso sera explicado na seqiiéncia.
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Figura 5.2: Linhas de corrente para solugao simétrica para n=1 e Re=130

Na figura 5.3 apresenta-se as linhas de corrente para fluidos de power-
law. As linhas de corrente, bem como os nimeros de Reynolds criticos encontrados
para n=1 (newtoniano), comparam adequadamente com resultados experimentais e
numéricos apresentados por Fearn et al. [11], bem como os de outros autores [28].
Resultados mostram que o tamanho dos vortices aumentam a medida que se au-
menta o nimero de Reynolds. Para Re = 40, os vortices a jusante a expansao sao
simétricos; ja para Re = 50, uma assimetria é percebida.

Existe um Reynolds critico, onde a solucao passa a ser assimétrica. O
nimero de Reynolds critico (Re.) obtido nesse trabalho ficou entre 44 e 45. Fearn
et al. [11] encontraram Re. = 44, enquanto Luo [28] achou Re. = 46,19. Para
Re = 80 percebe-se o aumento da assimetria; para Re = 130 nota-se a presenca de
uma terceira recirculacao, que surge para Re entre 100 e 105. Para Re maiores que
140, Fearn et al. [11] constataram, experimentalmente, que a solugao passa a ser
tridimensional, tornando-se dependente do tempo para Re ~ 151. Nesse trabalho,
percebeu-se essa dependéncia com o tempo ocorrendo para Re entre 145 e 150. Esses
resultados indicam que o cédigo computacional foi calibrado adequadamente.

As solugoes apresentadas na figura 5.3 sao estdveis, bem como as
solugdes rebatidas delas. No entanto, a solugao original (simétrica) apresentada na
figura 5.2 para Re = 130 ¢ instavel, uma vez que, quando se introduz uma pertur-
bacao, a estrutura se instabiliza convergindo posteriormente para a solucao da figura
5.3 ou a sua forma refletida. Se um cédigo estiver adequadamente implementado,
as condicoes iniciais e de contorno forem simétricas e nao ocorrerem erros de ordem
numérica, a solucao para Re = 130 convergird a apresentada na figura 5.2.

Para obter solugoes assimétricas, algum tipo de perturbacao facilita a
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obtencao da solucao numérica. A literatura apresenta varias maneiras de chegar
a soluc@o assimétrica [34]: condicdo inicial nao simétrica, malha inicialmente nao
simétrica e perturbacao da solucao simétrica. Esta tiltima foi escolhida e implemen-
tada da seguinte forma: a partir da solugao simétrica escolhe-se um ponto estrate-
gicamente localizado (numa das recirculagoes) e perturba-se a solu¢ao nesse ponto
por algumas iteracoes até que o fluxo comece a se instabilizar. Nesse momento, os
vértices simétricos se quebram, gerando instabilidades, necessitando baixar o At.
Com a formacao de vértices menores, a escala temporal deve se adequar a espacial.

O processo de estabilizacao a solugao assimétrica é lento, necessitando
grande quantidade de iteragoes (em torno de 24 horas de simulagao). Desta forma,
para a obtencao dos resultados para os diferentes niimeros de Reynolds e diferentes
tipos de fluidos, usou-se uma solucao assimétrica anterior como condicao inicial,
proporcionando a obtenc¢ao de resultados com em torno de 3 a 4 horas de simulagao
num processador Origin 200 - Silicon Graphics.

A figura 5.3 também apresenta a mesma seqiiéncia de Reynolds para
os expoentes de power-law n = 0,5 e n = 1,5. Pode-se observar semelhanca na
configuracao dos resultados. A assimetria, para esses casos, ocorre praticamente
para o mesmo Re. do caso newtoniano, que é em torno de Re. = 45. Entretanto, a
formacao da terceira recirculacao é diferente. Para n = 1,5, ela ocorre antes, entre
85 e 90, vindo a solugao a se tornar dependente do tempo para Reynolds entre 130
e 135. Ja para n = 0,5, a terceira bifurcagao nao chegou a ocorrer, sendo que a
solucao tornou-se dependente do tempo para Re entre 130 e 135. Todavia, para
um n < 1, mas préximo de 1, ocorreria essa terceira recirculagao, mas para um Re

maior que para o caso newtoniano. Na tabela 5.1 resume-se esses Reynolds criticos.

Tabela 5.1: Comparagao entre os Reynolds criticos

n Re. | 3% recirculacao Rey
0,5 | 44-45 - 130-135

1 | 44-45 100-105 145-150
1,5 | 44-45 85-90 130-135

A figura 5.4 mostra uma comparacao, usando linhas de corrente, do



44

fluxo na expansao para Re = 40 e n=0,5, 1 e 1,5. Como o fluxo é simétrico, somente
a parte superior é apresentada. As recirculacoes apresentam diferencas no formato:
para n=0,5 o vértice é mais arredondado do que para n=1 e para n=1,5 ele é mais
fino, como era esperado pela caracteristica do modelo e dos fluxos nao newtonianos
que ele aproxima. Essa solucao mostra uma caracteristica que sera apresentada em
comparagoes que se seguirao: o comportamento newtoniano estd entre o pseudo-

plastico e o dilatante.

Figura 5.4: Comparagao das linhas de corrente para Re = 40: a) n = 0,5, b) n =1
ec)n=15

Na figura 5.5 apresenta-se o esquema para a posi¢ao dos vortices ao lon-
go das paredes, considerando que o jato desloca-se inicialmente em direcao a parede

inferior.

| “ |
P
X2 ”
X4

Figura 5.5: Esquema da posicao dos vortices, ro = 3

A partir dessa configuracao gerou-se a figura 5.6, onde apresenta-se as
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bifurcacoes para fluidos de power-law para n=0,5, 1 e 1,5. O gréfico mostra o cresci-
mento dos vortices em funcao do parametro adimensional Re. Percebe-se, nesta
figura, onde ocorrem os Reynolds criticos citados anteriormente. A bifurcagao, para

0 caso newtoniano, compara adequadamente com a indicada por Battaglia et al. [5].

20
13
16
14
12
10

H

S R N u 7

Figura 5.6: Bifurcacoes para diferentes valores de n, r. = 3

Apresenta-se, na figura 5.7, os perfis de velocidade em diferentes posi¢oes
do duto para para o caso newtoniano e Re = 80. Perfis sao mostrados para z=0, 2,
5 e 20. Para =0, que é o ponto onde ha a expansao, tem-se a maior velocidade,
sendo que na parede ela é nula. Para x=2, percebe-se que ha duas regioes de fluxo
negativo, representando os dois voértices. Ja para x=>5, ha apenas uma regiao de
fluxo negativo mostrando claramente a assimetria e, em =20, o fluxo esta plena-
mente desenvolvido, tendo um perfil parabélico [33].

Na figura 5.8 compara-se os perfis em z=2 e 5 para n=0,5, 1 e 1,5
usando Re = 80. Esses perfis mostram as diferencas que ocorrem para os trés casos.
Percebe-se que as caracteristicas gerais dos perfis se mantém para todos os casos. No
entanto, deve-se ressaltar que os perfis para n = 1 estao entre os perfis encontrados
paran=0,5en=1,5.

Na figura 5.9 apresenta-se as isolinhas para as tensoes normais (7,

e 7,y) € de cisalhamento (7,,) para Re=40. Além disso, mostra-se a viscosidade
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Figura 5.7: Perfis de velocidade para n =1, Re = 80

efetiva p para n=0,5 e 1,5 e linhas de pressao para n=1. Neste caso, a viscosi-
dade é constante igual a pg. Esses resultados indicam que a maior magnitude da
tensao ocorre nos cantos. Para n=0,5 a magnitude é menor; no entanto, as linhas
estao mais espalhadas pelo dominio. Para n=1,5, ela é maior, mas as linhas estao
mais concentradas; o caso n=1 esta entre os outros dois. Percebe-se, a montante

a expansao, pequenas oscilagoes que ocorrem nas tensoes normais e aparecem prin-

Figura 5.8: Perfis de velocidade em =2 e x=5, Re=80
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cipalmente para n=0,5 e n=1,5, onde o perfil da condi¢cao de contorno é diferente
do perfil do fluxo. Essas podem ser minimizadas usando o perfil de velocidades no
contorno igual ao do fluxo. As solugoes para a viscosidade efetiva indicam que as
maiores variagoes ocorrem na regiao dos vortices. A solucao da pressao mostra que
os maiores gradientes estao localizados nas quinas, embora a variacao total dessa ao

longo do duto seja pequena. Considerou-se a pressao de referéncia na saida nula.

Figura 5.9: Tensoes e viscosidade para n=0,5 e 1,5 e pressao para n=1; Re=40
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Na figura 5.10 sao apresentadas as solugoes para as tensoes e viscosi-
dade efetiva para Re = 80 e n = 0,5. Elas sao assimétricas, estando distribuidas de
acordo com o campo de velocidade. Um fator interessante é que os valores maximos
e minimos sao bem parecidos com os obtidos para Re = 40. Esse fenémeno ocorre
para toda a faixa de Re laminar até 140, ou seja, os valores maximos e minimos
das tensoes, mantendo n fixo, sdo parecidos variando o Re nessa faixa. As linhas
de viscosidade indicam que as maiores variagoes, bem como os valores maximos,
ocorrem na regiao dos vortices e ao longo do duto. Como havia sido comentado,
para n < 1, a viscosidade decresce com o aumento da deformacao, contudo é alta

para baixas deformacgoes.

Tax
n=10,5
max=1,1
min = -0,5
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Figura 5.10: Tensoes e viscosidade para n=0,5 ¢ Re=80

Na figura 5.11 mostra-se uma solucao transiente para Re = 150,
n = 0,5 et = 30. Para esses parametros a solucao deixa de ser estavel, como
foi mencionado, ocorrendo desprendimento de vortices alternados que se dissipam
ao longo do canal. Como condigao inicial, utilizou-se a solugao permanente para

Re = 130. Essa figura mostra outra caracteristica desse interessante problema que



49

T
——T

R R T S S RN SR S SR SO (N SN ST SR SR EN S SR ST S N ST SR -
o 5 10 15 20 25

-&-10 1 =&

Figura 5.11: Solucao transiente para Re=150, n=0,5 e t = 30

é a presenga de solugdo que varia com o tempo, mas que ainda é previsivel [31].
Aumentando mais o nimero de Reynolds, a solucao passa a ser turbulenta, mas

essa analise nao é objetivo desse trabalho.

5.2 Resultados do modelo de Bingham

Os resultados obtidos para o modelo de Bingham sao apresentados na
seqiiéncia. Esse modelo leva em consideracao a caracteristica de que alguns fluidos
necessitam que uma tensao inicial seja superada para o escoamento iniciar. Abaixo
desse valor o fluido se comporta como sélido. Os fluidos desse tipo sao chamados
plasticos de Bingham. Os perfis de velocidade na linha vertical da saida do duto para
esses casos sao comparados na figura 5.12 com a solugao analitica da literatura [47]
para o fluxo entre placas paralelas. Os simbolos representam as solu¢oes numéricas,
enquanto que as linhas continuas representam as solucoes analiticas correspondentes.
Devido a simetria da solucao, apenas um lado é mostrado. A solucao analitica é

indicada a seguir:

u(y) = 2_yl(H — )’ 0<y <y (5.3)
BZ 2 2
u(y) = Q—yl[(H —y) = (y =) p<y<H (5.4)

Percebe-se, nos perfis de velocidade analiticos, duas regices distintas.
No centro, a solucao é constante, na qual o fluido se desloca como se fosse um bloco
solido. A medida que Bi7 é aumentado, essa regiao aumenta; para Bingham grandes,

ela ocupa praticamente toda a regiao, como no caso de massas; proximo a parede a
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Figura 5.12: Perfis de velocidade na saida do duto: Re=130, n=1, Bi=0; 0,2; 1 ¢ §

solucao é parabdlica. Repare que quando Bi = 0 a solugao para o caso newtoniano
é obtida. Essas solugoes indicam que o modelo de Bingham foi adequadamente im-
plementado, podendo representar razoavelmente bem o comportamento plastico.
Todos os resultados para o modelo de Bingham foram obtidos usando
o fator de crescimento da tensao m = 1000, mesmo valor usado por Alexandrou et

al. [1]; testes com outros valores nao foram realizados, embora fosse interessante

167
- Bi=10
< Bi=1
=+ EBi=5

Figura 5.13: Perfis de velocidade na posi¢ao =1 para n=1, Bi=0; 1; 5 e Re=130
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observar a influéncia desse fator na solugao. Na figura 5.13 apresenta-se a com-
paragao, para diferentes Bi, dos perfis de velocidade na posicao x=1. Percebe-se
que, a medida que o Bi é aumentado, a velocidade na recirculacao diminui; para
Bi = 5 pode-se considerar que nao ha recirculagao. Pode-se dizer que nessa regiao o
fluido esta parado, comportando-se como sélido. Além disso, para esse caso, o perfil
é simétrico, enquanto que para os outros dois nao era.

Na figura 5.14 mostra-se, através de linhas de corrente, o efeito do
nimero de Bingham na formacao dos vortices. A medida que Bt é aumentado, o
tamanho dos voértices diminui, para um mesmo numero de Re, que no caso ¢ 130.
Essa caracteristica é similar ao efeito viscoelastico, como estabelecido experimental-
mente por Pak et al. [41], na qual altos valores de viscoelasticidade resultam em
regioes de fluxo separado menores para expansoes bruscas em regime laminar. Esse

efeito foi simulado numericamente por Vradis e Otugen [57] que, variando o Re en-
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Figura 5.14: Linhas de corrente para Re=130 e diferentes nimeros de Bingham: a)
Bi=0, b) Bi=0,2, c¢) Bi=1 e d) Bi=5
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tre 1 e 50 para r. = 2 e usando o modelo de Bingham, observaram uma diminui¢ao
significativa no tamanho dos vértices com o aumento de Bi.

A figura 5.15 apresenta uma comparagao para diferentes nimeros de
Re, mantendo n=1 e Bi=1. O que se pode perceber é que a estrutura da solugao
é parecida com a do fluxo newtoniano, salientando que os perfis de velocidade sao
diferentes. No entanto, essas solugoes ocorrem para uma faixa de Re maior. Enquan-
to que para Re=100 a solugao ¢ simétrica, para Re=300 a solucao é permanente,
tornando-se dependente do tempo para Re entre 300 e 305. Isto indica que o Re.
aumenta com o crescimento do numero de Bingham; para esse caso o Re,. ficou
entre 110 e 115. Para Re=100, o fluxo permanece praticamente parado na regiao
da recirculacao; isto ocorre também para Re inferiores. Esses resultados confirmam
a forte influéncia do adimensional Bingham em fluxos em expansoes bruscas, como

havia sido destacado por Vradis e Otugen [57].
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Figura 5.15: Linhas de corrente para n=1 e Bi=1; a) Re=100, b) Re=130, c)
Re=180 e d) Re=300

A tabela 5.2 resume os valores de Reynolds criticos para n=1 e Bi=0,

0,5 e 1. Essas solugoes parecem indicar que existe uma dependéncia linear entre B



23

e Re, ou seja, a medida que se aumenta o Bz, os Re. aumentam linearmente.

Tabela 5.2: Compara¢ao para os Re criticos para n = 1 variando Bi

Bi Re,. 3% recirculacao Rey
0 44-45 100-105 145-150
0,5 75-80 190-195 225-230
1 | 110-115 280-285 300-305

As bifurcagoes correspondentes, ao que foi resumido na tabela 5.2, sao
mostradas na figura 5.16 para Re variando de 5 em 5. Os resultados para os dife-
rentes valores de Bi sao semelhantes, sendo que ocorrem para uma faixa diferente
de Re. Repare que na segunda bifurcagao ocorre um pequeno salto nos trés casos.
Para que isso nao ocorresse, seria necessario simular para Re mais proximos um do

outro nessa regiao; além disso, construir uma malha mais fina préximo a parede.
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Figura 5.16: Bifurcac¢oes para n=1 variando Bi

Comparagoes dos perfis de velocidade ao longo do duto sao apresentadas
na figura 5.17 para n=1, Bi=1 e Re=180, com x variando entre 0 e 20. Percebe-se
que os perfis sao mais achatados em comparacao aos obtidos no caso newtoniano,
principalmente na regiao da recirculagao, onde a velocidade é baixa.

Na figura 5.18 mostram-se as linhas de viscosidade para diferentes va-

lores de Bi, para Re = 130 e n = 1. Como pode-se perceber, a viscosidade efetiva
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Figura 5.17: Perfis de velocidade para n=1, Bi=1, Re=180 e x entre 0 e 20

cresce significativamente com o aumento de Bi, sendo que a regiao em que o fluido
se comporta como solido aumenta também. Esse fendmeno acontece onde as linhas
estao mais proximas; note que para Bi = 5, essa regiao ocupa quase todo o duto.
Esses resultados concordam qualitativamente com os apresentados por Alexandrou
et al. [1], todavia os dele sao para Re inferiores aos aqui utilizados, sendo que hé

falta de resultados para essa faixa na literatura pesquisada.
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Figura 5.18: Viscosidade efetiva para Re=130 e n=1
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5.3 Resultados do Modelo de Herschel-Bulkley

Alguns resultados para o modelo Herschel-Bulkley, que é uma genera-
lizacao do modelo de Bingham considerando a influéncia do expoente de power-law
n, sao apresentados. Na figura 5.19 considera-se Bi=1, a) Re=130 e b) Re=180,
para n=0,5, 1 e 1,5. Percebe-se pouca variacao no tamanho e nas caracteristicas dos
vortices formados. Para Re=180 nota-se que os vortices sao maiores para n=0,5 do
que para n=1,5, como ocorria para o modelo power-law. Estes resultados indicam
que o adimensional Bingham proporciona diferencas nas solugoes mais significati-
vas do que o adimensional n, sendo que os modelos de Bingham e Herschel-Bulkley

forneceram resultados parecidos. Devido a isso, o modelo de Bingham é muitas vezes

i S N T T T
of n=05
E‘:!. PO i P O TR 1 1 1
n] o 10 15 =20 =8
RETT T T T T T T T T T 5
a) =iE Fa— E
D_— ;Il—l
Re=130| 7t &= £
= L 1 4
a 5 10 15 20 25
[ T T T T T T T T T
-E l/{;—-—-;:) E
o I1=1,5
TE r\\:—_-j} =
o2 I | I I 1
! a il 10 13 20 555}
I A S L L S S L S
j;‘\_‘ In=05
P e T
ol S
4] & 13 15 20 25
BT T T T T T T T T T T T T
b) N fa e ——— 3 "
o F 3 Nn=
Re=180| —E s 3
r2 B piic I - 1 1 1
! a 5 1o 15 20 25
2 e L |
:ﬂ:iw/—/—/— = ——————
0 in=1,5
I E s 3
oz 1 1 1 I I I 1 1 1 I I I 1 I I I I 1 I I I 1 1 1 I I I E!
l [+ & 10 15 RO 2B

Figura 5.19: Linhas de corrente para Bi=1 e Re=180: n=0,5, 1. e 1,5



56

utilizado como uma aproximacao da solucao de problemas de fluxo na qual o fluido
apresenta uma tensao que precisa ser excedida para o fluxo iniciar.

Os perfis de velocidade para Re = 180 e Bt = 1 nas posigoes © = 2, 7 e
30 sao comparados paran = 0,5 en = 1,5 na figura 5.20. O caso n = 1 foi omitido
uma vez que em todas as situagoes, os resultados ficaram entre os outros dois, o que

dificultaria a identificagao das linhas nas figuras.
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Figura 5.20: Perfis de velocidade para Re=180: Bi=1 e x=2, 7 e 30 para n=0,5 e
1,5
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Nota-se nesses perfis a assimetria da solugao. Embora o tamanho dos
vértices seja muito parecido nos trés casos, os perfis de velocidade apresentam dife-
rengas significativas, principalmente na posicao x = 7, onde a largura do vortice é
maior. Na saida, os perfis sao muito parecidos, sendo que a influéncia de Bi é a
caracteristica dominante. Um fator a ser ressaltado é que para n = 0,5 a velocidade
na recirculagao é praticamente nula (da ordem de 1073).

Mostrados os resultados, chega-se finalmente as conclusoes e perspecti-

vas para a seqiiéncia do trabalho.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O objetivo desse trabalho era analisar o comportamento e as carac-
teristicas do fluxo incompressivel nao newtoniano através de um canal reto com
expansao brusca. Implementou-se as equacoes levando em conta os modelos que
seriam aplicados. A calibracao do cédigo computacional foi realizada para o caso
particular em que o escoamento ¢ newtoniano, pois havia uma série de resultados
experimentais e numéricos na literatura. Além disso, comparou-se os perfis de ve-
locidade na saida do duto com solucoes analiticas para um duto simples no caso
dos modelos power-law e Bingham. Em todas as comparacoes realizadas, o codigo
representou de forma adequada as solucoes.

Os modelos empregados para prever comportamentos nao newtonianos
foram: power-law, Bingham e Herschel-Bulkley da familia dos fluidos newtonianos
generalizados. FEles foram usados para prever comportamentos pseudoplasticos e
dilatantes, plasticos e viscoplasticos, respectivamente, apresentando resultados coe-
rentes com a caracteristica do fluido estudado segundo a literatura. Todavia, nos
casos mais complexos, nao foram encontrados resultados para fazer uma comparagao
especifica. Desta forma, alguns dos resultados apresentados sao novos.

O trabalho desenvolvido forneceu resultados relevantes para o fluxo de
fluidos nao newtonianos em expansoes. As simulagoes mostraram que para fluxo la-
minar, nos casos estudados, o tamanho dos vortices cresce com o aumento do niimero
de Reynolds, caracteristica que ja havia sido mostrada para o caso newtoniano. A
existéncia de um valor de Reynolds critico, na qual as solugoes estéaveis apresentam
vortices assimétricos rebatidos, comparou com a literatura para o caso newtoniano
e mostrou variar pouco para o modelo power-law. No entanto, para os outros mo-
delos implementados, o valor do Reynolds critico é maior que no caso newtoniano,
dependendo do adimensional Bingham. Quanto maior o valor de Bingham, maior o
valor do Reynolds critico. O aumento do nimero de Bingham diminui o tamanho
dos vortices.

O método empregado é de facil implementacao e mostrou-se eficiente
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para os problemas estudados, no sentido que passou pelos testes de calibracao e
forneceu resultados coerentes com a literatura para os casos simulados. Uma das
dificuldades na obtencao desses foi o custo computacional. Geralmente, algumas
horas eram necessarias para obter uma solucao convergida. Isso se deve ao método
utilizado e ao fato da malha ser fina. Contudo, era necessario uma malha fina, pois,
algumas vezes, estava-se interessado em solugoes que requeriam precisao, tal como
o ponto em que ocorriam as bifurcagoes. Outra dificuldade foi a aplicacao das con-
dicoes de contorno, principalmente para as tensoes.

Os pontos onde ocorrem as bifuragoes compararam adequadamente com
os apresentados na literatura para o caso newtoniano. Para o caso do modelo power-
law a primeira bifurcacao ocorre basicamente no mesmo Reynolds critico. No en-
tanto, as simulagoes mostraram que a segunda bifurcagao ocorre para um valor de
Reynolds menor no caso dilatante e maior no caso pseudoplastico, dependendo do
valor de n.

Um fator a ser ressaltado é que existe uma gama de trabalhos envol-
vendo expansoes bruscas para fluidos newtonianos. No entanto, para o caso nao
newtoniano, pouco ainda foi feito e geralmente para baixos valores de Reynolds.
Contudo, os trabalhos da literatura foram o alicerce para o desenvolvimento desse
trabalho.

O projeto apresentado foi encorajador, sendo que muito ainda necessi-
ta ser feito para o completo entendimento desses complexos fenomenos. O apren-
dizado e a experiéncia obtidos nesse trabalho serao tteis na andlise de diferentes
situacgoes envolvendo fluidos newtonianos e nao newtonianos empregando essas ou
outras técnicas na obtencao dos resultados.

Uma das perspectivas para a continuacao desse trabalho é a aplicacao
da técnica multigrid, trabalhando-se com um minimo de trés malhas. Com essa
técnica, acredita-se obter as mesmas solugoes que as apresentadas com tempo com-
putacional uma ordem de grandeza menor. Ela permite, inclusive, que a malha seja
mais fina que a utilizada nesse trabalho, uma vez que apenas algumas iteracoes sao

necessarias na malha fina quando o processo ja convergiu nas malhas mais grossas.
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Além disso, essa técnica minimiza as oscilacoes causadas pelas aproximagcoes de for-
ma rapida. A aplicacao de técnicas que melhorem a velocidade da convergéncia é
essencial, uma vez que em problemas elipticos desse tipo o custo computacional é
elevado.

A aplicacao de outros modelos para fluidos nao newtonianos buscan-
do obter diferentes comportamentos em expansoes bruscas constitui outro objetivo
da pesquisa. Varios desses modelos foram citados nesse trabalho, principalmente
para estudar a viscoelasticidade, caracteristica que nao foi simulada nesse traba-
lho. A comparacao dos resultados entre os modelos e com solu¢oes experimentais
e numéricas da literatura é também relevante. Analisar a influéncia da variagao
do raio de expansao na formacgao dos vortices, comparar as diferencas entre uma
solucao axissimétrica e uma bidimensional para dutos com mesmo raio de expansao
e com diferentes tipos de fluido, também constituem projetos de pesquisa.

O estudo de expansoes na forma tridimensional é outro problema inte-
ressante. Ele pode ser feito em no minimo trés maneiras:

a) com uma geometria axissimétrica;

b) com uma geometria quadrada ou retangular;

c¢) supondo que o eixo z tem dimensdo infinita, com a inclusdo de mais malhas
idénticas a utilizada no trabalho nessa direcao. Este problema, para fluxo perma-
nente, é como se fosse bidimensional, sendo que a solugao em todas as malhas é
igual. Todavia, para a solucao transiente as malhas interagem entre si, sendo a
solucao tridimensional.

Esse estudo possibilitara avangos na simulagao de problemas transientes
em expansoes e, quem sabe, de problemas turbulentos, uma vez que ainda pouco foi

feito nessa direcao.
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Apéndice A MODELOS PARA FLUIDOS
VISCOELASTICOS

Neste apéndice, faz-se um levantamento bibliografico dos principais mo-
delos usados para fluidos viscoelasticos, salientando sua utilidade e situacoes onde

foram aplicados.

a. Modelo de Kelvin. Consiste de um elemento hookeano ( 7. = G7.) e um new-
toniano ( 7, = py,) combinados em paralelo, onde somam-se as tensoes e igualam-se

as deformacoes. A equacao fica
T=Gvy+py (A.1)

onde G é o moédulo de elasticidade e p a viscosidade efetiva. Esse modelo ilustra o
comportamento reolégico de um sélido viscoelastico. Quando 4 = 0, essa equagao

se reduz a relagao para um soélido hookeano.

b. Modelo de Maxwell. E obtido combinando os elementos hookeano e new-
toniano em série, onde igualam-se as tensoes e somam-se as deformacoes, e é escrito
como

or

T =uy— )\a (A.2)

onde A é o tempo de relaxacao. Para lubrificantes aditivados, por exemplo, A é
da ordem de 107* a 107%. Se o tempo do processo de lubrificacao é dessa ordem,

espera-se fortes efeitos de dependéncia do tempo [55].

c. Modelo de Oldroyd. Oldroyd (1958) [39] generalizou a equagao viscoeldstica

linear. Se o;; + pd;; = 7;;, entao 7;; obedece a seguinte equacao

DTi]’ i 0vm + 8vm + . ( . + . )
- Tmj - Tmi T Y Tim Ymj TimVmi

Tij—f—)\

+a1 (ThmYem ) 0ij = 2035 + AoVij — 202 Yik Vi + @2(Fem Viem ) 0ij] (A.3)
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onde Ay é o tempo de retardo; A, Ay e p podem ser encontrados em experimentos
de baixa deformacao. Existem 8 constantes nessa versao que precisam ser encon-
tradas experimentalmente. Devido a complexidade dessa equagao, ela é somente
ilustrativa. Além disso, nao representa uma descricao acurada do comportamento
de materiais reais [52]. Muitos trabalhos na literatura consideram casos particulares
desse modelo [13].

A forma mais popular dessa equacao é o modelo convectivo de Maxwell,
que € obtido quando puz = Ay = o = a1 = as = 0, e também p; = 2X;. Ele é apre-

sentado a seguir.

d. Modelo convectivo de Maxwell. Para o modelo convectivo de Maxwell
substitui-se a derivada parcial pela convectiva no modelo de Maxwell. A taxa de
variacao local da tensao % no material pode ser descrita num sistema de referéncia
material que é deformado e convectado com o material. Os vetores base sao, entao,

dependentes do tempo, e a taxa de variacao % tem contribuicoes devido a:

or.

a) taxa de variacao local &7;

b) convecgao do sistema de referéncia;
¢) deformagao do sistema de referéncia.
Ele é descrito como [55]

ot .
T+ )\E = 2u7 (A.4)

Ha varias escolhas de sistemas invariantes para definir o sistema mate-
rial de referéncia. As escolhas mais comuns sao dadas por [27]:
a) Base contravariante: Os vetores base sdo normais aos planos materiais e sdo defor-
mados convectivamente para permanecer normais aos planos materiais. O compri-
mento permanece proporcional a area dos planos materiais. Isso fornece a derivada

upper convected escrita conforme

o _ Ot T
ST 9 + (u.V)1T — Vu.r — 7.(Vu) (A.5)
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b) Base covariante: Os vetores base sdo paralelos as linhas do fluxo e sdo deformadas

convectivamente com as linhas do material. Isso fornece a derivada lower convected

or  _  OT T
ST + (u.V)T + Vu.r + 7.(Vu) (A.6)

c) Base corotacional: Os vetores base rotacionam com a velocidade angular dos

elementos de fluido. Isso fornece a derivada corotacional devido a Jaumann [13]

t=(1-5)7+(5)7 (A7)

onde obtém-se para

a=20 a relacao upper convected,
a=2 a relacao lower convected,
a=1 a relagao corotacional.

Inserindo essas relacoes para a derivada convectiva no modelo de Max-
well obtemos os modelos upper convected, lower convected e corotacional escritos,

respectivamente, conforme

T+ AT =27y (A8)
T+ AT =2uy (A.9)
T+ AT =27y (A.10)

Segundo Lin e Evans [27], comparagoes dessas relagoes com observagoes
experimentais sugerem que o modelo upper convected é mais eficiente que os outros
dois. No entanto, eles acreditam que exista um valor para a constante a 6timo. O
modelo upper convected fornece resultados satisfatérios e é, freqiientemente, usado
em simulagdes para prever comportamentos viscoelasticos [35]. Como exemplos,
Park e Lee [44] simularam o fluxo através de um duto com contragao brusca, ocor-
rendo recirculagao préximo ao canto. Pedroso [45] analisou fluxos bidimensionais em
superficies moveis usando o método de diferencas finitas em coordenadas generali-

zadas para baixos nimeros de Deborah. Um modelo parecido com o upper convected

é o de Oldroyd B.
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e. Modelo de Oldroyd B. O modelo de Oldroyd B é da forma
T+ AT = 2u[y + \oH] (A.11)

onde % é a derivada convectiva da taxa de deformagao e Ay > 0 o tempo de retardo.
Quando Ay = 0, retorna-se ao modelo upper convected Maxwell.

O modelo Oldroyd B é bastante utilizado na literatura: Grossi et al.
[15] simularam o escoamento de um fluido viscoeldstico numa contragao planar 4 : 1.
Philips [46] analisou o fluxo de fluido passando por uma esfera usando um método
de decomposicao de dominio pseudo-espectral.

Modelos como o convectivo de Maxwell e o Oldroyd B sao diferenciais
quasi-lineares. Eles nao sao capazes de descrever bem propriedades reoldgicas tipicas

de materiais poliméricos como a variacao da viscosidade com o cisalhamento.

f. Modelo de White-Metzner. O modelo de White-Metzner é escrito da seguinte

maneira [25]
AT = 20(9) (A12)

ou seja, ¢ um modelo de Maxwell onde as constantes de relaxacao e da viscosidade
variam com a taxa de cisalhamento. A variagao da viscosidade pode ser calculada
usando o modelo Carreau-Yasuda [8], que fornece resultados satisfatérios, mode-
lando corretamente o comportamento a altas e baixas deformagoes. Nesse modelo a
viscosidade efetiva é escrita conforme

YY)~ Beo LZ)__M’:O % = (14 Agy2)mD/2 (A.13)
onde n é o expoente de power-law, 1o a viscosidade a baixas deformacgoes, ji a vis-
cosidade a altas deformacgoes e \3 é uma constante que possui tempo como unidade
(mas ndo um tempo de relaxagao). Esse modelo possui 4 parametros: fioo, 1o, A3 €
n, dificultando a obtencao desses dados que sao experimentais, mas fornecendo uma

curva mais realistica relacionando viscosidade e deformagao.

g. Modelo de Phan-Thien-Tanner. O modelo de Phan-Thien-Tanner (1978)
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¢ escrito conforme [52] [48]
Y (7,T)T + AT =2y (A.14)
onde 7' é a temperatura e Y foi escolhido de forma que [52]
Y = eap [%TT’(T)} (A.15)

onde ¢ governa a resposta extensional do fluxo. Essa forma para a equacao consti-
tutiva fornece como resultados [52] :

a) comportamento viscoeldstico linear a pequenas deformagoes;

b) boa concordancia para viscosidade e primeira diferenca de tensdo normal para
polietileno de baixa densidade para cisalhamentos estacionarios e transientes;

¢) boa solugao para viscosidade em fluxos extensionais.

Dhanasekharan et al. [8] usaram os modelos Phan-Thien-Tanner e
White-Metzner para prever propriedades reolégicas de massa de pao, que foram
comparadas com dados experimentais. O modelo White-Metzner, juntamente com
o modelo Carreau-Yasuda para dependéncia da viscosidade, mostrou melhor resulta-
do para as propriedades de cisalhamento estacionarias, enquanto o de Phan-Thien-
Tanner se mostrou mais eficiente em prever a viscosidade de cisalhamento transiente
e o primeiro coeficiente de tensao normal transiente. Uma predicao consistente de
todos os dados experimentais nao conseguiu ser obtida com esses modelos. Lee et al.
[25] analisaram o efeito da viscoelasticidade do fluido na formagao de instabilidades

hidrodinamicas usando os modelos Phan-Thien-Tanner e White-Metzner.

h. Modelo K-BKZ. Kaye (1962) e Bernstein, Kearsley e Zapas (1963), inde-
pendentemente, propuseram um modelo constitutivo que parece ter sido inspirado
na teoria da elasticidade da borracha. KEsse modelo é considerado um dos mais

completos. No caso incompressivel o modelo fica [52]

trTou ., oU ] .

onde o potencial U é uma funcio de vérias quantidades (U = U(Ig, Io—1,t —t));

C~1 é o inverso do tensor deformacao C' dado por
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1 At —t) 0
C=F'F= |4t -t 1+3*t —1t) 0
0 0 1

sendo F' a definicao do gradiente de deformacao

1 At —t) 0
F=101 0
00 1

e Ic e Ig-1 sao os tragos (primeiros invariantes) dos tensores C'e C 1.

Olley e Coates [40] simularam o fluxo de materiais viscoeldsticos em con-
tragao brusca 8:1. A formulacao por eles utilizada permitiu a captacao de grandes
vortices no canto, inclusive maiores do que os vortices que aparecem fisicamente e
com o modelo K-BKZ usual. Barakos e Mitsoulis [4] simularam fluxos de fluidos vis-
coelasticos nao isotérmicos em extrusao usando esse modelo. Os resultados mostram
a influéncia da viscoelasticidade e das condigoes de contorno térmicas na extrusao e

estao em concordancia qualitativa com estudos experimentais.



