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Capitulo 1

Introducao

Durante os ultimos anos, a idéia de modelar processos estacionarios uni-
variados e multivariados, através de modelos com longa dependéncia, tem
atraldo a atencao, principalmente de economistas, em diferentes areas. O
exemplo mais notavel é a modelagem da volatilidade de ativos financeiros (ver
Baillie et al., 1996, Bollerslev e Mikkelsen, 1996). Nesses trabalhos, os auto-
res normalmente utilizam os chamados processos auto-regressivos de médias
mdveis fracionariamente integrados, aqui denotados por ARFIMA(p,d, q),
onde p e ¢ denotam, respectivamente, os graus dos polinomios auto-regressivo
e de médias modveis e d é o parametro de integracao fracionaria. Esses
parametros sao estimados utilizando-se, geralmente, procedimentos paramé-
tricos, tais como aqueles propostos por Fox e Taqqu (1986), Dahlhaus (1989)
e Sowell (1992).

Os processos auto-regressivos de médias moveis fracionariamente inte-
grados multivariados, denotados aqui por VARFIMA(p, d, q), onde d é um
vetor de parametros de integracao fraciondria, sao a extensao, para o caso
multivariado, dos processos ARFIMA((p, d, q). Esses processos sao estudados
por Lobato (1999) e Shimotsu (2004). Nesses trabalhos, os autores propdem
dois estimadores para o parametro de longa dependéncia d denotados, res-
pectivamente, por estimador semi-paramétrico de dois passos multivariado e
estimador semi-paramétrico Gaussiano multivariado ou GSE (“Gaussian Se-
miparametric Estimator”). Shimotsu (2004) analisou, através de simulagoes
de Monte Carlo, o comportamento do estimador GSE quando as séries tem-
porais componentes sao correlacionadas.

Um caso particular dos processos VARFIMA(p, d, q) ocorre quando os
parametros p e q sao zero, ou seja, p = 0 = q. Nesse trabalho, determinamos
as expressoes exatas das funcgoes de covariancia, densidade espectral e de
correlacao cruzada para esses processos utilizando propriedades da classe de
funcoes hipergeométricas. Esse resultado estd demonstrado no Teorema 3.4.
Para os processos ARFIMA(0, d, 0), essas expressoes podem ser encontradas
no trabalho de Hosking (1981).

No caso univariado, destacamos o trabalho pioneiro de Geweke e Porter-



Hudak (1983). Esse trabalho trata da estimacao do parametro de integragao
fracionaria d, utilizando um procedimento semi-paramétrico, obtido através
do método de regressao linear baseado na funcao periodograma, e esse esti-
mador é denotado aqui por GPH. No entanto, quando as séries temporais
componentes passam a ser correlacionadas, estamos ignorando informagoes
relevantes acerca das inter-relacoes entre as componentes do processo mul-
tivariado se utilizarmos apenas métodos propostos para o caso univariado
como, por exemplo, GPH.

Na tentativa de extender o GPH, desenvolvemos um estimador para o
parametro d, em processos VARFIMA(0,d, 0), baseado em informagdes ob-
tidas através da relacao entre quaisquer duas séries temporais componentes
como, por exemplo, a funcao periodograma cruzado suavizada. Este estima-
dor é denotado por SCGPH e é aplicavel sempre que existirem trés ou mais
séries temporais presentes no vetor multivariado.

No Capitulo 2, abordamos alguns topicos fundamentais para o estudo de
processos estocasticos multivariados, incluindo as definicoes de séries tem-
porais multivariadas e fungao densidade espectral cruzada. Também apre-
sentamos um estimador nao-viciado e consistente para a funcao densidade
espectral cruzada.

No Capitulo 3, definimos os processos VARFIMA(p,d,q). Além disso,
através das funcoes hipergeométricas, calculamos as expressoes exatas para
as fungoes de covariancia, densidade espectral e correlagao cruzada dos pro-
cessos VARFIMA(0,d, 0).

No Capitulo 4, apresentamos trés estimadores semi-paramétricos: o es-
timador GSE, proposto por Shimotsu (2004); o estimador GPH, proposto
por Geweke e Porter-Hudak (1983); e o estimador SCGPH, proposto neste
trabalho e obtido a partir da idéia pioneira de Geweke e Porter-Hudak (1983).

No Capitulo 5 determinamos, através de simulagoes de Monte Carlo, os
parametros «, utilizado para calcular o niimero de regressores e ¢,, definido
como sendo o ponto de truncamento da funcao de ponderacao, para o estima-
dor SCGPH e comparamos esse estimador com o estimador GSE, proposto
por Shimotsu (2004). Além disso, analisamos o desempenho dos estimadores
CGPH e GPH quando as séries temporais componentes sao correlacionadas.

No Capitulo 6 analisamos trés séries temporais reais correlacionadas. Uti-
lizamos as séries temporais dos valores absolutos dos retornos diarios do IBo-
vespa e do valor das acoes das empresas Brasil Telecom e da Gerdau. No
Capitulo 7, apresentamos as conclusoes e propostas para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Processos Estocasticos
Multivariados

Séries temporais multivariadas aparecem quando observamos véarios fe-
nomenos aleatérios simultaneamente e os ordenamos no tempo. Assim, no
contexto da engenharia, podemos estudar a variacao simultanea no tempo da
corrente e da tensao ou da pressao, da temperatura e do volume ou, ainda, de
registros sismicos tomados em diferentes localizacoes geograficas. Na econo-
mia, podemos analisar a variacao simultanea da taxa de inflagao, da reserva
de mercado, do desemprego e da taxa de juros ou, do estoque e da demanda
de uma certa mercadoria. Podemos, obviamente, estudar cada caso em parti-
cular, tratando cada qual como uma série temporal univariada. No entanto,
estariamos ignorando informagoes importantes advindas da relagao entre as
diferentes séries presentes na série temporal multivariada. Séries temporais
multivariadas serao abordadas novamente na Segao 2.1 deste Capitulo.

Uma ferramenta importante para descrever a evolugao de um processo
através do tempo é a funcao de autocorrelagao. Inferéncias baseadas nessa
funcao sao chamadas de andlise no dominio do tempo. Mas também pode-
mos analisar estes processos no dominio da freqiiéncia, utilizando para isso,
a funcao densidade espectral do processo {X;}iez. O procedimento de es-
timacao desta funcao é chamado de andlise espectral.

Na analise de séries temporais multivariadas no dominio da freqiiéncia,
uma ferramenta importante que permite examinar a relagao entre duas ou
mais séries, em um intervalo de freqiiéncias, é a funcao chamada espectro
cruzado. Neste capitulo, apresentamos essa funcao e algumas fungoes decor-
rentes dela, como, por exemplo, a func¢ao coeréncia, a qual mede a correlacao
entre as componentes de um processo multivariado em fung¢ao da freqiiéncia.
Na Secao 2.2, definimos processos estocasticos multivariados estacionarios
e apresentamos as func¢oes de covariancia e correlacao cruzada. A func¢ao
densidade espectral cruzada e sua representacao matricial sao apresentadas
na Secao 2.3. Na Secao 2.4, descrevemos duas maneiras de estimar a func¢ao



densidade espectral cruzada, onde uma das abordagens é feita através da
fungao periodograma.

2.1 DEFINICOES PRELIMINARES

Uma série temporal multivariada é um vetor de séries temporais uni-
dimensionais onde cada série temporal componente é uma realizacao finita
de um processo estocdstico {X;}iez. Um estudo mais completo de séries
temporais multivariadas pode ser encontrado em Brillinger (1975), Hannan
(1970) e Koopmans (1974). Brockwell e Davis (1991), Priestley (1981) e Wei
(1990) sao recomendados para um estudo mais geral de séries temporais uni-
dimensionais. Nesta secao, caracterizamos uma série temporal multivariada
como uma realizacao finita de um processo estocastico multivariado.

Definicao 2.1. Um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatérias
{Xi}ter, onde todas as varidveis X; € R e estdo definidas em um mesmo
espago de probabilidade (2, 4,P). O conjunto T" # () é um conjunto de
indices, 2 é o espaco amostral, A é a classe de eventos aleatérios e P: A —
[0, 1] é a funcao que associa a probabilidade a um evento aleatério qualquer.

Se o conjunto de indices T" for o intervalo (a,b) ou mesmo o préprio R,
diz-se que o processo estocastico é a parametro continuo. Se T for finito
ou enumeravel como, por exemplo, T' = {1,2,--- N}, T = Z ou T = N,
obtemos um processo estocastico a parametro discreto.

A seguir, definimos um processo estocdstico multivariado ou processo es-
tocastico vetorial. Neste caso, uma série temporal multivariada serd uma
realizagdo finita (ou uma amostra aleatéria de tamanho n do mesmo) e serd
denotada por {X;}};.

Observacao 2.1. Usaremos as notacoes A’ para denotar a matriz transposta
de A e A* para denotar a matriz transposta conjugada de A.

Definig¢ao 2.2. Dizemos que {X;}ez = { X1, Xoy, -+, Xont brey € um pro-
cesso estocdstico multivariado, se cada {X;}ez, para j € {1,2,--- ,m}, é
um processo estocastico no sentido da Definicao 2.1.

Alguns autores como, por exemplo, Brockwell e Davis (1991), referem-se
aos processos da Defini¢ao 2.2 como processos m-dimensionais. Esta nomen-
clatura também foi incorporada neste trabalho.

Na secao a seguir, apresentamos as funcoes de covariancia e correlag¢ao
cruzada de um processo estocastico multivariado.



2.2 FUNCOES DE COVARIANCIA E CORRELACAO
CRUZADA

Nesta secao, definimos as fungoes de covariancia e correlagao cruzada e
a estacionariedade para processos estocasticos multivariados. Também apre-
sentamos as matrizes de covariancia e correlacao com suas respectivas pro-
priedades.

Para descrever um processo multivariado {X; }1ez € necessario conhecer os
momentos de segunda ordem. No caso univariado, os momentos de segunda
ordem sao a média e a func¢ao de autocovariancia. No entanto, para o caso
multivariado, as propriedades até segunda ordem sao especificadas pelo vetor
da média:

Ky = ]E(Xt) = (,ul,ta e 7,um,t>/7 (21)

onde p;; = E(Xj,), para todo j € {1,--- ,m} e pela funcdo de covariancia
cruzada, a qual serd definida a seguir.

Definicao 2.3. Seja {X;}iez um processo estocastico m-dimensional. A
funcao de covariancia cruzada entre as componentes {X;,;} e {Xj,} do pro-
cesso {X; }iez é dada por

Yik(t 4 h,t) = Cov(Xjrn, Xit) = E[(Xjuan — tjern) Xee — pe)],  (2.2)

para j,k € {1,--- ,m}, j # ket ,h € Z. Quando j = k, obtemos 7; ;(-) que é
denominada fung¢do de autocovariancia da componente {X;;}ez do processo
{Xi}ez

Uma classe de processos estocasticos muito utilizada na literatura é a
classe dos processos estaciondrios. Esses processos podem ser estritamente
estaciondrios ou fracamente estaciondrios. Estas definicoes sao apresentadas
na se¢ao a seguir.

2.2.1 PROCESSOS ESTACIONARIOS

Uma importante caracteristica dos processos estocasticos multivariados
é a estacionariedade. Intuitivamente, um processo { X}z é estritamente
estacionario se ele se desenvolve no tempo de modo que a origem dos tempos
nao é importante. Em outras palavras, as caracteristicas de {X;, 4 }ez, para
todo h € Z, sdo as mesmas de { X }iez.

Nas defini¢oes a seguir, apresentamos os processos estocasticos estrita-
mente estaciondrios e fracamente estaciondrios.



Definigao 2.4. Um processo estocastico {X;}iez diz-se estritamente esta-

ciondrio se as fungoes de distribuicao conjunta dos vetores (X, , Xy,, -+, X3,)
e (Xt ns Xigpns o s X4,,,) 530 as mesmas, para todo n € Z e para todo h,
tis tivn € Z,com i € {1,2,---  n}.

Definicao 2.5. Um processo estocastico { X }iez € dito ser fracamente esta-
ciondrio ou somente estaciondrio (como serao chamados daqui por diante),
se

i) E|X,|* < oo, para todo t € Z;
ii) E(X;) = u, uma constante independente de t;

iii) y(r,s) = ~y(r +t,s +t), para quaisquer , s,t € Z.

A estacionariedade definida acima é também chamada estacionariedade
no sentido largo, estacionariedade de sequnda ordem ou estacionariedade de
covariancia.

Observacao 2.2. Uma propriedade importante dos processos estocésticos
estacionarios é que todo processo estritamente estaciondrio é também esta-
ciondrio. Quando o processo em questao é Gaussiano, vale a reciproca, ou
seja, todo processo estocdstico estaciondrio Gaussiano é estritamente esta-
ciondrio (ver Brockwell e Davis, 1991).

Para que um processo estocastico multivariado seja estacionario, é ne-
cessario que cada processo componente seja estacionario no sentido da De-
finicao 2.5, e que a funcgao de covariancia cruzada seja independente do tempo.
A definicao formal de estacionariedade para processos estocasticos multiva-
riados é dada a seguir.

Definigao 2.6. Um processo estocdstico multivariado {X;}ez é dito ser
estaciondrio se, para todo j, k € {1,--- ,m}, tem-se

i) E|X;,|* < oo, para todo t € Z;

ii) E(X,) = pj, ¢ uma constante independente de ¢;

iii) Cov(X,isn, Xit) = v6(h), para j,k € {1,---,m} e t,h € Z, depende
somente de h e nao de t.

Sempre que {X;}ez for um processo estocastico estaciondrio multivari-
ado, usaremos a notacao

p=EX) = (1 ) (2.3)

Vik(h) = Cov(Xjpin, Xie) = B[(Xjurn — 1) (Xiw — p)l,  (2.4)
para descrever o vetor das médias e as fungoes de covariancia que independem
de t, onde j,k € {1,--- ,m} et ,he€Z.



Observacao 2.3. Quando houver alguma possibilidade de confusao, uti-
lizaremos a notacgao yﬁ() para especificar a funcao de covariancia cruzada
entre as componentes { X, ; }rez € { Xyt hez do processo {X¢}iez. Essa mesma
notagao sera utilizada ao longo desse trabalho para qualquer fungao de um
processo estocéstico {X;}iez.

O principal interesse no estudo de séries temporais multivariadas é en-
tender o inter-relacionamento entre elas. As func¢oes de autocovariancia e
covariancia cruzada fornecem uma medida de dependéncia, nao somente en-
tre observacoes da mesma série, mas também entre séries diferentes. No
entanto, as fungoes de covariancia cruzada diferem das funcoes de autoco-
variancia, pois elas nao sao funcoes pares, ou seja,

vik(h) # v;k(—h), para todo j,k € {1,--- ,m} e h € Z. (2.5)

Para as fungoes de covariancia cruzada, vale a relagao

Vik(h) = i (=), (2.6)

paratodo j,k € {1,--- ,m} eh € Z, isto é, além da simetria dos incrementos,
os sub-indices sao alternados (ver Koopmans, 1974 e Chatfield, 1975).
A equagao (2.4) pode ser escrita na forma matricial, isto é,

() = E[(Xern— 1)(Xe — )] = (30(h) ",
Y1(h)  yi2(h) o vim(h)
- 2 1:(h) 722:(h) '. 7277(}1) , para h € Z. (2.7)
’le(h) 7m2(h) T 'me(h)

Neste caso, I'(+) é chamada de matriz das fungoes de covariancia ou simples-
mente matriz de covariancias de incremento h.

Observagao 2.4. Se admitimos a possibilidade de que o processo {X;}ez
tenha valores complexos, entao a matriz I'(+) é definida por

IL'(h) = E[(Xesn — p)(Xe — p)*]. (2.8)

Daqui em diante, supomos que {X;};cz é um processo real. Se for ne-
cessario considerar um processo complexo, isto sera explicitado no texto.

A versao normalizada da fungao de covariancia cruzada, v, (), para j, k €
{1,---,m}, é chamada func¢do de correlagao cruzada.
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Definigao 2.7. Seja {X;}cz um processo estocéstico estacionario m-dimen-
sional dado na Definicdo 2.6. Se v;(-) é a funcao de covariancia cruzada
dada pela expressao (2.4), entdao a func¢do de correlagio cruzada entre as
componentes {X;¢}iez € { Xy ez é dada por

Yik(h)
777 (0)7x(0)”

pin(h) = (2.9)

para todo j,k € {1,--- ,m} e h € Z.

Assim, a matriz das funcoes de correlagao ou abreviadamente matriz de
correlagao R(-), com incremento h € Z, é definida por

T N N
= ( Wjj(())%k(o)>j,k:1 = (2e00) e 210

Observagao 2.5. A matriz de covariancias I'(+) de um processo estocéstico
estacionario m-dimensional {X;},c7 satisfaz as seguintes propriedades:

i) I'(h) = I'(—h), para todo h € Z;
i) |vk(h)] < 4/7i(0)7k(0), para todo j, k € {1,--- ,m} e h € Z;

iii) 7;;(-) é a func@o de autocovariancia da componente { X ; }+cz do processo
{Xi}iez, para todo j € {1,--- ,m};

iv) Zz,e:1 a,I'(h — )a, > 0, para todon € Z e a;,ay,--- ,a, € R™.

Em Brockwell e Davis (1991), podemos encontrar a extensao das propri-
edades acima, para a matriz de correlagdo R(-), a qual possui a propriedade
adicional:

v) pj;(0) =1, para j € {1,---,m}.

No entanto, p;(0) ndo é necessariamente igual a 1 se j # k, mas, vale a
seguinte propriedade:

vi) |pjk(h)| <1, para todo j,k € {l,--- ,m}eheZ.
Também é possivel que
vii) |yjx(h)] > |7x(0)], se j # k, para algum h € Z.
Para um estudo mais geral sobre as funcoes de covariancia cruzada e
correlagao cruzada referenciamos o leitor a Hannan (1970).

Na sec¢ao subseqiiente, apresentamos a fungao densidade espectral cruzada
e algumas funcgoes decorrentes da mesma.

11



2.3 ESPECTRO CRUZADO

As fungoes de covariancia e correlacao cruzada sao ferramentas utiliza-
das para examinar o relacionamento entre diferentes séries no dominio do
tempo. Nesta secao, apresentamos uma nova funcao chamada func¢dao densi-
dade espectral cruzada ou simplesmente espectro cruzado, a qual é uma fer-
ramenta natural para andlise de séries temporais multivariadas no dominio
da freqiiéncia. Considere processos estocasticos estacionarios multivariados
{Xi}ez = {Xap, -+, Xont}' com média zero e com funcoes de covariancia
cruzada satisfazendo

ijk )| < oo, para todo j, k € {1,--- ,m}. (2.11)

h=—00

Definigao 2.8. Seja {X;}cz um processo estocéstico estacionario m-dimen-
sional e 7, (+) a fungao de covariancia cruzada entre as componentes {X;; }ez
e {Xyttez, para todo 5,k € {1,--- ,m}, dada na equacao (2.4). A fungdo
densidade espectral cruzada ou espectro cruzado é definida como sendo a série
discreta de Fourier da funcao de covariancia cruzada, isto é,

fik(A Z vik(h e~ para \ € (=, 7. (2.12)

h—foo

Observacao 2.6. As fungoes de autocovariancia e covariancia cruzada do
processo {X;}iez, dado pela Definigao 2.6, podem ser obtidas a partir do
espectro cruzado f;;(-), utilizando-se a série de Fourier inversa, ou seja,

vik(h) = / fix(N)e™d\, para h € Z. (2.13)

Podemos representar a funcao densidade espectral na forma matricial.
Assim,

% Z F( _ZhA (f]k( ))jk‘ 1

=—00

fii(A) fi2(0) - fim(A)
f21(A)  f22(N) oo fam(A)

= . . . . , para A€ (_7T77T]7

ot s o Fum)

fx(A)

(2.14)

é chamada matriz de densidades espectrais do processo {X;}iez-

12



A versao multivariada do Teorema de Herglotz (ver Brockwell e Da-
vis, 1991) caracteriza a matriz de covariancias de um processo multivari-
ado {X;}iez utilizando o conceito de fungdo nao-negativa definida. Dessa
maneira, a matriz de covariancias pode ser escrita como

I'(h) ! /fx()\)eih’\d)\, para h € Z, (2.15)

"o

—Tr

onde fx(-) é a matriz de densidades espectrais do processo {X;}sez.

Uma caracteristica importante das fungoes densidade espectral cruzada
v;k(+), para todo j,k € {1,--- ,m}, é que essas fun¢des sdo reais e simétricas
em torno de zero, quando j = k. No entanto, quando j # k, essas fungoes
sao, em geral, de valor complexo e nao sao simétricas em torno de zero. Con-
seqiientemente, f;(-) pode ser escrita como a soma de duas fungoes, a fungdo
co-espectro (“co-spectrum”) e a fun¢do quadratura do espectro (“quadrature
spectrum”), as quais sao dadas na defini¢do a seguir.

Definicao 2.9. Seja {X;}icz um processo estocastico estacionario multiva-
riado com func@o densidade espectral cruzada f;(-), como na Definigao 2.8.
Ent&o, f;x(-) pode ser escrita da forma

fin(A) = ¢jr(A) —igj(N), para A € (=, 7], (2.16)
onde ¢;;(-) é chamada de funcao co-espectro e q;i(-) é chamada de fungdo

quadratura do espectro.

Essa terminologia pode ser encontrada em Priestley (1981), Brockwell
e Davis (1991), Chatfield (1975) e Koopmans (1970). Utilizando a relacao
dada na equagao (2.6), a parte real do espectro cruzado é dada por

OIEEDS vjk<h>cos<xh>]

o0

— 1 v £(0) + (’ij(h) +’ykj(h))cos()\h)] , (2.17)

™

e a parte complexa é dada por

G = % 3 ’yjk(h)sen()\h)]
! Z(mh)—mm)sen(m)], 218)
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para todo j, k € {1,--- ,m} e X € [(—m, 7.

Um caminho alternativo para representar o espectro cruzado f(+) é uti-
lizar as funcoes amplitude cruzada e fase do espectro, as quais sao definidas
a seguir.

Definicao 2.10. Sejam c¢;(+) e ¢;1(+), para j,k € {1,--- ,m}, funcdes como
na Definicao 2.9. As funcoes amplitude cruzada e fase do espectro sao dadas,
respectivamente, por

i)

ajr(A) = \/cfk()\) + ¢ (\), para A € (=, 7]; (2.19)

ii)

¢jr(A) = —arctan [qjkgii] ,para A\ # {m, onde { € Z. (2.20)
Cjk:

Outras funcoes importantes no estudo de séries temporais multivariadas
sao a funcdao coeréncia do espectro e a funcao ganho do espectro, as quais sao
definidas, respectivamente, por

G\ + (N af (V)
Fii ) frr(N) Fii(A) frr(N)

onde fj; e fyr sao dadas na Definicao 2.8 e

Gir(A) =4/ fkkffj\j(cil;o\) = itjf((j\\;’ para A € (—m, 7). (2.22)

A fungao coeréncia, dada na equagao (2.21), mede a correlagao entre duas
componentes de um processo multivariado em uma freqiiéncia A € (—m, 7,
enquanto a funcado ganho do espectro, dada na equagao (2.22), é, essenci-
almente, o coeficiente de regressao de um processo {Xj;}iez no processo
{X+}tez em uma freqiiéncia A. Essa é uma terminologia utilizada no estudo
de sistemas lineares, onde se considera o processo { X }iez como a entrada
e {X;}ez como a saida do sistema (ver Chatfield, 1975 e Priestley, 1981).

Uma interpretacao mais completa para essas fungoes pode ser encontrada
em Priestley (1981) e Chatfield (1975). Na Segao 2.4, apresentamos os esti-
madores para as fungoes definidas nesta secao.

Kie(A) = , para A € (—m, 7], (2.21)

2.3.1 REPRESENTACAO ESPECTRAL

A representacao espectral é uma forma de decompor um processo es-
tocastico estacionario em uma soma de senos e cossenos com coeficientes
aleatérios. A idéia é a mesma utilizada na representacao de Fourier para
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funcoes deterministicas. Essa forma de representar um processo estocastico
estaciondrio também é conhecida como a representagao de Cramér (ver Bril-
linger, 1975). Nesta se¢ao, apresentamos a versao multivariada do Teorema

da Representacao Espectral o qual pode ser encontrado em Brockwell e Davis
(1991).

Defini¢ao 2.11. Dizemos que um processo unidimensional Z(-), associado
a {Xi}iez, tem incrementos ortogonais, quando apresenta as seguintes pro-
priedades:

i) E(dZ()\)) = 0, para todo A € (—m,7];
ii) E(|[dZ(\)]?) = dFx()\), para todo X € (—m,7];
iii) Cov(dZ()),dZ(w)) = E (dZ(N)dZ(w))=0, se A # w,

onde Fi(-) é denominada fungdo distribuicao espectral do processo {X;}iez,
e Z denota o conjugado do vetor Z. A funcdo Fx(-) é real, nao-decrescente
e limitada (ver Morettin e Toloi, 2004).

Quando Fx(-) for absolutamente continua, o item ii) da Defini¢cao 2.11
pode ser reescrito da seguinte forma

i) E(|[dZ(M\)[*) = fx(\)d\, para todo A € (—m, 7],

onde fx(-) é a fungao densidade espectral do processo {X;}iez.

O teorema a seguir é a versao multivariada do Teorema da Representacao
Espectral para processos univariados, o qual permite que um processo esta-
cionario seja representado como um limite de somas de senos e cossenos.

Teorema 2.1. (Teorema da Representag¢io Espectral). Seja {Xi}iez um
processo como na Definicao 2.6, com média p = 0 e matriz de covariancias
satisfazendo a equagao (2.11). Entdo, existe um processo estocdstico m-
dimensional Zx(+), tal que

X, = / e dZx(N), (2.23)
para t € Z, com probabilidade um, onde Zx(-) € um processo cujas compo-
nentes Z;(-), para j € {1,--- ,m}, tém incrementos ortogonais e satisfazem

= B fj)i(/\), se N =w;

E(dZ;(N)dZ,(w)) = { 0 se AL w . (2.24)
e

onde fx(-) € a matriz de densidades espectrais do processo { X, ez
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Para ver os detalhes da demonstracao desse teorema referenciamos o leitor
a Hannan (1970) e Brillinger (1975).

Na secao a seguir, tratamos da relacao linear entre dois processos es-
tocasticos estacionarios multivariados. Na engenharia, essa relagao é deno-
minada “filtro”.

2.3.2 FILTROS LINEARES

Uma das principais razoes da ampla utilizagao da analise espectral como
ferramenta analitica reside no fato de que as funcoes definidas anteriormente,
tais como as funcoes coeréncia do espectro e ganho do espectro, descrevem,
de maneira simples, o efeito de uma transformacao linear de um processo
estacionario. No caso univariado, quando analisamos a relagao linear entre
dois processos {X; ez e {Y; hez da forma

[e.o]

V= X, (226)

l=—o00

encontramos uma dependéncia entre as suas fungoes densidades espectrais.
Essa relagao de dependéncia é dada por

FrN) = AN Fx(N), (2.27)
onde
AN = i e " a(l), (2.28)
{=—00

para A € (—m, 7| (ver Morettin e Toloi, 2004). Neste caso, uma condigao
necessaria para que {Y;}icz tenha variancia finita é

/_ﬂ A fx (\)dA < oo. (2.29)

No contexto de sistemas lineares, {Y;}iez e {X;}iez s@o, respectivamente, a
entrada e a saida de um sistema linear, A(-) é a fun¢do de transferéncia e
a(+) é a funcgdo resposta de impulso.

No caso multivariado, fazendo uma analogia com a equagao (2.26), con-
sideramos m processos de entrada X, -, X,,, para t € Z e m processos
de saida Yy 4, -+, Y, parat € Z. Em geral, cada saida serd uma soma de
funcgoes lineares de todos os processos de entrada. Assim, podemos escrever
a j-ésima saida como

Y}‘ﬂg: Zaj}l(g)let*Z —|—ZCLJ‘72(€)X2¢7£ + - +Zaj’m(£)Xm7t,g, (230)

f=—00 {=—o00 f=—00
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para j € {1,2,--- ,;m}, ou na forma matricial

Y= Y a(l)X,, parat€Z, (2.31)
f=—0o0
onde Y; é um vetor-coluna com elementos Y;,--- ,Y,,+, assim como X; e
a(l) = (ajk(f))zbk:l, para { € 7, (2.32)

é chamada matriz resposta de impulso. Assim, se definirmos a funcao de
transferéncia relativa a k-ésima entrada e a j-ésima saida como

[e.9]

Aik(N) = Y e a;i(0), para A € (—, 7, (2.33)
{=—00

entao, a matriz de funcoes de transferéncia é dada por

A() = (Ajk('));rszl- (2.34)
A versao multivariada do resultado da equagao (2.27) é dada pelo teorema
a seguir o qual pode ser encontrado em Hannan (1970) e Brillinger (1975).

Teorema 2.2. Sejam { X }iez € { Yihien processos estocdsticos estaciondrios
m-dimensitonais com matrizes de densidades espectrais dadas, respectiva-
mente, por fx(-) e fy(-). Seja A(:) a matriz de fungdes de transferéncia
dada pela equagao (2.34). Entao,

fy(A) = AN Ex(N)AN)Y, para A € (—m, 7). (2.35)

Demonstracgao. Pelo Teorema 2.1, temos que

X, — / e AZog (V).

Se A(\) =32 a(f)e*, para A € (—m, 7], com

™

AN)fx(NAN) AN < 0. (2.36)
Entao,
Yt = i a([)Xt_g

f=—00

_y a(l) Wei(t_z)AdZX()\): 3 Wema(é)e_w’\dzx(/\)
zeof; >/

- / Wy”(i a(ﬁ)e_w‘) dZx(\) = / ﬂe’“A(/\)dZX()\). (2.37)
-\ .

17



Por outro lado, novamente pelo Teorema 2.1, temos que

Y, = / e dZx (N).

—T

Concluimos entao, que
dZy(\) = A(N)dZx(\), para X € (—7, 7).

Assim,

Cov(dZY()\),dZY()\)> - COV(A()\)dZX
— E(AN)dzZx(\
A)

- (n
(
(

(), A(N)dZx ()
A Zx (V)

dZx (\)[dZx (N)] [A(
) (
(

— AE (de(A
- A A)Cov(dZX ), dZx(\) ) AN,

Portanto, pela equagao (2.25), temos que

fy(A) = A(Nfx(AN)A(N), para A € (—m, 7).
]
Observacao 2.7. A variancia de {Y};}icz €é dada pela integral do j-ésimo

elemento da diagonal da matriz fy(-). Assim, a condi¢do necessiria para que
cada processo de saida tenha variancia finita é que

tr { / T AN (VAN A| < oo, (2.38)

onde tr[B] denota o trago da matriz quadrada B (ver Koopmans, 1974). Essa
condigao é andloga a condi¢ao dada na equagao (2.29) para o caso univariado.

Na secao seguinte, tratamos da estimacao da média, das fungoes de co-
variancia e correlacao e apresentamos duas maneiras de estimar o espectro
cruzado.

2.4 ESTIMACAO

Nesta se¢ao, apresentamos os estimadores para as funcoes densidade espectral
cruzada, de covariancia e correlagao cruzada.
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2.4.1 ESTIMACAO DA MEDIA E DA COVARIANCIA

Como no caso univariado, a estimacao do vetor das médias e da fungao
de covariancia cruzada de um processo estacionario multivariado desempe-
nha um papel fundamental na representacao e modelagem da estrutura de
dependéncia entre os processos componentes.

Um maneira de estimar as fungoes de covariancia e correlagao cruzada é
através dos seus respectivos estimadores amostrais, os quais sao definidos a
seguir.

Definicao 2.12. Considere {X;}} ; uma amostra aleatéria de tamanho n
de um processo estocdstico estacionario m-dimensional {X;};cz dado pela
Defini¢ao 2.6. Um estimador nao-viciado para = (pq,- - , pm)’ é dado pelo
vetor das médias amostrais

_ 1 < 1 — ~
Xn - <EZX1¢"" 7EZXm’t> - (X17." 7Xm) (239)
t=1 t=1

Observe que a média do j-ésimo processo estocastico { X ; }ez € estimada
por X; = %Z?:l X+, para todo j € {1,--- ,m}.

Definicao 2.13. Seja {X;}}",; uma amostra aleatéria de tamanho n de
um processo estocdstico estacionario m-dimensional {X;}ez dado pela De-
finicao 2.6. A funcdo de covariancia cruzada amostral entre as componentes
{Xjetiey e {Xke}is, ¢ dada por

) (Xgrn = X)Xy = Xp), seh€{0,1,---, (n = 1)}
Yik(h) = o .
%Z?:lfh(Xj,H-h - Xj)(Xk,t - Xk’)’ se h € {_1’ e 7_(n - 1)}?
(2.40)
para todo j,k € {1,--- ,m} (ver Chatfield, 1975).

Segue imediatamente da Defini¢ao 2.13, que a func¢ao de correlacao cru-
zada amostral é dada por

. Yik(h

pik(h) = A%k(A) | (2.41)
V455 (0) 35 (0)

para todo 5,k € {1,--- ,m} e h € Z, onde %4;;(0) é a variancia amostral da

componente {X,;}7, da série temporal m-dimensional {X,}}" ;.

As funcgoes de covariancia cruzada amostral e correlacao cruzada amostral
sao estimadores consistentes e nao-viciados para as respectivas funcgoes de
covariancia e correlacao cruzadas (ver Chatfield, 1975 e Brockwell e Davis,
1991).
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2.4.2 JANELAS ESPECTRAIS

A funcao densidade espectral cruzada de um processo estocéstico esta-
ciondrio (ver Defini¢ao 2.8) é uma funcao continua. Na pratica, o estimador
dessa funcao é obtido a partir de um conjunto discreto de freqiiéncias, como
veremos na Subsecao 2.4.3. E natural considerar um estimador ponderado
dessas freqliéncias e isso se da através das chamadas funcoes de ponderagao,
as quais sao definidas a seguir.

Definicao 2.14. Seja q,, para n € N, uma seqiiéncia de inteiros positivos.
Dizemos que A, () é uma fun¢ao de ponderagao ou “weight function” se ela
satisfaz as seguintes propriedades:

i)

lim g, =00 e lim 2% =0, (2.42)
n—oo n—oo M
if)
An(0) = Ap(—0) e A, (¢) > 0, para todo ¢ € N; (2.43)

iii)

i An() = 1; (2.44)

é:_Q’n
iv)
dn
lim )~ A%(0) =0. (2.45)
l=—qn

As fungoes de ponderacao sao simétricas em torno de zero e assumem seu
maximo em zero. Essas func¢oes também sao discretas e sua versao continua
¢ chamada Kernel ou janela espectral.

Na literatura sdo sugeridas varias janelas espectrais (ver Priestley, 1981).
Entre elas, destacamos duas. A primeira, é a janela de Bartlett que é definida
por

1— ’mla se |x‘ <1
Ap(z) = (2.46)

0, caso contrario,

para x € R. Essa janela tem sido chamada de Bartlett modificada ou tri-
angular (ver Fuller, 1976). A segunda, é a janela de Parzen, que é definida
por
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1 — 6|z +6|z]?, se|z| < i
Ap(z) =< 2(1—|z])?, se L <z < 1; (2.47)

0, caso contrario,

Um estudo mais completo sobre janelas espectrais pode ser encontrado
em Brockwell e Davis (1991), Morettin e Toloi (2004) e Priestley (1981).

A Proposicao 2.1 caracteriza as versoes discretas das janelas de Bartlett
e de Parzen.

Proposicao 2.1. Seja q,, para n € N, uma seqiiéncia de inteiros positivos
satisfazendo o item i) da Defini¢ao 2.14. Entao,

qin <1_ )Q%D y Seé hSQnJ
Apn(h) = (2.48)

0, caso contrdrio,

,
(1= 6162 s bl < %

3qn
3
AP,n(h> = % (1 o |q£n‘> , se % < |h‘ S On; (249)
0, caso contrdrio,

\

sao fungoes de ponderagao, onde q, € definido como o ponto de truncamento
das mesmas.

Demonstracao: Devemos mostrar que os itens i) - iv) da Defini¢ao 2.14
estao satisfeitos tanto para Ap,(-) como para Ap,(-).

O item i) da Defini¢ao 2.14 é uma condigao imposta para ¢, e o item ii)
¢ imediato para as equagoes (2.48) e (2.49).

Decorre do item ii) da Definigao 2.14 que

dn dn
1
> Apa(h) = —+2) Apa(h)
h=—gn dn h=1
& h
= —[1+2 (1 — —>
1 [1 Lo <qn (g 1))}
In 2gn
=1
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; +4_g<%<%+1><qn+1>)+14(%<%+1>>2

@ 6 gt 2
G — 2 (qn) ?
2 2

4 3 .,
3qn+§—@(qn+3qn+2)+

(

4

3
o (g0 + 4q5 + 442)

n

@ — Aqn +4)

2 1
- —+———2(qi+3qn+2)+g(Qﬁ+4Qi+4Qi)

4+4 ) 4+1+1 1
3¢ 3 3 ¢ 3¢2 4 ¢
1 1 1

n

= 1.

Dessa forma vale o item iii) para as duas fungées de ponderagao.
Observe que
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Entao,

qn

1 qn
D Apah)® == D (4 —2hlg,+ h°)

h=— an h
n =—dqn

2q3 + 3q; + qn}

1
= {2%‘3 +q. — 290 —2¢2 +

4 3
L2 +qn\ 2 N 1
e\ 3 ) 34 3¢
Como lim ¢, = oo, segue que
an 9 1
. 2 _ _
i 35 At = i (54 ) =0

hzfqn
o que completa a demonstracao dos quatro itens da Definicao 2.14 para a

funcao de ponderacdo Ag,(-), dada na equagao (2.48). Para mostrar o item
iv) para a fungao de ponderagao Ap,(-), dada na equacao (2.49), observamos

que
f: ; i 4\2 B2 'E 2
Ap(h)? = (—) T LA
h=—qn h=— lI?n 3qn dn an
_an_l 2 5 n 2 5
8 h 8 h
) B S (1)
he—n SQn Gn h:%l—i-l 3qn dn
o 2
4 \? 2 ( 4 >2 h 2 h 3
= — | +2 —_— 1—-6|—| +6|—
(3qﬂ) ; 3qn dn Gn
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o7 (6720n + 224005 + 5600n" — 1120n% — 134442

—6615¢> + 5460¢* + 13144¢°% — 13440n¢> + 2240ng,
+33600¢:n? + 33600g:n — 44800¢°n* — 672004°
—22400¢2n — 22400n°q, + 33600n°¢2 + 33600¢2n"

167200¢20° — 33600nq, — 13440¢,n° — 1440). (2.50)

Aplicando seguidamente a regra de L'Hospital em (2.50), concluimos que

qn
fim, 3 AraB) =0

h=—qn

o que completa a demonstracao do item iv) da Definigdo 2.14 para a fungao
de ponderagao Ap, (). Isso completa a demonstra¢ao da proposicao. O

2.4.3 ESTIMACAO DO ESPECTRO CRUZADO

Apresentaremos agora duas maneiras de estimar a funcao densidade es-
pectral cruzada entre componentes de um processo estocastico multivariado
estacionario. A primeira maneira consiste em calcular a transformada de
Fourier da fungao de covariancia amostral (ou da correlagdo amostral para
obter os espectros cruzados normalizados).

Definicao 2.15. Seja {X,}}"; uma amostra aleatéria de tamanho n de um
processo estocéstico m-dimensional {X;};e7z dado pela Definigao 2.6. Os es-
timadores para as fungoes co-espectro e quadratura do espectro, apresentadas
na Defini¢ao 2.9, sao dados, respectivamente, por

éip(X Z An(R)4;x(h) cos(AR), (2.51)
hf—(n 1)
(§
Gi (A Z A (R)A; k(R)sen(Ah), (2.52)
hf—(n 1)
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para todo j,k € {1,---,m} e A € (—m, 7], onde 4;4(-) é a funcao de co-
variancia cruzada amostral apresentada na Definicdo 2.13 e A,(-) é uma
funcao de ponderagao, a qual é dada na Definicao 2.14.

Devido a igualdade (2.6), as equagoes (2.51) e (2.52) sao freqiientemente
utilizadas na forma

Ein(A) = % An(0)354(0) + iAn(h) (wm + %j(h))COS(Ah)] (2.53)
h=1
) 1= ) )
Gir(\) = - ZAn(h)<m(h)—%j(h)>sen(xh)], (2.54)

para todo j,k € {1,--- ,m} e A € (—m, 7.

A partir dos estimadores das funcoes co-espectro e quadratura do espectro
dados, respectivamente, pelas equagoes (2.51) e (2.52) obtemos, de maneira
natural, os estimadores para as funcoes amplitude, fase, coeréncia e ganho
do espectro. Esses estimadores sao dados, respectivamente, por

Gin(N) = /&) + B0, (2.55)
tan(qﬁjk()\)) = ?:—Ef\\;, para A # (w , onde { € Z, (2.56)
K;r(\) = M (2.57)

35 (A) fre(A)
Ge(n) = 2+ (2.58)

fii(N)
para todo j, k € {1,--- ,m} e A € (—m,w| (ver Priestley, 1981).
A segunda abordagem para a estimacao do espectro cruzado é através de
uma funcao suave chamada periodograma.

Defini¢ao 2.16. Seja {X;}} ; uma amostra aleatéria de tamanho n de um
processo estocdstico estaciondrio m-dimensional {X;}cz dado na Definigao
2.6. A transformada finita de Fourier da componente {X;}}",, para j €
{1,--+,m}, é definida por

Jin(A X7 X e (—m, 7). (2.59)

1 n
)= Vo
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Defini¢ao 2.17. Seja {X;}}_; uma amostra aleatéria de tamanho n de um
processo estocdstico estaciondrio m-dimensional {X;};cz dado na Definigao
2.6. A fungdo periodograma da componente {X,;}}, para j € {1,---,m},
¢ definida por

Liin(A) = J;n(AN)J;n(N)*, para A € (—m, 7], (2.60)
onde J;,(-) é dada na Definicao 2.16 e J;,,(-)* denota o conjugado de J;,(-).

A Defini¢ao 2.17 equivale a definicao do periodograma para o caso uni-
variado e a equagao (2.62) pode ser escrito da forma

I,(\) = % 4(0) + 22_:%((}&) cos(A¢h) |, (2.61)

onde 4x(+) é autocovariancia amostral do processo {X; }iez.

No estudo de séries temporais multivariadas é necessario introduzir uma
nova funcao chamada periodograma cruzado, a qual é dada na definicao a
seguir.

Definicao 2.18. Seja {X;}}",; uma amostra aleatéria de tamanho n de
um processo estocdstico estacionario m-dimensional {X;};cz dado na De-
finicdo 2.6. A func¢do periodograma cruzado entre as componentes {X;,}7,
e {Xk+}i, para j,k € {1,--- ;m}, é definida por

Likn(A) = J;0(MN)Jen(N)*, X € (—m, 7, (2.62)
onde J;,(-) é dada na Defini¢ao 2.16.

Para escrever a funcao periodograma na forma matricial, consideramos
um vetor cujas componentes sao as transformadas finitas de Fourier

Jo(A) = (J1n(A), - Imn(N), A € (—m, 7. (2.63)

Entao, a fungao periodograma da série temporal m-dimensional {X;}}
é dada por

L,(\) = T.(\J. (N, A€ (=, ), (2.64)

onde o vetor J,(-) é dado na equagado (2.63) e J*(:) denota o transposto
conjugado de J,(+).

Como a fungao J;,(-), para todo j € {1,---,m}, é par e tem periodo
27, basta considerar as freqiiéncias no intervalo (—m, 7]. Embora a equagao
(2.59) seja definida em todas as freqiiéncias, na pratica, é calculada para

freqliéncias wy, = %, para —| 25+ | < ¢ < |2], denominadas fregiéncias de

Fourier, onde |x] indica a parte inteira de x. Assim,

26



1 < :
Jo(Ne) = Xie " = (J1n(Ne)y s Jmn(Ae)), 2.65
M) = X = (o) Il (269)
¢ denominada transformada de Fourier discreta, onde A\, = Q—ZZ, para ¢ €

{17"' ) L%J}

O resultado a seguir mostra que a matriz de funcoes periodogramas é um
estimador para a matriz de funcoes densidades espectrais. Esse resultado
pode ser encontrado em Brockwell e Davis (1991).

Teorema 2.3. Seja {X;}}, wma amostra aleatdria de tamanho n de um
processo estocdstico estaciondrio m-dimensional { X, }iez dado na Defini¢ao
2.6, com média w, dada na Definicao 2.12. Se Ay # 0 € uma frequéncia de
Fourier, entao,

L(A) = > T(h)e ™", (2.66)

[h|<n

onde as entradas da matriz f‘() sao dadas na Defini¢ao 2.13 e o periodograma
na freqiéncia zero € dado por

L,(0) = nuy'. (2.67)

O periodograma dado pela equagao (2.64) é um estimador nao-viciado,
mas, inconsistente para a matriz densidade espectral. Assim, como no caso
univariado, podemos definir um estimador consistente para a matriz de den-
sidades espectrais (ver Brillinger, 1975).

Definicao 2.19. A matriz de periodogramas suavizados, denotada por fs(-),
é definida por

)= o= D0 AL () (2.68)

=—qn

onde )\, # 0 sdo as freqiiéncias de Fourier, I,,(+) é a matriz de periodogramas
dada na equagao (2.64) e A,(+) é uma funcao de ponderagao.

O estimador da Defini¢ao 2.19 é consistente para a matriz das funcoes de
densidades espectrais (ver Brockwell e Davis, 1991 e Priestley, 1981).

Decorre da Definicao 2.19 que o estimador suavizado da funcao densidade
espectral cruzada para as componentes {X;;}7; e {X;.}j=, é dado por

f 1 dn
Tr(Ae) = Gy Z An(P) e (Aesn), (2.69)

h=—qn
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para A\, # 0, onde [ ,(-) é o periodograma cruzado dado na equacao (2.62).

Esse estimador sera utilizado no Capitulo 4 para construir estimadores
semi-paramétricos do parametro de dependéncia fracionaria de processos es-
tocasticos com longa dependéncia, assunto do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Processos Estacionarios com
Longa Dependéncia

Estudos empiricos, principalmente em Climatologia e Hidrologia, na dé-
cada de 50, revelaram a presenca de longa dependéncia em dados de séries
temporais e espaciais. Esse fenomeno foi notado por Hurst (1951,1957), Man-
delbrot e Wallis (1968) e McLeod e Hipel (1978), juntamente com problemas
na area de Hidrologia. Modelos de longa dependéncia também sao de inte-
resse na analise de estudos climaticos, como no estudo da aparente tendéncia
crescente em temperaturas globais devido ao efeito estufa.

Recentemente os economistas notaram que ha evidéncias de que proces-
sos de longa dependéncia descrevem de modo satisfatério dados economicos
e financeiros, tais como taxas de juros e inflacao. Estudos recentes na mo-
delagem da volatilidade de ativos financeiros mostram que tais processos sao
de grande utilidade (ver Morettin, 2006).

Podemos definir a propriedade de longa dependéncia para um processo
estocastico de diferentes maneiras, podendo ser no dominio do tempo ou no
dominio da freqiiéncia.

Uma abordagem mais formal para longa dependéncia é dada na préxima
definicao.

Definigao 3.1. Seja {X,}icz um processo estacionario com fungoes de auto-
correlagao px(-) e densidade espectral fx(-). No dominio do tempo, dizemos
que {X;}iez possui longa dependéncia se, para algum a € (0, 1),

px(h) ~ c1h™, quando h — oo, (3.1)

onde ¢; é constante. Equivalentemente (ver Bary, 1964), no dominio da
freqiéncia, dizemos que {X,;}icz possui longa dependéncia se, para algum
nimero real b € (0,1),

fx(\) ~ c|A| ™", quando A — 0, (3.2)

onde ¢y é constante.
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Na Definigao 3.1, é verdadeiro que a = 1 — b (ver Olbermann, 2002).
Dizemos que o processo possui dependéncia intermedidria se vale a ex-
pressao (3.1) com a € (1,2).

Observagao 3.1. Neste trabalho, a notagao h(z) ~ g(z), quando = — x,
- _|h(z)] _
significa que lim =

==z g()

Note que o decaimento hiperbdlico lento da funcao de autocorrelagao de
um processo estacionario com longa dependéncia implica que

Z | px(h) |—= o0, quando n — oc. (3.3)

h=—n

Isto é, a nao somabilidade da funcao de autocorrelacao captura a esséncia da
longa dependéncia: mesmo que para intervalos grandes as autocorrelagoes
sejam individualmente pequenas, seu efeito acumulativo é de grande im-
portancia.

A funcao de autocorrelacdo dos processos auto-regressivos de médias
moveis, definidos na Secao 3.1, tem decaimento exponencial no sentido que
existe uma cota superior, para todo h, da forma

lpx ()] < eu”, (3.4)

onde 0 < ¢ < oo e < wu<1sao constantes. Isso implica que esta funcao é
absolutamente soméavel. No entanto, os processos auto-regressivos de médias
moveis fracionariamente integrados, definidos na Secao 3.2, possuem a pro-
priedade de longa dependéncia quando o parametro a =1 —2d € (0,1).

Na Secao 3.3, apresentamos alguns resultados de uma classe de fungoes
especiais chamadas funcoes hipergeométricas. Essas fungoes sao utilizadas na
Secao 3.4 para calcular a funcao de covariancia cruzada exata dos processos
auto-regressivos de médias méveis fracionariamente integrados multivariados.
Na Secao 3.5, apresentamos algumas propriedades da matriz das fungoes de
densidades espectrais desses processos.

A maior parte da teoria béasica de séries temporais univariadas estende-se
naturalmente as séries multivariadas. Neste capitulo, mostramos como algu-
mas técnicas, desenvolvidas anteriormente, para séries temporais univariadas
sao estendidas para o caso multivariado.

3.1 PROCESSOS ARMA MULTIVARIADOS

Em um contexto univariado, uma importante classe de processos sao os
auto-regressivos de médias moveis (ARMA), os quais foram introduzidos por

30



G.E.P. Box e G.M. Jenkins, definidos em termos de equagoes de diferencas
lineares com coeficientes constantes. Posteriormente, Mandelbrot (1965) e
Mandelbrot e van Ness (1968) definiram o movimento Browniano fraciondrio,
que é um processo estocastico estacionario com longa dependéncia a tempo
continuo, usado para explicar o efeito Hurst. O nome de efeito Hurst foi
dado para explicar o comportamento de dependéncia entre as observacoes,
mesmo distantes, proposto primeiramente pelo hidrologista Harold E. Hurst,
em 1951, enquanto investigava a série temporal dos niveis do rio Nilo. Em
seguida, Mandelbrot e Wallis (1969) definiram o ruido Gaussiano fraciond-
rio que é uma versao do movimento Browniano fracionério a tempo discreto,
mostrando que este processo também exibe o efeito Hurst. Mais tarde, Gran-
ger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) estendem a classe de processos definidos
em Box et al. (1994) para os chamados processos auto-regressivos de médias
moveis fracionariamente integrados, denotados por ARFIMA(p, d, q).

Nesta secao, apresentamos a classe dos processos auto-regressivos de meé-
dias moveis multivariados de ordem p e g. Um estudo completo destes pro-
cessos pode ser encontrado em Brockwell e Davis (1991), Liitkepohl (1991)
e Reinsel (1993). Para definir essa classe de processos serd necessario definir
primeiramente os chamados processos ruido branco multivariados.

Definigao 3.2. Um processo estocdstico m-variado {&;}cz é dito ser um
ruido branco multivariado com média zero e matriz de variancias e covarian-
cias X, denotado por

e, ~ RB(0,), (3.5)

se e somente se, {€;};cz é um processo estaciondrio multivariado com média
0 e matriz de variancias e covariancias dada por

(69?0 0
s_| ! (0?) ’ , (3.6)
0o 0 (05,)?

com componentes (0%

todo j #k e {1,---,m}.

)? = Var(ej;) =75 e 75, = Cov(gj ene) = 0, para

Um exemplo muito utilizado é o ruido branco multivariado Gaussiano,
onde, nesse caso, €; ~ N (0,X). Usaremos também a notagao

g, ~11D(0,%), para todo t € Z, (3.7)

para indicar que as componentes de {&;}ic7 sao independentes e identica-
mente distribuidas com média 0 e matriz de variancias e covariancias X,
dada na equagao (3.6). Esses processos sao utilizados para construir uma
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enorme variedade de processos multivariados, como por exemplo, os pro-
cessos auto-regressivos de médias moéveis multivariados que sao definidos a
seguir.

Defini¢ao 3.3. Dizemos que um processo estocdstico m-variado {X;}iez é
um processo auto-regressivo de médias moveis multivariado, denotado aqui
por VARMA(p, q), se ele for uma solugao estacionéria da equacao de dife-
rengas

Xi—0Xp1— =X p=er+ 0181+ -+ 0,60, (3.8)

onde ¢y, -+ ,@,, 01, , 0, sao matrizes reais m xm e {€¢}1ez é um processo
ruido branco multivariado, dado na Definigao 3.2.

A equagao (3.8) pode ser escrita na forma compacta
®(3)X; = O(B)e, (3.9)

onde 3 denota o operador de defasagem, isto é, B(X;;) = X,—1, para cada
]6 {1a 7m}a

p q
O(8) =P~y b e OB) =0+ 0.5, (3.10)
=1 =1
com @y, ,¢,,01,---,0, matrizes reais m x m e ¢y = Lnxm = 6o, onde

L,.xm ¢ a matriz identidade de tamanho m x m.

Exemplo 3.1. (Processos VAR(p) e VMA(q)). Quando a ordem do po-
linémio ©(/3), na equagao (3.10), for zero, ou seja ¢ = 0, obtemos o processo
auto-regressivo m-variado de ordem p, denotado por VAR(p). Da mesma
forma, se p = 0 na equagao (3.10), obtemos o processo de média mével mul-
tiwariado de ordem ¢, denotado por VMA(q).

No contexto univariado, um enfoque maior é dado aos processos es-
tocasticos ARMA(p, q) causais e invertiveis. A seguir, apresentamos os cri-
térios de causalidade e invertibilidade para os processos VARMA(p, q).

Teorema 3.1. (Critério de causalidade). Considere o polinémio com coefi-
cientes matriciais dado por

®(2) = Lysxm — b1z — - — P, 2" (3.11)
Se
det[®(z)] # 0, (3.12)
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para todo z € C tal que |z| < 1, entdo a equagao (3.9) tem exatamente uma
solucao estaciondria dada por

X, = ZQbeet,g, parat € 7, (3.13)
=0

onde 1, sao matrizes unicamente determinadas por

W(z) =) thz' =2 '(2)0(2), (3.14)

para todo z € C tal que |z| < 1.

Teorema 3.2. (Critério de invertibilidade). Considere o polinémio com co-
eficientes matriciais dado por

O(2) = Lyym + 012+ - -+ 0,27 (3.15)

Se

det[®(2)] # 0, (3.16)

para todo z € C tal que |z| < 1 e {Xi}iez € uma solugao estaciondria da
equagdo (3.9), entdo

€ = Zﬂ'gXt_g, parat € Z, (3.17)
=0

onde as matrizes 7, sao unicamente determinadas por

I(z) =Y w2’ = 07! (2)®(2), (3.18)

para todo z € C tal que |z| < 1.

As demonstracoes desses teoremas podem ser encontradas em Brockwell
e Davis (1991).

Os processos VARMA(p, q) apresentam dificuldades computacionais e
problemas de identificabilidade. A matriz de variancias e covariancias (ou a
matriz das fungoes de densidades espectrais) nao determina univocamente ®,
O e X, a menos que condi¢oes mais restritivas sejam impostas (ver Morettin,
2006). Nao-identificabilidade implica que a superficie de verossimilhanga nao
tem um tunico ponto de maximo. Um método para identificar a ordem dos
processos VARMA (p, q), baseado na analise de correlagao canénica, foi pro-
posto por Akaike (1974,1975,1976) e modificado por Cooper e Wood (1982).
A restricao desse método é que ele somente identifica modelos onde as ordens
sao idénticas, ou seja, VARMA(h, h), onde h = max(p, q). Esse problema é
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conhecido como o problema da super-parametrizagao ou “overparameteriza-
tion”, o qual é corrigido no trabalho de Tsay (1989). Um segundo método,
também baseado na analise de correlagao canonica, foi desenvolvido por Tsay
e Tiao (1985,1989).

3.2 Processos VARFIMA(p,d,q)

Nesta secao, definimos uma classe de processos chamados auto-regressivos
de médias moveis fracionariamente integrados, onde d € R, nas situagoes uni-
variadas e multivariadas. Esses processos sao conhecidos por possuirem longa
dependéncia. A situacao univariada é apresentada na préxima definicao.

Definicao 3.4. Seja { X}z um processo estocéstico satisfazendo a equagao

d(B)VUB)(X; — ) = O(B)e;, paratodo t € Z, (3.19)

onde p é a média do processo, {4}z é um processo ruido branco, [ é o
operador de defasagem, isto é, 5(X,:) = X1, para cada j € {1,---,m},
V4(B) = (1 — B)¢ é o operador diferenca e ®(-) e O(+) sdo os polindmios em
[ de graus p e ¢, respectivamente, dados por

B(B) =do— b e O(B) =0+ 6.5, (3.20)
=1 r=1

onde ¢p, 1 <V <p, 6., 1 <r <qsao constantes e o9 =1 = 0.

Entao, {X;}iez é chamado de processo auto-regressivo de médias mdveis
fracionariamente integrados de ordem (p, d, q), denotado por ARFIMA(p, d, q),
onde d € (—0.5,0.5) é o grau ou parametro de diferenciacao, p é o grau do
polinémio ®(-) e g é o grau do polinéomio O(-).

Observacao 3.2. O parametro de diferenciagao d € (0.0,0.5) na Definigao
3.4, é equivalente a a = 1 — 2d € (0,1), na Definicao 3.1. Portanto, um
processo ARFIMA((p, d, q) possui a propriedade de longa dependéncia quando
d € (0.0,0.5), curta dependéncia quando d = 0 e dependéncia intermedidria
quando d € (—0.5,0.0). Uma aplicagao de processos com longa dependéncia a
andlise de sequéncias de DNA pode ser encontrada em Lopes e Nunes (2005).

A generalizacao do processo ARFIMA(p,d, q), para o caso multivariado,
¢ definido a seguir.

Defini¢ao 3.5. Dizemos que o processo m-dimensional {X;};cz é um pro-
cesso auto-regressivo de médias moveis fracionariamente integrados multiva-
riado, denotado aqui por VARFIMA(p, d, q), se ele é uma solugao estacionéria
da equacao de diferengas
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(8)(1 - B)(Xe — 1) = O(B)er, (3.21)

onde 3 é o operador de defasagem, p é o vetor das médias, {&;}cz é um
processo ruido branco multivariado como na Defini¢ao 3.2 e ®(3) e O(() sao
matrizes m x m em (3, dadas na equagao (3.10).

Assumimos que os coeficientes polinomiais componentes das matrizes ®(-)
e ©(-), dadas na equacdo (3.10), satisfazem as condigoes de causalidade e
invertibilidade dadas, respectivamente, nos Teoremas 3.1 e 3.2. O opera-
dor V4(3) = (1 — )4 é uma matriz diagonal m x m caracterizada pelos
parametros dq,ds, - - - ,d,,, dada por

(1-p)" 0 e 0
vi(g) = 0 (1 —:ﬁ) 2 0 | 522)
0 0 s (1= B)dm

onde d; € (—0.5,0.5), para todo j € {1,--- ,m}. O termo (1— )% ¢ definido
pela expansao

Zwﬂﬁf Ve (B), (3.23)
onde
I N s ) B

%,z (g_i_ ) ( )7 wo le W - 07 (324)

para todo j € {1,--- ,m} e { # 1. Conseqiientemente, temos que

A= 0 0
— )" ...

vip)t = (:) ! :ﬂ) . (:) (3.25)

b () e (11— ‘6>_dm

V(B) = Toum + Y B

(=1

onde I,,«,, ¢ a matriz identidade m x m e cada \IJ?, para / € N, é uma matriz
diagonal m x m com \Ilej sendo o ¢-ésimo elemento da diagonal.

Um caso particular do processo estacionario VARFIMA(p, d, ¢) dado na
Definigao 3.5, é quando os graus p e ¢ dos polinomios ®(3) e O([) sao zero,
ou seja, quando ®(5) =1 = O(f). Esse caso é definido a seguir.
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Definigao 3.6. Dizemos que um processo estocastico m-dimensional {X; };¢7
é um processo fracionariamente integrado multivariado, denotado aqui por
VARFIMA(0,d,0), com vetor de parametros de integracao d = (dy,- - ,d,,),
com d; € (—0.5,0.5), para todo j € {1,---,m}, se ele é uma solucao esta-
cionaria da equacao de diferencas

V4B)X; = e, (3.26)
onde 8 é o operador de defasagem, V() é dado pela equacio (3.22) e

{&¢}1ez é um processo ruido branco multivariado.

Exemplo 3.2. Seja {X;};cz um processo VARFIMA(0,d, 0) bivariado, ou
seja, com dimensao m = 2. Entao, {X, };¢z satisfaz a equagao

(0 ) () () e

para todo t € Z, onde g; = (€14,€2¢)" é um processo ruido branco bivariado
com média 0 e matriz de variancias e covariancias 3. Nesse caso, decorre da
teoria para processos univariados, que para cada j € {1,2}, com d; > —1,

VhE(B) =(1-p)% = Zﬂjvf G, (3.28)
(=0
onde
. F(g—dj) . Iﬂl—l—dj
YT T DI (—d;) I (3.29)

K
0<k</t

para f € N— {0}, mp=1e

Jo et dt, se x> 0;
[(x) =< oo, se x = 0; (3.30)
' T(1+x), sex<0.

Observacao 3.3. No exemplo 3.2, consideramos um processo bivariado
VARFIMA(0,d,0), ou seja, m = 2, mas as equagoes (3.28) e (3.29) sao
validas para um m qualquer.

Observacgao 3.4. Na Definigao 3.6 é necessario que, para cada j€{1,--- ,m},
Vdj (ﬁ)Xj,t = Z 7Tj7ng7t,g, (331)
(=0

seja convergente em quadrado médio (ver Brockwell e Davis, 1991), onde 7,
é dado na equacao (3.29). Assim, se o processo {X;;}ez tem representagao
espectral dada por
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X = / e"dZx (M), (3.32)

—T

entao,

VY (8) X, = / ' N1 — e ™M) BdZx (V) (3.33)

—Tr

para todo j € {1,--- ,m}.

Observacao 3.5. A convergeéncia de seqiiéncias de variaveis aleatérias sig-
nifica convergéncia em quadrado médio ou convergéncia em L2, a qual é
amplamente discutida por Brockwell e Davis (1991).

Em vista da representagao (3.27) de {e;}ez, dizemos que {X;}iez € in-
vertivel mesmo se os coeficientes 7, nao sao absolutamente somaveis. Dize-
mos que {X; }ez € causal se cada componente { X }iez, paraj € {1,--- ,m},
pode ser expressa como

X = Z¢Z€j,t—€a (3.34)
=0

onde Y2 17 < oo. A existéncia de uma solugao causal estaciondria de (3.26)
sera discutida no Teorema 3.4 e, para demonstra-lo, necessitamos utilizar
uma classe de fungoes especiais chamadas hipergeométricas. Na proxima
secao, apresentamos alguns resultados dessas fungoes.

3.3 TFUNCOES HIPERGEOMETRICAS

Estamos interessados em calcular as funcoes de covariancia e de correlacao
cruzada de um processo VARFIMA(0,d, 0). Para isso, definimos a classe de
fungoes chamadas funcoes hipergeométricas. Essas func¢oes foram utilizadas
por Brietzke et al. (2005) para encontrar a férmula fechada do algoritmo de
Durbin-Levinson para processos fracionariamente integrados sazonais.

Para um estudo mais completo sobre essas func¢oes remetemos o leitor a
Andrews et al. (1999).

Definicao 3.7. Sejam a,b,c € C. A funcao hipergeométrica é dada por

v e (a)e(D)
F(a,b;c;x) = ez:; CHi z, (3.35)

para |z| < 1, onde (a), é chamado simbolo de Pochhammer e é dado por

(a)ng(a—i-f):{a(a+1)~-(a—|—€—1), sel>1; (3.36)

[(a) 1, se { = 0.
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Quando |z| < 1, a série dada por (3.35), converge uniformemente em todo
dominio compacto de C, onde a,b e ¢ pertencem a esse dominio. Quando
impomos a condigdo Re(c—a—b) > 0, a série converge também para |z| = 1.
Esse resultado é dado pelo proximo teorema.

Teorema 3.3. (Férmula da Soma de Gauss). Se Re(c —a —b) > 0, entdo

= (a), L(e)l'(c—a—10)
ez:; or F(a,b;c;1) = Tle—al(c—b) (3.37)

Demonstragao: As funcgoes hipergeométricas podem ser representadas a-
través de integrais da forma

JFy(a, b ¢ @:% /0 P — et (1 — gt)de, (3.38)

se Re(c) > Re(b) > 0. Esse resultado é chamado de representagdo integral
de Fuler.

Fazendo z — 1~ na equacao (3.38), segue do teorema da continuidade de
Abel que

_ I'(c) b—1 c—a—b—1 7, _ ['(c)l'(c—a—1b)
“T )T (c b)/ot (=)t = = T e =)

para Re(c) > Re(b) > 0 e Re(c —a —b) > 0. A condigao Re(c) > Re(b) > 0
pode ser removida pela continuidade. Uma demonstracao que nao recorre ao
principio da continuidade analitica é dada por Andrews et al. (1999). ]

2F1 (CL, b, C, 1) (339)

Corolério 3.1. Se Re(c —a —b) > 0, entdo,

~T(a+ OB+  T(a)®)I(c—a—b)

= 4
— L(c+0) 0! I(c—a)l'(c—0) (3.40)
Demonstragao: Pelo Teorema 3.3 e pela equagao (3.36) temos que
['(e)T(c—a—1b) _ i (a)e(b)e _ i C(a+ OB+ 0O)(c)
I'(c—a)l'(c—Db) — ()t = T(@I'®)I(c+ )0
_ I(o) i L(a+OT(b+¢)
~ T(a)T'(b) — Clc+0)0
o que conclui a demonstracao. ]
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3.4 CALCULO DAS FUNQOES DE COVARIANCIA E
CORRELACAO CRUZADA EXATA

Hosking (1981) determina as expressoes exatas para as fungoes densi-
dade espectral, de covariancia, de correlacao e de autocorrelacao parcial,
para os processos ARFIMA(0,d,0). No caso multivariado, esses calculos
tornam-se um pouco mais complicados, a medida que a funcao densidade
espectral cruzada entre os processos componentes { X, ¢ }iez € { X+ }ez, para
J. k€ {1,--- ,m}, de um processo multivariado VARFIMA(0,d, 0), depende
dos parametros d; e d. Nesta secao, determinamos as expressoes exatas das
fungoes de covariancia, densidade espectral e de correlacao cruzada para os
processos multivariados VARFIMA(0, d, 0). Para encontrar a fun¢ao densi-
dade espectral cruzada desses processos necessitamos do seguinte resultado.

Lema 3.1. Sejam { X;}icz um processo estocdstico estaciondrio multivariado

com média zero e vj)i, para j,k € {1,--- m}, sua fun¢io de covariancia

cruzada. Se, para cada j € {1,--- ,m}, existe uma seqiiéncia de constantes
o

reais V; e, para { € 7, tal que Z |10 < 00, entao

l=—00
Z V0 B5(Xje) = Z Ve X, para todot € Z, (3.41)
l=—00 l=—00

converge absolutamente com probabilidade 1 e em quadrado médio para o

mesmo limite. Se, para cada j € {1,--- m},
Yi: =V,;(0)X;: = Z Y0 X0, para todot € Z, (3.42)
f=—00

entdo o processo {Y;}iez € estaciondrio com fungdo de covariancia cruzada
dada por

V)= > Cetker(h—C+7), (3.43)

£, r=—00

para todo h € Z e j,k € {1,--- ,m}.

Demonstragao: O problema da convergéncia da série pode ser tratado com-
ponente a componente e a demonstracao, nesse caso, pode ser encontrada em
Brockwell e Davis (1991). Para a afirmagao feita na equagao (3.43), observe
que, pela convergéncia em quadrado médio de (3.41) e pela continuidade do
produto interno,

n—oo

E(Y;;) = lim E (Z zpj,g)gt@) = ) i EB(X), (3.44)

{=—n l=—00
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para todo j € {1,--- ,m} e

E(}/j’t_i'_hYk;’t) = lim E

n—~o0

(Z Vi Xj,t+h—e> (Z Uk Xk,t—r)]

l=—n r=—n

= Z Vs Ve (X pn—e X 1)

£, r=—00

= Z Vje wk,rE(Xj,t+h4+er,t)
£, r=—00

= > it |1 (A= 04 7) +E(XG)E(X) | L (3.45)
£, r=—00

para j,k € {1,--- ,m} e h €Z.

Assim, E(Y];) e E(Yj,4+,Yk:) s@o finitas e independentes de ¢t. Como

n—oo

l=—n l=—00

Var(Y;;) = lim Var (Z wj,ng,t_g> = ) pVar(Xje)  (3.46)

e { X }iez 6 estaciondrio, segue que Var(Y;;) < co. Logo, E|Y;|*=Var(Y;;)+
[E(Y;+)]* < o0, 0 que prova a estacionariedade. Além disso,

E(Y;)E(Ys,) = <Z w) E(X;,) < > wk,r) E(Xk,)

{=—0c0 r=—00
- Z iV B (X )E(X k). (3.47)
lir=—oc0

Segue das equagoes (3.45) e (3.47) e da estacionariedade do processo
{Y:}icz que a fungao de covariancia cruzada fyjyk (-) entre as componentes Y,
e Yy, ¢ dada por

7 (h) = EunYer) = E(Yen)E(Yis)
= E(YjnYee) — E(Yj0)E(Yis)
= > Ui (htr—0), (3.48)

£, r=—00
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para j,k € {1,--- ;m} e h € Z. ]

O principal objetivo do proximo teorema ¢ dar as condigoes necessarias e
suficientes para a existéncia e unicidade de uma solucao estacionaria para a
equagao (3.26) e calcular as fungoes de densidade espectral, de covariancia e
de correlagao cruzada exata para os processos VARFIMA(0,d, 0).

Teorema 3.4. Se d = (dy,---,dy), com d; € (0.0,0.5), para todo j €

{1,--- ,m}, entdo existe uma unica solucao estaciondria {X;}iez de (3.26),
dada por
X, = Z Yoero =V 4B, (3.49)
=0

ou, equivalentemente,

Xt = Z Ve = v (B)ejits (3.50)
=0
para todo j € {1,--- ,m}, onde

B F(dj +£) ) _ H K— i—i_ dj7 (3_51)

Vi =

L'+ 1)I'(d, 0ist
vy =1, ¢¥) = 0, para todo £ > 1, e {&;}1ez € um processo ruido branco
multivariado como na Definicdo 3.2.

Se f]Xk(), yﬁ() e pj,(k(~), para j,k € {1,---,m}, denotam respectiva-
mente, a funcao densidade espectral cruzada, a fungao de covariancia cru-
zada e a fungdo de correlagao cruzada entre as componentes j e k do processo

oo

{Xi}iez e Z 90| < 00, entao,

{=—0c0
i)
PO = 51— e BN Ne (-l (352)
i T
if)
I(d; + hI'(1 —d; — d
’yji(h) =" (d; + 7)T( J £) , para h € N; (3.53)

7 D(d;)T(1 — d;)T(h + 1 — dy)

iii)

r(l—d;—d
75.(0) =77 U — )

ST = )1 —dg)’ (3:54)
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iv)
o (h) 75, I )T'(d; + h)I'( )

. (3.55)

D=

o505 T(d;)T(h + 1 — dy) (m —2d,)T(1 — 2dk))
para todo h € N.

Demonstragao: A demonstracao da existéncia e unicidade de uma solugao
estaciondria para a equacao (3.49), pode ser feita termo a termo e, além disso,
o leitor podera encontrar esta demonstragdo em Brockwell e Davis (1991).

i) Para provar esse item, observe que pelo Lema 3.1

YR = Y et (i —0), (3.56)
l,r =—00
para todo j,k € {1,--- ,m} e h € Z. Consideramos a representacao espectral

da funcao 'yfk(-), a qual é dada pelo Teorema de Herglotz, e substituimos na
equagao (3.56) para obtermos

) = S et / EHT-0NGFE ()

£,r =—00 -T

:/ (Z "y e‘“) (Z Dy € >de( ), (3.57)

{=—00 r=—00

onde FJ 5 (+) é a fungao de distribuicao espectral cruzada entre as componentes
{ej+}tez € {ekt}tez do processo {&;}iez (ver Brockwell e Davis, 1991). Como

v (h) = / ' M AF(N), (3.58)

—T

comparando as equagdes (3.57) e (3.58), segue que

FX _/ (Z iy e—zeu> (Z Vir e"”) drs (v), (3.59)

{=—00 r=—00

para j, k € {1,--- ,m}. Portanto,

~ <Z Vi e—%‘“> (Z Vi A) F (. (3.60)
L

=—00 r=—00
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Da expansao através do binomio de Newton, temos, para todo j,k €
{1,--+- ,m}, que

(L—e ™)™ = )" e (3.61)
l{=—00
€
(L—e?) %= >" e, (3.62)

onde os coeficientes 1,4, para { € N, sao dados na equacao (3.51) e sdo
absolutamente somaveis (ver Brockwell e Davis, 1991). Além disso, {e;}rez
¢ um processo ruido branco multivariado cuja funcao densidade espectral
cruzada ¢é dada por

€

con o Lo L —inx _ i _
50 = 5 hz V5, (h)e™™ = 5 bara A€ (—m, 7). (3.63)

=—00

Substituindo (3.61), (3.62) e (3.63) na equagao (3.60) obtemos

PO = 251 = (1= M) parah € (-mr], (3.64)
J e

o que demonstra o item 1i).

ii) A partir da funcao densidade espectral cruzada de um processo m-dimen-
sional, VARFIMA(0,d,0), dada no item i), podemos calcular a fun¢ao de
covariancia cruzada exata e, conseqiientemente, a funcao de correlacao cru-
zada exata para esses processos. Pela defini¢ao da fungao densidade espectral
cruzada, segue que

K = [ e reay

—T

— h/ ez’h)\(l _ e—z')\)—dj(l _ ei)‘)_dkd)\

2 ) .

Ve [T (N NS i\
_ ik i ) i . ir d\
ot . € par 77/}],€6 ; ¢k, €
e [T (N i(r—0)A
= 3./ € D bjetbnse dA

- £,r=0

43



_ ik Z ,¢] Ewkr/ zh/\ei(r—f))\dA

ETO

Voo N Py, [0 — il
o foh+r =t ( i )

o °° Lottt (o con|(h+ 7 - )] )

= 0,

se h+1r—1{¢+#0.

Queremos calcular

: ijfz/}kr/ i(h+r— Z)\d)\

7 (h
47‘0

com a restricdo h+r—¢ = 0. Como ¢ = h+r, segue da expressao (3.24) que

'in(h - ;_ijf¢kr2ﬂ- 7 ijr—‘rh"ybkr

£,r=0

L(d;j + 7+ h)(dg + 1)
Y ; L(r+h+1DI(d)T(r + 1) (dg)
_ Yok Z I(dj +r+ h)I(de +7)
~ T(d)l(de) & T(r+h+1)0(r+1)

(3.65)

Considerando a = d; + h, b = dy, e ¢ = h + 1, segue que Re(c —a — b) =
1 —d; —d, > 0, pois dj,d € (0.0,0.5), para todo j,k € {1,---,m}. Pelo
Corolério 3.1, a expressao dada na equagao (3.65) converge para

Xy — o D+ WT(d)P( — d; — dy)

) = ST T TA = )T+ 1= dy)
. D(dj+R)T(1—d; —dy)

Ve T(d)T (1 — dj)T(h+ 1 — dy)

(3.66)

Portanto,
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(3.67)

v o D(dj+ T —d; — dy)
75 (h) =7, I'(d)'(1—d)T(h+1 —kdk)7

para todo j,k € {1,--- ,m} e h € N o que demonstra o item ii).
Observacgao 3.6. Quando d; = dj, = d, a equacdo (3.67) é equivalente a

o . T(d+R)I(1—2d)
1 =70 = ) P ot e 1= a)
., T(1-2d) T(h+d
- gt g
. Ta-20)  TA-d)(-1)"
L N ) By (R ()
P(1—2d)  (~1)

£\2
A v (3.68)
para h € Ne j € {1,--- ,m}, onde a dltima igualdade é devida ao seguinte
resultado (ver Sowell, 1992),
r -y (—1"

Py)  T-y-n)’
Portanto, quando d; = dj, = d, obtemos a equacdo (3.68), que é exatamente
a func¢do de autocovariancia de um processo ARFIMA(0,d,0), como era es-
perado.

iii) Substituindo h = 0 na equagao (3.66), obtemos

X (0) = ¢ [(d;)(1 — dj — di) e T(l—dj—dy)

PRI (dy)T(1 = dy)T(1 — dy) = Tin T(1— d)T(1— dy) (3.70)

Observacao 3.7. Novamente se d; = d = d, recaimos no caso univariado.
Nesse caso, a partir da equacao (3.70), temos que

7500 =7,0) = (0 T 3.71)

que é exatamente a funcao de autocovariancia, em zero, de um processo

ARFIMA(0,d,0) (ver Brockwell e Davis, 1981).
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iv) Pela Defini¢ao 2.7,

v ()
X(0)7X(0)

Ji

po(h) =

e D(dj+h)T'(1—d;—dy)
i1 T@)T(—dy)T (it 1—dy)

T(1_2d,)T(1_2dy)
050}, \/F(l—dj;QF(l—de;2

Y

NI

050sT(d;) T (h+ 1 — dy) (F(1 —2d,)0(1 — 2dk)>
para todo h € 7Z, o que conclui a demonstracao do teorema. O

Observacao 3.8. No Teorema 3.4 nos preocupamos somente com o caso em
que j # k, pois quando j = k, recaimos no processo ARFIMA univariado, o
qual foi completamente analisado por Hosking (1981).

3.5 APROXIMACOES LOCAIS PARA A MATRIZ DAS
FUNCOES DENSIDADES ESPECTRAIS

No estudo de séries temporais multivariadas é muito importante entender
o comportamento da funcao densidade espectral cruzada, localmente em uma
vizinhanca da freqiiéncia zero, dos processos com longa dependéncia, como
por exemplo o VARFIMA(0,d,0). No caso univariado, a fungao densidade
espectral de um processo ARFIMA(0, d, 0) é dada por

—2d

: (3.72)

2

e - Efon (2

(ver Hosking, 1981). Utilizando o fato de que, sen(\) ~ A, quando A — 0,
temos que

2
Fx(\) ~ g—;x%, quando A — 0. (3.73)

Lobato (1997) mostrou que a matriz fx(-) das fun¢oes densidades espec-
trais de um processo fracionariamente integrados m-dimensional qualquer
satisfaz a condigao

fx(\) ~ D(A)GD()\)*, quando A — 0T, (3.74)
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m , . o . . oy
onde G = (gjx) . é uma matriz positiva-definida Hermitiana e
J J,k::l

P! 0 cee 0
0 A . 0
D()\) = 0 0 y : . (3.75)
0 0 R W

Segue que, para quaisquer componentes {X;¢}tez € { Xkt }tez, para todo
g, ke{l,---,m} ed;d € (0.0,0.5),

fj)j(()\) ~ gjj)\’mj, quando A — 0, (3.76)

fj)li()\) ~ gjk)\_dj_d’“, quando A — 0, (3.77)

com(0<g, <ooel<]|g,|<oo.

Essa é uma propriedade muito geral e inclui a estrutura de qualquer
processo fracionariamente integrado m-dimensional como, por exemplo, os
processos VARFIMA(0,d,0).

O resultado a seguir é necessario para que possamos mostrar que em uma
vizinhanca da freqiiéncia zero, a matriz das fungoes densidades espectrais de
um processo VARFIMA(0,d,0) satisfaz a equagao (3.74). Este resultado foi
demonstrado por Phillips e Shimotsu (2004).

Lema 3.2. Se A € (—m, 7] ¢ 0 < |a|] < 1, entao

i) A1 — ) = e='%" 4 O()\), quando A — 0;

am

ii) Al —e )2 =¢2 4+ O()), quando X\ — 0,

onde a notacao O(g(z)) = f(z), quando x — xo em R, significa que existe
uma constante c, independente de x, e uma vizinhanca Vo de xq, tal que

|[f(@)] < elg(a)], (3.78)
para todo x € Vo N R.

Demonstragao: Para o item i), como

2 sen (%) ‘ e arg(l—e?) = A ; W, (3.79)

- =

para A € [0, 7], podemos escrever (1 — ) na forma polar

A
2 —
wn(2)
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A=

(1— ey = e tT, (3.80)




As representacoes em série de Taylor dos termos do lado direito da equagao
(3.80) sao dadas, respectivamente, por

, AL P P
il ) T 9 9331 ' 255l

o 1A 1N
T ATy Ty
= A+0(N) (3.81)
€
eia% — e—i? 1+@+@)\_2+@)\_3+

B 2 22 21 23 3|

= T (1+0N)

= ¢ T + 0. (3.82)

Segue de (3.81) e (3.82) que

_ dam

A1 — M) = Xﬂp+ouﬂ“k z+ouﬂ

= ¢ % + 0()), quando A — 0.

A demonstrac@o do item ii) pode ser feita de maneira semelhante a demons-
tracao do item 1i). O

O préximo teorema mostra que a matriz das fungoes densidades espectrais
de um processo VARFIMA(0, d, 0) satisfaz a propriedade na expressao (3.77).

Teorema 3.5. Seja {X;}iez um processo VARFIMA(O, d,0) satisfazendo a
equacao

(1-p)' X, =&, (3.83)

para todo t € 7, onde {€;}iez, € um processo ruido branco multivariado como
na Definicao 3.2. Entao, para todo j, k € {1,--- ,m},

fj)i(/\) ~ g].k)\_dj_d’f, quando X — 0%, (3.84)

onde g, € uma constante positiva.
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Demonstracao: Mostramos no Teorema 3.4 que

o
X(\) = 2k

Segue do Lema 3.2 que

(1 —e™™)74 (1 — )=, (3.85)

£

Oy~ zf—'kxdje-?dwdke?dk
J ™
= %A‘dﬁ_dke?(‘ik—dﬂ, quando A — 0. (3.86)
T
Portanto,
fj)i()\) ~ g, A" %% quando A — 07, (3.87)

onde g,, ¢ a constante dada por

£

Ve it —d.
9 = 2—7:e 2 (de=dj), (3.88)
para todo j,k € {1,--- ,m}. Assim, os processos estocasticos multivariados
VARFIMA(0,d, 0) satisfazem a propriedade da equagao (3.77). ]

A aproximacao para a funcao densidade espectral cruzada, dada na equa-
¢ao (3.84), foi utilizada por Lobato e Robinson (1998) para analisar um teste
nao-paramétrico para dependéncia fraca, e por Lobato (1999), para desen-
volver um estimador semi-paramétrico de dois passos, baseado na funcao de
maxima verossimilhanga, para o parametro de longa dependéncia de proces-
sos fracionariamente integrados multivariados.

Exemplo 3.3. Seja {X;}1ez um processos VARFIMA (p, d, q) satisfazendo a
equacao

(1-3)X, =1, (3.89)
onde {Uj;}yez é um processo VARMA(p, ¢) dado na Defini¢ao 3.3. Entao,

fu(\) ~ H, quando A\ — 0, (3.90)

onde H é uma matriz com entradas constantes (ver Shimotsu, 2004) e a ma-
triz das fungoes densidades espectrais de { X}z tem a seguinte especificagao

fx(A) ~ A(NHA(N)*, quando A — 0, (3.91)
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onde * denota a matriz transposta conjugada e

imdy

A—de’ 0 - 0
0 AheTF L. 0
A(N) = . 5 i } : . (3.92)
0 0 )\_dm@%

pois, pelo Lema 3.2

iam

2+ O()N), quando A — 0. (3.93)

(1 o ei)\)a — \%

Essa aproximacao da matriz das fungoes de densidades espectrais difere
da aproximagao dada por Lobato (1997), a qual estd especificada na equagao
(3.74), pelo fato que a matriz H nao depende mais do vetor de parametros d,
pois, esse aparece na matriz A(+), ao contrario da matriz G da especificagdo

(3.74).

Shimotsu (2004) reforga a especificacao da matriz das fungdes densidades
espectrais dada na equagao (3.91), impondo a razao de suavidade dada por

fi()\) — ew)\’df’dkhjk = OA"H=40) quando A — 0T,  (3.94)
para todo j, k € {1,---,m}, onde h_, é o (j, k)-ésimo elemento da matriz H
e € (0,2]. Shimotsu (2004) mostra, através de simulagdes, que o estimador
baseado na especificagao da matriz das funcoes densidades espectrais, dada
na equacao (3.91), tem menor variancia que o estimador de Lobato (1999),
o qual baseia-se na aproximagao (3.74).

No proximo capitulo apresentamos alguns estimadores semi-paramétricos
do parametro de longa dependéncia ja conhecidos na literatura, como por
exemplo, o estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983), para o
caso univariado, e o estimador de dois passos de Shimotsu (2004), para o
caso multivariado. Também apresentamos um estimador semi-paramétrico
multivariado, que é obtido através do método de regressao linear baseado na
aproximacao da fungao densidade espectral cruzada, dada na equagao (3.84).
Esse estimador sera denotado por CGPH e ¢ uma proposta desse trabalho.
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Capitulo 4

Estimacao Semi-Paramétrica
Multivariada

A modelagem de processos estocasticos estacionarios univariados e multi-
variados, através de modelos com longa dependéncia tem atraido a atencao,
principalmente de economistas, em diferentes areas. Dentre outros, destaca-
mos os trabalhos que tratam da modelagem da volatilidade de ativos finan-
ceiros (ver Baillie et al., 1996, Bollerslev e Mikkelsen, 1996). Esse trabalhos
utilizam os processos ARFIMA (p,d, q), cujos parametros geralmente sao es-
timados via procedimentos paramétricos, tais como aqueles propostos por
Fox e Taqqu (1986), Dahlhaus (1989) e Sowell (1992). Se o modelo é corre-
tamente especificado, esse procedimento resulta em estimadores consistentes
e, sob suposicoes apropriadas, eficientes. A desvantagem dos procedimentos
paramétricos é que, na presenca de qualquer erro de especificacao, ele resulta
em estimadores inconsistentes (ver Robinson, 1995b). O interesse em utilizar
técnicas que resultam em estimadores consistentes nos conduzem aos proce-
dimentos semi-paramétricos (ver Geweke e Porter-Hudak, 1983; Robinson,
1994a e Lopes et al., 2004) e nao-paramétricos (ver Lopes e Pinheiro, 2004).
Em uma série de artigos, Robinson (1994a,1994b,1995a,1995b) estabeleceu
uma andalise rigorosa dos procedimentos semi-paramétricos.

Quando o objetivo é modelar séries temporais multivariadas com longa
dependéncia, a primeira sugestao é utilizar os processos VARFIMA (p, d, q).
Quando as componentes do processo sao independentes podemos utilizar as
técnicas ja desenvolvidas para o caso univariado. No caso independente, a
estimagao do vetor de parametros de longa dependéncia, d = (dy, -+ ,d,),
pode ser obtida utilizando-se algum procedimento disponivel na literatura,
estimando o parametro d; individualmente para cada componente {X, ; }iez,
para j € {1,--- ,m}, do processo {X; }ez-

Entre os procedimentos semi-paramétricos destacamos o trabalho pio-
neiro de Geweke e Porter-Hudak (1983). Esse trabalho trata da estimacao do
parametro de integragao fracionaria, obtido através do método de regressao
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linear baseado na funcgao periodograma e denotado aqui por GPH. Mas, a
medida que as séries temporais componentes passam a ser correlacionadas,
estamos ignorando informagoes relevantes acerca das inter-relagoes entre as
componentes do processo multivariado se utilizarmos apenas métodos pro-
postos para o caso univariado como, por exemplo, GPH.

Na tentativa de extender GPH, desenvolvemos um estimador para o
parametro d, de processos VARFIMA (p,d, q), baseado em informagoes ob-
tidas através da relagao entre quaisquer duas séries temporais componentes
como, por exemplo, a fungao periodograma cruzado suavizado. Este estima-
dor ¢ aplicavel sempre que existirem trés ou mais séries temporais presentes
na analise.

Neste capitulo, apresentamos alguns métodos para estimar o parametro
de longa dependéncia, tanto no caso univariado como no caso multivariado.
Na Secao 4.1, apresentamos um estimador semi-paramétrico Gaussiano mul-
tivariado ou “Gaussian Semiparametric Estimator”, que utiliza a funcao de
verossimilhan¢a Gaussiana, proposto por Shimotsu (2004), o qual seré de-
notado por GSE. Na Secao 4.2, apresentamos o estimador univariado obtido
através do método de regressao linear baseado na funcao periodograma, pro-
posto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Na Sec@o 4.3, apresentamos um
estimador semi-paramétrico multivariado, também obtido através do método
de regressao linear, baseado na fungao periodograma cruzado, o qual sera de-
notado por CGPH.

4.1 ESTIMADOR GSE MULTIVARIADO

Shimotsu (2004) analisa a estimagao semi-paramétrica de processos com
longa dependéncia multivariados. Nesse trabalho, o autor considera uma
classe de funcoes densidades espectrais que inclui aquela dos processos fraci-
onariamente integrados, dados na Defini¢ao 3.5. Para essa classe de proces-
S0s, 0 autor prova a consisténcia e a normalidade assintética de um estimador
semi-paramétrico Gaussiano multivariado. Além disso, o autor também com-
para o estimador GSE com o estimador semi-paramétrico Gaussiano de dois
passos estudado por Lobato (1999).

No caso univariado, onde a funcao densidade espectral de um processo
ARFIMA(p, d, q) é dada pela expressao

fx(A) ~ gA™? quando A — 0, (4.1)

com g sendo uma constante real, um estimador semi-paramétrico ttil foi pro-
posto por Kiinsch (1987) e analisado por Robinson (1995b). Lobato (1999)
generalizou esse estimador e o denominou estimador semi-paramétrico de
dois passos multivariado: o primeiro passo é realizado através da estimacao
univariada e individualizada dos parametros di,--- ,d,,; e o segundo passo
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consta em minimizar a funcao objetiva através do método de Newton, que
pode ser caracterizado pela relagao de recorréncia

Tnt1 = Tn = g7+ (4.2)
onde f(-) é uma fungao real qualquer derivavel, para o qual é necessario
fornecer um ponto inicial xg.

Além disso, o autor prova a normalidade assintética do estimador de dois
passos multivariado.

O estimador GSE, proposto por Shimotsu (2004), é uma versao corrigida
do estimador de dois passos multivariado de Lobato (1999). Enquanto o
estimador de dois passos ¢é obtido a partir da aproximagao da matriz das
funcoes densidades espectrais dada pela equagao

fx(A\) ~ D(A)GD()\)*, quando A — 0, (4.3)

onde * denota a matriz transposta conjugada, G = (gjk);nk é uma matriz
positiva-definida Hermitiana e

A0 0
0 A% .0

DV=| o . | (4.4)
0 0 - A

o estimador GSE ¢ obtido a partir da aproximacao

fx(A) ~ A(MHA(N)", quando A — 0, (4.5)
onde H = (h]k);nk ¢ uma matriz com entradas constantes e

imdy

A—de™s 0 0
0 AheE L 0
A\ = . . ) | . (4.6)
0 0 oo ATdme R

Essa especificagdo extende a aproximacao (4.1) para o caso multivariado
incluindo também a matriz das funcoes densidades espectrais dos processos
VARFIMA(p,d, q). Na especificacao (4.5), o parametro de longa dependéncia
d aparece nos termos A\~% e €™%/2 para j € {1,---,m}, da matriz A(")
dada na equac@o (4.6). Observamos que essa diferenga entre as matrizes
D(-) e A(:) dadas, respectivamente, pelas equagoes (4.4) e (4.6) acrescenta
informacgoes que podem ser utilizadas para melhorar o procedimento de es-
timagao proposto por Lobato (1999). Assim, a principal diferenca entre o
estimador GSE e o estimador de dois passos multivariado é que o primeiro uti-
liza a aproximacao para a matriz das funcoes densidades espectrais dada na
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equagao (4.5), onde os elementos da diagonal da matriz A(-) tém parte ima-
ginaria nao-desprezivel em uma vizinhanga da origem, enquanto o segundo
utiliza a especificagao (4.3), cuja matriz D(:) nao possui parte imagindria.
Segue que, para os processos VARFIMA(p,d,q), o estimador baseado em
(4.5) apresenta menor variancia que o estimador baseado na especificagao
(4.3) (ver Shimotsu, 2004).

Na subsegao 4.1.1, construimos a fungao objetiva além do estimador GSE.

4.1.1 CONSTRUCAO DA FUNCAO OBJETIVA

Para construir a fun¢do objetiva, Lobato (1999) utilizou a aproximagao
Whittle do logaritmo da fungao de verossimilhanca Gaussiana no dominio da
freqiiencia. Essa aproximacao ¢ dada pela equacao

£(0) = /W {m [det(f(\, 0))] + tr[£(A, 0) L, (V)] }d)\, (4.7)

—Tr

onde a matriz das funcoes densidades espectrais depende do parametro desco-
nhecido 6 e I,(+) denota a matriz das fungoes periodogramas dada na equagao
(2.64), cuja componente L ,(-), para j,k € {1,--- ,m}, é a funcao periodo-
grama cruzado dada na equagao (2.62).

Como a aproximacao da matriz das funcoes densidades espectrais, dada
pela equagao (4.5), é restrita a uma vizinhanca da freqiiéncia zero, considera-
se somente as freqiiéncias de Fourier Ay = %Z, com ¢ € {1,---,g(n)}, onde

g(n) é uma fungao do tamanho amostral, de tal forma que lim g(n) = co e

tim 97 _ g,
n—oo N
A partir da versao discreta da equagao (4.7) e da aproximagao (4.5) da

matriz das funcoes densidades espectrais, a funcao objetiva inicial é dada
pela expressao

g(n)

£(G,d) = Mz{ n [det(A)GAN))]

+Hr[ (AM)GA(A)Y) 1%(&)}}. (4.8)

Para simplificar a equagao (4.8), observe que, apesar de

(AN)GAN)) " Li(A) # GHAN) LA [A )] (4.9)

os seus correspondentes tracos sao iguais, ou seja,
tr [(A()\Z)GA()\Z)*)_l In(/\g)] = tr [G_lA(/\g)_lIn<)\g)[A()\[)*]_l] . (410)
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Esse resultado se deve ao fato da matriz A(-) ser uma matriz diagonal, o que
implica que podemos calcular o produto

(AM)GAN)) T L) = [AN)T GTTAN) 'T(A) (411

permutando seus elementos sem alterar o valor do seu trago. Com isso, uma
expressao simplificada para a equagao (4.8) é dada por

(n

NS}
N

£(G,d) = {1 [det(A(A))] + In [det(G)] + In [det(A(A)")]

1

~
Il

1
g(n)
+ tr[

G AN L]} (1.12)

visto que det(AB) = det(A) det(B), para quaisquer matrizes complexas A
e B.
A derivada parcial de primeira ordem, com respeito a G, da fungao

£(-,d), dada em (4.12), é

0£(G.d) 1
a6 gl @

—[G*A(Az)—llnw)[A(Ag)—l]*Gfl}’}, (4.13)

onde A’ denota a transposta da matriz A.
Igualando a zero a expressao (4.13), para que possamos encontrar os
pontos criticos da fungao £(-,d), obtemos

0 = > {@) "= [GAN) LO)AR) G
g(n)
= @)1= [An) LA e
) (4.14)
o que resulta na igualdade
g9(n) g9(n) /
g = > 1= {[AQ) LOAN) TG} (@)
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Multiplicando por G’ em ambos os lados da equagao (4.15), obtemos

n)

G = =3 {AG) LA T (1.16)

Shimotsu (2004) define a fungao objetiva como sendo

Q
—~

~

=1

R(d) = In [det(G)] + In { [det(A(A)] [ det(A(A)")] } (4.17)

a qual pode ser obtida substituindo G na fungao £(-,d), dada na equagao
(4.12).
Considerando o fato de que

In[det(A(A))] + In [det(A(A))] = In[det(AA)A(A))

_ _zidj In (A, (4.18)

podemos reescrever a funcao objetiva, de forma simplificada, dada por

m  g(n)

R(d) = In [det(@)] - % SN (), (4.19)

9N ==

onde G ¢ dada pela expressao (4.16).
O estimador GSE do parametro d é definido como

~

d = arg min R(d), (4.20)

onde § é o espaco dos valores estimados admissiveis para d e é da forma
S = [51, 5™, com —% <S5 <8y < % e m o numero de componentes do
processo {X}iez.

Para minimizar a fun¢ao R(-), necessitamos encontrar os zeros da sua

dR(-)
—

Para aplicar esse método, é necessario conhecer a primeira e a segunda deri-
vada da func¢do R(-) e dar um ponto inicial dg. As derivadas podem ser en-
contradas em Shimotsu (2004) e o ponto inicial é dado através da estimativa
univariada individual de cada um dos parametros d;, para j € {1,--- ,m}.
Por esse motivo, o estimador de Lobato (1999) é chamado estimador de dois
passos multivariado.

Observamos que é necessario definir um estimador univariado para que
possa ser utilizado para o primeiro passo do estimador de Lobato (1999) e,
consequientemente, para o estimador GSE.

derivada . Para isso, utiliza-se o método de Newton descrito em (4.2).

26



4.2 EstimMmADOR GPH

Nesta secao, apresentamos o estimador univariado proposto por Geweke
e Porter-Hudak (1983), o qual é obtido através do método de regressao li-
near baseado na fungao periodograma. A seguir, descrevemos tal método de
estimacao.

Considere {X; };¢z um processo ARFIMA(p, d, q), conforme Defini¢ao 3.4,
com média p = 0. Sabemos que a fungao densidade espectral desse processo
¢é dada por

FrON) = fu(\) [2 sen (g)} _Qd, para \ € (0, 7], (4.21)

onde

o2 (e P
= %%, para A c (0,71'], (422)

¢ a fungao densidade espectral do processo ARMA(p, q)

Ju(A)

(1 - B)*X, = U,, para todo t € Z, (4.23)

®(-) e O(+) sdo dados na equagao (3.20).
Aplicando o logaritmo e somando In[f;(0)] em ambos os lados da equacao
(4.21), obtemos a expressao

In[fx(A\)] = In[fy(0)] — dIn {2 sen (%)} 2+ In HZ ((g; 1 . (4.24)

Substituindo, na equagao (4.24), a freqiiéncia A pelas freqiiéncias de Fou-

rier \p = 2% para{=1,--- , g(n) e somando In [I,,(\;)] em ambos os lados da

__n7

equagao (4.24), onde I,(-) é a fungao periodograma dada na equagao (2.61),
obtemos

In[l,(\)] = In[fy(0)] - dln [Qsen (%ﬂg

e R G e

Se A¢ esta préximo de zero, digamos Ay < Ay, onde g(n) é pequeno,
entao o ultimo termo é desprezivel se comparado com os outros termos do

lado direito da igualdade (4.25) (ver Geweke e Porter-Hudak, 1983). Desta

forma, podemos escrever (4.25) como uma equagao de regressao linear simples
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onde

Geralmente, utiliza-se g(n) = n®, para a € (0, 1).
Como a seqiiéncia {Gg}z(:nl) é aproximadamente independente (ver Geweke
e Porter-Hudak, 1983), a estimacao de d é dada pelo método dos minimos

quadrados de y1, ¥y, + , Yg(n) €M T1, T2, -+, Ty(n), O que fornece o estimador

S (@ =) (e —7)

dapy = - : (4.28)
DA CTR L
onde
T=—S a2, (4.29)
9(n) =

Robinson (1991, 1994) demonstrou a consisténcia e a normalidade as-
sintotica para o estimador GPH para processos com longa dependéncia,
quando d € (—0.5,0.5).

4.3 ESTIMADOR SEMI-PARAMETRICO MULTIVA-
RIADO CGPH

Uma estimacao semi-paramétrica tem a caracteristica de nao necessitar
do conhecimento dos parametros de memoria curta, presentes nos polindmios
®(-) e O(+) no caso dos processos ARFIMA(p, d, q). Essa caracteristica leva
a estimadores consistentes.

No caso multivariado, segundo Shimotsu (2004), o estimador GSE ¢ con-
sistente e fornece boas estimativas para o parametro d, até mesmo se as
componentes do processo sao correlacionadas. Mas, é necessario outro esti-
mador univariado para fornecer a estimativa inicial utilizada para minimizar
a fungao objetiva, o que torna esse procedimento mais lento computacional-
mente.
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Para agilizar o processo de estimacao do parametro d propomos, a partir
da idéia pioneira de Geweke e Porter-Hudak (1983), um estimador semi-
paramétrico multivariado utilizando a funcao periodograma cruzado. Esse
estimador é dado na subsecao 4.3.1.

4.3.1 CONSTRUCAO DO EsTiMaDOR CGPH

No Teorema 3.5 mostramos que a funcao densidade espectral cruzada
entre as componentes { X, }iez € { Xkt }iez, para j, k € {1 - ,m}, de um
processo VARFIMA (0, d, O) {X;}tez, é proporcional a A\™¢ dk em uma vizi-
nhanga da freqiiéncia zero, ou seja,

R(A) ~ A5 7% quando A — 07, (4.30)

onde ¢, ¢ uma constante positiva.
Tomando o médulo em ambos os lados da equagao (4.30), resulta

]f]Xk()\)\ |c]k||)\]_dj_dk, quando A — 0. (4.31)
Assim, aplicando o logaritmo na equacgao (4.31), obtemos

ln(]fjf)}i()\)]) ~ In (|cjk\) — (d; + dg) In(]\]), quando A\ — 0F. (4.32)

Segue imediatamente da Definicao 2.18, que a fun¢ao periodograma cru-
zado nao é uma fungao par, ou seja, Ik, (\) # Lirn(—A), para todo j, k €

{1,--- ,m} e A € (—m, 7], mas, vale a igualdade

Likn(A) = Ly (=X). (4.33)
A igualdade (4.33) implica que |1k, (N)| = |Ljkn(—A)|. Como estamos consi-
derando apenas as freqiiéncias de Fourier Ay, para ¢ € {1,--- ,g(n)}, onde n

¢ o tamanho amostral, nao é necessario considerar as freqiiéncias negativas.
E conhecido que se {X;}{~; é uma amostra do processo {X;}icz, entao
um estimador nao-viciado para a funcao densidade espectral cruzada j,g()
é a fungao periodograma cruzado dada na Definigdo 2.18 (ver Teorema 2.3).
Somando In [‘ e )\g)ﬂ em ambos os lados da equagao (4.32), obtemos

a expressao

‘Ijkn €)|

“ kn () \] =In(lg; |) = (dj +di) In(|Ad]) +1 pmen]

] (4.34)
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que é exatamente uma equacao da forma de uma regressao linear simples

Yjkt = Qi+ 0k Tjpe+ €ke, paral e {l,---,g(n)}, (4.35)

|\

)” , (4.36)

onde

)

Vik T (dy—d;

‘ ]kn()\f

bjr = —(dj +di), Tjre=In(|N|) e €jre=1In
J J J ! |f]k()\g)

com g(n) =n®, para a € (0, 1).

O préximo teorema apresenta a distribuicao e fungao de covariancia as-
sintéticas da matriz das funcoes periodogramas. Esse resultado é essencial
para que possamos aplicar o método dos minimos quadrados a equagao (4.35)
e finalizar o estimador.

Teorema 4.1. Seja { X, }iez um processo estocdstico multivariado

X = Z Ciery, (4.37)

onde e, ~ I1D(0,X), ¥ € nao-singular e com as componentes das matrizes

Cr = (Cu(j, k)], satisfazendo

Z |Co(4, k)||0)? < o0, para j ke {1,--- m}, (4.38)
{=—00
e I,(\) = (Ijk,n(/\));nkzl; para A € (—m,m|, a matriz das fungdes periodogra-
mas do processo { X; hez-

i) Se 0 < A, Agny < m, entao I,(\1), -+, L,(Agm)) convergem
conjuntamente, em distribuicao, para matrizes aleatorias independentes
cujo L-ésimo elemento € distribuido como W, Wy, onde Wy tem distri-
buicao normal multivariada complexa, ou seja, Wy ~ ./\/C(O, QWfX()\g)),
onde fx(-) € a matriz das funcgoes densidades espectrais do processo
(X}
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ii) Se Mo, Ar € (0,7, para £, r € {1,---,g(n)}, sao freqiéncias de
Fourier, entao

(472 [ fia(Ae) for(Ne) + fio(Ae) fra(Ae) ]

se dpg =N =0 oum;

Cov(Likn(Ae)s Tann(Ae)) = 4 47 [fia(Ae) fon (Me)] + O(n~2),
se0< N =\ <75

[ O(n™h), se \p # A,

(4.39)
onde O(+) € dado em (3.78) e 0s termos O(n~2) e O(n™") sdo uniforme-
mente limitados, respectivamente, por an~z econ! para determinadas
constantes positivas ci e Cs.

A demonstracao desse teorema é um pouco complicada e pode ser encon-
trada em Hannan (1970).

Segue do Teorema 4.1, que a seqiiéncia {ejk,g}g(:"l) é formada por variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, o que permite estimar
d; + dj, pelo método dos minimos quadrados.

Pelo método dos minimos quadrados, aplicado a equagao de regressao
(4.35), a estimativa da soma d; + dj, ¢ dada por

g(n)

soa —1 (Tike — Tix) Yike — Uik)
dj+di = = g(n) .
=1 (Tjre — Tjk)

(4.40)

onde

1 g(n)

Tjk = —~ E Tjke-

9(n) =

Fazendo este processo para cada j,k € {1,--- ,m}, j # k, temos um
sistema linear simples. Por exemplo, para m = 3, o sistema ¢é dado por

110 dy dy + ds
011 ds dy + ds

Como o procedimento utilizado aqui é semelhante ao procedimento utili-
zado para construir o GPH, denotamos o estimador dado na equagao (4.40)
por CGPH, pelo fato dele utilizar a funcao periodograma cruzado, a qual
contém informacoes de quaisquer duas séries temporais presentes na amostra

(Xt
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Observacao 4.1. Uma das restrigoes desse estimador é o fato de que neces-
sitamos de, no minimo, trés séries temporais para que o sistema (4.41) tenha
solucao.

Observacao 4.2. Para construir esse estimador consideramos um processo
VARFIMA (0, d, 0) para simplificar o procedimento. No entanto, o estimador
CGPH pode ser utilizado também para processos VARFIMA(p,d, ¢). Nesse
caso, podemos estimar o parametro de integracao fracionaria, d, utilizando
o CGPH e entao utilizar, em um segundo passo, o método de maxima ve-
rossimilhanga (ver Brockwell e Davis, 1991) para estimar as matrizes ®(+) e
O(-) definidas na equacao (3.10), ap6s diferenciar cada componente X, do
estimador cfj.

4.3.2 EsTiIMADOR CGPH SuavizADO

Como visto no Teorema 2.3, a funcao periodograma cruzado I, (+), dada
na equacgao (2.62), é um estimador nao-viciado, porém, inconsistente para a
funcao densidade espectral cruzada. Quando suavizamos a funcao periodo-
grama cruzado obtemos um estimador consistente para a funcao densidade
espectral cruzada. Esse estimador é dado por

Fouhe) = Z Ap(h)Ljkn(Aern), paral € {1,--- ,g(n)},  (4.42)

:_qn

onde A,(+) é uma funcdo de ponderagao, dada na Definigao 2.14.
Substituindo I, () por fjk() na equagao (4.34), obtemos um estimador

multivariado para o parametro de longa dependéncia d. Este estimador serd

denotado por SCGPH, em virtude da suavizacao feita, e é dado por

S0 (e — T8) (W0 — Tie)

e — (4.43)
> et (Tike — Tjk)

(CZj + dAk)SCGPH = —

onde
) A
yine =[50, @ine = (A, =(—Z
‘=
B B eyl
bjk——(dj—de), ajk—ln(\gjkD (§] Ej]@g—ln ‘f( )l ,(444)

com g(n) =n®, para a € (0, 1).
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Observacao 4.3. Em geral, pode-se utilizar qualquer funcao de ponderacao
na equacao (4.42). Nosso estudo baseia-se na utilizagao das janelas de Parzen
e de Bartlett e suas correspondentes funcoes de ponderagao, as quais sao
apresentadas na Proposigao 2.1.
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Capitulo 5
Simulacoes

O estimador GSE, proposto por Shimotsu (2004) e descrito na Se¢ao 4.1,
é um estimador multivariado para o parametro d e apresenta bons resultados
para amostras correlacionadas. Como a proposta inicial do nosso trabalho
¢ considerar dados correlacionados, na Secao 5.3 comparamos os estimado-
res GSE e SCGPH através de simulagoes de Monte Carlo. Na Secao 5.1,
estudamos o comportamento dos estimadores CGPH e GPH em amostras
correlacionadas. Finalmente, na Secao 5.2, determinamos o inteiro g,, de-
nominado ponto de truncamento, para a funcao de ponderacao de Parzen,
também através de simulacoes de Monte Carlo.

5.1 COMPORTAMENTO DOS ESTIMADORES GPH
E CGPH NA PRESENCA DE CORRELACAO

Nesta sec¢ao, estudamos o comportamento dos estimadores GPH e CGPH
quando as séries temporais componentes sao correlacionadas.

Como o CGPH estima o vetor d levando em consideracao a correlacao p
entre as componentes X;; e Xj,, através da funcao periodograma cruzado,
simulamos dados correlacionados, gerando o vetor erro com distribuicao nor-
mal multivariada, com média 0 e matriz de variancias e covariancias
L pop
YX=|p 1 p]. (5.1)

pop 1
Esta geracao do vetor erro pode ser realizada facilmente utilizando-se a rotina
randn do “software” MATLAB. Esse software foi utilizado para realizar todas
as simulagoes desse trabalho.

No Apéndice B, apresentamos os dados das simulacoes para determinar
o melhor valor do parametro a para os estimadores GPH e CGPH. Podemos
observar, através destas simulagoes, que ambos os estimadores apresentam
melhores resultados quando a € {0.75,0.76}.
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Simulamos amostras de processos VARFIMA (0, d, 0) com dimensao trés,
cujas componentes sao correlacionadas com coeficiente de correlagao p €
{0.0,0.1,---,0.9}. Comparamos os estimadores CGPH e GPH para tamanho
de série n € {500, 1000, 1500,2000} e d = (0.2,0.3,0.4), considerando 1000
replicagoes para cada conjunto {n,d,p}. A anédlise do comportamento do
estimador é feita através do calculo do vicio, do erro quadratico médio e do
desvio padrao (denotados, respectivamente, por vicio, eqm e dp nas figuras
e tabelas). Neste trabalho, utilizamos somente correlagoes positivas pois a
rotina do MATLAB exige que a matriz de correlagoes seja positiva definida.

Os resultados podem ser observados nas Figuras 5.1.1 e 5.1.2. Como
podemos verificar, ambos os estimadores tém comportamento semelhante,
mas, o estimador CGPH apresenta menor vicio, erro quadratico médio e
desvio padrao do que o GPH em todos os casos. No entanto, nao podemos
afirmar que o estimador CGPH apresenta melhoras significativas a medida
que a correlacao aumenta. Além disso, é possivel notar que o estimador
CGPH apresenta um comportamento que depende do parametro d.

Através de simulagoes, apresentadas no apéndice B, podemos observar
que o estimador CGPH apresenta vicio relativamente pequeno quando o =
0.75. Por essa razao, utilizamos o valor « = 0.75 para as simulagoes, cujos
resultados sao apresentados nas Figuras 5.1.1 e 5.1.2.

. d . d, . d
© 107 eqm parad, © 10 eqm para d, « 107 eqm para d,
5.4 5.4 i 5.4
52 / 52 /'\ 5.2
5 /. 51/, \ 5 —
/ / \ . _ — .
4.8 ~_ /\ / 4.8 AN — 48— .
4.6 ,,,/\/- X / 4.6 ! . T 461 - .
44f . . 4.4 . 4.4 :
42 42 42
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
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Figura 5.1.1. Resultados para a estimacao de d, através do erro quadratico

médio, vicio e desvio padrao para a estimacao de d, quando p €
{0.0,0.1,---,0.9}, d = (0.2,0.3,0.4), « = 0.75 e n = 500.
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Figura 5.1.2. Resultados para a estimacao de d, através do erro quadratico
médio, vicio e desvio padrao para a estimacao de d, quando p €
{0.0,0.1,---,0.9}, d = (0.2,0.3,0.4), a« = 0.75 e n = 1000.

5.2 SIMULACOES PARA O EsTIMADOR SCGPH

Para suavizar o estimador SCGPH, dado pela equacao (4.42), utiliza-
mos uma funcao de ponderacao, para a qual necessitamos determinar o
ponto de truncamento g,. Para determinar o melhor ¢, para a funcao de
ponderagao de Parzen, através de simulagoes de Monte Carlo, escolhemos
d € {(0.4,0.4,04),(0.3,0.3,0.3), (0.2,0.2,0.2), (0.2, —0.2,-0.2)} e amos-
tras de tamanho n = 500 realizando 1000 replicacoes para cada d. Todas
as simulagoes foram feitas utilizando correlacao p = 0.5 entre as amostras,
uma vez que essa correlagdo nao interfere na escolha do ¢,, através de si-
mulacoes. No Apéndice B, apresentamos os resultados das simulacoes para
d € {(0.4,0.4,0.4),(0.3,0.3,0.3), (0.2,0.2,0.2), (—0.2, —0.2, —0.2) }, tamanho
amostral n € {1000, 1500,2000} e p € {0.0,0.8}. As Figuras 5.2.1-5.2.4
mostram os resultados do erro quadratico médio, vicio e desvio padrao do
estimador SCGPH para varios valores de ¢, na funcao de ponderagao de
Parzen, a qual apresentou melhores resultados para esse estimador. E im-
portante observar que o estimador SCGPH reduz-se ao estimador CGPH
quando ¢, = 0. Podemos verificar que o estimador SCGPH ja apresenta
bons resultados para vicio, erro quadratico médio e desvio padrao para todos
os pares (n,d) quando ¢, = 1, apesar de ¢, ser uma fungao de n. Também

66



podemos observar que o desvio padrao e o erro médio quadratico parecem
depender de d. Isso ja era esperado, visto que, quando {X; };cz é um processo
VARFIMA(p,d, q) e p # 0, a matriz G, em (3.74), depende do parametro d.
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Figura 5.2.1. Resultados para a estimagao de d,
médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d = (0.4,0.4,0.4),
a=0.75, p = 0.5 e n = 500.
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Figura 5.2.2. Resultados para a estimacgao de d, através do erro quadratico
médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d = (0.3,0.3,0.3),
a=0.75, p =0.5 e n = 500.
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Figura 5.2.3. Resultados para a estimacao de d, através do erro quadratico
médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d = (0.2,0.2,0.2),
a=0.75, p =0.5 e n = 500.
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Figura 5.2.4. Resultados para a estimacao de d, através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(—=0.2,—-0.2,-0.2), « = 0.75, p = 0.5 e n = 500.
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5.3 COMPARACAO DOS ESTIMADORES SCGPH E
GSE

O objetivo desta secao é comparar o estimador SCGPH com o estimador
GSE, proposto por Shimotsu (2004). Os dados para o estimador GSE foram
retirados de Shimotsu (2004), visto que, a implementagdo computacional
desse estimador é um pouco complicada, o que resultou em uma rotina muito
lenta, inviabilizando a realizacao de simulagoes de Monte Carlo.

A média, o vicio, o desvio padrao e o erro quadratico médio sao calculados
utilizando-se 10.000 replicagdes. O tamanho amostral escolhido é n = 500
e g(n) = n% com a = 0.75 para o estimador SCGPH e a = 0.65 para
o estimador GSE. Utilizamos a janela de Parzen com ¢, = 1. Shimotsu
(2004) escolheu d € {(0.2,—-0.2),(0.2,0.2),(0.2,0.4)}. No entanto, como o
estimador SCGPH necessita de no minimo trés séries temporais (isto é, m=3),
consideramos o conjunto {(0.2,-0.2,0.2),(0.2,0.2,0.2),(0.2,0.4,0.2)} para
realizar as simulagoes. Foram geradas n + 2000 observacoes e descartadas as
primeiras 2000.

Nas Tabelas 5.3.1-5.3.3 observamos que ambos os estimadores tém vicios
relativamente pequenos para todos os valores de d, mas o estimador SCGPH
apresenta, sistematicamente, menor desvio padrao e menor erro quadratico
médio para p € {0.0,0.5}, isso porque o estimador SCGPH nao apresenta
variagao nas estimativas a medida que modificamos a correlacao. No en-
tanto, quando p = 0.8 observamos que o estimador GSE apresenta melhores

resultados para vicio, desvio padrao e erro quadratico médio com relagao ao
estimador SCGPH (ver Tabela 5.3.3).

Tabela 5.3.1. Comparacao do vicio, desvio padrao e erro quadratico médio
entre os estimadores SCGPH e GSE, quando p = 0.0, n = 500, a = 0.75 e
d € {(0.2,-0.2,0.2),(0.2,0.2,0.2),(0.2,0.4,0.2) }

SCGPH GSE

d ‘ vicio ‘ dp ‘ eqm vicio H dp eqm

d=1(0.2,-0.2,0.2)
dy —0.0020 0.0655 0.0042 —0.0064 0.0789 0.0062
do 0.0057 0.0659 0.0043 —0.0038 0.0777 0.0060
ds —0.0029 0.0655 0.0042

d=1(0.2,0.2,0.2)
dy —0.0029 0.0650 0.0042 —0.0060 0.0781 0.0061
do —0.0029 0.0657 0.0043 —0.0074 0.0781 0.0061
ds —0.0040 0.0651 0.0042

d=(0.2,0.4,0.2)
dy —0.0020 0.0655 0.0042 —0.0062 0.0785 0.0061
do —0.0035 0.0662 0.0043 —0.0020 0.0790 0.0062
ds —0.0029 0.0655 0.0042
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Tabela 5.3.2. Comparacao do vicio, desvio padrao e erro quadratico médio
entre os estimadores SCGPH e GSE, quando p = 0.5, n = 500 a = 0.75 e
d € {(0.2,-0.2,0.2),(0.2,0.2,0.2),(0.2,0.4,0.2) }.

SCGPH GSE

d ‘ vicio ‘ dp ‘ eqm vicio H dp eqm

d =1(0.2,-0.2,0.2)
dy —0.0029 0.0650 0.0042 —0.0043 0.0672 0.0045
do 0.0064 0.0661 0.0042 —0.0007 0.0665 0.0044
ds —0.0040 0.0652 0.0042

d=1(0.2,0.2,0.2)
dy —0.0020 0.0655 0.0042 —0.0059 0.0667 0.0044
do —0.0033 0.0650 0.0042 —0.0055 0.0665 0.0044
ds —0.0025 0.0653 0.0042

d=(0.2,0.4,0.2)
dy —0.0029 0.0650 0.0042 —0.0034 0.0670 0.0045
do —0.0027 0.0662 0.0043 —0.0016 0.0673 0.0045
ds —0.0040 0.0652 0.0042

Tabela 5.3.3. Comparacao do vicio, desvio padrao e erro quadratico médio
entre os estimadores SCGPH e GSE, quando p = 0.8, n = 500, a = 0.75 e
d € {(0.2,-0.2,0.2),(0.2,0.2,0.2),(0.2,0.4,0.2) }.

SCGPH GSE

d ‘ vicio ‘ dp ‘ eqm vicio H dp eqm

d =1(0.2,-0.2,0.2)
dy —0.0020 0.0655 0.0042 0.0022 0.0597 0.0035
do 0.0061 0.0651 0.0042 0.0056 0.0599 0.0036
ds —0.0024 0.0644 0.0041

d=1(0.2,0.2,0.2)
dy —0.0020 0.0655 0.0042 —0.0052 0.0587 0.0034
do —0.0031 0.0651 0.0042 —0.0047 0.0585 0.0034
ds —0.0024 0.0644 0.0041

d=(0.2,0.4,0.2)
dy —0.0029 0.0650 0.0042 0.0001 0.0595 0.0035
do —0.0029 0.0660 0.0043 0.0004 0.0597 0.0036
ds —0.0033 0.0651 0.0042
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Capitulo 6

Analise de Séries Temporais
Reais

O objetivo aqui é analisar dados reais utilizando a metodologia desen-
volvida ao longo deste trabalho. Analisamos um conjunto de trés séries
temporais correlacionadas. O conjunto de séries temporais é composto pelo
IBovespa, que é o indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo e mede o com-
portamento das acoes mais negociadas. Esse indice indica o desempenho
médio das cotagoes de uma carteira tedrica de agoes negociadas no pregao.
A carteira considerada possui acoes de 55 empresas selecionadas entre as que
representaram 80% do volume negociado no mercado nos ltimos doze me-
ses. Compoem o conjunto ainda, as séries temporais dos valores das agoes das
empresas Brasil Telecom e Gerdau. Os dados foram retirados dos respectivos
enderecos eletronicos “www.brasiltelecom.com.br” e “www.gerdau.com.br”,
que também forneceram os dados para o indice [Bovespa, e ajustados con-
forme os “splits” ocorridos. “Split” é um termo utilizado pelos economistas
para denotar uma multiplicagao ou uma divisao do niimero de agoes de cada
acionista. Por exemplo, em um “split” de 2, quem tinha 100 acoes a R$ 60,86
passou a ter 200 a R$ 31,00. Para ajustar, multiplica-se a série temporal por
2 do dia em que ocorreu o “split” até o final da série.

6.1 SERIE TEMPORAL DOS RETORNOS DIARIOS

Em finangas, um dos objetivos é a avaliacao de riscos de uma carteira
de ativos (instrumentos) financeiros. O risco ¢ freqiientemente medido em
termos de variacoes de pregos dos ativos.

Definicao 6.1. Seja P, o prego de um ativo no instante t. O retorno destes
ativos é dado por

P—P_., P
Ry=—t_—""l__t 1 (6.1)
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Morettin (2006) analisou a série temporal de valores absolutos dos retor-
nos didrios das agoes da Petrobrds no periodo de 02/01/1995 a 27/12/2000
e ajustou um modelo ARFIMA(p,d, q), com p = 2, d=0.346 e ¢ = 1, utili-
zando o “software” FinMetrics + S-Plus através do método da méaxima ve-
rossimilhanca. Como d e (0.0,0.5), esse resultado indica a presenga de longa
dependéncia nesses dados. O autor também encontrou longa dependéncia ao
analisar a série temporal dos retornos diarios do IBovespa no mesmo periodo.
Para essa estimagao o método de estimagcao utilizado por Morettin (2006) foi
o de Hurst (ver Beran, 1994) cujo valor estimado foi d = 0.21, o que também
indica a presenca de longa dependéncia para esses dados.

6.2 ANALISE DAS SERIES TEMPORAIS DO IBO-
VESPA, BRASIL TELECOM E GERDAU

Analisamos os dados do IBovespa e as séries temporais dos precos das
acoes das empresas Brasil Telecom e Gerdau no periodo de 02/01/1995 a
27/12/2000. E importante lembrar que esses dados sio altamente corre-
lacionados. Para essas séries temporais, a matriz das correlagoes cruzadas
amostrais é dada por

R 1.0000 0.8150 0.9145
R = 0.8150 1.0000 0.6759 | . (6.2)
0.9145 0.6759 1.0000

O grafico das séries temporais do IBovespa e das acoes das empresas Brasil
Telecom e Gerdau sao apresentados na Figura 6.2.1.
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Figura 6.2.1. Séries Temporais das acoes do IBovespa, Brasil Telecom e
Gerdau durante o perfodo de 02/01/1995 a 27/12/2000.
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A caracteristica de longa dependéncia é visivel quando consideramos a
série temporal de valores absolutos dos retornos diarios para o IBovespa,
Brasil Telecom e Gerdau. Para o calculo dos retornos didrios das agoes,
dados na Defini¢ao 6.1, utilizamos o preco de fechamento, em reais.

Quando utilizamos as séries temporais de valores absolutos dos retornos
diarios de qualquer conjunto de séries reais, modificamos informacoes, como,
por exemplo, a correlagao entre as componentes. Por exemplo, a matriz das
correlagoes cruzadas amostrais das séries temporais de valores absolutos dos
retornos didrios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau ¢é dada por

) 1.0000 0.1490 0.3381
R,, = | 01490 1.0000 0.0713 |, (6.3)
0.3381 0.0713 1.0000

que é diferente da matriz R dada em (6.2).
A Figura 6.2.2 apresenta as séries temporais dos valores absolutos dos
retornos didrios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau.

SERIE DE VALORES ABSOLUTOS DOS RETORNOS DO IBOVESPA
0.4 T T

0.3

0 yw HJ bt M b, mullk...‘.mllhlhnljh.m‘ml.,.m et o M Pt Ao

0 500 1000 1500

SERIE DE VALORES ABSOLUTOS DOS RETORNOS DA BRASIL TELECOM

0 500 1000 1500

Figura 6.2.2. Séries temporais dos valores absolutos dos retornos diarios do
[Bovespa, Brasil Telecom e Gerdau.

Podemos observar nas Figuras 6.2.3 e 6.2.4 que o decaimento lento da
funcao de autocorrelacoes e o alto valor da fungao periodograma na origem
mostram claramente a presenca de longa dependéncia nessas séries temporais.
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AUTOCORRELAGAO PARA A SERIE DE VALORES ABSOLUTOS DOS RETORNOS DO IBOVESPA
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AUTOCORRELAQAO PARA A SERIE DE VALORES ABSOLUTOS DOS RETORNOS DA GERDAU

1 T T T T T

0.5+ -
0 -, - 1 L |
-10 0 10 20 30 40 50 60

Figura 6.2.3. Funcao de autocorrelagao amostral para as séries temporais

dos valores absolutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil Telecom e
Gerdau.
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Figura 6.2.4. Funcao periodograma para as séries temporais dos valores
absolutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau.
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O exemplo a seguir mostra a analise da série temporal do [Bovespa du-
rante o periodo de 30/01/2001 a 29/01/2007, periodo diferente do conside-
rado anteriormente. Os procedimentos para essa andlise sao semelhantes aos
que foram realizados nessa secao.

Exemplo 6.1. Analise da série temporal do IBovespa durante o periodo de
30/01/2001 a 29/01/2007.

50

5 L L

0 500 1000 1500
Periodo de 30/01/2001 a 29/01/2007

Figura 6.2.5. Série temporal do IBovespa no periodo de 30/01/2001 a
29/01,/2007.

Embora no periodo de 02/01/1995 a 27/12/2000, a série temporal te-
nha apresentado longa dependéncia, nao detectamos presenca forte de longa
dependéncia durante o periodo de 30/01/2001 a 29/01/2007. Isso pode ser
explicado pela ineficiéncia do mercado acionario brasileiro nesse periodo, pelo
fato desse ser um mercado emergente. No entanto, essa ineficiéncia reduz-se
ao longo do tempo (ver Torres et al., 2002). Portanto, até o ano de 2000 o
mercado acionario brasileiro era pouco eficiente e por esse motivo apresentava
a caracteristica de longa dependéncia. Depois do ano de 2000, esse mercado
tornou-se mais eficiente.

Os resultados para a série de valores absolutos dos retornos diarios do IBo-
vespa, no periodo de 30/01/2001 a 29/01/2007, podem ser vistos na Figura
6.2.6. A funcdo de autocorrelacao amostral decai mais rapidamente para
zero e a fungao periodograma apresenta um valor relativamente baixo em
zero. Baseado nisso, nao podemos afirmar que a série temporal dos valores
absolutos dos retornos diarios do IBovespa possui longa dependéncia.
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A Figura 6.2.5 mostra a série temporal do [Bovespa e a Figura 6.2.6
mostra a série temporal dos valores absolutos, funcoes de autocorrelagao e
periodograma da série temporal de valores absolutos dos retornos diarios do
[Bovespa.
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Figura 6.2.6. Série temporal, fungoes de autocorrelacao amostral e perio-
dograma para os valores absolutos dos retornos diarios do IBovespa.

Utilizando os estimadores GPH e SCGPH, obtivemos uma estimativa do
vetor de parametros de longa dependéncia d = (d;,dp,dg), onde d,dp e dg
correspondem aos parametros de longa dependéncia das séries temporais dos
valores absolutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau,
respectivamente.

Tabela 6.2.1. Estimativa do parametro d para as séries temporais dos va-
lores absolutos dos retornos didrios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau.

d | GPH | SCGPH
dr | 0.3023 | 0.2984
dp | 0.2562 | 0.2529
de | 0.2119 | 0.2090

A partir dos resultados do estimador SCGPH, diferenciamos as séries
temporais dos valores absolutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil Te-
lecom e Gerdau, respectivamente, de cZI, dp e cZG e realizamos a analise dos
residuos. Observando os resultados, verificamos que poderiamos encontrar
um modelo que se ajustasse melhor a esses dados. Utilizamos a funcao VAR,
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do pacote FinMetrics + S-Plus, para ajustar um modelo as séries temporais
diferenciadas. O resultado é apresentado na Figura 6.2.7.

> var.fit=vAR(IBG.ts,max.ar=4, criterion="BIC")
> var.fit$info
ar (1) ar(2) ar(3) ar(4)
BIC -20591.35 -20541.81 -20511.96 -20476.92
> summary (var.fit)
call:

VAR (data = IBG.ts, max.ar = 4, criterion = "BIC')

Coefficients:|
ibovdiff brasdiff gerdaudiff

(Intercept) 0.0023 0.0045 0.0051
(std.err) 0.0005 0.0007 0.0006
(t.stat) 4.1793 6.6148 7.8295
ibovdiff.lagl -0.1266 0.0260 0.0684
(std.err) 0.0265 0.0336 0.0319
(t.stat) -4.7738 0.7733 2.1478
brasdiff.lagl 0.0467 -0.0751 0.0325
(std.err) 0.0207 0.0262 0.0248
(t.stat) 2.2580 -2.8643 1.3067
gerdaudiff.lagl 0.1063 0.0128 -0.0012
(std.err) 0.0224 0.0284 0.0270
(t.stat) 4.7361 0.4516 -0.0430

Regression Diaghostics:
ibovdiff brasdiff gerdaudiff
R-squared 0.0279 0.0063 0.0045
Adj. R-squared 0.0259 0.0043 0.0025
Resid. scale 0.0197 0.0249 0.0236
Information Criteria:
logL AIC BIC HQ
10357.44 -20690.88 -20627.53 -20667.24
total residual

Degree of freedom: 1450 1446
Time perdjod: from 2 to 1451

Figura 6.2.7. Resultados do ajuste do modelo VAR as séries temporais dos
valores absolutos dos retornos didrios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau,
utilizando o pacote FinMetrics + S-Plus.

Observe que critério BIC' é menor para o valor p = 1. Portanto, o melhor
modelo ajustado é um VAR(p), com p = 1, cuja matriz de coeficientes ¢, é
dada por

R —0.1266  0.0260  0.0684
b, = 0.0467 —0.0751  0.0325 | . (6.4)
0.1063  0.0128 —0.0012

o modelo VARFIMA(p,d, q), com p = 1, d= (0.2984,0.2529,0.2090) e g =
0, nao ajusta perfeitamente as séries temporais dos valores absolutos dos
retornos diarios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau. Na Figura 6.2.8, os
residuos nao estao concentrados dentro do intervalo de 95% de confianca.
Na Figura 6.2.9 observamos que as fungoes de autocorrelacao amostral dos

Realizando a anélise de residuos, observamos nas Figuras 6.2.8-77, que
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residuos nao estao concentrados dentro do intervalo de 95% de confianga
para “lags” diferentes de zero. O gréfico Q-Q, na Figura 6.2.10 mostra que
o ajuste nao esta adequado pois nao é uma reta com inclinagao 1.

Residuals versus Time

ThoVdiit Drasdiff

0.2

00 01 02
0.1

0.0

0 500 1000 1500

Figura 6.2.8. Residuos resultantes do ajuste de wum modelo
VARFIMA(p,d,q), com p = 1, d = (0.2984,0.2529,0.2090) e ¢ = 0,
para as séries temporais dos valores absolutos dos retornos didrios do
[Bovespa, Brasil Telecom e Gerdau.

Residual Autocorrelation
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Figura 6.2.9. Fungoes de autocorrelacao amostral dos residuos resul-
tantes do ajuste de um modelo VARFIMA(p,d,q), com p = 1, d =
(0.2984,0.2529,0.2090) e ¢ = 0, para as séries temporais dos valores ab-
solutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau.

78



Normal Q-Q Plot
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Figura 6.2.10. Grafico Q-Q dos residuos resultantes do ajuste de um modelo
VARFIMA(p,d, q), com p =1, d= (0.2984,0.2529,0.2090) e ¢ = 0, para as
séries temporais dos valores absolutos dos retornos diarios do IBovespa, Brasil
Telecom e Gerdau.

Portanto, o modelo VARFIMA (p,d, q),comp=1, ¢=0 ¢ d= (0.2984,
0.2529,0.2090) ajustado as séries temporais dos valores absolutos dos retor-
nos do IBovespa, Brasil Telecom e Gerdau, nao parece ser o melhor que
ajusta esse conjunto de séries temporais. Isso se deve, possivelmente, ao fato
de nao estarmos considerando a possibilidade de que esse conjunto de séries
temporais possua componentes de médias méveis.

Essa verificagao nao foi realizada pois o “software” S-Plus nao possui este
modelo implementado na versao utilizada.
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Capitulo 7

Conclusoes e Propostas para
Futuros Trabalhos

7.1 CONCLUSOES

Neste trabalho, demonstramos alguns resultados tedricos, entre os quais
destaca-se o calculo das expressoes exatas das fungoes de covariancia, de cor-
relacdo e densidade espectral cruzada para os processos VARFIMA(0,d, 0).

Desenvolvemos um estimador semi-paramétrico multivariado, CGPH e
sua versao suavizada, denotada por SCGPH. Realizamos diversas simulacoes
de Monte Carlo para determinar o valor «, onde g(n) = n® é o nimero
de regressores considerados no método dos minimos quadrados. Podemos
observar que o estimador CGPH apresenta menor vicio para a = 0.75 em
todas as escolhas do vetor d, apesar dos resultados, aparentemente, depen-
derem de d. Os valores do desvio padrao e do erro quadratico médio tém
um comportamento semelhante a medida que « varia, onde ambos decres-
cem quando o aumenta. O estimador CGPH apresenta menores vicio, desvio
padrao e erro quadratico médio, quando comparado ao GPH, em todos os
tamanhos amostrais. A medida que o tamanho amostral aumenta, os valores
do desvio padrao e do erro quadratico médio do CGPH diminuem. No en-
tanto, é importante ressaltar que ambos os estimadores tém comportamento
semelhante, exceto para o vicio, no qual o CGPH subestima os valores reais,
enquanto que o GPH superestima esses valores.

Para obtermos o estimador SCGPH, suavizamos o CGPH utilizando uma
funcao de ponderacao. O resultado desse procedimento fornece estimado-
res assintoticamente equivalentes aqueles obtidos a partir da suavizacao da
funcao de covariancia, como elucidado no Apéndice A. Foram realizadas si-
mulagoes para o estimador SCGPH, utilizando as func¢oes de ponderacao de
Bartlett e de Parzen. Podemos observar que a funcao de ponderacao de Par-
zen apresenta melhores resultados, quando comparada a de Bartlett. Para
encontrar o ponto de truncamento ¢, da funcao de ponderacao de Parzen, re-
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alizamos simulagoes com ¢, € {0,1,---,12}. Observamos que para g, = 0, 0s
resultados sao equivalentes aqueles obtidos pelo estimador CGPH. Observa-
mos que ¢, = 1 apresenta bons resultados com respeito aos valores do vicio,
desvio padrao e erro quadréatico médio, para n € {500, 1000, 1500, 2000},
apesar de ¢, ser uma funcao de n. E importante observar que o estimador
SCGPH superestima os valores reais.

Comparamos o estimador SCGPH com o estimador GSE, proposto por
Shimotsu (2004). Observamos que o estimador GSE apresenta melhores re-
sultados a medida que a correlagao aumenta, enquanto que o SCGPH nao
apresenta nenhuma variagao. No entanto, o estimador SCGPH apresenta
menor desvio padrao e menor erro quadratico médio para correlacoes peque-
nas, isto é, quando p < 0.7. Quando p > 0.7, isto é, para correlagoes altas,
o estimador GSE apresenta menor desvio padrao e menor erro quadrético
médio. Os vicios desses dois estimadores sao semelhantes.

Quando as séries temporais componentes sao fortemente correlacionadas,
o estimador GSE apresenta uma melhora significativa nos resultados (menor
desvio padrao e menor erro quadrético médio), a medida que a correlagao
aumenta. No entanto, nao podemos afirmar o mesmo para os estimadores
CGPH e SCGPH.

Analisamos uma série temporal real multivariada formada pelo conjunto
das séries temporais dos valores absolutos dos retornos diarios do [Bovespa,
e das acoes das empresas Brasil Telecom e Gerdau. Para esse conjunto de
séries temporais ajustamos um modelo VARFIMA(p,d, q), com p = 1, d=
(0.2984,0.2529,0.2090) e ¢ = 0.

7.2 PROPOSTAS PARA FUTUROS TRABALHOS

Neste trabalho, analisamos um conjunto de trés séries temporais reais
correlacionadas, ajustando um modelo VARFIMA (p,d, q), com parametros
p=1, d= (0.2984,0.2529,0.2090) e ¢ = 0, onde d ¢ obtido utilizando o esti-
mador SCGPH. Esse estimador foi desenvolvido a partir da idéia pioneira de
Geweke e Porter-Hudak (1983). Analisamos o comportamento dos estimado-
res CGPH e SCGPH através de simulacoes de Monte Carlo. Como proposta
para futuros trabalhos, pretendemos:

i) Considerar a teoria de previsao em dados reais utilizando os modelos

VARFIMA(p,d, q);

ii)  Analisar o estimador SCGPH sob aspecto das propriedades estatisticas,
tais como vicio, consisténcia e normalidade assintética;

iii)  Utilizar a aproximagao da matriz das func¢oes densidades espectrais,
dada pela expressao (4.5) em vez de (4.3), na expressao dada na equagao
(4.30). Acreditamos que esse procedimento melhorard o estimador
SCGPH.
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APENDICE A

Estimadores Suavizados do Espectro

Neste apéndice, mostramos que existem dois métodos para se obter es-
timadores consistentes em vez do estimador obtido pela fun¢ao periodograma,
ambos conduzindo aos denominados estimadores suavizados do espectro para
a funcao densidade espectral. Pelo Teorema 2.3, a funcao periodograma dada
por

1
27m

I,(\) = 2 para A € (-7, 7], (A1)

Z Xte—z/\)\

é um estimador nao-viciado mas inconsistente para a funcao densidade es-
pectral

o0

fx(\) = % Z e" My (k), para \ € (—m, 7. (A.2)

=—00

Um estimador natural para fx(-) é obtido substituindo v, (k) por 7, (k)
m (A.2), onde

~ IS M X X, se k[ <n—1;
0, se |k| >n— 1.
No entanto, pode-se mostrar que

[e.9]

o S L) = 1O, (A4)

=—o00

que é equivalente a
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n—1

1
o S e () = L), (A.5)
k=—n+1
No entanto, como dito acima, esse estimador € inconsistente para a fungao
densidade espectral. Analisando essa dificuldade concluimos que, quando o
argumento | k| é grande, i.e., préximo de n—1, as varidveis aleatérias 7, (k) sao
médias de um numero relativamente pequeno de produtos X, X;. Também
é fato que a fungao periodograma tem variancia que nunca se aproxima de
zero quando n cresce. Essas dificuldades indicam a necessidade de eliminar a
inconsisténcia da fungao periodograma sem prejudicar seu vicio assintotico.

A.1 ESTIMADOR DE COVARIANCIA SUAVIZADA

Podemos realizar o procedimento de suavizagao no dominio do tempo e
depois transformar para o dominio das freqiiéncias, ou fazer o procedimento
de suavizacao no proprio dominio das freqiiéncias. O procedimento de sua-
vizacao no dominio do tempo resulta em um estimador chamado de estimador
de covariancia suavizada.

Definicao A.1. Seja w,, (k), para k € Z e g, < n, um inteiro dependendo
do tamanho amostral n, uma seqiiéncia de pesos satisfazendo

(1) 0 < wy (k) < w0, (0) = 1,
(ii) wg,(—k) = w,,(k), para todo k,
(iii) wy, (k) =0, para |k| > g¢,.

O estimador de covariancia suavizada ¢ dado por

o0

Fx(N) == > e, (k)7 (k), para X € (=, 7], (A.6)

k=—o0

Esse estimador foi introduzido por Tukey (1949). Grenander e Rosenblatt
(1957) provaram a teoria de grandes amostras para esta classe de estimadores
sob suposigoes gerais para os processos estocasticos. A fungdo peso w,, (-) é
chamada “lag window” e o inteiro ¢, é chamado “bandwidth”. Note que na
propriedade (iii) da janela espectral, os produtos wy, (k)7 (k) sdo zero para
k| > qn.

A.2 ESTIMADOR DE PERIODOGRAMA SUAVIZADO

Quando realizamos o procedimento de suavizagao no dominio das freqiién-
cias, obtemos os chamados estimadores de periodograma suavizado.
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A transformada de Fourier da fun¢do peso ou nicleo w,, (-) é chamada
janela espectral, e é dada por

We(N) = — Y e ™, (k), para X € (-, 7). (A7)

k=—o00

A janela espectral W, (-) satisfaz as seguintes propriedades:
() Wa, (=) = We, (A);
(ii) ffﬂ W, (AN)dA = 1.
Note que (A.6) é a transformada de Fourier do produto w,, (k)7 (k) e
e

essa transformada é a convolugao das transformadas de Fourier de w,, (k)
de 7, (k) . Conseqiientemente, (A.6) ¢ equivalente a

= [ Wy (0 — ) () (A8)

Um estimador com a mesma expressdo dada na equagao (A.6) pode ser
obtido aproximando a integral acima pela sua soma de Riemann

A =2T3 Wo - ) (A9

e=—[23]

Decorre também da soma de Riemann, que

2 5 N
TN W)= / W, (\)d\ = 1, (A.10)
n —T
t=—[23]
isto é, (A.10) ¢ assintoticamente equivalente ao estimador da forma
(5]

fx(N) =Y KO\ =A)L(\), para X € (=, 7], (A11)

=—[251]

onde K() é simétrica, periddica, de valor real e é chamada de fun¢do de
ponderac¢ao, para a qual

22: K(\) =1, (A.12)

onde Ap = 2 com £ € {1, ,g(n)}.
Estimadores desta forma sao chamados estimadores de periodograma su-
avizado ou “smoothed periodogram estimators”.
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Em ambos os casos, obtemos estimadores que sao assintoticamente nao-
viciados e com variancias que decrescem a medida que o nimero de ob-
servagoes da série temporal aumenta (ver Koopmans, 1974).
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APENDICE B

B.1 SIMULACOES PARA O PARAMETRO «

Como visto no Capitulo 4, os estimadores semi-paramétricos GPH e
CGPH dependem de uma fungao de n, a qual denotamos por g(n), onde nor-
malmente utiliza-se g(n) = n®, para a € (0,1). Neste apéndice, foram reali-
zadas simulagoes com trés séries correlacionadas, onde o € {0.65, -+ ,0.81},
n € {500, 1000, 1500,2000} e p € {0.0,0.5,0.8}, para encontrar o melhor
valor de « para os estimadores GPH e CGPH.

Como « é um parametro do estimador, geramos trés séries correlaciona-
das obtidas de um modelo VARFIMA(0,d,0), onde d = (0.2,0.3,0.4). Para
cada valor de a estimamos o parametro d, repetindo o procedimento 1000
vezes, ou seja, considerando 1000 replicacoes.

As Tabelas B.1.1 - B.1.12, contém os resultados dessas simulagoes apre-
sentando a média, vicio, desvio padrao (dp) e erro quadratico médio (eqm)
dos estimadores GPH e CGPH.

Observamos que, a medida que o parametro a aumenta, os valores do des-
vio padrao e do erro quadratico médio diminuem para ambos os estimadores.
No entanto, o vicio é menor para o estimador CGPH quando a = 0.75.
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Tabela B.1.1. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.0, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 500.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2015 0.0959 0.0092 0.2004 0.0953 0.0091
0.65 da 0.3048 0.1006 0.0101 0.3031 0.1000 0.0100
ds 0.4031 0.1012 0.0102 0.4008 0.1006 0.0101
£{1 0.2012 0.0923 0.0085 0.1999 0.0917 0.0084
0.66 da 0.3039 0.0976 0.0095 0.3019 0.0970 0.0094
ds 0.4032 0.0979 0.0096 0.4006 0.0973 0.0095
6{1 0.2010 0.0890 0.0079 0.1995 0.0883 0.0078
0.67 da 0.3033 0.0944 0.0089 0.3010 0.0937 0.0088
ds 0.4020 0.0945 0.0089 0.3991 0.0938 0.0088
C{l 0.2011 0.0856 0.0073 0.1995 0.0849 0.0072
0.68 da 0.3032 0.0915 0.0084 0.3007 0.0908 0.0082
ds 0.4020 0.0920 0.0085 0.3988 0.0913 0.0083
dAl 0.2008 0.0832 0.0069 0.1990 0.0825 0.0068
0.69 da 0.3034 0.0882 0.0078 0.3006 0.0874 0.0076
ds 0.4019 0.0888 0.0079 0.3983 0.0880 0.0077
U§1 0.2014 0.0810 0.0066 0.1993 0.0802 0.0064
0.70 da 0.3033 0.0851 0.0072 0.3002 0.0842 0.0071
ds 0.4012 0.0861 0.0074 0.3971 0.0852 0.0073
dAl 0.2020 0.0785 0.0062 0.1997 0.0777 0.0060
0.71 da 0.3031 0.0824 0.0068 0.2996 0.0814 0.0066
ds 0.4028 0.0837 0.0070 0.3981 0.0827 0.0068
dA1 0.2019 0.0761 0.0058 0.1993 0.0752 0.0056
0.72 da 0.3022 0.0791 0.0063 0.2983 0.0781 0.0061
ds 0.4031 0.0808 0.0065 0.3979 0.0797 0.0064
dil 0.2004 0.0729 0.0053 0.1974 0.0718 0.0052
0.73 da 0.3020 0.0765 0.0058 0.2975 0.0753 0.0057
ds 0.4029 0.0776 0.0060 0.3970 0.0764 0.0058
6{1 0.2004 0.0706 0.0050 0.1971 0.0694 0.0048
0.74 da 0.3027 0.0735 0.0054 0.2977 0.0722 0.0052
ds 0.4032 0.0750 0.0056 0.3966 0.0737 0.0054
c{l 0.1999 0.0687 0.0047 0.1962 0.0674 0.0046
0.75 da 0.3035 0.0716 0.0051 0.2979 0.0703 0.0049
ds 0.4027 0.0736 0.0054 0.3953 0.0723 0.0052
C?l 0.1998 0.0666 0.0044 0.1956 0.0652 0.0043
0.76 da 0.3040 0.0686 0.0047 0.2976 0.0671 0.0045
ds 0.4024 0.0713 0.0051 0.3940 0.0698 0.0049
dAl 0.1997 0.0644 0.0041 0.1950 0.0629 0.0040
0.77 da 0.3032 0.0665 0.0044 0.2960 0.0649 0.0042
ds 0.4022 0.0692 0.0048 0.3926 0.0676 0.0046
U{l 0.2000 0.0623 0.0039 0.1946 0.0606 0.0037
0.78 da 0.3034 0.0644 0.0041 0.2953 0.0626 0.0039
ds 0.4023 0.0672 0.0045 0.3915 0.0654 0.0043
d} 0.1999 0.0606 0.0037 0.1939 0.0588 0.0035
0.79 da 0.3037 0.0629 0.0040 0.2945 0.0610 0.0037
ds 0.4018 0.0650 0.0042 0.3896 0.0630 0.0041
dA1 0.1999 0.0584 0.0034 0.1930 0.0565 0.0032
0.80 da 0.3038 0.0602 0.0036 0.2934 0.0580 0.0034
ds 0.4027 0.0636 0.0041 0.3889 0.0615 0.0039
dil 0.2000 0.0568 0.0032 0.1922 0.0546 0.0030
0.81 da 0.3037 0.0580 0.0034 0.2920 0.0556 0.0032
d 0.4031 0.0614 0.0038 0.3876 0.0589 0.0036
3
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Tabela B.1.2. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.5, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 500.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2022 0.0976 0.0095 0.2011 0.0970 0.0094
0.65 da 0.3061 0.0985 0.0097 0.3044 0.0980 0.0096
ds 0.4091 0.0987 0.0098 0.4068 0.0982 0.0097
£{1 0.2016 0.0942 0.0089 0.2003 0.0936 0.0087
0.66 da 0.3059 0.0951 0.0091 0.3039 0.0945 0.0089
ds 0.4090 0.0956 0.0092 0.4063 0.0951 0.0091
6{1 0.2010 0.0905 0.0082 0.1996 0.0898 0.0081
0.67 da 0.3059 0.0909 0.0083 0.3037 0.0902 0.0081
ds 0.4099 0.0925 0.0086 0.4069 0.0919 0.0085
C{l 0.2007 0.0868 0.0075 0.1991 0.0861 0.0074
0.68 da 0.3054 0.0871 0.0076 0.3029 0.0864 0.0075
ds 0.4100 0.0889 0.0080 0.4066 0.0882 0.0078
dAl 0.2017 0.0855 0.0073 0.1999 0.0848 0.0072
0.69 da 0.3061 0.0839 0.0071 0.3034 0.0832 0.0069
ds 0.4106 0.0855 0.0074 0.4069 0.0848 0.0072
U§1 0.2009 0.0812 0.0066 0.1989 0.0804 0.0065
0.70 da 0.3059 0.0800 0.0064 0.3028 0.0791 0.0063
ds 0.4100 0.0814 0.0067 0.4058 0.0806 0.0065
dAl 0.2005 0.0788 0.0062 0.1982 0.0779 0.0061
0.71 da 0.3051 0.0765 0.0059 0.3016 0.0755 0.0057
ds 0.4097 0.0788 0.0063 0.4050 0.0779 0.0061
dAl 0.2004 0.0762 0.0058 0.1978 0.0752 0.0057
0.72 da 0.3053 0.0737 0.0055 0.3014 0.0727 0.0053
ds 0.4089 0.0764 0.0059 0.4036 0.0754 0.0057
dil 0.2007 0.0732 0.0054 0.1977 0.0721 0.0052
0.73 da 0.3051 0.0708 0.0050 0.3006 0.0697 0.0049
ds 0.4091 0.0731 0.0054 0.4031 0.0720 0.0052
6{1 0.2006 0.0708 0.0050 0.1972 0.0696 0.0048
0.74 da 0.3036 0.0677 0.0046 0.2985 0.0665 0.0044
ds 0.4085 0.0704 0.0050 0.4017 0.0692 0.0048
c{l 0.2007 0.0683 0.0047 0.1969 0.0670 0.0045
0.75 da 0.3034 0.0674 0.0046 0.2977 0.0662 0.0044
ds 0.4084 0.0681 0.0047 0.4008 0.0668 0.0045
C?l 0.1996 0.0655 0.0043 0.1954 0.0640 0.0041
0.76 da 0.3028 0.0654 0.0043 0.2964 0.0641 0.0041
ds 0.4083 0.0652 0.0043 0.3997 0.0638 0.0041
dAl 0.1995 0.0634 0.0040 0.1948 0.0619 0.0039
0.77 da 0.3021 0.0637 0.0041 0.2948 0.0622 0.0039
ds 0.4072 0.0630 0.0040 0.3975 0.0615 0.0038
U{l 0.2000 0.0615 0.0038 0.1946 0.0598 0.0036
0.78 da 0.3016 0.0616 0.0038 0.2934 0.0600 0.0036
ds 0.4072 0.0611 0.0038 0.3962 0.0594 0.0035
d} 0.1998 0.0600 0.0036 0.1937 0.0582 0.0034
0.79 da 0.3011 0.0599 0.0036 0.2918 0.0581 0.0034
ds 0.4074 0.0594 0.0036 0.3950 0.0576 0.0033
dAl 0.2001 0.0584 0.0034 0.1932 0.0565 0.0032
0.80 da 0.3012 0.0581 0.0034 0.2907 0.0561 0.0032
ds 0.4078 0.0576 0.0034 0.3938 0.0556 0.0031
dil 0.1995 0.0567 0.0032 0.1918 0.0546 0.0030
0.81 da 0.3020 0.0569 0.0032 0.2903 0.0548 0.0031
ds 0.4074 0.0560 0.0032 0.3916 0.0538 0.0030
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Tabela B.1.3. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.8, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 500.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.1991 0.0999 0.0100 0.1980 0.0994 0.0099
0.65 da 0.3016 0.0991 0.0098 0.2999 0.0985 0.0097
ds 0.4095 0.0936 0.0088 0.4072 0.0930 0.0087
£{1 0.1985 0.0964 0.0093 0.1973 0.0957 0.0092
0.66 da 0.3006 0.0956 0.0091 0.2986 0.0950 0.0090
ds 0.4085 0.0913 0.0084 0.4059 0.0908 0.0083
6{1 0.1987 0.0926 0.0086 0.1973 0.0919 0.0084
0.67 da 0.2998 0.0928 0.0086 0.2977 0.0922 0.0085
ds 0.4086 0.0885 0.0079 0.4057 0.0879 0.0077
C{l 0.1982 0.0896 0.0080 0.1966 0.0889 0.0079
0.68 da 0.2994 0.0900 0.0081 0.2970 0.0893 0.0080
ds 0.4075 0.0857 0.0074 0.4042 0.0851 0.0072
dAl 0.1985 0.0863 0.0075 0.1967 0.0856 0.0073
0.69 da 0.2988 0.0877 0.0077 0.2961 0.0869 0.0076
ds 0.4072 0.0830 0.0069 0.4035 0.0822 0.0068
U§1 0.1977 0.0837 0.0070 0.1956 0.0828 0.0069
0.70 da 0.2976 0.0836 0.0070 0.2945 0.0827 0.0069
ds 0.4076 0.0800 0.0065 0.4035 0.0792 0.0063
dAl 0.1984 0.0804 0.0065 0.1961 0.0795 0.0063
0.71 da 0.2984 0.0804 0.0065 0.2949 0.0795 0.0063
ds 0.4071 0.0773 0.0060 0.4024 0.0764 0.0058
dA1 0.1985 0.0774 0.0060 0.1959 0.0764 0.0058
0.72 da 0.2983 0.0771 0.0059 0.2944 0.0761 0.0058
ds 0.4077 0.0747 0.0056 0.4025 0.0737 0.0054
dil 0.1992 0.0757 0.0057 0.1963 0.0746 0.0056
0.73 da 0.2985 0.0737 0.0054 0.2941 0.0725 0.0053
ds 0.4074 0.0735 0.0055 0.4015 0.0725 0.0053
d} 0.2001 0.0734 0.0054 0.1969 0.0721 0.0052
0.74 da 0.2988 0.0707 0.0050 0.2939 0.0695 0.0049
ds 0.4076 0.0710 0.0051 0.4008 0.0699 0.0049
c{l 0.1996 0.0709 0.0050 0.1959 0.0696 0.0049
0.75 da 0.2987 0.0691 0.0048 0.2931 0.0678 0.0046
ds 0.4075 0.0677 0.0046 0.4000 0.0665 0.0044
C?l 0.1998 0.0682 0.0047 0.1956 0.0668 0.0045
0.76 da 0.2989 0.0659 0.0043 0.2926 0.0644 0.0042
ds 0.4077 0.0660 0.0044 0.3991 0.0647 0.0042
dAl 0.2001 0.0664 0.0044 0.1954 0.0648 0.0042
0.77 da 0.2991 0.0634 0.0040 0.2921 0.0618 0.0039
ds 0.4070 0.0644 0.0042 0.3974 0.0629 0.0040
U{l 0.2002 0.0637 0.0041 0.1949 0.0620 0.0039
0.78 da 0.2997 0.0612 0.0037 0.2917 0.0594 0.0036
ds 0.4067 0.0623 0.0039 0.3958 0.0606 0.0037
d} 0.2001 0.0618 0.0038 0.1941 0.0599 0.0036
0.79 da 0.2998 0.0592 0.0035 0.2908 0.0573 0.0034
ds 0.4061 0.0604 0.0037 0.3938 0.0586 0.0035
dAl 0.2004 0.0597 0.0036 0.1936 0.0576 0.0034
0.80 da 0.2993 0.0580 0.0034 0.2890 0.0560 0.0032
ds 0.4059 0.0585 0.0035 0.3918 0.0565 0.0033
dil 0.2005 0.0576 0.0033 0.1928 0.0553 0.0031
0.81 da 0.2995 0.0566 0.0032 0.2880 0.0544 0.0031
ds 0.4046 0.0571 0.0033 0.3888 0.0549 0.0031
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Tabela B.1.4. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.0, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1000.

[ [ | GPH | CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2006 0.0754 0.0057 0.1999 0.0751 0.0056
0.65 da 0.3058 0.0762 0.0058 0.3048 0.0759 0.0058
ds 0.4006 0.0775 0.0060 0.3992 0.0773 0.0060
£{1 0.2012 0.0722 0.0052 0.2004 0.0719 0.0052
0.66 da 0.3052 0.0732 0.0054 0.3040 0.0729 0.0053
ds 0.4002 0.0749 0.0056 0.3987 0.0747 0.0056
C{l 0.2020 0.0685 0.0047 0.2011 0.0682 0.0046
0.67 da 0.3052 0.0701 0.0049 0.3039 0.0697 0.0049
ds 0.4015 0.0717 0.0051 0.3998 0.0714 0.0051
C{l 0.2027 0.0651 0.0042 0.2017 0.0648 0.0042
0.68 da 0.3068 0.0676 0.0046 0.3053 0.0673 0.0046
ds 0.4019 0.0686 0.0047 0.4000 0.0682 0.0046
dAl 0.2033 0.0630 0.0040 0.2021 0.0626 0.0039
0.69 da 0.3064 0.0646 0.0042 0.3046 0.0643 0.0041
ds 0.4017 0.0649 0.0042 0.3994 0.0645 0.0042
U§1 0.2031 0.0609 0.0037 0.2018 0.0605 0.0037
0.70 da 0.3057 0.0626 0.0039 0.3038 0.0622 0.0039
ds 0.4017 0.0641 0.0041 0.3991 0.0637 0.0041
dAl 0.2029 0.0578 0.0033 0.2014 0.0574 0.0033
0.71 da 0.3053 0.0611 0.0038 0.3031 0.0606 0.0037
ds 0.4021 0.0621 0.0039 0.3992 0.0617 0.0038
dAl 0.2024 0.0564 0.0032 0.2007 0.0559 0.0031
0.72 da 0.3054 0.0581 0.0034 0.3028 0.0576 0.0033
ds 0.4033 0.0599 0.0036 0.3999 0.0594 0.0035
dil 0.2020 0.0543 0.0029 0.2001 0.0538 0.0029
0.73 da 0.3060 0.0562 0.0032 0.3030 0.0557 0.0031
ds 0.4041 0.0575 0.0033 0.4003 0.0570 0.0032
d} 0.2021 0.0533 0.0028 0.1999 0.0527 0.0028
0.74 da 0.3063 0.0538 0.0029 0.3029 0.0532 0.0028
ds 0.4039 0.0552 0.0031 0.3995 0.0546 0.0030
c{l 0.2021 0.0511 0.0026 0.1996 0.0505 0.0025
0.75 da 0.3057 0.0518 0.0027 0.3018 0.0512 0.0026
ds 0.4032 0.0528 0.0028 0.3982 0.0521 0.0027
C?l 0.2022 0.0498 0.0025 0.1992 0.0491 0.0024
0.76 da 0.3052 0.0506 0.0026 0.3007 0.0499 0.0025
ds 0.4030 0.0504 0.0025 0.3972 0.0496 0.0025
dAl 0.2018 0.0478 0.0023 0.1984 0.0470 0.0022
0.77 da 0.3055 0.0488 0.0024 0.3004 0.0480 0.0023
ds 0.4030 0.0481 0.0023 0.3963 0.0473 0.0022
dAl 0.2020 0.0462 0.0021 0.1982 0.0454 0.0021
0.78 da 0.3050 0.0476 0.0023 0.2992 0.0467 0.0022
ds 0.4031 0.0467 0.0022 0.3955 0.0458 0.0021
d} 0.2015 0.0448 0.0020 0.1971 0.0439 0.0019
0.79 da 0.3051 0.0461 0.0022 0.2984 0.0452 0.0020
ds 0.4035 0.0452 0.0020 0.3947 0.0441 0.0020
dA1 0.2013 0.0434 0.0019 0.1962 0.0424 0.0018
0.80 da 0.3043 0.0451 0.0021 0.2966 0.0441 0.0020
ds 0.4033 0.0436 0.0019 0.3932 0.0425 0.0019
dil 0.2012 0.0421 0.0018 0.1954 0.0409 0.0017
0.81 da 0.3038 0.0437 0.0019 0.2950 0.0425 0.0018
ds 0.4038 0.0416 0.0017 0.3922 0.0404 0.0017
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Tabela B.1.5. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.5, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1000.

[ [ | GPH | CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.1959 0.0757 0.0057 0.1952 0.0755 0.0057
0.65 da 0.3069 0.0741 0.0055 0.3058 0.0739 0.0055
ds 0.4079 0.0753 0.0057 0.4065 0.0751 0.0057
£{1 0.1982 0.0728 0.0053 0.1974 0.0725 0.0053
0.66 da 0.3058 0.0717 0.0052 0.3046 0.0714 0.0051
ds 0.4070 0.0722 0.0053 0.4054 0.0719 0.0052
C{l 0.1980 0.0694 0.0048 0.1971 0.0690 0.0048
0.67 da 0.3053 0.0689 0.0048 0.3040 0.0686 0.0047
ds 0.4073 0.0696 0.0049 0.4056 0.0693 0.0048
C{l 0.1979 0.0665 0.0044 0.1969 0.0662 0.0044
0.68 da 0.3048 0.0655 0.0043 0.3033 0.0652 0.0043
ds 0.4070 0.0659 0.0044 0.4049 0.0656 0.0043
dAl 0.1977 0.0635 0.0040 0.1965 0.0632 0.0040
0.69 da 0.3037 0.0628 0.0040 0.3020 0.0624 0.0039
ds 0.4070 0.0641 0.0042 0.4047 0.0638 0.0041
U§1 0.1973 0.0619 0.0038 0.1960 0.0615 0.0038
0.70 da 0.3032 0.0611 0.0037 0.3013 0.0607 0.0037
ds 0.4062 0.0620 0.0039 0.4036 0.0616 0.0038
dAl 0.1971 0.0600 0.0036 0.1957 0.0596 0.0036
0.71 da 0.3034 0.0595 0.0036 0.3012 0.0591 0.0035
ds 0.4057 0.0595 0.0036 0.4027 0.0591 0.0035
dAl 0.1972 0.0577 0.0033 0.1955 0.0572 0.0033
0.72 da 0.3032 0.0565 0.0032 0.3006 0.0561 0.0031
ds 0.4050 0.0576 0.0033 0.4016 0.0572 0.0033
dil 0.1974 0.0548 0.0030 0.1955 0.0542 0.0030
0.73 da 0.3033 0.0544 0.0030 0.3004 0.0539 0.0029
ds 0.4052 0.0560 0.0032 0.4012 0.0555 0.0031
6{1 0.1972 0.0521 0.0027 0.1950 0.0515 0.0027
0.74 da 0.3041 0.0529 0.0028 0.3008 0.0523 0.0027
ds 0.4053 0.0532 0.0029 0.4008 0.0526 0.0028
c{l 0.1981 0.0499 0.0025 0.1956 0.0492 0.0024
0.75 da 0.3039 0.0507 0.0026 0.3001 0.0501 0.0025
ds 0.4043 0.0508 0.0026 0.3992 0.0502 0.0025
C?l 0.1982 0.0492 0.0024 0.1954 0.0485 0.0024
0.76 da 0.3035 0.0487 0.0024 0.2991 0.0480 0.0023
ds 0.4045 0.0487 0.0024 0.3986 0.0480 0.0023
dAl 0.1990 0.0475 0.0023 0.1957 0.0467 0.0022
0.77 da 0.3033 0.0469 0.0022 0.2982 0.0461 0.0021
ds 0.4039 0.0470 0.0022 0.3971 0.0462 0.0021
dAl 0.1989 0.0454 0.0021 0.1952 0.0445 0.0020
0.78 da 0.3034 0.0447 0.0020 0.2976 0.0439 0.0019
ds 0.4038 0.0464 0.0022 0.3961 0.0455 0.0021
d} 0.1990 0.0439 0.0019 0.1947 0.0429 0.0019
0.79 da 0.3026 0.0431 0.0019 0.2960 0.0421 0.0018
ds 0.4036 0.0450 0.0020 0.3947 0.0441 0.0020
dA1 0.1998 0.0427 0.0018 0.1949 0.0416 0.0018
0.80 da 0.3023 0.0416 0.0017 0.2946 0.0405 0.0017
ds 0.4036 0.0427 0.0018 0.3935 0.0416 0.0018
dil 0.2004 0.0415 0.0017 0.1947 0.0403 0.0017
0.81 da 0.3025 0.0404 0.0016 0.2937 0.0393 0.0016
ds 0.4038 0.0408 0.0017 0.3921 0.0396 0.0016
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Tabela B.1.6. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.8, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1000.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2001 0.0714 0.0051 0.1994 0.0712 0.0051
0.65 da 0.2989 0.0730 0.0053 0.2979 0.0727 0.0053
ds 0.4043 0.0756 0.0057 0.4030 0.0753 0.0057
£{1 0.2009 0.0693 0.0048 0.2002 0.0690 0.0048
0.66 da 0.2995 0.0712 0.0051 0.2983 0.0709 0.0050
ds 0.4044 0.0725 0.0053 0.4028 0.0722 0.0052
C{l 0.2015 0.0670 0.0045 0.2006 0.0668 0.0045
0.67 da 0.2994 0.0682 0.0047 0.2981 0.0679 0.0046
ds 0.4038 0.0698 0.0049 0.4021 0.0695 0.0048
C{l 0.2016 0.0650 0.0042 0.2006 0.0647 0.0042
0.68 da 0.2998 0.0658 0.0043 0.2983 0.0654 0.0043
ds 0.4038 0.0672 0.0045 0.4018 0.0669 0.0045
dAl 0.2027 0.0613 0.0038 0.2015 0.0610 0.0037
0.69 da 0.3002 0.0628 0.0039 0.2985 0.0624 0.0039
ds 0.4037 0.0643 0.0041 0.4015 0.0639 0.0041
U§1 0.2024 0.0587 0.0034 0.2011 0.0583 0.0034
0.70 da 0.3002 0.0600 0.0036 0.2983 0.0596 0.0035
ds 0.4036 0.0621 0.0039 0.4010 0.0617 0.0038
dAl 0.2030 0.0572 0.0033 0.2015 0.0567 0.0032
0.71 da 0.3013 0.0576 0.0033 0.2991 0.0572 0.0033
ds 0.4043 0.0596 0.0036 0.4013 0.0592 0.0035
dA1 0.2025 0.0551 0.0030 0.2008 0.0546 0.0030
0.72 da 0.3019 0.0552 0.0031 0.2993 0.0548 0.0030
ds 0.4036 0.0574 0.0033 0.4001 0.0569 0.0032
dil 0.2028 0.0526 0.0028 0.2008 0.0521 0.0027
0.73 da 0.3018 0.0530 0.0028 0.2989 0.0525 0.0028
ds 0.4036 0.0553 0.0031 0.3997 0.0548 0.0030
d} 0.2027 0.0512 0.0026 0.2005 0.0506 0.0026
0.74 da 0.3014 0.0513 0.0026 0.2981 0.0508 0.0026
ds 0.4034 0.0548 0.0030 0.3990 0.0542 0.0029
c{l 0.2028 0.0495 0.0025 0.2003 0.0489 0.0024
0.75 da 0.3012 0.0488 0.0024 0.2974 0.0482 0.0023
ds 0.4037 0.0528 0.0028 0.3986 0.0521 0.0027
C?l 0.2024 0.0482 0.0023 0.1994 0.0475 0.0023
0.76 da 0.3007 0.0477 0.0023 0.2963 0.0470 0.0022
ds 0.4029 0.0509 0.0026 0.3970 0.0502 0.0025
dAl 0.2026 0.0469 0.0022 0.1992 0.0462 0.0021
0.77 da 0.3005 0.0456 0.0021 0.2955 0.0448 0.0020
ds 0.4028 0.0495 0.0025 0.3960 0.0486 0.0024
dAl 0.2017 0.0451 0.0020 0.1978 0.0442 0.0020
0.78 da 0.2998 0.0441 0.0019 0.2940 0.0433 0.0019
ds 0.4024 0.0483 0.0023 0.3947 0.0474 0.0023
d} 0.2008 0.0430 0.0018 0.1963 0.0420 0.0018
0.79 da 0.2994 0.0427 0.0018 0.2928 0.0418 0.0018
ds 0.4020 0.0467 0.0022 0.3932 0.0457 0.0021
dA1 0.2010 0.0413 0.0017 0.1960 0.0403 0.0016
0.80 da 0.2998 0.0418 0.0017 0.2923 0.0408 0.0017
ds 0.4021 0.0455 0.0021 0.3920 0.0444 0.0020
dil 0.2013 0.0408 0.0017 0.1955 0.0397 0.0016
0.81 da 0.2994 0.0405 0.0016 0.2907 0.0394 0.0016
ds 0.4021 0.0443 0.0020 0.3904 0.0430 0.0019
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Tabela B.1.7. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.0, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1500.

[ [ | GPH | CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2021 0.0628 0.0039 0.2016 0.0626 0.0039
0.65 da 0.3020 0.0651 0.0042 0.3013 0.0649 0.0042
ds 0.4033 0.0643 0.0041 0.4023 0.0642 0.0041
£{1 0.2017 0.0617 0.0038 0.2011 0.0616 0.0038
0.66 da 0.3019 0.0632 0.0040 0.3011 0.0631 0.0040
ds 0.4037 0.0622 0.0039 0.4025 0.0620 0.0038
6{1 0.2013 0.0592 0.0035 0.2006 0.0590 0.0035
0.67 da 0.3022 0.0604 0.0036 0.3012 0.0602 0.0036
ds 0.4035 0.0599 0.0036 0.4022 0.0597 0.0036
C{l 0.2014 0.0560 0.0031 0.2007 0.0558 0.0031
0.68 da 0.3027 0.0581 0.0034 0.3016 0.0579 0.0033
ds 0.4029 0.0576 0.0033 0.4014 0.0574 0.0033
dAl 0.2019 0.0540 0.0029 0.2010 0.0537 0.0029
0.69 da 0.3015 0.0553 0.0031 0.3002 0.0551 0.0030
ds 0.4038 0.0558 0.0031 0.4021 0.0556 0.0031
U§1 0.2018 0.0517 0.0027 0.2008 0.0515 0.0026
0.70 da 0.3021 0.0540 0.0029 0.3005 0.0537 0.0029
ds 0.4033 0.0530 0.0028 0.4013 0.0527 0.0028
dA1 0.2016 0.0500 0.0025 0.2004 0.0497 0.0025
0.71 da 0.3019 0.0524 0.0027 0.3002 0.0521 0.0027
ds 0.4028 0.0516 0.0027 0.4005 0.0513 0.0026
dA1 0.2021 0.0478 0.0023 0.2008 0.0474 0.0022
0.72 da 0.3010 0.0501 0.0025 0.2990 0.0497 0.0025
ds 0.4034 0.0500 0.0025 0.4007 0.0497 0.0025
dil 0.2016 0.0458 0.0021 0.2000 0.0454 0.0021
0.73 da 0.3009 0.0484 0.0023 0.2986 0.0480 0.0023
ds 0.4037 0.0479 0.0023 0.4006 0.0475 0.0023
d} 0.2012 0.0444 0.0020 0.1994 0.0440 0.0019
0.74 da 0.3011 0.0476 0.0023 0.2984 0.0471 0.0022
ds 0.4037 0.0458 0.0021 0.4001 0.0454 0.0021
c{l 0.2008 0.0429 0.0018 0.1987 0.0425 0.0018
0.75 da 0.3010 0.0462 0.0021 0.2979 0.0457 0.0021
ds 0.4035 0.0443 0.0020 0.3994 0.0439 0.0019
C?l 0.2007 0.0412 0.0017 0.1984 0.0407 0.0017
0.76 da 0.3005 0.0440 0.0019 0.2970 0.0435 0.0019
ds 0.4035 0.0427 0.0018 0.3987 0.0422 0.0018
dAl 0.2005 0.0401 0.0016 0.1977 0.0396 0.0016
0.77 da 0.3006 0.0424 0.0018 0.2965 0.0418 0.0018
ds 0.4029 0.0414 0.0017 0.3975 0.0408 0.0017
dAl 0.2006 0.0384 0.0015 0.1975 0.0378 0.0014
0.78 da 0.3010 0.0406 0.0016 0.2963 0.0400 0.0016
ds 0.4024 0.0394 0.0016 0.3961 0.0388 0.0015
d} 0.2004 0.0374 0.0014 0.1968 0.0368 0.0014
0.79 da 0.3009 0.0389 0.0015 0.2954 0.0382 0.0015
ds 0.4020 0.0380 0.0014 0.3947 0.0373 0.0014
dA1 0.2010 0.0360 0.0013 0.1968 0.0353 0.0013
0.80 da 0.3009 0.0375 0.0014 0.2946 0.0367 0.0014
ds 0.4027 0.0363 0.0013 0.3942 0.0355 0.0013
dil 0.2006 0.0345 0.0012 0.1957 0.0336 0.0011
0.81 da 0.3009 0.0359 0.0013 0.2936 0.0350 0.0013
ds 0.4027 0.0352 0.0012 0.3930 0.0343 0.0012
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Tabela B.1.8. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.5, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1500.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.1996 0.0653 0.0043 0.1991 0.0652 0.0042
0.65 da 0.3030 0.0616 0.0038 0.3023 0.0615 0.0038
ds 0.4018 0.0641 0.0041 0.4008 0.0639 0.0041
£{1 0.1990 0.0642 0.0041 0.1985 0.0640 0.0041
0.66 da 0.3030 0.0594 0.0035 0.3022 0.0593 0.0035
ds 0.4021 0.0619 0.0038 0.4010 0.0617 0.0038
6{1 0.1990 0.0616 0.0038 0.1984 0.0614 0.0038
0.67 da 0.3031 0.0564 0.0032 0.3021 0.0563 0.0032
ds 0.4015 0.0596 0.0036 0.4002 0.0594 0.0035
C{l 0.1980 0.0587 0.0034 0.1972 0.0584 0.0034
0.68 da 0.3030 0.0553 0.0031 0.3019 0.0551 0.0030
ds 0.4020 0.0574 0.0033 0.4005 0.0572 0.0033
dAl 0.1987 0.0563 0.0032 0.1979 0.0561 0.0031
0.69 da 0.3028 0.0534 0.0029 0.3015 0.0531 0.0028
ds 0.4018 0.0558 0.0031 0.4001 0.0556 0.0031
U§1 0.1987 0.0530 0.0028 0.1978 0.0528 0.0028
0.70 da 0.3018 0.0512 0.0026 0.3003 0.0510 0.0026
ds 0.4020 0.0543 0.0030 0.4000 0.0541 0.0029
dAl 0.1991 0.0511 0.0026 0.1979 0.0508 0.0026
0.71 da 0.3013 0.0501 0.0025 0.2996 0.0498 0.0025
ds 0.4017 0.0521 0.0027 0.3994 0.0518 0.0027
dA1 0.1988 0.0495 0.0024 0.1975 0.0491 0.0024
0.72 da 0.3011 0.0485 0.0024 0.2991 0.0482 0.0023
ds 0.4017 0.0501 0.0025 0.3990 0.0498 0.0025
dil 0.1986 0.0476 0.0023 0.1971 0.0472 0.0022
0.73 da 0.3009 0.0463 0.0021 0.2985 0.0460 0.0021
ds 0.4015 0.0481 0.0023 0.3985 0.0477 0.0023
6{1 0.1985 0.0451 0.0020 0.1967 0.0447 0.0020
0.74 da 0.3001 0.0445 0.0020 0.2974 0.0441 0.0019
ds 0.4019 0.0460 0.0021 0.3984 0.0456 0.0021
c{l 0.1982 0.0433 0.0019 0.1962 0.0428 0.0018
0.75 da 0.3000 0.0425 0.0018 0.2969 0.0421 0.0018
ds 0.4020 0.0445 0.0020 0.3979 0.0440 0.0019
C?l 0.1989 0.0411 0.0017 0.1965 0.0405 0.0017
0.76 da 0.3000 0.0414 0.0017 0.2964 0.0410 0.0017
ds 0.4022 0.0430 0.0018 0.3975 0.0424 0.0018
dAl 0.1985 0.0401 0.0016 0.1958 0.0395 0.0016
0.77 da 0.2996 0.0400 0.0016 0.2955 0.0394 0.0016
ds 0.4020 0.0415 0.0017 0.3965 0.0409 0.0017
dAl 0.1987 0.0383 0.0015 0.1955 0.0377 0.0014
0.78 da 0.2996 0.0382 0.0015 0.2948 0.0376 0.0014
ds 0.4023 0.0394 0.0016 0.3959 0.0388 0.0015
d} 0.1986 0.0371 0.0014 0.1950 0.0365 0.0014
0.79 da 0.3004 0.0373 0.0014 0.2950 0.0367 0.0014
ds 0.4021 0.0379 0.0014 0.3948 0.0372 0.0014
dA1 0.1987 0.0357 0.0013 0.1945 0.0350 0.0013
0.80 da 0.3007 0.0361 0.0013 0.2944 0.0354 0.0013
ds 0.4017 0.0367 0.0014 0.3933 0.0360 0.0013
dil 0.1986 0.0347 0.0012 0.1938 0.0339 0.0012
0.81 da 0.3005 0.0357 0.0013 0.2932 0.0349 0.0013
ds 0.4017 0.0357 0.0013 0.3919 0.0348 0.0013
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Tabela B.1.9. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.8, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 1500.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.1999 0.0646 0.0042 0.1994 0.0645 0.0042
0.65 da 0.3027 0.0668 0.0045 0.3020 0.0666 0.0044
ds 0.4030 0.0695 0.0048 0.4020 0.0693 0.0048
£{1 0.2003 0.0614 0.0038 0.1997 0.0612 0.0037
0.66 da 0.3024 0.0636 0.0040 0.3015 0.0634 0.0040
ds 0.4030 0.0664 0.0044 0.4019 0.0662 0.0044
C{l 0.2005 0.0583 0.0034 0.1998 0.0581 0.0034
0.67 da 0.3018 0.0609 0.0037 0.3008 0.0607 0.0037
ds 0.4037 0.0631 0.0040 0.4024 0.0629 0.0040
C{l 0.2010 0.0564 0.0032 0.2003 0.0562 0.0032
0.68 da 0.3016 0.0585 0.0034 0.3004 0.0583 0.0034
ds 0.4043 0.0600 0.0036 0.4028 0.0598 0.0036
dAl 0.2014 0.0547 0.0030 0.2005 0.0545 0.0030
0.69 da 0.3010 0.0560 0.0031 0.2997 0.0558 0.0031
ds 0.4036 0.0578 0.0034 0.4018 0.0575 0.0033
U{l 0.2021 0.0528 0.0028 0.2011 0.0526 0.0028
0.70 da 0.3016 0.0537 0.0029 0.3001 0.0534 0.0028
ds 0.4035 0.0560 0.0031 0.4015 0.0557 0.0031
dA1 0.2020 0.0517 0.0027 0.2009 0.0514 0.0026
0.71 da 0.3011 0.0522 0.0027 0.2994 0.0519 0.0027
ds 0.4029 0.0544 0.0030 0.4006 0.0541 0.0029
dA1 0.2011 0.0497 0.0025 0.1998 0.0494 0.0024
0.72 da 0.3006 0.0506 0.0026 0.2986 0.0503 0.0025
ds 0.4030 0.0530 0.0028 0.4003 0.0527 0.0028
dil 0.2008 0.0478 0.0023 0.1993 0.0474 0.0022
0.73 da 0.3004 0.0481 0.0023 0.2981 0.0477 0.0023
ds 0.4026 0.0507 0.0026 0.3995 0.0503 0.0025
d} 0.2015 0.0462 0.0021 0.1997 0.0458 0.0021
0.74 da 0.3008 0.0463 0.0021 0.2981 0.0459 0.0021
ds 0.4032 0.0494 0.0024 0.3996 0.0489 0.0024
c{l 0.2013 0.0452 0.0020 0.1993 0.0448 0.0020
0.75 da 0.3007 0.0451 0.0020 0.2977 0.0447 0.0020
ds 0.4030 0.0476 0.0023 0.3989 0.0471 0.0022
C?l 0.2017 0.0440 0.0019 0.1993 0.0435 0.0019
0.76 da 0.3008 0.0430 0.0018 0.2972 0.0424 0.0018
ds 0.4029 0.0454 0.0021 0.3981 0.0449 0.0020
dAl 0.2021 0.0423 0.0018 0.1993 0.0417 0.0017
0.77 da 0.3012 0.0418 0.0017 0.2971 0.0412 0.0017
ds 0.4031 0.0441 0.0020 0.3976 0.0435 0.0019
dAl 0.2022 0.0403 0.0016 0.1990 0.0397 0.0016
0.78 da 0.3011 0.0404 0.0016 0.2964 0.0397 0.0016
ds 0.4030 0.0423 0.0018 0.3967 0.0416 0.0017
d} 0.2025 0.0389 0.0015 0.1989 0.0382 0.0015
0.79 da 0.3014 0.0390 0.0015 0.2959 0.0383 0.0015
ds 0.4032 0.0409 0.0017 0.3959 0.0401 0.0016
dA1 0.2021 0.0376 0.0014 0.1979 0.0368 0.0014
0.80 da 0.3010 0.0375 0.0014 0.2947 0.0367 0.0014
ds 0.4029 0.0391 0.0015 0.3944 0.0383 0.0015
dil 0.2023 0.0368 0.0014 0.1974 0.0359 0.0013
0.81 da 0.3008 0.0363 0.0013 0.2935 0.0354 0.0013
ds 0.4028 0.0379 0.0014 0.3931 0.0370 0.0014
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Tabela B.1.10. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.0, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 2000.

[ [ | GPH | CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2012 0.0592 0.0035 0.2008 0.0591 0.0035
0.65 da 0.3032 0.0569 0.0032 0.3026 0.0568 0.0032
ds 0.4030 0.0607 0.0037 0.4022 0.0605 0.0037
£{1 0.2016 0.0562 0.0032 0.2011 0.0560 0.0031
0.66 da 0.3021 0.0547 0.0030 0.3014 0.0546 0.0030
ds 0.4028 0.0579 0.0034 0.4019 0.0577 0.0033
C{l 0.2016 0.0541 0.0029 0.2011 0.0539 0.0029
0.67 da 0.3018 0.0525 0.0028 0.3010 0.0524 0.0027
ds 0.4029 0.0554 0.0031 0.4018 0.0553 0.0031
C{l 0.2015 0.0521 0.0027 0.2008 0.0520 0.0027
0.68 da 0.3015 0.0500 0.0025 0.3005 0.0499 0.0025
ds 0.4025 0.0526 0.0028 0.4012 0.0524 0.0027
dAl 0.2011 0.0503 0.0025 0.2004 0.0501 0.0025
0.69 da 0.3023 0.0479 0.0023 0.3012 0.0477 0.0023
ds 0.4022 0.0505 0.0025 0.4007 0.0503 0.0025
U{l 0.2017 0.0483 0.0023 0.2009 0.0481 0.0023
0.70 da 0.3027 0.0455 0.0021 0.3014 0.0453 0.0021
ds 0.4029 0.0476 0.0023 0.4012 0.0474 0.0022
dA1 0.2016 0.0466 0.0022 0.2006 0.0464 0.0021
0.71 da 0.3031 0.0442 0.0020 0.3017 0.0440 0.0019
ds 0.4035 0.0466 0.0022 0.4016 0.0464 0.0022
dA1 0.2017 0.0442 0.0020 0.2006 0.0440 0.0019
0.72 da 0.3027 0.0425 0.0018 0.3010 0.0423 0.0018
ds 0.4031 0.0447 0.0020 0.4008 0.0445 0.0020
dil 0.2015 0.0431 0.0019 0.2002 0.0428 0.0018
0.73 da 0.3029 0.0407 0.0017 0.3009 0.0404 0.0016
ds 0.4028 0.0429 0.0019 0.4002 0.0427 0.0018
d} 0.2017 0.0418 0.0017 0.2002 0.0415 0.0017
0.74 da 0.3030 0.0394 0.0016 0.3007 0.0392 0.0015
ds 0.4029 0.0409 0.0017 0.3999 0.0406 0.0016
c{l 0.2016 0.0395 0.0016 0.1999 0.0391 0.0015
0.75 da 0.3034 0.0380 0.0015 0.3007 0.0376 0.0014
ds 0.4037 0.0390 0.0015 0.4001 0.0386 0.0015
C?l 0.2013 0.0378 0.0014 0.1993 0.0374 0.0014
0.76 da 0.3025 0.0369 0.0014 0.2994 0.0365 0.0013
ds 0.4033 0.0374 0.0014 0.3992 0.0370 0.0014
dAl 0.2010 0.0364 0.0013 0.1986 0.0360 0.0013
0.77 da 0.3024 0.0357 0.0013 0.2989 0.0353 0.0012
ds 0.4033 0.0361 0.0013 0.3985 0.0357 0.0013
dAl 0.2005 0.0349 0.0012 0.1978 0.0344 0.0012
0.78 da 0.3022 0.0346 0.0012 0.2980 0.0341 0.0012
ds 0.4029 0.0351 0.0012 0.3973 0.0346 0.0012
d} 0.2006 0.0334 0.0011 0.1974 0.0328 0.0011
0.79 da 0.3016 0.0335 0.0011 0.2968 0.0329 0.0011
ds 0.4025 0.0333 0.0011 0.3961 0.0327 0.0011
dA1 0.2003 0.0319 0.0010 0.1966 0.0312 0.0010
0.80 da 0.3014 0.0324 0.0010 0.2958 0.0318 0.0010
ds 0.4022 0.0324 0.0011 0.3948 0.0318 0.0010
dil 0.2001 0.0310 0.0009 0.1958 0.0303 0.0009
0.81 da 0.3012 0.0313 0.0009 0.2947 0.0307 0.0009
ds 0.4022 0.0312 0.0009 0.3935 0.0305 0.0009
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Tabela B.1.11. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.5, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 2000.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2009 0.0570 0.0032 0.2005 0.0569 0.0032
0.65 da 0.3022 0.0597 0.0036 0.3016 0.0595 0.0035
ds 0.4078 0.0575 0.0034 0.4070 0.0574 0.0033
£{1 0.2012 0.0546 0.0030 0.2007 0.0544 0.0030
0.66 da 0.3028 0.0569 0.0032 0.3021 0.0568 0.0032
ds 0.4068 0.0549 0.0031 0.4059 0.0548 0.0030
C{l 0.2018 0.0527 0.0028 0.2013 0.0526 0.0028
0.67 da 0.3024 0.0543 0.0030 0.3016 0.0542 0.0029
ds 0.4065 0.0530 0.0028 0.4054 0.0528 0.0028
C{l 0.2008 0.0510 0.0026 0.2002 0.0509 0.0026
0.68 da 0.3020 0.0521 0.0027 0.3011 0.0519 0.0027
ds 0.4059 0.0513 0.0027 0.4046 0.0512 0.0026
dAl 0.2003 0.0490 0.0024 0.1996 0.0488 0.0024
0.69 da 0.3018 0.0491 0.0024 0.3007 0.0489 0.0024
ds 0.4058 0.0488 0.0024 0.4043 0.0486 0.0024
U{l 0.2003 0.0468 0.0022 0.1994 0.0466 0.0022
0.70 da 0.3017 0.0470 0.0022 0.3004 0.0468 0.0022
ds 0.4049 0.0460 0.0021 0.4032 0.0458 0.0021
dA1 0.2010 0.0446 0.0020 0.2000 0.0444 0.0020
0.71 da 0.3017 0.0447 0.0020 0.3003 0.0445 0.0020
ds 0.4052 0.0453 0.0021 0.4033 0.0451 0.0020
dA1 0.2006 0.0424 0.0018 0.1994 0.0422 0.0018
0.72 da 0.3019 0.0424 0.0018 0.3002 0.0422 0.0018
ds 0.4052 0.0434 0.0019 0.4029 0.0432 0.0019
dil 0.2009 0.0410 0.0017 0.1996 0.0408 0.0017
0.73 da 0.3018 0.0416 0.0017 0.2999 0.0413 0.0017
ds 0.4050 0.0419 0.0018 0.4024 0.0416 0.0017
d} 0.2011 0.0392 0.0015 0.1996 0.0389 0.0015
0.74 da 0.3012 0.0397 0.0016 0.2989 0.0394 0.0016
ds 0.4045 0.0399 0.0016 0.4015 0.0396 0.0016
c{l 0.2009 0.0379 0.0014 0.1991 0.0375 0.0014
0.75 da 0.3017 0.0377 0.0014 0.2991 0.0373 0.0014
ds 0.4044 0.0385 0.0015 0.4009 0.0382 0.0015
C?l 0.2013 0.0365 0.0013 0.1993 0.0361 0.0013
0.76 da 0.3021 0.0365 0.0013 0.2991 0.0361 0.0013
ds 0.4044 0.0374 0.0014 0.4003 0.0370 0.0014
dAl 0.2013 0.0355 0.0013 0.1989 0.0351 0.0012
0.77 da 0.3016 0.0351 0.0012 0.2981 0.0347 0.0012
ds 0.4042 0.0361 0.0013 0.3995 0.0357 0.0013
dAl 0.2013 0.0344 0.0012 0.1986 0.0340 0.0012
0.78 da 0.3017 0.0338 0.0011 0.2976 0.0333 0.0011
ds 0.4041 0.0351 0.0012 0.3986 0.0347 0.0012
d} 0.2013 0.0335 0.0011 0.1981 0.0330 0.0011
0.79 da 0.3013 0.0329 0.0011 0.2965 0.0324 0.0011
ds 0.4041 0.0343 0.0012 0.3976 0.0338 0.0011
dA1 0.2014 0.0322 0.0010 0.1977 0.0316 0.0010
0.80 da 0.3017 0.0313 0.0010 0.2961 0.0308 0.0010
ds 0.4042 0.0331 0.0011 0.3967 0.0325 0.0011
dil 0.2015 0.0312 0.0010 0.1972 0.0306 0.0009
0.81 da 0.3016 0.0302 0.0009 0.2951 0.0296 0.0008
ds 0.4042 0.0319 0.0010 0.3955 0.0312 0.0009
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Tabela B.1.12. Valores da média, desvio padrao e erro quadratico médio
para os estimadores GPH e CGPH, quando p = 0.8, d = (0.2,0.3,0.4) e
n = 2000.

| [ | GPH I CGPH ]
[ « [ d [ média [ dp [ eqm “ média [ dp [ eqm ]
dil 0.2000 0.0571 0.0033 0.1996 0.0570 0.0032
0.65 da 0.3030 0.0572 0.0033 0.3024 0.0571 0.0033
ds 0.4045 0.0580 0.0034 0.4037 0.0578 0.0034
£{1 0.2013 0.0545 0.0030 0.2009 0.0544 0.0030
0.66 da 0.3038 0.0556 0.0031 0.3031 0.0555 0.0031
ds 0.4050 0.0554 0.0031 0.4041 0.0552 0.0031
C{l 0.2013 0.0522 0.0027 0.2007 0.0521 0.0027
0.67 da 0.3040 0.0529 0.0028 0.3032 0.0528 0.0028
ds 0.4050 0.0527 0.0028 0.4039 0.0526 0.0028
C{l 0.1998 0.0506 0.0026 0.1992 0.0504 0.0025
0.68 da 0.3033 0.0508 0.0026 0.3023 0.0506 0.0026
ds 0.4043 0.0509 0.0026 0.4031 0.0508 0.0026
dAl 0.1997 0.0492 0.0024 0.1990 0.0491 0.0024
0.69 da 0.3032 0.0496 0.0025 0.3021 0.0494 0.0024
ds 0.4044 0.0491 0.0024 0.4029 0.0489 0.0024
U{l 0.1991 0.0472 0.0022 0.1983 0.0471 0.0022
0.70 da 0.3022 0.0475 0.0023 0.3009 0.0474 0.0022
ds 0.4037 0.0469 0.0022 0.4020 0.0467 0.0022
dAl 0.1993 0.0457 0.0021 0.1984 0.0455 0.0021
0.71 da 0.3020 0.0460 0.0021 0.3005 0.0457 0.0021
ds 0.4041 0.0456 0.0021 0.4021 0.0454 0.0021
dA1 0.1994 0.0435 0.0019 0.1983 0.0433 0.0019
0.72 da 0.3021 0.0444 0.0020 0.3004 0.0442 0.0020
ds 0.4043 0.0435 0.0019 0.4020 0.0433 0.0019
dil 0.1994 0.0414 0.0017 0.1981 0.0412 0.0017
0.73 da 0.3022 0.0433 0.0019 0.3002 0.0431 0.0019
ds 0.4037 0.0421 0.0018 0.4011 0.0418 0.0017
6{1 0.1992 0.0389 0.0015 0.1977 0.0386 0.0015
0.74 da 0.3014 0.0413 0.0017 0.2991 0.0410 0.0017
ds 0.4028 0.0403 0.0016 0.3997 0.0400 0.0016
c{l 0.2000 0.0375 0.0014 0.1983 0.0371 0.0014
0.75 da 0.3018 0.0390 0.0015 0.2991 0.0386 0.0015
ds 0.4029 0.0387 0.0015 0.3994 0.0383 0.0015
C?l 0.1998 0.0359 0.0013 0.1978 0.0355 0.0013
0.76 da 0.3014 0.0381 0.0014 0.2984 0.0377 0.0014
ds 0.4030 0.0376 0.0014 0.3989 0.0373 0.0014
dAl 0.2001 0.0349 0.0012 0.1977 0.0345 0.0012
0.77 da 0.3008 0.0362 0.0013 0.2973 0.0358 0.0013
ds 0.4026 0.0363 0.0013 0.3978 0.0359 0.0013
dAl 0.2004 0.0340 0.0012 0.1977 0.0335 0.0011
0.78 da 0.3008 0.0348 0.0012 0.2966 0.0343 0.0012
ds 0.4027 0.0349 0.0012 0.3971 0.0344 0.0012
d} 0.2006 0.0325 0.0011 0.1974 0.0320 0.0010
0.79 da 0.3003 0.0330 0.0011 0.2955 0.0325 0.0011
ds 0.4023 0.0331 0.0011 0.3959 0.0325 0.0011
dA1 0.2005 0.0315 0.0010 0.1968 0.0309 0.0010
0.80 da 0.2999 0.0317 0.0010 0.2943 0.0311 0.0010
ds 0.4025 0.0324 0.0011 0.3951 0.0319 0.0010
dil 0.2005 0.0306 0.0009 0.1962 0.0300 0.0009
0.81 da 0.2999 0.0305 0.0009 0.2934 0.0298 0.0009
d 0.4025 0.0314 0.0009 0.3938 0.0307 0.0009
3
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B.2 SIMULACOES PARA O PARAMETRO g,

Para suavizar o estimador CGPH, resultando no estimador dado pela ex-
pressao (4.42) e denotado por SCGPH, utilizamos uma fun¢ao de ponderacao,
para a qual necessitamos determinar o ponto de truncamento ¢,. Para deter-
minar o melhor valor de ¢, para a fungdao de ponderagao de Parzen, através
de simulagoes de Monte Carlo, utilizamos o conjunto ¢, € {0,1,--- ,12},d €
{(0.4,0.4,0.4),(0.3,0.3,0.3),(0.2,0.2,0.2), (—0.2,—0.2, —0.2) }, p € {0.0,0.8}
e n € {1000, 1500,2000}, considerando-se 1000 replicagoes. As simulagoes
para n = 500 e p = 0.5 foram apresentadas no Capitulo 5.

As Tabelas B.2.1-B.2.22, e as suas correspondentes Figuras B.2.1-B.2.22,
mostram os resultados dos valores da média, vicio, desvio padrao e erro
quadratico médio do estimador SCGPH para os diversos valores de ¢, na
funcao de ponderacao de Parzen. Ressaltamos que esta janela espectral apre-
sentou melhores resultados para esse estimador. E importante observar que
o estimador SCGPH reduz-se ao estimador CGPH quando ¢, = 0. Podemos
verificar que o estimador SCGPH ja apresenta bons resultados para vicio,
desvio padrao e erro quadratico médio para todos os pares (n,d) quando
¢, = 1, apesar de ¢, ser uma funcao de n. Também podemos observar que
o desvio padrao e o erro médio quadratico parecem depender de d. Isso ja
era esperado, visto que, quando {X;};cz é um processo VARFIMA(p,d, q) e
p # 0, a matriz G, dada na expressao (3.74), depende do parametro d.
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Tabela B.2.1. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1000.

T 1 SCGPH u
’ Gn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dy 0.4003 0.0003 0.0500 0.0025
0 do 0.3976 —0.0024 0.0519 0.0027
ds 0.3990 —0.0010 0.0490 0.0024

dy 0.4081 0.0081 0.0459 0.0022
1 do 0.4050 0.0050 0.0469 0.0022
ds 0.4067 0.0067 0.0449 0.0021

dy 0.4128 0.0128 0.0470 0.0024
2 do 0.4100 0.0100 0.0475 0.0024
ds 0.4111 0.0111 0.0458 0.0022

dq 0.4168 0.0168 0.0486 0.0026
3 do 0.4142 0.0142 0.0486 0.0026
ds 0.4151 0.0151 0.0473 0.0025

dy 0.4203 0.0203 0.0504 0.0030
4 ds 0.4178 0.0178 0.0501 0.0028
ds 0.4186 0.0186 0.0490 0.0027

dy 0.4235 0.0235 0.0523 0.0033
5) ds 0.4212 0.0212 0.0517 0.0031
ds 0.4219 0.0219 0.0508 0.0031

dy 0.4264 0.0264 0.0542 0.0036
6 do 0.4242 0.0242 0.0534 0.0034
ds 0.4249 0.0249 0.0527 0.0034

dy 0.4291 0.0291 0.0561 0.0040
7 do 0.4270 0.0270 0.0552 0.0038
ds 0.4277 0.0277 0.0547 0.0038

dy 0.4316 0.0316 0.0579 0.0044
8 do 0.4296 0.0296 0.0569 0.0041
ds 0.4303 0.0303 0.0566 0.0041

dy 0.4339 0.0339 0.0598 0.0047
9 do 0.4320 0.0320 0.0586 0.0045
ds 0.4328 0.0328 0.0584 0.0045

dq 0.4361 0.0361 0.0615 0.0051
10 do 0.4343 0.0343 0.0603 0.0048
ds 0.4350 0.0350 0.0603 0.0049

dy 0.4382 0.0382 0.0633 0.0055
11 do 0.4364 0.0364 0.0620 0.0052
ds 0.4372 0.0372 0.0620 0.0052

dy 0.4401 0.0401 0.0649 0.0058
12 do 0.4384 0.0384 0.0636 0.0055
ds 0.4392 0.0392 0.0637 0.0056
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Tabela B.2.2. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=1(04,04,04), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1500.

. SCGPH u
’ an \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dq 0.3974 —0.0026 0.0406 0.0017
0 do 0.3997 —0.0003 0.0427 0.0018
ds 0.3987 —0.0013 0.0417 0.0017

dy 0.4036 0.0036 0.0373 0.0014
1 do 0.4060 0.0060 0.0387 0.0015
ds 0.4043 0.0043 0.0383 0.0015

dy 0.4073 0.0073 0.0380 0.0015
2 do 0.4096 0.0096 0.0388 0.0016
ds 0.4081 0.0081 0.0388 0.0016

dq 0.4106 0.0106 0.0391 0.0016
3 do 0.4127 0.0127 0.0395 0.0017
ds 0.4113 0.0113 0.0397 0.0017

dy 0.4135 0.0135 0.0404 0.0018
4 do 0.4155 0.0155 0.0406 0.0019
ds 0.4141 0.0141 0.0408 0.0019

dy 0.4162 0.0162 0.0418 0.0020
5) ds 0.4182 0.0182 0.0419 0.0021
ds 0.4168 0.0168 0.0419 0.0020

dy 0.4187 0.0187 0.0433 0.0022
6 do 0.4206 0.0206 0.0433 0.0023
ds 0.4192 0.0192 0.0432 0.0022

dy 0.4210 0.0210 0.0448 0.0024
7 do 0.4228 0.0228 0.0448 0.0025
ds 0.4214 0.0214 0.0444 0.0024

dy 0.4232 0.0232 0.0463 0.0027
8 do 0.4249 0.0249 0.0462 0.0028
ds 0.4235 0.0235 0.0457 0.0026

dy 0.4252 0.0252 0.0478 0.0029
9 do 0.4269 0.0269 0.0477 0.0030
ds 0.4255 0.0255 0.0470 0.0029

dq 0.4271 0.0271 0.0493 0.0032
10 do 0.4288 0.0288 0.0491 0.0032
ds 0.4274 0.0274 0.0483 0.0031

dy 0.4288 0.0288 0.0507 0.0034
11 do 0.4306 0.0306 0.0505 0.0035
ds 0.4292 0.0292 0.0495 0.0033

dy 0.4305 0.0305 0.0520 0.0036
12 do 0.4323 0.0323 0.0518 0.0037
ds 0.4309 0.0309 0.0507 0.0035
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. eqm para d ~ eqm para d, —; eqm para d.
X107 qm p: 1 X107 qm p: 2 %107 qm p: 3
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Figura B.2.1. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.0 e n = 1000.

_ eqm para d _. eqm parad _ eqm para d
X107 qm p: 1 X107 qm p: 3 %107 qm p: 3
35 35 35
3 3 3
25 25 25
2 2 2
15 . 15t - 15t -
0 5 10 0 5 10 0 5 10
q" qn qn
vicio para d1 vicio para dz vicio para d3
05 0.5 05
0.45 0.45 0.45
- o e ) R
e S| e k] e
0.4 > 0.4 > 0.4
0.35 0.35 0.35
5 10 5 10 5 10
qn qn qﬂ
dp para dl dp para d2 dp para d3
0.05 o 0.05 L 0.05
045 . 0045 - 0.045
0.04 Lo 0.04 Lo : 0.04
0 5 10 0 5 10 0 5 10
h % h

Figura B.2.2. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.0 e n = 1500.
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Tabela B.2.3. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 2000.

. SCGPH u
’ an \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 0.3984 —0.0016 0.0378 0.0014
0 do 0.4009 0.0009 0.0374 0.0014
ds 0.3989 —0.0011 0.0371 0.0014

dy 0.4029 0.0029 0.0339 0.0012
1 do 0.4055 0.0055 0.0346 0.0012
ds 0.4037 0.0037 0.0339 0.0012

dy 0.4057 0.0057 0.0341 0.0012
2 do 0.4090 0.0090 0.0349 0.0013
ds 0.4066 0.0066 0.0345 0.0012

dq 0.4082 0.0082 0.0348 0.0013
3 do 0.4120 0.0120 0.0355 0.0014
ds 0.4091 0.0091 0.0354 0.0013

dy 0.4106 0.0106 0.0357 0.0014
4 do 0.4147 0.0147 0.0364 0.0015
ds 0.4114 0.0114 0.0365 0.0015

dy 0.4127 0.0127 0.0367 0.0015
5 ds 0.4171 0.0171 0.0373 0.0017
ds 0.4135 0.0135 0.0376 0.0016

dy 0.4147 0.0147 0.0378 0.0016
6 do 0.4194 0.0194 0.0384 0.0018
ds 0.4155 0.0155 0.0388 0.0017

dy 0.4166 0.0166 0.0390 0.0018
7 do 0.4215 0.0215 0.0394 0.0020
ds 0.4174 0.0174 0.0400 0.0019

dy 0.4184 0.0184 0.0401 0.0019
8 do 0.4235 0.0235 0.0405 0.0022
ds 0.4192 0.0192 0.0412 0.0021

dy 0.4201 0.0201 0.0413 0.0021
9 do 0.4254 0.0254 0.0416 0.0024
ds 0.4209 0.0209 0.0423 0.0022

dq 0.4217 0.0217 0.0425 0.0023
10 do 0.4273 0.0273 0.0427 0.0026
ds 0.4225 0.0225 0.0435 0.0024

dy 0.4232 0.0232 0.0436 0.0024
11 do 0.4290 0.0290 0.0438 0.0028
ds 0.4240 0.0240 0.0447 0.0026

dy 0.4247 0.0247 0.0447 0.0026
12 do 0.4307 0.0307 0.0448 0.0029
ds 0.4255 0.0255 0.0458 0.0027
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Tabela B.2.4. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1000.

T 1 SCGPH u
’ Gn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dy 0.3994 —0.0006 0.0491 0.0024
0 do 0.4009 0.0009 0.0503 0.0025
ds 0.3973 —0.0027 0.0500 0.0025

dy 0.4062 0.0062 0.0450 0.0021
1 do 0.4080 0.0080 0.0462 0.0022
ds 0.4070 0.0070 0.0464 0.0022

dy 0.4106 0.0106 0.0459 0.0022
2 do 0.4130 0.0130 0.0470 0.0024
ds 0.4120 0.0120 0.0475 0.0024

dq 0.4143 0.0143 0.0474 0.0024
3 do 0.4172 0.0172 0.0484 0.0026
ds 0.4161 0.0161 0.0490 0.0027

dy 0.4177 0.0177 0.0491 0.0027
4 ds 0.4209 0.0209 0.0502 0.0030
ds 0.4197 0.0197 0.0507 0.0030

dy 0.4209 0.0209 0.0509 0.0030
5) ds 0.4243 0.0243 0.0521 0.0033
ds 0.4229 0.0229 0.0524 0.0033

dy 0.4238 0.0238 0.0527 0.0033
6 do 0.4274 0.0274 0.0541 0.0037
ds 0.4259 0.0259 0.0542 0.0036

dy 0.4265 0.0265 0.0545 0.0037
7 do 0.4303 0.0303 0.0561 0.0041
ds 0.4286 0.0286 0.0560 0.0039

dy 0.4290 0.0290 0.0562 0.0040
8 do 0.4330 0.0330 0.0581 0.0045
ds 0.4311 0.0311 0.0577 0.0043

dy 0.4313 0.0313 0.0580 0.0043
9 do 0.4354 0.0354 0.0600 0.0049
ds 0.4334 0.0334 0.0595 0.0046

dq 0.4335 0.0335 0.0596 0.0047
10 do 0.4377 0.0377 0.0619 0.0053
ds 0.4356 0.0356 0.0612 0.0050

dy 0.4356 0.0356 0.0613 0.0050
11 do 0.4399 0.0399 0.0638 0.0057
ds 0.4376 0.0376 0.0628 0.0054

dy 0.4375 0.0375 0.0629 0.0054
12 do 0.4419 0.0419 0.0655 0.0060
ds 0.4395 0.0395 0.0644 0.0057
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Figura B.2.3. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.0 e n = 2000.
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Figura B.2.4. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.5 e n = 1000.
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Tabela B.2.5. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=1(04,04,04), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1500.

. SCGPH u
’ an \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dq 0.3992 —0.0008 0.0411 0.0017
0 do 0.3989 —0.0011 0.0433 0.0019
ds 0.3997 —0.0003 0.0427 0.0018

dy 0.4061 0.0061 0.0385 0.0015
1 do 0.4049 0.0049 0.0406 0.0017
ds 0.4052 0.0052 0.0391 0.0016

dy 0.4100 0.0100 0.0394 0.0017
2 do 0.4087 0.0087 0.0411 0.0018
ds 0.4090 0.0090 0.0396 0.0016

dq 0.4134 0.0134 0.0405 0.0018
3 do 0.4119 0.0119 0.0420 0.0019
ds 0.4124 0.0124 0.0405 0.0018

dy 0.4165 0.0165 0.0418 0.0020
4 do 0.4148 0.0148 0.0431 0.0021
ds 0.4154 0.0154 0.0417 0.0020

dy 0.4193 0.0193 0.0432 0.0022
5) ds 0.4174 0.0174 0.0444 0.0023
ds 0.4181 0.0181 0.0430 0.0022

dy 0.4219 0.0219 0.0446 0.0025
6 do 0.4198 0.0198 0.0458 0.0025
ds 0.4207 0.0207 0.0443 0.0024

dy 0.4243 0.0243 0.0460 0.0027
7 do 0.4221 0.0221 0.0471 0.0027
ds 0.4230 0.0230 0.0456 0.0026

dy 0.4266 0.0266 0.0474 0.0029
8 do 0.4243 0.0243 0.0485 0.0029
ds 0.4252 0.0252 0.0469 0.0028

dy 0.4287 0.0287 0.0488 0.0032
9 do 0.4263 0.0263 0.0498 0.0032
ds 0.4273 0.0273 0.0483 0.0031

dq 0.4307 0.0307 0.0502 0.0035
10 do 0.4283 0.0283 0.0511 0.0034
ds 0.4292 0.0292 0.0496 0.0033

dy 0.4325 0.0325 0.0515 0.0037
11 do 0.4302 0.0302 0.0524 0.0037
ds 0.4311 0.0311 0.0509 0.0036

dy 0.4343 0.0343 0.0528 0.0040
12 do 0.4320 0.0320 0.0537 0.0039
ds 0.4328 0.0328 0.0521 0.0038
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Tabela B.2.6. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 2000.

. SCGPH u
’ an \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 0.3994 —0.0006 0.0383 0.0015
0 do 0.3994 —0.0006 0.0378 0.0014
ds 0.3982 —0.0018 0.0384 0.0015

dy 0.4041 0.0041 0.0343 0.0012
1 do 0.4050 0.0050 0.0332 0.0011
ds 0.4027 0.0027 0.0352 0.0012

dy 0.4073 0.0073 0.0343 0.0012
2 do 0.4080 0.0080 0.0334 0.0012
ds 0.4059 0.0059 0.0358 0.0013

dy 0.4100 0.0100 0.0347 0.0013
3 do 0.4105 0.0105 0.0341 0.0013
ds 0.4086 0.0086 0.0367 0.0014

dy 0.4125 0.0125 0.0355 0.0014
4 do 0.4128 0.0128 0.0351 0.0014
ds 0.4111 0.0111 0.0378 0.0016

dy 0.4148 0.0148 0.0364 0.0015
5 ds 0.4150 0.0150 0.0362 0.0015
ds 0.4133 0.0133 0.0389 0.0017

dy 0.4169 0.0169 0.0374 0.0017
6 do 0.4170 0.0170 0.0374 0.0017
ds 0.4155 0.0155 0.0401 0.0018

dy 0.4189 0.0189 0.0385 0.0018
7 do 0.4190 0.0190 0.0385 0.0018
ds 0.4174 0.0174 0.0412 0.0020

dy 0.4207 0.0207 0.0396 0.0020
8 do 0.4208 0.0208 0.0397 0.0020
ds 0.4193 0.0193 0.0424 0.0022

dy 0.4225 0.0225 0.0406 0.0022
9 do 0.4226 0.0226 0.0409 0.0022
ds 0.4211 0.0211 0.0435 0.0023

dq 0.4241 0.0241 0.0417 0.0023
10 do 0.4242 0.0242 0.0421 0.0024
ds 0.4228 0.0228 0.0446 0.0025

dy 0.4257 0.0257 0.0428 0.0025
11 do 0.4258 0.0258 0.0432 0.0025
ds 0.4244 0.0244 0.0457 0.0027

dy 0.4273 0.0273 0.0438 0.0027
12 do 0.4274 0.0274 0.0444 0.0027
ds 0.4259 0.0259 0.0468 0.0029
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Figura B.2.5. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.5 e n = 1500.
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Figura B.2.6. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.5 e n = 2000.
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Tabela B.2.7. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.8,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 500.

T 1 SCGPH u
’ Gn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dy 0.3961 —0.0039 0.0659 0.0044
0 do 0.3985 —0.0015 0.0647 0.0042
ds 0.3966 —0.0034 0.0659 0.0043

dy 0.4094 0.0094 0.0581 0.0035
1 do 0.4099 0.0099 0.0556 0.0032
ds 0.4103 0.0103 0.0580 0.0035

dy 0.4164 0.0164 0.0599 0.0039
2 do 0.4168 0.0168 0.0565 0.0035
ds 0.4178 0.0178 0.0592 0.0038

dq 0.4222 0.0222 0.0625 0.0044
3 do 0.4224 0.0224 0.0586 0.0039
ds 0.4239 0.0239 0.0615 0.0044

dy 0.4274 0.0274 0.0653 0.0050
4 ds 0.4272 0.0272 0.0613 0.0045
ds 0.4292 0.0292 0.0642 0.0050

dy 0.4320 0.0320 0.0682 0.0057
5 ds 0.4316 0.0316 0.0641 0.0051
ds 0.4339 0.0339 0.0669 0.0056

dy 0.4362 0.0362 0.0711 0.0064
6 do 0.4355 0.0355 0.0669 0.0057
ds 0.4381 0.0381 0.0697 0.0063

dy 0.4399 0.0399 0.0739 0.0070
7 do 0.4390 0.0390 0.0697 0.0064
ds 0.4418 0.0418 0.0725 0.0070

dy 0.4433 0.0433 0.0765 0.0077
8 do 0.4422 0.0422 0.0724 0.0070
ds 0.4452 0.0452 0.0751 0.0077

dy 0.4463 0.0463 0.0790 0.0084
9 dso 0.4451 0.0451 0.0749 0.0076
ds 0.4483 0.0483 0.0776 0.0084

dq 0.4491 0.0491 0.0813 0.0090
10 do 0.4478 0.0478 0.0773 0.0083
ds 0.4511 0.0511 0.0800 0.0090

dy 0.4517 0.0517 0.0836 0.0096
11 do 0.4502 0.0502 0.0796 0.0088
ds 0.4536 0.0536 0.0823 0.0096

dy 0.4540 0.0540 0.0857 0.0102
12 do 0.4524 0.0524 0.0817 0.0094
ds 0.4560 0.0560 0.0845 0.0103
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Tabela B.2.8. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.8,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1000.

T 1 SCGPH u
’ Gn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dy 0.3952 —0.0048 0.0484 0.0024
0 do 0.3977 —0.0023 0.0492 0.0024
ds 0.3955 —0.0045 0.0508 0.0026

dy 0.4046 0.0046 0.0431 0.0019
1 do 0.4060 0.0060 0.0434 0.0019
ds 0.4042 0.0042 0.0440 0.0019

dy 0.4100 0.0100 0.0440 0.0020
2 do 0.4113 0.0113 0.0440 0.0021
ds 0.4094 0.0094 0.0443 0.0021

dq 0.4145 0.0145 0.0455 0.0023
3 do 0.4157 0.0157 0.0452 0.0023
ds 0.4136 0.0136 0.0455 0.0023

dy 0.4184 0.0184 0.0473 0.0026
4 do 0.4197 0.0197 0.0467 0.0026
ds 0.4174 0.0174 0.0471 0.0025

dy 0.4219 0.0219 0.0491 0.0029
5 ds 0.4232 0.0232 0.0483 0.0029
ds 0.4208 0.0208 0.0488 0.0028

dy 0.4251 0.0251 0.0510 0.0032
6 do 0.4265 0.0265 0.0500 0.0032
ds 0.4239 0.0239 0.0506 0.0031

dy 0.4280 0.0280 0.0529 0.0036
7 do 0.4295 0.0295 0.0518 0.0035
ds 0.4268 0.0268 0.0525 0.0035

dy 0.4307 0.0307 0.0547 0.0039
8 do 0.4323 0.0323 0.0535 0.0039
ds 0.4294 0.0294 0.0543 0.0038

dy 0.4332 0.0332 0.0565 0.0043
9 do 0.4349 0.0349 0.0553 0.0043
ds 0.4319 0.0319 0.0561 0.0042

dq 0.4356 0.0356 0.0582 0.0047
10 do 0.4374 0.0374 0.0570 0.0046
ds 0.4342 0.0342 0.0578 0.0045

dy 0.4378 0.0378 0.0599 0.0050
11 do 0.4397 0.0397 0.0586 0.0050
ds 0.4364 0.0364 0.0595 0.0049

dy 0.4399 0.0399 0.0615 0.0054
12 do 0.4418 0.0418 0.0602 0.0054
ds 0.4385 0.0385 0.0611 0.0052
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Figura B.2.7. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.8 e n. = 500.
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Figura B.2.8. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.8 e n = 1000.
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Tabela B.2.9. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.8,
d=1(04,04,04), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 1500.

. SCGPH u
’ an \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dq 0.3958 —0.0042 0.0397 0.0016
0 do 0.3970 —0.0030 0.0405 0.0016
ds 0.3967 —0.0033 0.0404 0.0016

dy 0.4029 0.0029 0.0357 0.0013
1 do 0.4035 0.0035 0.0367 0.0014
ds 0.4033 0.0033 0.0365 0.0013

dy 0.4069 0.0069 0.0360 0.0013
2 do 0.4077 0.0077 0.0369 0.0014
ds 0.4075 0.0075 0.0369 0.0014

dq 0.4102 0.0102 0.0368 0.0015
3 do 0.4112 0.0112 0.0374 0.0015
ds 0.4110 0.0110 0.0378 0.0016

dy 0.4132 0.0132 0.0378 0.0016
4 do 0.4143 0.0143 0.0384 0.0017
ds 0.4140 0.0140 0.0390 0.0017

dy 0.4159 0.0159 0.0390 0.0018
5 ds 0.4171 0.0171 0.0395 0.0019
ds 0.4168 0.0168 0.0403 0.0019

dy 0.4184 0.0184 0.0401 0.0019
6 do 0.4197 0.0197 0.0407 0.0020
ds 0.4193 0.0193 0.0417 0.0021

dy 0.4207 0.0207 0.0413 0.0021
7 do 0.4222 0.0222 0.0420 0.0023
ds 0.4217 0.0217 0.0431 0.0023

dy 0.4229 0.0229 0.0425 0.0023
8 do 0.4244 0.0244 0.0433 0.0025
ds 0.4239 0.0239 0.0445 0.0025

dy 0.4249 0.0249 0.0438 0.0025
9 do 0.4266 0.0266 0.0446 0.0027
ds 0.4259 0.0259 0.0458 0.0028

dq 0.4269 0.0269 0.0449 0.0027
10 do 0.4286 0.0286 0.0458 0.0029
ds 0.4279 0.0279 0.0472 0.0030

dy 0.4287 0.0287 0.0461 0.0029
11 do 0.4305 0.0305 0.0471 0.0031
ds 0.4297 0.0297 0.0485 0.0032

dy 0.4305 0.0305 0.0473 0.0032
12 do 0.4324 0.0324 0.0483 0.0034
ds 0.4315 0.0315 0.0497 0.0035
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Tabela B.2.10. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.8,
d=1(04,04,0.4), ¢, €{0,1,--- ,12} e n = 2000.

T 1 SCGPH u
’ Gn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dy 0.3985 —0.0015 0.0390 0.0015
0 do 0.3969 —0.0031 0.0369 0.0014
ds 0.3973 —0.0027 0.0377 0.0014

dy 0.4033 0.0033 0.0349 0.0012
1 do 0.4031 0.0031 0.0326 0.0011
ds 0.4025 0.0025 0.0331 0.0011

dy 0.4066 0.0066 0.0349 0.0013
2 do 0.4065 0.0065 0.0327 0.0011
ds 0.4056 0.0056 0.0332 0.0011

dq 0.4094 0.0094 0.0355 0.0013
3 do 0.4096 0.0096 0.0333 0.0012
ds 0.4083 0.0083 0.0338 0.0012

dy 0.4120 0.0120 0.0362 0.0015
4 do 0.4123 0.0123 0.0341 0.0013
ds 0.4108 0.0108 0.0346 0.0013

dy 0.4144 0.0144 0.0371 0.0016
5 ds 0.4147 0.0147 0.0350 0.0014
ds 0.4130 0.0130 0.0355 0.0014

dy 0.4167 0.0167 0.0381 0.0017
6 do 0.4170 0.0170 0.0360 0.0016
ds 0.4151 0.0151 0.0365 0.0016

dy 0.4187 0.0187 0.0391 0.0019
7 do 0.4191 0.0191 0.0370 0.0017
ds 0.4171 0.0171 0.0376 0.0017

dy 0.4207 0.0207 0.0401 0.0020
8 do 0.4211 0.0211 0.0380 0.0019
ds 0.4189 0.0189 0.0386 0.0018

dy 0.4225 0.0225 0.0411 0.0022
9 do 0.4230 0.0230 0.0390 0.0020
ds 0.4207 0.0207 0.0397 0.0020

dq 0.4243 0.0243 0.0422 0.0024
10 do 0.4248 0.0248 0.0401 0.0022
ds 0.4224 0.0224 0.0407 0.0022

dy 0.4260 0.0260 0.0432 0.0025
11 do 0.4265 0.0265 0.0411 0.0024
ds 0.4240 0.0240 0.0418 0.0023

dy 0.4276 0.0276 0.0443 0.0027
12 do 0.4281 0.0281 0.0421 0.0026
ds 0.4256 0.0256 0.0428 0.0025
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Figura B.2.9. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,--- 12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.8 e n = 1500.
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Figura B.2.10. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.4,0.4,0.4), « = 0.75, p = 0.8 e n = 2000.
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Tabela B.2.11. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=1(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘

C§1 0.1979 —0.0021 0.0485 0.0024

0 do 0.1978 —0.0022 0.0502 0.0025

ds 0.1977 —0.0023 0.0463 0.0021

021 0.1990 —0.0010 0.0437 0.0019

1 do 0.1985 —0.0015 0.0449 0.0020

ds 0.1984 —0.0016 0.0430 0.0019

C{l 0.1995 —0.0005 0.0433 0.0019

2 do 0.1991 —0.0009 0.0445 0.0020

ds 0.1989 —0.0011 0.0431 0.0019

6%1 0.1998 —0.0002 0.0433 0.0019

3 do 0.1996 —0.0004 0.0445 0.0020

ds 0.1994 —0.0006 0.0432 0.0019

dy 0.2001 0.0001 0.0434 0.0019
4 ds 0.2000 0.0000 0.0446 0.0020
ds 0.1999 —0.0001 0.0433 0.0019

dy 0.2004 0.0004 0.0436 0.0019
5 ds 0.2004 0.0004 0.0447 0.0020
ds 0.2003 0.0003 0.0434 0.0019

dy 0.2006 0.0006 0.0437 0.0019
6 do 0.2008 0.0008 0.0448 0.0020
ds 0.2007 0.0007 0.0435 0.0019

dy 0.2008 0.0008 0.0439 0.0019
7 do 0.2010 0.0010 0.0449 0.0020
ds 0.2010 0.0010 0.0437 0.0019

dy 0.2010 0.0010 0.0440 0.0019
8 do 0.2013 0.0013 0.0451 0.0020
ds 0.2012 0.0012 0.0438 0.0019

dy 0.2011 0.0011 0.0441 0.0019
9 do 0.2014 0.0014 0.0452 0.0020
ds 0.2014 0.0014 0.0440 0.0019

dq 0.2012 0.0012 0.0443 0.0020
10 do 0.2015 0.0015 0.0453 0.0020
ds 0.2016 0.0016 0.0441 0.0019

dy 0.2013 0.0013 0.0444 0.0020
11 do 0.2016 0.0016 0.0454 0.0021
ds 0.2017 0.0017 0.0442 0.0020

dy 0.2013 0.0013 0.0445 0.0020
12 do 0.2017 0.0017 0.0455 0.0021
ds 0.2018 0.0018 0.0443 0.0020

119



Tabela B.2.12. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1500.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘

C§1 0.2002 0.0002 0.0417 0.0017

0 do 0.1976 —0.0024 0.0433 0.0019

ds 0.1980 —0.0020 0.0410 0.0017

021 0.1996 —0.0004 0.0379 0.0014

1 do 0.1988 —0.0012 0.0386 0.0015

ds 0.1995 —0.0005 0.0373 0.0014

C{l 0.1998 —0.0002 0.0374 0.0014

2 do 0.1995 —0.0005 0.0380 0.0014

ds 0.2001 0.0001 0.0368 0.0014

dq 0.2001 0.0001 0.0372 0.0014
3 do 0.2000 0.0000 0.0378 0.0014
ds 0.2005 0.0005 0.0366 0.0013

dy 0.2004 0.0004 0.0371 0.0014
4 ds 0.2005 0.0005 0.0377 0.0014
ds 0.2007 0.0007 0.0365 0.0013

dy 0.2007 0.0007 0.0371 0.0014
5 ds 0.2009 0.0009 0.0377 0.0014
ds 0.2010 0.00010 0.0366 0.0013

dy 0.2009 0.0009 0.0372 0.0014
6 do 0.2012 0.0012 0.0377 0.0014
ds 0.2011 0.0011 0.0366 0.0013

dy 0.2012 0.0012 0.0372 0.0014
7 do 0.2015 0.0015 0.0377 0.0014
ds 0.2013 0.0013 0.0367 0.0013

dy 0.2014 0.0014 0.0373 0.0014
8 do 0.2017 0.0017 0.0378 0.0014
ds 0.2014 0.0014 0.0367 0.0013

dy 0.2015 0.0015 0.0373 0.0014
9 do 0.2019 0.0019 0.0379 0.0014
ds 0.2015 0.0015 0.0368 0.0014

dq 0.2017 0.0017 0.0374 0.0014
10 do 0.2021 0.0021 0.0379 0.0014
ds 0.2016 0.0016 0.0369 0.0014

dy 0.2018 0.0018 0.0375 0.0014
11 do 0.2022 0.0022 0.0380 0.0014
ds 0.2017 0.0017 0.0369 0.0014

dy 0.2019 0.0019 0.0376 0.0014
12 do 0.2023 0.0023 0.0381 0.0015
ds 0.2017 0.0017 0.0370 0.0014
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Figura B.2.11. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.2,0.2,0.2), « = 0.75, p = 0.0 e n = 1000.
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Figura B.2.12. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.2,0.2,0.2), a = 0.75, p = 0.0 e n = 1500.
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Tabela B.2.13. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.0,
d=1(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 2000.

. SCGPH u
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 0.1993 —0.0007 0.0361 0.0013
0 do 0.1972 —0.0028 0.0358 0.0013
ds 0.1996 —0.0004 0.0377 0.0014
021 0.2000 0.0000 0.0331 0.0011
1 do 0.1980 —0.0020 0.0338 0.0011

ds 0.2003 0.0003 0.0346 0.0012

dy 0.2004 0.0004 0.0329 0.0011
2 do 0.1985 —0.0015 0.0336 0.0011
ds 0.2005 0.0005 0.0343 0.0012

dq 0.2007 0.0007 0.0329 0.0011
3 do 0.1989 —0.0011 0.0335 0.0011
ds 0.2007 0.0007 0.0342 0.0012

dy 0.2009 0.0009 0.0329 0.0011

4 ds 0.1993 —0.0007 0.0334 0.0011
ds 0.2009 0.0009 0.0341 0.0012
dA1 0.2011 0.0011 0.0330 0.0011
5) ds 0.1996 —0.0004 0.0335 0.0011

ds 0.2011 0.0011 0.0341 0.0012

dy 0.2013 0.0013 0.0330 0.0011
6 do 0.1998 —0.0002 0.0335 0.0011
ds 0.2013 0.0013 0.0341 0.0012

dy 0.2015 0.0015 0.0331 0.0011
7 do 0.2000 0.0000 0.0335 0.0011
ds 0.2015 0.0015 0.0341 0.0012

dy 0.2017 0.0017 0.0332 0.0011
8 do 0.2002 0.0002 0.0336 0.0011
ds 0.2016 0.0016 0.0341 0.0012

dy 0.2018 0.0018 0.0333 0.0011
9 do 0.2003 0.0003 0.0336 0.0011
ds 0.2018 0.0018 0.0341 0.0012

dq 0.2020 0.0020 0.0334 0.0011
10 do 0.2004 0.0004 0.0337 0.0011
ds 0.2019 0.0019 0.0341 0.0012

dy 0.2021 0.0021 0.0335 0.0011
11 do 0.2005 0.0005 0.0337 0.0011
ds 0.2020 0.0020 0.0342 0.0012

dy 0.2022 0.0022 0.0336 0.0011
12 do 0.2006 0.0006 0.0338 0.0011
ds 0.2021 0.0021 0.0342 0.0012
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Tabela B.2.14. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=1(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘

C§1 0.1994 —0.0006 0.0475 0.0023

0 do 0.1967 —0.0033 0.0476 0.0023

ds 0.1973 —0.0027 0.0483 0.0023

021 0.1994 —0.0006 0.0427 0.0018

1 do 0.1972 —0.0028 0.0438 0.0019

ds 0.1982 —0.0018 0.0442 0.0020

C{l 0.1998 —0.0002 0.0424 0.0018

2 do 0.1976 —0.0024 0.0434 0.0019

ds 0.1987 —0.0013 0.0440 0.0019

6%1 0.2002 0.0002 0.0424 0.0018

3 do 0.1980 —0.0020 0.0433 0.0019

ds 0.1992 —0.0008 0.0439 0.0019

d} 0.2005 0.0005 0.0425 0.0018

4 da 0.1984 —0.0016 0.0433 0.0019

ds 0.1997 —0.0003 0.0439 0.0019

d} 0.2008 0.0008 0.0426 0.0018

5 do 0.1987 —0.0013 0.0434 0.0019

ds 0.2000 0.0000 0.0440 0.0019

dy 0.2011 0.0011 0.0427 0.0018
6 do 0.1989 —0.0011 0.0436 0.0019
ds 0.2003 0.0003 0.0441 0.0019

dy 0.2013 0.0013 0.0429 0.0018
7 do 0.1991 —0.0009 0.0438 0.0019
ds 0.2005 0.0005 0.0442 0.0020

dy 0.2015 0.0015 0.0430 0.0019
8 do 0.1993 —0.0007 0.0440 0.0019
ds 0.2007 0.0007 0.0443 0.0020

dy 0.2016 0.0016 0.0432 0.0019
9 do 0.1994 —0.0006 0.0441 0.0019
ds 0.2008 0.0008 0.0444 0.0020

dq 0.2017 0.0017 0.0433 0.0019
10 do 0.1995 —0.0005 0.0443 0.0020
ds 0.2009 0.0009 0.0445 0.0020

dy 0.2018 0.0018 0.0434 0.0019
11 do 0.1995 —0.0005 0.0444 0.0020
ds 0.2010 0.0010 0.0446 0.0020

dy 0.2018 0.0018 0.0435 0.0019
12 do 0.1996 —0.0004 0.0445 0.0020
ds 0.2010 0.0010 0.0447 0.0020
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Figura B.2.13. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
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Figura B.2.14. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.2,0.2,0.2), a = 0.75, p = 0.5 e n. = 1000.
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Tabela B.2.15. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1500.

. SCGPH u
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘

C§1 0.1993 —0.0007 0.0435 0.0019

0 do 0.1960 —0.0040 0.0421 0.0018

ds 0.1982 —0.0018 0.0433 0.0019

021 0.2001 0.0001 0.0394 0.0015

1 do 0.1978 —0.0022 0.0388 0.0015

ds 0.1995 —0.0005 0.0392 0.0015

C{l 0.2004 0.0004 0.0389 0.0015

2 do 0.1984 —0.0016 0.0389 0.0015

ds 0.2001 0.0001 0.0388 0.0015

6%1 0.2008 0.0008 0.0387 0.0015

3 do 0.1989 —0.0011 0.0390 0.0015

ds 0.2006 0.0006 0.0386 0.0015

dy 0.2011 0.0011 0.0387 0.0015
4 ds 0.1993 —0.0007 0.0391 0.0015
ds 0.2010 0.0010 0.0387 0.0015

dy 0.2014 0.0014 0.0386 0.0015
5) ds 0.1996 —0.0004 0.0392 0.0015
ds 0.2012 0.0012 0.0388 0.0015

dy 0.2016 0.0016 0.0386 0.0015
6 do 0.1999 —0.0001 0.0392 0.0015
ds 0.2015 0.0015 0.0389 0.0015

dy 0.2018 0.0018 0.0387 0.0015
7 do 0.2002 0.0002 0.0393 0.0015
ds 0.2016 0.0016 0.0391 0.0015

dy 0.2020 0.0020 0.0387 0.0015
8 do 0.2004 0.0004 0.0394 0.0015
ds 0.2018 0.0018 0.0393 0.0015

dy 0.2022 0.0022 0.0388 0.0015
9 do 0.2006 0.0006 0.0395 0.0016
ds 0.2020 0.0020 0.0394 0.0016

dq 0.2023 0.0023 0.0388 0.0015
10 do 0.2007 0.0007 0.0395 0.0016
ds 0.2021 0.0021 0.0395 0.0016

dy 0.2024 0.0024 0.0389 0.0015
11 do 0.2008 0.0008 0.0396 0.0016
ds 0.2022 0.0022 0.0397 0.0016

dy 0.2025 0.0025 0.0390 0.0015
12 do 0.2009 0.0009 0.0397 0.0016
ds 0.2023 0.0023 0.0398 0.0016
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Tabela B.2.16. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=1(0.2,0.2,0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 2000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘

C§1 0.1978 —0.0022 0.0355 0.0013

0 do 0.1980 —0.0020 0.0374 0.0014

ds 0.1982 —0.0018 0.0359 0.0013

021 0.1991 —0.0009 0.0326 0.0011

1 do 0.1988 —0.0012 0.0345 0.0012

ds 0.1990 —0.0010 0.0332 0.0011

C{l 0.1995 —0.0005 0.0324 0.0010

2 do 0.1992 —0.0008 0.0344 0.0012

ds 0.1996 —0.0004 0.0329 0.0011

6%1 0.1998 —0.0002 0.0322 0.0010

3 do 0.1995 —0.0005 0.0344 0.0012

ds 0.2001 0.0001 0.0328 0.0011

d} 0.2002 0.0002 0.0322 0.0010

4 da 0.1998 —0.0002 0.0344 0.0012

ds 0.2005 0.0005 0.0328 0.0011

dy 0.2005 0.0005 0.0322 0.0010
5 ds 0.2001 0.0001 0.0345 0.0012
ds 0.2009 0.0009 0.0329 0.0011

dy 0.2007 0.0007 0.0323 0.0010
6 do 0.2003 0.0003 0.0346 0.0012
ds 0.2012 0.0012 0.0330 0.0011

dy 0.2010 0.0010 0.0323 0.0010
7 do 0.2005 0.0005 0.0347 0.0012
ds 0.2014 0.0014 0.0330 0.0011

dy 0.2012 0.0012 0.0324 0.0010
8 do 0.2007 0.0007 0.0348 0.0012
ds 0.2017 0.0017 0.0331 0.0011

dy 0.2013 0.0013 0.0324 0.0011
9 do 0.2008 0.0008 0.0349 0.0012
ds 0.2018 0.0018 0.0332 0.0011

dq 0.2015 0.0015 0.0325 0.0011
10 do 0.2009 0.0009 0.0350 0.0012
ds 0.2020 0.0020 0.0333 0.0011

dy 0.2016 0.0016 0.0325 0.0011
11 do 0.2010 0.0010 0.0351 0.0012
ds 0.2021 0.0021 0.0334 0.0011

dy 0.2017 0.0017 0.0326 0.0011
12 do 0.2011 0.0011 0.0352 0.0012
ds 0.2022 0.0022 0.0335 0.0011
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Figura B.2.15. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.2,0.2,0.2), « = 0.75, p = 0.5 e n = 1500.
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Figura B.2.16. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.2,0.2,0.2), a = 0.75, p = 0.5 e n. = 2000.
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Tabela B.2.17. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d =(0.3,0.3,0.3), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 0.2991 —0.0009 0.0474 0.0022
0 do 0.2966 —0.0034 0.0481 0.0023
ds 0.2966 —0.0034 0.0488 0.0024
021 0.3013 0.0013 0.0426 0.0018
1 do 0.2992 —0.0008 0.0440 0.0019

ds 0.3001 0.0001 0.0444 0.0020

dy 0.3031 0.0031 0.0425 0.0018
2 do 0.3009 0.0009 0.0438 0.0019
ds 0.3020 0.0020 0.0444 0.0020

dy 0.3045 0.0045 0.0428 0.0019
3 do 0.3023 0.0023 0.0441 0.0019
ds 0.3037 0.0037 0.0448 0.0020

dy 0.3058 0.0058 0.0433 0.0019
4 ds 0.3036 0.0036 0.0445 0.0020
ds 0.3052 0.0052 0.0453 0.0021

dy 0.3070 0.0070 0.0438 0.0020
5 ds 0.3047 0.0047 0.0451 0.0021
ds 0.3065 0.0065 0.0458 0.0021

dy 0.3080 0.0080 0.0444 0.0020
6 do 0.3057 0.0057 0.0458 0.0021
ds 0.3076 0.0076 0.0464 0.0022

dy 0.3090 0.0090 0.0450 0.0021
7 do 0.3066 0.0066 0.0464 0.0022
ds 0.3086 0.0086 0.0470 0.0023

dy 0.3098 0.0098 0.0456 0.0022
8 do 0.3074 0.0074 0.0471 0.0023
ds 0.3094 0.0094 0.0476 0.0023

dy 0.3105 0.0105 0.0461 0.0022
9 do 0.3081 0.0081 0.0477 0.0023
ds 0.3102 0.0102 0.0481 0.0024

dq 0.3112 0.0112 0.0467 0.0023
10 dso 0.3087 0.0087 0.0483 0.0024
ds 0.3110 0.0110 0.0487 0.0025

dy 0.3118 0.0118 0.0472 0.0024
11 do 0.3093 0.0093 0.0489 0.0025
ds 0.3116 0.0116 0.0492 0.0026

dy 0.3124 0.0124 0.0477 0.0024
12 do 0.3099 0.0099 0.0494 0.0025
ds 0.3122 0.0122 0.0497 0.0026
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Tabela B.2.18. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d =(0.3,0.3,0.3), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1500.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 0.2993 —0.0007 0.0437 0.0019
0 do 0.2959 —0.0041 0.0421 0.0018
ds 0.2982 —0.0018 0.0437 0.0019
021 0.3017 0.0017 0.0396 0.0016
1 do 0.2994 —0.0006 0.0389 0.0015

ds 0.3011 0.0011 0.0395 0.0016

dy 0.3031 0.0031 0.0393 0.0016
2 do 0.3011 0.0011 0.0390 0.0015
ds 0.3027 0.0027 0.0393 0.0015

dq 0.3043 0.0043 0.0393 0.0016
3 do 0.3025 0.0025 0.0393 0.0016
ds 0.3040 0.0040 0.0395 0.0016

dy 0.3054 0.0054 0.0396 0.0016
4 ds 0.3037 0.0037 0.0397 0.0016
ds 0.3051 0.0051 0.0398 0.0016

dy 0.3064 0.0064 0.0399 0.0016
5 ds 0.3048 0.0048 0.0400 0.0016
ds 0.3060 0.0060 0.0402 0.0017

dy 0.3073 0.0073 0.0402 0.0017
6 do 0.3058 0.0058 0.0404 0.0017
ds 0.3068 0.0068 0.0407 0.0017

dy 0.3081 0.0081 0.0405 0.0017
7 do 0.3067 0.0067 0.0407 0.0017
ds 0.3076 0.0076 0.0412 0.0018

dy 0.3088 0.0088 0.0409 0.0017
8 do 0.3075 0.0075 0.0411 0.0017
ds 0.3083 0.0083 0.0417 0.0018

dy 0.3095 0.0095 0.0412 0.0018
9 do 0.3083 0.0083 0.0415 0.0018
ds 0.3090 0.0090 0.0422 0.0019

dq 0.3101 0.0101 0.0416 0.0018
10 dso 0.3090 0.0090 0.0419 0.0018
ds 0.3096 0.0096 0.0426 0.0019

dy 0.3107 0.0107 0.0420 0.0019
11 do 0.3096 0.0096 0.0422 0.0019
ds 0.3102 0.0102 0.0431 0.0020

dy 0.3113 0.0113 0.0424 0.0019
12 do 0.3102 0.0102 0.0426 0.0019
ds 0.3107 0.0107 0.0435 0.0020
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Figura B.2.17. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.3,0.3,0.3), @ = 0.75, p = 0.5 e n. = 1000.
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Figura B.2.18. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(0.3,0.3,0.3), a = 0.75, p = 0.5 e n. = 1500.
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Tabela B.2.19. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d =(0.3,0.3,0.3), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 2000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
dq 0.2976 —0.0024 0.0358 0.0013
0 do 0.2980 —0.0020 0.0374 0.0014
ds 0.2981 —0.0019 0.0360 0.0013

dy 0.3002 0.0002 0.0329 0.0011
1 do 0.3002 0.0002 0.0347 0.0012
ds 0.3004 0.0004 0.0332 0.0011

dy 0.3015 0.0015 0.0328 0.0011
2 do 0.3015 0.0015 0.0347 0.0012
ds 0.3019 0.0019 0.0330 0.0011

dq 0.3026 0.0026 0.0329 0.0011
3 do 0.3026 0.0026 0.0349 0.0012
ds 0.3032 0.0032 0.0331 0.0011

dy 0.3036 0.0036 0.0332 0.0011
4 ds 0.3036 0.0036 0.0353 0.0013
ds 0.3043 0.0043 0.0333 0.0011

dy 0.3045 0.0045 0.0335 0.0011
5 ds 0.3045 0.0045 0.0356 0.0013
ds 0.3053 0.0053 0.0336 0.0012

dy 0.3053 0.0053 0.0338 0.0012
6 do 0.3052 0.0052 0.0360 0.0013
ds 0.3062 0.0062 0.0339 0.0012

dy 0.3061 0.0061 0.0341 0.0012
7 do 0.3059 0.0059 0.0364 0.0014
ds 0.3070 0.0070 0.0342 0.0012

dy 0.3068 0.0068 0.0344 0.0012
8 do 0.3066 0.0066 0.0368 0.0014
ds 0.3077 0.0077 0.0345 0.0013

dy 0.3074 0.0074 0.0347 0.0013
9 do 0.3072 0.0072 0.0372 0.0014
ds 0.3084 0.0084 0.0349 0.0013

dq 0.3080 0.0080 0.0350 0.0013
10 dso 0.3078 0.0078 0.0376 0.0015
ds 0.3090 0.0090 0.0352 0.0013

dy 0.3085 0.0085 0.0353 0.0013
11 do 0.3083 0.0083 0.0380 0.0015
ds 0.3095 0.0095 0.0355 0.0014

dy 0.3090 0.0090 0.0356 0.0013
12 do 0.3088 0.0088 0.0384 0.0016
ds 0.3101 0.0101 0.0358 0.0014
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Tabela B.2.20. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=(-0.2,-02,-0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 —0.1964 0.0036 0.0505 0.0026
0 do —0.1965 0.0035 0.0516 0.0027
CZ3 —0.1962 0.0038 0.0482 0.0023
0?1 —0.1970 0.0030 0.0457 0.0021
1 do —0.1979 0.0021 0.0466 0.0022
(23 —0.1974 0.0026 0.0446 0.0020
C{l —0.1974 0.0026 0.0451 0.0020
2 do —0.1984 0.0016 0.0459 0.0021
(23 —0.1980 0.0020 0.0444 0.0020
6%1 —0.1973 0.0027 0.0448 0.0020
3 do —0.1983 0.0017 0.0455 0.0021
CZ3 —0.1980 0.0020 0.0441 0.0020
d} —0.1971 0.0029 0.0446 0.0020
4 doy —0.1980 0.0020 0.0454 0.0021
CZ3 —0.1978 0.0022 0.0439 0.0019
d} —0.1966 0.0034 0.0444 0.0020
5 do —0.1976 0.0024 0.0452 0.0020
CZ3 —0.1973 0.0027 0.0437 0.0019
@1 —0.1961 0.0039 0.0442 0.0020
6 doy —0.1972 0.0028 0.0450 0.0020
CZ3 —0.1968 0.0032 0.0435 0.0019
d:1 —0.1955 0.0045 0.0440 0.0020
7 do —0.1966 0.0034 0.0449 0.0020
dA3 —0.1962 0.0038 0.0433 0.0019
6{1 —0.1949 0.0051 0.0439 0.0019
8 doy —0.1960 0.0040 0.0447 0.0020
(23 —0.1955 0.0045 0.0431 0.0019
C§1 —0.1942 0.0058 0.0437 0.0019
9 do —0.1954 0.0046 0.0446 0.0020
623 —0.1948 0.0052 0.0429 0.0019
6{1 —0.1935 0.0065 0.0435 0.0019
10 doy —0.1948 0.0052 0.0445 0.0020
0?3 —0.1941 0.0059 0.0427 0.0019
d} —0.1928 0.0072 0.0434 0.0019
11 doy —0.1941 0.0059 0.0443 0.0020
623 —0.1933 0.0067 0.0426 0.0019
6{1 —0.1921 0.0079 0.0432 0.0019
12 doy —0.1934 0.0066 0.0442 0.0020
j3 —0.1926 0.0074 0.0424 0.0019
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Figura B.2.19. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =

(0.3,0.3,0.3), @ = 0.75, p = 0.5 e n = 2000.
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Figura B.2.20. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
(—=0.2,—-0.2,-0.2), « = 0.75, p = 0.5 e n = 1000.

133



Tabela B.2.21. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=(-0.2,-02,-0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 1500.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 —0.1945 0.0055 0.0436 0.0019
0 do —0.1978 0.0022 0.0452 0.0020
ds —0.1967 0.0033 0.0431 0.0019
0?1 —0.1969 0.0031 0.0400 0.0016
1 do —0.1980 0.0020 0.0404 0.0016
ds —0.1972 0.0028 0.0388 0.0015
C{l —0.1976 0.0024 0.0394 0.0016
2 do —0.1981 0.0019 0.0398 0.0016
ds —0.1975 0.0025 0.0382 0.0015
6%1 —0.1978 0.0022 0.0390 0.0015
3 do —0.1979 0.0021 0.0394 0.0016
ds —0.1975 0.0025 0.0378 0.0014
d} —0.1976 0.0024 0.0387 0.0015
4 da —0.1975 0.0025 0.0392 0.0015
ds —0.1973 0.0027 0.0376 0.0014
d} —0.1974 0.0026 0.0385 0.0015
5 do —0.1972 0.0028 0.0390 0.0015
ds —0.1970 0.0030 0.0375 0.0014
@1 —0.1970 0.0030 0.0384 0.0015
6 do —0.1967 0.0033 0.0389 0.0015
ds —0.1966 0.0034 0.0374 0.0014
d:1 —0.1966 0.0034 0.0383 0.0015
7 do —0.1963 0.0037 0.0388 0.0015
ds —0.1962 0.0038 0.0373 0.0014
6{1 —0.1962 0.0038 0.0382 0.0015
8 do —0.1958 0.0042 0.0387 0.0015
ds —0.1958 0.0042 0.0372 0.0014
C§1 —0.1957 0.0043 0.0381 0.0015
9 do —0.1953 0.0047 0.0386 0.0015
ds —0.1953 0.0047 0.0371 0.0014
6{1 —0.1952 0.0048 0.0381 0.0015
10 do —0.1948 0.0052 0.0385 0.0015
ds —0.1948 0.0052 0.0369 0.0014
d} —0.1947 0.0053 0.0380 0.0015
11 da —0.1943 0.0057 0.0384 0.0015
ds —0.1943 0.0057 0.0368 0.0014
6{1 —0.1942 0.0058 0.0379 0.0015
12 do —0.1937 0.0063 0.0383 0.0015
ds —0.1938 0.0062 0.0367 0.0014
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Tabela B.2.22. Resultados para o estimador SCGPH, através dos valores
da média, vicio, desvio padrao e erro quadratico médio, quando p = 0.5,
d=(-0.2,-02,-0.2), ¢, € {0,1,--- ,12} e n = 2000.

y \ | SCGPH |
’ qn \ d \ média \ vicio \ dp \ eqm ‘
C§1 —0.1972 0.0028 0.0368 0.0014
0 do —0.1989 0.0011 0.0371 0.0014
ds —0.1962 0.0038 0.0386 0.0015
021 —0.1977 0.0023 0.0339 0.0012
1 do —0.1992 0.0008 0.0345 0.0012
ds —0.1968 0.0032 0.0361 0.0013
C{l —0.1980 0.0020 0.0337 0.0011
2 do —0.1994 0.0006 0.0342 0.0012
ds —0.1971 0.0029 0.0358 0.0013
6%1 —0.1981 0.0019 0.0336 0.0011
3 do —0.1993 0.0007 0.0340 0.0012
ds —0.1971 0.0029 0.0355 0.0013
d} —0.1979 0.0021 0.0336 0.0011
4 da —0.1991 0.0009 0.0338 0.0011
ds —0.1970 0.0030 0.0354 0.0013
d} —0.1977 0.0023 0.0335 0.0011
5 do —0.1987 0.0013 0.0336 0.0011
ds —0.1969 0.0031 0.0352 0.0012
C{1 —0.1974 0.0026 0.0335 0.0011
6 do —0.1984 0.0016 0.0335 0.0011
ds —0.1966 0.0034 0.0351 0.0012
CZ1 —0.1971 0.0029 0.0335 0.0011
7 do —0.1980 0.0020 0.0334 0.0011
ds —0.1963 0.0037 0.0349 0.0012
6{1 —0.1967 0.0033 0.0335 0.0011
8 do —0.1976 0.0024 0.0333 0.0011
ds —0.1960 0.0040 0.0348 0.0012
C§1 —0.1962 0.0038 0.0335 0.0011
9 do —0.1972 0.0028 0.0333 0.0011
ds —0.1956 0.0044 0.0347 0.0012
6{1 —0.1958 0.0042 0.0335 0.0011
10 do —0.1968 0.0032 0.0332 0.0011
ds —0.1952 0.0048 0.0346 0.0012
d} —0.1954 0.0046 0.0335 0.0011
11 da —0.1964 0.0036 0.0331 0.0011
ds —0.1948 0.0052 0.0345 0.0012
c{1 —0.1949 0.0051 0.0335 0.0011
12 do —0.1959 0.0041 0.0331 0.0011
ds —0.1944 0.0056 0.0345 0.0012
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Figura B.2.21. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadrético médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =
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(—0.2,-0.2,—-0.2), « = 0.75, p = 0.5 e n = 1500.
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Figura B.2.22. Resultados para o estimador SCGPH através do erro
quadratico médio, vicio e desvio padrao, quando ¢, € {0,1,---,12}, d =

_3 eqm para d3

(—0.2,-0.2,-0.2), « = 0.75, p = 0.5 e n = 2000.
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