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RESUMO

A proposta deste trabalho é relatar uma pesqua&ada com alunos do Ensino Médio do
Instituto Estadual Rio Branco, que participaranude oficina na qual foram aplicados dois
jogos envolvendo conceitos de Analise Combinat&iapartir dos jogos foi avaliado o
desenvolvimento do pensamento multiplicativo e doiacinio combinatério dos alunos,
tendo em vista a busca de alternativas ao enssgedmntetdo. O resultado desta pesquisa
mostrou que os alunos apresentam dificuldades ear estratégias de resolucdo de

problemas que envolvem esse conteudo.

PALAVRAS CHAVES: Pensamento Multiplicativo. Aprezdigem. Analise Combinatéria.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo apresentaa imaestigacdo realizada com
alunos do Ensino Médio de uma escola publica dadeidle Porto Alegre, com o intuito de
verificar se esses alunos tinham o pensamento pficdtiivo € o raciocinio combinatoério
desenvolvidos. Essa investigagcdo se deu com aaef@ticde uma oficina sobre Analise
Combinatdria, que denominamos: “Descobrindo a Aedlombinatodria através de Jogos”.

A escolha do tema para a realizacdo dessa pestgnsai-se as minhas vivéncias,
tanto durante a Educacdo Basica, como na minhatdre académica. No capitulo 2
apresento um breve relato da minha trajetéria @eonge motivou a escrever sobre esse tema.

No capitulo 3, apresentamos uma pesquisa teGaim@alda nas teorias cognitivistas de
Jean Piaget, principalmente no desenvolvimento eltsgmento formal, e na Teoria dos
Campos Conceituais de Gerard Vergnaud, dando én@amseestudo das estruturas
multiplicativas. Também neste capitulo apresentanmoa breve revisdo de trabalhos ja
publicados sobre o ensino de Analise Combinatéaiaguisicdo do raciocinio combinatorio.

O capitulo 4 € dedicado a metodologia de pesatilszada para a realizacdo da nossa
pesquisa. Apresentamos o planejamento da oficinacaracterizagcdo dos jogos utilizados
durante a sua execuc¢do, bem como suas regras tepain@ecessario para a sua aplicacao.
Também descrevemos 0s sujeitos que participarapestzuisa e fazemos um breve relato de
como se deu a aplicacéo da oficina.

O capitulo 5 é dedicado a analise do materiatadbedurante a aplicacdo da oficina,
através de dois questionarios respondidos pelosslu

No capitulo 6, apresentamos o resultado da nassguiza e as consideracgdes finais
em relacéo ao trabalho realizado.



2 JUSTIFICATIVA

Partindo de principios definidos na LDB, o Mini#éda Educacédo, num
trabalho conjunto com educadores de todo o Paggiocha um novo perfil
para o curriculo, apoiado em competéncias basmasginsercido de nossos
jovens na vida adulta. Tinhamos um ensino descatigzado,
compartimentalizado e baseado no acumulo de inf@fes® Ao contrario
disso, buscamos dar significado ao conhecimentmlascmediante a
contextualizacdo; evitar a compartimentalizacdo, diame a
interdisciplinaridade; e incentivar o raciocinicaecapacidade de aprender.
(BRASIL. MEC. CEB, 2000, p. 4).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Engi@dio propdem uma reforma
curricular, pautada nas consideracdes sobre asnpaslaa sociedade em geral. Atualmente,
com o desenvolvimento das tecnologias e da glailiz, as pessoas tém acesso a muitas
informacfes, as quais estdo sempre se atualizaBdo. decorréncia disso, torna-se
desnecessario que a escola se dedique ao acumatmidecimentos: “A formacéo do aluno
deve ter como alvo principal a aquisi¢cdo de comheotos basicos, preparacao cientifica e
a capacidade de utilizar as diferentes tecnologiaeelativas as areas de atuacad
(BRASIL, MEC, CEB, 2000, p. 5) [grifo do autor].

Pensando nisso, resolvi realizar uma pesquisae sabaprendizagem de Analise
Combinatéria. Escolhi este assunto por considararognesmo é de fundamental importancia
para o desenvolvimento do raciocinio l6gico doscaddos. E também devidos as
dificuldades que vivenciei por ndo ter estudade assunto no meu ensino médio. Cursei 0
Ensino Médio (antigo 2° grau) em uma escola coninengrofissionalizante. Nessa escola
eram oferecidos trés cursos diferentes, cada ununte area especifica. Escolhi cursar
magisteério, e por isso ndo estudei varios assula@ea de Matematica do Ensino Médio.

Meu primeiro contato com a Andlise Combinatoriarfa Universidade, no curso de
Licenciatura em Matematica. No decorrer no meuacdesgraduacao, percebi que o que tinha
aprendido bem durante a minha educacéo basicaswlver exercicios de repeticdo, do tipo
“siga 0 modelo”. Descobri que fazer matematica @&penas resolver exercicios. Lembro
que apresentei certa dificuldade em compreendetle@dos de Analise Combinatéria. No
principio, me preocupava em tentar saber qual flmeveria usar para resolver o exercicio
proposto, fixando-me em alguns detalhes comun&masciados dos exercicios.

Quando cursei a disciplina de Laboratorio de Paétie Ensino-Aprendizagem em

Matematica I, trabalhei nas Oficinas de Matemapeaa o Ensino Médio no Colégio de



Aplicacdo. Nessa ocasido, trabalhei com o gruptect®eiro ano e, entre outros conteudos,
eles estavam estudando Analise Combinatoria.

As Oficinas de Matematica sdo oferecidas pardurea do Colégio de Aplicacéao, no
contra turno, uma vez por semana, e funcionam aomeeforco, como uma monitoria.

As professoras do Colégio de Aplicagdo ensinavancoateido de Andlise
Combinatoria sem a utilizagédo de férmulas. Elagdd@m o contelddo através de situacdes-
problema, sempre salientando os casos em que & @@deimportante. Quando os alunos ja
dominavam a mecanica da resolucdo dos exercicios aeaplicacdo da formula, as
professoras apresentaram a férmula. Para elas;mal& serve como uma generalizacéo,
como uma ferramenta auxiliar no momento de resa@sesituacdes-problema. Nesse sentido,
o foco do ensino deixa de ser o algoritmo e passer @ interpretacdo correta da situacao-
problema. Esse tipo de abordagem me auxiliou ngpensao e diferenciacdo dos diversos
tipos de agrupamentos envolvidos nos calculos déligen Combinatéria. Até entdo, eu
tentava resolver exercicios de Analise Combinatépenas aplicando a formula, e, mesmo
assim, as vezes nao tinha certeza sobre qual fardeveria utilizar. Também verifiquei que
os alunos, em geral, apresentam muitas dificuldadeselacdo a esse conteudo. Isso me
motivou a pesquisar alternativas para o ensinorddige Combinatéria.

Também na disciplina de Estagio em Educacao Maiesmi&ealizei um projeto numa
escola de ensino fundamental incompleto, ou sej,oferece do primeiro ao quinto ano do
Ensino Fundamental de nove anos. Esse projeto bbasema criacdo de oficinas sobre
assuntos de matematica, sugeridos pelas profedgalaes das turmas. Criamos uma oficina
para os terceiros e quartos anos na qual trabaitags/aom “nimeros maoveis”. O objetivo
dessa oficina era trabalhar o valor posicionalrdoseros, pois as professoras nos relataram a
dificuldade dos alunos em entender esse conceito.

Propusemos, entdo, a seguinte atividade. Distnibsiipara cada grupo de quatro
alunos 20 algarismos em E.V.A. (acetato de viniemd) com valores indo de 0 até 9 (ou
seja, dois algarismos de cada um) e pedimos paea ogu mesmos escolhessem trés
algarismos. Com esses trés algarismos, eles deveriar todos os nimeros possiveis. Feito
iISSO, 0S numeros que eles criassem deveriam sacaclils na ordem crescente e na ordem
decrescente.

O gue pudemos perceber nessa atividade foi aildiide encontrada pelos alunos em
construir estratégias para obter todas as postitids. A maioria dos alunos teve dificuldades
em montar todas as sequéncias numeéricas possigmisos trés algarismos que eles

escolheram. Dissemos para eles que poderiam salosriseis nimeros diferentes. Muitos



deles repetiram o mesmo nUmero para poder escegi®rnimeros. Percebemos que os
alunos pequenos tém dificuldade em fixar um algarise variar os outros dois. Eles
conseguem perceber a diferenca entre dois nimengsastos pelos mesmos algarismos, em
que a posicdo dos mesmos € diferente. Entretantmndg estdo montando a sequéncia
numeérica, acabam nao utilizando essa possibilidade.

Embora os Parametros Curriculares Nacionais @&tasino Médio ja estejam postos
desde o ano 2000, ainda encontramos escolas qobalhtten os conteudos de forma
tradicional, descontextualizada, dando énfase &agglo de férmulas para o ensino dos
conteudos matematicos. Nesse contexto, os alumtamcaprendendo a resolver exercicios
apenas aplicando férmulas e seguindo modelos, nEsndo passos a serem seguidos,
muitas vezes sem entender 0 que de fato estaadfazZésses alunos, quando se deparam com
exercicios onde ndo podem aplicar a férmula diretdey acabam por ndo conseguir resolvé-
lo, por ndo apresentarem ferramentas para iSso.

Relativamente ao ensino de Combinatéria, creioajaasino focado na aplicacéo de
férmulas limita o desenvolvimento do pensamentolinatério. O problema desse método &
que muitas vezes o aluno acaba se utilizando dfciad para identificar o tipo de
agrupamento solicitado e aplicar a formula corredpate. Ele apenas decora passos
mecéanicos sem compreender o que de fato estaaradiculResulta disso que, se o exercicio
for um pouco mais complexo, fugindo dos exercitradicionais de combinatéria, o aluno
tera dificuldade em compreender e construir egfiaééle resolucao.

O que realmente importa para resolver de maneitasfatdria um exercicio de
combinatoria é de fato identificar quais as opezagfue o exercicio pede. Alguns exercicios
podem ser resolvidos com operagBes simples de piicdgdo, ou até mesmo de adicao.
Outros exigem um pensamento mais elaborado, nds, quaitas vezes, temos que utilizar
uma combinacado de agrupamentos diferentes. Umspests que devem ser considerados é
se a ordem é importante ou n&o. E necessario fidanto que realmente esta variando no
problema: por exemplo, se um exercicio pede paradouma senha com quatro digitos, o
que variam sdo os digitos utilizados para preencie® um dos quatro espacos da senha, ou
seja, 0 numero de espacos a serem preenchidosutiy mmque mudam séo as possibilidades
de preenchimento dos mesmos.

Penso que a aprendizagem ficard mais efetiva selabwos o assunto utilizando
situacOes-problema, iniciando por casos que possamresolvidos através da contagem
direta. Quando trabalhamos com numeros pequena@duegs conseguem visualizar melhor

todas as possibilidades, utilizando como ferranseraxiliares as listagens, arvores de



possibilidades, diagramas, tabelas, etc. Essasesmmuacdes e estratégias facilitam o
entendimento do raciocinio necessario para resolpeoblema em questdo. Nesse sentido, os
alunos ganham confianca para resolverem os exgsciei desenvolverem estratégias de
resolucdo. Quando os alunos ja possuirem as femtameecessarias para a resolugdo dos
exercicios sem a utilizacao das formulas, o profgssde mostrar que existe uma outra forma
de resolver aquele exercicio. Nesse sentido, calz@uao decidir pela utilizagdo da formula
ou nao.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ersumalamental (BRASIL. MEC.
SEF, 1998) destacam a importancia dos alunos delsenem o0 pensamento combinatdrio
através da resolugdo de problemas de contagenzantlb o principio multiplicativo e o
principio fundamental da contagem. Para que iseaacsugerem gue esses assuntos sejam
trabalhados ja nos primeiros anos do Ensino Funa@ie

O professor das séries iniciais ja pode introdpmiblemas de combinatdria utilizando
situagOes-problema envolvendo contagem direta. @npbo que citei acima foi trabalhado
com alunos dos anos iniciais. Para resolver acgitsproblema, os alunos nédo necessitavam
ter estudado Andlise Combinatoria, precisavam coinststratégias para enunciar todas as
sequéncias numéricas com os algarismos que esamiher

Outro tipo de situacdo em que podemos trabalhgrincipio fundamental da
contagem e o principio multiplicativo é quando &labmos a multiplicacdo. A multiplicacao
pode ser trabalhada como uma combinacédo: por eretepho duas calcas e trés camisetas,
de gquantas maneiras diferentes posso me vestidoisema calca e uma camiseta?

O desenvolvimento do pensamento combinatério é femamenta auxiliar para a
resolucdo de problemas, uma vez que, atraves @glessivel prever situagdes, quantificar
possibilidades, visualizar todas as alternativasa pana determinada situacéo, combinar

elementos diversos.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Para realizar esse estudo, vamos nos basear m@a Ges Campos Conceituais de
Vergnaud e nos estagios de desenvolvimento cogrdifinidos por Piaget, dando énfase ao
pensamento formal.

Posteriormente, iremos comentar algumas pesqushee 0 ensino de Andlise

Combinatéria, as quais nos auxiliaram a desenvelstr pesquisa.

3.1 PENSAMENTO FORMAL - PIAGET

Segundo Inhelder e Piaget (1976)

O aparecimento do pensamento formal é condiciopafipela constituicao

de uma combinatoria. [...] Essa combinatoria seifesta pela possibilidade
de ligar todas as associacfes ou correspondéreinasg, a fim de tirar as
relacbes de implicacdo, de disjuncdo, de exclust#q, que constituem por
essas ligagbes. (INHELDER; PIAGET, 1976, p. 81).

Segundo Flavell (1988, p. 207), para Piaget, asagfes formais constituem-se no
apice do desenvolvimento intelectual, o estadol fiteaequilibrio para o qual a evolucao
intelectual se dirige desde o nascimento.

Nesse sentido, a crianc¢a vai evoluindo fisica@eantualmente, passando por diversos
estagios, os quais Piaget definiu como pré-opeanatimperacional concreto e operacional
formal. Nosso foco sera o estagio operacional forma

Conforme Flavell (1988),

a crianga pré-operacional tende a funcionar apemasermos da realidade
gue tem diante dos olhos. No periodo operacionatreto [...] a crianca
comeca a estender o pensamento do real para ciabten]. Essa evolucdo
€ uma consequéncia natural da formacdo de esutaperacionais
concretas. (FLAVELL, 1998, p. 208).

No periodo das operacdes concretas, a criancgnedsa mais ver 0s objetos para
poder operar com 0os mesmos. Nesse periodo, a @&rjdngonsegue ter uma visualizagdo
mental do objeto com o qual ela estd operandoeyemplo, a crianca ja tem conhecimento
de que o numero 5 representa a quantidade 5. Parénanca ainda ndo consegue pensar em
todas as possibilidades para uma determinada &dusg qual ela tenha que combinar varios

elementos. Para a crian¢a desse nivel, é difioBgreem todas as combinacdes possiveis. Ela,
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em geral, combina um elemento com todos os oué&radepois junta todos os elementos.

Entretanto ainda ndo surgem as combinacfes dais atiés a trés, quatro a quatro, etc.
Inhelder e Piaget realizaram alguns experimentos cdancas de varios niveis

cognitivos, com o intuito de verificar se 0s swgitdos niveis pré-operacional e operacional

concreto

descobrem um sistema combinatério, para as neadssidla experiéncia, e
gue demonstrariam independéncia dessa combinatiriaelacdo as l6gicas
das proposi¢des, ou, ao contrario, seria necessaperar o estadio formal
para ver a constituicdo dessa combinatdria expatahe(INHELDER,;
PIAGET, 1976, p. 81).

Para a verificacdo de suas proposicdes, Inhelderaget pediram que 0s sujeitos

combinassem corpos quimicos (experimento I):

Apresentamos a crianga quatro frascos semelhaniescontém liquidos
incolores, inodoros e perceptivamente idénticose, qumeramos da seguinte
forma: 1) acido sulfarico diluido; 2) 4gua; 3) aguagenada; 4) tiosulfato;
além disso, uma garrafa com conta-gotas, que deaomois g, tem iodeto de
potassio. Sabemos que a agua oxigenada oxida toiddepotassio num
meio acido. A mistura 1 + 3 + g da, por isso, woaamarela. A agua (2) é
neutra e sua adicdo ndo muda a cor. O tiosulfatdggcolore a mistura (1 +
3 + g). O experimentador apresenta dois frascasij@ito, um com (1 + 3), 0
outro com (2). Diante do sujeito, 0 experimentadiEspeja algumas gotas de
g em cada um dos vasos, e provoca a verificacdoedgdes diferentes. O
sujeito deve, depois, refazer a cor amarela, usanamtade os frascos 1, 2,
3,4 e g. INHELDER; PIAGET, 1976, p. 81-82).

Segundo Inhelder e Piaget (1976),

E interessante notar até que ponto a atitude espemtquando da aparigio
das operacdes concretas, € da associacdo sisserdaticlementa com
todos os outros (no caso do experimento 1), mas@ém combinacdo. Se
sugerimos ao sujeito que combine varios fatores n@smo tempo,
provocamos algumas tentativas empiricas, mas quéenéseguimento. [...]
Portanto, o interesse das reacdes desse estad@easses sujeitos, de posse
das operac¢des de multiplicagédo logica de correspumi@ biunivoca, nédo
chegam a ideia de construir combinacfes dois a aloigrés a trés, etc.
(INHELDER; PIAGET, 1976, p. 84).

Embora as criancas no periodo operacional conaretsigam realizar algumas
combinacdes, elas ndo conseguem pensar em todasnagracdes possiveis por que, neste
nivel, ainda ndo existe uma operacdo combinatoniapriamente dita, mas sim
correspondéncias e seriagdes (INHELDER; PIAGETH19785).
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J& no periodo operacional formal, o adolescentgeca a imaginar todas as relacdes
possiveis para resolver um determinado problematr®dodas as relacbes possiveis, 0
adolescente procura verificar quais dessas relas@eyerdadeiras: “Portanto, a realidade é
concebida como um subconjunto especial dentro thlidade de coisas que os dados
permitem admitir como hipotese” (FLAVELL, 1988,209).

O pensamento formal passa a ter um carater fundahmente hipotético-dedutivo. O
adolescente comeca a operar no reino hipotético.teltar encontrar o real dentro do
possivel, o adolescente precisa considerar o mssivno um conjunto de hipoteses que
devem ser confirmadas ou rejeitadas.

Segundo Flavell (1988),

O pensamento formal é, acima de tudo, um pensanpeapmsicional. As
importantes entidades que o adolescente manipaleacocinar, deixaram
de ser os dados rudimentares da realidade e passaser afirmagdes —
proposi¢des — que ‘contem’ estes dados.

Esta propriedade do pensamento operacional forratd &timamente
relacionada com a orientacdo recém-desenvolvida pamossivel e o
hipotético. [...] (0 adolescente) isola sistematieate todas as variaveis
individuais e todas as combinacfes possiveis desmddveis. [...] Ele
submete as variaveis a uma analise combinatérismdméiue garante que o
possivel sera investigado exaustivamente. (FLAVELI88, p. 210).

Todas essas caracteristicas do pensamento fofazant com que ele seja um bom
instrumento deaciocinio cientificd (FLAVELL, 1988, p. 213) [grifo do autor].

A atitude hipotético-dedutiva, 0 método combinat@i outros atributos do
pensamento formal Ihe fornecem os instrumentosssades para isolar as
variaveis que podem ser causais, manter um fatost@ate a fim de
determinar a a¢do causal do outro, e assim potedigle ndo € apenas capaz
de imaginar as varias transformagfes que os datostpm e experimenta-
las empiricamente; € capaz também de interpretgcdd corretamente os
resultados desses testes empiricos. (FLAVELL, 188813).

Portanto, para Piaget, o pensamento formal tenooama de suas caracteristicas o
surgimento de um método combinatdrio ou de umaisené@bmbinatoria. O sujeito passa a
analisar as situacdes hipotéticas levando em cemagidlo todas as possibilidades. Ao fixar
alguns elementos e variar outros, de modo sistemationsegue perceber também o
comportamento de cada elemento envolvido na sibuacéastabelecer relacbes de causa e
efeito.
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3.2 MULTIPLICACAO E ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS:

Conforme Nunes et alii (apud BACKENDORF, 2010)daia de que a origem dos
conceitos de multiplicacdo se deu pela ideia dadadirepetida de parcelas iguais é
questionada, pois essa conexdo entre a adicaoudtiplicacao ndo é suficiente para explicar
0 conceito de multiplicagéo.

Pode-se utilizar a adi¢éo repetida nos calculasidéplicacdo onde um dos
fatores € inteiro, pois a multiplicacdo é distribtem relacao a adicdo; no
entanto, a adicdo e a multiplicacdo sdo operagiass@nificados distintos
e que envolvem também raciocinios de naturezantdistj...] o invariante
conceitual do raciocinio aditivo é a relacdo pswths, (e) o invariante
conceitual do raciocinio multiplicativo é a existende uma relacao fixa
entre duas variaveis.

[...] Qualquer situagdo multiplicativa envolve dupsantidades em relacéo
constante entre si.

[...] Conforme Nunes e Bryant (1997, p. 144) naaeioio multiplicativo ha
uma invariavel presente que ndo esta presente aiaciro aditivo. Um
novo conceito matematico, o conceito de propor@n tomo base a
correspondéncia um-para-muitos. (BACKENDORF, 2@l &2-53).

Segundo Backendorf (2010, p. 53), para manter pnm@orcao invariavel, utiliza-se a
replicacdo, “que envolve somar a cada conjuntoidade correspondente para o conjunto”,
isto &, para cada unidade aumentada num conjumiotro aumenta na mesma proporcao, de
modo que a correspondéncia um-para-muitos seja idaanTambém pode ocorrer a
replicacéo inversa, em que removem-se as unidadegendo-se a propor¢cdo. Denomina-se
fator escalar o nimero de replicacdes aplicad@ssacdnjuntos cuja propor¢ao é constante.

Para Backendorf (2010, p. 53) “nas situacdoes em gparece 0 esquema de
correspondéncia um-para-muitos, ocorre a acacadikeelementos de um conjunto para com
0s elementos de outro conjunto relacionado coninogmo.”

Vergnaud define a Teoria dos Campos Conceituaimocsendo “uma teoria
cognitivista que busca propiciar uma estruturaemere alguns principios basicos ao estudo
do desenvolvimento e da aprendizagem das compa$emomplexas, sobretudo as que
dependem da ciéncia e da técnica.” (VERGNAUD, 199Q,).

Embora a Teoria dos Campos Conceituais tenhacsidda para explicar o processo
de conceitualizacéo das estruturas aditivas, ntiglipras, relacdes numero-espaco e algebra,
ela ndo é especifica da Matematica.

Um campo conceitual pode ser definido como sendo,
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ao mesmo tempo, um conjunto de situacdes e um mongle conceitos: o
conjunto de situacdes cujo dominio progressivo peeha variedade de
conceitos, de esquemas e de representacfes siasbélit estreita conexao;
0 conjunto de conceitos que contribuem com o damdl@ssas situagdes.
(VERGNAUD, 2009, p. 29).

Para Vergnaud (1990, p. 1) “um conceito ndo pagtereduzido a sua definicéo,
principalmente se nos interessamos por sua apegeliz e seu ensino. E através das
situagOes e dos problemas a resolver que um coraziuire sentido para a crianga.”

Um esquema é definido como sendo “a organizag&viante do comportamento para
uma classe de situacgdes dadas. E nos esquemas daeesn pesquisar 0s conhecimentos-
em-ac¢do do sujeito, isto €, os elementos cognitipesfazem com que a acdo do sujeito seja
operatéria.” (VERGNAUD, 1990; 2009).

Conforme Vergnaud (1990, p. 3): “O funcionamentgrotivo dos alunos envolve
operacdes que se automatizam progressivamente isd@ecconscientes que permitem
perceber os valores particulares das variaveistuigcdo.” Isto €, & medida que os alunos se
deparam com situagbes-problema semelhantes, ete&mém” os mesmos esquemas para
resolvé-los. Essa repeticdo faz com que as operaefem automatizadas pelos alunos.

Para Vergnaud, segundo Piaget, “0os esquemas estacentro do processo de
adaptacao das estruturas cognitivas: assimilag@mmodacao.” (VERGNAUD, 1990, p. 3).
Os esquemas sempre trazem uma conceitualizacéiciapl

Vergnaud (2009, p. 23) define “conceito-em-acamhio sendo um conceito pertinente
na acao em situacao e “teorema-em-acao” como sendqroposicao tida como verdadeira
na acao em situacdo. Todavia, “um conceito-em-agace, absolutamente, um conceito, nem
um teorema-em-acdo € um teorema. Em ciéncias, itosice teoremas séo explicitos, e
podemos discutir sua pertinéncia e veracidade. Shoado se da, necessariamente, para as
invariantes operatoérias” (VERGNAUD, 1990, p.8).

Para Vergnaud (1990, p. 10), um campo conceituahé&onjunto de situacbes. Por
exemplo, o campo conceitual das estruturas muéflias € o conjunto das situacdes que
requerem uma multiplicag&o, divisédo, ou uma congéioalestas operagoes.

[...] o campo conceitual das estruturas multipheet €, ao mesmo tempo, o
conjunto de situacdes cujo tratamento implica umna&rias multiplicacdes

ou divisbes, e 0 conjunto dos conceitos e teoreguaspermitem analisar
essas situagdes. (VERGNAUD, 1990, p. 10).
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Segundo Vergnaud (1990, p.14), cabe destacar quanaddise das estruturas
multiplicativas € diferente da das estruturas \aahti “As relacdes de base mais simples nédo
sao mais ternarias e, sim, quaternarias, vistoogueais simples problemas de multiplicacéo
e divisdo implicam a proporcao de duas variaverss em relacdo a outra.”

Esta relacdo permite a geragdo de quatro problesteasentares: multiplicacao,
divisdo-particdo, divisdo-cotacdo e quarta-propmai. Esses problemas apresentam
dificuldades muito diferentes conforme os valor@sé@ricos empregados e as experiéncias do
sujeito.

Segundo Backendorf (2010)

Vergnaud (1983) localiza os problemas multiplicasivno campo conceitual
das estruturas multiplicativas. [...] segundo akgstruturas multiplicativas
podem ser vistas como um conjunto de problemas, ppEem ser
classificados em trés subtipos:

a) Isomorfismos de Medidas;

b) Produto de Medidas;

c) Proporgédo Multipla. (BACKENDORF, 2010, p. 47)

Conforme Backendorf (2010), para Vergnaud o isoisioid de medidas é

um conjunto de problemas que envolvem a proporg&tade simples entre
dois espacos de medida, B M,. Esta estrutura descreve um grande niumero
de situacgdes do cotidiano e técnicas, que estamelszlacbes proporcionais
entre conjuntos de mesma cardinalidade. (BACKENDOREDO, p. 47-48).

Problemas de proporcdo simples envolvem apenas daaaveis e podem ser
modelados por uma funcéo linear. Embora essesgmalsl possam ser resolvidos aplicando
as propriedades do coeficiente proporcimaicaminho mais natural para os alunos é aplicar
as propriedades isomérficas da funcéo lihear

O produto de medidas “€ a estrutura que consistearmtomposicao cartesiana entre
dois espacos de medida e um terceiro. Ele descneveatisfatorio nimero de problemas
relacionados a area, volume, produto cartesiaabalino e varios outros conceitos fisicos.”
(VERGNAUD apud BACKENDORF, 2010, p. 50).

Essa estrutura possui trés variaveis envolvidas mepresentada por uma dupla
correspondéncia, isto €, uma proporcao dupla. Mdyto de medidas, a unidade do produto
expressa o produto dos elementos unitarios.

f(x)

tse f(x)=ax, entéoX:T .
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Para Vergnaud (1990)

a combinacdo de duas propor¢cbes ndo conduz aos omegrablemas
cognitivos se a combinagéo se faz por encadeandastéungdes que ligam
as variaveis duas a duasproporcional &, y proporcional & nem se ela se
faz por produtoz proporcional & e ay; x ey independentes entre si. Trata-
se aqui de uma estrutura de proporc¢éo dupla.

Nunca € demais destacar a extrema importancisespgigica da proporgéo
dupla (e multipla) para a geometria, a fisica, rababilidades e a estatistica.
(VERGNAUD, 1990, p. 15-16).

A propor¢ao multipla é

uma estrutura muito similar ao produto de medidaspdnto de vista
aritmético; nessa estrutura o espaco de mediga Mroporcional a dois
espacos de medidas diferentes e independentgs. funcdo bilinear € um
modelo adequado para o produto de medidas e argéapmultipla. A partir
dela resolvem-se situagbes mais complexas do gueacduncéo linear.
(VERGNAUD apud BACKENDORF, 2010, p. 51).

A multiplicacao é, portanto, mais complexa do gualicdo, pois envolve um numero
maior de variaveis para a sua resolucédo. As estisitaultiplicativas envolvem relacdes, ndo
mais ternarias, mas sim quaternarias, uma vez gsmm as situacbes mais simples de

multiplicagcéo e divisao envolvem a proporgao eduras grandezas.

3.3 ESTUDOS SOBRE ENSINO-APRENDIZAGEM DE ANALISE MBINATORIA

Aqui, apresentaremos alguns trabalhos que falabreso processo de Ensino-
Aprendizagem de Analise Combinatéria.

Na dissertacéo “O uso de jogos na resolucdo d#gmas de contagem: um estudo de
caso em uma turma do 8° ano do Colégio Militar degdPAlegre” (CARVALHO, 2009), o
principal objetivo é proporcionar aos alunos uragsiedade de situagBes-problema que os
motivem a pensar organizadamente, utilizando digeestratégias para isso, fugindo dos
exercicios corriqueiros apresentados nos livrogtitios. Foi desenvolvida uma sequéncia
didatica fundamentada em teorias psicologicas eamilbnais, utilizando como recursos 0s
jogos.

A pesquisa foi desenvolvida na classe do profgsssquisador. Tratava-se de uma

escola militar, na qual a disciplina € muito vatada. O recurso dos jogos foi utilizado

2 f(x+x)= f(x)+ f(x) e f(Ax) = Af (x)
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simultaneamente as aulas expositivas, com o objekév diversificar as situacdes-problema
envolvendo situacdes de contagem.

O autor concluiu que o desempenho dos alunosdsitipo. A analise jogo a jogo
indicou um aumento do aproveitamento da turma dredd novas situacdes propostas.
Segundo ele, ao propor diversas classes de sitiapde retornavam ao mesmo campo
conceitual, neste caso, estruturas multiplicatieas problemas de contagem, os alunos
utilizavam esquemas ja empregados em jogos argsficeformulando-os ou adaptando-os a
nova realidade. O mesmo aconteceu com 0s invasiaygeratorios manifestados em cada
atividade.

O autor salienta ndo ter davidas de que a sequéidaddica colaborou para que os
alunos desenvolvessem estratégias de contagemyads sprao Uteis quando 0os mesmos
chegarem ao segundo ano do Ensino Médio.

O autor acredita que, para os alunos da pesquisatraducdo da Andlise
Combinatéria no segundo ano do Ensino Médio serelbor compreensdo se comparada
aos estudantes que nao tiveram contato prévio sseassunto.

Também percebeu-se uma melhora no relacionameii® &riurma, pois os alunos
trabalharam em dupla praticamente durante todenpdeda pesquisa. O autor comenta que
percebeu os alunos mais comunicativos e exponds sumas ideias ao grande grupo,
analisando cada situacao de forma cooperativa.

Na dissertacdo “Analise Combinatéria no Ensino iglépoiada na Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica atradés resolucdo de problemas”
(SOUZA, 2010), a autora descreve uma pesquisa erndg€édo Matemética, fundamentada na
teoria de Thomas A. Romberg. O objetivo principedsh pesquisa era criar uma proposta de
trabalho para abordar Analise Combinatéria na dalaula, utilizando a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica atrag@sResolucdo de Problemas. A
autora apresenta uma pesquisa histérica sobrels@&@@mbinatéria e, também, uma anélise
de livros didaticos de vérias décadas, a fim dé€ie@r como o assunto é abordado nesses
livros.

Segundo a autora, a palavra composta ensino-apaged-avaliacao significa que o
ensino e a aprendizagem devem ocorrer simultandgajdurante o processo de construcéo
de um determinado conceito ou conteddo e a avaliagve ser integrada ao ensino,
contribuindo, assim, para a melhora da aprendizagem

A pesquisa foi realizada com os alunos da profagsesquisadora, em aulas de

matematica e também com professores, educadoresnatatos e alunos de licenciatura em
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matematica em minicursos e oficinas. A professesgpisadora relata que apresentou sua
pesquisa em congressos e encontros de Educacamaiate a fim de discutir com outros
pesquisadores da area sobre o desenvolvimentadeesquisa.

A autora afirma que a metodologia de ensino a@opedporcionou aos participantes
um crescimento na aprendizagem. Ela percebeu ¢lizando esse método, os participantes
do projetos desenvolvidos puderam construir seaseaitns de Andlise Combinatéria sem
precisar recorrer ao uso mecanico de formulas.

No artigo “A resolucéo de problemas multiplicaswile produto de medidas: um caso
exemplar’ (TEIXEIRA; VASCONCELOS; GUIMARAES, 2009s autoras descrevem e
analisam os procedimentos empregados por um alorg® dno do Ensino Fundamental ao
resolver problemas multiplicativos. Segundo elasaesscolha se justifica pois as respostas
apresentadas pelo mesmo, em uma pesquisa reatizadaalunos do 6° ao 9° ano do Ensino
Fundamental, revelaram algumas categorias de paEesgnitivos envolvidos na resolucao
desse tipo de problema.

As autoras concluiram que a multiplicacéo é uneagdo bastante complexa e requer
processos cognitivos abstratos.

Na dissertacdo “Investigando os fatores que inflisan o Raciocinio Combinatério
em Adolescentes de 14 anos — 82 série do Ensirdafmental” (ESTEVES, 2001) o principal
objetivo era estudar a aquisicdo e o desenvolvioneis primeiros conceitos de analise
combinatoria em adolescentes de 14 anos de idaglsanclo a Ultima série do Ensino
Fundamental. Foi desenvolvida uma sequéncia dad&titdamentada em teorias psicologicas
e educacionais, partindo de situacdes-problemagunas era possivel utilizar a contagem
direta. O grau de dificuldade das situa¢gBes-proalémn aumentando a medida em que foi
avancando a aplicacédo da sequéncia didatica.

O estudo foi realizado com dois grupos distinesguais foram denominados grupo
experimental e grupo de referéncia (alunos do skmano do Ensino Médio). Com o grupo
de referéncia, a autora utilizou a abordagem uwsuabntetdo de andlise combinatéria.

A autora concluiu que, a medida que os alunosndpram 0s processos aritméticos e
algébricos, eles abandonaram o0 uso de represestag@dicas, como a arvore de
possibilidades. Uma das possiveis causas poddrgeri@da ao contrato didatico que valoriza
o uso do processo formal (algoritmo): “Para elesiso da representacdo chega a ser uma
ruptura deste contrato didatico onde apenas ogstatrasados’ € que necessitam representar

para a seguir fazer o uso ou nao do algoritmo”TEREES, 2001, p. 191-192)
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No artigo “Um Novo Jogo para o Estudo do Racioc®ambinatorio e do Calculo de
Probabilidade” (LOPES; REZENDE, 2010), o objetivdasenvolver uma proposta de ensino
para o estudo do raciocinio combinatorio e do ¢alda probabilidades através de um jogo e
utilizando-se da metodologia da resolucao de pradre

Os autores criaram um jogo, semelhante ao jogoetteay0 qual denominaram de
“jogo do quadrado”. Eles sugerem a exploracdo dggge em sala de aula, utilizando a
metodologia da resolucao de problemas, sempre fanoado abordar as situacdes possiveis de
vitoria e derrota de cada jogador, de acordo coestatégias de cada um dos jogadores em
cada jogada.

Nesse sentido, os autores esperam que o0s alun@gyaonpensar em todas as
possibilidades de jogada, desenvolvendo, com sgensamento combinatério. Também ao
verificar as possibilidades de vitdria e derrotacdda jogador, de acordo com as estratégias
adotadas a cada jogada, os autores pretendemhtatabateia de probabilidade.

No artigo “O Desenvolvimento do Raciocinio Combamat na Escolarizacdo Basica”
(PESSOA; BORBA, 2010), as autoras discutem a irApora de se desenvolver o raciocinio
combinatdrio entre os alunos da Educacéo Basica.

As autoras apresentam conceitos e definicbes sobreonteldo de Analise
Combinatéria e baseiam-se em teorias cognitivissegucacionais.

Elas relatam os resultados de uma pesquisa realizaich alunos de duas escolas
publicas e duas particulares, que atendem criadw®d aos 17 anos. As mesmas analisaram
o desempenho dos alunos em problemas envolvendaj@ricombinacdo, permutacéo e
produto cartesiano, por faixa etaria e por tip@simla (publica ou particular).

Com esse trabalho, as autoras buscaram defendse aé¢ que o desenvolvimento do
raciocinio combinatério ocorre em um longo perialdotempo, influenciado por aspectos
tanto extra-escolares, como vivéncias escolareas Elestacam a importancia de se
considerarem, em sala de aula, os variados sigddi; as varias relacdes e propriedades e as
diversas representacdes simbodlicas que compdeituagdes combinatodrias, com o objetivo
de auxiliar na aquisi¢ao desse tipo de raciocinio.

No trabalho de concluséo de curso “Ensino de Coandiiia: Problemas de Diviséo,
Teoria de Vergnaud e Metodologia da Engenhariatiz@a(CEMIN, 2008), o objetivo foi
repensar o ensino usual do contetdo de Andlise @abdbia e criar uma metodologia capaz
de auxiliar no processo de aprendizagem. A autwrauf 0 seu trabalho nos exercicios que
necessitam de uma divisdo para poderem ser ressl\Adautora também fez uma analise de

livros didaticos que abordam esse conteudo.
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Essa pesquisa foi baseada na Teoria dos CampogiCa de Vergnaud e utilizou-
se a metodologia da Engenharia Didatica. Os ssjdaigpesquisa foram dois grupos de alunos
do curso de Licenciatura em Matematica da Univaded-ederal do Rio Grande do Sul, um
grupo de estudantes do 5° semestre e o outro uidaests do 7° semestre. O segundo grupo
serviu como grupo de referéncia.

Depois de realizar a andlise prévia, a autora edaboma proposta didatica, em que
sugeriu uma metodologia para uma abordagem difggcos problemas que envolvem
divisdo, utilizando para isso o conceito de divisdpquotas.

Segundo a autora, todos 0s sujeitos participardepedquisa aprovaram o método
proposto pela pesquisadora, pois 0 mesmo escla®gerotivos pelos quais é necessario
realizar a divisdo. Entretanto, alguns estudamiiesrmaram que néo utilizariam esse método
para a resolucao de problemas semelhantes.

As pesquisas nos mostram que a aplicacdo de f@métaincentiva e ndo substitui a
aquisicdo do pensamento multiplicativo e do raciocicombinatorio. Trata-se de um
raciocinio complexo, que é mais facilmente adqaisg o aluno tiver contato com varios
tipos de situacdes-problema. Para tanto, variosreaitsugerem o uso de jogos para
desenvolver este tipo de raciocinio, pois, ao Emaros alunos necessitam criar estratégias
para vencer o0 jogo.
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4 METODOLOGIA

Utilizarei um estudo de caso como metodologia mamdasar a pesquisa. Segundo
Fiorentini e Lorenzato (2007, p. 110),

O estudo de caso busca retratar a realidade deafprofunda e mais
completa possivel, enfatizando as interpretacdes analise do objeto, no
contexto onde ele se encontra, mas ndo permite rdputacdo das
variaveis e nao favorece a generalizacao.

Nesse sentido, creio que essa metodologia € aniue se aproxima da minha
pesquisa. Com esta pesquisa, pretendo verificamo calomos do Ensino Médio resolvem
problemas que envolvem o raciocinio combinatorse ® fato de alguns ja terem estudado o
assunto através da aplicacao da formula facildasenvolvimento deste tipo de raciocinio.

Procurarei seguir uma abordagem qualitativa. Addogem qualitativa “[...] envolve a
obtencdo de dados descritivos, obtidos no conta&ioddo pesquisador com a situagao
encontrada, enfatiza mais o processo do que o fwredse preocupa em retratar a perspectiva
dos participantes”. (BOGDAN; BIKLEN apud BONADIMAN,OO7, p. 62). Alem disso, “0s
meétodos qualitativos poderdo observar, diretamenteno cada individuo, grupo ou
instituicdo experimenta, concretamente, a realigebguisada.” (GOLDEMBERGER apud
BONADIMAN, 2007, p. 62).

4.1 PLANEJAMENTO DAS OFICINAS

Escolhemos realizar oficinas com alunos do Endwwxio, com a proposta de
apresentar uma outra forma de fazer matematicagjuah o aluno deve ser agente de sua
aprendizagem. Nosso maior interesse era verifigartigo de raciocinio os alunos utilizam ao
resolverem problemas envolvendo o Principio Fundémheda Contagem e o Principio
Multiplicativo. Nesse sentido, decidimos utilizaonoo recursos dois jogos sugeridos por
Carvalho (2009), o Jogo da Senha e o Jogo Bicalpathbos com o objetivo de avaliar e
desenvolver o pensamento combinatorio e o racimédgico.

Segundo Carvalho (2009, p. 31)

O uso de jogos como recursos as aulas de materfétm@ce um ambiente
adequado para a resolucéo de problemas, aplicapguaacao de conceitos
matematicos e/ou para um aprofundamento desteisn Assna-se relevante
a pratica de jogos nas aulas de matematica, peés @gopiciam momentos
de desbloqueios dos estudantes que, normalmemte,aersdo a essa
disciplina. (CARVALHO, 2009, p. 31)
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As oficinas foram realizadas com dois grupos dead do Ensino Médio do Instituto
Estadual Rio Branco. O grupo A era uma turma dersdg ano do Ensino Médio que havia
tido contato recentemente com o estudo de Analmabihatoria, através da aplicacdo de
férmulas. O grupo B era composto por alunos comidan participar de uma atividade extra-
classe, que ndo necessariamente teriam estudamdesnido de Analise Combinatoria.

Planejamos trabalhar da mesma forma com os dopogriEscolnemos comecar a
oficina com o jogo da senha: num primeiro momeadistribuindo as cartelas do jogo da
senha, juntamente com uma folha explicando asge&grgogo; antes dos alunos comecarem a
jogar, fariamos uma leitura coletiva das regramade esclarecer eventuais davidas que
surgissem.

Planejamos dar aos alunos um tempo, de aproxineadar85 minutos, para jogarem.
Na sequéncia, seria distribuido um questionaridermo perguntas relativas ao jogo e os
alunos teriam, aproximadamente, 15 minutos paporeerem o questionario.

Logo apds, planejamos distribuir as cartelas do jugolorido, juntamente com uma
folha explicando as regras do jogo, repetindo oseatimentos listados para o outro jogo.

Os questionarios serviriam de base para a arddigskesenvolvimento do pensamento
combinatdério nesse grupo de alunos.

Nosso objetivo era analisar:

e Que tipo de representacdes os alunos utilizam quagsblvem o0s exercicios que
envolvem problemas de contagem?

e Que tipo de estratégias os alunos utilizam parporeter ao questionario? Eles
conseguem pensar multiplicativamente?

e Existe diferenca na abordagem dos problemas peleggdupos? O fato do grupo A ja
ter tido contato com o conteddo em questdo aumiianomento da resolugdo dos

problemas?

4.2 IDENTIFICACAO DOS JOGOS

4.2.1 Jogo da Senha

Material do jogo:

Adaptado do jogo original, o0 material para cadal@sera composto por:

1. Tabuleiro;



i

{

i

{

i

{

i

000000000
000000000
000000000
000000000

O 0000000000000 0O0O0
O OO0 00000O00OO00O0OO00O0O0

{

O

O

O

O

Figura 1 — Tabuleiros do Jogo da Senha

2. Caneta hidrocor.

Regras do jogo:

Antes do inicio do jogo, escolhe-se quem sera safdate, ou seja, aquele que
compora a senha, e o desafiado, aquele que tatgscabri-la. Escolhidos os papéis de cada

jogador, seguem-se as regras:

a) O desafiante compde uma senha e colore os esmgysados para a senha seguindo
a direcado da seta. Para a composi¢cdo da senhan d®reescolhidas 4 das 6 cores
previamente estipuladas. Para diminuir o nimenaadsibilidades, foi combinado que

as cores nao poderiam se repetir.
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b)

d)
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O desafiado, entdo, forma uma senha que acreditafeamada pelo desafiante. Caso
nao tenha acertado a senha, o desafiante da algliozes na coluna da direita do
tabuleiro do desafiado. Se o desafiado acertarmageor e a posicdo em que ela esta,
o desafiante pinta um dos circulos de preto. Sesafthdo acertar apenas alguma cor,
mas ndo sua posi¢ao, o desafiante deixa algumidndos em branco. Caso a senha
apresentada pelo desafiado contenha alguma corngoe coincide com a do
desafiante, este marca uxi €m algum dos circulos.

O desafiado tem nove tentativas para descobrinlas€Caso ndo acerte a senha em
nenhuma das nove oportunidades, ele contabiliza pomtos.

Alternadamente, os jogadores invertem seus papPédisgo segue da mesma forma e
sera considerado vencedor aquele que descobmha @ outro em menos tentativas,

ou seja, aquele que obtiver o menor nimero de ponto

4.2.2 Jogo Bicolorido

Material do jogo:

1. Tabuleiro;
D C op
@ @
E C
o )
A B
A B
@ [ ] ® °
E D ot
[ ] O
D
oF °
OF OC
C
eC ®
A B
A B
@ @ ® °

Figura 2 — Tabuleiros jogo Bicolorido
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2. Caneta hidrocor.

Regras do jogo:

Escolhe-se o0 jogador a fazer a primeira jogada ®baoleiro a iniciar 0 jogo.
Combinamos com os alunos de comecar com o tabulieird pontos e ir aumentando,
gradativamente, a cada término de jogo.

a) Os jogadores, cada um com uma caneta hidrocorrddistonta, deveréo, sucessiva e
alternadamente, construir segmentos de reta comnea$ nos pontos dados no inicio
do jogo. Esses segmentos podem ser lados ou diagona

b) Sera declarado vencedor aquele jogador que prim&ahar um triangulo

monocromatico com a cor de sua caneta.

4.3 SUJEITOS DO ESTUDO

Como mencionado anteriormente, esta pesquisaeedftizada com alunos do Ensino
Médio do Instituto Estadual Rio Branco. Foram fodesdois grupos distintos, denominados
de grupo A e grupo B.

O grupo A trata-se de uma turma de segundo ano m&in& Médio, com
aproximadamente 15 alunos, entre 18 e 45 anosumo tda noite, os quais ja haviam
estudado o contetudo de Analise Combinatoria, edsiafravés da aplicacao de férmulas. A
oficina com o grupo A foi realizada no dia 12 deembro de 2010.

Para compor o grupo B, convidamos os alunos dm&mdédio do Instituto Estadual
Rio Branco, do turno da manha, para participarofiasras de matematica que ocorreriam no
turno da tarde. Os alunos poderiam se inscrevegntignte, até o limite de 15 alunos por
oficina. Nao foi exigido que os alunos possuiss@mhecimento prévio sobre Andlise
Combinatéria. Porém, apenas trés alunos do terégicodo Ensino Médio participaram da
oficina sobre Analise Combinatodria. A oficina comgaupo B foi realizada no dia 04 de
novembro de 2010.

Cada oficina teve duracéo aproximada de 2 horas.
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4.4 RELATO DAS OFICINAS

Com o grupo A, foi realizado, antes da oficina, watalho extra-classe de resolucdo
de situacbes-problema, que eles poderiam resohiemando os conceitos de permutacéo,
combinag&o ou arranjo.

Na oficina “Descobrindo a analise combinatériaads de jogos”, os alunos jogaram
apenas o Jogo da Senha. Como os alunos estavantbastpolgados durante o jogo, nédo
quisemos interrompé-los. Em virtude disso, acabami@s conseguindo aplicar o Jogo
Bicolorido.

No dia estavam presentes 13 alunos. Foram form@édsstrios e duas duplas. Os
alunos se envolveram na atividade, com excecaonmdeluno. Esse aluno, num primeiro
momento, disse que ndo entraria em nenhum grugs, ga “anti-social”. No inicio da
atividade, ele ficou sozinho e “interpretou” ossdmigadores, como se estivesse alternando os
dois papéis. Porém, com o passar do tempo, o atsodveu entrar em um grupo e trabalhar
juntamente com os colegas; mas néo respondeu abamaeio.

Alguns grupos entenderam rapidamente as regra@giny outros nem tanto. Foi
necessario explica-las varias vezes, algumas pgranae grupo, outras individualmente, até
que os alunos as entendessem. A maior dificuldasantada pelos grupos foi em relagédo as
dicas que o desafiante deveria dar aos desafiddwsebi que, mesmo apds varias partidas,
ainda havia alunos que nado estavam informando Ges diorretamente, conforme estava
especificado nas regras do jogo. Alguns gruposnaes de dar as dicas conforme as regras,
estavam dando as dicas oralmente. Outros criaranmavo sistema de signos para dar as
dicas das senhas, substituindo, por exemplo, al@lranca por uma bolinha coni para
indicar uma cor certa na casa errada. Penso qoeatsabou dificultando um pouco o0s
desafiados nas tentativas de encontrarem a semesaco

Percebi que os alunos, em geral, tinham dificulsdade criar estratégias para
descobrir a senha correta. Tudo indica que eles aufiseguiam pensar em todas as
possibilidades. Aparentemente eles ndo conseguxamaiguns elementos da combinacao de
cores e variar outras. Normalmente eles trocavaim de lugar.

Por exemplo, em um dos grupos, uma aluna faloyd'aisei todas as cores e ainda
tem cor errada”’, sem se dar conta de que, ao 8ubstma cor na senha, ele poderia ter
substituido uma cor certa por uma errada, e asmtjnuado a ter cores erradas na sua

senha. Aparentemente essa aluna ndo consegue pamsaodas as possibilidades de
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sequéncia de cores. Isso pode significar que a masma encontra-se no estagio operatorio
concreto.

Em outro grupo, os alunos também questionaramsafidate: “em todas as jogadas
ele disse que tinha uma cor no lugar certo, mafiumea cor se repetiu”. De novo, néo
perceberam que, de uma jogada para outra, elesigroder trocado a cor certa de lugar, mas
acertado outra cor.

Isso parece indicar a dificuldade dos alunos e&ar fima cor, por exemplo, e variar as
demais. Alguns, simplesmente, de uma tentativa patie, mudavam tudo de lugar. Com
essa atitude, dificilmente se encontra a senhateorr

Teve um grupo, em especial, que demorou bastaméegmntender as regras do jogo.
Ao invés de dar as dicas pintando os circulos pexpjecles diziam as cores que estavam
certas e no lugar certo, de modo que o jogo teraina primeira jogada. Isto €, o desafiante
criava uma senha, e cada um dos desafiados (reesteeam dois) tentava adivinhar a senha.
O desafiante olhava a combinacdo de cores dosiatssife indicava o que eles haviam
acertado e o que eles haviam errado, acabanddidapaesse momento. Desse modo, tratava-
se apenas de um jogo de adivinhacdo e de sorteoidDeép algumas intervencdes da
professora, eles conseguiram entender que o jogtnaava e que as dicas deveriam ser
pintadas no espaco adequado para isso, e ndoittasecalmente.

Esse grupo era formado por trés alunos. Quando reemgeram as regras do jogo,
eles se organizaram da seguinte maneira: um es¢hekr o desafiante e cada um dos outros
dois tentava descobrir a senha individualmente e€afiante olhava a combinacdo de cores
formada por cada um dos desafiados individualmentdava as dicas necessarias. Entretanto,
os dois desafiados nao trocavam informacdes entoel $eja, um ndo olhava a combinagao
de cores que o outro formou. E interessante naoi@rog dois alunos que foram “desafiados”
nao trabalhavam em equipe, cada um queria des@ls@nha por si s0, sem o auxilio do
outro. Eles também se preocupavam em ndo deixap quero visse a sua combinacdo de
cores, para nao facilitar a descoberta da senha qg®éga. Nesse sentido, eles nédo se
apropriavam das dicas dadas pelo desafiante a@acoleelo contrario, eles estavam
competindo entre si.

Outro detalhe interessante em relacéo a esse grgpe eles ndo perceberam que o
namero maximo de jogadas permitidas era o numerindas da cartela do desafiado, ou
seja, nove. Quando eles chegavam ao final da @adiels simplesmente continuavam o jogo
utilizando outra cartela e dando prosseguimentp@®. Caso a senha fosse descoberta, eles

se reorganizavam em relacdo a quem seria o prédesafiante, e continuavam a jogar na
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mesma cartela que ja havia sido utilizada anteeotey mas que ainda possuia linhas em
branco.

No momento de responder ao questionario, os aldammn preferéncia ao uso das
formulas de permutacdo, combinacdo e arranjo, gleis haviam estudado o conteudo de
Andlise Combinatéria ndo fazia muito tempo, e nessasido foi dada bastante énfase a
aplicacdo dessas férmulas. Nenhum aluno fez o ascepresentacbes graficas como, por
exemplo, diagrama de arvore, enumeracdo das selmolssive, na primeira pergunta do
questionario, que pedia para que as senhas fossemeeadas, a maioria dos alunos nao
escreveu todas as possibilidades, e uma alunanegldem que escrever tudo isso”.

Ja com grupo B foi realizada apenas a oficina ¢Dlesndo a analise combinatéria
através de jogos”. Neste dia, estavam presentemsiiees alunos, todos alunos do terceiro
ano do Ensino Médio.

Para o primeiro jogo, o Jogo da Senha, os alun@sganizaram da seguinte maneira,
um era escolhido o desafiante, e os outros doms esadesafiados. Porém, com esse grupo, 0s
desafiados jogavam juntos. Eles entenderam rapidema&s regras do jogo e pudemos
perceber que eles aproveitavam as dicas dadasiesédiante para tentar descobrir a senha
em um numero menor de tentativas. Isto é, elemardk tentavam interpretar as dicas dadas
pelo desafiante, fixando uma parte da combinaca@ades e variando outra. Com isso
conseguiam analisar qual combinacdo de cores emaelaor para a proxima jogada,
descobrindo, assim, a senha mais rapidamente. Hogadas duas partidas e, em ambas, a
senha foi descoberta em menos de nove tentativas.

Durante a aplicacdo do questionario, percebewgseog alunos ndo apresentam o
hébito de utilizar representagdes gréficas tipgrdima de arvore ou enumeracdo. Um colega
licenciando que estava presente durante a aplicdgadicina informou aos alunos sobre a
possibilidade deles representarem cada espaconipaent que preencher com uma das cores
por um traco e que eles poderiam colocar, acimardges, o nimero de cores com as quais
aquele espaco poderia ser preenchido. Além dissa, galcular a resposta, eles deveriam
multiplicar todos os numeros encontrados. Os alfimesam uso dessa dica e resolveram o
questionario utilizando esse tipo de representagdmportante salientar que o questionario
foi respondido em grupo e que, durante a resoldgamesmo, procuramos discutir com 0s
alunos o porqué da escolha de determinada respmdiay de tentar entender como 0s
mesmos estavam pensando. Entretanto, como os akspmderam ao primeiro questionario
de acordo com a dica do colega, na realidade @ s®s se eles entenderam o que estavam

calculando, ou apenas seguiram mecanicamente datica
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L b3

Figura 3 — Exemplo de representacéo utilizada @aesolucdo do questionario do Jogo da Senha

Para responder a primeira pergunta do questiorféiizando 3 cores, por exemplo,
azul, laranja e vermelho, para preencher 3 espaeas repeticdo, quantas senhas diferentes
podemos formar? Quais sdo as senhas formadas®”utdiearam cartelas em branco, nas
quais montaram as senhas possiveis. O que pudesraeEber nesse momento foi que eles
montaram uma combinagao possivel com as cores dagalheram um valor ao acaso: “da
nove senhas”. Nesse momento, fizemos uma intergeeg@mplificando, com a utilizag&o de
uma cartela em branco, que para cada cor que aurfex primeira posicdo, eu tenho duas
combinacgdes possiveis com as outras duas coresnforntodas as possibilidades, o total sdo
6 combinacdes possiveis. Salientamos, porém, qakipnes se deram conta do numero total
de senhas possiveis nesse caso, mesmo antes de@musntodas as combinag¢des possiveis

NON XN NO
O @®®O0
® ® O O
@® 00O

Figura 4 — Exemplo de representacéo utilizada @aesolucdo da questdo 1 do questionario do Jo§emtza

no papel.

OO OO0 Q00
OO OO0 00

O
O

No decorrer da resolugcdo do questionario, um disoa comentou que conseguiu
recordar o contetdo de Analise Combinatoria queatestudado na série anterior.

O jogo Bicolorido € um jogo mais dindmico. Duramteaplicagcdo desse jogo, a
organizacao do grupo teve que mudar um pouco,ndmi possivel jogar o jogo em trio. Por
isso, a professora jogou com uma das alunas, etassalois formaram a outra dupla.

Durante a realizagdo do jogo, ndo foi possivecgimr a criacdo de estratégias
especificas para ganhar o jogo.
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Durante a aplicacdo do questionario, os alunosssgaram visualizar, no papel, o
namero total de segmentos que se formavam. Parauskzaram os tabuleiros em branco,
unindo os pontos em cada um dos tipos de tabuldllmsnomento da contagem do numero
de diagonais e do numero de triangulos, surgiraganads duvidas, principalmente nos
tabuleiros com mais de cinco pontos. O tabuleinm guatro pontos era o mais facil de
visualizar. Nele foi visualizado rapidamente o nionetal de segmentos e, destes, quantos
eram lados da figura e quantos eram diagonaisnB @ relacdo ao namero de triangulos
formados, foram contados manualmente e encontrapesas trés, mas o numero total de
tridngulos é quatro. O tabuleiro com cinco ponémsliém ndo apresentou muitas dificuldades
no momento da contagem do numero de segmentos.nidow@, durante a contagem do
namero de triangulos formados, alguns encontrag@enas nove triangulos e outros dez (que
era a resposta correta). O tabuleiro de seis pdotasque mais apresentou dificuldades na
contagem do numero de segmentos. Durante a contdgedmero de diagonais, percebemos
gue estavamos contando as diagonais duas vezeanéifpara os alunos que existe uma
férmula que calcula o numero de diagonais de unfgpob, e buscamos a mesma em um
livro de matematica de Ensino Fundamental. Nest@ento, o colega licenciando conferiu o
namero de diagonais encontrado, utilizando a féandeé combinacdo. N&o chegamos a
calcular o nimero de triangulos. Também néo realiwaos calculos em relagéo ao tabuleiro
de sete pontos, pois 0s alunos ja estavam visiveémeansados e querendo terminar logo
para poderem ir embora.

Enquanto respondia ao questionario, uma das alp@@gintou se ndo existia uma
formula com a qual ela pudesse resolver esse &psitdacdo-problema. Nao chegamos a
responder essa pergunta, pois queriamos que assatonseguissem perceber que o niumero
de segmentos crescia de forma padronizada, segumdsequéncia logica a qual poderia ser
escrita de uma forma geral. Porém, os alunos néasegoiram perceber essa generalizacao

sozinhos.
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5 ANALISE DAS EXPERIENCIAS

O Grupo A € uma turma de segundo ano do Ensinadyladturno, em que a maioria
dos alunos trabalha durante o dia. A maioria deleso habito de sentar em duplas durante as
aulas, com exce¢do de poucos alunos. Esse grupmloasto conteudo de Analise
Combinatéria no final do segundo trimestre (durantaés de setembro). O professor titular
da turma informou que ele ndo tem o habito de knabasse contetdo, mas que resolveu
aborda-lo esse ano. Ele deu preferéncia por abardassunto através da utilizacdo das
formulas de permutacdo, arranjo e combinagcdo. Ractémo a abordagem foi no final do
trimestre, esse contetido acabou sendo pouco tealmalprincipalmente a combinacao.

Fiz meu estagio curricular com essa turma. Seli@bs alunos um trabalho extra-
classe sobre o conteudo de Analise Combinatoritrakalho consistia de duas situacdes-
problema e trés exercicios de aplicagédo da fornfuéze alunos fizeram o trabalho.

A primeira situacao-problema era a seguinte: “@mre a palavra LIVRO. Quantos
anagramas sao formados com as letras dessa palQuattos deles comecam por L e
terminam por O? Quantos contém as letras RO jentessa ordem?”

Esta questdo poderia ser resolvida com a formulgedautacéo, pois o niumero total
de letras da palavra “livro” € igual ao niumero d&ds de cada um dos anagramas que
podemos formar com essas letras, istoé; p’, comn sendo 0 nimero total de elementos e
p sendo o numero de elementos em cada grupo. Tagledunos acertaram a primeira
pergunta, uma aluna errou a segunda pergunta ealabos erraram a terceira.

A aluna 1, que errou a segunda pergunta, resolgerestdo da seguinte forma:
{

_.- } | g - iy ] - .
b S0 Mne - by, B DB

Ly . ; ;
L | F = -

- .- [

Figura 5 — Exemplo de resolucao da questédo 1-bathalho extra-classe

Pela resolucdo apresentada pela aluna 1, pareca oiesma n&o conseguiu perceber
que se duas letras j& foram utilizadas, isto @use letras ja estdo fixas uma na primeira e
outra na ultima posicéo, restando apenas tréssleua devem ser reorganizadas nos trés
espacos restantes. Portanto, a operacdo a seadsdilera a multiplicacdd-2-1, ou seja, 3.
Como a aluna optou por resolver a questdo comieagfb de formulas, a mais adequada
para a resolver essa situagcao-problema seria ardaufacao, pois o0 numero de letras a serem

reorganizadas é igual ao numero de espacgos a peeemchidos.



32

Em relacdo a terceira pergunta, a dificuldadeperaeber as letras “RO” como uma
letra, e permuta-la com as demais. Trés, dos qahinms que erraram a questdo, esqueceram

de permutar a silaba “RO”. A aluna 1 apresentcegaiate resolucao:

g 0 { Lo P B |
& i L w i 4 -
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e - Lo J l & :‘I, I?I -...-. E:_,?E

o

Figura 6 — Exemplo de resolucao da questédo 1-catbalho extra-classe

Ela conseguiu perceber que as letras RO dever@amagnecer juntas, nessa ordem e
gue a silaba deveria ser permutada com as denrais, [porém, novamente, ndo percebeu que
duas letras ja haviam sido utilizadas, restandoap&és letras que deveriam ser permutadas
nos trés espacos restantes. De novo, a féormulaadaguada para a resolucéo dessa situacdo-
problema seria a férmula da permutacdo, pois o mirde letras a serem reorganizadas é
igual ao niumero de espacgos a serem preenchidatdino, ndo podemos esquecer que a
silaba “RO” deve ser permutada também com as deowais se fosse uma Unica letra.

A outra situacdo-problema envolvia um tipo de pgmento em que 0S Qrupos
formados se diferenciavam uns dos outros apenasnatlreza dos elementos, e ndo pela
ordem. Por exemplo: se temos cinco objetos digtir{tégua, lapis, borracha, caneta e
apontador) e queremos escolher dois objetos, naorieando a ordem com que escolhemos
cada objeto - isto €, se escolhermos o lapis eisl@poorracha, ou se escolhermos a borracha
e depois o lapis - o subconjunto formado é o mesnugpendente da ordem em que 0s
objetos foram escolhidos. Nesse sentido, essacaiyaroblema poderia ser resolvida
utilizando-se a férmula da combinacao.

A questdo dizia o seguinte: “Em uma floriculturatd® a venda 8 mudas de cravos e
12 mudas de rosa, todas diferentes entre si. Uantelipretende comprar 3 mudas de cravos e
4 de rosas. De quantos modos ele pode selecion@rmagdas que quer comprar?” Essa
guestao foi resolvida por apenas 5 dos 13 alunesqgtregaram o trabalho. Destes, 4 alunos
apresentaram corretamente o calculo do numero dasrie cravos e o calculo do nimero de
mudas de rosas, porém ndo multiplicaram o nimerondéas de cravo pelo numero de
mudas de rosas. Aparentemente o0s alunos nao pecelggie, para cada grupo com trés
mudas de cravo que o cliente escolhesse, ele podscolher cada um dos grupos com 4
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mudas de rosa. Aqui surge uma situacao de corrdépoia um-para-muitos. Mais uma vez a

aluna 1 apresentou uma resolugéo interessante:

Figura 7 — Exemplo de resolu¢do da questdo 2 Baltra extra-classe

A resolucao do problema envolvia encontrar os eifegs subconjuntos de mudas de
cravos e os diferentes subconjuntos de rosas eigéadds. O que a aluna fez foi usar todos
0S numeros que apareciam no enunciado do probhamtplicando-os. Em aulas anteriores,
resolvemos, no quadro-negro, algumas situacdedegonab utilizando o principio
multiplicativo. Isso pode ter levado a aluna a penque tudo se resolve com uma
multiplicacdo. Mas ela ndo considerou, por exemgle as trés mudas de cravo deveriam ser
escolhidas dentre as oito e ndo multiplicadas ceenestivéssemos combinando elementos de
conjuntos distintos. Percebe-se que a aluna nérpnetou corretamente a tarefa proposta pela
situacao-problema. Isso pode indicar que a aluma teén o pensamento combinatério
desenvolvido, que segundo a teoria piagetiana € dasacaracteristicas do pensamento
formal.

Durante a aplicacdo da oficina com esse grupaepela dificuldade que os alunos
apresentaram em criar estratégias para encontsank@a mais rapidamente. Embora esse
grupo tenha tido contato com o contetdo de Andlismbinatéria neste semestre, pareceu
gue 0s mesmos nao conseguiram desenvolver o naici@cimbinatoério.

Nas diversas situagdes do jogo, percebi que étedificuldade em pensar em todas
as possibilidades de senhas que podiam ser cratasas cores disponiveis e também de
interpretar o que o desafiante queria dizer cordieas dadas. Muitas vezes, de uma jogada
para outra, 0s alunos trocavam todas as coresgde lisso indica que os alunos conseguem
realizar algumas combinacdes, porém ainda nao goese pensar em todas as
possibilidades. Eles também apresentam dificuldamie fixar alguns elementos e variar
outros, que é um dos tracos do pensamento combmag@ortanto, do pensamento formal.

No que diz respeito aos questionarios, percebi ap@lunos que acertaram mais
questdes no questionario foram os que entenderaegess do jogo mais rapidamente. Tanto
0 questionario como o trabalho extra-classe forasolvidos em grupos. Embora cada aluno
tenha feito a entrega individual da sua produc&ocgte-se que todos os alunos do grupo
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apresentam resolugdes idénticas. Pode ter ocoqudo o aluno que entendeu melhor o
conteldo resolveu 0s exercicios e os demais apepasam.

Todos os alunos do grupo A preferiram respondeguestionario utilizando as
férmulas de permutacdo, arranjo e combinacdo qu®naeciam, pois haviam estudado o
conteldo de Analise Combinatéria h4 pouco tempousO de representacdes graficas
restringiu-se a um pequeno grupo de alunos, paoneler o item 6 do questionario. A
resolucdo desta situacdo-problema nédo poderia est&x &plicando diretamente alguma
féormula. Para resolvé-la, deveria ser utilizadorimgdpio multiplicativo. A questdo era a
seguinte: “E se pudermos escolher entre 6 cores $¢agspacos, com repeticdo, quantas

senhas diferentes é possivel formar?”
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Figura 8 — Exemplo de representacéo utilizada paesolucdo da questdo 6 do questionario do Jo§emnlza

A questdo numero 1 era a seguinte: “Utilizandof@s, por exemplo, azul, laranja e
vermelho, para preencher 3 espacos, sem repetigiémtas senhas diferentes podemos
formar? Quais sdo as senhas formadas?” Essa quexlada ser resolvida utilizando-se a
formula da permutacao, pois o numero de cores digpbpara a criacdo das senhas era igual
ao numero de espacos a serem preenchidos pelas da@os os alunos acertaram 0s
calculos. Porém, apenas trés alunos listaram agda$ senhas. Dois alunos listaram apenas
parte das senhas e os demais nem fizeram menec@&aliss que poderiam ser criadas.

A questdo numero 2 era a seguinte: “Utilizandors para preencher os 4 espagos da
senha, sem repeticdo, quantas senhas diferentessévgl formar?”, também poderia ser
resolvida com a férmula de permutacéo, pelo meswitvanda questédo anterior. Esta questao
foi resolvida de forma correta por todos os alunos.

As questdes numero 3, 4 e 5 era as seguintes:

3. E se pudermos escolher entre 5 cores para os 4osspgpiantas senhas diferentes é
possivel formar?

4. No caso do nosso jogo, onde podemos escolher@otees, qual € o niumero total de
senhas possiveis?

5. Se fixarmos a primeira cor, por exemplo amarelaantas senhas diferentes

poderemos formar?
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Elas poderiam ser resolvidas com a férmula de mrrgois o niumero de cores
disponiveis para a criagdo das senhas era maiar gumero de espacos a serem preenchidos
e a ordem em gue 0s espacos eram preenchidosmrgante. Isto €, os agrupamentos, neste
caso, diferem entre si pela ordem de escolha @nsesitos. Para resolver essas questdes, sete
dos doze alunos que responderam ao questionareseaparam corretamente a enunciacao
da formula a ser utilizada. Entretanto, trés alwerogsram no momento de fazer os célculos da
questdo 4, aparentemente por falta de atencdo.ufdgsocinco alunos resolveram todo o
questionario com a férmula de permutacdo. O probldmutilizar a férmula da permutacao
para resolver todos os exercicios do questionarigye a permutacdo pode ser considerada
como um caso especial de arranjo, em que o nurolodie elementos) é igual ao nimero
de elementos de cada grugm, (isto €,n = p. No caso especifico do nosso questionario, na
maioria das questdesé maior quep.

A questdo 6 pedia que os alunos calculassem ool de senhas, caso fosse
possivel a repeticdo das cores. Nessa questaontotrés alunos responderam corretamente,
utilizando o principio multiplicativo para resolvarquestédo e fazendo uso de representacao
grafica. Os demais alunos resolveram a questdaamio ou a férmula do arranjo (quatro
alunas) ou a férmula da permutacéo (cinco alunos).

A questdo namero 7 era a seguinte: “Quantas sepo@EmMos formar com cores
parap espacos?”’, pedia uma generalizacdo, uma expreggEidosse capaz de resolver as
situacdes-problema apresentadas anteriormentgefessante salientar que embora os alunos
desse grupo tenham optado por resolver as situpgdbema propostas no questionario
aplicando as férmulas de permutacdo e arranjo, esmos ndo foram capazes de enunciar
corretamente a férmula. Nessa questao, sete afymesentaram a férmula do arranjo e cinco
alunos apresentaram a férmula da permutacdo. Do®slque apresentaram a férmula do
arranjo, quatro apenas escreveram,,’A Os demais alunos apresentaram as seguintes

féormulas:

>)

Q’? _' I* N

—

——

Figura 10 — Exemplo de resolucéo da questdo 7 dstignario da senha
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Percebe-se que, no momento de calcular, eles gosm®ecolocar os nimeros nas
posicdes corretas, porém quando sdo solicitadogrreeder a formula que acabaram de
utilizar, ndo sabem enuncia-la corretamente.

O grupo B era composto de trés alunos do teregioodo Ensino Médio do turno da
manha. Os alunos informaram haviam que estudadmteiwdo de Analise Combinatdria no
ano anterior, porém nao questionamos qual o tipgbdedagem havia sido adotada.

Durante a aplicacdo do Jogo da Senha, percelmsjakinos entenderam rapidamente
as regras do jogo e que aproveitavam as dicas ¢mli@slesafiante para tentar descobrir a
senha mais rapidamente. Como havia um desafiante gis desafiados, os desafiados
trabalhavam em dupla, criando estratégias paraseoberta da senha. As dicas dadas pelo
desafiante eram consideradas e surgiram algunsntarios do tipo: “aqui tinha a cor verde e
tinha uma cor errada, aqui também, sempre que @pareor verde, tem uma cor errada,
portanto a cor verde nado faz parte da senha.” Bieqeee 0os alunos, de uma tentativa para
outra, mantinham algumas cores no lugar e variamatnas, trocando as cores quando existia
alguma cor errada. Essa situacdo demonstra a erts@ima estratégia para a resolucao do
problema.

Durante a aplicacdo do questiondrio do Jogo dah&epercebi que os alunos
praticamente nao utilizam representacfes grafieas @ resolucdo das situacdes-problema.
Como eram alunos do terceiro ano e fazia mais tegugotinham aprendido o contetudo de
Anélise Combinatoria, o0s mesmos néo lembravam @asulas. Porém, em virtude da dica
dada pelo colega, ndo é possivel perceber se nei@raetenderam o que estavam calculando
ou se apenas repetiram o0 modelo sugerido, senormiar o conceito.

Todo o questionario foi respondido utilizando aadiada pelo colega. Para a questao
namero 7: “Quantas senhas podemos formar c@ares parg espacos?”, foi apresentada a

seguinte dica:

N |
) ’
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Figura 11 — Exemplo de representacéo utilizada @aezsolucao da questdo 7 do questionario do Jagedha
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Com essa dica, os alunos chegaram a seguinte atieagéo: n”. Porém, essa
generalizacdo nao resolve todos os casos. Estaatjeagdo € especifica para os casos onde
podemos ter repeticdo, ou seja, ndo se aplicagparaioria das situagdes-problema propostas
no questionario.

Durante a aplicacdo do Jogo Bicolorido, ndo foispas perceber a criagcdo de
estratégias especificas para ganhar o jogo, ptaseefopgando com uma das alunas e néo
consegui acompanhar o outro grupo. Um tipo de tégfiea possivel para esse jogo é tentar
antecipar as possiveis jogadas do adversario eddo@s que dariam chance de vitoria.

Durante a aplicacdo do questionario do Jogo Bimp resolvemos o questionério
debatendo quais eram as possibilidades. Percelgicessidade, por parte dos alunos, do
concreto para poder responder as questdes, iswleg, precisavam tracar e contar 0S
segmentos um a um. Eles ndo conseguiram percel@rpoderia ser utilizada alguma
representacdo grafica e/ou algébrica para resasesituacdoes. Todas as questdes foram
resolvidas utilizando a contagem manual do nimeriado, de diagonais e de triangulos.

Para resolver as questdes 13 e 14: “SeguindolégEa, existe a possibilidade de
calcularmos o numero de segmentos para 8, 9 e MOFOE para pontos?”. Informamos
que eles podiam pensar a partir da formula quesleatt numero de diagonaisl:=—n(n_3).

hY

2
~ . . .Nn°-n .
Os alunos ndo conseguiram chegar a generallzaaf,aezz—, eles apenas repetiram a

férmula que calcula o numero de diagonais de urigpob, sem perceber que eles deveriam
somar h”, pois o0 niumero de segmentos € igual ao numerdialgonais mais o numero de

lados.

Figura 12 — Exemplo de resolucéo da questdo l4idstignario do Jogo Bicolorido
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Participaram da nossa pesquisa, ao total, dezesis®ios, sendo treze pertencentes ao
grupo A e trés pertencentes ao grupo B. Todos yéaimaestudado o conteddo de Analise
Combinatéria, pois se tratavam de alunos do segarnéeiro anos do Ensino Médio.

Durante a aplicagdo dos jogos, percebemos quenslgiunos apresentaram
dificuldades em criar estratégias para vencer o.j&gn relacdo ao primeiro jogo, o Jogo da
Senha, os alunos tiveram dificuldade em interpratadicas dadas pelo desafiante. Muitos
duvidavam das dicas dadas, dizendo néo ser posséxtténcia da situacdo apresentada pelo
desafiante. J& o0 segundo jogo ndo exigia a cridedestratégias muito elaboradas. Nesse
caso, os alunos tinham que tentar antecipar a godacadversario, para tentar bloquea-lo, a
fim de evitar uma derrota. Percebemos que os alamogrupo A apresentaram mais
dificuldades, tanto durante o jogo, como no momeggoresolver as situacdes-problema
apresentadas no questionario. Uma das possibidaeesa diferenca pode estar no fato dos
alunos do grupo A serem alunos do segundo Ano déin&rMédio, e também pelo fato de
terem estudado o conteudo de Analise CombinatGrieamente através da aplicacdo de
formulas.

Para a resolugdo do questionério, notamos o pasooque os alunos fazem das
representacdes gréficas. Pareceu-nos que issovsedsstrutura das aulas de matemética. A
maioria dos alunos esta habituada a resolver pr@deutilizando apenas a formula.
Normalmente, eles tentam utilizar todos 0os nimeuasaparecem no enunciado do problema,
muitas vezes sem se dar conta de quais numerosergal sdo relevantes para a resolucéo
daquele problema. O mesmo acontece quando ndexggiéito algum nlimero relevante para
0 problema, como por exemplo, no item 4 do que&tiondo Jogo da Senha, que dizia o
seguinte: “No caso do nosso jogo, onde podemoshesaentre 6 cores, qual € o numero total
de senhas possiveis?”. Alguns alunos nos questionae nao estava faltando nenhum
namero, sem ligarem o questiondario ao jogo queleleam jogado minutos antes.

E interessante salientar que alguns alunos comaaguesponder ao questionario de
forma satisfatOria, pois conseguiram identificarreamente as férmulas que poderiam ser
utilizadas para a resolugdo dos mesmos, porémnteducajogo, NAo conseguiram criar uma
estratégia para encontrar a senha mais rapidamente.

Com essa pesquisa, pudemos perceber que um eosatnfna aplicacdo de férmulas

ndo é suficiente para desenvolver o pensamentoinatdkio. E necessario oportunizar ao
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aluno o contato com uma grande diversidade de c8iésaproblema, em que ele possa
desenvolver ferramentas auxiliares para consegsiivé-las.

Nesse sentido, propomos que o professor inicieoedagem do conteudo de Analise
Combinatéria nos anos iniciais do Ensino Fundanhemtamecando com problemas de
contagem. Pensamos ser interessante partir deeprabl que possam ser resolvidos com
contagem direta, incentivando os alunos ao useplesentacdes graficas. Pensamos que o
uso de representacdes gréaficas tipo diagrama dereantabelas de dupla entrada,
enumeracfes, sdo facilitadoras do processo de i@@uislo pensamento combinatério.
Também € importante incentivar os alunos a desgobiscutir e utilizar as diversas
possibilidades de resolu¢édo dos problemas de catdia. Dessa forma, o aluno, ao chegar
no Ensino Médio, ja tera tido contato com o contedd Analise Combinatéria, o que podera
facilitar o entendimento dos diversos tipos de pgnuentos envolvidos nesse conteudo.

Cremos que o professor, ao realizar uma abordagegngssiva, aumentando o grau
de dificuldade das situacdes-problema e diversifioaas, favorece o desenvolvimento dos
esquemas empregados pelos alunos para a sua @&soNesse sentido, o aluno vai,
gradativamente, construindo suas estruturas meng@éssando de um estagio de
desenvolvimento cognitivo a outro.

Relativamente aos jogos escolhidos na montagem faténao de matematica,
consideramos que ambos podem ser utilizados pateoducdo do Principio Multiplicativo,
tanto com alunos do Ensino Médio, como com alur&sino Fundamental. Inicialmente
ficamos um pouco receosos de utilizar um jogo cdmmos do Ensino Médio, porém a
receptividade dos alunos nos surpreendeu, e viessarocasido a possibilidade da ampliacéo
do uso dessa ferramenta nas aulas de matematica.

Sabemos que o tempo de uma oficina é insuficiesrt® onseguirmos concluir sobre
a aprendizagem dos alunos, porém, concluimos @&s ¢sgos sdo boas ferramentas para a
introducd@o do Principio Multiplicativo, pois coneslconseguimos abordar os trés principais
tipos de agrupamentos envolvidos em Analise Condiiiza Arranjo, Permutacdo e
Combinacao. Além disso, conseguimos propor algusitaacdes-problema que podiam ser
resolvidas com o principio multiplicativo.

Cremos que o uso dos jogos auxilia no processo gigsigdo do raciocinio
combinatorio, pois os alunos devem buscar estedépara conseguir “vencer” o jogo.
Relativamente ao Jogo da Senha, os desafiadosamrepensar em todas as possibilidades de
senhas que podem ser criadas com as cores disjgoaivgerpretar corretamente as dicas

dadas pelo desafiante. Ja no jogo Bicolorido, eéE®ssitam antecipar possiveis jogadas do
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adversério e, de acordo com o nimero de pontoahideiro, tentar prever quais as chances
de vitéria de cada um dos jogadores.

Durante a aplicacdo das oficinas com os dois grupesebi que, nem sempre, as
expectativas em relacdo aos alunos séo satisf@tegjuei na escola com a expectativa de
que os alunos, por serem alunos do Ensino Méditerjam desenvolvido o pensamento
multiplicativo e o raciocinio combinatério, e guesnado apresentariam muitas dificuldades
de compreensao das situacdes propostas. Porémguoetailguns alunos trazem deficiéncias
em sua formacdo inicial. Uma das possiveis causasedfracasso, pode ser devido a
metodologia de ensino mais comumente utilizadaspetofessores nas aulas de matematica.
Ainda temos a tendéncia de darmos mais importéneiplicacdo correta da férmula, muitas
vezes deixando de lado a construcdo do conceitm\@do na situacao.

Entretanto, ao estudar as teorias cognitivista®idget e Vergnaud, percebi que o
pensamento multiplicativo e o raciocinio combinat@@o sdo simples, tampouco triviais. O
namero de variaveis envolvidas no pensamento rntiaétivo € maior do que no pensamento
aditivo. Portanto, penso que precisamos oporturd@aaralunos o contato com diversos tipos
de situacBes-problema envolvendo o pensamentopiizdtivo e o raciocinio combinatério, a
fim de facilitar o desenvolvimento dos esquematepeentes as estruturas multiplicativas.

Percebi que os alunos, mesmo sendo adolescentéssadiceitaram bem a proposta
da oficina. No inicio, tive um pouco de receio erappr uma situacao de jogos com alunos
mais velhos, por pensar que os mesmos fossemaregeétividade. Com isso, aprendi que o
interesse dos alunos € diretamente proporcionaletodulogia de ensino empregada no
momento de abordar um contetdo. Creio que o fascatimos trabalharem em grupos, tanto
em situacdes de jogo, como numa aula “normal”, l@uri processo de aprendizagem, pois
muitas vezes, a linguagem utilizada pelo colegais simples do que a linguagem utilizada
pelo professor. Desta forma, o colega acaba sartdm muitas vezes, um tradutor do que o
professor esta dizendo.

Com os dados levantados nessa pesquisa, podemsar g@n uma abordagem do
conteudo de Andlise Combinatéria de uma forma rsajsificativa para os alunos, nao
simplesmente enchendo o quadro-negro de férmulas sprinhas, ndo dizem muita coisa.
Para nds, € muito importante colocar o foco darefizagem na construcdo dos conceitos
matematicos envolvidos. Por essa razéo, cremoaigda existe muito a ser pesquisado sobre

0 processo de aquisicdo do pensamento multiplacatido raciocinio combinatério.
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APENDICE A — Trabalho Extra-classe Aplicado com o @po A
INSTITUTO ESTADUAL RIO BRANCO

Nome: Turma: Data: / /

Lista de Exercicios: Revisdo e Analise Combinatoria Arranjos, Permutacgdes e
Combinacdes

1) Considere a palavra LIVRO.
a. Quantos anagramas sao formados com as letraspidagea?

b. Quantos deles comegam por L e terminam por O?
c. Quantos contém as letras RO juntas e nessa ordem?
2) (UEL — PR) Em uma floricultura, estdo a venda 8 asude cravos e 12 mudas de rosa,

todas diferentes entre si. Um cliente pretende canfpmudas de cravos e 4 de rosas. De
guantos modos ele pode selecionar as 7 mudas queauprar?

3) Resolva a equaga@A , =4\C ..

4) Calcule:
a. A,

Asy+ Ay
A4,2 - A2,1

b.

5) Calcule:
Ce,z + C4,3 - C5,2

C:9,2 + C:8,1

Cs,z + CG,l - C5,3
C10,2 - C7,3

b.
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APENDICE B — Questionario do Jogo da Senha

Questionario:

Jogo da Senha:

1) Utilizando 3 cores, por exemplo, azul, laranja engdho, para preencher 3 espacos,
sem repeticdo, quantas senhas diferentes podemomrfo Quais sdo as senhas
formadas?

2) Utilizando 4 cores para preencher os 4 espacosendhdas sem repeticdo, quantas
senhas diferentes é possivel formar?

3) E se pudermos escolher entre 5 cores para os 4ossppiantas senhas diferentes é
possivel formar?

4) No caso do nosso jogo, onde podemos escolher@&otres, qual € o nimero total de
senhas possiveis?

5) Se fixarmos a primeira cor, por exemplo amarelaantas senhas diferentes
poderemos formar?

6) E se pudermos escolher entre 6 cores para 4 esmgagogepeticdo, quantas senhas
diferentes é possivel formar?

7) Quantas senhas podemos formar com n cores papagoss
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APENDICE C — Questionario do Jogo Bicolorido

Questionario:

Jogo bicolorido:

1) Partindo de 4 pontos A, B, C e D, quantos segmeldasta podemos formar?

2) Desses segmentos, quantos séo lados e quantasgaoais do quadrilatero ABCD?

3) E quantos triangulos?

4) E com 5 pontos, A, B, C, D e E, quantos segmerddsipos formar?

5) Quantos lados e quantas diagonais do pentagono ABCD

6) E quantos triangulos?

7) E com 6 pontos, A, B, C, D, E e F, quantos segnsgoddemos formar?

8) Quantos lados e quantas diagonais do hexagono ABCDE

9) E quantos triangulos?

10)E com 7 pontos, A, B, C, D, E, F e G, quantos segosepodemos formar?

11)Quantos lados e quantas diagonais do heptagono EBGL?

12)E quantos triangulos?

13)Seguindo essa lbgica, existe a possibilidade drileaos o nimero de segmentos
para 8, 9 e 10 pontos?

14)E para n pontos?



