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RESUMO

Neste trabalho sdo provadas algumas estimativas de erro em espacos
L’ para as aproximagdes de Galerkin para a solugdo do sistema de
equagoes de Navier-Stokes. Mostra-se que o erro decresce em propor¢ao

inversa aos autovalores do operador de Stokes.
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ABSTRACT

In this work some error estimates are proved in spaces L’ for the
Galerkin approaches for the solution of the system of Navier-Stokes
equations . It is shown that the error decreases in inverse proportion to the

eigenvalues of the Stokes operator.



NOTACOES

Abaixo estdo relacionadas algumas das notagdes utilizadas no
trabalho:

1. IR", Espaco Euclidiano

2. Q,um aberto do IR" € x =(x,,X,,...,X,)

3. Q,o0fechode Q
4. 6Q, a fronteira de Q

n 2

5. A= 26_2 , 0 operador Laplaciano

i=1 i

6. V= iii = grad , 0 operador Gradiente
ox, Ox, Ox

7. C*(Q), funcdes k vezes continuamente diferenciaveis em Q

8. C*(Q), fun¢des infinitamente diferencidveis em Q

9. C7(Q), funcdes em C*(Q) com suporte compacto

10. D) ou D(Q), espaco das fungdes C7 em Q ou Q com

divergente nulo

P

- ) @ a,
0“x,0“x,..0"x,

11. D“ ,a=(a,,a,,.,a,) € um multiindice,

o] =a, +a, +..+a,

12. u,, denota a derivada no tempo de u
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13.27(Q), o espaco das funcdes vetoriais mensuraveis (imagem em
IR") com p-ésimo expoente absolutamente integraveis ou essencialmente

limitadas, para a medida de Lebesgue dx=dx,..dx, com a norma

=[J|u<x>|Pj” ou

14. (u;v), produto interno quando u,v e H

= sup ess|u(x)|

||u [*(Q)

15. (u,v) produto interno quando u esta no dual de H

16. Sendo 4 espago Banach, ¢ e 4', define-se ¢(v) = (¢;v), Vv e 4.
17. wmr(Q) = {u e ' (Q);3g, € L' (Q); [uD¢ = (- | ga¢}, espago de
Q Q

Sobolev onde me {1,2,..}, 1< p<w, 1<|a|<m Ve Cy(Q)
18. w7 (Q), fecho de D(Q) em W™’ (Q)
19. H™(Q) =W "*(Q)

20. H)'(Q) =W (Q)
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INTRODUCAO

Mecanica de Fluidos ¢ uma vasta area da ciéncia onde sao estudados
e resolvidos diversos problemas que surgem em situagdes envolvendo o
movimento de um fluido, como por exemplo, em projetos de aeronaves
(avides e foguetes), carros, barcos e submarinos, extragdes de petrdleo,
ondas nas superficies das aguas, etc.

A dinamica de um fluido incompressivel € descrita pela lei da
conservacao da massa e pela lei da conservacao do momento (Segunda Lei
de Newton). Na descri¢do euleriana, expressa-se a conservacdo de massa
pela condicao de o divergente do campo de velocidades ser nulo. No estudo
analitico destaca-se o sistema de equacdes diferenciais parciais ndo-lineares
de Navier-Stokes, cujo nome deve-se a George Gabriel Stokes (1819 —
1903) e Claude Louis Marie Navier ( 1785 — 1836) , que expressa a
conserva¢ao do momento.

Tal sistema pode ser escrito da seguinte forma:
pu, + puNu— puAu+Vp = f
onde as incognitas sao

o vetor velocidade: u =u(x,?) € IR";
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a pressao: p = p(x,t) € IR

e sao considerados dados no sistema:

a densidade de massa do fluido: p € IR, no trabalho, considera-se p=1;
o coeficiente de viscosidade: u;
o componente de forcas externas: f .
No caso de o fluido ser suposto incompressivel, adiciona-se ao
sistema a equacgao:

divu=0

Este sistema descreve o movimento de um fluido numa certa regiao
Q < IR" que por razdes fisicas considera-se n=2 ou n=3. Solucdes
analiticas em situagdes especiais sdo abundantes na literatura da area, cita-

se como exemplo, Melo e Neto [ 7 ]. Além disto, a teoria de alguns métodos

numéricos também esta bem desenvolvida, como no texto classico de
Temam.

O principal objetivo deste trabalho ¢ fornecer algumas estimativas de
erro para as aproximagoes de Galerkin em espacos de Sobolev tendo como
base o artigo de Rautmann [8 ]. O principal resultado obtido neste sentido é
o Teorema da pagina 27.

O trabalho est4 dividido em cinco capitulos. No primeiro, apresenta-
se as Preliminares, em que sdo expostos alguns resultados fundamentais
(Corolarios, Proposicoes e Teoremas) importantes para o seu
desenvolvimento .Também mostra-se a caracterizacdo do problema de
valor de fronteira de Stokes. No segundo capitulo sdo destacadas os Lemas
2.2.1,2.2.2 e 2.2.3 que fornecem estimativas de erro para as aproximagoes

de Galerkin para o problema de Stokes.
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No terceiro capitulo ¢ apresentado e demonstrado o Teorema
principal de estimativa de erro, seguido da conclusao e de algumas

sugestdes para trabalhos futuros.



CAPITULO 1

1. Preliminares

Apresentam-se abaixo alguns resultados importantes utilizados ao
longo do desenvolvimento do trabalho e, em seguida, a caracterizacdo do
problema de Stokes.

1.1. Resultados fundamentais

Proposicao 1.1.1: Seja M um subespago vetorial fechado de um espaco de
Hilbert #. Dada feH ¢ P:H — M uma projecao ortogonal entdo P(f) €

caracterizada por

(f=P(f);V)=0, VveM

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 80.



Corolario 1.1.2: Com as hipoteses da Proposicdo 1 tem- se
[ PO =<] 71,
Considere v=P(f) em (f—P(f);v)=0.
Assim

(/PO = (P P(f) =0
| PO, =@ PN =P < | £, | PO, =
[P, < 7]

H

Proposicao 1.1.3: (Identidades de Green)

Seja Q < IR’ um dominio onde vale o Teorema da Divergéncia e
sejam f,g e C*(Q), entdo valem as seguintes identidades:

J.(gAf+Vng)dxdy= J‘ga—{ds
Q o0 n

I(ng—gAf)dXdY=J.( a—%—ga—fﬁjds

on on

Dem.) Veja IORIO [5], p. 233.

Proposicao 1.1.4: (Desigualdade de Holder)

Sejam uel’(Q) e vel’ (Q) onde QcIR" com 1< p,g<o €

L1y entio uver (Q) e vale a seguinte desigualdade:
p q



1

s =] o " [ [or | =11,

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 56.

Proposicao 1.1.5: (Desigualdade de Poincar¢)

Seja Q em /R" um aberto limitado ¢ ue W/ (Q), 1 < p < o entdo
< C|Vu

< onde a constante C dependede Q e p.

[

7

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 174.

Teorema 1.1.6: (Teorema de Lax- Milgram)

Seja 4 um espaco de Hilbert e a (u,v) uma forma bilinear, continua e
coerciva, isto €, |a(,v)| < Clu|||v| e a@u) > C|u| Yu,ve4d, entdo
dado ¢ e 4 existe uma unica ue 4 tal que a(u,v)=(4,v) Vve 4.

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 84.

Proposiciao 1.1.7: Sejam E, F e G trés espagos de Banach, 7: E - F um
operador linear continuo e S:F—G um operador compacto. Entdo
SoT :E— G ¢ um operador compacto.

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 90.



Teorema 1.1.8: Sejam 4 um espaco de Hilbert separdvel € 7:4—-> 4 um
operador linear compacto e autoadjunto, entdo 4 admite uma base
Hilbertiana formada por autovetores de 7.

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 97.

Teorema 1.1.9: Seja T:E — E um operador compacto com dimE=o €
seja VP(T)o conjunto de seus autovalores. Entdo vale uma das afirmagdes:

i vP1)={o}
(i)  vP(T)\{0} € finito
(iii)  ¥P(T)\{0} é uma seqiiéncia que tende a zero

Dem.) Veja BREZIS [2], p. 95.

Definicao 1.1.10: (Base Hilbertiana) Chama-se base Hilbertiana toda
sucessao (e,) de elementos de H tais que:

(1) le, |=1V n, (e,,e,)=0 Vm,n,m#n
(1)) o espaco vetorial gerado pelos (e,) seja denso em H .

Sabe-se que se (e¢,) forma uma base Hilbertiana, entdo, todo u € H
pode ser escrito na forma:

uzi(u,en)en com |u |2 =i| (u,en)|2

n=1 n=1

Proposicio 1.1.11: Seja Qc IR’ e b(u,v,w)=wVv;w) onde u,v,we H,.

Entao
b(u,v,v)=0 YueV e veH,

bu,v,w)=-b(u,w,v) VueV;v,weHol

onde ¥ ¢ o espaco das fungdes em (H . (Q))3 com divergente nulo.

Dem.) Veja TEMAM [9 ], p. 163, Lema 1.3.
4



Lema 1.1.12: Seja Q< /R" um aberto limitado regular. Entdo |- PAu| é

uma norma em V' I H*(Q) equivalente a norma de H*(Q).

Dem.) Veja TEMAM [9 ], p. 313, Lema 3.7.

Lema 1.1.13: (Lema de Gronwall): Sejam ¢(¢), a(r) funcdes continuas em
t €[a,b] € A(¢) uma fungdo integravel em [a,b] satisfazendo:

IN

o(t) < alt) + j B(s)p(s)ds; a<t<bh

Entao
o(t) < a(t)+ L’[ﬂ(s) a(s)[exp J:,B(u) duﬂds ; a<t<h

Dem.) Veja HALE [3], p. 36.

Proposicao 1.1.14: Seja B um espaco de Banach e seja (x,) c B uma
seqiiéncia tal que x, »x fracamente em B, entdo |x, |, ¢ limitada e

||x||B < lzmmf" X, ||

Dem.) Veja BREZIS [2 ], p. 35, Proposi¢do IIL.5, item (iii).



1.2 Problema de Stokes

Seja Q um conjunto aberto limitado no espaco tridimensional IR’

com pontos x = (x,,x,,x,). A fronteira ¢ assumida como sendo de classe C°,

isto é, 0Q e C’. Considere o problema de valor de fronteira de Stokes:

—Av+Vg=h em Q
divv=0 em Q
v=0 em 0Q

onde: h=(h,h,,h) ¢é dado, qu(ﬁa—qa—qj e v=(v,v,,v;) sdo as

ox, Ox, ox,
incognitas e v € a solugdo procurada no espaco de Sobolev H"(Q).
A norma em H" ¢ a usual:

|7

0 f (%) ]

o2 ]

0<a+a,+az;<m Q)

Os fechos de D em I’ ou H, sdo denotados por H ou V,

respectivamente.
A fronteira sendo regular, como salientado anteriormente, os espagos
H e V podem ser caracterizados da seguinte forma:

H=B:{ue(L2(Q))3 :divu:O,u.Z|5Q:0}
V=5={ue(Hé(Q))3:divu=0}
Dem.) Veja TEMAM [9 ], pp. 15 € 18.

De acordo com o Teorema de Weyl, se P:I’ - H ¢é a projecdo
ortogonal de L’ sobre H,logo, P(Vf)=0 para qualquer f e H .

Entdo, o problema de valor de fronteira de Stokes toma a seguinte
forma:

Dada heV, procura-se uma solugdo v e V1 H®> para a equacao
— PAv=h, pois partindo-se da equagdo —Av+Vg="h e aplicando a proje¢ao
em ambos os lados, obtém-se a equagdo da Projecdo do Laplaciano:

6



P(=Av+Vq)=P(h)
P(-Av)+ P(Vq)=h
—PAv+PVg=h
—PAVv+0=h
—PAv=nh



CAPITULO 2

2. Autofunc¢oes do Problema de Stokes

2.1. Propriedades Fundamentais

Com relagdo as autofungdes do problema de Stokes, trés importantes

propriedades devem ser consideradas:

Proposi¢cao 2.1.1: A fungdo -PA:VI H*> > H define em VcH um
operador simétrico definido positivo tendo a inversa compacta

(-PA)":H > H.

Dem.) A prova desta proposi¢ado resulta das seguintes observacdes, as quais

também serdo usadas nos proximos capitulos:

1°) O operador linear PA ¢ simétrico em V1 H?, isto &, (PAf; g)=(f; PAg)

para f,ge V1 H*.



Conforme a Proposicao 1.1.1, tem-se que

(Af —PAf;g)=0 Vg eV
Portanto, pode-se escrever
(413 g)-(PAfg)=0
Assim

(ar;g)=(PAf; g)

Mas, de acordo com a Identidade de Green ( Proposicao 1.1.3)

=0

fngdx—ngdef{ Z—g—gz—{}ds e fla=g

o

Portanto (f;Ag)=(g:Af)
Dessa forma: (PAf; g)=(4f; )= (/3 4g) = (Ag; /) (1)
Por outro lado (Ag - PAg; f)=0 = (Ag; f)=(PAg; f)

Entao

(PAf;g)=(f;PAg) ¥V f.geH (2)



2°) O operador - PA ¢ definido positivo em V', isto ¢, |- PAf| > C| V[ |

pois pela Identidade de Green (Proposi¢do 1.1.3):

I(gAerVng .[g—ds—O pois g|,,=0

Q on
Logo [gAfdc=—-[VfVgdr , que pode ser escrito da seguinte
Q Q
forma: (g;Af)=—(Vf;Vg) (3)

Utilizando (1), pode-se obter
(PAf; )= (8f; g)=~(Vf3 Ve)
Entdo (- PAf; g)=(Vf;Vg) 4)

Fazendo g = f, tem-se

(- PAF; £)= (V1 V) =] V7|
Entao

[V [P =Crars )< | -par]f £

Utiliza-se agora, a Desigualdade de Poincaré (Proposicao 1.1.5)

[vrI" < l-prarfl < - par Ve |

Entao
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[vr ] < cl-par]
1
|-Par]= Zlvrl

| =Par| = clvr|

3 O operador —PA:V1 H>—>H possui a inversa compacta

(-PAY':H > H.

(a) Para provar que -PA ¢ inversivel, deve ser mostrado,

primeiramente, que dada uma funcdo /e H, existe um Unico veV tal que

—PAv="h .

De acordo com o Lema de Dubois Raymond, tem-se que

-PAv=h & J(—PAv)gdx:Jhg VgeV
Q Q

Mas, sabe-se que (- PAv; g)= (- Av; g)=(Vv; Vg)

Dessa forma, dada he H, precisa-se achar veV tal que
(Vv;Veg)=(h;g) VgeV

Define-se a forma bilinear « da seguinte forma:
a(u; w)=(Vu; Vw), u,weV; ¢:V — IR onde (¢ w)=(h;w), com
— a continua em VxV pois,
|alwsw) =| (Vs Vw) | < [ Vul[[Vw]=[u], [w],
— a € coerciva, pois,
a (w;w)=(Vw; Vw)=[ Vw
= gV, pois, (gw)=(iw) < || w] < Cln]|vw]=C,]v],,

11



isto é, ¢ € um funcional linear continuo em 7 .

E, utilizando-se do teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.1.6),
conclui-se que a equagio a(v; g)=<¢; g) VY geV possui uma Unica solugdo
veV ,isto é, (Vv;Vg)=(hg) VgeV.

Portanto, (- PA)" : H -V esta bem definido.

(b) V< H compactamente, isto é, Id:V —H ¢ compacta. Isto

decorre da imersdo H, c L’ ser compacta. (Veja Adams, p. 144, Teorema

6.2).

(¢) Ido(-PA)':H - Hé compacta. Isto decorre do fato de
(-PA)"':H —»V ser continua e Id:V — H ser compacta, como mostra a

Proposi¢do 1.1.7.

Proposiciao 2.1.2: O operador — PA possui uma seqiiéncia de autovalores
Ai>0, M <A< A > e as correspondentes autofuncoes (e;),_,y

formam um conjunto ortonormal completo em H .

Dem.) Neste caso, utilizamos o Teorema 1.1.8 com A4=H,
T=(-PA)',istoé (-PA)" :H > H.
Sabe-se que H ¢ um Espaco de Hilbert separdvel e ja foi provado

que (-PA)" €& compacto em H e autoadjunto, isto &,

(- Pa)" rig)=(r:(-PAY'g).

12



OBSERVACOES:
(1) {e, } é chamada Base Espectral,

(2) T:H — H ¢éautoadjunto = T': H — H ¢ autoadjunto, pois
(T v)= (7))
(T (u):v) = (T @); T(w)) onde v =T(w)
Assim, (77 u); T(w)) = (T (77 @); w)) = (s w) = (: T ()
Isto mostra que H admite uma base Hilbertiana formada por
autovetores de 7. Além disto, de acordo com o Teorema 1.1.8 o conjunto

(B.),.,, dos autovalores de (-PA)" forma uma seqiiéncia que tende para

1 n
zero. Portanto 4, =— forma uma seqiliéncia de autovalores de — PA que

tende para infinito. Finalmente, como -PA ¢ autoadjunto, entdo,
considerando os correspondentes autovetores ortonormais em L°, e, € H
tem-se que

— PAe, = A.e, (%)

Assim

0< (—PAei; ei)=(ﬂiei; el.)=/”tl. || e, ||2 = A4, >0

Reordenando os 4,,tem-se 0 < 2, < 4, < ..

13



Defini¢ao 2.1.3: Define-se H, o subespago m-dimensional de H gerado
por fe.e,,...e,} onde —PAe =Ae,. Além disto, define-se P, :I’ > H, a

projecgao ortogonal. Assim, como f €L’ tem- se:

f=Xae e a=(fie)=[fx)e (x)dx

e, portanto, P, /=Y a, e, .
i=1

Ny

ortonormal em V e para V f eV a seqiiéncia (R f ) converge para f em V.

Proposicdo 2.1.4: A seqiiéncia (G—J forma um conjunto completo
ieIN

Dem.) Como e, ¢ autovetor de — PA com autovalor 4., tem-se
—PAe, = Ae;

De acordo com (4) tem-se:
e. e e. e.
- PA| — £ dx=|V|—=|V| —= |dx
A )l M
Por outro lado, sabe-se que

—PA i]=ﬁ= Ze
)

14



N

Portanto, [e—} forma um conjunto ortonormal em 7 .
ieIN

Para mostrar agora que {i} ¢ completo, considere (- PA)" :H >V

VA
continuo e a imersdo ¥V < H compacta, isto ¢, Id:V — H ¢ compacta.
Entdo 7, =1Ido(-PA)"' :H - H ¢é compacta conforme a Proposigdo 2.1.2.
Portanto, H possui uma base ortogonal de autovetores de 7,, 7,(v)=Av.
Mas, além disto, v eV pois a imagem de (- PA)" estdem V.
Por outro lado 7, =(—~ PA)" old : ¥ — ¥V também ¢é compacta e assim
possui uma base ortogonal de autovetores de 7,; T,(v) = pv.

Portanto, os elementos da base sdo os mesmos, com a diferenca de

J e. ’
que e, € ortonormal em H e [—J ¢ ortonormal em 7 .

N

OBSERVACAO: Com relagio a regularidade das autofuncdes (e,) ha

resultados relacionando esta regularidade com a regularidade da fronteira

0Q do conjunto Q.

15



2.2. Estimativas para o erro nas aproximacoes em
termos das autofuncoes da equacao de Stokes

As seguintes estimativas fornecem resultados referentes ao erro da

aproximagdo P,f € H, de uma funcdo f em diferentes espacos

funcionais:

PRIMEIRA ESTIMATIVA

Lema 2.2.1: Supondo f eV entdo vale a seguinte estimativa do erro

SR

[r=ps <=1l

m+1
Dem.) Como — PAe, = A.e, , entdo, para i>m+1,

(=PAe, (x))

(f3¢)= j S(x) e, (x)dx= jf() dx U% I S () (=PAe, (x)) dx

l

[ PAe,(x) LI V[ e.(x)

1 — PAe, (x) 1
= ——— 2 ldx < dx =
V ﬂ“i if(X) [ V /11‘ J " V ﬂ“mﬂ f[f(X) V ﬂ“i ) V //i’m+1 Q V j“1

16
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<

. 1
se i>2m+1 e —
A, A

pois A, > 4

m+1 2

Da Identidade de Parseval, sabe-se que se f € L°(Q) entdo

[P =2 (fse)’

Mas, /. =f-P.f = Zae—0a1+0a2+ 40, +a,, e

m+1

+

i=m+l

Entao

1= 3 (fie)? _1m+1(~"f(x)ei(x)dxj < {ij(xw{w_J } (6)

i=m+l1 Q m+1 i=m+1{ Q

Mas como feV e( %

N

J ¢ ortonormal em V , tem-se

R GOV b

i=1

o)) - glpo(2)

17
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SEGUNDA ESTIMATIVA

Lema 2.2.2: Seja feVI H® entdo, vale a seguinte estimativa do
errof P f:

[r=Ps I <l paf |

m+l1

Dem.) Analogamente como no Lema 2.2.1, tem-se - PAe, = Ae, e
A > ., quando i > m+1 .

Além disto,

l

Uf(x)e,.(x)dx] Uf( )M J _

[ [ (= PAf(x) e, (x) dx))

Q

:z_lz(i £(x) (~PAe, (x)) dx] < 2 [ [ () (=PAe,(x)) de 7

pois — PA ¢ simétrico.

Mas, de acordo com (4) e (6), tem-se

lr-r.r=> [If(x)e(x)dx] < /11 [j( PAf(x)e(x)dxj

i=m+l m+1 i=m+1

Como —PA e’ , entdo

- PAf(x) = iaie[ (x), onde a, =(-PAf;e,) €, assim,

i=1

0

|- PAf ||2 =>a’= i( I (—=PAf(x) e, (x)) de > Zw: [ j (—=PAf (x) e, (x)) de

i=1
Portanto,
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1
[7=Pf 1" <

m+l1

| Paf |7

TERCEIRA ESTIMATIVA

Lema 2.2.3: Seja feV1 H’ . Entdo, vale a seguinte estimativa de erro:

1
| Paf |

m+1

|vf-ve, N <

D.) De (4) obtém-se

2

:/%{i(—PAf)ei de < U( PAf)e, de

m+1

[i vf V[QFJ dxr - { i (—PAY) eﬁ dx}

pois 4. > A . parai>m+1 .
Usando (4) e (5), obtém-se

[ f Ae; dx =] f(~PAe,) dx =[ (~PAf)e, dx = [ Vf Ve, dx.

Entdo [ f Ae, dx=[Vf Ve, dx
Q Q

jfedx ijv dx—\/_J-VfV[\/_j

19



Assim
Vo [ e % for V(ﬂ i V(FJ for V(ﬂ i

Entao

l;ﬂw [fe dx_z;lvix/_}jva[ﬁ}

Como [e—’J ¢ ortonormal em ¥ ( Proposi¢ao 2.1.4), entdo

N

|V, |

[jwv[ \//1_J ] < /11 i U(— PAf)e, dxj < U (—~PAf)e, de

Portanto

1
97, < Sl parff <=

m+1

pois fe H*(Q) = AfeL*(Q).
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CAPITULO 3

3. Estimativas de erro para as soluc¢oes do sistema
de equacoes de Navier-Stokes

3.1 Descricao do problema

Seja a equacao de Navier- Stokes a seguir:

u, +uNu—puAu+Vp=f
divu=0
u|aQEOpamt20 (7)
u(x,0) =u,(x)
S=0u=1

A qual pode ser escrita do seguinte modo:

u, +uNVu—-Au+Vp=0

Aplicando a projecdo P na equacao acima, obtém-se:
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Pu, +uNVu—-Au+Vp)=P0)=0

P(u,)+ P(uNVu) — PAu+ P(Vp)=0 (8)
Pode-se fazer P(u,)=0,(Pu)=0,u pois Pu=u; ueV e VcH.

Como VpeH' (Veja Temam [9], p. 15), entdo P(Vp)=0, pode-se

escrever a equacao (8) do seguinte modo:

u, + Pwu.Vu) — PAu =0

Assim , a equacao (7) pode ser reescrita do seguinte modo :

u, — PAu=-PuNu) em Q=Qx[0,(]
u=0emoQ; t>0 9)

u=u,; t=0

k
O problema agora ¢ procurar u,(1,x)=) a,,(t)e,(x), solugdo &
i=1

dimensional, onde {e, } é a base espectral, isto &, — PAe, = A.e, .
Multiplicando a equagdo (9) por veV e integrando em x, tem-se:

iUu v de - J.PAu vdx = —I Pw.Vu)vdx
dt o o

Q

%(u;v) — (PAu;v) =—(P(u.Vu);v)

22



Substituindo » por u, na equagdo acima e considerando veV, onde

V, = [el,ez,...,ek]c vV, tem-se

%(uk;v)—(PAuk;v)=—(P(uk.Vuk);v), vel, (10)

u, (0)=uy, ,onde u,, é a projegio de u, emV,.

Mas, deve ser observado que

(P(u, Vu,);v)=(u, Vu,; Pv)=(u, Vu,;v) pois P(v)=v jaque veV, ,

(PAu,;v) = (Au,; Pv) = (Au, ;v)

€

i(uk;v>=(iuk,vj

dt

Portanto, (10) fica
—u, ;v |—(Au,;v)=—(u, Vu,;v)
” k> k> V)~ koY %o

Substituindo v por e,(x) e multiplicando a equagdo por a,, €

somando-se em i =1,...,k ,obtém-se

d
(E”k;“k)_(A“k;”k) =—(u, Vu,;u,)

Note que
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1) (Auk;uk):—(Vuk;Vuk):—” Vuk”2

1) (u, Vu,;u,)=0 devido a Proposi¢do 1.1.11.

Assim,

ld

L - v [y =0

d
w2 v, | =0

O seguinte teorema, devido a J. Heywood (veja Heywood [4]),
fornece um resultado de existéncia de solugdes cujas estimativas

utilizaremos em secgoes subseqiientes.

Teorema 3.1.1: Seja Qc /R’ um aberto limitado e regular, u, eV e T>0

dados, entdo o sistema de equagdes (7) possui uma Unica solucdo u
definida em [0,¢) com ¢£<T onde esta solu¢do e suas aproximacdes de

Galerkin satisfazem:

| vu@) |” + [ w, (@) |"dr < Fy() < F,, Vie[o,e) onde Fy e, (11)

jO‘|| PAu(z) ||2dr < hy(r) Vielo,e) (12)

onde F, e h, sdo fungdes continuas em [0,7].
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3.2 Estimativas de erro para as aproximacoes de
Galerkin para as solucoes do sistema de equacoes
de Navier-Stokes

Para demonstrar o proximo Teorema, que € o resultado fundamental
deste estudo de estimativas de erro, utiliza-se o seguinte Lema:

Lema 3.2.1: Seja a(r)>0 uma funcdo continua com a'(1)>0 e b(¢)
integravel em [0,7] € 1>0. Suponha que para fungdes ¢ € a continuas

positivas em [0,7] vale a desigualdade

o(t) + jo’a(s) ds < % + jo b(s) p(s) ds (13)
Entao
p(0)+ [als)ds < % :
onde

At = (1 + w(t)J; b(s) ds) a(?)

w(t) = exp ( jo b(s) dsj

Dem.) De (13) vem que:
25



o(t) < (1) +j0‘a(s) ds < §+ jo b(s) p(s) ds

Utilizando o Lema de Gronwall (Lema 1.1.13) , vem

a()
A

a(s)

o) < 24 j;b(s)T [exp j;b(u) du) ds

Como a'(s) >0=>a ¢ crescente = a(s) < a(t) para 0<s<t

Entao
o(t) < ? 4 % jo b(s) (exp jo b(u) du) ds < % 4 %t)exp ( jo b(u) du) jo b(s) ds =

%[1 +exp (JZ b(u) du)J‘ot b(s) ds}a(l‘)

Para a demonstragdo do proximo Teorema, considere um

intervalo de tempo [0,7]; (e,) base espectral conforme Proposi¢des 2.1.2 €

2.1.4 anteriores.
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Teorema 3.2.2: Seja u, eV . Entdo as aproximagdes de Galerkin u, do

sistema de equacdes de Navier-Stokes (7) satisfazem as seguintes

estimativas de erro:

|u(t)—u, 0| +j0 | V@u(s)—u, ()| ds < P:ft’(t), vielo,T] (14)

k+1

Aqui a fun¢@o F, (r) ¢ limitada e depende de T e de | Vu, |.

OBSERVACAO: A desigualdade (14) vale com u,(r) no lugar de u(r),

desde que >k, isto &,

- 2 F;
|u, () —u, @ +jo||V(u,(s)—uk(s))|| ds < z(t); >k, tefo,7].

k+1

Dem.) Sejam u, (x,7) € u,(x,7) duas aproximacdes de Galerkin do sistema

de equacdes de Navier-Stokes. Como a igualdade (10) vale vVve/V,, entdo

{atuk — PAu, =—P (u,.Vu,) (15)
u,(0)=Pu,
{atul — PAu, =—PF(u, Vu,) (16)
u; (0) = Bu,

Definindo w=u, —u, e subtraindo (15) de (16), tem-se

O,u, — PAu, —0,u, + PAu, =—P,(u, Vu,)+ P, (u, . Vu,) (17)
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0,(u; —uy)—P(A(u; —uy ) = P, (u, Vu, ) — B (u,; Vu,)
0,w—PAw=P,(u,Vu,)— P u,Vu,) (18)

w(0) =u,(0) —u, (0) = Fu, — Bu, = (B, — B, )(u,)

Somando-se e subtraindo-se P, (u,.Vu,) em (18), tem-se

ow—PAw=P, (u, Vu,)—Fwu,Vu,)+ P (u,Vu,)— P (u,Vu,)

ow—PAw=P (u,NVu,)—P,(u,Vu,)+ P (u, Vu,)— P, (u,Vu,)
ow—PAw=—(P, - P )u,Vu,)+P,(u, Vu,)— P, (u,Vu,) =
=—(F =P ), Vu,) + P (u, Vu, —u,Vu,)

(19)

Porém, o termo P, (u, .Vu, —u,.-Vu,)na equagdo acima pode ser escrito

como

P (u,Vu, —u,Vu,)=—-P,(u,Vu, —u, Vu,)

E vale a seguinte afirmacdo: u,.Vu, —u, Vu, =u, Vw+wVu,, pois

u, Vw+wNVu, =u, V(u, —u, )+ wu, —u, )Vu, =

=u,Vu, —u,Vu, +u,Vu, —u, Vu, =u,Vu, —u, Vu,

Portanto, a equagdo (19) fica

o,w—PAwW=—(P, —P,)u,Vu,)— P (u,Vu, —u,Vu,)
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o,w—PAw=—(P, - P )u,Vu,) =P, (u,Vw+wVu,)
w(0) = (£ = B)u,

(20)
Multiplicando-se a equacao (20) por w e integrando, tem-se

(0, w;w) = (PAw;w) = —((F, = B )(u,-Vu, );w) = (B, (u, Vw+wVu, ); w)

Usando o fato de que
(6,w;w)= %%” w ||2 e (= PAw; w)=(Vw; V)= || Vw ||2

e substituindo na equagao acima, vem

+|| Vw ||2 =—_“(PI —Pk)(u,Vu,)+Pk (u,.VW+w.Vuk)]wdx

Q

d
E”WHZ +2| Vw ||2 =-2 I[(Pl —P ), Vu,)+ P, (u, Vw+wVu, )|wdx (21)

Q

[w) " =[[ (B, = Py |
Mas,

” w(0) ”2 :” Pu, — Pu, ”2 :” Pu, —uy +u, — Pu, ”2 <

< (1 Pug —uy |+ g = Py [ )7 < 2] Pty =y |+ 2]ty = Pty |

Por sua vez, baseando-se na primeira estimativa (Lema 2.2.1), pode-

SC€ CSCrever

29



2 2

2” Pu, —u, ||2 +2|| u, — Pu, ||2 <

1 1 2
=2 + Vu
(j’lﬂ j’k+1 ]” ’ ”

[Vay [+

1+1 k+1

[vuo | =
(22)

1 1
>

Porém, 0< 4, <4, <..<4,, <4, pois [>k,entdo :
ﬁ“k+l }“l+1

Portanto, tem-se de (22), o seguinte

1 1 2 1 1 2 1 2
2 + Vu <2 + Vu = 4| Vu
[ﬂ’lﬂ ﬂ’kﬂ ]” ’ || [Z’kﬂ ﬂ’kﬂ ]” ’ || ﬂ’k+1 || ’ ||

De (11) conclui-se que
| Vu) |* < F,,
Entdo |Vu(O)| < F,, e | Vu, | < F,,

1 1

4| vu, | <

k+1 k+1

Assim, 4F,,
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Abaixo segue a estimativa do lado direito da equagdo (21) em duas

partes:

I) Estimativa de [ (P, - P,) (u,Vu,) wdx

Q

Para tal, usa-se o fato de:
1) >k
il) P, P, e P, — P, sdo projecdes ortogonais em L’
)P u, =P, u, =u,

V)P u, =y,

Entdo, pode-se afirmar que j((P, ~P)f)w= If(l ~P,)u, ,para fel’.
Q

Q

Pois,
J(® =R w=[ (R =P ) —w)=
[ £ (Pu, = Pu, = P, + P, )=
E[f(u, —u, —Pu, +u, )=
[ =Ru)=] 702 )
Portanto

I((Pz _Pk)(ul'vul))w
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Por outro lado, tem-se

[(rve)hdx

<lrvellrl <l sl Ivelln]

De acordo com o caso “c” da pagina 97 de Adams [1], com m =2,
n=3 ¢ p=2,tem-se a seguinte Imersao de Sobolev: H*(Q) c C,(Q), onde
Cr(Q)=C° (1 L*(Q).

Assim, para f e H*(Q)=
|71 =cls

HZ

Utilizando o Lema 1.1.12 obtém-se que 3C, ¢'>0 tal que

|-par|<clrl,
A P

Assim, |f|. <C|f

< | Paf.

HZ

Portanto

[rveynas| < vel|nl < 1L 1vellnl =< clralvelln]-

cAve ([ parlnl) < o] Vg | +c, | Par Il 2]

pois

32



Utilizando-se as estimativas acima, vem:

_[(Pl_Pk)(”z-V”z)W S_“uz||V7"1||(1_Pk)ul|S

< JwVa 1 0=P ) | < | Ve [[0= B, | < €| 8w, [V, [0 = B ]| <
C

I(”z'vuz)(l_Pk)”z

Q

C
< | P, || Vu, | =] P, |=

k+1 k+1

| Pau || v |

em que utilizou-se a segunda estimativa (Lema 2.2.2) .

Mas de (11) vem:

| Vu, | < Fpy = | Vu, || < JFyp

Assim:

1

| Paw, |V, | < €= Paw, ['[Fyy

k+1 /lk-%—l

II) Estimativa de I P, (u, Vw+wNVu, ) wdx
Q

Primeiramente, observe que, de acordo com o Coroléario 1.1.2 com

H =I*(Q) tem- se
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[ 2rl<lrl vrel@
Agora,

IPk (u,. Vw)wdx
Q

< J.|Pk(ul.Vw)|| w|dx < || P (u, Vw) ||||w|| < || u,.Vw””w” <
Q

< [ Jowllw] < [Vwlcl P, [l < 8] Vw]"+c; | Pau, [ w]

Por outro lado:

'[Pk(w.Vuk)wdx < “ Pk(w.Vuk)H w|dx < || Pk(w.Vuk)””w” < || wVu, ||||w||=
Q Q

[I (wVu, |2de |w| < (” w|2'3dxj [“Vuk | 'deJ |w|=

Q Q Q

=[wlelvacl 1wl < clvw]|vu, |, [w] <

< Clvwllue s [wl < clvwll = Pau [ w]
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OBSERVACOES:

1) As duas imersdes de Sobolev abaixo podem ser vistas na pagina 97 de

Adams [1], no caso de mp<n,com m=1, p=2 € n=3, sendo que no caso
1 abaixo, j=1.
1) H>(Q) cW"(Q) com 2< p<6;

ii) H,(Q) < L°(Q), assim para [ e Hy(Q) tem-se || /| < C | f

w =CIVr -

2) Dada geV ni* tem-se: g, ¢ |Ve[*|e]*+[e]]

De fato

|} ]

e 3 3 5 3p % 3q S
el ={ o] = Jle P e e = (el ] (1] ]

1 1
com —+—=1.
p 9

4 14
Fazendo p = 3947 4 obtém-se:

y 1

4 %2 1 1 1
[I|g|2dx] [ﬂgrdx] =[el* (el < clel*le
! 2 2 % 1 2 P %
= clel* (el +Ivel )" < clel®(WIelF +\Ivel )" <

< clsl* (TaTTvl) < clal (Il +vs]?)-
~(lsl+lsl*Ivsl?)

N
Hy
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Portanto, usando as observagoes acima, tem-se:

2

< | vw] (| Paug [l wl) < 8[Vw] +c; | Paug || w]

IPk (wVu, )wdx
Q

Substituindo as Estimativas I e II na equacao (21), obtém-se:

d
w2 vw] <

1
| o, [ [Foy +4 8]l 5, | Pow, | +c, | 2w, [

< C
A

k+1

c

d
vl +@=ao)|vw|" < [ Pau, [ JFy +e; (| Py [+ ] Paw, )] w

k+1

Escolhe-se 6 >0 tal que 2—-46 >0, isto &, & < %, por exemplo & = %:

C
/’i’k+1

d
AWVl < = Py [Py + € (| Paug || +] Py [ w

Integrando no tempo entre 0 e ¢

¢ 2
[w [ =[wo [+ [} vl ds <

C
ﬂ’k+l

<

v Foo J: || PAu, ||2ds + CJ.; (” PAu, ||2 + || PAu, ||2)|| w(s) ||2 ds
Utilizando a desigualdade ( 12 ) obtém-se

36



g 2 , CfFoh® )
[wo |+ | Vw] ds < [wO)] +/1’—+J'Ob(s)||w|| ds (24)

k+1

onde b(s)=C (| PAu, | +| PAu, |*).

Observe que, novamente , de acordo com a desigualdade (12) , tem-

SC
t t 2
[[b(syds=[ C(| PAu, | +| PAu, [*)ds < 2C hy(2) (25)

Por outro lado, ja foi mostrado que

4 4

[wO | <

[Vuo | <

k+1 k+1

£, (0)

Onde a ultima desigualdade ¢ obtida fazendo-se t=0 em (11) .

Substituindo a desigualdade acima na inequagao (24), vem

IN

4| Vu, |* + CJFoohy (¥ .
2

k+1

| wo) |+ L | Vw| ds jo b(s) | wis) | ds

Denominando
a(t)=4| Vu, |+ C\[F,, (1),
bty =C || PAu, 1) | +] P, ) | );
p(0) =] w®) [;
a() =] vw@) |,

e utilizando o Lema 3.2.1 com A= 4, , , tem-se
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1
ﬂ’k+l

| wo) | + jo | Vw ||2dt < ( 1+ w(t) jo b(s) ds ] a(?) (26)

onde w(t):exp[ j;C(|| Phu, (s) |+ Pau,(s) | )ds} .
Entdo de acordo com (25), obtém-se
w(t) < exp(2Chy(1))
Além disto, de acordo com (25), tem-se
[ b(s)ds =j0’c(|| Pau (5) |+ Py () [P )ds < 2C hy(0)
Substituindo as desigualdades acima na equacao (26), obtém-se

2 4 2
| wiey | + jo | Vw(s) || ds <
! [14e2%© 20 h, (1) ](4|| Vi, |* +CyfFyy by (2) ): 13) ®)

ﬂ“k+1 k+1

<

Observe que o lado direito da inequacao acima nao depende da

aproximag¢io u, com [ >k e é uma fun¢do continua para ¢ [0,7].

Assim:

w, () —u, @) +[ | Vu,(s)=Vu, (s)| ds < £ () (27)
0 A

k+1
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Portanto, existe uma subseqiiéncia u,——u em L*(0,T,H)(veja

Temam [9 ], p. 287). Assim

T 2
[ @ =u@ | dt—5—0

&

Isto &, j0T|| w,(O)—u@) [dt <& se 1>
= [ sup|lu, () —u) [Pdr < &
0 o<i<r
= T sup| u,(t) —u(t) | dt < ¢
0<t<T

= u,(t)-u(@)| < 0333” w, (1) —u(@) [ < %

Assim

lu,)-u@)| <& sei>l, = lim| u, (1) = u(0) | = 0

= lim|u, () = u, ) [ =[ (@) —u, ) |
Utilizando (3.40) da pagina 287 de Temam [9 ], sabe-se que

u,—u fracoem L*(0,7,V) quando / — o, logo (u, —u, )——>(u—u,)

fraco em £°(0,7,7) quando [ — .

Da proposicao 1.1.14 tem-se que
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” u-—u,; ||L2(O,T,V) < lirln inf " Uy —u, ||L2(0,T,V) < lim sup ” Uy —u, ||L2(O,T,V)
—>00

[—>x©

Tomando o limite superior em ambos os lados de (26), obtém-se

Fy (1)

lim sup ” u, (1) —u, (1) ||2 + lim sup .[Ot ” Vu, (s) = Vu, (s) ||2dS <

>0 [—>© k+1

Fy (0
/1k+1

|u@ =, @[ +[ | Vu(s) =V () [ ds <

sendo a estimativa proposta no teorema 3.2.2 que fornece estimativas do

erro para as aproximagdes de Galerkin em normas L’ e H,.
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CAPITULO 4

4. Conclusao e sugestoes para trabalhos originais
futuros

Neste trabalho foi apresentado uma estimativa de erro para as
aproximagdes de Galerkin da velocidade nas equacdes de Navier-Stokes

nas normas L”(0,7,H) e L*(0,T,V)em termos dos autovalores do operador

de Stokes: (4, < 4, < 4, <..) com lim 2, =oo. Mostrou-se, assim, que

quando k£ aumenta, a aproximacao de ordem & (sendo & uma dimensdo
finita) o erro tende a zero na ordem inversa do valor do autovalor 4, , isto
& .
ﬂ“k
A técnica utilizada foi o método espectral de Galerkin, adotando-se

como fungdes base as autofuncdes do operador de Stokes.

A grande vantagem do uso destas autofuncdes esta, além da sua
regularidade (pois sdo fun¢des de H°(Q)), na propriedade PAu, =1, u, .

Numa etapa preliminar fundamental foram apresentados trés Lemas,

(veja 2.2.1,2.2.2 ¢ 2.2.3), onde obteve-se estimativas em L*(Q) e H,(Q) da
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diferenca entre u e PAu e em todas estas estimativas surgiu a ordem
inversa dos autovalores. Nesta etapa as dificuldades enfrentadas nao foram
no ambito da teoria, mas sim, da técnica, devido ao uso das propriedades
do operador PAu .

Na demonstracdo do resultado principal uilizou-se o Método de
Galerkin juntamente com o operador PAu e na etapa final o resultado
utilizado possuia uma desigualdade diferencial (veja Lema 3.2.1)

O resultado mostrado neste trabalho tem uma aplicacdo direta na
ordem da convergéncia de um método numérico, como por exemplo, o de
elementos finitos, ou outro, com base no Método de Galerkin sugerindo o
uso de autofungdes onde a seqiiéncia inversa dos autovalores convergem
para zero de forma mais rdpida possivel (dependendo do dominio
considerado).

A maior dificuldade surgida durante este estudo foi na obtencdo de
estimativas adequadas para expressoes envolvendo o operador PA
diferentemente de uma situacdo mais geral onde poderiam ser utilizadas
como fungdes bases um outro conjunto qualquer de funcdes (veja pp. 283 a
289 de Temam [9 ]).

Como sugestdes para trabalhos originais futuros pode-se citar:

- Obtencao de estimativas de erro para normas mais exigentes em espacos
de Sobolev ( com um conseqiiente aumento de exigéncia nas hipoteses

dos dados iniciais);

- Obtengao de estimativas de erro para outras equagoes relacionadas com
a equacao de Navier-Stokes, cita-se equag¢do para fluidos nao-
homogéneos, equagdao para fluidos em meios porosos granulares,

equagdo de Burgers, etc.
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