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RESUMO

Associadas a um grafo G, temos a matriz de adjacéncia A(G) e a matriz
laplaciana L(G). Este trabalho descreve algumas propriedades dessas matrizes e de
seus autovalores em relagao a caracteristicas estruturais do grafo. Veremos que, em
geral, somente o espectro de G, isto é, conjunto de autovalores de A(G), nao é capaz
de revelar todas as informacoes a respeito do grafo.

Apresentaremos também uma nova cota superior para a soma dos k
maiores autovalores laplacianos de uma arvore com n vértices, para k € {1,...,n}.
Esse limite nos permitird demonstrar que, dentre todas as arvores de n vértices, a
arvore com energia laplaciana maxima é a estrela S,, o que foi conjecturado por

Radenkovi¢ e Gutman [18].



ABSTRACT

Associated with a graph G, we have the adjacency matrix A(G) and
the Laplacian matrix L(G). This work relates properties of these matrices and their
eigenvalues to structural characteristics of the graph. We will see that, in general,
the spectrum of G, namely the set of eigenvalues of A(G), does not reveal all the
information about the graph.

We will also present a new upper bound on the sum of the k largest
Laplacian eigenvalues of a tree with n vertices, where k € {1,...,n}. This result is
used to establish that the n-vertex star S, has the highest Laplacian energy over all
n-vertex trees, which answers affirmatively to a question raised by Radenkovi¢ and

Gutman [18].



1 INTRODUCAO

Seja G = G(V, E) um grafo, onde V' é um conjunto finito cujos elemen-
tos sao denominados vértices e £ é um conjunto de subconjuntos de dois elementos
de V denominados arestas. Os vértices de um grafo sao costumeiramente represen-
tados graficamente por pontos e as arestas por ligacoes entre esses pontos, como
exibido na Figura 1.1. Outra maneira de representar grafos ¢ através de matrizes.
Neste trabalho, trataremos desses objetos de um ponto de vista algébrico, a partir
de propriedades de matrizes associadas a ele. Por exemplo, a matriz de adjacéncia
de um grafo G com n vértices, com conjunto de vértices V = {vy,...,v,}, & a matriz
quadrada A(G) de ordem n com elementos

1, sew; e v; sao adjacentes;
CLZ‘j =
0, caso contrério.

Devido ao fato de que uma série de propriedades de um grafo podem
ser deduzidas a partir do espectro de matrizes associadas a ele, tal ramo da Teoria
dos Grafos é denominada Teoria Espectral dos Grafos.

A Teoria Espectral de Grafos teve sua motivacao na Quimica e na Teo-
ria Quéantica. Por exemplo, pode-se representar uma molécula de hidrocarboneto
por um grafo, tomando os 4tomos de carbono como vértices e as ligacoes quimicas
entre esses atomos como arestas. Em 1931, Hiickel [10] verificou que os autovalores
deste grafo estavam relacionados com a energia dos elétrons 7 associada a molécula.
Com os artigos matemaéticos de Collatz e Sinogowitz |4] e de Cvetkovi¢ [5], dos anos
de 1957 e 1971, respectivamente, houve a fundamentacao tebrica do tema.

Nesse trabalho, o nosso foco é relacionar propriedades entre o grafo e
seu espectro. Veremos que ha uma série de propriedades de grafos que podem ser
deduzidas de seus autovalores, e vice-versa. Mas, em geral, grafos ndo sao univoca-

mente determinados a partir do seu espectro. Também estudaremos um problema



Figura 1.1: Exemplo de um grafo

especifico envolvendo autovalores laplacianos de um grafo, que consiste em uma

contribuigao original do nosso trabalho.

O espectro de um grafo é o conjunto dos autovalores de sua matriz de
adjacéncia. Podemos verificar varias propriedades dos grafos analisando a propria

matriz de adjacéncia (A), o seu polindémio caracteristico
PeA) = X"+ a A" P a4 ap A+ ay,

ou os seus autovalores como, por exemplo,

o nimero de arestas ¢ igual a —ao, e também igual & metade da soma

dos quadrados dos autovalores;
e o niimero de tridngulos ¢ igual a —%, e também igual a %tr(A3);

e 0 clemento 75 da matriz A' indica o nimero de cadeias de comprimero

t entre o i-ésimo e o j-ésimo vértices do grafo;

e 0 maior autovalor estd entre o grau médio e o grau méximo, onde o

grau de um vértice é o nimero de vértices adjacentes a este;

e o quadrado do maior autovalor esta limitado superiormente por 2m (1 — l),

n

onde m o ntimero de arestas e n o nimero de vértices do grafo;

e um grafo ¢ bipartido se, e somente se, possui espectro simétrico em

relacao a zero.



Se ha uma ligagao tao intima entre o grafo e seus autovalores, é possivel
obter o grafo a partir de seu espectro? Em outras palavras, é possivel determinar
univocamente um grafo a partir do seu espectro, a menos de isomorfismos? Em
geral, nao conseguimos. Apresentado um espectro de grafo, nem sempre podemos
identificar o grafo que possui esse conjunto de autovalores como seu espectro. Por
exemplo, os grafos bipartidos K3g e K6 U K;, embora um deles seja conexo e o
outro nio, possuem o mesmo espectro {1/24,0,0,0,0,0,0,0,0,0, —v/24}. Portanto,
nem todas as propriedades do grafos sao alcangadas pelos autovalores, e observando
a Figura 1.2, nem mesmo a conexidade pode ser verificada, no caso geral. Esse
resultado serd discutido no Capitulo 2, assim como as propriedades enunciadas an-

teriormente.

Figura 1.2: Grafos Ks3g e K46 U K; co-espectrais

Por outro lado, veremos que existem familias em que é possivel carac-

terizar o grafo pelo seu espectro, como as estrelas S,41, com p primo, por exemplo.

Uma outra matriz utilizada para estudar um grafo ¢ sua matriz lapla-
ciana, que serd definida no Capitulo 2. O espectro laplaciano, conjunto de autova-
lores da matriz laplaciana do grafo, determina outras propriedades das estruturas
dos grafos. Por exemplo, verificamos o nimero de componentes conexas do grafo

simplesmente olhando para a multiplicidade do autovalor laplaciano zero.



Baseado nos resultados de Hiickel, que relacionavam a energia total dos
elétrons m com a soma dos valores absolutos dos autovalores, Gutman |7]| definiu a

energia de um grafo G por
n

E(G) :Z’)\i‘>

i=1

onde A; sao os autovalores de G. Naturalmente esse conceito nao ficou restrito
somente aos grafos moleculares (aqueles que representam moléculas) e foi estendido
a qualquer grafo. Em geral nao conseguimos obter o valor exato da energia de
um grafo, pois nao se conhece uma ferramenta para calcular exatamente todos os
autovalores (raizes do polindémio caracteristico). Contudo, é possivel encontrar cotas
superiores e inferiores para o valor da energia em termos das caracteristicas do grafo,
como o numero de arestas e vértices, por exemplo.

Anos mais tarde, criou-se o conceito de energia laplaciana, relacionada

com os autovalores laplacianos do grafo (1;), definida por
EL(G) =) |mi—d|,
i=1

onde d é a média dos graus dos vértices de G.

Um dos problemas em aberto em Teoria Espectral de Grafos é a busca
pelo grafo que possui a maior energia, dentre todos os grafos com um determinado
namero de vértices. Esse problema foi resolvido para as arvores (grafos conexos sem
ciclos) em [7], verificando-se que a energia de qualquer arvore T' com n vértices esté

entre a energia do caminho (P,) e da estrela (S,,):
E(Sn) < E(T) < E(Pn).

Fazendo uma analogia entre energia e energia laplaciana, ambas sao a
soma do valor absoluto da diferenca entre o autovalor e sua média. Para grafos
em geral, parece haver uma conexao entre energia e energia laplaciana. Inclusive,
para grafos k-regulares, a energia é igual & energia laplaciana. Porém, Radenkovié¢
e Gutman [18] calcularam a energia laplaciana de arvores com até 17 vértices e

verificaram que havia uma ordem inversa nas arvores quando comparada com a



energia (usual). Com base nesses dados, presumiram a seguinte:

Conjectura: Seja T uma drvore com n vértices. Entao

EL(Pn) < EL(T) < EL(Sy).

O resultado principal do presente trabalho ¢ a demonstracao da cota
superior dessa conjectura. Com esse intuito, vimos a necessidade de encontrar uma
cota superior para a soma dos maiores autovalores laplacianos de uma arvore. Dada
uma arvore 1, sejam 1 > o > ... > i, 0s seus autovalores laplacianos. Haemers,
Mohammadian e Tayfeh-Rezaie apresentam em [9] um limite superior para a soma

dos k maiores autovalores laplacianos de T"
k
Zﬂige(T)+2k—1:n+2k‘—2, (1.1)
i=1

onde e(7) é o nimero de arestas da arvore 7. Para demonstrar a cota cuperior da

conjectura, melhoraremos a cota de (1.1).

Teorema 1. A soma dos k maiores autovalores laplacianos de uma drvore T, com

n vértices, estd limitada por

k
2k — 2
Su(T) = pi<n+2k—2- ,

- n
=1

valendo 1qualdade somente para k =1, com T uma estrela.

Esse resultado traz como consequéncia a desigualdade

E(T) < EL(S,),

para toda arvore T com n vértices.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos. No segundo capitulo
apresentamos alguns resultados cléssicos da Teoria Espectral acerca de polin6mios
caracteristicos e de autovalores, usuais e laplacianos. Procuramos demonstrar as

proposicoes de maneira detalhada para facilitar a leitura.



O espectro de grafos bipartidos é discutido em especial: dado um es-
pectro de um grafo, esse é o espectro de um grafo bipartido se, e somente se, os
autovalores sao simétricos em relacao a zero. Contudo, no conjunto dos grafos bi-
partidos, existem grafos diferentes, mas que tém o mesmo espectro. Isso ocorre para
alguns grafos bipartidos completos K, onde |t — s| > 4. Para estrelas S.;1, onde

¢ ¢ um nimero composto, podemos sempre encontrar outro grafo bipartido com o

mesmo espectro, mas que nao ¢é isomorfo a S,y ;.

O objetivo das secoes subsequentes é demonstrar o Teorema 1. No
Capitulo 3, sao apresentadas trés ferramentas que vao nos auxiliar na demonstracao
desse teorema. Duas dessas ferramentas sao algoritmos, apresentados por Jacobs,
Machado e Trevisan em [11] e por Jacobs e Trevisan em [12], para o céalculo do
polinémio caracteristico (usual e laplaciano) sem a necessidade se explicitar a ma-
triz de adjacéncia ou laplaciana, e para determinar o nimero de autovalores (usuais
e laplacianos) maiores do que um certo valor dado. A terceira ferramenta ¢ uma
equivaléncia entre o espectro laplaciano de uma &rvore e a uniao de espectros de

matrizes de ordem menor, apresentado por Rojo em [19].

Por fim, é obtida a nova cota superior para a soma dos k£ maiores auto-
valores laplacianos de arvores. A demonstracao desse resultado é mais trabalhosa
do que para a cota em (1.1).

Inicialmente verificamos a validade da desigualdade para grafos simples,
cujo espectro laplaciano pode ser aproximado de forma suficientemente precisa. De-
pois partimos para o caso geral, usando a mesma técnica da cota inicial, que consiste
em retirar uma aresta nao incidente a uma folha para transformar a arvore T em
uma floresta F' de duas arvores, sobre as quais podemos aplicar a hipotese de in-
ducdo. Com o auxilio de teoremas da Algebra Linear sobre a soma de autovalores de

matrizes, bem como de lemas auxiliares, conseguimos provar os varios casos abertos



pela cisao de T', exceto para uma situacao particular.

Resta-nos o caso em que T tem a propriedade de que, para toda es-
colha de aresta nao incidente a uma folha, a floresta F' é sempre formada pela uniao
(disjunta) de uma estrela e uma arvore que nao ¢ estrela. Para esse conjunto de
grafos, denotado por F, é preciso uma anélise mais minuciosa a fim de concluirmos
a demonstracao da nova cota. Dividimos o conjunto F em trés subconjuntos, em

funcao do diametro das arvores que a eles pertencem
Fi:=A{T € F: diametrode T'=d}, de€{4,5,6}.

Para demonstrar a validade do Teorema 1 para arvores em Fy, F5 e Fg

recorremos ao uso das ferramentas do Capitulo 3.



2  TEORIA ESPECTRAL BASICA

As defini¢oes e os resultados iniciais da Teoria Espectral de Grafos

apresentados nesse capitulo sao baseados no livro de Abreu et al. [1].

2.1 Definigoes iniciais

Defini¢ao 1. Um grafo é um par ordenado G = G(V, E), onde V é um conjunto
finito cujos elementos sao denominados vértices e E& € um conjunto de subconjuntos

de dois elementos pertencentes a V' chamados de arestas.

Para um elemento e = {u,v} € E, dizemos que e é incidente em u e v.
E também, quando ha uma aresta incidindo em dois vértices, dizemos que estes sao
vértices adjacentes ou vizinhos. Denotamos por e(G) = |E| o ntimero de vértices do
grafo G.

Vamos considerar neste trabalho somente grafos simples, isto é, sem
lagos (arestas ligando um vértice a ele mesmo), sem arestas multiplas (varias arestas

incidentes em um mesmo par de vértices) e sem orientagao.

€1 ez
b c
€3
€4 e5
d e
Bg

Figura 2.1: Representacao de um grafo



FEzemplo 1. Na Figura 2.1 temos um grafo com conjunto de vértices V = {a, b, ¢, d, e},
e conjunto de arestas £ = {eq, eg, €3, €4, €5,¢6}. Nesse caso, a aresta e; = {a, b} in-

dica que os vértices a e b sao adjacentes.

Definigao 2. O grau do vértice v, indicado por d(v), € o nimero de vértices adja-

centes a v no grafo.

Por exemplo, no grafo da Figura 2.1, o grau do vértice a é dois, pois

somente os vértices b e ¢ sao adjacentes a a.

Definicao 3. Uma cadeia de vy a vy é uma sequéncia vi,vs, ...,V de vértices de
um grafo tal que {v;,vi1} € E (v; e viy1 sao adjacentes) para 1 <i < k—1. Un
caminho € uma cadeia de vértices distintos. Cadeias onde o primeiro e o ultimo
vértices sao 0s mesmos sao denominadas cadeias fechadas. Um ciclo € um caso
especial de cadeia fechada onde todos os vértices sao distintos. O comprimento de

uma cadeia € definido como o niumero de arestas que nela ocorre.

A cadeia vy, v9,v4, U5 tem a mesma representacao no grafo do que a
cadeia vs, v4, V9, v1, por exemplo. Mas em alguns casos queremos considera-las dis-
tintas, pois sao definidas por sequéncias diferentes. Nesse caso, atribuimos o adjetivo
rotulado. Outro exemplo, um tridangulo num grafo pode ser representado por seis

ciclos (rotulados) distintos.

Definicao 4. Dizemos que um grafo G € um grafo conexo quando existe um caminho
ligando um par qualquer de seus vértices. Caso nao existir tal caminho, dizemos que

o grafo é desconexo.

Em um grafo desconexo G(V, E), dizemos que G'(V', E') é uma compo-
nente conera de G, onde V! CV e ' C E, se G' é conexo e subgrafo maximal de G,
isto ¢, nao existe grafo conexo H(V*, E*) com V* C Ve E* C E tal que V' C V* e
E' C E*.
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Definicao 5. Um grafo completo € aquele em que todos os vértices sao adjacentes.

Usualmente esse tipo de grafo, com n vértices, é denotado por K,.

Definicao 6. Um grafo k-regular, ou regqular de grau k, € aquele em que todos os

vértices possuem o mesmo grau, e este igual a k.

FEzemplo 2. Os grafos K,, sdo (n — 1)-regulares. Na Figura 2.2 temos o grafo K,

que é 4-regular.

Figura 2.2: Grafo K5

Definicao 7. Dizemos que um grafo G é bipartido se pudermos expressar o conjunto
V' dos vértices como uma uniao disjunta de dois conjuntos V =V, U V,, tais que

nao haja vértices adjacentes em cada conjunto V;.

Indicamos por K,, ,, o grafo bipartido completo que possui n; vértices

1,2
no conjunto Vi e ngy vértices no conjunto V5, e que cada vértice de um conjunto é

adjacente a todos os vértices do outro conjunto. Esse grafo possui n; - ny arestas.

Lema 1. Um grafo € bipartido se e somente se nao possui cadeias fechadas de

tamanho impar.

Demonstracao: Supondo que o grafo GG é bipartido, podemos separar os vértices
em dois subconjuntos disjuntos V; e V5. Se GG possuir uma cadeia fechada de tamanho
n, ele serd C), = vov1vs . .. v,_1v,. Supondo, sem perda de generalidade, que vy € V7,

entao v; € V5 e novamente v, € V4. Temos que v; € V5 se e somente se ¢ é impar.
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Para fechar a cadeia, precisamos que v, = vy € Vi, ou seja n é par. Portanto, as
? J ?
cadeias fechadas tém tamanho par.
Vamos supor agora que G, grafo conexo, nao possui cadeias fechadas

de tamanho fmpar. Seja vy um vértice do grafo, e vamos definir que vy € V; e

v € V] se e somente se existe cadeia de tamanho par entre vy e v;

v € V5 se e somente se existe cadeia de tamanho impar entre vy e v.

Se existir w € V1 N V5 entao existe uma cadeia P; de tamanho par entre
de vy a w, e existe uma cadeia P, de tamanho impar entre w e vy. Concatenando
essas cadeias, temos que P; P, é uma cadeia de vy a vy de tamanho impar, ou seja, o
grafo contem uma cadeia de tamanho impar. Portanto V; NV, = (), o que nos da a
biparti¢cao. No caso de (G nao ser conexo, basta verificar que, para cada componente
conexa, o grafo é bipartido, e unir os subconjuntos de vértices das componentes

conexas.

0

Ezemplo 3. Na Figura 2.3 temos o grafo bipartido completo K3 4.

Figura 2.3: Grafo K34

Definicao 8. Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos. Uma uniao de drvores é

denominada floresta. Os vértices de grau um sao chamados de folhas.

Lema 2. Uma drvore de n vértices possut m =n — 1 arestas.

Demonstragao: FE evidente que para uma arvore com um ou dois vértices teremos

zero ol uma aresta, respectivamente. Vamos supor que é valido que, para uma arvore
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com até ng < n vértices, m = ng — 1.
Tomando uma arvore com n vértices e retirando uma aresta, teremos
duas componentes conexas com ni e ng vértices e com m; e mo arestas. Assim, o

numero de arestas da arvore de n vértices é
m=mi+mog+1l=mn—1)+Mme—1)+1=n-—1

E por indugao concluimos a demonstragao.
U
Definigao 9. Sejam G = G1(V1, E1) e Gy = Go(Va, Ey) dois grafos que nao pos-
suem vértices em comum, ou seja Vi N Vy = (). A unido desses grafos é o grafo

G1 UGy onde V1 U Vs sao seus vértices e By U By as arestas.

Defini¢do 10. O grafo complementar de um grafo G = (V, E) € o grafo G = (V, E),
onde um par de vértices é adjacente em G se e somente se nio o for em G, ou seja

{vi,v;} € E se e somente se {v;,v,;} ¢ E.

Note que, se tomarmos o complementar do grafo complementar, teremos
novamente o grafo inicial. Além disso, se sobrepusermos as representacoes de um

grafo G e seu complementar G, teremos o grafo completo.

Ezxemplo 4. Na Figura 2.4 temos um par de grafos complementares.

Figura 2.4: Grafo e seu grafo complementar
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2.2 Matriz de Adjacéncia

Defini¢ao 11. Dado um grafo G = (V, E) com n vértices e conjunto de vértices
V = {vy,...,v.}, a matriz de adjacéncia associada A(G) é uma matriz quadrada
de ordem n, com elementos

1, sew; ew; sao adjacentes;

aij =
0, caso contrdrio.

A matriz A(G) é uma matriz simétrica, pois a qualidade de vértices
serem adjacentes é simétrica, assim a;; = a;;. Como sabemos, dos resultados de
Algebra Linear, essa matriz A(G) tem todos os seus autovalores reais (Proposicio
28 no Apéndice). Para cada ordenacdo dos vértices poderemos ter uma matriz de
adjacéncia distinta.

Note que com essa definicao, a soma dos valores das entradas de cada

linha (ou coluna) é igual ao grau do vértice relacionado com essa linha (ou coluna).

2.2.1 Polinémio caracteristico

Definigao 12. Associado & matriz de adjacéncia de um grafo G, podemos definir

o polinémio caracteristico do grafo G, que € o polindmio caracteristico da matriz

A(G), definido como Pg(\) = det(A — A(G)).

Vale lembrar que o polinémio caracteristico do grafo G' é unicamente
determinado, pois, apesar da matriz A(G) depender da ordenagao dos vértices de
(G, essas muitas matrizes de adjacéncia de G podem ser obtidas uma da outra por
operacoes elementares de matrizes, e portanto o determinante permanece inalterado.
Em outras palavras, dadas duas matrizes de adjacéncia de G, A; e A,, existe uma

matriz B de mudanga de base (uma matriz de permutagio) tal que A; = B~'A,B.
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Assim vemos que

Pi(\) = det(A — A
— det(AB"'IB — B'A;B)

(
(

= det(B YA — A,)B)

= det(B ") det(M — Ay) det(B)
(

= det(A] — Ay) = Py, (N).

Exemplo 5. Considere o grafo da Figura 2.5. Sua matriz de adjacéncia é

0111
1000
A(G) =
1001
1010

e Pg(\) = M —4)% — 2\ + 1 é o seu polindémio caracteristico.

Figura 2.5: Exemplo para matriz de adjacéncia

Veremos agora algumas propriedades que relacionam o grafo com seu
polindémio caracteristico. O resultado a seguir é um dos primeiros que ligam elemen-

tos algébricos do grafo com a sua geometria.

Proposicao 1. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e seja
PeA) = X"+ a A" P a4 ap A+ ay,

o polinémio caracteristico de G. Entdo os coeficientes de Pg(\) satisfazem:



(i)
(ii)
(iii)
(iv)
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a; = O,
ay = —m;
az = —2t, onde t € o numero de tridngulos do grafo;

a, = (—1)"det(A(G)).

Demonstracao: Da Algebra Linear, sabemos que podemos usar menores princi-

pais para calcular o polindmio caracteristico, assim “(—1)'a; = soma dos menores

principais de A(G) com i linhas e i colunas”. Um menor principal de A(G) com 7 li-

nhas e i colunas ¢ o determinante de qualquer submatriz principal de A(G) retirando

n — ¢ linhas e as correspondentes n — ¢ colunas. Portanto

(1)

(iii)

Uma vez que a diagonal de A(G) é formada por zeros, temos que todos
0s menores principais com uma linha e uma coluna sao zero. Assim,

somando-os teremos a; = 0.

Tomando os menores principais de duas linhas e duas colunas, s6 havera
duas op¢oes possiveis, ji que a matriz A(G) é simétrica. Uma opgao

é a submatriz 2 x 2 nula cujo determinante é zero. A outra é a sub-

01
matriz que possui determinante —1. Esta matriz representa

10
justamente uma aresta entre os vértices das respectivas linhas/colunas.

Somando todos teremos o niimero de arestas. Ou seja, (—1)%ay =

(=1) - |E| = (=1)m. Logo ay = —m.

Existem seis possibilidades para menores principais de 3 linhas e 3 colu-
011

nas. Dessas, apenas uma tem determinante naonuloqueé |1 (0 1

1 10
Essa situacao representa trés vértices mutuamente adjacentes, isto é,

um triangulo. Como o valor do determinante dessa submatriz é 2,

temos que (—1)3a3 = 2 - t. Logo az = —2t.
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(iv) Basta notarmos que o menor principal com n linhas e n colunas é jus-

tamente a matriz A(G). Portanto (—1)"a, = det(A(G)). -

2.2.2 Espectro de um grafo

Definigao 13. Dado um grafo G, definimos como espectro de G (spect(G)) o mul-
ticonjunto das raizes do polinémio caracteristico, lembrando de suas respectivas mul-

tiplicidades.

Em outras palavras, o espectro do grafo GG sao os autovalores da matriz
de adjacéncia. Como A(G) é uma matriz simétrica, todos os seus autovalores sao
reais (veja Proposigao 28 no Apéndice). Por conveniéncia, costumamos ordenar o
espectro em ordem decrescente A\; > Ay > ... > \,. Algumas vezes, para represen-
tar o espectro, também ¢é usada a notacao de matriz de duas linhas: na primeira
linha aparecem os autovalores e na segunda linha aparecem as multiplicidades desses
autovalores na coluna correspondente.

O espectro de um grafo é tnico, independentemente da ordenacao dos

vértices, pois o polindmio caracteristico é tnico.

Exemplo 6. Para o grafo da Figura 2.5, o espectro pode ser aproximado por
{2,1701 ; 0,3111 ; -1 ; -1,4812}. Note que para esse exemplo todos os autovalores

tém multiplicidade um. Na segunda notacao, o espectro pode ser representado por
2,1701 0,3111 —1 —1,4812

1 1 1 1

Em geral, é muito dificil encontrar o espectro exato de um grafo, pois
temos o trabalho de encontrar as raizes de um polinémio de grau igual ao nimero de
vértices. Podemos tentar achar aproximagoes para essas raizes com algum algoritmo
numérico, ou, as vezes, com alguma técnica algébrica. Mais adiante, conseguiremos

explicitar o espectro de algumas classes de grafos. H4 alguns softwares disponiveis na
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internet de forma gratuita que auxiliam na manipulacao de grafos, como o NewGraph

120].

Os proximos resultados mostrarao propriedades dos elementos do es-

pectro de um grafo relacionadas as caracteristicas geométricas desse grafo.

Proposicao 2. O numero de cadeias de comprimento  ligando os vértices v; e
v; em um grafo G é dado pelo elemento ij da matriz A*, onde A é a matriz de

adjacéncia de G.

Demonstracao: O resultado vale para ¢ = 1, pois as cadeias de tamanho um
entre v; e v; sao as arestas, e a existéncia delas ¢ indicada pela entrada a;; da matriz
de adjacéncia A(G), por defini¢ao.

Supondo que o resultado é valido para a matriz A’, queremos encon-
trar o nimeros de cadeias de tamanho ¢ + 1 ligando v; a v;. Esse ntimero pode
ser calculado somando as cadeias de tamanho ¢ que vao de v; a vy, (indicado por
(A%, =< e;, Aley, >, onde e, é 0 k-ésimo vetor da base canodnica), para todos os
vértices vy, adjacentes a v; (qualidade indicada por ay;),

n

Z<€Z‘, A€€h>ahj = <€Z‘AZ7 A6j> = (A€+1)ij-

h=1

A igualdade pode ser confirmada observando que a soma dos produtos

identifica o produto da i-ésima linha de A® com a j-ésima coluna de A. Portanto,
por indugao em ¢, concluimos o resultado.

O

Proposicao 3. Seja G um grafo com n vértices e m arestas, e sejam Ay > Ao >

... > A\, 0s autovalores de G. Seja Ty o nimero de cadeias fechadas (rotuladas) de

comprimento { em G. Entao

(i) To=tr(AY) = 30, Ai;
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(ii) 3 iy Xi = 0;
(i) tr(A%) =" A\ =2m;
(iv) se G é um grafo k-regqular, entio Y ;| N} = kn;

(v) tr(A3) = 6t, onde t é o miimero de tridngulos do grafo.

Demonstragao: Pela Proposicao 2, o niimero de cadeias de v; a v; de tamanho
¢ é ignal a (A%);. Somando esses termos para todos os vértices do grafo, teremos a
igualdade referente a definicao de T;. Por outro lado, o traco de um operador linear
(no nosso caso a matriz A) é invariante por mudanga de coordenadas (Lema 13 no
Apéndice), e sabendo que A (e suas poténcias) é semelhante a matriz diagonal com
os seus autovalores (e suas poténcias), teremos a segunda igualdade do item (i).
Os demais casos sdo casos particulares. Em (ii) tomamos ¢ = 1, e
somamos a diagonal principal de A(G) que é formada por zeros. Em (iii), note que
uma cadeia fechada de comprimento dois representa uma aresta. Quando somarmos
todas essas cadeias teremos o dobro do niimero de arestas do grafo, pois cada aresta
estd sendo contada duas vezes: uma v; — v; — v; e outra v; — v; — v;. Em
(iv) cada um dos n vértice possui k arestas incidentes, somando todas teremos duas
vezes o nimero de arestas (cada uma contada duas vezes), logo kn = 2m. Para (v)
as cadeias fechadas de comprimeto trés sao os triangulos e, como cada triangulo é

contado de 3!=6 maneiras distintas, segue o resultado.
OJ

Com esse resultado, podemos dar uma condigao para verificar se um
dado grafo G é ou nao conexo. Seja n o nimero de vértices desse grafo G. Para que
G seja conexo, para qualquer par de vértices deve haver um caminho os ligando, mais
precisamente uma cadeia. Essa cadeia pode ter tamanho, no méximo, igual a n — 1
(no caso de todos os vértices serem necessarios). Considere B = A+ A% +. .. + A" L.

Se B tiver todas as suas entradas nao nulas entao GG é conexo. Caso B tenha alguma
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entrada nula, digamos na posigao ij, € porque nao ha cadeia ligando os vértices v; e

v; de qualquer tamanho, ou seja, G' é desconexo.

Proposicao 4. Se G € um grafo com maior autovalor \{, entdao
J S )\1 S A?

onde d € a média dos graus dos vértices, e A € o grau mdzrimo.

Demonstragcao: Assumindo que G tenha n vértices e sendo A a matriz de ad-

jacéncia de G, podemos escrever (usando a Proposicao 29 no Apéndice)

2T Ax
)\1 = Imax T
lz|20 xlx
Usando o vetor 1= [1,..., 1], obteremos a primeira desigualdade

1741 1 1 < .
R Y X B R
Para a segunda desigualdade, definimos uma funcao

N(M) = max E Mij s

1<i<n

para M = (m;;) matriz de ordem n. Usando o Teorema de Perron-Frobenius na
matriz A que é irredutivel (veja no Apéndice, Teorema 14), associado ao autovalor

A1 temos um autovetor com todas as entradas do mesmo sinal (escolheremos o vetor

u com entradas > 0). Seja X = | u wu ... u |, a matriz com n copias de u como

vetores coluna. Como Au = A\ju, temos que AX = \; X. Portanto
MN(X) =N\ X) =N(AX).

A maior soma de linhas da matriz AX ocorre para uma certa linha k& da matriz.

Seja H ={j : Ay; = 1}. Assim

N(AX) = nZu, < nZu* = d(vg)nu, = d(vg) N(X),

i€EH 1€H
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onde u, é a maior entrada do vetor u. Temos que

MN(X) = N(AX) < d(vg)N(X)

AL < d(vy) < A
0

Proposicao 5. Se G € um grafo com n vértices, m arestas e com A\ o seu maior

1
n

Demonstracao: Vamos usar a teoria de Multiplicadores de Lagrange. Queremos

autovalor, entao

achar uma cota superior para \; o maior autovalor. Sejam
flzr, ... x,) = x4
g(x1, .. xp) =21+ . F
h(zy,...,20) =212 + ...+ 2, —2m
Para maximizar a fun¢ao f(x) restrita a g(z) =0 e h(x) = 0 (devido a
Proposigao 3), temos a seguinte equa¢ao
Vf=aVg+ BVh,

onde e Bsaoreaise Vf = (1,0,...,0),Vg=(1,1,...,1)e Vh = (221, 223, ..., 21,)
sao os vetores tangentes das fungoes. Assim, temos
Vf=aVg+ pVh

O=a-14+8-2x; 2<i<n

com solugao g # 0, z1 = 12_—50‘ e x; = ;—g onde 2 < ¢ < n. Aplicando na restricao
1-1 L .
g(x) = 0 e h(x) = 0 obtemos a = % e B =1/ 5> Portanto, o miximo de f(x)

ocorre para

11—« 1—% [ 8m / 1
flx)=o, = 2 =5 1_%: 2m<1—ﬁ). -
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Veremos mais adiante que esse limite superior pode ser alcancado por

uma classe de grafos, os grafos completos K.

Proposicao 6. Se o grafo G € a uniao de dois grafos G e Gy disjuntos entao

Pa(\) = Pa, () - Pa,(A).

Demonstracao: Seja A; a matriz de adjacéncia de G; e n; o nimero de vértices.

Assim, uma das matrizes de adjacéncia associada ao grafo G é

Al 0n1 Xng
Ong Xn1 A2

A:

onde os zeros representam uma matriz bloco de entradas nulas, devido a auséncia
de arestas entre os vértices de Gy e Go. Como det(A) = det(A;) - det(As), usando

I, para a matriz identidade de ordem s, teremos

det( My, on, — A) = det(My, — Ay) - det(A,, — Ay)
Pa(A) = Pg,(A) - Pa,(N).

2.2.3 Espectro de grafos especiais

Apresentaremos alguns resultados sobre o espectro de grafos regulares.
Esse tipo de grafo nos fornece um conjunto de informacoes a respeito dos seus auto-
valores e dos autovalores do seu grafo complementar que sao tteis para determinar

precisamente o espectro de alguns grafos especiais.

Proposicao 7. Seja G um grafo k-reqular. Entdo

(i) k € autovalor de G;
(i1) G é conexo se e somente se a multiplicidade de k é um;

(11i) qualquer autovalor A de G satisfaz |\| < k.
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Demonstragao: Seja A a matriz de adjacéncia de G (grafo com n vértices) e 1
o vetor coluna de entradas todas iguais a um. Como o grafo é regular de grau k, a

soma das entradas de cada linha é k. Assim, temos

D1 01j k
Al = : —|:| =k1,

i1 nj k
ou seja, como Al = k1, k é autovalor de G.
Agora, para verificar a dimensao do autoespago associado ao autovalor
k, vamos tomar x= (z1,...,z,) um autovetor associado. Seja s a posi¢ao da maior

entrada em modulo, isto é |z,| > |z;| para todo i. Entao

n

krs = (Ax)s = Z Asj - Tj.

j=1
Desse modo
n
o] + (k= D] = klag] = D ag - 25
j=1
n
< Y aglel = aglz] + ) gl
Jj=1 J#r
< asr|xr’ + Zasj|$s| = asr‘xr| + (k - asr)’xsl

J#T
|| + (k — 1)|zs|, para todo v, adjacente a vg;

k|xs|, caso contrario.

Para v, adjacente a v, a entrada ag. = 1 e portanto |z, < |z,|, que
nos leva a igualdade |z4| = |z,|. Supondo que o grafo G ¢é conexo, todos os vértices
estao ligados uns aos outros por algum caminho, entao percorrendo esse caminho,
concluimos que todos os |z;| sdo iguais ao valor absoluto de x5, que ndo é zero.

Supondo, sem perda de generalidade, que x; > 0, a equagao

n

k!El = (AX)l = Zalixi

i=1
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garante que para todo ¢ tal que v; é adjacente a vy, a entrada z; é positiva, pois s6 ha
k entradas de valor um na primeira (e nas demais) linha da matriz A. Seguindo esse
argumento para os demais vértices, e como o grafo G é conexo, temos que todas as
entradas z; sao positivas. No final temos que x= x,1, e isso nos da que a dimensao
do autoespago associado ao autovalor k£ é um.

Vamos escrever G = |Ji_, G;, com G; as componentes conexas e cada
uma k-regular. Assim k é autovalor de multiplicidade um para cada G;. Pela
Proposi¢ao 6, Pg(\) = [[i_, Ps,(\), 0 que nos da que Pg(\) tera k como autovalor
com multiplicidade . Como queremos que a multiplicidade de £ seja um, concluimos
que r = 1, ou seja, s6 ha uma componente conexa (G é conexo).

Em (iii), vamos tomar o vetor y um autovetor associado a um autovalor
A. Seja s a posi¢ao de entrada maxima em modulo em y, isto é |ys| > |y;| para todo

i. Procedendo de maneira semelhante ao item (ii), teremos

Alysl = [(Ay)sl =D ay; - sl
j=1
< Zasj|?/j| < Zasj’ys’
j=1 j=1
= klysl.
Portanto |A| < k, qualquer que seja o autovalor A de G. -
Proposicao 8. Seja G um grafo k-reqular com n vértices e autovalores k, g, A3, ..., A\,.

Entao G e seu grafo complementar G possuem os mesmos autovetores, e 0s autova-

lores de G sdon —k —1,—1 — Xy, —1 — X3,...,—1 — \,.

Demonstracao: Primeiramente vamos montar a matriz de adjacéncia do grafo

complementar A(G). Podemos expressi-la por
AG)=J—1—-AG)

onde J é a matriz quadrada de ordem n com um em todas as entradas e [ a matriz

identidade de ordem n. Seja {1, us, ... u,} uma base ortogonal de autovetores de
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A(G) associada respectivamente aos a autovalores k, A, ..., \,. Como

A(G)1 = k1, teremos
AGN=(J-T-AG)N1=J1-11-AG)1=(n—-1-k)1,

ou seja, 1 é autovetor associado ao autovalor (n — k — 1) de G. Tomando agora um

dos demais autovetores u;, obtemos

e portanto u; é autovetor de G associado ao autovalor (—1 — )\;). Vale lembrar que

os vetores 1 e u; sdo ortogonais ((1,u;) = 0), por isso a parcela J - u; se anula.
O

Ezxemplo 7. Vamos calcular o espectro da familia de grafos K,,. Inicialmente consi-
deremos G o grafo com n vértices mas sem arestas (chamado de grafo trivial). Para
esse grafo, a matriz de adjacéncia ¢ a matriz nula, e o seu polinémio caracteristico
¢ Pg(\) = A™. Portanto seu espectro é o multiconjunto com n zeros ({0,0,...,0}).

Considere agora G. Esse grafo é justamente K,,. Pela Proposicio 8, os
seus autovalores saon—0—1,—1—-0,—1—-0,...,—1—0. Portanto, o especro de K,

é o formado pelos ntimeros n — 1 com multiplicidade um, e —1 com multiplicidade

n—1 -1
n — 1 e podemos representa-lo pela matriz
1 n—1

Z) = n(nz_l)'

Para o grafo K,,, o nimero de arestas que ocorrem é m = (

Buscando o limite superior dado pela Proposicao 5, temos

e fon (12 = ot

e ¢ justamente esse o valor do maior autovalor de K.

Proposicao 9. Seja G um grafo bipartido. Entao \ € autovalor de G se e somente

se —\ também € autovalor de G. Além disso, A e —\ tém a mesma multiplicidade.

Demonstracao: Separando os vértices em dois conjuntos disjuntos V; e V5, tais

que os vértices de V] nao sao adjacentes, e nem os vértices de V5, tenham arestas
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entre si, enumeramos em primeiro lugar os ny vértices de V; e depois 0s no vértices

de V5. Assim, a matriz de adjacéncia de G tera a forma

0 B

AG) =
BT 0

onde o0s zeros representam matrizes com entradas iguais a zero.

Seja A um autovalor de G associado ao autovetor x = [z, ..., Tpn,, Y1, - ..
Portanto
Y1 Ty
IAT1, o AT AL, - AUy = A(G)x = |B| ¢ |, BT
Yns Ty
Considere o vetor X = [T1,...,Zn,, —Y1,--., —Yny]. Vamos buscar um

autovalor associado a esse vetor

—Uh 1
AGx = |B|  |,B"
—Yns Ty
= [=Az1,. ., = ATuy, AL, - Ay
= (_)\)['xla"'7xn17_y17"'7_yn2] = (_)\)5{7
ou seja, —\ também é autovalor de G.
Além disso, para cada autovetor X = [T1,...,Tn,, Y1, -, Yny, COM al-
gum y; # 0, obtemos um autovetor X = [z1,...,%n,, —Y1,---, —Yn,] linearmente

independente, garantindo a mesma multiplicidade dos autovalores A e —A. Se hou-
ver autovetores da forma x = [x1,...,Zn,, Y1, .-, Yn,| com y; = 0 para todo i, estes

devem ser autovetores do autovalor zero.

O

A seguir, mais um exemplo de espectro de uma grafo. O caminho P,
é uma arvore, portanto bipartido. Veremos que seus autovalores sao simétricos em

relagao ao valor zero. Para calcularmos o seu espectro, necessitamos de técnicas

7yn2}‘
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nao tao bésicas. Apresentaremos uma encontrada nas notas de aula de Obata [17]
e outra pode ser obtida no livro de Brouwer e Haemers [2].

Exemplo 8. A matriz de adjacéncia de P, pode ser escrita na forma tridiagonal.
Para o calculo do polindémio caracteristico vamos usar a técnica de cofatores na

primeira coluna e obtemos uma relacao de recorréncia.

z -1
-1 z -1
Pp(2) = det(al — A(P)) = | ©
-1 z -1
-1 =z
r —1 —1
-1 z -1 -1 z -1
- ~ (1)
-1 z -1 -1 z -1
-1 =z -1 =z

= :L‘PPn71 (‘T) - PPn72(x)'

Temos também Pp, (z) = x e Pp,(x) = > —1. Considere que para certo

sen((n+1)0)

sen(s) v Para 0 <6 < m. Assim

valor de z podemos escrever Pp (x) =

Pp, () —xPp, ,(x) + Pp, ,(x) =0

sen(nf) cos(6 en(nfd n(nh) cos(f
: (sen)(e())S( : + COS(TL@) - xsserf(e)) + = (sen)(e())S( = COS(TL@) =0

x = 2cos(h).

Como queremos as raizes do polinomio, precisamos achar 6 tal que
Pp, (x) = 0. Os valores de 6 que zeram o sen((n + 1)) sao 6, = nk—fl Vale lembrar

que as condicoes iniciais sao satisfeitas

Pp,(2cos(0)) = S::n(f:)) = 2cos(h);

Pp,(2cos(0)) = % = 4cos*(0) — 1.
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Portanto, os autovalores do caminho P,, sao

Ajzzcos( )T ) j=1,....n (2.1)

n—+1

Além disso,

1 .
Ant1-j = 2cos (M) = 2cos (7r— J7 )

n+1 n+1

= —2COS( )T )Z—)‘j-
n—+1

2.2.4 Isomorfismo de grafos

Nessa secao discutiremos alguns casos em que podemos extrair infor-
macao suficiente de um espectro de grafo a ponto de obtermos o proprio grafo.
Primeiramente, vamos definir quando dois grafos G; = (V4, Ey) e G = (Va, Es),
com |Vi| = |V;| e |Ey| = |Es|, podem ser considerados iguais, embora possuam

conjunto de arestas distintos.

Definicao 14. Dois grafos G e Gy sao ditos grafos isomorfos quando existe uma
bijecao entre o conjunto de seus vértices de modo que as adjacéncias sejam preser-

vadas.

Ou seja, G; e G9 sao isomorfos quando podemos obter um grafo a
partir do outro fazendo uma nova enumeracao dos vértices. Portanto, as matrizes

de adjacéncia dos grafos sao semelhantes, isto é, existe uma matriz de permutacao

P tal que PTA(G,)P = A(G»).

Definigcao 15. Dois grafos Gy e Gy sao chamados grafos co-espectrais quando tém
0s mesmo autovalores com suas respectivas multiplicidades, ou seja

spect(Gy) = spect(G).

Se dois grafos forem isomorfos, entao eles sao co-espectrais pois matrizes

semelhantes possuem o mesmo polindmio caracteristico. Infelizmente a reciproca nao
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é verdadeira. Isto quer dizer que, embora grafos possam ter o mesmo espectro, nao

necessariamente serao isomorfos.

Exemplo 9. Os grafos na Figura 2.6 sao co-espectrais mas nao sao isomorfos. Um
deles tem um vértice de grau 5, enquanto que o grau maximo do outro grafo é 3.
Ambos os grafos tém polinomio caracteristico P(A) = A6 — TAT —4X\3 —7A\% +4)\ — 1,

calculado diretamente usando as matrizes de adjacéncia.

Figura 2.6: Grafos co-espectrais e nao isomorfos

Com esse exemplo, percebemos que o espectro de um grafo nao pode
fornecer todas as informacoes a respeito do grafo. Em exemplos mais adiante, vere-
mos que nem a conexidade pode ser obtida do espectro, em geral. Mas nem tudo
estd perdido! Para certas familias de grafos, é possivel obter o grafo diretamente do

espectro de maneira Gnica. Vamos em busca de algumas delas.

Proposicao 10. Um grafo G possui um unico autovalor se e somente se G € total-

mente desconezxo, ou seja, G € o grafo trivial.

Demonstracao: Seja G um grafo de n vértices. Se GG possui um tnico autovalor

A, ele possui multiplicidade n. Pela Proposicao 3 temos que

0= i&- = n)\,
=1

ou seja, A = 0. Como A(G) é uma matriz tal que para qualquer vetor v, temos

A(G)v =0, A(G) s6 pode ser a matriz nula (com todas as entradas iguais a zero),
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pois a Gnica matriz semelhante a matriz nula ¢ ela mesma. Assim, a;; = 0 para
1 <i,5 <n. Portanto, nao ha arestas no grafo G.
Por outro lado, se G é um grafo totalmente desconexo, entao sua matriz

de adjacéncia é a matriz nula, e todos seus autovalores sao zero.

O

Proposicao 11. Se um grafo G tem exatamente dois autovalores distintos \; > Ao,
com multiplicidades my e mo, respectivamente, entao G € o grafo reqular de grau A\,

formado por my copias de Ky 1. Além disso, Ay = —1 € ma = my .

Demonstracdao: Seja A = A(G) a matriz de adjacéncia de G, grafo com n
vértices. Como A é diagonalizével, possui polinémio minimo h(x) = (z—\;)(z— A2).

Aplicando esse polindmio para a matriz A, obtemos
A2 - <)\1 + )\2)14 + )\1)\2[ == O

Tomando os elementos da diagonal, temos a relagao (A?)gx + A A2 = 0
para todo 1 < k < n, pois as entradas da diagonal de A sao nulas. Pela Proposicao
2, (A?);y indica o ntimero de cadeias de comprimento dois de vy a v, portanto G
é um grafo regular de grau —\; Ay, pois todos os vértices tém o mesmo nimero de
arestas. Usando a Proposicao 7, —A\1Ay = A1 (0 grau é o maior autovalor). Pela
Proposicao 3 se A\; = 0, entao A\ também se anula, o que contradiz o fato de serem
distintos. Portanto Ao = —1 e G é regular de grau \;.

Usando a equacao acima, para uma entrada ¢j da matriz fora da di-
agonal, obtemos (A?);; = (A1 + A2)(A)i;. Se v; e v; sdo vértices de G que nao sao
adjacentes, entao nao ha caminhos de comprimento dois os ligando. Tomando o
vértice v;, ele é adjacente a \; vértices e esses sdo adjacentes entre si (pois nao pode
haver um vértice adjacente a esses fora do conjunto de vértices adjacentes a v;).
Esses vértices formam uma componente conexa de G com a propriedade de ser \;

regular, ou seja, formam o K, ;. As demais componentes também serao iguais a

K/\1+1'
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Como o autovalor A\; tem multiplicidade um em K, 1, e A\; tem mul-
tiplicidade m; em G, é necessario que G seja formado por m; copias de K, 1.
Com o mesmo raciocinio, o autovalor —1 tem multiplicidade A\ em K, 41, e como

possuimos my copias, segue que Mo = A\my. B

Definicao 16. Dizemos que o grafo G € caracterizado pelo seu espectro se todos os

grafos co-espectrais a G sao isomorfos a G.

Exemplo 10. Os grafos triviais sao caracterizados pelo seu espectro. Os grafos com-
pletos, ou unioes de grafos completos de mesmo grau também sao caracterizados por
seus espectros, basta verificar o espectro usando a Proposicao 6 e notar que grafos

completos s6 sdo isomorfos a eles mesmos.

Vamos analisar a familia dos grafos bipartidos e partir em busca da
caracterizacdo desse conjunto de grafos. Vimos na Proposicao 9 que os grafos bi-
partidos tém espectro simétrico em relacao a zero. A questdo agora é: dado um
espectro simétrico em relacao a zero, que grafos podem té-lo como seu espectro?

Para responder a essa pergunta enunciamos o proximo resultado.

Proposicao 12. Seja C' um multiconjunto de nimeros reais nao vazio tais que, se
x € C entio —x € C. Além disso, a multiplicidade de x € igual a de —x. Se C €

espectro de algum grafo, entao este grafo é bipartido.

Demonstracao: Sejan = |C|. Supondo que C é espectro de um grafo G, entao os
elementos de C' sao os autovalores da matriz de adjacéncia A(G). Pela Proposicao
3, o numero total de cadeias fechados (rotuladas) de tamanho ¢ com inicio (e fim)
no vértice v; é dado pela entrada ¢ da matriz A’. Seja z o ntimero de autovalores
iguais a zero e escolha t = 2k + 1 um ntmero impar. Temos que o nimero de cadeias
fechadas (rotuladas) de tamanho ¢ é igual a

n—z n—=z

2 2

(A = SNBSS L) = 3 (3 )
i=1

i=1 i=1
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Portanto, o grafo nao possui cadeias fechadas de tamanho impar, ou

seja, é bipartido (Lema 1). -

Com esse resultado, temos que a classe dos grafos bipartidos é carac-
terizada pelo seu espectro. Mas isso nao implica que cada grafo dessa familia seja
univocamente determinado pelo espectro. Veremos em seguida que ¢ possivel en-

contrar dois (ou mais) grafos bipartidos nao isomorfos, mas com o mesmo espectro.

Proposigao 13. O grafo bipartido completo K possui espectro {),0,0,...,0,—\},

onde A = +/st.

Demonstracao: Separando os vértices em dois subconjuntos, V; com s vértices e

Vo com t vértices (s + ¢ = n), obtemos a matriz de adjacéncia da forma

0 B
BT 0
onde B é a matriz de ordem s x ¢ com 1 em todas as entradas (todos os vértices de
V1 sao adjacentes a todos os vértices de V3). Tomando e; = (0,...,0,1,0,...,0) o
i-ésimo vetor canodnico, temos que e; —e; para 2 < i < s é autovetor de A, associado
ao autovalor 0. E e,y —¢; para s + 2 < ¢ < n também é autovetor associado ao
autovalor 0. Assim temos que 0 é autovalor com multiplicidade n — 2.

Restam dois autovalores para serem encontrados, e eles satisfazem a
propriedade de somarem zero, portanto sao da forma A e —\. Ha duas possibilidades:
se A = 0, isso implicaria que o grafo é o grafo sem arestas (com n vértices isolados)
0 que nao queremos; entao A # 0.

Fazendo o calculo para encontrar esse autovalor, seja v = (vq,...,0,)

Av = Av e XA > 0. Obtemos um sistema de n equagoes e n + 1 variaveis

v = Z;:s“ vj, paral<i<s;

v =0 v, para s + 1 < i < n;
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e teremos que v é da forma (1,...,1,%,...,%). E quando comparamos com a

equacao Av = A\v, encontramos \ = Sf o que nos da o resultado.
O
Exemplo 11. As arvores sao grafos bipartidos, pois nao possuem ciclos. Em parti-
cular, as estrelas (S,,) sdo bipartidos completos com polinémio caracteristico
[A2—(n—1)]-A""2 (facilmente calculado por determinantes de A\l — A(S,,)) e espectro
vn—1 0 —v/n—1

spect(S,) = ) , ) . (2.2)
n J—

No entanto, os grafos bipartidos completos nao sao, em geral, caracteri-
zados pelo seu espectro. Para a maior parte dos casos é possivel construir um grafo
nao isomorfo mas com o mesmo espectro de K, se nao exigirmos que tal grafo seja

conexo.

Proposicao 14. Seja G um grafo com n vértices e espectro {\,0,...,0, —A\}. Entao

(i) se \* = p primo, entio G = K;,U(n—p—1)K, (grafo estrela e vértices

isolados), para p <n —1;

(ii) se \* = ¢ é composto, entdo G € bipartido e hd no minimo um par de

grafos nao isomorfos mas com o mesmo espectro de G, para ¢ < n—1;

(iit) se A € inteiro e n = 2\, entdo G = K .

Demonstracao: Pela Proposicao 12, o grafo GG é bipartido. Além disso, como
3. A2 = 2m, temos que A? = m é um namero inteiro.
Com uma enumeracao adequada dos vértices, temos a matriz de ad-

jacéncia do tipo
0 B
BT 0

2
|
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onde B é matriz de ordem s X t, com s +t = n. Se o posto de B for zero, entao
teremos que B é a matriz nula e G tera todos seus autovalores iguais a zero. Assim,
tanto B como BT devem ter posto positivo. Como s6 temos 2 autovalores nao nulos
para G, é necessario que o posto de B e de BT seja um. Como B tem posto um,
todas as linhas de B sdo linearmente dependentes, e portanto iguais (pois a matriz
B ¢é formada s6 por zeros e uns). Caso haja uma entrada nula nas linhas de B,
toda a coluna sera de zeros e portanto essa coluna representa um vértice isolado.
Retirando esses vértices isolados, teremos um grafo bipartido completo (pois a linha
de B sera formada por uns).

Resta-nos encontrar o grafo. Por ser bipartido completo K,;, com o

pontos isolados, temos que s.t =\ e s+t +o0 =n.

(i) Se A* = p é primo, entdao s6 ha uma solugao para s.t = p que é s = 1
e t = p (ou vice-versa). Assim, encontramos que G deve ser o grafo
K, (isomorfo a K),;) unido com ¢ = n — p — 1 vértices isolados (que
correspondem a mais o autovalores iguais a zero). Caso p > n entdo ndo
ha grafo que possui o espectro apresentado, pois G possui no minimo

p+ 1 vértices (os vértices de K7 ).

(i) Se A\? = ¢ é nimero composto, entao ha no minimo duas possibilidades
distintas de encontrarmos s e t. Assim, G poderia ser o grafo
K, 4, U(n—s1—11)K; ou o grafo K, ;,U(n—sy—t3)K;. As duas opgoes

sao garantidas uma vez que temos ¢+ 1 < n (max{s; +¢;} =c+1).
(iii) Se A é inteiro e n = 2\ teremos o sistema para resolver
st =\
s+t+4+0 =2\

do qual obtemos a equacao

24 (0 =22t + X2 =0
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que possui solugao real se e somente se g(0 —4\) > 0. Como o nimero
de vértices isolados nao pode ultrapassar 2\, a tnica solugao ¢ o = 0.

Assim, s =t = A, e o grafo é o bipartido completo de ordem A (K ,).

Os espectros da forma {\,0,...,0,—A}, dependendo do nimero de
autovalores, podem nao caracterizar grafos, ou ainda podem nao representar grafos.
Uma observacao importante é que o ntumero de autovalores nao deve ser menor do
que o min{s + t}, para s.t = \2. Para cada espectro desse tipo, podemos procurar
qual o maior nimero de autovalores no espectro para que o grafo seja caracterizado
por esse espectro.

Quando considerarmos a condi¢ao de que o grafo é conexo (o = 0),

entao teremos a caracterizacao pelo espectro pois a solugao do sistema
5.t = \?
s+t=mn

quando existir (s e t inteiros e positivos), é dnica.

Exemplo 12. Se o niimero de autovalores n for grande o suficiente para admitir duas
somas distintas s +¢ < n tais que s.t = A%, teremos a nio caracterizacao. Veja na

Figura 2.7 os grafos K34 U K e Ky, que possuem espectro

{v12,0,0,0,0,0,0, —v/12}.

Podemos concluir que os grafos K, tais que
s+t=min{rx+y:x-y=s-t}

sao caracterizados pelo seu espectro. O grafo K34 é caracterizado pelo seu espectro
que possui sete elementos (min{s + ¢} = 7 onde s.t = 12).

Um problema interessante é buscar, para cada valor de A\, qual o maior
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O

Figura 2.7: Grafos bipartidos co-espectrais e nao isomorfos

numero de vértices admissivel para que tenhamos a caracterizacao pelo espectro.
Para A = v/12 sabemos que é 7, pois para 8 vértices ja temos no exemplo que ha um
par de grafos nao isomorfos mas co-espectrais. Esse ntimero deve ser menor do que a
segunda menor soma de s+, onde st = A%, forcando assim uma tinica decomposicao
de \%. Para A = 5, de 10 até 25 vértices temos a caracterizagiao: Ks;U oKy, onde

o =n — 10. Com 26 vértices, poderiamos ter os grafos K55 U 16K, ou K 95.

Podemos afirmar que uma estrela S,1 = K, é caracterizada pelo seu
espectro se e somente se p é primo. As estrelas cujo ntmero de vértices é igual
ao sucessor de um nimero composto (c) tém seu espectro igual ao de um grafo
K¢ e, Uo Ky,ondecy-cag =ceo =c+1—c —ca. Noexemplo anterior, vimos que
Sog nao é caracterizado pelo espectro.

Os grafos bipartidos completos do tipo K, 44k, coma >2e0 <k <3
sao todos caracterizados pelo seu espectro. Basta notar que nao é possivel obter o
produto a(a + k) com fatores do tipo a+ie a+k — j, parai < j e a > 2. Com
k =4 ou k = 5, temos a nao caracterizacdo somente em dois casos: K¢ (vimos
no exemplo que é co-espectral a K3, U K1) e K3g (co-espectral a K46 U K;). Para
grafos bipartidos completos K;, onde a diferenca |s — | = k > 6, ha no minimo

k—1

LTJ excecoes de grafos que possuem um co-espectral nao isomorfo.
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2.3 Matriz Laplaciana

Introduzimos aqui o conceito de matriz laplaciana de um grafo. Vimos
anteriormente que o espectro do grafo nao consegue identificar se o grafo ¢ ou nao
conexo, em geral. Com os autovalores da matriz laplacianas poderemos identificar

o nimero de componentes conexas de um grafo.

Definicao 17. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G, ou
seja, a matriz com entradas Dy = d(v;) e seja A a malriz de adjacéncia do grafo.

Defintmos a matriz

L=D-A

como matriz laplaciana de G.

De maneira semelhante a feita com a matriz de adjacéncia, podemos
definir o polinémio caracteristico laplaciano e o espectro laplaciano de um grafo

(Lespect).
Definicao 18. Dado um grafo G, definimos
Pp(p) = det(ul — L(G))

o polindémio caracteristico laplaciano de G. Para simplificar, vamos chamd-lo sim-

plismente de polindmio laplaciano.

Definicao 19. O espectro laplaciano é o multiconjunto das raizes do polindomio
laplaciano, com suas respectivas multiplicidades. Usualmente, enumeramos os valo-

res em ordem decrescente Ly > jig > -+ > .

O polindémio laplaciano e o espectro laplaciano estao bem definidos,
independente da ordenacao que damos aos vértices.

A matriz laplaciana é também simétrica, e portanto possui todos seus
autovalores reais. Além disso, esses autovalores sao todos nao negativos. Isso decorre

do seguinte fato.
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Proposicao 15. Dado um grafo G, a matriz laplaciana L(G) pode ser escrita como
o produto de uwma matriz por sua transposta. Segque que L € uma matriz positiva

semidefinida.

Demonstragdo: Sejam n o nimero de vértices do grafo e e(G) o ntumero de
arestas. Seja [ a matriz de incidéncia com respeito a uma ordenacao. Ou seja, 3 é

uma matriz de ordem n x e(G) e definimos as entradas por

(
1, se e; € incidente a v; e v, e 1 < k;
bij =14 —1, se e; ¢ incidente a v; e v, e © > k;
0, caso e; nao seja incidente a v;.

Seja H = - B%. A linha i da matriz 8 possui exatamente d(v;) ele-
mentos nao nulos. Ao multiplicarmos as matrizes teremos que os elementos h;; sao
o produto interno entre a linha 7 e a linha j de .

No caso i = j teremos que h;; = d(v;), pois o ntumero 1 é somado d(v;)
vezes. Para i # j, ao fazermos o produto interno, teremos duas situagoes: ou v; e
v; sao adjacentes, o que nos fornece apenas uma posi¢ao de ambos os vetores nao
nula e resulta em h;; = —1; ou v; e v; nao sao adjacentes, e quando multiplicarmos
as linhas correspondentes de 3 teremos para cada posicao no minimo um valor nulo
resultando em h;; = 0. Portanto H, de ordem n X n, é exatamente igual a matriz L.

A matriz L é matriz positiva semidefinida pois pode ser escrita como
produto de uma matriz por sua transposta e portanto possui todos seus autovalores
reais e nao negativos. Ver resultados de Algebra Linear no Apéndice (Proposi¢oes

30 e 31).
0
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Figura 2.8: Exemplo para matriz laplaciana

Exemplo 13. Considere o grafo Figura 2.8. Sua matriz laplaciana é

3 -1 -1 -1 0

possui polinémio laplaciano
Pr(p) = p® — 12p* + 500 — 82u% + 404
e espectro laplaciano Lspect={4,481; 4; 2,689; 0,830; 0}.
Como no caso da matriz de adjacéncia, o polindémio laplaciano de um

grafo com varias componentes conexas é o produto dos polinémios laplacianos de

cada componente. O espectro laplaciano é a uniao do espectro de cada componente.

2.3.1 Autovalores laplacianos

Nesta secao o objetivo é determinar propriedades de grafos a partir de
seu espectro laplaciano. Um dos principais resultados identifica o nimero de com-

ponentes conexas do grafo somente com a visualizagdo do seu espectro laplaciano.
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Proposicao 16. Seja G um grafo com n vértices e sejam pi; > fig > +++ > [y 0S

autovalores de L(G). Entao

(i) pn =0;
(ii) G € conexo se e somente se fi,—1 >0 ;

(ii1) a multiplicidade do autovalor 0 é igual ao nimero de componentes

conexas de G;

(iv) se G € reqular de grau k, u; = k — \y_iy1, onde \; autovalor da matriz

A(G).

Demonstracao: Primeiramente note que para cada linha de L, temos uma en-
trada igual ao grau do vértice representado por essa linha e a mesma quantidade de
entradas com valor —1, cuja soma ¢é igual a zero. Ouseja L-1 =0 = 0-1. O niimero
zero é autovalor e como todos eles sao maiores ou iguais a zero, temos p, = 0.

Vamos supor que G é conexo. Seja [ a matriz de incidéncia definida
na demonstracao da Proposicao 16. Seja z um vetor tal que 37z = 0. Como cada
linha de A7 tem somente duas entradas nao nulas com valor 1 e —1, precisamos que
z; = z; nas respectivas posicoes. Essas posi¢oes decorrem do fato de v; e v; serem
adjacentes. Mas como o grafo é conexo obteremos z = z; - 1. Ou seja, a dimensao
do espaco nulo de 57 é 1. Segue de um resultado de Algebra Linear que o posto de
BT & n —1 (veja no Apéndice: Teorema 13). Portanto, como o posto de L é igual
ao posto de 7 (Lema 14 no Apéndice) temos que a nulidade de L ¢ 1. Logo, como
s6 ha um autovalor zero, os demais sao positivos.

No caso de GG nao ser conexo, aplicamos o resultado para cada compo-
nente conexa de G. Cada uma delas terd um autovalor zero, e G possui a uniao
desses autovalores, ou seja, espectro de G possui tantos zeros quanto o ntimero de
componentes conexas.

Usando a definicao da matriz laplaciana e o fato que o grafo é regular,
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podemos escrever

L=k-I-A

onde [ é a matriz identidade de ordem n. Seja g um autovalor e z o autovetor

associado, assim

Lz = (k-I—-A)z
uz = kz— Az
pz = (k—\)z.

Quanto maior queremos i, menor deve ser o valor de \;. Portanto p; =k — \,,—;41.

O

Proposicao 17. Seja G um grafo com n vértices e m arestas, e sejam

1 > g > - > iy, 08 seus autovalores laplacianos. Entao

i Wi = 2m.
i=1

Em particular, caso G seja uma drvore coneza, entao Y ., p; = 2(n — 1).

Demonstracao: A primeira afirmacao decorre do fato de que a soma das raizes
do polinémio caracteristico é igual ao trago da matriz, e para cada aresta teremos
duas unidades sendo contadas na soma dos graus: uma para cada vértice ao qual a
aresta é incidente, ou seja, > d(v;) = 2m.

Pelo Lema 2, as arvores possuem m = n — 1 arestas.

Com isso, concluimos que a média dos autovalores laplacianos é igual a
média dos graus dos vértices (d = 27’") Daqui em diante, iremos assumir esse fato

como definicao.
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Proposicao 18. Sejam G um grafo com n vértices, p; os autovalores laplacianos e

d(v;) os graus dos vértices. Entao vale a igualdade

n

Z pi® = Z [d(vi)? + d(v;)].

i=1

Esse nimero € inteiro par.

Demonstracao: Por definicao, L = D — A. Vamos aplicar o traco na matriz L%

L* = D*—-DA— AD + A?
tr(L?) = tr(D?) — 2tr(AD) + tr(A?)

Lembrando que o traco de L? é igual a soma do quadrado dos autovalores laplacianos
(Lema 13 no Apéndice), pela Proposigao 3 e verificando que (AD); = a;; - dy; = 0

obtemos

i JTa— z": d(v;)? + 2m
i=1 =1
= i d(v;)® + i d(vy)
=1 =1

n

= S [d(w)? + d(w).

i=1

Como d - (d + 1) é par, segue a afirmacao.
O
Ezremplo 14. As estrelas tém seu espectro laplaciano facilmente calculado. A sua

matriz L(S,) tem a forma
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Expandindo o determinante

u—(n—-1) 1 .- 1
1 -1
det a

1 pw—1

segundo a primeira coluna, obtemos o polindmio caracteristico laplaciano

(u—mn)-(u—1)""2- e o espectro

n 1 0
Lespect(S,) = : (2.3)
1 n-21

Ja para encontrar o espectro laplaciano do caminho sao necessarias
técnicas mais sofisticadas. Uma delas pode ser encontrada em [2]. Os autovalores

laplacianos tém a forma

11;(P) = 2 — 2 cos (M) j=1,...,n (2.4)

2.4 Energia

Em 1977, Ivan Gutman introduziu o conceito matemético de energia
de um grafo baseado na representacdo dos hidrocarbonetos. Mas essa definicao
nao ficou restrita a grafos moleculares (representacoes de moléculas) e foi estendido
para grafos quaisquer. Mais recentemente, criou-se o conceito de energia laplaciana,
definido a partir dos autovalores da matriz laplaciana do grafo. Esse é o objeto que

motivou a busca pelo resultado apresentado no Capitulo 4.
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2.4.1 Energia de grafos

Definicao 20. A energia de um grafo G com n vértices € o nimero

=D I
=1

onde Ay, ..., A\, $G0 08 autovalores de G.

Ezxemplo 15. Para o grafo completo K,,, conhecemos todos os autovalores e a energia

¢ B(K,) =2(n — 1).

Para a maioria dos grafos nao é possivel determinar com exatidao a
energia, pois seria necesséario conhecermos todos os autovalores do grafo, isto é, pre-
cisariamos encontrar todas as raizes do polinémio caracteristico do grafo. O que
muitas vezes se faz sao estimativas para a grandeza do valor da energia.

Vimos que a soma dos autovalores do grafo é zero (Proposigao 3). Por-
tanto o valor da soma dos autovalores positivos ¢ igual a soma dos negativos, a

menos de um sinal. Podemos escrever a energia como

=2 Z A (2.5)

Proposicao 19. Se G ¢ um grafo com n vértices e m arestas entao

E(G) < V2mn.

Demonstracao: Sejam \{,...,\, os autovalores de GG. Entao, usando a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz para o produto interno e a Proposicao 3, obtemos

E(G) = (ZI&I)QZ((IMIP--,IAnI),(17.--,1)>2

< I |A - DI NI D
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Portanto, como as variaveis sdo positivas, temos F(G) < v/2mn.
0

Ezemplo 16. A igualdade E(G) = v/2mn vale se e somente se todos os autovalores
de G sao iguais em modulo. Acompanhando a demonstracao da Proposi¢ao 19,
teremos a igualdade no passo em que aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
se e somente se o vetor (|\i],...,|A\,|) for colinear com o vetor de entradas todas

iguais a um, ou seja, |\;| = A para todo i. Quando isso ocorrer, havera dois casos:

(i) todos os autovalores sdo iguais e pela Proposi¢do 10 o grafo ndo tem

arestas (m = 0). Os autovalores sao todos zeros e E(G) = 0;

(ii) ha dois autovalores, A e —\ com a mesma multiplicidade s, devido &
Proposicao 3. Portanto, pela Proposicao 11, o grafo ¢ uma uniao de
grafos completos. Contudo sabemos que um dos autovalores deve ser
—1, o que resta para o outro ser 1. Temos que n = 2s, o que nos da

que esse grafo ¢ formado por 7 copias de Ko.

Proposicao 20. Se G € um grafo com m arestas entao

2v/m < E(G) < 2m.

Demonstragao: Seja G um grafo com n vértices e m arestas, e sejam Ay, ..., \,

os seus autovalores. Temos que Y . ; A; = 0. Assim

0 = (iAi)Qz >

1<i,5<n
i=1 i#£]

= 2m+ Z )\i>\j7
i7j
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ou seja, Zi#j Aidj = —2m. Agora, calculando a energia do grafo e usando a de-
sigualde triangular obtemos
E@G? = O_D*= D NI
i=1

1<i,j<n
n

= D P Dl

i=1 i#j
i#]
= 2m+ | —2m| = 4m,
o que nos da a desigualdade E(G) > 2y/m.
Para a segunda desigualdade, precisamos encontrar uma cota superior
para o nimero de vértices em funcao do niimero de arestas. Cada aresta é incidente
a dois vértices, o caso extremo ocorre quando para cada aresta temos dois vértices

distintos dos demais. Para um grafo que nao possua vértices isolados, n < 2m. E

usando a Proposi¢ao 19
E(G) < V2mn < V4m? = 2m.

No caso geral, um grafo que tenha z vértices isolados tem a mesma
energia que o subgrafo sem tais vértices isolados, pois esses vértices contribuem com

autovalores zero ao espectro, inalterando o valor da energia.

O
2.4.2 Energia laplaciana

Definigao 21. A energia laplaciana do grafo G com n vértices é o nimero
El(G) = |u—d|,
i=1
onde [, ..., jin SGo 0s autovalores laplacianos de G e d a sua média.
A definicao formal de energia laplaciana é a soma do valor absoluto da

diferenca entre os autovalores laplacianos e sua média. Mas como a soma dos auto-

valores laplacianos é soma dos graus dos vértices (o traco das matrizes é invariante
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por mudanca de coordenadas), a média é igual ao grau médio.

Proposicao 21. Para um grafo G com n vértices, podemos expressar a energia

laplaciana como

E(G) = 2d—2) (2.6)

= 2 g i — 2sd, (2.7)
onde t e s sao o numero de autovalores menores e maiores a d, respectivamente.

Demonstracao: Vamos separar a soma em duas parcelas, ambas com termos

positivos. Vamos achar a relacao somente para t, pois para s é semelhante.
E(T) = > |m—d
i=1
S MATED S

pi<d pi>d
n

= 22(8—%‘)"‘2(%—8)

pi<d i=1

= 2d—2> pi+0.
,ui<3 |:|

Exemplo 17. A estrela §,, tem somente um autovalor laplaciano maior que a média

d, com valor n (veja o espectro laplaciano em (2.2)). Assim,
- 4
Er(S,)=2n—2d=2n—4+ —. (2.8)
n
Ha algumas relagoes que correspondem a energia tradicional com a

energia laplaciana. Segue uma delas apresentada no artigo de Gutman e Zhou [8].

Proposicao 22. Para um grafo G k-regular,

E(G) = EL(G).
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Demonstracao: Vamos calcular a energia laplaciana de G, usando a Proposicao

16. E como G é k-regular, d = k.

EL(G) = Z!m—ﬂ
i=1

n

= Z k= An—it1 — K|

i=1

= Y il = BO).
=1

Como a definicao de ambas energias pode ser reescrita como a soma do
valor absoluto da diferenca entre os autovalores e sua média, poderiamos esperar
que elas se comportassem de maneira semelhante. Pelo resultado anterior, temos
até uma igualdade entre as duas energias.

Mas elas também possuem diferencas. Por exemplo, quando acrescen-
tamos um vértice isolado em um grafo, o valor da energia nao muda, pois houve um
incremento de zero, enquanto que a energia laplaciana sofre alteragdo (o valor da
média dos graus é alterada).

Estudando o comportamento de algumas arvores, Radenkovi¢ e Gutman
[18] perceberam que poderia haver uma inversao no ordenamento da energia lapla-
ciana das arvores em relacao ao ordenamento da energia (usual) e langaram uma

conjectura. Esse tema serd abordado no Capitulo 4.
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3 OBTENCAO DO ESPECTRO DE ARVORES

Nesse capitulo apresentaremos dois algoritmos para o calculo dos poli-
nomios caracteristicos (usual e laplaciano) de arvores, sem a necessidade de explicitar
as matrizes de adjacéncia e laplaciana. Por fim, temos uma estrutura simplificada de
uma matriz cujos autovalores estao contidos no espectro laplaciano para um grupo
de arvores: as arvores de Bethe. Mais especificamente, introduziremos uma familia

especial de arvores que terd um papel muito importante no préoximo capitulo.

3.1 Polindmio caracteristico e laplaciano via algoritmo V1

Em [11], Jacobs, Machado e Trevisan apresentam um algoritmo para
o célculo do polinémio caracteristico (tradicional) de uma arvore. Esse algoritmo
estd baseado na triangularizacao da matriz AI — A. Dada uma arvore, elegemos um
vértice como raiz e aqueles a quem é adjacente serao seus filhos. Os adjacentes a
esses filhos (exceto a raiz) serao seus filhos, e assim sucessivamente. A arvore tera a

forma da Figura 3.1.

Figura 3.1: Arvore organizada para aplicacao do algoritmo

O valor z é atribuido a todos os vértices. Comecando das folhas em
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direcdo a raiz, vamos calcular o valor a(v;) da seguinte maneira

a(v;) < a(v;) — Z

vEF; CL(U)

(3.1)

onde F; é o conjunto de filhos de v;. No caso das folhas (que nao possuem filhos),
a(v;) = .

Finalizado o processo, temos a matriz x/ — A triangularizada, com
entradas a(v;) nas diagonais. Por fim, multiplicamos todos os valores de a(v;) (equi-

valente a aplicar o determinante), obtendo o polinomio caracteristico da arvore.

Ezxemplo 18. Vamos calcular o polindmio caracteristico da arvore da Figura 3.1
usando o algoritmo apresentado. A cada passo, calculamos a(v;) de todos os vértices

do nivel. Veja os passos, da Figura 3.2 a Figura 3.5.

Figura 3.2: Pol. caract. via algo- Figura 3.3: Pol. caract. via algo-
ritmo V1: Passo 1 ritmo V1: Passo 2

Ao efetuarmos o produto de todos os termos, obtemos o polinémio
caracteristico

(2% — 1025 + 302* — 2822 +6) - 2.



20

Figura 3.4: Pol. caract. via algo- Figura 3.5: Pol. caract. via algo-
ritmo V1: Passo 3 ritmo V1: Passo 4

Para calcularmos o polinémio caracteristico laplaciano, podemos usar o
mesmo algoritmo fazendo uma modificacao no valor inicial. Na matriz de adjacén-
cia, os termos da diagonal sao zero, enquanto que na matriz laplaciana sao o grau
do vértice. Dessa forma, atribuimos o valor x — d(v;) para cada vértice e aplicamos

(3.1). Esse processo ¢ semelhante a triangularizacao da matriz A\I — L.

Ezremplo 19. Vamos calcular o polindomio caracteristico laplaciano da arvore da

Figura 3.1. Os valores iniciais para cada vértice estao dispostos na Figura 3.6.

x—1 x-1 x-1

Figura 3.6: Pol. caract. Laplaciano via algoritmo V1: Passo 1
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Aplicando o algoritmo, nivel a nivel, e efetuando o produto de todos

a(v;) encontramos o polinémio

(27 — 172°% + 1112° — 3492 + 54323 — 39122 + 1192 — 11) - (z — 1)* - 2.

3.2 Localizando autovalores via algoritmo V2

Para calcularmos a soma de autovalores maiores que certo valor, algu-
mas vezes teremos a necessidade de sabermos quantos termos temos de somar. Para
isso, apresentamos um algoritmo semelhante ao anterior, publicado por Jacobs e
Trevisan [12], em que é demonstrado o seguinte resultado para a matriz de adjacén-
cia de arvores.

Seja v um nimero real. Organizando a arvore da mesma maneira aquela
feita para aplicagao do algoritmo V1 (Figura 3.1), atribuimos o valor inicial —« para
todos os vértices. O algoritmo é aplicado das folhas em direcao a raiz. Para calcular
o valor de a(v) da cada vértice, considere o conjunto F; de filhos de v;, para os quais
ja se deve ter calculado o valor a(v).

Se F; = () entao

a(v;) < a(vy);

Se 0 ¢ {a(v) : v € F;} entdo

a(v;) < a(v;) — Z m;
vEF;
Se 0 € {a(v) : v € F;}, elegemos algum v, de F; tal que a(v;) = 0, suprimimos a
aresta entre v; e o vértice que nao é seu filho (cortamos a relagdo entre v; e seu pai)
e fazemos a substituicao

a(v;) = —%; a(vg) = 2.

Teorema 2. [12] Apds a aplica¢ao do algoritmo para —«, o nimero de a(v) nega-
tios, positivos e iguais a zero € igual ao numero de autovalores da drvore que sao

matores, Menores € 1quails a o.
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Na demonstracao desse resultado, nao ha hipdteses sobre a matriz ser
de adjacéncia. Portanto, como apontado pelos autores, podemos estender para as
matrizes laplacianas tomando cuidado no valor atribuido inicialmente. No célculo
do polinémio caracteristico de xI — A, temos o elemento x na diagonal principal.
Se queremos saber sobre a disposi¢ao dos autovalores em torno de «, executamos o
algoritmo atribuindo —a como valor inicial. Para o polinomio caracteristico lapla-
ciano, usamos a matriz x/ — L com entradas na diagonal principal igual a x — d(v;).
Se quisermos obter a distribuicao dos autovalores laplacianos em torno de «, é ra-
zoavel pensar que precisamos executar o algoritmo com o valor inicial d(v;) — «, 0

que de fato ocorre.

Exemplo 20. Vamos executar o algortimo para a arvore da Figura 3.1. Aplicando
para o valor a = 0, vamos procurar o nimero de autovalores positivos. Seguindo

passo a passo o algoritmo, obtemos as quatro figuras seguintes:

Figura 3.7: Algoritmo V2: Passo 1 Figura 3.8: Algoritmo V2: Passo 2

Como resultaram quatro valores positivos, quatro negativos e trés nulos

(Figura 3.10), concluimos que ha exatamente quatro autovalores positivos, quatro
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Figura 3.9: Algoritmo V2: Passo 3 Figura 3.10: Algoritmo V2: Passo 4

autovalores negativos e trés autovalores iguais a 0.

Agora, para encontrarmos o numero de autovalores laplacianos maiores
que 2, vamos aplicar o algoritmo para o valor inicial d(v;) — 2. Depois de executé-lo,
obtemos os valores a seguir para cada vértice e concluimos que héa exatamente quatro

autovalores laplacianos maiores do que 2.

Figura 3.11: Disposic¢ao dos a(v;) apds aplica¢ao do algoritmo V2
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3.3 Arvores de Bethe

Definicdo 22. Uma arvore de Bethe (Bethe tree) é uma drvore de k niveis, onde
0 vértice raiz (no nivel 1) tem grau d, cada um dos vértices dos niveis 2 a k—1 tem
grau d + 1, e os vértices do nivel k (as folhas) tem grau 1.

Uma arvore de Bethe generalizada é uma drvore cujos vértices a uma

mesma distdncia da raiz, tém o mesmo grau.

Em [19], Rojo descreve uma equivaléncia entre os autovalores da matriz
laplaciana de um grafo que é uniao de arvores de Bethe sob uma mesma raiz, e de
uma uniao de espectros de matrizes de menor ordem relacionados a estrutura dessa
arvore. Adaptaremos o resultado desse autor a um caso especifico: arvores sem peso

e arvores de Bethe com até 3 niveis.

Estamos interessados numa familia particular de arvores que podem
ser vistas como uniao de arvores de Bethe cujas raizes sao adjacentes a um vértice
central, a raiz da arvore. Considere arvores caracterizadas por terem um vértice
central e, adjacentes a este, vértices pendentes e ramos de dois tipos (tipo 1 e tipo

2). Mais adiante (Figuras 3.13 e 3.14) apresentaremos dois exemplos.

) ‘?’J
i ;
O
S .
Pendente _ B
(tipo 0) Tipo 1 Tipo 2

Figura 3.12: Tipos de ramos adjacentes ao vértice central de um grafo de F



35

Considere o conjunto de arvores JF, cujos elementos sao arvores que,
apo6s tirada qualquer aresta que nao ¢ adjacente a nenhuma folha, sao sempre a
unido (disjunta) de uma estrela e uma arvore que nao é estrela. Uma arvore de F
deve possuir no minimo dois ramos, e quando s6 possuir dois ramos e ambos nao
forem do tipo 2 deve também possuir pendentes no vértice central. A existéncia de
varios, s6 um, ou nenhum ramo do tipo 2 indica o diametro da arvore: 6, 5 ou 4,

respectivamente.

Vamos definir agora as matrizes T; e );, de ordem 2 x 2 e 3 x 3, que

serao associadas aos ramos do tipo 1 e 2, respectivamente. Elas tém a forma

1 Vi, 0
- Vi

Vsio s+l T
0 1 2

onde s; ¢ o nimero de folhas do ¢-ésimo ramo do tipo 1 e ¢; é o ntimero de folhas
do j-ésimo ramo do tipo 2. Considere Uy = (1) a matriz que representa os vértices

pendentes na raiz, 1 < k < p, caso houver pendentes.

Tome a matriz

Uy 1

T

1 T1

Q1 UlT

Qr, v,

1 ... 1 wy oo Uy VI Up O
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onde 0 é o grau do vértice central, u; é o bloco (0 1) e v; o bloco <0 0 1), e p,
r1 e ro sao a quantidade de ramos dos tipos 0, 1 e 2 respectivamente.

Segue um resultado que é caso particular do Teorema principal em [19].

Teorema 3. O espectro laplaciano de uma drvore de F € igual ao espectro da matriz

T unido com um multiconjunto cujos elementos sao 1.

Quando temos copias de ramos de um tipo, por exemplo ¢; ramos do
tipo 1 com s; folhas, eles sdo considerados juntos, no texto de [19]. Em vez de
repetirmos os blocos na matriz 7T', usamos s6 uma vez o bloco T; com u; = <0 \/C—z>
onde ¢; é o nimero de copias desse ramo e no espectro final se deve incluir ¢; — 1
vezes o espectro de 7T;. Para os nossos propoésitos, vamos s6 aglutinar os vértices
pendentes na raiz e trocar os p blocos Uy, por apenas um (quando houver pendentes)
e usar ,/p no lugar de 1 na tltima coluna e linha de T na respectiva entrada. Desse

modo teremos

Qr, VL

VP Ur ... Uy V1 ... Up, O
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se houver pendentes na raiz central, ou

T1 U{

T

T7'1 uT’1

_ T
T = (N (0 (3.3)

T

QTQ UTQ

Up oo Uy V3 ... Upy O

caso contrario. Como diminuimos a ordem de T, o espectro laplaciano total da ar-
vore serd o espectro de 7' mais um multiconjunto cujos elementos sao 1, e mais p—1
copias do espectro de Uy, que é exatamente 1. Portanto, temos novamente o mesmo
resultado, mas agora com uma simplificacao de uma das matrizes. Para referéncias
futuras, vamos chamar essa manipulagdo de matrizes (equivaléncia em relagdo aos

autovalores) de decomposi¢io BT.

Vamos ver dois exemplos para entendermos melhor o resultado.

Exemplo 21. Observe a arvore da Figura 3.13 com trés ramos do tipo 1. Dois ramos
sao iguais, ou seja, devemos ter, como elementos do espectro laplaciano, o espectro
do bloco 2 x 2 proveniente dessa copia. Vamos calcular o espectro laplaciano da
arvore de duas formas: uma delas como o modelo descrito anteriormente e outra
usando a técnica de suprimir as copias de ramos, mas lembrando de incluir (uma

vez) o espectro do bloco suprimido no final.
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Figura 3.13: Arvore de Bethe com copias de ramos

Da primeira maneira (e a que usaremos no proximo capitulo) temos

1 V2

V2 3 1
1 V2

T = V2 3 1

1 2
2 51
1 1 1 3

cujo espectro é (aproximadamente)
{6,1785; 4,5109; 3,7321; 2,1062; 0,2679; 0,2044; 0}.

Considerando agora as copias, teremos

1 V2
V2 3 V2
-

I
—_
[\

V2 1 3

com espectro {6,1785; 4,5109; 2,1062; 0,2044; 0}. A diferenga entre os dois espectros,
de T e T*, é justamente o espectro do bloco representante do ramo que possui copia

(as raizes de z* — 4z + 1).
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Unindo esse(s) conjunto(s) com um multiconjunto cujos elementos sio

1, teremos o espectro da arvore.

Exemplo 22. A arvore da Figura 3.14 possui um ramo do tipo 1, um do tipo 2 e trés

pendentes.

Figura 3.14: Arvore de Bethe com ramos do tipo 1 e 2

A matriz cujos autovalores compoem o espectro laplaciano da arvore,

exceto por um certo nimero de elementos iguais a 1, tem a forma

1 V3

T= 1 5
V5 6 1
1 2 1

V3 1 1 5
O espectro de T & {7,0570; 6,0494; 2,5008; 1,7558; 0,4976; 0,1394; 0},

exatamente o espectro laplaciano da arvore sem os seis elementos iguais a 1.

Observacao: Como a matriz T tem como autovalores todos os autova-
lores laplacianos da arvore exceto por uma quantidade de elementos iguais a 1, o

autovalor zero é o menor autovalor da matriz 7.
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Em seguida, apresentaremos resultados acerca dos autovalores das ma-
trizes T; e ;. Essas matrizes sao importantes pois delas podem ser obtidos autova-
lores laplacianos da arvore, quando temos copias de ramos. Mas o papel fundamental
que as aproximacoes que serao exibidas executarao sera em um método do préximo
capitulo em que necessitaremos diretamente os autovalores dessas matrizes, ou seus

valores aproximados.

Lema 3. A matriz

L s
Vs s+1

possui, para s > 1, as sequintes propriedades a respeito de seus autovalores r1 > xo:

T, =

2< 11 <s+2-—

<542,
s+

0< x9 <1.

Demonstragao: O polindémio caracteristico da matriz T; é p(x) = 2% — (s+2)z+1.
As raizes desse polinémio sao

s+2++s?2+4s
5 .

Agora observe que, para a > 2,

2

a2—4 < a——

a

a++va2—4 1
f < a—a.

Substituindo a por s+ 2, obtemos o resultado. Além disso, como p(0) =

1 e p(l) = —s, ha uma raiz entre 0 e 1.
O
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Lema 4. A matriz
1 Vvt 0
Qi=|vt t+1 1
0 1 2

possui autovalores yy, > ya > Y3 com as sequintes propriedades:

1
t+2< y <t+2+—

4t’
3
- < <2
9 Y2 )
0,19 parat=1
1> ys > y

4% para t > 2

Y1ty = t+4—ys.

Além disso, podemos dizer que o sequndo autovalor é crescente em funcao de t.

Demonstracao: O polinémio caracteristico da matriz Q); é
pe(z) = 2% — (t+4)2® + (2t + 4)x — 1.

Vamos procurar pontos onde a polindémio troca de sinal. Como a matriz é simétrica,

seus autovalores sao reais. Vejamos as seguintes observacoes:

1

Dt (E) <0, parat > 2

pe(1) =t

3 6(t—1)+1
Pt(g)——ég >0

pt<2> =-1

1 (4¢* — 4t — 1)?
t+2+— ) = > 0.
pt( * +4t) 6465

3

Portanto, ha uma raiz entre L e 1, outra entre 5

i e 2, e uma terceira

entret+2et+ 2+ 4%' Para t = 1, verificamos diretamente que a primeira raiz é

maior que 0,19.
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Para a altima desigualdade, é s6 lembrar que a soma das raizes de um
polindémio ménico de grau n ¢ dado pelo coeficiente que multiplica o termo (—z™71).
A diferenca entre os polindmios caracteristicos pyx(z) e pi(x) é
kx(2 — x). No intervalo (%,2), k() > pi(x). Como p (%) > 0ep(2) <0, pi(x)
intercepta a reta x = 0 antes de p;1(x).
O
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4 A SOMA DOS MAIORES AUTOVALORES
LAPLACIANOS

4.1 O resultado principal

Logo apos a formalizagao do conceito de energia, Gutman [7] demons-
trou que, fixado o ntimero de vértices n, a energia de uma &arvore 1" estd entre a

energia do caminho (P,) e da estrela (S,,).
E(S,) < E(T) < E(Pn) (4.1)
Assim, temos limites para a energia de qualquer arvore em funcao do

nimero de vértices. Usando o espectro exato da estrela (2.2) e do caminho (2.1), e

somente os autovalores positivos do caminho (equacio (2.5)), obtemos

2vn— 1< B(T) <4 cos ( i ) . (4.2)

A cota inferior é a mesma ja obtida pela Proposicao 20, o niimero de
arestas de arvores é n — 1. Considerando arvores com um ntmero par de vértices,
n = 2k, e utilizando série de poténcias para o cos(z) até o terceiro termo nao nulo,
obtemos uma cota superior para a soma, em funcao de n, que pode ser aproximada

numericamente por
0,484

E(T 1,279 1) =2 .
(1) < L,219(n+1) =2+ =

Essa cota ¢ melhor do que a cota 2m = 2n — 2, para qualquer n > 2.

Gostarfamos de encontrar uma desigualdade semelhante para a energia
laplaciana. Para n = 5, temos trés possibilidades de arvores: estrela, Y e caminho.

Calculando as energias laplacianas, temos
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Figura 4.1: Possiveis arvores de 5 vértices

EL(S5) = 678
EL(Y) ~ 6,5624

EL(P5) ~ 6,0721

Com esse exemplo, percebemos que ha uma relacao de energia lapla-
ciana inversa a relacao da energia. Radenkovi¢ e Gutman [18] calcularam a energia
laplaciana para uma série de arvores de até 17 vértices, que representavam molécu-
las, e enunciaram a seguinte:

Conjectura: Seja T' uma drvore com n vértices. Entao

Er(Pn) < EL(T) < EL(Sn).

Nesse trabalho vamos demonstrar a validade da cota superior, ou seja,
a energia laplaciana de qualquer arvore é inferior a energia da estrela. A prova é
baseada numa cota superior para a soma dos maiores autovalores de L(T) (a matriz

laplaciana da arvore T').

Em [9], Haemers, Mohammadian e Tayfeh-Rezaie apresentam uma cota

para essa soma dos k maiores autovalores laplacianos de uma arvore 1T'

k
Se(T) =Y (1) < e(T) +2k — L =n+2k—2. (4.3)
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Quando se faz a diferenca da energia laplaciana entre uma estrela e uma
arvore T genérica (ambas de n vértices), usando a Proposi¢ao 21 e supondo que T
tenha exatamente o autovalores maiores do que a média d, obtemos

Er(S,) — Er(T) > 2n—2d—2(n+ 20 —2)+20d

4 4
= 4t — (2n—4+40) +do— 2
n n

- (). (44)

O seguinte resultado, que usaremos durante a demonstragao, é enunci-

ado por Brouwer ¢ Haemers [3].

Lema 5. Seja G um grafo conexo com sequéncia de graus di > dy > ... > d, e

autovalores laplacianos 1 > po > ... > p,. Entao

pi > dy — 1+ 2.

Temos que o segundo autovalor laplaciano ¢ maior ou igual a 2, para
arvores que nao sao estrela (uy > do > 2), ou seja, 0 > 2. Portanto, a diferenca
de energia é maior que uma quantidade negativa (4.4) e assim nao podemos afirmar
(ainda) que a estrela tem energia laplaciana maxima entre as arvores.

Motivados por isso, queremos melhorar a cota superior para essa soma
dos maiores autovalores laplacianos. Segue o resultado principal que vamos demons-

trar.

Teorema 1. A soma dos k maiores autovalores laplacianos de uma drvore T, com

n vértices, estda limitada por

k
Se(T) = i <n+2k—2—

i=1

2k —2
n

(4.5)
valendo tqualdade somente quando T = S,, e k = 1.

A prova do Teorema 1 é feita por inducao no numero de vértices, e

com argumentagao semelhante a [9]. Contudo hé situacoes especiais a considerar,
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e em algumas delas serao necessarios alguns lemas técnicos e verificagoes de casos
particulares.

No tratamento dessas situagoes peculiares, sao calculados polindmios
caracteristicos laplacianos e buscadas cotas para algumas de suas raizes via soft-
ware de manipulagio algébrica (no nosso caso wxMaxima). Os polinomios foram
obtidos via algoritmo V1, pois este é eficiente para os casos que serao analisados de
perto. Também é utilizado uma caracterizacao da familia F de grafos, introduzida
na Secao 3.3, e desigualdades acerca da soma de autovalores de matrizes (Teorema
15, no Apéndice). Ademais é largamente utilizado o algoritmo V2 que informa a
quantidade de autovalores maiores, menores ou iguais a um certo valor.

Durante este capitulo, sempre que nos referirmos aos algoritmos V1 e
V2, os estamos aplicando na forma laplaciana.

Para indicar a relevancia dos lemas e proposicoes auxiliares, estes serao
apresentados & medida que forem necesséarios. Provaremos o teorema primeiramente
para casos mais simples e mais tarde para o caso geral, seguindo uma 6tica histoérica,
tal como fora demonstrado inicialmente: & medida que novos entraves eram encon-

trados, eles eram solucionados.

4.2 Demonstracao do Teorema 1

E intuitivo verificar a validade do teorema primeiramente para as ar-
vores das quais conhecemos o espectro ou das quais o espectro é facilmente calculado.
Assim, vamos comecar pelas arvores de didmetro menor ou igual a trés, e um caso
especial de diametro quatro e cinco. Apoés, apresentaremos a técnica para o caso
geral e concluimos com trés casos peculiares nao resolvidos pelo método, e que serao

tratados separadamente.
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Para a demonstracao do Teorema 1, nao ha a necessidade de verificar-
mos a desigualdade para todos os valores de k. Basta conferir para £ = o, o nimero

de autovalores maior que a média d.

Lema 6. Dada uma drvore T com o autovalores maiores que a média d, se a de-

stqualdade
2k — 2
n

Sk§n+2k:—2—

for satisfeita para k = o, entao ela € vdlida para todo k.

Demonstracao: Seja k| < 0 < ky. Vamos mostrar que a desigualdade vale para
ki e ks. Sejam pi > ... > i, e lembre que p, > 2 — 2,

[

S = So— Y (T

i=k1+1

Se = (0 = k1) po(T)
< S, —(0—k) (2_%)

IN

20 — 2 20 — 2k
< n+20—-2-— 7 —2(0—k1)+u
n n
2k — 2
= n+42% -2 2 (4.6)
n
Além disso, como py1 <2 — %,
ko
Sk, = Sot+ Y w(T)
1=0+1
< S, + <k2 - O'),UUJrl (T)
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4.2.1 Casos iniciais

Uma arvore de didmetro inferior a quatro esta limitada a ser um ponto
isolado, uma estrela (diametro 2, quando ha mais de 2 vértices) ou um par de es-
trelas cujos centros sao adjacentes, as vezes chamada de double star (didmetro 3).
O caso particular de diametro 4 e 5 que trataremos é uma arvore caracterizada por
ser um par de estrelas cujos centros sao ligados por um caminho de tamanho dois
ou trés, conhecida por double broom de diametro 4 ou 5, respectivamente. Seguem

suas representacoes.

O

. ~_
. -

Figura 4.2: Double star Figura 4.3: Double broom de diametro 4

Se a arvore tiver somente um vértice, o autovalor laplaciano é zero, e
cumpre a desigualdade (4.5).

Para uma estrela de n vértices, conhecemos os seus autovalores lapla-
cianos (em (2.3)). Ha somente um autovalor maior que a média d, a saber n, e
cumpre a desigualdade para k = 1, alids com igualdade. Como a desigualdade é
valida para o = 1, entao, pelo Lema 6, vale para qualquer k. Além disso, para

k > 2, a desigualdade é estrita, pois pio41 = pie = 1 < d.

As arvores de diametro trés (double star) ja foram estudadas por Tre-
visan et al. em [21], onde ¢ feita uma andlise detalhada colocando a energia lapla-
ciana dessa classe de arvores entre a energia laplaciana da estrela e do caminho.

Usando alguns resultados obtidos nesse artigo, damos atencao ao polinéomio carac-
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teristico laplaciano e a cota inferior para a conectividade algébrica.
Considere uma double star com a e b folhas adjacentes aos dois centros.
O numero total de vértices é n = a + b+ 2. Aplicando o algoritmo V1, obtemos o

polinémio caracteristico laplaciano
Pp(z) = (2 — (n+2)2* + 2n +ab+ 1)z —n)(z — 1)" *u.

Para encontrarmos o valor de o, o niimero de autovalores maiores que
a média d, aplicamos o algoritmo V2 para a = 2, lembrando que os valores iniciais
sao d(v;) — 2. Com isso, verifica-se que ha dois autovalores maiores que 2, ou seja,
o > 2. Aplicando o algoritmo V2 agora para a = 1, temos que ha dois autovalores
maiores que 1. Como 1 <d < 2, o = 2.

Dos n autovalores, ja identificamos n — 3 deles, a saber 1 e 0 com suas
multiplicidades. Portanto os dois maiores autovalores sao raizes do polinémio de
grau 3, e a terceira raiz desse polindmio é a conectividade algébrica pertencente
ao intervalo (%, 1) (isso pode ser comprovado percebendo que o fator de grau trés
de Pp(z) troca de sinal nesse intervalo). Denote por p; o i-ésimo maior autovalor
laplaciano e note que a soma das trés raizes do fator de grau trés é igual a n + 2.
Assim, vale que

2
SZ<T):N1+M2:n+2_,Un71<n+2_ga

que satisfaz a desigualdade

S(T)<n+2-2—2- 2 (4.8)

n

Portanto, a desigualdade (4.5) vale para todo k (Lema 6), sem ocorrer

igualdade.

Para o préximo caso, e os que vém a seguir, usaremos um resultado
de McKay apresentado em um artigo de Mohar [16] sobre uma cota inferior da

conectividade algébrica de um grafo.
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Lema 7. Seja G um grafo conexo de n vértices e com didgmetro D. A conectividade
algébrica de G (l,_1) satisfaz
4
R
Mn 1 = DTL
Para uma double broom de diametro 4, considere a e b o nimero de
folhas adjacentes aos extremos de um caminho de comprimento 2. Desse modo,
n = a+b+3. Usando o mesmo método do caso da double star, aplicamos o algoritmo

V1 para encontrarmos o polinomio caracteristico laplaciano, veja a Figura 4.4.

11
a(v))  a(vy)

alv,)=x—-b-1-—
x-1

x-1 x-1 x-1 x~1 x-1 x-1 x-1

Figura 4.4: Algoritmo V1 sobre double broom de diametro 4

Obtemos

Pr(z) = pay(@) - (= 1)" " 2,

Pap(z) = 2* — (n + 3)2® + (ab + 4n)z* — (2ab + 4n — 2)z + n.

Queremos estimar o nimero de autovalores laplacianos maiores do que
a média d. Ja sabemos que hd n — 4 autovalores menores. Aplicando o algoritmo
V2 com a = 1, temos os valores da Figura 4.5 e podemos concluir que apenas uma
das raizes do polinémio p,;(x) é menor do que 1 (ha dois autovalores menores do
que 1: uma raiz de p,;(x) e o zero).

Ha trés autovalores maiores do que 1, todos raizes de p, ,(z). Aplicando
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Figura 4.5: Algoritmo V2 sobre double broom de diametro 4, com a =1

novamente o algoritmo V2 agora com « = 2, concluimos que h& dois autovalores
maiores que 2. Portanto, o esté entre 2 ou 3. Ao invés de verificarmos o verdadeiro
valor de o, vamos encontrar cotas superiores para as somas S; ¢ S3. Note que a
soma das quatro raizes de p,;(x) é n + 3. Ainda precisamos de uma cota inferior

para x3 (a terceira maior raiz), lembre-se que a,b > 1, o que nos da

4 2a-1)(b-1)+39%a+b-2)+11
pa,b( ) <

0
3 81 ’

pa,b(Q) = a+b—1>0.

Como p, () troca de sinal no intervalo em (%, 2), concluimos que

xr3 > %. Usando o resultado sobre conectividade algébrica do Lema 7, temos que

- 4 1
nl =2 —_— =
Hn—1 4 Dn o

Usando esses resultados, obtemos

So(T) = pm+pe=n+3—pz— fn

< +3 i1 + 2 1 !
n ——-——==n - — =
3 n 3 n
2
< n+2-2-2—— (4.9)
n
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S3(T) = m+petpus=n+3—fi, 1
1 1
< n43——=n+d--—1

n n

4
< n+2-3-2-=. (4.10)

n

As duas estimativas sao verdadeiras porque 1 > %, JA que n > 5 para
essas arvores. Assim, demonstrado para os possiveis valores de o, pelo Lema 6, a

desigualdade (4.5) vale para todo k, sem possibiliade de ocorrer igualdade.

A double broom de diametro 5, embora aparentemente maior, tem suas
contas simplificadas por uma coincidéncia numérica. Primeiro vamos encontrar o
valor de 0. Aplicando o algoritmo V2 com a = 1 e a = 2, obtemos que o = 3 (ha
trés autovalores laplacianos maiores do que 1 e esses mesmos sao maiores ou iguais

a 2 que é maior que d). Tomen =a+b+4ea,b> 1.

Figura 4.6: Algoritmo V2 sobre double broom de diametro 5, com o =1

A
-1 2a-1- 1
2b-1 A
10 O O 1
. -1 2b-1 i
1 2 2a1 1

Figura 4.7: Algoritmo V2 sobre double broom de diametro 5, com o = 2

)
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O seu polindémio caracteristico laplaciano (encontrado via algoritmo

V1) tem a forma

Pr(z) = pay(@) - (= 1)" " 2,

Pap(r) = 2* — (n 4+ 3)2* + (ab + 5n — 4)2* — (3ab + 6n — 10)z + n.

Em principio, p,;(x) deveria ter grau 5, mas ocorre que, para quaisquer
valores de a e b, o nimero 1 ¢ sempre raiz do polindémo. Por isso, o grau do fator é
4. Queremos os trés maiores autovalores do grafo. Como sao maiores que 1, esses
autovalores sdo rafzes do fator p, (), cuja soma de raizes ¢ n + 3. A quarta raiz
desse polinémio é positiva, pois ¢ autovalor da arvore e nao é o autovalor zero, ja
separado no polinomio Py (x) (de fato, essa quarta raiz é a conectividade algébrica

do grafo, basta notar que p,;(x) troca de sinal no intervalo (0, 1)). Assim

S3 = 1+ pe+ ps
= n+3—pp1<n+3
4

< n42-3-2-—, (4.11)
n

pois n > 6. Como a desigualdade (4.5) é valida para k = o, ela é valida para

qualquer k£ (de maneira estrita) pelo Lema 6.

4.2.2 Caso geral

Para as arvores T' que nao sao estrelas, vamos demonstrar o Teorema
1 por inducao no nimero de vértices. Essa demonstracao é semelhante & demon-
stracdo da desigualdade (4.3) em [9], mas mais trabalhosa, pois estamos refinando
a cota superior para a soma dos primeiros autovalores.

Em nossa demonstracao, seja 7" uma arvore com n vértices. Como o
resultado ja é valido para estrelas, a arvore T" tem diametro maior ou igual a trés, e

no minimo quatro vértices.
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Hipotese de inducao: vamos supor que a desigualdade 4.5 é valida para
toda arvore T™ com n* < n — 1 vértices.

Para uma arvores T que nao é uma estrela, had no minimo uma aresta e
que nao é incidente a folhas. Ao retirarmos a aresta e, teremos um grafo desconexo
I que é uniao de duas arvores conexas 17 e T,, cada uma com n; e ny vértices,

respectivamente. Note que nq +ny = n.

Figura 4.8: Cisdo: Arvore T Figura 4.9: Cisao: Floresta F

Com a eliminacao da aresta, teremos que as matrizes laplacianas cumprem

M, 0
My = Mp + (4.12)
0 0
—1
para uma certa ordenacao dos vértices, onde M, = . O espectro da
-1 1

altima matriz da equagdo (4.12) possui um elemento igual a 2 e os demais sao 0.

Pelo Teorema 15 (no Apéndice) obtemos a relagao

k k k
Z Ni(Mr) < Z Mi(Mp) + Z Xi(M,)
T osM < S +2 (4.13)

Como F' é uniao disjunta, seus autovalores sao autovalores de T} e Ts.
Dos k maiores autovalores laplacianos de F', temos k; autovalores de T} e ko de 15,

com ki + ks = k. Podemos supor, sem perda de generalidade, que k; > ky. A
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equacao fica

Sp(T) < Sk, (T1) + Sk, (T) + 2. (4.14)

Vamos separar a demonstracao em casos em funcao dos possiveis valo-
res de k1 e ky. Quando ky # 1, conseguimos resolver diretamente, como veremos a

seguir.

Considere ks = 0, ou seja, todos os k maiores autovalores vém da arvore
Ty. Apos a retirada da aresta e, T, possui no minimo uma aresta (dois vértices).
Assim, como

n:nl—l—nanl—l—Z,

e aplicando a hipotese de indugao a relagao (4.14), encontramos

Sp(T) < Sp(Ty)+2
2k — 2
< n+2k-2-— K + 2
ni
< n+2k—2—2k_2
ny
2k — 2
< n+2k—-2-— , (4.15)
n

pois n > n; (obtemos desigualdade estrita).

Para ki > ky > 2, vamos usar a hipotese de inducdo na equagao (4.14)

para ambas componentes de F, T e T5.

Se(T) < Sk, (T1) + S, (T2) + 2
2%y — 2 2%y — 2
< i A2% -2 S 42k -2 2 249
ny U]
2y — 2 2ky —2
— pn4+2%k-—2-—L T2 = (4.16)
nq N9
Tome
2%y —2  2ky—2
D=2, 20

ni N9
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e faca a substituicao k; = ¢; + 1. Entao

_2a 2o

D

n ng
Lema 8. Para niumeros reais positivos a, b, c e d positivas tais que ab > 1, temos a

desigualdade
a

a+b+2

b
Z 4.17
d> c+d ( )

Demonstragao: Inicialmente, temos que
(Vad — Vbe)? >0
para quaisquer valores das varidveis. Assim, usando o fato de que ab > 1, obtemos

ad? + bc — 2V abed > 0
ad? + be? > 2Wabed > 2cd
(c+d)ad+ (c+d)be > 2cd+ cad + dbe

(c+d)(ad+bc) > cdla+b+2)
ad + be a+b+2
cd c+d - ]

Aplicando o Lema 8, uma vez que ab = 4cicy > 4, obtemos

2c1 + 2¢9 + 2

p > T=eTs (4.18)
nl—l—ng
2k — 242k — 242
N ny + No
2k — 2
= . 4.19
. (4.19)

Substituindo em (4.16), encontramos

2k — 2
Su(T) < n+2k —2 kn | (4.20)

Resta analisar o caso k; > ky = 1. Vamos separar em uma série de

casos conforme a estrutura de T e Ts.
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Se T, for uma arvore que nao é estrela, temos uma cota superior para

seu maior autovalor laplaciano melhor que ny, o niimero de vértices de T5.

Lema 9. Se T ¢ uma drvore diferente da estrela e py € o maior autovalor laplaciano

de T, entao
1

125} <n-— 5
Demonstragdo: Em [13](Teorema 3.2), Li e Zhang obtém uma cota para o maior

autovalor laplaciano

1 < 24/ (dy +dy —2)(dy + ds — 2), (4.21)

onde d; é o i-ésimo maior grau de vértice da arvore. Ja que a arvore nao é uma
estrela, ha no minimo 4 vértices. Inicialmente ) . d; = 2(n — 1). Como d; > 1, Vi,
temos que

di+do+ds<2(n—1)—(n—3)=n+1.

Como dy > 2, pois caso contrario terfamos uma estrela, e d3 > 1 temos

dy + dy

IN
N

d1—|—d3 < n-—1.

Entao
o < 24+ +/(n—2)(n— 3)
1
= n—— _——
4
< 2+n——: - =

Usando essa cota para 15 e a hipotese de inducao para T, vamos con-

siderar duas situacoes a respeito de k;. Como 15 nao é estrela, no > 2, e portanto
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n > 6. Se k; = 1, teremos a equagdo (4.14) na forma

So(T) < Si(Ty) + S1(T2) +2
1
< n1+n2—§+2
1
= 4-2— -
n —+ 5
2
< nt+d-2-2
n

garantindo a desigualdade (4.5).

Se k1 > 2, sabemos que, entre os maiores autovalores da floresta F, foi
encolhido ps(77) ao invés de po(7y). Ja que Ty ndo é estrela, seu segundo maior
grau de vértice é no minimo 2 e, pelo Lema 5, us(73) > 2. Portanto us(77) > 2. Ou
seja, T1 nao é uma estrela pois conhecemos o espectro desse tipo de arvore (g = 1

ou 0), o que nos da ny > 4.

Sp(T) < Spa(Th) + S1(Tz) +2

2k —4 1
< m+2k-1)—2-— +ng ——+2
ny 2
2k—4 1
= n1+n2+2k—2— - =
ny 2
2k —2 -4
= n+2k—2— _
nq 2n1
2k — 2
< n42%k—2— (4.22)
n

e ja que ny < n, a desigualdade procurada é valida (de forma estrita).

Agora vamos supor que T; é uma estrela (lembre que ky = 1). Ha duas
situagoes: 1) é uma estrela ou nao. Se T for uma estrela, nao podemos usar a
hipotese de indugao sobre as duas partes pois, para k = 2, teriamos Sy < n + 2,
;2 . . L, .
que estd = unidades acima da cota que procuramos. Esse ¢ o motivo pelo qual
precisamos estudar essas arvores em mais detalhes.
As arvores que se caracterizam por serem separadas em duas estrelas

sao as double broom de diametro 3, 4 e 5. Pode-se verificar essa afirmacgao, tomando
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duas estrelas e unindo-as através de uma aresta de trés possiveis maneiras, tornando
adjacentes: os centros das estrelas (double star); um centro e um raio das estrelas
(double broom de diametro 4); ou dois raios das estrelas (double broom de didmetro
5). Para essas trés arvores ja verificamos a validade da desigualdade (4.5) nos Casos

Iniciais (note que a double star ¢ uma double broom de diametro 3).

Agora, se 17 nao for uma estrela, nao teremos sucesso ao aplicar a
hipodtese de inducao, pois s6 conseguiriamos garantir que a soma dos maiores k
autovalores laplacianos é menor que a cota se tivéssemos uma certa caracteristica
em relacao a densidade da quantidade de vértices da parte que é uma estrela sobre
a total, em funcao de k.

Ao invés disso, vamos nos aprofundar na busca dessas arvores que
restam para concluir a demonstracao. Se a arvore T' puder ser dividida, apos reti-
rada da aresta, como uniao de duas arvores em que ambas nao sao estrelas ou ambas
sao estrelas entao o problema esta resolvido. Mas, se tivermos uma arvore tal que a
retirada de qualquer aresta nao ligada a uma folha resulta na unidao de uma estrela
com uma nao estrela, diremos que pertence a familia F.

As arvores da familia F devem ter diametro entre 4 e 6. Se uma arvore
tiver diametro 7 ou maior, poderemos fazer a cisao de forma a obtermos duas ar-
vores nao estrelas. Se o diametro for 3, teremos uma double star cuja cisao resulta
na uniao disjunta de duas estrelas.

Vamos verificar a validade da equagao (4.5) para as arvores da familia

F e assim concluir a demonstragao do Teorema 1.

4.2.3 Arvores de F,

Seja F, o subconjunto de F onde se encontram as arvores de diametro

,

4. A estrutura dessa familia de &rvores é a seguinte: ha um vértice que é a raiz

(vértice central); ligados a essa raiz ha ramos do tipo 0 (pendentes) e ramos do tipo
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1. Deve haver no minimo dois ramos do tipo 1 para que tenhamos diametro 4 e no
minimo um pendente no vértice central ou um terceiro ramo do tipo 1 para que a

arvore seja da familia F.

Figura 4.10: Modelo de uma arvore de F,

Proposicao 23. Uma drvore da familia Fy, com r > 2 ramos do tipo 1 e p pen-

dentes, possui exatamente v ou r + 1 aulovalores maiores que a média d.

Demonstragdo: Usando o algoritmo V2 e calculando a(v) para o = d obtemos,
para cada tipo de vértice (u; vértices pendentes, v; vértices dos ramos do tipo 1,
vy vértice central), as seguintes relagoes, onde s; representa o nimero de folhas do

1-681mo ramo:

a(u) = —<2—2):—"_2<0 (4.23)

G(Ui)ZSH—l—(?——)— i = 2s; + i +——1>1. (4.24)
n—2 n
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O valor de a(vy) pode tanto ser negativo quanto positivo, dependendo
da configuracao da arvore.

Dos n vértices do grafo, ha exatamente r vértices do tipo v; e um do
tipo vy, e os demais sao do tipo u. Portanto, podemos afirmar que ha no minimo
r autovalores maiores que a média d, e no méaximo r + 1. A definicio exata desse

nimero depende do sinal de a(vy).
O

Vamos procurar agora algumas condicoes necessarias para termos o = r

nessa familia de arvores. Ou seja, queremos que a(vg) seja negativo.

n 1
n—2_;m (4.25)

Lema 10. Se uma drvore com r ramos do tipo 1 possuir pendentes na raiz central,

a(ve) =7+ p— (2—%)+p

entao o =r + 1.

Demonstracao: Vamos supor que temos uma arvore com p > 1 vértices pendentes

na raiz, um nimero r > 2 de ramos do tipo 1, com uma certa distribuicao de folhas

)

Como a(v;) > 1 para qualquer s;, cada parcela 1 — ) é limitada

nesses ramos. Podemos expressar a equagao (4.25) como:

n —

2p 2 < 1
i=1 v

inferiormente por zero. Assim

2p 2
a(vg) > 2p+——=—-24+—+7-0
n—2 n

_ 2np—n+2)(n—1)  4n-—-1)
= nn—2) > n(n—2) > 0. (4.26)

Ou seja, se tivermos um pendente (ou mais), a(vg) sera positivo. Por-

tanto o =r + 1.
O

Lema 11. Se a drvore possui trés ou mais ramos do tipo 1 com duas ou mais folhas,

entao o =1r + 1.
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Demonstragao: Temos de ver qual é o sinal de a(vy) para decidirmos se o0 = r

our—+ 1.

r

a(vp) :r—2+%—2$, (4.27)

onde, paran > 3

2 n
a(v;)) = s + - +5 5 > 2
Note que
1 1 07 Se S; Z 17
O R (4.28)
a(v; i %, se s; > 2.
Aplicando em a(vg) e usando que s,., S,_1, S,—2 > 2 obtemos
2 < 1
= —24° 1-
a(vo) + - + ZZI ( a(vi))
> 2+2+3 2+( 3)-0
J— J— DR— T —_— .
- n 3
2
= 250
n
Portanto a(vg) é positivo, ou seja, o = r + 1. -

Teorema 4. Se uma drvore T da familia F4 com n vértices, que possui r > 2 ramos
do tipo 1 ligados a raiz central, tem o = r, entao a desigualdade

20 — 2

Se(T) <n+20—2-—
n

€ satisfeita.

Demonstragao: Pelos Lemas 10 e 11, T" possui no maximo dois ramos com duas
ou mais folhas e nao possui pendentes. Os demais ramos, se houver, possuem uma
folha cada. Para nao sobrecarregar a notacao, sejam a e b os dois maiores niimeros de
folhas dos ramos, a > b. Para os demais, s; = 1. Temos que n = a+b+2r—1. Usando
o algoritmo VI para o calculo do polinébmio caracteristico laplaciano, inicialmente

para r > 3, obtemos

Pr(7) = papr(z) - (22 =3+ 1) (z - 1) . g, (4.29)
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onde

Papr(x) = 2°—(a+b+7r+7)2° + (ab+ ar + br + 5a + 5b + 6r + 19)z*
— (abr + 3ab + 4ar + 4br + 9a + 9b + 147 + 24)2°
+ (2abr + 3ab + 5ar + 5br + 7a + 7b + 161 + 13)2°

— (2ab+2ar+2br +3a+3b+9r+ )z +a+b+2r — 1.

Caso r = 2, 0 polindmio p,p2(r) possui um fator (x? — 3z + 1) que se
cancela com o fator em falta de Pp(x).

Das r maiores raizes de Pp(x), r — 3 raizes sao conhecidas, faltando-nos
ainda as outras trés raizes provenientes de pa,b,r(x).

Pelo algoritmo V2, com a = 1, identificamos que ha exatamente r
autovalores menores que 1. Ja sdo conhecidas r — 2 raizes de Pp(x) que sdo menores
do que 1, a saber 0 e 3%@ Vamos procurar cotas inferiores para as trés menores
rafzes de p, (), lembrando que essas raizes sao positivas e duas delas sdo menores
do que 1. Por outro lado, como temos r raizes de Pp(z) maiores do que a média,

e conhecemos r — 3 delas, a saber %5 As outras trés sao as maiores raizes de

Papr(x) € a quarta raiz desse polindmio esta entre 1 e d.

Papr |\ — >0
n

Papr(1) =ab(r —1) >0
4
Papr (5) >0 (4.30)

pa,b,r(Z) =1- a — b < O

Note que

Para verificar (4.30) basta efetuar a mudanca de variaveis ' = a+1,0 =

b+ 1,7 = r+2 e verificar que é soma de termos da forma a”'bP2rP? com coeficientes

4 1

.. l
positivos. O mesmo argumento serve para o valor --. Pelo Lema 7, y, 1 > 5~ = .

Assim, as duas raizes menores do que 1 tém uma limite inferior. Portanto temos as

seguintes cotas:

1 4
Ty > T > —, Ty > —. (4.31)
n
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Note que a soma das seis raizes de p, . (x) vale a+b+r+7. Com isso,

vamos somar as r maiores raizes de Pp(x), para r > 3:

3+\/5>

S, = x1+x2+x3+(r—3)< 5

3 2
3—+5 2 1
= 2r—2—(r—3 - — - —. 4.32
n+2r <’"><2)n3 (4:32)
Observe que
2r—4
n > 6 > (r_3)<3—\/5 +%

Aplicando essa desigualdade em (4.32), obtemos a desigualdade (4.5)
procurada.

No caso de r = 2, vamos proceder de maneira semelhante, lembrando
que duas rafzes (que somam 3) de p,p2(x) se cancelam com o fator (z? — 3z + 1)}
e portanto nao contam na soma (p,po(z) tem um fator de (z? — 3z + 1)). A soma

das 4 demais raizes é a+b+2+7—-3=a+b+06.

SQ = $1+5L‘2
= a+b+6—24— x4
4 1
< 3— = ——
n -+ 37
4ot 1 (4.33)
= n - — = )
3 n
Se n > 6 entao % > % Se n = 5 entao %—l—% > % Portanto, para n > 5

temos Sy <n+ 2 — %, concluindo a demontragao.
O
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Veremos agora os casos em que o nimero de autovalores maiores que a

média d é r + 1.

Teorema 5. Toda drvore da familia Fy, com r ramos do tipo 1, que nao tenha
pendentes e que possua exatamente o = r + 1 autovalores maiores do que a média d

cumpre a desigualdade
20 — 2
Se <n-+20—2— U )
n

Demonstracao: Vamos supor que a arvore sem pendentes tenha o = r + 1, com
r > 2. Usando a decomposicao BT descrita no capitulo anterior, os autovalores da
arvore sao os autovalores da matriz 7" unidos com um multiconjunto de elementos
iguais a 1. Portanto, os ¢ maiores autovalores da arvore sao os o maiores autovalores

de T'. Organizando os ramos de maneira crescente segundo o nimero de folhas s;,

temos
T1 U{ T1 U{
T = ' | = ' + | =4A+5B,
Tr UZ T’r UZ
U ... U O ) u ... u, O

(4.34)
onde u; é o bloco (() 1), 0 =1 é& o grau da raiz e T; é um bloco 2 x 2 referente ao
1-és11mo ramo

T, = ! Vi . (4.35)
Vs si+1

Usando o Teorema 15 e escolhendo I = {1,2,...,r+1,2r+1}, obtemos

a relacao
r+42
DT < D> XA+ M(B)
i€l i=1 iel

Sei1(T) + A1 (T) < Sppa(A) + > Xi(B)

Sr-i—l(T) S Sr+2(A)7 (436)
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pois o menor autovalor de T (matriz (2r + 1) X (2r + 1)) é o menor autovalor da
arvore (que é igual a zero) e a soma dos autovalores selecionados de B é zero (Lema
15). Os r + 1 maiores autovalores de A sdo 0 e os maiores autovalores de T}, pelo
Lema 3. Ja o autovalor de posicao r + 2 de A é o maior dos menores autovalores de

T;. Ja que supomos s; < s;,

6+i5i+2+\2/3§+43i+81+2—\/5f—|—431
=1

Sr+2 - 9

81—|—2

s+ 2 2 4 Ag,
5+ZSZ+ +\2/sl+ 32+
i=2

< 5+Z(Si+2)+51+2

=2
= 5+Zsi+2r
i=1

= n—1+42r (4.37)

= n+2r+1)—2-1
2r

< nt2r+1)—2- = (4.38)
n

Para chegar em (4.37) usamos o fato de que n =1+ r 4+ ) s; e assim
n > 1+ 2r, sustentando (4.38). Substituindo r + 1 por o, encontramos a relacdo
procurada.

U

Lema 12. Para a; > 1, 1 <i <, tal que Y a; = ¢, temos

T

1 r?
ol
a;, +2 ~ c+2r

i=1

Demonstracao: Por inducao em r. Para r = 2, queremos minimizar a funcao

flay,az) = = + =15 com a; + ay = ¢. O ponto de minimo ocorre para a; = a.
az+2 az+2

Supondo agora que vale o resultado para r+ < r — 1, tomamos uma sequéncia com

r entradas e, usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, obtemos que um

extremo ocorre quando a; = a; para todo 7. Comparando o valor da soma nesse

extremo com os valores da soma para a, = 1 e os demais a; = a1 = %, ou
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a, = ¢c—1r+1 e os demais a; = 1 (estamos usando a hipotese de inducdo para
sequéncia de r — 1 entradas) que sdo fronteiras, concluimos que a; = ¢ minimiza a

soma.

O

Teorema 6. Toda drvore da familia Fy, com r ramos do tipo 1, que tenha no

minimo um pendente na raiz, cumpre a desiqualdade

20— 2
Se <n—+20—2— U )
n

Demonstragao: Como a arvore possui p > 1 pendentes, isso implica que possua
exatamente o = r + 1 autovalores maiores que a média d (Lema 10). Para possuir &
familia, » > 2. Usando a decomposicio BT e sabendo que os ¢ maiores autovalores

da arvore sdo os mesmos o maiores autovalores da matriz 7' de ordem (2r + 2)

1 VP
Ty ud

T = N I (4.39)
T. ur
VP Ui ... Uy 0

Usando a decomposi¢ao da matriz 7' semelhante a realizada em (4.34),
com ¢ = r+ p o grau da raiz, u; é o bloco (0 1) e T; sao os blocos 2 x 2 em (4.35),
obtemos a relacao

SU < ST+2<A>7

onde A é a matriz diagonal em blocos.

Os maiores autovalores de A sao as maiores raizes dos blocos T;, d e 1.
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Assim

Sr+2 =

s 4+ 9 2 4 4g,
5+ZSH_ +\2/sl—|— 31+1

=1

d 1
< 0+1 E i 2 - 4.40
+ +i:1 (s+ Si+2> (4.40)

= 5+1+Zsi+2r—28'12

i=1 i=1
1
— S; + 2

= n+2r—

7,2

>osi+2r

7,2

< n+2r+1)—-2-

= n+2r+1)—2- (4.41)

n+r—p—1
poisn=1+p+r+> s; e pelos Lemas 3 e 12.
Usando as condicoes r > 2, p > 1 e n > 6 temos
n(r—2)> 2(r—2) >2(r—p-—1)

nr

v

2n+r—p—1)

r
>

3o

n+r—p-—1

e substituindo em (4.41), tomando o = r + 1, concluimos o resultado.

4.2.4 Arvores de F;

Vamos tratar de um caso especial de arvores de didmetro 5. Queremos
as arvores que, quando retirada qualquer aresta nao ligada a uma folha, sao a uniao
de uma estrela com uma arvore que nao ¢ estrela (essas arvores pertencem ao con-
junto F). Seja F5 o subconjunto de F que contém as arvores de diametro 5. A
estrutura dessa familia de arvores é a seguinte: ha um vértice que é a raiz (vértice
central); ligados a essa raiz ha ramos do tipo 0 (pendentes), um ramo do tipo 2 e

pelo menos um do tipo 1.
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Figura 4.11: Modelo de uma arvore de F5

As arvores com menor nimero de vértices dessa familia possuem: 1
ramo do tipo 2, 1 ramo do tipo 1 e um pendente; ou 1 ramos do tipo 2 e dois ramos

do tipo 1. Assim, n > 7.

Nessa subsecao considere r = r; + 1 o namero de ramos totais (nao

pendentes).

Proposicao 24. Uma drvore da familia Fs, com ry > 1 ramos do tipo 1 e p pen-

dentes, possui v+ 1 ou r + 2 autovalores maiores que a média d.

Demonstragdo: Usando o algoritmo V1 e calculando a(v) para o = d obtemos,
para cada tipo de vértice (u; vértices pendentes, v; vértices nos dos ramos do tipo
1, w vértice n6 do ramo do tipo 2, w* vértice ligando a raiz ao né do ramo do tipo

2, vy vértice central), as seguintes relacoes, onde s; representa o nimero de folhas
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de v; e t o ntiimero de folhas de w, conforme ilustrado na Figura 4.11.

a(u):1—(2—2):—”_2<0 (4.42)

n n
2 S; 281‘ 2

i)=s;+1—(2——| — = 2s; ——1>2s;,—1(4.4
a(v;) = s; + ( n) e Sit—5 > 2s (4.43)

() = 2 2

(4.44)

e a(vg) e a(w*) podem tanto ser negativo quanto positivo, dependendo da configu-
racao da arvore.

Dos n vértices do grafo, ha exatamente r; vértices do tipo v;, um w,
um do tipo w* e um do tipo vy, e os demais sao do tipo u. Portanto, contando o
namero de a(v) positivos, podemos afirmar que ha no minimo r autovalores maiores
que a média d, e no maximo r + 2.

Supondo que o = r, a(vg) e a(w*) devem ser negativos. Sejam

hnt) = a(w") = % - a(lw)
—n? +4(nt +2)(n—1)

n(n?(2t — 1) — 2n(t — 2) 4)’

a(vg) = r+p—( (4.45)

).

Note que, para t fixo, 3 (n t) < 0paran >2et > 1. Essa afirmagio
pode ser comprovada calculando a derivada parcial de h e, usando a substituicao
de variaveis (n’ =n+2et' =t + 1), verificando que a expressdo é uma soma de

termo da forma n'P*t'P2 com coeficientes negativos. Ou seja, h é decrescente quando

n cresce. Uma cota inferior para h(n,t) pode ser obtida se tomando o limite.

1

h(n,t) > lim h(n,t) = ——. 4.46
Para encontrar uma cota inferior para 1 — ——, basta usar (4.43) e notar
que a(v;) > 1. Portanto
1
1— > 0. (4.47)
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Entao, podemos reescrever a expressao (4.45) como
—1 2
CL(U()) > 2pn——1+—+7’10+2t—1
n—2 n
2
> 2p+2t -2+ —
n

que é positiva, pois t > 1. Portanto a(vg) é positivo, contrariando a suposi¢ao de

que havia somente r autovalores maiores que a média d. Logo, o > r + 1. -

Teorema 7. Uma drvore da familia Fs, com r1 > 2 ramos do tipo 1, e com o

autovalores maiores que a média d satisfaz a desigualdade

20 — 2
Sy <n—+20—2-— ? .
n

Demonstragao: Essa arvore possui um ramo do tipo 2, r; > 2 ramos do tipo 1 e
p > 0 pendentes. O nimero o pode ser r + 1 ou r + 2. Usando a decomposi¢io BT,
a matriz 1" possui todos os autovalores da arvore, exceto por um multconjunto cujos
elementos sdo 1. Ou seja, os autovalores maiores que a média d sdo autovalores de
T.

H4 duas possiveis matrizes T: T° (arvore sem pendentes) e T' (arvore

com pendentes).

1 \/1_7
T T1 U{
T = K : T0 — T | (4.48
- T T, ul | (4.48)
1 1 Q ’UT
Q o'
Uy ... Uy UV 0
VP U1 ... Uy v 0

onde 0 = r+ p é o grau da raiz, u; é o bloco (0 1) e v o bloco <0 0 1). O bloco
@ ¢ um bloco 3 x 3, enquanto que os demais sao blocos 2 x 2.
1 Vvt o0
1 V50

Q=|vt t+1 1 T, = : (4.49)
Si Sl—|—1
0o 1 2 Ve
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Usando a decomposigao feita em (4.34) e pelo Teorema 15, escolhendo

I={1,2,...,7+ 1,0ordem(T)}, obtemos a mesma relacao que em (4.36),
Sp(T) < Sp12(4),

onde A é a matriz diagonal em blocos.

Os r+2 maiores autovalores de A sao: os maiores autovalores dos blocos
T; (Lema 3), os dois maiores autovalores de () (Lema 4) e §. Lembrando que a soma

dos trés autovalores de () é t + 4 e usando y3 para o menor autovalor de (), temos

r1 1
Sria(A +t+4— i +2—
+2(A) < d4i+ y3+;(s + si+2)

= 5+t+28i+4—y3+27”1—i: :

i1 Si+2.

Usandon=r+p+2+t+ > s;, e Lema 12, obtemos

(r—1)?
Sio(A) < m—244—ys+2r — 4.50
(r—1)2
< 2 1) —2—y3 — ———. 4.51
< n+2(r+1) e (4.51)
Vamos separar em dois casos. Se r; > 3, ou seja, r > 4, temos
2r + 2 2r(r —5)
N S N S A .28
" r2—4r+1 r2—4r+1
nr® —4rn+n > 2r(r —5)
n(r*—2r+1) > 2r(n+r—75)
—1)? 2
(=1 2
n+r—>=5 n
e por (4.51), por yz ser positivo e substituindo o = r + 1 temos o resultado.
Se r1 = 2, a equagao (4.50) fica
4
Sri2(A) < 6 — —— — ys. 4.52
+2( ) n —+ n—1_+¢ Ys ( )

Usando o Lema 4, se t = 1, teremos
0,19n% — 2,381 + 12 >0
4n +0,19(n? — 2n) > 6n — 12

45 +0,19> 8 (4.53)
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e substituindo em (4.52) encontramos a desigualdade. Por outro lado, se t > 2

teremos

(= ()] + 4= P+ (24-3) 1§ >0
n®— (9t + 1)n+24t(t+1) > 0

4(4tn+nn—t—1)>6(4t)(n —t —1)

=t >2 (4.54)

n—t—1

e substituindo em (4.52), sendo y3 > encontramos a desigualdade procurada,

1
At
parao =1+ 1.

Caso 0 = r + 2, procedemos de maneira semelhante. Escolhendo
I={1,2,....,7r+ 1,7 +2 ordem(T)}, obtemos a partir do Teorema 15 e Lema 15 a

relacao

Sr+2 (T) S Sr+3 (A),

onde A é a matriz diagonal em blocos. O autovalor de posi¢do r + 3 da matriz A

pode ser: 1, um autovalor pequeno das matrizes T; ou o menor autovalor de (). Note

que
)
1, se houver pendentes
/2
Ary3(A) = M, se nao houver pendentes e x5 > y3 (4.55)
Y3, se nao houver pendentes e y3 > x9

ou seja, A\.13(A) < 1. Portanto, usando o caso o = r + 1, teremos

ST-I-S(A) = Sr+2(A)+)‘r+3(A)

2
< n+2(r+1)—2——r+1
n
2
= n+2(r+2)—2——r—1
n
2 + 2
< n42r42)—2-TLF2
n

pois n > 2, o que conclui a demonstracao.
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Teorema 8. Uma drvore da familia Fs, com apenas dois ramos (um do tipo 1 e um

do tipo 2) e o autovalores maiores que a média d satisfaz

2 — 2
S <n42—2-2"2%
n

Para esses grafos nao podemos usar a decomposi¢cio BT na forma da
equacao de matrizes (4.34) (T = A + B) usada nos outros casos, pois, fazendo
isso, extrapolamos a cota superior almejada para alguns grafos da familia. Por
exemplo, para a arvore da Figura 4.12 que pertence a F5, a soma dos quatro maiores
autovalores da matriz A (matriz de blocos apos a decomposi¢ao da matriz 7' usando

a decomposi¢ao BT) é maior do que a cota superior que procuramos, para k = 3.

Figura 4.12: Contra-exemplo para uso da decomposicao BT para r = 2

Temos os blocos

1 V2 L

T, = Q=1v3 4 1
V2 3
1 2

cuja soma dos trés maiores autovalores, mais o valor de § = 3 (o0s quatro maiores
autovalores de A) resulta em Sy(A) > 13,623. Enquanto que, para a cota que bus-

camos, devemos ter S3(7") < 13,6, mostrando que a decomposi¢cao BT aplicada na

equagao (4.34) nao é util nesse caso.
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Demonstragao: (Teorema 8) Para uma arvore com esse perfil pertencer a familia,
é necessario que p > 1. Caso contrario, seria possivel dividir o grafo em uma uniao
de duas estrelas. Vamos em busca do proprio polindmio caracteristico laplaciano.
Seja s e t o nimero de folhas dos ramos do tipo 1 e 2, respectivamente. Temos

n=p+4+s+ten>7 Usando o algoritmo V1, obtemos
Pr(z) = ppsa() - (x = 1)"" -,
onde

ppsi(x) = 2% —(s+t+p+9)a®+ (st +pt+ps—+Tt+7s+6p+31)z’
— (pst + 5st + 4pt + 4ps + 17t + 17s + 13p + 53)2°
4+ (2pst 4 Tst + 5pt + 4ps + 18t + 185 + 13p + 48)2?

— (3st+2pt+ps+8t+8s+6p+22)x+ (p+s+t+4).

Aplicando o algoritmo V2 para o = 1, verifica-se que ha trés autova-
lores menores do que 1, quatro maiores do que 1 e n — 7 iguais a 1. Aplicando o
algoritmo para a = 2, observa-se que somente trés autovalores sao maiores do que
2. Confrontando com a forma de Py (x), conclui-se que p,,.(z) possui: trés raizes
maiores que 2; uma raiz entre 1 e 2; e duas raizes menores que 1.

Analisando o polinémio p,, () em certos pontos, encontramos

Ppsi(l) =pst >0
7
pp,s,t (g) > O
Prsa(2) = ~[(25 = 1)t +p) 5] <0,

A segunda afirmagao é valida pois é soma de termos positivos (apos

substituigdo de varidveis p’ = p+ 1, =s+1let' =t +1). Como p,,.(z) troca

7

de sinal no intervalo (g, 2), podemos dizer que ha uma raiz desse polinémio nesse

intervalo. A soma das seis raizes é n+ 5. Também podemos afirmar que as menores

raizes sao maiores ou iguais a conectividade algébrica da arvore. Pelo Lema 7, temos

Tg, X y xTy.
5 = 6 5 5 4
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Supondo que o = r + 1 = 3, os trés maiores autovalores da arvore sao

as trés maiores raizes de p, ().

S3 = n+d—x4—x5— T
8 7
< 5—— — =
R
8
= n+4—-—-0,4
5%0)
< +4 8 12
n _ 2 =
Sn  dn
4
= n+4—-—,
n

pois n > 7, satisfazendo a desigualdade procurada.
Supondo que a arvore tenha 0 = r + 2 = 4, procedemos de maneira

similar e obtemos

54 = n+d—x5—x<n-+H
= n+8—-2-1
6

< n4+2-4-2-—-,
n

satisfazendo a desigualdade.

4.2.5 Arvores de Fg

Seja Fg o subconjunto de F com as arvores de diametro 6. A esse sub-
conjunto pertencem as arvores que, apos a retirada de qualquer aresta nao incidente
a alguma folha, sdo a uniao (disjunta) de uma estrela e uma nao estrela. A carac-
teristica dessas arvores é possuirem: um vértice central; ligados a este, dois ou mais

ramos do tipo 2; alguns possiveis ramos do tipo 1 e vértices pendentes.

A Aarvore com menor ntmero de vértices é aquela que s6 possui raiz

central e dois ramos do tipo 2, ambos com uma folha (o caminho P7). Assim n > 7.
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Figura 4.13: Modelo de uma arvore de Fg

Proposigao 25. As drvores da familia Fg possuem entre r + 1 e r + 4 autovalores

matores que a média d, onde r € a soma do niumero de ramos dos tipos 1 e 2.

Demonstragdo: Usando o algoritmo V2 e calculando a(v) para o = d obtemos,
para cada tipo de vértice (u vértices pendentes, v; vértices nos dos ramos do tipo 1,
w; vértice n6 do ramo do tipo 2, w} vértice ligando a raiz ao n6é do ramo do tipo 2,
vy vértice central), as relacoes em (4.42) e (4.43), onde s; representa o nimero de

folhas de v;, e adaptacao de (4.44), onde ¢; é o nimero de folhas de w;,

2t 2
4+ Z_1>0.
n—2 n

a(w;) = 2t; +

Em um grafo com r; ramos do tipo 1 e 5 do tipo 2, podemos afirmar

que h& no minimo r = ry 4+ ro autovalores maiores que a média. O nimero exato
depende dos sinais dos r; a(w}) e de a(vy).

Vamos supor que possa existir uma arvore dessa familia com exatamente

o = r. Entao todos a(w}) sdo negativos.
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Vimos em (4.46) que

e em (4.47) que

Assim,

Z

)

a(vy) = r+p—(2—%>+pnf2 Z

2p
= 4 —— —2
p+—— 2+ 2 +§ <

2
> 2 — -2 - (0 2t — 1
p+n+T2 +1r ()+Z( j )

2
= 2p+——2 § 2t;.
p+n + j

T2
E como ha no minimo dois ramos do tipo 2, a(vy) > 0, contrariando

nossa suposicao. Ou seja, o > r + 1.

Analizando a expressao de a(w}

%) associada ao ramo do tipo 2 com t;

folhas
2 1

o a(wy)

observamos que para este ser positivo, é necessario e suficiente que

n®—8n+8
T = 4n? —4n

Assim, temos

L n? 2>n
7T 4n—-1) n "~ 4

(4.56)

Wl =

ou seja, para que a(wj) > 0 & necessario que t; > 7 — %, pois n > 7. Vamos supor
que temos uma arvore de Fg com o > r + 5. Podemos afirmar que no minimo
h& quatro a(w;‘) positivos. Portanto, para esses quatro ¢; temos uma cota inferior.

Somando o numero de folhas desses quatro ramos do tipo 2 e mais seus oito vértices
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dos ramos e o vértice central, temos que a arvore possui no minimo n + 8 vértices:
uma contradicao, pois a arvore tem n vértices. Logo, nao ha arvore da familia com

mais de r + 4 autovalores maiores que a média d.

O

Vamos primeiramente mostrar a validade da cota superior (4.5) para
os valores de ¢ superiores, e depois para 0 = r + 1. Este dltimo caso sera tratado

separadamente pois exige uma um tratamento diferente para situagoes particulares.

Teorema 9. Uma drvore da familia Fg com r +2 < o < r+4 autovalores maiores

que a média d satisfaz
20 — 2
m—

S, <n+20—-2-—

Demonstragao: Tome uma arvore de Fg, com ry ramos do tipo 1, ro > 2 ramos
do tipo 2 e p pendentes. E sejam s; e t; o niimero de folhas dos ramos do tipo
1 e 2, respectivamente, cada sequéncia organizada de modo crescente. Portanto,
n=1+p+r+2rp+>, s+, t;. Usando a decomposicio BT, temos que a
matriz T (T° se p=0e T" se p > 1) cujo espectro é igual ao espectro laplaciano da

arvore, exceto por um multiconjunto de elementos iguais a 1, tem a forma

T
T]_ u 1

TO

I
O
N

S
=i

Uy oo Uy V... Upy O
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ou

T

1 T1

Ql Uip

VD Ur ... Uy Vr ... U O

onde u; é o bloco <0 1> e v; 0 bloco (0 0 1), 0 =11+ 19+ p é o grau do vértice
central, e os blocos T; e (); sao matrizes 2 x 2 e 3 x 3 referentes aos ramos dos tipos 1
e 2, respectivamente, com s; e t; folhas. Uma estimativa para os autovalores desses
blocos encontra-se no capitulo anterior (Lemas 3 e 4).

Expressamos a matriz T como soma de duas matrizes A (matriz di-
agonal em blocos) e B (entradas somente na ultima linha e coluna) semelhante a

equacgao (4.34). Por exemplo, para T*

! VP

I
@
)
I

Al
Q; UJT

e para T basta suprimir a primeira linha e coluna de cada matriz. Temos

n=1+0+r+Y s+t
T1 T2
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Usando o Teorema 15 com I = {1,....r,r+1,....7 + £,ordem(T)}
(I| =r+ ¢+ 1) temos

Zie[ )‘i(T) < Zle /\i<A> + Zief )‘i(B)
z:—i_le 125 (T) + ,uordem < ZT—%—H ( ) + ZT—M )\ ( ) + Aordem(B)

Sre(T) < Sryea(A), (4.57)

POIS flordgem(ry = 0 (0 menor autovalor laplaciano da arvore) e a soma dos autovalores
selecionados de B ¢é zero (Lema 15).

Considere 2 < ¢ < 4. Os maiores autovalores de A sao: 9, o maior
autovalor de cada bloco T; (Lema 3), o maior autovalor de cada bloco @; (Lema 4).
J& temos r + 1 autovalores, todos esses maiores que 2. Os de posicao r +2 e r+ 3
sao exatamente os segundo maiores autovalores de @, € @,,_1 (hd no minimo dois
blocos @), que pertencem ao intervalo (2, ) Os demais ¢ — 2 autovalores de A sao

todos menores a 2 (menor autovalor de 7T}, menor ou segundo autovalor de @;, 1 ou

0). Temos

Sr—l—f (T) < ST—M—&-I (A)

ro—2

< 5+Z si+2) +Z (t +2+—) (ty +4) + (try_1 +4) +2(0 = 2)

ro—2

= 5+Zs, Zt + 21 + 2(ry — 2) +4+2€+Z

ro—2

= n—1+27‘1+7’2+2£—0—ZE
J=1

ro—2
1
A ) /) — -
n—142(r+7) T2+;4t
ro—2 1
= n+2(7’+€)—2—1—z<1—5j>
7j=1
3

< n+2(7‘+€)—2—1—(r2—2)-z.
Como ry > 2 e ¢ > 2, usando a notagao da demonstracao da Proposicao

25, temos que ter no minimo £ — 1 ramos do tipo 2 tais que a(w}‘) > (), e isso nos da
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que t; > — % para esses ramos do tipo 2.

no= ldptrtr+tY s+ t
T1 T2

7‘27([71) T9
> 14+r+ro4+r+ Z t; + Z t;

j=1 j=ro—042
T2
> 1424+ Y (t—1)
j=ro—~0+2

Assim

. L+2r g+ 3072 o(t — 1)_

n
Basta mostrar que
r2
L+ Y (t—1) =202, (4.58)
Jj=ro—l+2
para que se cumpra a desigualdade
2r +20 —2
Syit(T) < Spera(A) <+ 20r + ) — 2 — TT (4.59)

Caso ¢ = 2, facilmente se vé que 1 +1ry > 3 > 2/ — 2.
Caso ¢ = 3 ou 4, cada t; referente ao ramo com a(w}) > 0 deve satisfazer

T % Para o menor nimero de vértices possivel (n = 7), ja temos que ter

l4re+(0—1)>24+0>+4)—2>2(—2.
U

Teorema 10. Uma drvore de Fg com 0 = r—+1 autovalores maiores do que a média

d satisfaz

20 — 2
S, <n+20—2— U )
n

Demonstracao: Com a mesma notacao da demostracao do Teorema anterior,

obtemos da decomposicido BT a relagao (4.57) para ¢ =1

Sr1(T) < Spia(A),
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onde A é a matriz diagonal em blocos. Os maiores autovalores da matriz A sao: 9, o
maior autovalor de cada bloco e o maior dos segundo maior autovalores correspon-

dentes aos blocos referentes aos ramos do tipo 2 (ys de @,,). Portanto temos

r1 1 ro—1 1
Spa(A) < 5+ (si+2— S'+2> +> (tj+2+4—t) +topo + 4
i=1 v

j=1 J

ro—1

= 5—|—Zsi+ztj+27’1+2r2+2+25_28,12
=1 7 =1 7!
. 1 1 rl 11
- n—1+2(r+1)—1—2(1—g>—ZS,+2
7 (2

i=1 i=1

3 SN |
n+2(7‘+1)—2—1(T2—1)—;Si+2. (4.60)

IN

Se r1 = 0, teremos r = ry. Como n > 7 temos que

- 8r
n —_—
3r—3’

ou seja
3r—3  2r

>
4 n

garantindo a validade da desigualdade.
Sery > 1, seja s, = maxj<;<,, {si}. Agora precisamos fazer um pequeno

esforco algébrico. Primeiramente note que

n = 1—|—p+r1+2r2+23i+2tj
Z 1+2T1—1+S*+3T’2

> 64 2ry + s,.

Acompanhe, como

4s, + 20 8r?
rl(i—2)+33*—1+ 1o,
Sy + 2 Sy + 2
temos que
47“1 20T1
2 «) 3 > 8 1— ,
(r1+s)( +s*—|—2) T+ P
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o que nos leva a

20
87”1 +1 P}

4rq
3 + Sx+2

2r1 + s, >

Assim
_ 20r
8T1 + 1 Sx+2

4ry
3 + Sx+2

2+T1

4rq
3+ 555

[ ry—1— A4n
> 8 1+J]

n>6+2r;+s, >

— 1438

4ry
3+ 55

[ T1—2T2+3—4L]

Z 81+ Sx+2

_ Ary
37’2 3+s*+2

811+ 81y

_ Ay
37“2 3_'_5*—&—2

Portanto

T1

3re — 3 1 3re — 3 r1 2r
4 Z = T "

>
S$;i+2 4 Sy +2 n

=1

e aplicando em (4.60) obtemos a desigualdade procurada (de forma estrita).
U

Assim, concluimos a demonstracao do Teorema 1 para as arvores da

familia F, o caso remanescente. Portanto, o Teorema 1 esta provado.

4.3 Aplicacao & energia laplaciana
Para concluirmos esse trabalho, segue a confirmacao da cota superior
da conjectura exposta no inicio deste capitulo, E.(T) < EL(S,).

Teorema 11. Toda drvore T de n vértices distinta da estrela possui energia lapla-

ciana inferior a da estrela S,

4
EL(T) <2n—4+—.
n
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Demonstracao: Vamos calcular a diferenca da energia laplaciana entre a estrela e
uma arvore T, ambos com n vértices). Note que d é constante para todas as arvores
de n vértices, com valor igual a 2 — % Ja sabemos qual é a energia laplaciana
da estrela (equagao (2.8)). Aplicando a Proposi¢do 21 e o Teorema 1 sobre T' e

considerando que T' tenha exatamente ¢ autovalores maiores que d, temos

4 -
E —E(T) = 2n—4+4 —— |2 (1) — 2
US)) = Eo(T) = 2m—d4 = = 23 (1)~ 20

pi>d
4 20 — 2 -
> 2n—4+—-—-2|n+20—-2-— + 20d
n n
4 4 4 4
= 2n—4—|———{271—4—1—40——0—%—]—1—40——0
n n o n n

= 0.
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5 CONCLUSAO

Como vimos, muitas propriedades estruturais dos grafos estao ligadas
aos seus autovalores. Contudo nao podemos distinguir alguns grafos olhando so-
mente para o seu espectro. Uma das propriedades que escapam dos autovalores
é a conexidade. Fornecemos exemplos de grafos bipartidos completos unidos com
pontos isolados que possuem o mesmo espectro, embora possuissem nimero de com-
ponentes conexas diferentes. Por outro lado, também existem aqueles grafos, como
as estrelas S,y 1, p primo, que podem ser unicamente determinados pelo seu espectro.

Do espectro laplaciano tiramos o niimero exato de componentes conexas
apenas contando a multiplicidade do autovalor laplaciano zero. Esse conceito traz
novas propriedades para grafos.

A partir de um resultado conhecido sobre a energia de arvores, inves-
tigamos uma conjectura que relacionava a energia laplaciana de arvores e pudemos

demonstrar a validade da cota superior

EL(T) < EL(S,),

para arvores T de n vértices. Influenciados pela cota de Haemers et al. [9], a

comprovacao do fato acima foi possivel gracas a nova cota

k
2k — 2
SiT)=> pi<n+2k—2- ="

: n
=1
que deu origem a um artigo [6].

Agora que conhecemos a arvore com maior energia laplaciana, é natural
nos perguntarmos qual a energia laplaciana minima. Acredita-se que tal valor seja
alcancado pelo caminho, mas esse problema oferece uma dificuldade adicional, que
é a propria expressao para a energia laplaciana do caminho, envolvendo soma de
COSSenos.

Outra questao seria ordenar precisamente as arvores com n vértices
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com relacao a sua energia laplaciana, isto é, determinar quais arvores assumem a
segunda, terceira, k-ésima posicao no ordenamento por energia laplaciana. Baseado
em experimentos com arvores com até 16 vértices, estima-se que a arvore de diametro
3 (double star) equilibrada, onde o nimero de folhas é igual ou aproximadamente
igual (caso impar), ocupe a posi¢ao de nimero dois, com energia laplaciana menor
s6 quando comparada com uma estrela.

Fazendo um pequeno ajuste no Teorema 1, calculos preliminares apon-
tam que, para arvores com diametro maior ou igual a quatro e com no minimo seis

vértices, vale a seguinte desigualdade para os k maiores autovalores laplacianos

. 2%
Sk(T):Z/MSn—i—QkJ—Q——.

- n
=1

Com esse resultado sera possivel obter da segunda & quarta arvore com maior energia

laplaciana.
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Apéndice A

Seguem algumas defini¢oes classicas da Algebra Linear, usadas como
base para a teoria espectral de grafos. Também sao enunciados teoremas usados

como ferramentas no texto.

Defini¢ao 23. O polindémio caracteristico P(x) de uma matriz A é definido por
P(z) = det(z] — A)

Definicao 24. Dada uma matriz A, os autovalores de A sdo nimeros \ tais que
Av = v, para algum vetor v nao nulo. Dizemos que tal vetor € um autovetor

associado ao autovalor \.

Definigao 25. O conjunto dos autovalores de uma matriz A é denominado espectro

de A.

Ao buscarmos os autovalores de uma matriz, recorremos a seguinte
técnica: se A\ é tal que Av = \v, para algum v, temos que Av — Av = 0 e portanto
(A — A )v = 0. Para que tal fato ocorra, a matriz A — Al nao pode ser inversivel e

dai segue que o determinante deve ser zero.

Proposicao 26. O espectro de uma matriz A € o conjunto das raizes de seu polinémio

caracteristico.

Definicao 26. Uma matriz A de ordem n x n € dita simétrica se, para todo

1 <14,j < n, tivermos a propriedade a;; = a;;.

Definicao 27. Um operador A : R® — R" € dito auto-adjunto se, para quaisquer

vetores u,v € R™ temos a sequinte propriedade de produto interno:

(u, Av) = (v, Au).
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Proposicao 27. A : R* — R"™ ¢ um operador auto-adjunto se, e somente se,

sua representagdo matricial A = [a;;] € matriz simétrica em relagao a uma base
ortonormal.
Demonstragao: Seja B = {uy,...,u,} base ortonormal de R" em relagio a qual

A é simétrica. Temos que
(ui, AU]> = Q35 = Qj; = <Uj, AU,>
Dado u = aquy + ... ayu, € v = frug + ... Byu, obtemos

(u, Av) = (oquy + ... auun, A(B1us + ... Bpty))
= 1S {u, Aug) + - - 4 ;B (ui, Aug) + - - 4 B (U, Auy)
= frag(ug, Aug) + - -+ Bjou(uy, Awg) + - - + Brog (U, Auy,)
= (Brug + ... Bptn, Alaquy + ... aipiy))

= (v, Au),

ou seja, A é auto-adjunto.
Supondo agora que A é auto-adjunto, aplicamos tal fato para
(ui, Auj) = (uj, Au;) e obtemos a simetria de A.
O
Teorema 12. (Teorema FEspectral) Para todo operador auto-adjunto num espago
vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal

formada por autovetores.

Proposicao 28. Se A € uma matriz ssimétrica entao todas as raizes de seu polindomio

caracteristico sao reais.

Demonstracao: Como A é simétrica, o operador A é auto-adjunto, entdao, pelo
teorema anterior, possui base de autovetores. Assim A pode ser expressado por uma

matriz diagonal nessa base de autovetores.
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Lema 13. Se A é uma matriz diagonalizdvel, entdo o traco de A € igual a soma de

seus autovalores.

Demonstracao: Como A é diagonalizével, existe uma matriz P de mudanca de
base tal que A = P~'DP, onde D ¢ a matriz diagonal com entradas iguais aos
autovalores de A. Logo, PA = DP.

Para matrizes quadradas X e Y, temos

tr(XY) = ZZ(X)ij(Y>ji

i=1 j=1

- Z Z<Y)ji(X>ij =tr(YX).

j=1 i=1

Portanto,

tr(A) = tr(P~'PA) = tr(PAP™") = tr(DPP™') = tr(D).
O

Proposicao 29. Seja A uma matriz real simétrica de ordem n e x um vetor. Pode-

mos expressar o maior autovalor de A pelo quociente de Rayleigh

xT Ax
Al — max -
lz|20 T+ X

Definicao 28. Uma matriz M é chamada positiva semidefinida se a forma quadrdtica

associada xT Mz > 0, para todo vetor x nao nulo.
Proposicao 30. Se uma matriz M pode ser escrita como M = B - BT, entdo M é

positiva semidefinida.

Demonstracao: Aplicando a definicdo de matriz positiva semidefinida, escolhemos
um vetor x e verificamos que

"Mz = 2" BBTr = (BTx)" (B 2).

Seja a; = (BTx); a i-ésima entrada do vetor BTz, Assim, " Mz =3, a? > 0.
0]
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Proposicao 31. Os autovalores de matrizes positivas semidefinidas sao todos nao-

neqativos.

Teorema 13. (Teorema do Nicleo e Imagem) Sejam E e F espacos vetorias de

dimensao finita. Para toda transformacao linear A: E — F temos
dim(£) = dim N(A) + posto(A),

onde N(A) € o espago nulo (nicleo) de A.

Para mais detalhes, consulte Lima [14].

O proximo resultado data de 1912 e pode ser encontrado em Meyer [15],

onde ¢é feita uma clara exposicao sobre o tema.

Definicao 29. Uma matriz M € dita irredutivel se, para qualquer matriz de permu-

tacio P, a matriz PTMP ndo é similar a uma matriz triangular superior de dois
A B

0 C

blocos

Proposicao 32. Seja A uma matriz de ordem n cujos elementos sao todos nao
negativos. Entdo A € irredulivel se e somente se (I + A)""! é uma matriz cujos
elementos sio todos positivos ou, equivalentemente, I + A+ A%+ ...+ A" € uma

matriz cujos elementos sao positivos.

A matriz de adjacéncia de um grafo conexo G é irredutivel. O elemento
ij de A(G)" indica o nimero de cadeias de comprimento ¢ ligando v; a v; (Proposigao
2). Como G é conexo, para cada par de vértices existe no minimo uma cadeia
de comprimento igual ou inferior a n — 1. Portanto todas as entradas da matriz

A+ A2+ .. 4 A" 530 positivas.

Teorema 14. (Perron-Frobenius) Seja A uma matriz irredutivel cujos elementos
8Go nao negativos. Entao associado a A1, o maior autovalor de A, podemos tomar
um autovetor v com todas as entradas nado negativas. A dimensdo do autoespaco

associado a A\ € 1.
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Lema 14. Dadas as matrizes A e B, tais que A = B - BT, entdo o posto de A €

igual ao posto de BT,

Demonstragao: Usando as propriedades de matrizes

posto(M) = posto(M™)

posto(M) = posto(M - M7T)

temos que

posto(A) = posto(B - B) = posto(B) = posto(B™).

O proximo resultado ¢ devido a Wielandt [22].

Teorema 15. (Autovalores de Matrizes) Sejam A, B e C matrizes hermitianas de
ordem n tais que A = B+ C. E sejam \;(X) seus autovalores ordenados de modo

decrescente. Seja I um subconjunto de {1,...,n} com k elementos. Entdo

k
SAA) < S B) + A (E) (A1)
iel i=1 iel

Este Teorema nos permite escolher quais autovalores da matriz quere-
mos somar. Se tomarmos I = {1,...,k} teremos como corolario um Teorema muito

conhecido.

Teorema 16. Sejam A, B e C matrizes hermitianas de ordem n tais que A = B+C
e \i(X) seus autovalores em ordem decrescente, entdo

k k

S M) £ Y M(B) + Y N(O) (A.2)

i=1 i=1

Lema 15. A matriz simétrica B de ordem n x n com entradas somente na iltima
linha (e coluna) (\/ay,\/az, ..., \/an—1,0),com a; > 0, possui espectro
{(V/7,0,0,...,0,—/7}, onde vy = 37" a;.
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Demonstracao: Vamos considerar a matriz A\l — B. Essa matriz s6 nao esta
diagonalizada por causa da ultima linha. Devemos substituir a linha L,, por

-1 - . . . . Ly,
L,—>", ‘//\‘TLZ Assim ficamos com a matriz diagonalizada e o altimo elemento

da tltima linha fica A — 3. Efetuando o determinante, obtemos o polinomio carac-

teristico pp(\) = A" 2(A? — ). E concluimos que os autovalores sio £,/ e 0.
U



