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Resumo

Neste trabalho, estudamos duas identidades teta uma devida a Ramanujan e
outra a Andrews. Provamos essas identidades de forma analitica e as interpreta-
mos através de argumentos combinatérios como fungoes geradoras para o ntimero
de partigoes contadas considerando pesos para elas. A partir das demonstracoes

analitics deduzimos também algumas identidades envolvendo funcoes particoes.



Abstract

In this work, we study two theta identities one of them due to Ramanujan and
the other due to Andrews. We prove them in an analytical way and we interpret
them using combinatorial arguments as generating functions for partitions counted
attributing weights to them. From the analytical proofs we also deduce some iden-

tities involving partition functions.
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Introducao

Nesta dissertacao, apresentaremos alguns resultados envolvendo séries teta e
particoes de inteiros, analisados sob um ponto de vista analitico e combinatério.
Temos como principal objetivo a partir do estudo das séries teta parciais abaixo

devidas a Ramanujan e Andrews,

n(n+1)

( - k k2
14 Z o ;
(§]
Z 2n+2 )oo<aq2n+1; qQ)OO _ Z(_a)quQ’
n=0 k=0

compararmos diferentes contagens de particoes através da atribuicao de pesos as
particoes. Sendo os pesos considerados nesse trabaho obtidos através dos saltos
entre partes, nimero de partes impares da particao, nimero de partes pares e
tamanho de corda de uma particao. Outro foco do presente trabalho é através
das demonstracoes analiticas ds identidades teta a deducao de algumas identidades

envolvendo fungoes particao.

Para isso iniciamos o trabalho, no Capitulo 1, apresentando alguns resultados
necessarios para o embasamento da teoria que segue. Esse capitulo esta dividido
em duas se¢oes: na primeira, encontram-se algumas defini¢oes e resultados basicos

envolvendo particoes de inteiros. Na segunda, enunciamos a Identidade do Produto



Triplo de Jacobi, o Teorema ¢-Binomial e alguns de seus corolarios necessarios em

muitos pontos do trabalho.

No Capitulo 2, tomamos como principal referéncia o trabalho de K. Alladi [2],
onde analisamos a identidade teta encontrada no Caderno Perdido de Ramanujan.
O Caderno Perdido de Ramanujan consiste em um manuscrito de 87 folhas soltas
e sem numeragao, escritas por Ramanujan, contendo mais de 600 férmulas. Esses
manuscritos foram escritos em seu ultimo ano de vida e depois de sua morte sua
esposa os doou para a Universidade de Madras na [ndia. O material foi mandado
para G. Hardy na Universidade de Cambridge, onde foi enviado para a biblioteca da
universidade. Quase 50 anos depois, G. Andrews encontrou o Caderno Perdido na
biblioteca de Cambridge. Desde entao varios livros ja foram publicados com provas

das férmulas encontradas no Caderno Perdido de Ramanujan, dentre eles [7] e [8].

Comecamos o Capitulo 2 estudando um caso particular da Identidade Teta de
Ramanujan, interpretaremos a identidade obtida como um teorema envolvendo
particoes de inteiros e daremos uma prova para ele. Em seguida, analisaremos
a Identidade de Ramanujan em sua forma geral como um teorema de partigoes
com peso. Finalizando o Capitulo 2, deduziremos uma identidade companheira da

Identidade de Ramanujan, provando-a combinatoriamente e analiticamente.

Para o Capitulo 3, tomamos por base o trabalho de K. Alladi [3], onde comegamos
analisando as Identidades de Andrews e Gauss e os teoremas envolvendo particoes
com peso que podem ser associados a eles. Em seguida, através da representacao

analitica de um desses teoremas, obtemos algumas estimativas para fungoes particoes.

No ultimo capitulo, estudamos um Teorema de Andrews, sua relagdo com o teo-
rema associado a Identidade de Ramanujan e com o teorema associado a Identidade

de Andrews. E por fim o demonstramos de trés maneiras distintas.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste primeiro capitulo, introduzimos algumas defini¢oes e resultados basicos

necessarios para o desenvolvimento da teoria que segue.

1.1 Conceitos Basicos

Comecamos pela definicao do nosso objeto de estudo, uma particao de um

inteiro.

Definicao 1.1.1. Uma particdo m de um inteiro n é uma decomposi¢cdo de n como soma

de inteiros \i, Ao, ..., \g tais que \y > Ao > -+ > X\, > 1.

Durante a dissertacao, o(m) é a soma das partes de uma parti¢ao 7, e usaremos
a notagao P, para o conjunto das particoes cujas partes sao todas distintas e O
para o conjunto das particoes cujas partes sao todas impares. Usaremos também a

seguinte notacao

n—1

(a;q)n = H(l —aq’) = (1—a)(l —aq)(1 —ag®)--- (1 —ag"™")



para n um inteiro nao negativo e a um nimero complexo. Dessa forma podemos

definir

para |g| < 1.

Além da representacao A; + Ay + - - - + A\x para uma particao m, usamos a repre-
sentacao por grafico de Ferrers, onde cada parte \; da particao corresponde a uma
linha com \; pontos. Por exemplo, o grafico de Ferrers para a particao 74+4+24241
é

Definimos a operacgao conjugacao num grafico de Ferrers como uma reflexao em
torno da diagonal do grafico. Por exemplo a representacao conjugada da particao

acima é

obtendo que a particao conjugada de 74+4+2+24+1é5+4+24+24+1+1+1.

Através dessa operacao, podemos obter o seguinte teorema.



Teorema 1.1.2. O niimero de particdoes de n com maior parte k é o mesmo niimero de

particoes de n em k partes.

Usaremos também durante este trabalho fungoes geradoras. A funcao geradora
de uma sequéncia (ag, a, az, . ..) é definida como sendo a série formal de poténcias
Yo gang™. Assim, por exemplo, se A é um conjunto de partices, e para todo
n > 0, denotamos por a(n) o nimero de partigoes de n pertencentes a A, a fungao
geradora para as particoes de A é

Z a(n)q".

n=0

Ou seja, a fungao geradora de um conjunto A de particoes é a série de poténcias
tal que para todo n o coeficiente de ¢" é o numero de particdes de n pertencentes

ao conjunto A.

Analisando o seguinte produtério (—¢; ¢)e, que por definigao é

[[a+¢m =0+ +¢)--- 1+
m=1
e usando a propriedade ¢® - ¢® = ¢®*?, o produtério acima se torna a soma de

poténcias de ¢, onde o nimero de vezes que ¢" aparece é exatamente o niumero
de formas que podemos escrever n como soma de partes distintas. Sendo assim
(—4¢;¢)o € uma representagao para a fungao geradora para partigdes em partes
distintas. Esse produto infinito converge para |q| < 1. Isso pode ser visto facilmente

a partir dos seguintes teoremas que podem ser encontrados em [1]:

Teorema 1.1.3. Se o [[°_, |1 + 2| converge entdo o produto [[°_,(1 + z,,) também

converge.

Teorema 1.1.4. [[°_, |1 + z,,| converge se e somente se Y ~_, |z,| < oc.

Para particoes sem restrigao para repeticoes de partes, a funcao geradora é

(i q’ﬂ) (i q2(k2)> . <§: q”(kn)> -
k1=0 ka=0 kn=0



onde cada poténcia ¢7*, interpretamos como j partes de tamanho k. E utilizando

a soma da série geométrica a expressao acima fica da seguinte forma

1 1 1 1

1-¢(1-¢® (1T—¢) (G2

Assim obtemos a funcao geradora 1/(q; ¢)~ para as parti¢oes sem restri¢ao.

E utilizando somente partes impares, obtemos que a funcao geradora para

partigoes em O é 1/(q; ¢?) oo

Podemos observar que adicionando um ntimero arbitrario de colunas de tamanho
até n ao grafico de Ferrers da partigao minima m+(m—1)4(m—2)+- - -41, podemos
obter todas as partigdes com m partes distintas. Como o(7) para 7 partigdo minima
é m(m + 1)/2, que denotaremos por T,,, e adicionar colunas de tamanho até m é
o mesmo que multiplicarmos 1/(q; q),, & fungao geradora de partigbes minimas,

obtemos que
0o T
>
= (¢ Dm

é uma representacao para a funcao geradora para particoes em partes distintas.

Utilizando a outra representacao encontrada anteriormente, obtemos a seguinte

identidade
g’

(@)oo=

m=0

(% Dm
Agora enunciaremos alguns teoremas cujas demonstragoes omitiremos, mas po-

dem ser encontradas em [5].

Teorema 1.1.5. (Teorema de Euler) Seja O(n) a notacdo para o nimero de parti¢oes de

n em O, e seja Py(n) a notagcdo para o niimero de parti¢oes de n em P,. Entdo

Ou, equivalentemente, usando fungoes geradoras

1

T (=4 @) oo-



Teorema 1.1.6. (Teorema do Nimero Pentagonal de Euler) Seja D, (n) a notacdo para o
niimero de particoes de n em P,, onde o niimero de partes é par, e seja D,(n) a notagdo

para o niimero de particoes de n em P, onde o niimero de partes é impar. Entdo
D.(n) — Dy(n) = (—=1)*, se n = (3k*+k)/2, e 0, caso contririo.

Ou, equivalentemente, usando funcoes geradoras

o0

(@0 = Y (_qugk?%k'

k=—o00

Podemos observar que a série do lado direito da funcao geradora acima converge

para |q| < 1. Esse fato segue pelos testes da razao ou da raiz.

Teorema 1.1.7. (Transformacao de Heine) Com as séries abaixo convergindo, temos que

i (0 @) (B D o _ (05:0)o0 (a8 Do 5~ (D (/50D

—~ (@D 0)n (G 0)xti@)s = (@ a)nlat; q)n

:(C/bq btgooz bq abt/c Dn (0 7y

n n=

(¢ @)oo n (0 @)n

abt/c Qoo Z c/b q C/a; Q)n(abt/c)n

(¢ @)n
1.2 Produto Triplo de Jacobi e Teorema ¢-Binomial

Nosso objetivo, nesta secao, é apresentar a identidade conhecida como Identidade
do Produto Triplo de Jacobi e alguns de seus corolarios que serao necesséarios no de-
senvolvimento do trabalho, bem como o Teorema ¢-Binomial. Também omitiremos

as demonstragoes desses teoremas, que podem ser encontradas em [5].

Teorema 1.2.1. (Produto Triplo de Jacobi)

n 7’L2 —
> 2 = (% )oo(—20: oo =241 7)o

n=—oo

para |q| <1, z #0.



Corolario 1.2.2. (Gauss) Para todo q com |q| < 1 vale

Cnn (G0
,ZO:O( e = (—¢; Dos

Teorema 1.2.3. (Série g-Binomial)

f: QQN+m1

(2q:9)n =@ Q43 9) -
para |z| < 1, elq| < 1.
Corolario 1.2.4. (Euler) Para
o0 [e'e) 1
tm 1 m sm(m—1)
S e S
(g Dm (L0 — (4 Dm

m



Capitulo 2

Uma Identidade de Ramanujan

Neste capitulo, seguiremos o trabalho desenvolvido em [2], no qual é apresentada
a identidade teta abaixo, encontrada no Caderno Perdido de Ramanujan, bem como

o teorema de particoes de inteiros que pode ser obtido através dela.

Teorema 2.0.5.

n(n+1)

n=1 —

2. 42
(ag* ¢*)n prd

Comecamos analisando um caso particular e o teorema que podemos obter a

partir desse caso particular.

2.1 Um caso particular de (2.1) e sua Interpretacao como

um Teorema de Particoes

Nessa se¢ao analisaremos o caso particular de (2.1) em que a = 1 e o teorema de

particoes de inteiros que podemos associar a essa identidade. Fazendo a substituicao



e simplificando a expressao obtemos:

n Tn( 0

1435 272)7; DA

k=0

k W

1—q 1—61) 1—q2" k:O

(— )nT" i ka
(1= g (1= ¢2)

k=0

g 1)n " :Z(_l)qu2

Mg

1-¢)(1—¢q

g_anTn =3 (1) 2.2)

Interpretaremos combinatoriamente a igualdade acima. Comegamos por obser-

var que o fator

(¢ Dn

é a funcao geradora para particoes em n partes distintas.

Na série da esquerda de (2.2), em vez do termo acima, temos o termo
(=1)"g™
(@; Dn-1(1 = ¢*)

o qual podemos interpretar como a partir da particao minima, representada por

g™, sejam inseridos um nimero arbitrario de colunas de tamanho variando de 1 até

n— 1, representado por (¢; q),_1, € as colunas de tamanho n sao inseridas aos pares,
tad 1—q¢*), d i te d tiga

representado por q“"), dessa maneira a menor parte da particao permanece

impar apés o processo. O fator (—1)" conta a paridade do nimero de partes. Logo,

(_1)nqn(n+1)/2 0

(@ nr(1—q?) SO (1" R, n)¢,

J=0

onde R(j,m) é o numero de partigoes de j em n partes distintas com a parte menor

impar. E somando sobre todos os n
( 1>nqn(n+1)/2
“ (¢ On—1(1 — ¢>")

=22 (FV)"RG.n)

n=1 j=0

n=

10



e trocando a ordem das séries

S~ n n(n+1)/2 0 X )
—1 n y J
n; GO = ;;( )" R(j,n)q’,
note que
Y (“D"R(j,n) = Re(j) = Rolj),
n=1

onde R.(j) é a notagdo para o numero de partigdes de j em um nimero par de
partes distintas com menor parte impar, e R,(j) é a notacdo para o numero de

particoes de j em Gim nimero impar de partes distintas com menor parte fmpar.

Logo,
o 7’L Tn o0
= [R(j) — R(j)¢.
; - 1—q2n) ]Z;[ () = Ro(j)]a
Assim (2.2) pode ser reescrita como
Z{R (M}q" => (~1)F¢" (2.3)
k=1

e vemos entao que (2.2) é equivalente ao seguinte teorema.

Teorema 2.1.1. Sejam R.(n) e R,(n) como acima, entdo

Re(n) — Ry(n) = (—1)* se n=4k* e 0, caso contrério.

Como podemos observar nos seguintes exemplos. As parti¢oes de 8 em partes
distintas com menor parte impar sao 741, 543, 5+2+1, 44+3+1. Assim R.(8) = 2
e R,(8) e entao R.(8) — R,(8) =2 —2 = 0. As partigoes de 9 em partes distintas
com menor parte impar sao 9, 8+1, 6+3, 6+2+1, 54+3+1. Assim R.(9) =2 e R,(9)
e entdo R.(9) — R,(9) =2—-3=—1.

Demonstracao: A expressao do lado esquerdo de (2.3) pode ser escrita como

> {Re(n) = Ro(n)} ¢" = —q(¢% @)oo — ¢° (4" D)oo — ¢°(¢°% @) —

11



pois cada termo —¢*""1(¢*"; ¢)s gera as particoes em partes distintas com menor
parte 2n — 1, onde as partigoes com um nimero par de partes sao contadas po-

sitivamente e as com um numero impar de partes sao contadas negativamente, e

> " q 7 ¢
nzl ie(n) = Roln)} 4" = ~(@: O [(q; D @ds  @was

B o0 q2n71

= (@02 (¢ Q)2n—1

2n—1

Observamos que a série acima — Y - , pode ser interpretada como a

n=1 (¢;q)2n—1

, ,o. oo (=1)"g™ . . -y
componente fmpar da série ) >, . 5C introduzirmos uma variavel z, como
- qd)n

explicamos a seguir.

Sendo f(z;q) a funcao geradora para partigdes sem qualquer tipo de restrigao,

temos que .
1 A
fle0) = (000 nz_:o (00’
onde no termo do meio z conta o nimero de partes presentes na particao, ja que
para cada parte vinda de um dos termos (zq;q)x teremos um z multiplicando.
Enquanto que no termo da direita, z conta a maior parte da particao, pois em
cada termo vemos que teremos uma parte n devido a presenca do fator ¢" e o fator
(¢; q)n acrescenta partes de tamanho no méximo n. Mas ambas as partigoes sao
equivalentes por meio de conjugacao. Tomando a parte impar em relagao a z dos
dois termos, temos entao
1 1 1 o 22l
2 { (2¢; @) (—zq;q)oo} e (¢ @)2n-1
Fazendo a substituicao z = —1, obtemos
1 1 1 — —¢!
2 {<—q;q>m - <q;q>oo} - Z (¢ Dont
Multiplicando por (¢; ), segue que

1 00 om—1
5{ } qqmzqmnl

n=1

12



obtendo assim que

> R~ Rmba” = 5 {0y,

—¢: )

Pelo Corolario 1.2.2 temos que

(e = 3 e =12 S
e assim . N
Y {Re(n) = Ro(n)}q" =D (—1)"¢"
n=1 n=1
provando entao o teorema. |

2.2 Interpretacao de (2.1) como um Teorema de Particoes

Nesta sec¢@o, analisaremos (2.1) em sua forma geral como um teorema envolvendo

particoes com peso.
Primeiro definiremos o seguinte peso para uma particao.
Definicao 2.2.1. Seja m uma particdo, m : by + by + --- + b, considerando os saltos

b; — biq, com b, = 0. Definimos o peso w; do i-ésimo salto como sendo a%, onde 6; é
+ +

o menor inteiro maior ou igual a (b; — b;1)/2.

Definicao 2.2.2. Seja m uma parti¢do, 7 : by + ba + - - - + b, definimos o peso w para ™

w(m) = (1 T[ o

com 6; como na definicdo anterior e a um niimero complexo.

Nosso objetivo nesse capitulo é provar o seguinte teorema, que mostraremos

equivalente a (2.1) a seguir.

13



Teorema 2.2.3. Seja m uma particdo em partes distintas, com menor parte impar, entdo

Z w(r) = (—a)*, se n=4k* e 0, caso contririo.

Que podemos observar no caso n = 9, as particoes de 9 em partes distintas
com menor parte impar sao 9, 841, 6+3, 6+2+1 e 5+3+1, e seus pesos sao w(9) =
(—=1)ta® = —a®, w(8+1) = (—1)%a'a' = a®, w(6+3) = (=1)%a%a® = a?, w(6+2+1) =
(—1)3a%ata = —a* e w(5+2+1) = (—1)3a'alal = —da’.

Y wm) =—d’+a’+ =a' —d* - d’ = —d’ = (—a)®
o(m)=9,m€Py ,

J4 notamos que ¢’ representa a particao minima em n partes distintas. O fator

(—1)™ do lado esquerdo de (2.1) conta a paridade do nimero de partes. E a poténcia

de a sera utilizada para a contagem do peso da particao.

O fator (aq?; ¢*),, no denominador ¢ interpretado como inserindo pares de colunas
idénticas de comprimento no maximo n no grafico de Ferrers da particao minima.
A particao resultante apds a insercao desses pares de coluna é uma particdo com

menor parte fmpar e os saltos entre as partes também fmpares.

O fator a™ do numerador, pode ser visto como atribuindo peso 1 para cada salto
da particao minima, pois b; —b;.1 = 1 e entao d;, tomado como na Definigao 2.2.1, é
igual a 1 para todos os saltos da particao minima. O a em (aq?; ¢*),, conta o niimero
de pares de colunas inseridas. E para cada par de colunas adicionado, o valor de
0; aumenta exatamente uma unidade. Sendo assim a poténcia de a resultante na

particao é exatamente o peso atribuido a essa particao.

O fator (—¢; q),—1 no numerador deve ser interpretado como a inser¢ao de colu-
nas distintas de comprimento no méaximo n — 1 no grafico de Ferrers da particao em

n partes distintas com saltos impares entre as partes. Cada coluna inserida muda

14



a paridade de um salto de impar para par, mas o salto entre a menor parte e 0,
a menor parte exatamente, nao muda porque nenhuma coluna de comprimento n
é inserida. Entao a menor parte permanece impar, mas os saltos acima da menor

parte podem ser tanto pares quanto impares.

Dessa forma, construimos todas as particoes em n partes distintas com menor
parte impar partindo da particao minima e inserindo colunas na sua forma. Note
que, quando a paridade de um salto b; — b;;; muda de impar para par devido a
insercao de uma coluna, o valor de ¢;, precisamente o menor inteiro maior ou igual
a (b; — biy1)/2, nao muda. Também, como (—¢; ¢),_1 nao envolve o parametro a,

essa insercao de colunas devida a presenca de (—¢; ¢),_1 nao muda o valor de [] a%

Finalmente, como o nimero de partes nao muda com a insercao de colunas, o
fator (—1)" permanece o mesmo. Assim interpretamos o lado esquerdo de (2.1)

como a funcao geradora
1+ Z R,(n)q",
n=1

onde R, (n) é definido como
R,(n) = Z w(m).
o(m)=n,m€Py,

E assim (2.2.3) é a versao combinatéria de (2.1).

Agora daremos uma prova da identidade (2.1), e consequentemente provaremos

o Teorema 2.2.3.

Demonstracao: Pelo Teorema da Série g-Binomial
oo

il o
E g "J a]qzj.

= QQ)

(aq q?)

15



Portanto,

()" (=4 S TN 2 (0% 4 )ntj1
! * =1 T ( a)nq ! q a’ (_Q7 Q)n—l
; (ag* ¢%) ; ; (@ ) (0% P
N S (7% @Pntj
=1+) (-a)"¢" ) ¢"d
nzl ; (4% ¢%);(4 @)n—
N (% ¢*)ntj
=1+ (—a)"q" "o’
; ;o (4% 9%);(4; @)n—

Fazendo a troca de varidvel n+ 7 = m na segunda série do lado direito, obtemos

n(n+1)

00 oo m—1
—a)"q 2 (—¢;q)n— . 7% ¢%)m_
S e = L S ? !
n=1 (aq 14 )” m=1 j=0 (q 1 q )j(Q7Q)m—j—1
S 3
= - m 1
m=1 j= q q J(Q7Q)m —Jj— 1

Para chegarmos ao resultado que queremos basta mostrar que

m— 1 qu,J 2
m 1 ) =dq )
j=0 q q)m— 7—1
ou seja,
m— 1 . m
Z R
p (@ Dm-j—1 (6% 6*)m
Temos que
me o oo o0
m?2 m— m—
= (@) (L) (X @),

k1=0 ko=0 km—1=0

onde podemos observar que qm2 pode ser interpretado como a particao em partes
distintas impares 1+ 3+ ---+ (2m — 1), e cada uma das séries pode ser vista como
a insercao de pares de colunas de tamanho até m — 1, obtendo assim parti¢coes em

partes impares distintas com menor parte 1.

Contando o nimero de partes com a indeterminada z e somando sobre todos os

nimeros de partes para obter todas as particoes em partes impares distintas com
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menor parte 1, obtemos que

Z ﬁ = 2q(=20";¢*)oo (2.4)

pois o lado direito da equagao acima é a funcao geradora das particoes em partes
impares distintas em que a menor parte é 1. O expoente de z conta o nimero de

partes e o expoente de ¢ indica o nimero que estd sendo particionado.
Podemos modificar essa expressao da seguinte maneira

(=205 oo 20(—2¢%; @)

2q(—2¢% %) so = 24(—20°; %) oo (—2¢% o (—2¢2 %) (2.5)
Pelo Corolario 1.2.4,
>
n:O t q)
Fazendo t = —zq, temos
N
—~ (¢4 —24; q)o
e, substituindo ¢ por ¢?, segue que
e n 2n 1
= (2.6)
nz: %), (—20% )

De forma analoga ao que foi feito com a expressao acima, da segunda identidade
do Corolario 1.2.4, trocamos n por n — 1 de forma que a série comece a partir do

termo n = 1, de onde obtemos

e’} 1 tn—1)(n— o n, lnn—
Ak lqz( 1)(n—2) :Zt qz (n—1) ( t-q)
(@) — (¢ 9)n T
Fazendo t = zq?, obtemos
on (n +n— 2)
Z 2475 @)oo,
q q n—1
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e, multiplicando por zq,

= 2¢(—2¢%; ¢) - (2.7)

Assim, substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5) e (2.4), temos que

o0 m,m? 2
g 2\ —24754 )00
> T = A ) = =2 D
m=1

7 ¢%)m—1 (—2¢% ¢*)oo
B f: (_Z)nq%’b io: an%n(n+1)
= (@* %) | | = (G Dn
e comparando os coeficientes de z™ obtemos
m— 1 Tm—j
(q Chn1 L (q Dm—j1
provando assim o Teorema 2.2.3. [ |

2.3 Uma Companheira para a Identidade de Ramanujan

Nesta se¢ao seguiremos o trabalho desenvolvido por Alladi em [2], onde usaremos
o mesmo método que usamos na se¢ao anterior para provar a identidade (2.1),
para obtermos uma identidade “companheira”da identidade (2.1), que enunciamos

a seguir

Teorema 2.3.1. Identidade Companheira da Identidade de Ramanujan

1+Z i (= Dn

(ag?; ¢?) e (ag% ¢*)nt

n Tn TL Tn

Comecamos observando a seguinte expressao obtida na segao anterior

2q(—2¢% ¢%)

Mg

m:l



onde a expressao do lado direito é a funcao geradora para as particoes em partes
impares distintas, com menor parte 1. Aqui vamos provar a seguinte equacao similar
a anterior, a qual podemos observar como sendo a funcao geradora para parti¢coes

em partes impares distintas

[e.9]

—20;¢°) Z (2.8)

0

Comecamos observando que

_ (L +2q)(1+2¢) (1 + 2¢°) (1 + 2¢%) - -

(=205 ) = (L4 20)(1 + 20") (1 + 26°) - R

_ (=249)
(_Zq2; qz)oo

E pelo Corolério 1.2.4

) n(n—1)
2

(g = > 11

—~ (¢

de onde, substituindo t = zq, obtemos

o0

—2G; Q)oc Z

n

Combinando com (2.6), temos que

PN G ) N R e S "ZJ 23
(_ZQaq )oo - (—ZQZ;QZ)OO - {Z 7.q } {Jz; }

=0

Assim, provar (2.8) ¢é equivalente a mostrar

> T i ] J
2'q ( 21q
Comparando os coeficientes de 2™, queremos mostrar que

m Tm—j m2

q

Z (4% ¢?) (q,q)mfj (&P

Q
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que é equivalente a

m? __ . 1N 25 T (qQ‘QQ)
q —;( D" i i gt o -

m

Multiplicando ambos os lados por (—a)™ e somando sobre m o que queremos

mostrar é equivalente a

S g = 3 (e ST (g gy
m=0 m=0 j=0 7 ](q2;q2)j(q2;q2)mfj7

pois, vendo as séries acima como fung¢oes na variavel a, as séries convergem para
la| < 1 e |g| < 1. Portanto, valendo a igualdade acima para todo a com |a| < 1,
entao os coeficientes dos a™ sao iguais nos dois lados, e portanto vale a expressao

anterior.

Fazendo n = m — j a expressao acima é equivalente a

) - Z Z Y+ (—1)7 (4% %) nts T (—q; q)n
m:O n=0 j=0 (q2?q2)<q2?q2)n
S )n+j
= (—a)” T" alq 2J (2.9)
; Z (q @*)n
. 1
n Ty .
= —a) q (=4, 49)n75 v
nzzo( f'e (=) (aq?; ¢?)nsa

onde a soma interna do segundo termo acima foi calculada usando a série g-binomial.

De (2.1) e de (2.9) temos que
n T o0 o0 n T,
"( q q)n 1 mm? (—a)"q"" (=¢; @)n
1 + = —Qa q == )
Z > _(-a) D P
de onde obtemos o Teorema 2.3.1,

1+Z

Daremos a seguir duas provas para essa identidade, uma analitica e outra com-

(ag?; ¢*)

n Tn n Tn

o

Z —q;Q)n
(ag?; ¢?) e (ag% ¢*)nt

binatoria. Comecamos pela demonstracao analitica, onde primeiro provaremos o

seguinte lema, onde para n > 0, seja a,, e b, a notacao para os n-ésimos termos do

lado direito e esquerdo do Teorema 2.3.1, respectivamente.
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Lema 2.3.2. Paran > 0, temos

bn(1+q")
D)

(ap +ar+--+ay) — (bo+ by + -+ by)
n In

iz _ (0)"¢ " (=¢ q)n0g

= apaq

(bo+b1+ - +bpy1) — (ap+ a1+ -+ +ay)

= b1 (14 ¢"™) = a1 (1 — ag®™ )

()" (= Qn

(aq?; ¢*)n41

(aq?; ¢*)n+1

Demonstracao: Usando a definicao dos coeficientes a,, € b,

bu(1+¢")  (—a)"¢"(—¢;@)ar (1+4¢")  (—a)

(1 _ aq2n+2> - (an; q2)n (1 _ aq2n+2) - (aq2; q2>n+1

logo (2.10) vale.

Para provar (2.11), primeiro vemos pela defini¢ao de a,, que

A\ T o
a,ag?t? = (—a) g g Q7Q>naq2n+2
(g5 ¢%) 41
a outra igualdade provaremos utilizando indugao.
Paran =0,
—a 0 TO e 1
do— by = =% « (2Q7Q)0 -
(ag®; ¢*) 1 —aq
1—1+ag? aq? )
_= == = apa
1 — ag? 1—aqg? 0ad
— agaq>**?.
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Logo, a igualdade vale para n = 0. Supondo valido para n, provaremos para n + 1

(ap+ a1+ +ap+an1) —(bg+bi+ -+ by +byp1)
= (ap+ay+---+ay) = (bo+ b1+ +by) + @ny1 — bnya

= anaq2n+2 + apt1 — bn—i—l
(_l)qn+1(1 _ aq2n+4) (1 _ aq2n+4)

= Qpt1 (1 i q”“) + Opy1 — an—i—lm
n+1 aq2n+4) (1 _ aq2n+4)
= Gntl { (1 + q”“) B MT“)}
B n+1 aq2n+4> + (1 + qn—i-l) _ (1 _ aq2n+4)
e { (1+¢") }
B qn—i-l + aq3n+5 + 1+ qn-‘rl 1+ aq2n+4
e { (1+¢") }
2n+4 n+1
= Gnt1 { a quﬁ) ) } = apyr0g”"

e assim (2.11) fica provado.

E para provar (2.12) usamos o resultado obtido em (2.11)

(b0+bl~|—---~|—bn+1)—(a0+a1~|—---+an)

=bpy1 — [(ao+ a1+ -+ a,) — (bo + by + -+ + b,)]
otz _ ()" (g q)n ag® P (—a)"¢" (—q; @)n
(aq?;q*)ns (aq?; ¢*)n+1
(_a)n(_(ﬁ Q)n T, m+2 T, (‘a)n(_QS Q)n T, 41T
="t =g T e
(@ Phor | P @ | |
_ (0" (=g a1+ ¢") _ (=a)"¢" (=g Do
(aq?; ¢®)n1 (aq?; ¢*)ns1

=b,i1 — anaq

e para provar as outras igualdades usamos a definicao de a,,

(—=a)"¢" ' (=¢ Dns1 _ (—0)"¢" (=5 D (1~ ag

— 2n+2)
(aq?; ¢*)n+41 (aq?; ¢®)nto

— an—}—l(]- . aq2n+2)

e a defini¢do de b,

(Ca)"e (=g _ (O TG @i () nity g et
(@@ (@) v

provando assim (2.12), e consequentemente o lema.
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Usando o lema provamos o Teorema 2.3.1, pois, como a diferenca entre os n + 1
primeiros termos da primeira série e os n primeiros termos da segunda série é

b1 (14 g™, (1 4+ ¢™*) é limitado para |¢| < 1 e b,y1 — 0, pois em (2.1)

oo ( &)nqn(";-l)( e q) o0
1 — — 4 Y )n—1 _ Nk, k2
+; (ag% ¢®)n ,;( a)'q

e, para |¢| < 1 e |a|] < 1, a série

> (—a)tq

k=0

converge. Provando assim analiticamente o Teorema 2.3.1.
Provaremos agora o Teorema 2.3.1 combinatoriamente.

Na Segao 2.2 vimos que o lado esquerdo da identidade é a fungao geradora das
particoes em partes distintas com menor parte impar. Na série do lado direito temos

em cada termo o fator extra
144"
1 — ag?nt?’

O fator 1 4 ¢" adiciona ou nao uma coluna de tamanho n ao grafico de Ferrers
da particao. Se adicionarmos a coluna, obtemos uma particao em partes distintas
com menor parte par. E caso nao adicionemos a coluna, ficamos com particoes
em partes distintas com menor parte impar. Assim obtemos todas as particoes em

partes distintas.

O fator 1/(1 — ag®***?) adiciona pares de colunas de tamanho n + 1 ao grafico
de Ferrers de uma particao com exatamente n partes distintas. Assim ficamos com
uma particao com menor parte par, e o numero de partes igual a n + 1, mudando

assim a paridade do nimero de partes.

Assim as partigoes em partes distintas com menor parte par sao contadas duas
vezes com paridades diferentes, e levando em conta a soma (—1)" + (—1)""! as

particoes com menor parte par acabam sendo contadas com peso 0. Dessa maneira
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somente as particoes em partes distintas com menor parte impar contribuem para a
soma do lado direito do Teorema 2.3.1. Essas sao precisamente as parti¢oes contadas

na série do lado esquerdo, provando assim a identidade combinatoriamente.
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Capitulo 3

Identidades de Andrews e de Gauss

Nesse capitulo seguimos o trabalho desenvolvido em [3]. Inicialmente apresen-
tamos uma outra representagao para (2.1) devida a Andrews. Demonstramos essa

identidade e estudamos o teorema envolvendo particoes com peso que ele induz.

Também estudaremos como uma famosa identidade de Gauss pode ser obtida
a partir da Identidade de Andrews e usaremos a mesma abordagem para obter um

novo teorema envolvendo parti¢coes com peso.

Finalmente estudaremos algumas aplicacoes dos resultados obtidos nesse capitulo,

obtendo estimativas para algumas fungoes particao.

3.1 As Identidades de Andrews e de Gauss

Nesta secao apresentamos a Identidade de Andrews e a demonstramos de duas
maneiras diferentes, uma utilizando a Transformacao de Heine e outra de maneira
analoga a demonstragdo da identidade (2.1). A seguir a interpretaremos como um

teorema envolvendo particoes com peso.
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Teorema 3.1.1. Identidade de Andrews

n/ 2n n 2
ZQQ <q2 +2;q2)oo(a 2 +1 Z k k
n=0

k=0

Primeiro demonstraremos o resultado acima utilizando a Transformacao de

Heine.

Demonstracao: Comegamos observando que

oo

Z 2n+2 (aq2n+1; qZ)Oo

= @5 O)=(o6i ) {z% (q2;q2)i(aq;q2)n} '

A seguir utilizamos a Transformacao de Heine e a modificamos da seguinte

maneira
i (@ @)n(b; Dy _ (b @)ool q)oo i GGTI
(@ O)n(c; On (€ @)oot @)oo = (a5 @)r(at; q)

(b @) (at; q)Oo Z —c)(b—cq) - (b—cd* V) (t; Q)

(Gt 1) = (4; @)k lat; q)x ’

onde vemos que para a = b = 0, a expressao se torna

N 1 n_ 1 — (—¢)(=cq) - - (—=cq" 1) (t; q)i
nZ:O GO (@ OnE D 2 :

poe (¢ D

< (_ Nk(4. i
1 Z( c) (t@qu’; )

(€ Dot @)oo =0 (6D

Onde substituindo ¢ e ¢t por ¢2, obtemos

(—o)*(¢*; q2>qu(k—1)

nz% (@A)’ (G )we(d P ; (4% )
1 o
s

(_C)qu(k—l)



e por ultimo substituindo ¢ por agq,

[e.e]

Z P = . i aqk k(k—1)

— n(AG; ¢%)n (ag; ¢*)o )os

1 = >
= 2 2. 2 Z( a)’q"

(a; 4*) oo (%5 4%) o k=0

chegamos ao Teorema 3.1.1.

De outra maneira, utilizando um argumento similar ao utilizado para demonstrar

(2.1), demonstraremos a identidade abaixo.

Demonstracao: Comecamos com a seguinte identidade para as fungoes geradoras
para particoes sem restricoes

nn 1

>t
(G0 (24 Qoo

onde, substituindo z por ¢*, obtemos

0 qn(k+1) B 1

—~ ()0 ("5 0)e

Multiplicando por (¢; ), Segue que
D (@ e = (g5 Q1
n=0
Substituindo ¢ por ¢%, obtemos
> @ EE ) = (714
n=0

Dividindo ambos os lados por (¢%; ¢*)x, temos
1) (g2n2;

Ooq n(k Q)OO_
> o =1.

n=0

Multiplicando por (—a)"?q’f2 e somando sobre k, obtemos

> k k2 > q2n(k+1)(q2n+2 > k k2
,; 7; (4% 9%) ,;
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Invertendo a ordem das somas

o0

o
} : 2n+2 } : k k2
OO
k=0

n=0

i g (3.1)
=0

Expandindo (ag**™; ¢*)s como uma série, pelo Corolario 1.2.4 temos que
omil. 2 0 ( 2n+1)k k(k—1) k ak k2+2kn
(ag™™ ¢%)o = D ) —Z . (3.2)
k=0 % 4 k=0

E entdo utilizando (3.2) em (3.1) obtemos

o0

oo

2 2 2 1 k k:2
E "2 0% oo (ag® T = E
=0

=0
que é exatamente o Teorema 3.1.1.

Agora interpretaremos o Teorema 3.1.1 como um teorema envolvendo partigoes
com peso. Como podemos observar pelo fator (ag*"*'; ¢*), na Identidade de An-
drews, para cada poténcia de ¢ com expoente impar teremos um fator a multipli-
cando, assim definimos o seguinte peso para particoes, que utilizaremos para deduzir

o teorema que podemos associar a identidade.

Definicao 3.1.2. Seja 7 : by + by + - - - + b, uma particdo, a um niimero complexo e vy()

a nota¢do para o niimero de partes impares de 7. Definimos o peso wy de ™ como

wo(m) = (=1)"a"™,

Com o peso wy(m) definido como acima, podemos ver que para partigoes m

pertencentes ao conjunto P, das partigoes distintas, temos

> wo(me™ = (6% ¢")oe(ag; ¢ o- (3:3)

TEP;,0(m)>0

E considerando P;. o conjunto das particoes com partes distintas com menor

parte par. Temos a seguinte identidade

Z 0'(71' Z q 2n+2 )oo(aq2n+1; q2)oo (34)
n=1

7r€Pd7e,0'(7r)>1
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Diminuindo (3.4) de (3.3), obtemos

S owme - Y e

TEP;,0(m)>0 TEPy e,0 o(m)>1
[e.e]
= (% )oo(0; oo = Y =" (" o080 (3.5)
n=1

Z 2n+2 oo(aq2n+1;q2)oo'

n=0

Podemos observar que

Yo wmeE™@ = Y w@@ = > w(me™, (3.6)

TEPy,0(m)>0 TEPy ¢,0(m)>1 TEPy o,0(m)>1

onde Py, ¢ o conjunto das particoes em partes distintas com menor parte impar.

E assim utilizando o Teorema 3.1.1 e (3.6) em (3.5), obtemos

Yo wlme™ = (—a)¢". (3.7)
TEPy 4,0(m)>0 k=0

E assim, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.1.3. Seja m € P, e w, como na Defini¢do 3.1.2, entdo

E wo(m) = (—a)*, se n=4k? e 0, caso contririo.
U(ﬂ-):naﬂ-epd,o

Como podemos observar no seguinte exemplo, as particoes de 9 em partes dis-
tints com menor parte impar sao 9, 8+1, 6+3, 64+24+1 e 5+3+1 e seus pesos sao
wo(9) = (—1)'a' = —a, we(8 +1) = (—1)%a' = a, we(6 + 3) = (—1)%' = qa,
wo(6+24+1)=(-1)Pa' = —aewy(5+3+1)=(-1)%a* = —a® Assim

Z wo(m) =—a+a+a—a—a=—a*=(—a)
o(m)=9,m€Py

Agora estudaremos a seguinte identidade devida a Gauss vendo como pode ser

provada a partir do Teorema 3.1.1.
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Teorema 3.1.4.
(q2, q2>oo _ io: qu
()  “=

No Teorema 3.1.1 substituindo a por aq, obtemos

o o
Zqzn(q2n+2;q2)w(aq2n+2; q2)oo _ Z(_a)qu2+k'
n=0

Agora substituindo ¢? por ¢

D (@ Oolag @)oo = D (—a)¥g",
n=0

k=0

e fazendo a = —1,
o o0
Y @ D=0 Do = D> g™,
n=0 k=0

oo 00
an<q2n+2; qz)oo — Zqu
n=0 k=0

2 ) oo = (6% 6% 0o/ (6% 4P,

(qz;qz)oo—( . => "

45 %) oo

que ¢ a Identidade 3.8, que queriamos provar.

(3.8)

(3.9)

Agora usaremos a definicao de corda de uma particao que damos a seguir e o

processo chamado de subtracao euleriana para demonstrar uma identidade similar

a apresentada acima e usaremos essa abordagem para deduzir alguns teoremas

envolvendo particoes com peso.

30



Definicao 3.1.5. Seja 7 : by + by + - - - + b, uma particdo de um inteiro n. Chamamos
de corda o conjunto formado pelas k maiores partes tal que b; # b; 1 paral <i < ke

bii1 = bryo. E k é 0 comprimento da corda.

Ou seja, uma corda é formada pelas maiores partes que nao se repetem na
partigdo. Por exemplo, a corda da particdo 12+ 10+7+5+5+3+1 é(12,10,7),
que possui tamanho 3, a corda da partigago 6+4+4+2+2+2 é (6), que possui
tamanho 1 e para a particato 3+3+2+1+1+1 observamos que a corda é vazia,

pois a maior parte da particao se repete, logo possui tamanho 0.

Definicao 3.1.6. Seja m uma particdo, de um inteiro n, com corda de comprimento I,

definimos o peso ws(m) como sendo | + 1.

Assim no exemplo acima w;(124+104+74+5+5+3+1) = 4, w,(10+7+5+5+3+1) =
2ews(3+3+2+1+1+1)=1

Se, em (3.9), substituimos a por —a, obtemos

o
> (0" q)oo(—ag™ Za’“ T,
n=0

Em seguida dividimos ambos os lados por (¢; ¢), obtendo assim

n

0 q .
2 (¢:9) (=ag™ D

n=0

Fgle. (3.10)

Agora provaremos combinatoriamente (3.10). Usando que 1/(¢; ¢) ¢ a funcao

geradora para partigbes sem restrigoes, reescrevemos (3.10), como

Z (q.q) (—aq +1;q)OO ( aF Tk

n=0
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obtendo assim a seguinte identidade

i q

“— (¢ )n

n

(—ag"™q)oe = ™Y aFp(m — Ty), (3.11)
k

m=0

Assim o lado direito de (3.11) é a funcao geradora para soma com pesos, onde 0s

pesos sao tomados como a”, da funcao parti¢ao sobre valores transladados p(m—1T},).

Para analisar o lado esquerdo de (3.11), comegamos por notar que o fator %

)

é a fungao geradora para parti¢oes com maior parte n, e o fator (—aq"*;q)s ¢ a
funcao geradora para particoes em partes distintas tal que as partes sao maiores

que n e a poténcia de a é o nimero de partes da particao.

Sendo assim, o lado esquerdo de (3.11) é a funcao geradora para as bi-parti¢oes
(71, ms), onde m é uma particao sem qualquer restricdo e my é uma particdo em
partes distintas tal que suas partes sao maiores do que as partes de 7 e a poténcia
de a conta o numero de partes de my. Note que my pode ser inclusive a particao

vazia. Usaremos a definicao de corda para interpretar essa decomposicao.

Dada uma particao qualquer m de corda de comprimento [, para todo k£ < [
podemos separar as k maiores partes de m para formar uma particao m4, e chamamos
a particao formada pelas partes restantes m3. Observamos 74 é uma particdo em
partes distintas e que suas partes sao maiores que as partes de m3. Observamos
também que tal decomposicao pode ser feita de [+ 1 maneiras e que o lado esquerdo

de (3.11) representa essa decomposi¢ao.

Uma decomposicao diferente que pode ser feita é, a partir de uma particao sem
retrigoes de um inteiro m de corda de comprimento [, escolhemos um k£ < [ e sub-
traimos k£ — 1 da maior parte, kK —2 da segunda menor parte, e assim sucessivamente
até subtrairmos 0 da k-ésima maior parte, chamamos esse processo de subtracao

euleriana. A partir disso obtemos uma particao de m — T} em ao menos k partes.

O processo descrito acima pode ser revertido, a partir de uma particao de um
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inteiro qualquer em ao menos k partes, adicionamos k — 1 a maior parte, k — 2 a
segunda menor parte, ..., e 0 a k-ésima maior parte, obtemos uma particao cujo

comprimento de corda é > k.

Podemos observar que, em ambas as decomposicoes, a poténcia de a conta o
niumero de partes de uma das particoes obtidas. No primeiro caso, o nimero de

partes da particao my em partes distintas e, no segundo caso, da particao minima.

Assim enquanto o lado esquerdo de (3.11) conta a divisao de uma partigao
usando cordas, o lado direito lida com a soma da funcao particao transladada por
um numero triangular. Pelo que vimos acima as duas sao iguais pela subtracao

euleriana, provando assim (3.11) e (3.10).

Usando a abordagem utilizada acima deduziremos um outro teorema envolvendo

parti¢oes com peso. Comegamos considerando o caso especial ¢ = 1 em (3.10),

¢ n+l. 1 S k(k+1)/2
n=0 (Qa q)n (q, q)oo =0
e utilizando (3.8), obtemos
i g = D) (60)(=G 0o
= (¢ Dn ’ (@ Do (660 (4Do(q:6%) o 3.12)
_ (9= _ (—% ) (=4 ¢")o0
(43 ¢*)oo ’ (43 ¢*)
Observando que
1+ 2m—1 2 2m—1 - -
[T Zaml =+t _qqgml = 1+2(" "+ V) (313)

e definindo o seguinte peso para particoes onde partes pares nao se repetem

Definicao 3.1.7. Seja ©* uma particdo de um inteiro n onde as partes pares ndo se
repetem, e na qual aparecem vy ,(T*) partes impares diferentes. Definimos o peso w,, (7*)

.
como sendo 240",
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A partir de (3.13), vemos que o produto a direita de (3.12) é a funcao geradora
para particoes em que as partes pares nao se repetem e essas particoes 7m* sao

contadas com peso w, (7).

Assim combinando os argumentos acima com (3.12), (3.11) e (3.10) obtemos o

seguinte teorema envolvendo os pesos w; € w,

Teorema 3.1.8. Seja G o conjunto de todas as particoes nas quais as partes pares ndo
repetem. Seja ™ com o peso w,. Entdo

Z we(m) = Zp(n —Ty) = Z w, (1)

o(m)=n meG,o(m*)=n
Como podemos obervar no caso particular n = 4, as particoes de 4 sao 4, 3+1,
242, 24141 e 1414141 e o peso w, de cada uma é wys(4) = 2, ws(3 + 1) = 3,
ws(2+2) =1 ws(24+14+1)=2cws(1+1+1+1)=1. Assim

Y wim)=2+43+1+2+1=9,

o(m)=4

> p(A=Tx) = p(4—To)+p(4—T1)+p(4—Ty) = p(4—0)+p(4—1)+p(4—3) = p(4)+p(3)+p(1) = 5+3
k

e as particoes de 4 em que as partes pares nao se repetem sao 4, 3+1, 24+1+1 e

1+141+1, logo

> w(r) = w, () Fwy (B+1)Fw, (24 141w, (1+14+141) = 2042242414+ 1+2' 42" = 1+
T E€QG,o(m*)=4

A partir da seguinte definicao de peso deduziremos mais um teorema envolvendo

particoes com peso.

Definicao 3.1.9. Seja © uma particdo de um inteiro n onde as partes tmpares ndo se
repetem, e na qual aparecem vy .(7) partes pares diferentes. Definimos o peso w,, (T)

como sendo 2.,
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Sendo A o conjunto das particoes onde as partes impares nao se repetem, temos
que a funcao geradora para as particoes T € A é
(=4 ¢°) oo
(€% ¢)oo
Observando a seguinte forma de decompor a fungao geradora para a fungao

partigdo p(n), obtemos

S I S G (1) I G (1) PN G Y I
;pm)q (6D (G DG D (6756 =60 (4% 90

E analogamente a (3.13), vemos que

e assim chegamos ao seguinte teorema

Teorema 3.1.10. Seja A o conjunto de todas as particoes nas quais as partes impares

ndo se repetem. Seja ™ com o peso w,,. Entdo

pln)= Y w,(%).

TEA,0(T)=n
Que podemos observar no exemplo a seguir para n = 4, as particoes de 4 sao
4, 341, 242, 24+1+1 e 1+14+1+1, logo p(4)=>5 e suas partigdes em que as partes

impares nao se repetem sao 4, 3+1 e 2+2, logo

> wn(®) = w (D) +w, B+ 1w, (2+2) = 2'+2° 42" = 24142 =5 = p(4).
TeA,0(T)=4

3.2 Representaciao Analitica do Teorema 3.1.3 e Algu-

mas Consequéncias

Nesta secao estudaremos a representacao analitica abaixo para o Teorema 3.1.3,
que é mais clara do que a apresentada no Teorema 3.1.1 . E a seguir veremos alguns

teoremas como consequéncia envolvendo estimativas para algumas fungoes particao.
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Comecamos observando que a expressao abaixo é a funcao geradora para particoes
em partes distintas com menor parte impar, onde a poténcia de a conta o nimero

de partes impares da particao.

Z _aq2n71(q2n; qQ)OO(aq2n+1; q2>oo

Dessa forma, o Teorema 3.1.3 pode ser escrito da seguinte maneira

Z —aq2”_1(q2";q2)oo(a 2n+1 Z k k2 (3.14)
n=1 k=1

a qual podemos reescrever como

oo 2 o0

2n—1(,2n. 2 ont1, o (Ag ¢ )n k k2
> —ag” N @ )06 ) = Y _(—a)¥q
n=1 (ag; ¢*)n k=1

(e, 2 o0
> —ag N ;qz)m% =Y (—a)t¢"
n=1 !

e para o caso especial a = 1, obtemos

) = Y (—1)Fg. (3.15)
= k=1
Pelo Corolario 1.2.2, temos
= (¢ 9o
()i = AL
kzzoo (=4 @)

Podemos reescrever o lado esquerdo da equacao acima como

o] —1

Z(_l)qu2:Z( kk+1+z kk2

k=—o00 k=—00

I
S
=
w
;L
+
—_
+
M
?v
=%

I
??‘
_|_
—_
+
M
W



obtendo dessa forma que

o0

_\k k2 S
1+2,;( 1 (D)

que é equivalente a
q;q

i(—l)kq’“Q = % {% - 1} . (3.16)

Assim, substituindo (3.16) em (3.15), obtemos

2 — ¢! N (¢4 @)oo _
3 =5 {1

)

Dividindo ambos os lados por —(g; qz)oo,

P o sy L (9
Z(q;qQ)n(q @) = 2(q;q2)w{(_q;q)o@ 1} (.17)

n=1

e, utilizando o Teorema de Euler,

1
o) (4:¢%)oc
a equagao (3.17) se torna
T ~4; @)oo — (4 @)oo
> ) = (£g.9) - oo (3.18)

n=1

Substituindo t = zq no Coroléario 1.2.4, temos que

ln(n+1)

2"q2
1+ Z = (—2¢; @)oo
n=
tomando a componente impar para a funcao em z acima, obtemos

>3

n=1

2Tl (—2q3q) 00 — (243 9) o0

(¢ Qan1 2

e, avaliando em z = 1, obtemos

f: q" (=0 — (490

(g Qom 2

n(2n—1)

(3.19)
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e entao, substituindo (3.19) em (3.18), obtemos

i q2n—l i gn=1)
— (¢ q2)n (@)1
Dividindo ambos os lados por (¢%; ¢*)s, obtemos
i .2q2n—‘1 iq2n1
(g (% s oo = (45 9)2n—1
que podemos reescrever como
©  9n1 o nizn=1)
ZQQ2n1_ quin (520

n=1 n:l

Daremos agora uma demonstragdo combinatéria para (3.20). O lado esquerdo
de (3.20), é a funcao geradora para partigdes com maior parte fmpar, mas através
da conjugagao, temos que pode ser vista como a funcao geradora das particoes 7

em um numero impar de partes. Escrevemos 7 da seguinte forma

W_Zfz

onde 7 é um inteiro, representando as partes que aparecerao em 7, e f; > 0 é a

frequéncia em que a parte ¢ aparece na particao.

Sabemos que o nimero total de partes é impar e que pode ser representado da

seguinte forma
> fi.
i
Podemos escrever f; da seguinte forma

fi=2[fi/2] + 6, (3.21)

onde [z é o maior inteiro < z, e §; ¢ 0 ou 1. Podemos observar que, como ) . f; é

impar, e

Zfi- = ZQLfi/QJ +9; = QZLfi/QJ —l—Z(Si,
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temos que ) . d; é também impar.

Utilizando (3.21), podemos escrever 7 na forma
7= |fi/202i+) 5,
i>1 i
que podemos interpretar como a decomposicao de 7 na forma (mq, 7 4), onde o
¢ uma particao em partes pares e m 4 ¢ uma particao em partes distintas, ja que

d; =0 ou 1, e com nimero de partes ) . d;, que sabemos ser mpar.

E observando o lado direito de (3.20), podemos notar que é a funcao geradora

para as bi-partigdes (mq, 7 4) descritas acima, provando dessa forma (3.20).

Usando os argumentos acima, além de provar a equagao (3.20), deduziremos
alguns teoremas envolvendo particoes com peso, fazendo estimativas para algumas

funcgoes partigao.

Reescrevendo a equagao (3.18), obtemos

o0 2n—1
(= Qoo = (Do +2 W(q%; ¢*)oo- (3.22)
n=1 ! n

A seguir definimos S como o conjunto de particoes em que as partes pares nao
se repetem, existe pelo menos uma parte impar e as partes pares sao maiores que
as partes fmpares. Sendo S(n) a notagao para o numero de partigdes de n em S,
e S.(n) o nimero de parti¢coes de n em S, onde o nimero de partes pares é par, e
Se(n) o numero de partigoes de n em S, onde o nimero de partes pares é fmpar,
observamos que nos termos da série a direita a particao possui uma parte impar

1o fator (¢;¢*), pode ser interpretado como inserindo prtes

devido ao fator ¢*"~
fmpares de tamanho até 2n—1 e pelo fator (¢*n; ¢*)s vemos que as partes pares sao
distintas e maiores que as partes impares, e como para cada parte par multiplicamos
por —1, as particoes com um nimero par de partes pares sao contadas positivamente

e as com um numero impar de partes pares sao contadas negativamente, assim a

série a direita de (3.22) é a fungao geradora para S.(n) — S,(n).
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E pelo Teorema do Numero Pentagonal de Euler, temos que (¢; ¢)o € a fungao

geradora para &, onde

en=(=1)F se n=(3k*+k)/2, e 0, caso contririo.

E interpretando (—¢; ¢)~ como a funcao geradora de P;(n), nimero de parti¢oes

de n em partes distintas, obtemos o seguinte teorema

Teorema 3.2.1. Paran > 1,

Pi(n) = e, + 2(Sc(n) — So(n)).

Como pode ser visto no seguinte exemplo, as particoes de 7 em partes distintas
sao 7, 641, 542, 4+3 e 44+2+1, logo Py(7) = 5 e como 7 = (322 +2)/2, g7 =
(—=1)> = 1. As partigoes de 7 em que as pates pares sao distintas, pelo menos
uma parte impar aparece, as partes pares sao maiores que as partes impares e
possui um numero par de partes pares sao 7, 5+1+1, 44241, 3+3+1, 3+1+1+1+1
e 1+1+14+1+14+1+1, e as com um nimero impar de partes pares sao 6+1, 4+3,
4+14141 e 24+1+1+14+1+1. Assim S.(7) = 6 e S,(7) = 4. Dessa forma podemos

ver o resultado do teorema acima.

7+ 2(S.(T) = Sy(7) =14+ 2(6 —4) =1+2-2 =5 = Py(7)

Do Teorema do Numero Pentagonal de Euler e pelo que podemos ver acima Py(n)
¢ fmpar nos nimeros pentagonais e par em todos os outros, o que podemos ver pela
demonstracao combinatéria de Franklin para o Teorema do Numero Pentagonal
que pode ser vista em [6], onde as parti¢oes enumeradas por Py(n) sao divididas
em dois conjuntos de tamanho igual, exceto nos nimeros pentagonais. O Teorema
3.2.1, se mostra interessante, pois relaciona a paridade de P,(n) com outro conjunto

de partigoes.
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Agora veremos outra consequencia interessante do Teorema 3.2.1. Pelo Teorema
de Euler, temos que Py(n) = O(n), e como toda parti¢do em partes impares é uma
partigdo em S(n), temos que S(n) > O(n), e portanto S(n) > Py(n). Além disso,
como uma partigdo em partes impares tem um nimero par de partes pares (zero),
que nao se repetem, logo

Se(n) > Py(n). (3.23)

S.(n) — Sy(n) = 2 d;m _ %"
S,(n) = S.(n) — = d;”) n %"

+2 = + = (3.24)

E, como S(n) = S.(n)+ S,(n), pela definigdo de S.(n) e S,(n), temos por (3.23)

e (3.24), que
Pd(n) En
S(n) = Se(n) + S,(n) > 5 + 5 + Py(n)
de onde obtemos
Teorema 3.2.2. Paran > 1,
3 €n

Que podemos conferir no seguinte exemplo, S(7) = S.(7) + 5,(7) = 6 + 4 = 10,
e como Py(7) =5 temos que

3 g7

SR+ 5 =55+ 5=5+5=5=8<10=5(7

3 1 15 1 16
2 2 2 2 2

Usaremos agora um dos métodos utilizados anteriormente, para obter alguns

teoremas similares aos anteriores. Bem como analisaremos o método de divisao em
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partes pares e impares de Euler e como pode ser utilizado para obter os resultados

citados acima.

Aqui ao invés de considerarmos a componente impar de (—¢; q)s, considerare-

IMoOS a Sua componente par
(—¢;9)oo + (€5 @)oo

Counsiderando a identidade

(=24 @)oo = ) N

tomamos sua componente par como fungao de z

(—2¢; @)oo + (2¢;Q)oe o= 22"g" )

2 B (Qa Q)Zn

n=0

e avaliando para z = 1, obtemos

(—a; Q) i

=0 ) 2n

n(2n+1

(3.25)

Do Teorema 3.1.1, temos
n n n 2
ZqQ (q2 +2;q2)oo(a 2 +1 Z k k:
n=0 k=0

e, analogamente ao processo aplicado em (3.16), para a = 1, obtemos que

o0 [e.9]

Z s Oo(q2n+1; q2)oo _ (_1)qu2
=0 k=

Dividindo ambos os lados por (¢; ¢*)s, temos que

1 - 2n/ 2n+2. 2 2n+1, 2 1 (¢ 9) oo
D (@) (@0 ) = +1
(45 4%)os ; 2(4:¢*) (= 0)
e, utilizando o Teorema de Euler, concluimos que
Z 2+2 Oo<q2 +1;q2>m:( 2) { ( ) +1}.
q; —0 (_Q7Q)<X>
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Reescrevendo, obtemos

- n ) oo+ —q; 00

3

n=0

E podemos reescrever (3.26) como

(=@ oo = (41 Q) +2 { )oo + Z q 2"+2;q2)oo} : (3.27)
n=1

Agora considerando T" como o conjunto das parti¢oes que possuem pelo menos
uma parte par, as partes pares nao se repetem e as partes pares sao maiores que
as partes impares. Seja T'(n) o numero de partigoes de n em T', T.(n) o nimero
de partigdes em T tal que o numero de partes pares é par e T,(n) o nimero de
particoes em T tal que o nimero de partes pares é impar. Podemos notar entao

que

o0 2n
S Z {Ty(n) = T.(n)} " (3.28)

— (g;q N

Pela defini¢ao de T', as partigdes contadas por T'(n) podem ou nao possuir partes
impares. Considerando 7wy uma particao em 7' que nao possui partes impares, seja
T* o conjunto de tais parti¢oes. Sejam T*(n), T(n) e T (n), definidas de maneira
analoga a maneira acima. Podemos observar que 7™ é o conjunto das particoes nao

vazias em partes pares distintas, logo

(¢? _1+Z{T* T (n)} q". (3.29)

Pela definicao de T, podemos ver que é um subconjunto de T, e que T = T—T* é

conjunto da partigoes em T que possuem uma parte impar. Assim, utilizando (3.28)
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e (3.29) em (3.27), obtemos
(~650)oe = ~(50)0 +2 {1 " i (T2 - To )" + i (T(n) — T.(0)} q"}
()t 2 {1 + i (Tofn) — T3() — Tufn) + T2 ()} qn}
= —(¢; @)oo + 2 {1 + il {To(n) - Te(n)} q"} :
E entdio, analogamente ao Teorema 3.2.1, obtemos

Teorema 3.2.3. Paran > 1,

Py(n) = —e, + Q(To(n) — Te(n))

Que podemos observar no seguinte exemplo para n = 7, vimos nos exemplos
anteriores que Py(7) = 5 e e = 1. as parti¢oes de 7 onde as partes pares sao
distintas, possui pelo menos uma parte par e uma parte impar e as partes impares
sao menores que as partes pares e que possuem um numero impar de partes pares
sao 641, 443, 4+14+141 e 2+1+141414+1 e que possui um nimero par de pates

pares é 44241, portanto T,(7) = 4 e T.(7) = 1. Dessa forma

—er 4+ 2T (7) = Tu(7) = =1 +2(4 — 1) = =1 +2-3 =5 = Py(7).

Sé que, ao contrario de antes, nao possuimos desigualdades de estimativas para

o valor de Py(n).
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Capitulo 4

Um Teorema de Andrews

Nesse capitulo, seguindo os trabalhos desenvolvidos por Alladi em [2] e [3], estu-
daremos o seguinte Teorema de partigoes de Andrews que lembra o Teorema 2.1.1.
Observamos que mesmo que na definicao de particao seja exigido que as partes

sejam positivas, aqui permitiremos uma parte de tamanho 0.

Teorema 4.0.4. (Teorema de Andrews) Sejam ¢.(n), e €,(n), a notacdo para o niimero
de particées de n em partes distintas ndo negativas com menor parte par tais que o

niimero de partes pares é par, e respectivamente impar. Entdo

go(n) —ee(n) =1 se n=k* e 0 caso contrério.

Como podemos observar no seguinte exemplo, para n = 9, suas particoes em
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partes distintas nao negativas com menor parte par sao as seguintes:

9+0 5+4
8+1+0 5+4+0
742 5+3+1+0
T+24+0 4+3+2
6+3+0 4+3+2+0
6+2+1+0

Onde as partigdes enumeradas por £.(9) sdo

8+1+40 5+4+0
7T+2+0 4+3+2
6+3+0

e as partigdes enumeradas por £,(9) sao

9+0 5+4
7+2 5+3+1+0
6+2+1+0 4+3+2+0

sendo assim £,(9) —€.(9) =6 —5= 1.

A seguir provaremos o teorema de trés formas diferentes, analiticamente, com-

binatoriamente e como um caso particular do Teorema 3.1.3.

Comegamos com a demonstragao analitica apresentada por Stenger em [9] em

resposta a um problema proposto por Andrews em [4].

Demonstracao: A funcio geradora para e,(n) — e.(n) é

> (=" =)o = {H(l — ") (1 + q2"1)} {Z %} , @

n=1 n=0

pois podemos observar que pelo fator ¢?n, teremos particoes com menor parte par,

2n+1. 2n+1. _
y ) _Q)oo -

as partes serao distintas devido ao fator (—g 7)o € como (—q
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(—¢*" ;¢ (¢*"2; ¢%) 5, vemos que para cada parte par na particao multiplicamos
por —1, e contando a parte 2n as partigoes com um nimero impar de partes pares
serao contadas positivamente e as com um numero par de partes pares serao con-

tadas negativamente.

Pelo Corolario 1.2.4 temos que

=1 -t
n=0
Fazendo a substitui¢ao t = ¢ e também ¢t = —q, temos

n

1+;(q :g 1—q

q [ee]
1+Z . H 1+q

n=1
Somando as duas equagoes, obtemos

2n o [e.e] [e.e]

> q _Oo 1 B 1 1—q"
2Z(q; _g H(1+q”)_g(1—qn)+g(1—q%)
::IJ II 2n 1

n=1
Trocando ¢ por —q e dividindo por 2, segue que

N {H = 1+q2n 1)+H(1+q2n1)}’

=1 n=1

1—q

e entao (4.1) fica

> q>m={H<l—q2"><”q2”1)}{2“;——%}

n=1 n=0
ﬁl—q (14+gn 1)t 2 ﬁ ! +H1+q2"*1)

N | —

1 ) 2n—1\2
+ 5'1;[ 1 —-q 1 +’q )
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Pelo Teorema 1.2.1, temos

n n2 mn mn - mn
Yo 2t ==+ 21+ 27 ),
n=-—00 n=0
Fazendo z = 1, obtemos
n=-—o0o n=1

e entao, substituindo na equagao acima, temos

2n/  2n+1, — - 1 — 2n 1 2n—1\2
;q(q @) =5 5 [JO -+

n=1
T 1 = 2 = 2
obtendo assim o resultado desejado. [

Agora apresentamos a demonstragao combinatéria seguindo o trabalho desen-

volvido em [2] para o Teorema 4.0.4. Queremos provar a seguinte identidade:
n n n n n ?’L2
> @)oo oo = (T e = Y "
n=0 n=0 n=0

Veremos a conexao entre o Teorema de Andrews e o Teorema 2.2.3. Dada uma
particao em partes distintas nao negativas com menor parte par, podemos ter a
menor parte positiva, a menor parte nula e segunda menor parte par ou a menor

parte nula e segunda menor parte impar.

Se a partir de uma particao A com menor parte positiva adicionarmos zero como
uma parte, obtemos uma particdo A’ com menor parte zero e segunda menor parte
par, onde a paridade do nimero de partes pares de A é contraria da de A e assim

se cancelam na diferenca €,(n) — e.(n).

Dessa maneira as tinicas particoes que contribuem nessa diferenca sao as particoes
com menor parte zero e segunda menor parte impar. E entao retirando a parte zero

temos que

£o(n) — €e(n) = 0e(n) — do(n)
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onde §,(n) é a notagdo para o nimero de partigdes em partes distintas com menor
parte impar e um nimero impar de partes pares, e d.(n) é a notagdo para 0 nimero
de particoes em partes distintas com menor parte impar e um nimero par de partes

pares.

Seja A particao de n par, em partes distintas com menor parte impar, temos que
as partes impares aparecem aos pares, logo a paridade do nimero total de partes é

a mesma do nimero de partes pares e assim
€o(n) — €c(n) = 6e(n) — 0o(n) = Re(n) — Ro(n),
onde R,(n) e R.(n) é como no Teorema 2.1.1 e de onde temos que

£o(n) — ge(n) = Re(n) — Ry(n) = (=1)* =1 se n=k* e 0 caso contrério.

E caso n seja impar, teremos um ntimero impar de partes impares, e sendo assim
a paridade do nimero de partes é inversa a paridade do niimero de partes impares,

e entao

Sendo assim provamos combinatoriamente o Teorema 4.0.4 e estabelecemos uma

correpondéncia com o Teorema 2.1.1.

Seguindo o trabalho desenvolvido em [3], daremos uma prova para o Teorema

4.0.4 como um caso particular do Teorema 3.1.3.

Se fizermos a = —1 no Teorema 3.1.1, obtemos
n n mn 2
ZqZ (q2 +2;q2)oo(_q2 —i—l;qQ)oO _ qu
n=0 k=0

e, como observado antes, o lado esquerdo da identidade acima é a funcao geradora

para g,(n) — g.(n), provando assim o Teorema 4.0.4.
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