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Resumo

Nessa dissertacao, apresentamos os Teoremas de Dualidade de Cohen e Mont-
gomery, [4]. Discutimos também a construgao de um contexto de Morita para uma
algebra graduada por um grupo finito. Como aplicacao dos resultados desenvolvidos
no texto, estudamos a relacao entre o radical de Jacobson e o radical de Jacobson
graduado de algebras graduadas, apresentando a solucao de Cohen e Montgomery

para uma conjectura de Bergman.



Abstract

In this work, we will present the Cohen and Montgomery’s Duality Theorems,
[4]. We also discuss the construction of a Morita context to an algebra graded by
a finite group. As an application of the results developed in the text, we studied
the relations between the Jacobson radical and the graded Jacobson radical of

graded algebras, presenting to Cohen and Montgomery’s solution for a Bergman’s

conjecture.
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Introducao

Os Teoremas de Dualidade para agoes e coacoes tem sua origem na algebra de
operadores, em trabalhos feitos por Takesaki, Landstad, Nakagami, [11], e também
por Stratila-Voiculesu-Zsido. Nestes, sao consideradas acoes e coacoes de grupos
localmente compactos em algebras de von Neumann. Uma versao mais algébrica de
tais teoremas pode ser encontrada em [4], sendo esta estendida para grupos infinitos

em [17].

O principal objetivo desta dissertacao é apresentar os Teoremas de Dualidade
de M. Cohen e S. Montgomery, demonstrados em [4]. Para tal, necessitaremos
de algumas propriedades de dlgebras graduadas por um grupo finito G. Mais es-
pecificamente, sempre que uma K-algebra A é graduada por um grupo finito G,
nés podemos considerar o produto smash A#K[G]*. Sob certas condigoes, vamos
estudar um contexto de Morita relacionado a A e, posteriormente, demonstrar os

Teoremas de Dualidade.

Neste trabalho consideramos K um corpo e G um grupo finito, caso nao seja
dito nada em contrario. Salientamos também que todos os anéis trabalhados tem

unidade.

No capitulo 1, vamos expor resultados basicos, os quais serao necessarios para

a teoria que segue. Apresentaremos alguns resultados bem conhecidos da Teoria



de Anéis, Moddulos, Categorias, Contexto de Morita e Algebras de Hopf, dando
destaque para a Proposicao 1.1.7 e a Proposicao 1.1.16, que sao devidos a D.S.
Passman e podem ser encontrados em [16] e [14]. Estes sao de grande importancia
para a prova dos Teoremas de Dualidade, feita no Capitulo 4, e para duas aplicagoes

que se seguirao no Capitulo 5.

J& no capitulo 2, comegamos com os resultados iniciais do nosso trabalho.
Mostraremos que uma acao de grupo finito G em uma K-algebra A equivale a
A ser um K[G]|-médulo algebra a esquerda. Mostraremos também que A ser gra-
duada por G é equivalente a A ser um K[G]*-mddulo dlgebra a esquerda. Seguird
entao que, quando uma K-algebra A é graduada por um grupo G, ndés podemos

*

construir o produto smash A#K|[G|*. Por fim, demonstraremos que A#K[G]* é
um A-médulo & direita e & esquerda livre com base {p, : ¢ € G}, um conjunto de

idempotentes ortogonais cuja soma é 1.

No capitulo 3, consideraremos G um grupo finito de ordem n, o : G — Aut(S),
uma acao de G no anel S e R um anel graduado por G. Dessa maneira, podemos
formar o skew anel de grupo S * G e o produto smash R#K|[G|*, onde K[G|* é o
dual da élgebra de grupo K[G]. Sob estas condigbes, apresentaremos a prova dos

Teoremas de Dualidade para Acoes e Coacoes, os quais nos darao os isomorfismos

(S * Q)#KI[G]* = M,(S) e (R#K[G]*) * G = M,(R), respectivamente.

No capitulo 4, estudaremos o contexto de Morita [A;, W, V, A#K[G|*|, onde W
é igual a A, com estrutura de A#K|[G|*-mddulo a esquerda e A;-médulo a direita,
e V éigual a A, com estrutura de A;-médulo a esquerda e A#K[G|*-médulo a

direita.

Para finalizar a dissertacao, apresentaremos no Capitulo 5 uma aplicacao dos re-
sultados obtidos. Vamos mostrar a igualdade entre o radical de Jacobson J(A# K [G]*)

e Jo(A)#K[G]*, onde Jg(A) é o radical de Jacobson graduado de A. A partir disso,



mostramos que Jg(A) estd sempre contido em J(A), valendo a igualdade quando
| G |7'e A, apresentando assim, a resposta afirmativa de Cohen e Montgomery

para a questao de Bergman.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo lembraremos alguns fatos basicos os quais serao necessarios para
o desenvolvimento desse trabalho. Apresentaremos aqui resultados sobre Anéis,
Médulos, Categorias, Contexto de Morita e Algebras de Hopf, sendo que alguns
destes serao citados sem demonstragao. O leitor que possui familiaridade com estes

conceitos pode comecar sua leitura a partir do proximo capitulo.

1.1 Anéis, Mdbdulos e Categorias

Da Teoria de Anéis, apresentaremos alguns resultados sobre Anéis Primos, Anéis
Graduados, Radical de Jacobson e Skew Anel de Grupo. Daremos énfase a duas
proposigoes de resultados expostos por D.S. Passman em [15] e [16], os quais sao
essenciais para a prova dos Teoremas de Dualidade e para a aplicagao que seguira,

sendo estas discutidas no decorrer deste trabalho.

Comecaremos com algumas defini¢oes e resultados sobre Anéis Primos e Semipri-

mos que podem ser encontrados em [8]. Lembremos que todos os anéis trabalhados



aqui tem unidade, a menos que seja dito algo em contrario.

Definicao 1.1.1. Um ideal P de um anel R € dito ideal primo, se P # R e, para
todos ideais A, B C R tais que AB C P, entao A C P ou B C P.

Proposicao 1.1.2. Sejam R um anel e P C R um ideal. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(1) P ¢é primo;

(77) Para a,b € R, se (a)(b) C P, entao a € P oub € P, onde (a) = RaR e
(b) = RDR sao ideais gerados por a e b, respectivamente;

(7i1) Para a,b € R, se aRb C P, entdo a € P ou b € P.

Definigao 1.1.3. Um ideal C' de um anel R ¢é dito ideal semiprimo se, C' # R e,

para qualquer ideal A C R tal que A> C C, entao A C C.

Proposicao 1.1.4. Sejam R um anel e C C R um ideal. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(1) C € semiprimo;

(it) Para a € R, se (a)*> C C, entio a € C, onde (a) = RaR € o ideal gerado
por a;

(1ii) Para a € R, se aRa C C, entdo a € C.

Observemos que qualquer ideal maximal M de um anel R é primo, pois se
escolhermos ideais A, B nao contidos em M, como M ¢é maximal temos M + A =
R =M + B e, portanto, R = (M + A)(M + B) = M + AB, ou seja, AB nao esta

contido em M. Temos também que todo ideal primo é semiprimo.

Definicao 1.1.5. Um anel R é chamado primo (respec. semiprimo) se {0} € um

ideal primo (respec. semiprimo).



Note que qualquer dominio D é um anel primo. Entretanto, nao é verdade que
todo anel primo é um dominio, para ver isso, basta notarmos que qualquer anel

simples R (seus unicos ideais sao {0} e R) é um anel primo.

Nos direcionamos agora para a prova de uma das proposicoes mais importantes
dessa segao. Esta pode ser encontrada em [16, Lemma 1.6] e foi sugerida por
Passman a Cohen e Montgomery para a prova dos Teoremas de Dualidade. Para
demonstra-la necessitamos do proximo lema. Lembremos que dado um anel R e

X C R definimos o centralizador de X em R como sendo o conjunto:
Cr(X)={re€ R:rx=uar, paratodoz € X}
Lema 1.1.6. Seja R um anel que contém um conjunto de elementos
A={e;:i,j=1,..,n}
satisfazendo:

0, sej#a,
€ijCab = e l=e1+..+eu,

€ip, S€ j =a
Se S € o centralizador em R de todos esses elementos, entio R = M,(S) e
S = 611R611.

Demonstracao: Seja S = Cg(A). Consideremos ¢ : M,(S) — R, dada por

d([sij]) = >_4; sijeij- Vamos mostrar que ¢ ¢ um isomorfismo de anéis.

(1) Escolhendo [s;;] e [ri;] € M, (S), claramente temos
O([sij] + [rig]) = ¢([si3]) + ¢([ri5])

Além disso, 6([s;][riy]) = 6([s;])#([r]), pois por um lado temos

S([sii][ris]) = 6O surng)) = 6O _[suris]) =D siwrnsess

E i k i,5,k



e por outro lado,

o([sij])d([rap]) = (Z Sijez‘j)(z Tab€ab) = Z Sij€ijTabCab

ij i7j7a7b
— E SijTab€ij€ab = E SiaTab€ib
,5,a,b i,a,b

(2) Seja [s;5] € Ker¢. Temos
0= 51] Z Sij€ij

Fixando a, b, entao, para todo k, vale

0= €k;a( g Sijeij>@bk = g Sij€kaCijCbk = E SajCkjCok = SabCikk

] ] J

Logo,

0= E SabCkk = Sab E €kl = Sab

k k

Assim, [s;;] = 0 e, portanto, ¢ é injetiva.
(3) Escolhemos agora r € R e definimos r;; = >, egireji.

Assim, para todo e, vale

€abTiy = E €ablriT€jk = €ailCjp

Tij€Cab = E CLiT€jkCab = €ail"Cjp
k
ou seja, 1;; € S.

Temos entao

olryl) = Y e = ) ewremey; = Y earej; = (Y_eu)r(Y_ey;) =
i i j

0, .5,k

Logo, ¢ é sobrejetiva.



Portanto, por (1), (2) e (3), temos que ¢ é um isomorfismo de anéis e, assim,

R M,(S).

Resta agora mostrar que S = ej1Req;. De fato, seja e;; € R, via ¢, temos

€ij < g €kaCijCok
k

de onde vem que:
1 set=aej=b,
€jj <
0 sei#aouj#b

Assim, e Reqp = e M, (S)eq; = S. [ |

Podemos agora apresentar nossa proposicao antes mencionada.

Proposicao 1.1.7. Sejam R um anel e 1 = e; + e5 + ... + e,, uma decomposi¢ao
de 1 em uma soma de idempotentes ortogonais. Seja G um subgrupo do grupo das
unidades de R, e suponhamos que G permuta o conjunto {ey, e, ..., e,} transitiva-

mente por conjugagao. Entao R = M,(S), onde S é o anel S = e;Re;.

Demonstragao: Dados i,j € {1,...,n}, definimos, para todo ¢; € G, g; " ve1.g; =
gi-e1 = ¢; e definimos também {e;; } como sendo e;; = g; Lep. g; para quaisquer 4, j.
Vamos mostrar que tais elementos {e;;} satisfazem as hipéteses do lema anterior.

Dividiremos a prova em duas etapas:
(1) Seja a € {1,...,n}:
(1.1) Se j # a:

Observemos que g; . €1 = €; # €, = g, » €1 0 que implica que (g; - €1)(ga » €1) =

ejeq = 0. Notemos também que

gj'(gjlel):gj'(gj_l'el-gj):el-gj

(Gawer) g = (0" ve1:9a) 0. =3, - en



Logo,
eijear = (07 we1 e 95)(gs w1 gp) = gi 'G5+ (g~ e1)(garer) w9y g =0
(1.2) Se j = a:
o1 -1 o1 _
€ij€ab = G; €120, «C€1aGp =G; +€1:Gp = €Eip
(2) Temos também que e;; = g;l.el.gi = ¢;, 0 que nos da que ej1+ex+...+€p, =
€1+ ey + ... + e, = 1, por hipdtese.
Logo, por (1) e (2), {e;;} satisfaz as hipdteses do lema anterior e, portanto,

R = M,(S), onde S = ej;Rey; = ey Rey. [ |

Agora, nosso proximo passo é apresentar a definicaio do Radical de Jacobson
de um anel R. Em seguida, enunciamos dois resultados conhecidos sobre radicais
de Jacobson que podem ser encontrados em [7, Theorem 1.3.3] e [8, Lemma 4.22],

respectivamente.

Definigao 1.1.8. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R),

¢ o conjunto de todos elementos de R o0s quais anulam todos R-modulos simples.

Note que podemos escrever
J(R) = NAnn(M)
onde M € R-mddulo simples e Ann(M) = {r € R/r.M =0} é o anulador de M.

Lema 1.1.9. Sejam R um anel qualquer e e € R um elemento idempotente de R.

Entao J(eRe) = eJ(R)e.

Lema 1.1.10. (Lema de Nakayama) Sejam R um anel I C R um ideal d direita

de R. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) I € J(R);



(7i) Para qualquer R-mddulo a direita finitamente gerado M, se M1 = M, entao
M =0;

(7i1) Para quaisquer R-médulos a direita N C M tais que M /N ¢é finitamente
gerado, se N + M1 = M, entao N = M.

Lembremos que G age (por automorfismos) em um anel R, se existe um homo-
morfismo de grupos o : G — Aut(R), onde o(g) denota a imagem de g por o em
Aut(R). Estamos interessados em relacionar os radicais de Jacobson de R e do skew
anel de grupo R+ G. Comecamos com a seguinte defini¢ao, que pode ser encontrada

em [8, Example 1.11].

Definicao 1.1.11. Sejam R um anel e G um grupo agindo por automorfismos em
R. O skew anel de grupo, denotado por R G, € o conjunto das somas formais do
tipo deG T49, com soma definida coordenada a coordenada e multiplicacao dada
por:

(r99)(snh) = 1r4(g « sn)(gh), onde g . s, = o(g)(sn)

Podemos observar que um elemento rg € R % GG, pode ser escrito como rg =
9o (g)(r).

Para demonstrar a proxima proposicao importante dessa se¢ao, serao necessarios
uma série de resultados que podem ser vistos em [14], sendo estes demonstrados
para o caso de produtos cruzados. Os mesmos podem ser aplicados para o skew
anel de grupo, ja que este é um caso particular, e é o que faremos aqui. Antes de

enunciar os resultados apresentaremos algumas definigoes.
Definicao 1.1.12. Sejam R C S, anéis com mesma unidade.
(1) Se Vs € um S-mddulo a direita, definimos V' |g a restri¢io de V a R.

€ Vg € um -moauto a zrezta, ennimaos , 0 -moaulto tmauziao a
(2) Se Vi € um R-mddulo & direita, definimos V|5, o S-médulo induzido d

direita, por V|° = Vr®grS. Sua estrutura de S-mddulo é dada por (v®s).t = v®@st,

10



ondev eV es,tes.

Definigao 1.1.13. Sejam o € Aut(R) e V um R-mddulo a direita. Dizemos que o
R-mdédulo conjugado V7 é o conjunto V7 = {v’ : v € V'}, com agdo de R em V°

definida por v7 .1° = (v.r)?, onde r7 = o(r).

Considerando S = R* G e V um R-médulo a direita, podemos caracterizar V'|*

através do préximo lema.

Lema 1.1.14. Sejam S = Rx G e V um R-mddulo & direita. Entdo V|° =
PgeaV @ g, comV @ g = Vo9 como R-mddulos, onde o= denota uma acdo de

G em Aut(R).

Demonstragcao: Como S = R % G é um R-moédulo a esquerda livre com base G,

segue que, para todov € V e deG rqg, vale

U®Rngg:Zv.rg®Rg€ZV®Rg

geG geG geG

A independéncia linear dos elementos g nos diz que esta soma é direta, logo

V|® = ®yeqV @ g, como querfamos.

Definimos agora a aplicacdo ¢ : V7 '@ — V ® g, por p(v7 ) = v ® g, para

v €V e g€ G. Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de anéis.

E facil ver que ¢ é injetiva e sobrejetiva. Para mostrar que ¢ é um homomorfismo,
notemos que, usando a estrutura de S-médulo de V| e a definicao de skew anel de

grupo, temos
-1 1
(v®gg).r° (9) = v Qg gr’ ) = VRRTg=0V+T Ry
de onde segue que, usando a estrutura de R-modulo de V"_l(g),

p(v” Do) = p((var) N =var@g=(v®g).r7 @ =gp’ @), 70

Portanto, ¢ é um isomorfismo e V| = @,V ® g, com V @ g = Vo9, ]

11



Nosso proximo resultado é um anédlogo ao Teorema de Maschke.

Teorema 1.1.15. Seja S = R« G, com G finito. Consideremos V um R x G-
mddulo a direita e W CV um R % G-submddulo de V. Se V nao tem | G |-torsdo

eV =WeaU, onde U é um R-submodulo complementar, entdo existe um R *x G-

submdodulo U’ de V com V.| G|CW & U'.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que G permuta os R-submoddulos de V.
De fato, se U é um R-submédulo de V e g € G, entdo a férmula gre @ = rg,
implica que Ug é um R-submdédulo isomorfo ao mddulo conjugado U 779 via
¢:Ug— U@ onde o(ug) = uw '@ parau e U.

Consideremos V= W @ U. Entao, para todo g € G, temos V.g =V =
W.goU.g=Wa@U.g, pois Ve W sao R * G-médulos. Seja 7, : V— W, o

homomorfismo determinado por essa decomposicao.

Notemos que se v = w + u . g, entao v. h = w . h + u . gh, qualquer que seja

h € G. Assim,

Tgn(Veh) =mg(weh+u.gh) =w.h=m,(v).h (1.1)

Definimos 7 : V' — W, por m = > __, m,. Vamos mostrar que 7, assim definida,

geG

é um R * G-homomorfismo.

De fato, escolhendo v € V e h € G e usando (1.1), temos

m(0ah) =) m(w.h) = mg(veh) =Y w(v) h=m7(v).h

geG geG geG
Seja agora U’ = Ker(m). Entao U’ é um R*G-submddulo de V. Sew € WNU’,
entdao 0 = m(w) = > cqmy(w) = w. | G |. Como V ndo tem | G |-torsao, segue que

w = 0. Logo, WNU"=0.
Escolhendo v € V', com w = m(v), temos que v. | G | —w € Ker(m). De fato,

(o | G| —w)=7(v). |G| —7(w) =n(v). | G| —w. | G|=0

12



Assim, V. |G |CW a U'. |

Pelo teorema acima, podemos observar que se V. | G |=V,entao V=W & U'.
Temos também que se V. | G |=V e V é completamente redutivel como R-médulo,

entao V' é completamente redutivel como R * G-mddulo.

Estamos prontos para demonstrar a proxima proposicao a qual sera usada em
uma das aplicagoes do Capitulo 5. Para sua prova, notemos que | G |~'€ V implica

que V. |G |=V.
Proposicao 1.1.16. Seja R« G o skew anel de grupo, com G finito. Entao:

J(R+G) C J(R)«G C J(R*G)

Além disso, se | G |7'€ R, entio J(R* G) = J(R) x G.

Demonstracao: Primeiramente, seja V um R*G-mddulo a direita simples. Entao
V é um R * G-médulo ciclico e V|g é finitamente gerado. Por 1.1.10, segue que
VJ(R) # V. Como VJ(R) é um R % G-submddulo de V' segue da simplicidade de
V que VJ(R) = 0. Logo, J(R) C J(R* @) e, assim, J(R) * G C J(R x G).

Supomos agora W um R-mddulo simples e construimos o R*G-modulo induzido
V = W[ = W @ (R x G). Pelo Lema 1.1.14, segue que V|° = @,ecW ® g e,
entdao, V' possui uma decomposi¢ao de comprimento menor ou igual a | G |=n e

VJ(R+G)" = 0.

Seja a = deG rog € J(R* G)". Entao, para qualquer w € W, temos

0=(w®l).a= (w®1).2rgg:Zw.rg®g
geG geG
o que nos da que W.r, = 0, qualquer que seja g € G. Logo, r, € J(R), para todo
g €G.

Assim, J(R+ Q)¢ C J(R) * G.
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Finalmente, se | G |7'€ R e V| é completamente redutivel, segue do Teorema
1.1.15 que V' é completamente redutivel como R*G-mdédulo e, entdo VJ(R*G) =0
qualquer que seja W. Procedendo de maneira analoga, podemos escolher a@ =

deG rg € J(R * G), logo, qualquer que seja w € W, temos

0:(w®1).a:Zw.rg®g

geG

de onde segue que r, € J(R), para todo g € G.
Sendo assim, J(R*G) C J(R) xG.
Portanto, se | G |7*€ R, entao J(Rx G) = J(R) * G. |
Trataremos agora de Anéis Graduados. Seja G' um grupo com elemento identi-
dade e € G. A préxima definicdo pode ser vista em [12].

Definicao 1.1.17. Um anel R ¢ graduado por um grupo G, se existe uma familia
{R, : g € G} de subgrupos aditivos R, de R tal que R = @yec Ry, com RyRy C Ry,

quaisquer que sejam g,h € G.

Notemos que o anel dos polinémios R = K|[X]| é Z-graduado, com graduagao
dada por R, =0, paran <0, Ry = Re R, = {p(X) € K[X] : 9(p(X)) = n}, para

n > 0.
Para um anel graduado R = ®,cq Ry, definiremos o conjunto
supR ={g € G : R, # 0}
como sendo o suporte de R.

Se I é um ideal de R = @ e Ry, denotamos I = @yea(I N R,), onde cada

componente I, de I é dada por I, = I N R,,.

Observemos ainda que o fato de R ser graduado por um grupo G é equivalente
a existéncia de uma aplicagao  : G — Endg(R), onde denotamos 5(g) = f,, que

satisfaz as seguintes propriedades:

14



(1) Para quaisquer g,h € G, B0, =0se g # h e B,0 B, = By;

(2) >_yeq By = I, a fungdo identidade;

(3) Para todo g € G er,s € R, By(rs) = > ,c Bon—1(7) Br(S).

De fato, se escolhermos R um anel graduado, podemos definir § : G — Endgr(R),
dada por f(g) = B, : R = R, onde B,(r) = r,. A verificagdo das propriedades
citadas acima ¢é trivial. Reciprocamente, se existe § : G — Endg(R), dada por
B(g) = By : R — R, satisfazendo as propriedades acima, definimos a graduacao em
R por R, = {B,(r) : v € R}. Note que R = @R e, se escolhermos x € R, R}, temos
que x = B,(r)Bu(s), para r,s € R. Logo,

Bon(@) = Ban(By(r)Bu(5)) = D _ Bona=1(Bo(r) Bu(Bi(s)) = By(r)Bu(s) = =
led

ou seja, T € Ryp, o que implica que RyRy C Ryp.

Uma propriedade importante de anéis graduados serd dada no nosso préximo
lema, a qual segue de [3, Proposition 1.2]. Os argumentos aqui apresentados sao

devidos a M. Dokuchaev, [6].

Lema 1.1.18. Seja R um anel graduado por G, tal que G tem ordem finita. Se
J C R € um ideal graduado, entao J € um ideal nilpotente de R se, e somente se,

J1 € um ideal nilpotente de Ry, onde J; = J N R;.
Demonstracao: (=) Trivial.

(<) Suponhamos que J; é um ideal nilpotente de Ry, ou seja, existe m tal que

Ji* = 0. Seja s =| G | m e consideremos J,, Jy,...J,,, com gis € G.

Vamos definir hg = 1, hy = g1, hs = ¢192,..., hs = g192...gs. Dessa maneira,
obteremos s+ 1 =| G | m+ 1 valores de h}s. Como s+ 1 é maior que | G |, existem

pelo menos m + 1 valores de hls iguais, digamos h;, = h;;, = ... = h;,,.
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Entao, para 0 < k < m — 1, temos

g192.--9i,, = (gng”'gik)gik+1"'gik+1

de onde segue que g;, y1...9;,,, = 1 para0 <k <m — 1.

Logo,
o dgo-dge = Jg1 Jgn T gy Jgi 11T, i, 11T gy Sgiy, -+ I
C Jg Jgy gy iy, =0
Assim, J é um ideal nilpotente de R. [ |

Apresentaremos agora algumas defini¢oes, as quais sao basicas para a Teoria de
Categorias, sendo estas usadas em alguns resultados do Capitulo 3. As defini¢des a

seguir podem ser vistas em [18] e [19].

Definicao 1.1.19. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos, denotados
OBJe, onde para qualquer par (A, B) de objetos de C associamos um conjunto de
morfismos de A para B, denotado Home(A, B) e, para qualquer A € C, existe um
morfismo identidade 14 € Home(A, A). Além disso, para qualquer tripla A, B,C

de objetos de C, existe uma operagao de composi¢ao de morfismos
Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A,C), onde (f,g) — go f

satisfazendo as sequintes propriedades, para A, B,C,D € C:

(1) ho(go f) = (hog)o f. para quaisquer f € Home(A, B), g € Home(B.C)
e h € Home(C, D);

(2) fola=1lgo f=Ff, para qualquer f € Home(A, B);

(3) Home(A, B) N Home(A', B') = @, sempre que (A, B) # (A", B’).

Como um exemplo de categorias, podemos considerar a categoria dos conjuntos,

onde seus objetos sao dados por conjuntos e seus morfimos sao as func¢oes. Em nosso
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trabalho, consideraremos a categoria dos R-mdédulos, denotada Mod(R), onde seus

objetos sao R-mddulos e seus morfismos sao os homomorfismos de R-mddulos.

Definicao 1.1.20. Sejam A e B categorias. Dizemos que um funtor F: A — B é
uma aplicagdo que associa, para qualquer objeto A € A, um objeto F(A) em B e,
para qualquer morfismo f: A — B em Hom(A, B), um morfismo F(f): F(A) —
F(B) em Hom(F(A), F(B)), satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) F(fog) = F(f)oF(g), para f,g € A;

(2) F(14) = 1r)-
Definigao 1.1.21. Sejam F' e G funtores de A em B. Uma transformac¢ao natural
n: A — B é uma aplicacio que associa para qualquer objeto A € A um morfismo

na : F(A) — G(A) em Hom(F(A),G(A)), de maneira que, para todo morfismo

f:A— A" em Hom(A, A", o sequinte diagrama comuta:

F(C) F(C)
G(C) —57—GIC)

Se, para qualquer objeto A € A, temos que na € um isomorfismo, dizemos que n
é um isomorfismo natural ou uma equivaléncia natural. Se existe uma equivaléncia
natural entre os funtores F' e G, 0s mesmos sao ditos naturalmente equivalentes e
denotamos F = G.
Definigao 1.1.22. Dizemos que duas categorias A e B sao isomorfas, se existem
funtores F: A —BeG:B— Ataisque [, =2 GoF elg= FoG, onde I4 e Ip
sao os funtores identidade nas respectivas categorias, ou seja, I4 : A — A € tal que
I4(A) = A, para qualquer objeto A € A e, para qualquer morfismo f: A — A" em

A, temos I4(f) = f e da mesma forma tem-se Ip.

17



1.2 Contexto de Morita

Nosso objetivo nessa secao é estudar o contexto de Morita relacionado a P,
onde P é um R-médulo a direita. Os resultados iniciais dessa secao podem ser

encontrados em [9)].

Vamos comecgar com a seguinte definigao.

Definicao 1.2.1. Sejam R,S anéis e P um R-mddulo a direita. Dizemos que
R, P,Q, S, «, 8] € um contexto de Morita associado a Pg, se P é um (S, R)-bimddulo,

Q € um (R, S)-bimddulo e a e 5 sao aplicagies tais que:
(1) a: Q ®s P — R é um homomorfismo de R-bimddulos;

(2) B: PRrQ — S é um homomorfismo de S-bimddulos;
(3) Quaisquer que sejam p,p’ € P e q,¢ € Q, temos B(p,q)p’ = palq,p) e

qB(p,q') = alq, p)q-

Observemos que dado um contexto de Morita [R, P, @, S, «, ], podemos formar

um anel de matrizes C' dado por:

R Q
P S

C:

onde as condicoes (1), (2) e (3) da defini¢do acima nos dao a associatividade deste

anel. Este anel é chamado o Anel de Morita para o contexto [R, P,Q, S, «, (].

Seja R um anel e escolhemos P um R-mdédulo a direita. Assim, podemos con-
siderar Q = Hompg(P, R) ¢ S = Endg(P). Temos que P é S-mddulo a esquerda
com agao definida por f.p = f(p), para f € S e p € P. Com acao assim definida,
P é (S, R)-bimédulo. Podemos também definir uma agao a esquerda de R em @
por (r.q)(p) =rq(p), parar € R, ¢ € Q e p € P, e uma acao a direita de S em @

por (¢.g)(p) = q(g(p)), para g € @, g € S e p € P. Dessa maneira, temos que ) é
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um (R, S)-bimédulo. Se escolhermos «: Q ®s P — R como sendo a(q,p) = q(p) e
p: PRrQ — S como sendo f(p,q) = pq, paraqg € Qep € P, entdo [R, P,Q, S, a, f]
é um contexto de Morita associado a Pg. O leitor que deseja maiores detalhes dessa

construcao pode encontra-la em [9] ou [19].

Definicao 1.2.2. Sejam R, S anéis. Dizemos que R e S sdo Morita equivalentes, e
denotamos R = S, se existe um isomorfismo de categorias F' : Mod(R) — Mod(S),
onde Mod(R), Mod(S) denotam as categorias do R-mddulos e S-mddulos a direita,

respectivamente.

Dos resultados apresentados em [9], segue que R e S sdao Morita equivalentes
se, e somente se, as aplicagoes a e § do contexto de Morita [R, P,Q, S, «, 5] sdo

sobrejetivas.

Vamos enunciar agora uma propriedade relacionada ao contexto de Morita, a

qual estd demonstrada em [13, Proposition 3], mas antes segue uma definicao.

Definigao 1.2.3. O contexto de Morita [R,s Wg,r Vs, S] € chamado primo se C' é

um anel primo.

Proposicao 1.2.4. Seja [R,W,V,S] um contexto de Morita com R # 0. Entao o

contexto de Morita é primo se, e somente se,
(1) R € um anel primo;
(i) VsW =0, s € S = s=0;
(i7) Vw =0, w e W = w = 0;
(iv) VW =0,veV = v=0.

Demonstracao: (=) Suponhamos que C' é um anel primo.
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(1) Sejam x,y € R, com x # 0, tais que xRy = 0. Entao

xz 0 RV y 0 rRy 0 00
0 0 w S 0 0 0 0 0 0

Como C' é primo e = # 0, segue que y = 0. Portanto, R é um anel primo.
(72) Como C' é um anel primo para cada 0 #v € V e 0 # w € W, temos

0 v R V 0 0 vSwO#OO
00 w S w 0 0 0 00

Entao, vSw # 0, o que implica que dados 0 # v € V e 0 # w € W, existe
s = Syw € S tal que vsw # 0. Portanto, se VsW = 0 para s € S, entao s = 0.
(1i1) Seja Vw = 0, para w € W. Temos

10 RV 0 0 Vw 0 0 0
0 0 w S w 0 0 0 0 0

Como C' é primo, segue que w = 0.
(1v) Segue de maneira andloga a (ii).
(<) Vamos mostrar que C' é um anel primo. Sejam ¢, ¢y € C, dados por

rn U Ta U2
C1 = (§ Co =
wy $1 Wa  S2

tais que ¢; # 0 e ¢;Ccy = 0.
Vamos mostrar que ¢, = 0. Dividiremos a prova em casos:
(1) rp #0:
Nesse caso,

rn U R O To Vo
g chCQ =0

w1 S1 0 0 Wa2 So
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o que implica que
ry U R 0 ry U riRre  riRuy 0 0
wy  Si 0 0 Wy S9 w1 Rre  wi Rugy 00
de onde segue que r1Rry = 0 e ryRvy = 0.

De (i), temos que R é um anel primo, logo se r;Rry = 0 e r; # 0, entéo 5 = 0.

Temos também que se m Rvy = 0, entao r; RusW = 0 (note que pela definigao
de contexto de Morita voWW € R). Novamente, como R é anel primo e r; # 0, temos

voW =0 e por (iv), vy = 0.

Novamente,
rn U 0V 0 0
Q ClCCQ =0
w1, S1 0 0 Wa S
o que implica que
n n 0V 0 0 7"1ng 7"1VSQ 0 0
w1 S1 0 0 Wa SS9 w1Vw2 w1V$2 0 0

de onde segue que r1Vw, =0 e rVsy = 0.

Temos que r1 RV wy C rqVws = 0, logo r RVwy =0 e como R é um anel primo

e r; # 0, temos que Vwy = 0, de onde segue por (iii) que wy = 0.

Além disso, se r1Vsy = 0, entao rVssW = 0. Como r1 RV sogW C rVisasW =0,
temos r RV ssW = 0. Novamente, usando que R é primo e r; # 0, temos VsoW =

0, o que nos da por (i7) que sy = 0.
Logo, co = 0, como queriamos mostrar.

Oscasosry=0ew; 0, =w;=0ev; 0,71 =w; =v; =0 e s; # 0 sao

tratados de maneira andloga.

Sendo assim, se ¢;Ccs = 0 com ¢; # 0, entdao ¢ = 0 e, portanto, C' é um anel

primo. [
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1.3 Algebras de Hopf

Seja K um corpo e consideremos todos os produtos tensoriais sobre K. O obje-
tivo dessa secao é introduzir o produto smash A#H, onde H é uma bidlgebra e A
é um H-moédulo algebra. As defini¢oes e resultados a seguir podem ser encontrados

em [5]. Vamos comegar a se¢do com as seguintes definigoes.

Definicao 1.3.1. Uma K-dlgebra é uma tripla (A, M,u), onde A é um K-espago
vetorial, M : AQ A — A eu: K — A sdo morfismos de K-espacos vetoriais tais

que os sequintes diagramas comutam:

TAQM

ARAR®A AR A AR A
I
M®Ia M K@A M A@K
o ' XA/

onde p : KQA—Aep: A® K — A sao os isomorfismos canonicos.

Dualizando os diagramas acima, obtemos a nogao de uma K-coalgebra, o que é

feito na préxima definicao.

Definig¢ao 1.3.2. Uma K-codlgebra é uma tripla (C,A,¢€), onde C' é um K-espago
vetorial, A : C' - C®C ec: C — K sao morfismos de K-espagos vetoriais tais

que os sequintes diagramas comutam:

C CeC C
/ X\
A avle K@ C A CoK

onde p:C - K®C ep:C— C®K sao os isomorfismos canonicos.
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Faremos agora uma pequena observacao sobre a Notagao de Sweedler. Note
que se (C,A,e) é uma codlgebra, entdo, para um elemento ¢ € C, nas notagoes

usuais de soma, terfamos A(c) = > . Ci1 @ ¢i2. A Notagao de Sweedler omitird

i=1,...,
o indice i, ou seja, nés poderemos escrever A(c) = > ¢; ® ¢p. Essa é uma maneira
para escrever A(c) e é muito usada para escrever composigdes longas envolvendo a

comultiplicacao. O leitor que deseja uma explicacao mais rigorosa, pode encontra-la

em [5].

Nossa préxima definicao reunird em apenas uma estrutura as estruturas de K-

algebra e K-codlgebra.

Definigao 1.3.3. Uma K -bidlgebra é uma quintupla (H, M,u, A, ), onde H possui
uma estrutura de K-dlgebra (H, M,u) e uma estrutura de K -codlgebra (H, A, €) tal
que A(hg) = A(h)A(g), A(ly) = 1y ® 1y, e(hg) = e(h)e(g) e e(1y) = 1k para

todos h,g € H (nesse caso, dizemos que A e & sao morfismos de dlgebras, vide [5]).

Exemplo 1.3.4. Seja K[G| o K-espago vetorial com base {g : g € G}. Entao K[G]
¢ uma bidlgebra com multiplicacdo induzida pela multiplicacao de G, unidade 1¢,
comultiplica¢ao dada por A(g) = g ® g e counidade dada por €(g) = 1, para todo
geqG.

Demonstragao: E facil ver que K [G] é uma K-algebra com multiplica¢ao induzida
pela multiplicagao do grupo G e unidade 1g. Vamos mostrar que K[G| é uma K-

coalgebra via A e € dados como acima. Seja g € G, temos
(A®In)oAlg) = (AR Iu)(g®g) =g®g@g={Un®A)(g®g) = (In ®A)oA(g)

E mais

Resta apenas mostrar agora que A e ¢ sao homomorfismos de algebras.
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De fato, para ¢,g € G,

!/

A(9A(g)=(9®9)(d ®g) =99 @99 = A(gq)

i !

e(g)e(g) =11=1=¢(gg)
E mais, A(lg) = leg ® 1g e e(lg) = 1k.
[ |

Definicao 1.3.5. Dizemos que A é H-mddulo dlgebra a esquerda, onde A € uma
K-dlgebra e H uma K-bidlgebra com comultiplicacao A e counidade €, se existe
uma aplicagao ¢ : H® A — A, com h®a v+ Y(h ® a) = h.a tal que, para todos
a,be A, h,g € H, vale:

(1) A é H-mddulo a esquerda via ¢ (equivalentemente, H age na K-dlgebra A

via ), ou seja:

(1.1) ho(g+a) = (hg) . a;

(1.2) 1g.a=a;

(2) ha(ab) => (hy«a)(hy.b), onde A(h) = > hy ® ha;

(3) holy =ce(h)ly.

A partir dessas definicoes podemos construir o produto smash A#H. Seja A
um H-médulo algebra, definimos o produto smash A#H como sendo o K-espaco

vetorial A ® H, onde seus elementos a ® h sao escritos como a#h e a multiplicacao

é definida por:
(a#tg)(b#h) = algr - b)#(g2h)

onde A(g) = > g1 ® g2

Proposicao 1.3.6. Nas notacoes acima, temos que A#H € uma K-dlgebra com

unidade dada por 1 = 1,#1y.
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Demonstragao: Vamos mostrar a associatividade da multiplicacao e a existéncia

de um elemento unidade. As demais propriedades de uma K-dlgebra sao imediatas.
Sejam a,b,c € Aee,g,h € H, temos que
((agte) (b#9)) (c#th) = Y (aler «b)#(eag)) (cHh) = Y aler - b)(eagr « c)#esgzh

= Z aler« (b(g1 « ¢)))#eagah = (adte) Z b(g1 « ) #gah
= (a#e)((b#9)(c#h))

Logo, a multiplicagao é associativa. E mais, dado a#h € A#H temos
(ath)(La#ly) =Y alhyda)#holy =Y ale(ha)la)#the =  adte(ha)hy = a#th

De modo andlogo, (14#1y)(a#h) = (afh).

Portanto, A#H é uma K-algebra com unidade, cuja a unidade é dada por

1= 1,4#1y. ]

Notemos que dadas uma K-dlgebra (A, M,u) e uma K-codlgebra (C, A, e) nés
podemos considerar o K-espaco vetorial dos K-homomorfismos de C' em A, deno-
tado Homg (C, A). E fécil verificar que Homy (C, A) é uma K-dlgebra com multi-
plicagdo dada pelo produto convolugao, onde, escolhendo f,g € Homg(C, A), este
é definido por

frg=Mo(f®g)oA

e unidade dada por u o ¢.

Em particular, se considerarmos (H, M, u, A, €) uma bialgebra, entao Homg (H, H)
é uma K-algebra com produto convolucao * e unidade uoe. Nestas notacoes, pode-
mos definir uma antipoda para H como sendo uma aplicagao S : H — H tal que S

é a inversa de Iy em relagao ao produto convolugao, ou seja,

Sxlp=uoe=1IyxSoVheHY S(h)hy=u(e(h) =eh)ly=> hiS(h)
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onde A(h) = )" hy ® he. Quando a antipoda S existir, ela é tnica.

A partir dessas observagoes, temos nossa proxima definigao.

Definicao 1.3.7. Uma /flgebm de Hopf é uma bidlgebra (H, M,u, A, &) que possui

antipoda S.

Note que K[G] ¢ uma dlgebra de Hopf, onde sua antipoda é dada por S(g) = g~
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Capitulo 2

O Produto Smash A#K|[G]*

Consideremos GG um grupo finito e K um corpo. Estamos interessados em anali-
sar acoes de grupo e K|[G]-médulos édlgebra, onde K |G| é o K-espago vetorial com
base {g : g € G}. Apods isso, consideraremos A uma &lgebra graduada por G e
estabeleceremos relagoes entre A e K[G]*-mdédulos édlgebra. Por fim, veremos que

dada uma algebra A graduada por G, podemos estudar o caso particular em que o

produto smash é dado por A#K[G]*.

2.1 Acoes de Grupo e o Produto Smash A#K|G|

Vamos aqui relacionar agoes de grupo e K[G]-mddulos dlgebra.

Vamos denotar por a : G — Aut(A), onde o(g) = o, a agao de G, por auto-

morfismos, em uma K-algebra A.
Proposicao 2.1.1. Com estas notacoes, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) Eziste uma agdo de G em A.

(i1) A é um K[G]|-mddulo dlgebra d esquerda.
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Demonstracao: (i) = (i) Seja a : G — Aut(A) uma acdo de G em A. Vamos
mostrar que ¢ : K[G]® A — A, onde ¥(g ® a) = o,y(a), faz de A um K[G]-mddulo

algebra a esquerda.
De fato,

(1) Dados g, € Gea€ A,
g+ (g ) = (9@ P(g ®a)) = P(g®ay(a))
= aylay(a) = ayy(a) =gy ®a) = (g9) -a
lgra=9(le®a) =a,(a) =Isa) =a

(2) Dados a,b€ Aege G,

g+ (ab) = P(g @ ab) = ay(ab) = ag(a)ay(b) = (g ® a)P(g ®b) = (g a)(g+b)
(3) Dado ¢ € G,

gla=1v(g®14) = ay(la) =14 =1xls = 2(g)la

(1) = (i) Seja agora A um K[G]-mo6dulo dlgebra com agao ¢ : K[G] @ A — A,

onde ¥(g ® a) = g . a.

Escolhemos a,b € A e g € GG, temos
a=1lg.a=g'gea=g ' .(g.a)=g.(g" . a)
ge(a+b)=guea+g.b
Assim, definindo a4 : A — A, por ay(a) = g.a para todo a € Ae g € G,

obtemos que o, ¢ uma bijecao e ¢ aditiva.
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Além disso, como A(g) =g®ge g.(ab) = (g.a)(g.b), temos

ag(ab) = g. (ab) = (g+a)(g+b) = az(a)oy(b)
e segue que o, € Aut(A) para todo g € G.

Temos também que a aplicacao a : G — Aut(A), onde a(g) = oy, é um homo-

morfismo de grupos. De fato, dados g,h € G e a € A, temos
a(gh)(a) = agp(a) = (gh) . (a) =g« (h.a) = ay(an(a)) = a(g)a(h)(a)
Portanto, o define uma acgao de G em A. [ |

Pela proposigao anterior, se G é um grupo agindo numa K-algebra A, entao A é
um K [G]-médulo dlgebra a esquerda e, sendo assim, podemos considerar o produto

smash A# K |G|, onde a multiplicacao é dada por

(a#g)(b#h) = a(g« b)#gh, onde g.b = ay(b)

de onde segue que o produto smash nesse caso nada mais é do que o skew anel de

grupo, o qual costumamos denotar por A *x G.

2.2  Algebras Graduadas e o Produto Smash A#K|[G]*

Vamos considerar A uma élgebra graduada e K[G|* o dual de K[G]. Sabemos
que uma K-base para K[G]* é dada pelo conjunto de projecoes {p, : g € G}, onde
para qualquer g € G ez = ), aph € K[G], tem-se py(r) = oy € K. Tal
conjunto {p, : g € G} consiste de idempotentes ortogonais cuja soma ¢é 1, como é

facil ver.

Com essas notagoes enunciamos a préxima proposicao.
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Proposigao 2.2.1. Nas notagoes acima, K[G]* € uma bidlgebra com multiplicag¢ao

dada pelo produto convolugao, 1kq- = dec Dy, comultiplicacao

(pg) = Zpgir1 X pp

heG
e counidade

1, seg=1
e(pg) = 01,9 =
0, seg#1

Demonstracio: E facil ver que K[G]* é uma K-algebra via produto convolucio e
unidade 1gg = degpg.

Verifiquemos que K|[G]|* é uma K-codlgebra com as aplicagdes A e ¢ definidas

acima. Seja p, € K[G]*, por um lado segue que
(A @ Ixigp) 0 Alpg) = (A @ Ixiap) Zpgh L @pn) = Y A(pgr-1) @ pr
h
= Z Zpgh—ll—l ® pr @ pn = Z Zpg(lh)—l Q pr & ph
hoo hool
Por outro, temos
(Ixiarr ® A) 0 Alpg) = (Ika @ D) pgh—r @ pn) = Y pgn—1 @ Alpn)
h h

= Z Zpgh—l @ Phi-1 @ Py
h t

onde, se fizermos t = h e [ = ht™!, a igualdade segue.

Temos também que, para todos py, p, € K[G]* e para todo g € G, vale

(Zpg pp)(1) = Zpg(l)ph(l) = On1 = pau(l)

(andlogo para pp, * Y, pg)-

Resta apenas verificar que A e ¢ s@ao morfismos de dlgebras.
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Observemos que a aplicagao p : K[G]* ® K[G]* — (K[G] ® K[G])*, definida por
p(py @pr)(l®1t) = py(1)pn(t), para todos py,pn, € K[G]* e l,t € G, é injetiva. Vamos

usar a aplicagao p assim definida, para mostrar que A é um morfismo de algebras.

De fato, sejam p,, py, € K[G]* e [,t € G, por um lado segue que

P(APern)) (L@ 1) = p(Alpy)) L @ 1) =) Pyt (Dpi(t)

1, segkl=lek=t

0, caso contrario

Por outro, temos

(AP ) AP @ 1) = p(Y_ par—r @ pr) (Y Prgr @ pp) (1 ©1)

keG fea
=00 pgrpng @ prpp) (I @1)
ko f
= P(Z Pgk-1Phi-1 @ pr) (I @ t)
k

1, segkl=lek=t
= Zpgk—l(l)pk(t) =
k

0, caso contrario

Como p ¢ injetiva, segue que A(p,pn) = A(py) A(pn)-
E fAcil verificar que € é um morfismo de algebras.

Portanto, K[G]* é uma bidlgebra. |

Nossa proxima proposi¢ao nos permite construir o produto smash A#K|[G]*,
sempre que uma K-algebra A é graduada por um grupo finito G.
Proposicao 2.2.2. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) A € graduada por G.

(i7) A é K[G]*-mddulo dlgebra a esquerda.
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Demonstracao: (i) = (i7) Por hipdtese, A é graduada por G, logo A = @,ccA,,
com A,A, C Ay, quaisquer que sejam g, h € G. Entao, qualquer elemento a € A

pode ser escrito de maneira inica como a = ) _ a4, com a, € Ay. Nés definimos

geG
a acdo de K[G]* em A por ¢ : K[G]* ® A — A, onde ¢(p, ® a) = py.a = a,.

Mostraremos que A é K[G]*-mddulo dlgebra & esquerda via ¢. Assim,
(1) A é K[G]*-médulo a esquerda via .

De fato, pois dados g,h € G e a € A, temos

ag, seg=~h
Py« (Prea) =pgeap=
0, seg#h

e, por outro lado,

Pgra=aq, seqg=nh
PgPh = 0 =
0.a=0, se g#h

Além disso,

Lgep»a = (Zpg).a:Z(pg.a) :Zag:a

geG geG geG

(2) Sejam g € G e a,b € A, sabemos que A(py) = >, c Pgh—1 @ Dh, 10go

Pg « (ab) = (ab), = Z agn-1by, = Z(pghq <a)(pp.b)

heG heG
(3) Seja g € G, temos
1a, seg=1
Pgela=(la)g = = e(py)1a
0, seg#1

Portanto, A é K[G]*-mddulo dlgebra & esquerda via ¢.

(i7) = (i) Suponhamos agora A um K[G]*-mddulo dlgebra a esquerda. Deno-

taremos a acao de K[G]* em A por p,.a, paratodoa € Ae g€ G.
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Seja Ay = {py.a:a € A}, entdo A = B ecA,.

De fato, pois escolhendo a € A, temos a = 1g(g+.a = deepg .a € dec Ag.
E mais, se € AgN 3, Ap, entdo z = pyaa = >, pn+a. Aplicando p, em
ambos os lados dessa tltima igualdade temos x = 0, logo A4 N Zh;ég A, =0, 0 que

nos dd A = @gecAy.

Como A(py) = > peaPoh—t @ pr € A é um K|[G]*-médulo édlgebra, segue que
Py« (ab) = >, ca(pgh-1 « a)(pn + b), para a,b € A. Assim, se x € AjA,, temos
x = (pg+a)(pn«b), para certos a,b € A e, consequentemente,

Do = Do (g« @)on+ 1) = 3Byt (0 + @) (pr « (1 - )
leG
= (Pg + (Pg = @) (Pn « (Pn + b)) = (pg - @) (pn + b) = @

ou seja, x € Agy. Logo AjA, C Ay, quaisquer que sejam g, h € G.

Portanto, A é graduada por G. [

Observemos entao que, para o caso de uma algebra A, graduada por um grupo G,
nés podemos construir o produto smash A#K|[G]*. Para a,b € A e py, pr, € K[G]*,
a multiplicacao no produto smash sera dada por:

(attpy) (btpn) = D alpg-1 « b)#pipn = albyn-1)#pn (2.1)
leG
pois A(py) = > e P @ i, {Pi}ieq ¢ uma familia de idempotentes ortogonais e
Pgh—1 2 b= bgp—1.

Podemos agora descrever A# K [G]* através da préxima proposicao.
Proposicao 2.2.3. Seja A graduada por um grupo finito G. Entdo A#K[G]* € um
A-mdédulo a esquerda e a direita livre, com base {1a#p, : g € G}, onde este é um

conjunto de idempotentes ortogonais cuja soma € 1, e com multiplicacao dada por

(2.1). Em particular:
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(i) Para a € A, (La#pn) »a = i Qng—1#Dy;
(it) Para ag € Ay, (La#pn) « ag = ag#pg-1n;
(1i1) Cada 1a#tpp centraliza A;.

Demonstracgao: E facil ver que {14#p, : g € G} é uma familia de idempotentes
ortogonais cuja soma é 1. Vamos definir a agdo de A em A#K|[G]* a esquerda e a

direita para mostrar que {1a#p, : g € G} é uma A-base para A#K[G|*.

Definimos a agao a esquerda por a.(1a#p,y) = (a#1kcy)(1a#py) = a#pg, para

a€ A, p, € K|G)*. Temos que A#K[G|* é A-mddulo a esquerda com essa agao.
De fato,

(1) Para a,b € A e p, € K[G]*,
v (ba (La#tng)) = a. (b#py) = ab#tp, = (ab) « (La#p,)
(2) Para 14, € A e p, € K[G]*,

1A . (1A#pg) = 1A#pg

Observemos que o conjunto {1,#p, : g € G} ¢ linearmente independente, pois
usando o isomorfismo ¢ : A#K[G]* — Al¢l onde (3, ai#tp,,) = (a1, az, sG],
se Y . a;#p, = 0, entdo a; = 0, para todo i. Mais ainda, dado x = >, a;#p,, €
A#K[G]* temos que = Y, a;a(1a##py, ), portanto {1a#p, : g € G} gera A#K[G]*,

sendo assim uma A-base para A#K[G]*.

Definimos agora a acao a direita por:

(La#tpy) - a = (La#py) (a#lxiar) = (La#tpg)(a# > pn) = Y agn-1#pn
heG heG

onde a ultima igualdade segue de (2.1). Temos que A#K[G]* é A-mdédulo a direita

com essa agao.
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De fato,

(1)Para a,b € A e p, € K[G]*, temos

(La#tpg) »a) b ="> (agn-1#pn) b= (D agn-1#pn)(b#1)

heG heG

= (Z agh—l#ph)(b# Zpl) = Z agh—1<bhl—1)#pl
heG leG hleG

- Z(ab)glfl#pl = (1A#pg) . (ab)
leG

(2) Para 14 € A e p, € K[G]*, temos

(1a#pg) « 14 = Z Lop—1#pn = Z dg nF#Dn = La#Dy

heG heG

Ja vimos que {1a#p, : ¢ € G} é um conjunto linearmente independente via
o isomorfismo ¢. Usando a definicdo de agdo a direita, temos (La#pp) . ay =
> iec(ag)—1#pr, mas (ag)-1 = 0, a menos que g = hl~" e, neste caso, | = g~'h,
portanto (1a#pp) « ag = ag#p,-1. Logo, se escolhermos x € A#K[G]*, podemos
fixar h € G e escrever x = ). a,#pny. Entao, v = Zg,h(lA#pghg> . G4, OU SE€ja,
{1a#p, : g € G} gera A#K[G]*. Portanto {1a#p, : ¢ € G} é uma A-base para
A#K[G]*.

Logo,

(i) Segue direto da defini¢ao de acao a direita de A em A#Ek[G]*.

(1) Segue dos célculos feitas acima.

(17i) Se g = 1, por (it) temos (La#pn) « a1 = ay « (La#ps). |

Corolario 2.2.4. Consideremos A uma dlgebra graduada por G, A#K[G|* e {14#p, :

g € G} como na proposicao anterior. Seja I um ideal graduado de A. Entao:

(1) (Ladtpn) A K[G)(Aa#tpg) = Ing—1 « (Latpg) = (Lattpn) (I#py);

(17) (La#p) U#K[G]*)(La#p1) = Li#p1, 0 qual € isomorfo como um anel a I.
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Demonstracao: (i) Escolhemosa € I e ps € K[G]*, entao (1a#pn)(a#ps)(1a#tp,) =

(La#pn)(a« (La#ps))(La#p,) = 0, a menos que s = g. Neste caso, usando (2.1),

temos
(La#tpn)(a#py) (La#py) = (La#pn)(a#pg) = ang—1#pg = ang-1 « (La#py)

Logo, (La#pn)(I#K[G]*)(La#py) C Ing-1 « (La#tpy).

Seja agora ag,-1 € Iy,-1, temos

agh—1 « (La#pg) = agn1#pg = (LaF#pn)(a#py)
= (La#tpn)(adtpy)(1a#py)
= (La##pn)(a#tps)(1aF#p,)

Logo, Ing-1+ (La#py) C (La#pn) [#K[G]")(La#py).

Portanto, (La#pn) ([#K[G]")(1#pg) = Ing—1 - (La#tpy)-

(i) Fazendo ¢ = h = 1 em (i), a igualdade segue. Considerando a aplicacao
¢ : Iy = Li#p1, dada por p(a) = a#p;, temos que esta é bijetiva. Usando o
fato que 14#p; centraliza A; temos p(ab) = ab#p; = ab. (1La#p1)(1a#p) =
a«(1a#p1) o (La#p1) = (a#tp1) (b#p1) = w(a)@(b), ou seja, ¢ é isomorfismo.
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Capitulo 3

Os Teoremas de Dualidade

Nosso principal objetivo neste capitulo é apresentar os Teoremas de Dualidade
de M. Cohen e S. Montgomery, [4]. Vamos sempre supor que G é um grupo finito

de ordem n.

3.1 Dualidade para Acoes

Seja a : G — Aut(S) uma acdo de G no anel S. Dessa maneira, podemos
formar o skew anel de grupo R = S* G, onde R é G-graduado com graduagao dada
por R, = Sg. Logo, pela Proposicao 2.2.2, podemos considerar (S * G)#K[G]*.
Temos entao o primeiro resultado importante deste capitulo, onde para sua prova

¢ indispensavel o uso da Proposicao 1.1.7.

Teorema 3.1.1. (Dualidade para Ag¢oes) Nas condi¢coes acima, temos

(S + G)#K[G]" = Mn(S)

Demonstracao: Afirmamos que G age transitivamente por conjugagao nos idem-

potentes {1#py, : h € G}. De fato, para qualquer s € S, sg € (S * G), e, entdo,

37



pela Proposigao 2.2.3 (i1), (1#pn) « (s9) = (59)#Ppg-15. Escolhendo s = 1, obtemos
(L#£pn) « 9 = g#Dg-10 = g+ (1#Dg-11), de onde segue que g~'« (1#p) « g = 14D

Logo, pela Proposicao 1.1.7, temos

(S * G)#K[G]" = M, ((1#p1)((S * G)#K[G]") (14p1))

e, entao, o teorema estara demonstrado se nés mostrarmos que
(1#p1)((S * G)#K[G]") (1#p1) = S
Pelo Corolério 2.2.4 (ii), temos

(1#p1)((S * G)#K[G]")(1#p1) = (S * G)1#p1 = S#p:

Notemos que S = S#p; via o isomorfismo ¢ : S — S#p1, onde ¢(s) = s#py,

para s € S. Portanto,
(L#p1) (S * G)#K[G]")(19tp1) = S

E, consequentemente, temos

(S + G)#K[G]" = My ((13£p1)((S * G)#K[G]") (1##p1)) = Mn(S)

3.2 Dualidade para Coacoes

Seja R um anel graduado por um grupo GG de ordem n. Podemos assim con-
siderar S = R#K|[G]*, pela Proposigao 2.2.2. Para demonstrar o segundo teorema

importante deste capitulo necessitamos dos proximos lemas.

38



Lema 3.2.1. Nas condigoes acima, uma a¢ao de G em R#KI|G|* € dada por:

(r#pn) « 9 = r#png—1
onde r#pn, € R#K|G|* e g € G.
Demonstracao: Vamos definir a a¢do por o : G — Aut(R#K[G]*), onde temos
a(g)(r#tpn) = ag(ritpn) = r#Phg-1-

Primeiramente, mostremos que «, € Aut(R#K[G]*). De fato,
(1) Seja Y cq rn#tpn € Ker(ay), entao

0= ag(z Th#ph) = Z Th#phg—l = Z Ths (1#phg—1)

heG heG heG
Como {1#p, : g € G} sdo linearmente independentes, segue que 1, = 0, para
todo h € G. Logo, Y, . mn#pn = 0. Assim, Ker(a,) = 0 e, portanto, o é injetiva.
(2) Seja > pcq rn#pn € R#K[G]*, escolhendo ), . Th#png € R#K[G]*, segue
que og(Dpeq Th#Phg) = D nea Th#Phgg—1 = P nec Th#FPh, OU seja, ay é sobrejetiva.
(3) Escolhemos = = r#py, y = s#pr € R#K[G]*. Entao
ag(zy) = ag((r#pn) (s#pr)) = ag(rsp—1#pr)
= TShk*l#pkgfl = T'Shg=1(kg—1)—1 #pkg*1
= (r#tpng—1) (s#Dkg—1) = () g (y)
Logo, por (1), (2) e (3) temos a, € Aut(R#K[G]").

Para completar a prova, precisamos mostrar que o é um homomorfismo de

grupos, mas para g, h € G e r#p, € R#K[G]*, temos

a(gh)(r#pe) = agn(r#pe) = (r#pe) « (gh) = r#pugn -1 = r#Prn-14-1

= (r#pen-1) « g = ((r#pe) « h) « g = a(g)(a(h) (r#pi))
ou seja, a(gh) = a(g)a(h).

Portanto, a define uma agao de G em R#K|G]*. |
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Pelo lema anterior, consideremos o skew anel de grupo S« G = (R#K[G]*) * G,

onde, para g € G e r#py, € R#K[G]*, vale
g (r#ten)g = (Lsg™ ) ((r#pn)1e)(1sg) = Ls((r#pn) » 979 1a)(1s9)
= ((r#png)g™ ) (1sg) = (r#png) (15« g~ )97 g) = r#Dng

ou seja, g (r#pn)g = r#pn, se, e somente se, (r#p,)g = g(r#pn,). Esta pro-

priedade se fara necessaria para a prova do proximo lema.

Lema 3.2.2. Nas condigoes acima, temos
(1#p1) (R#K[G]") * G)(1#p1) = @yec Ryg(19Ep1) = R.

Demonstracao: A observacao acima nos diz que (r#pn)g = g(r#png), logo es-
colhendo r = 1 e h = g', vale (1#p,-1)g = g(1#p1). Usando isso e o fato que

{1#p, : g € G} é uma familia de idempotentes ortogonais, temos que

(1#p1) (R#K[G)) * G)(14tp1) = (L#p1) O (Ritpy1)g)
geG

De fato, escolhendo > (3, ra#pn)g € (R#K[G]*) * G, temos

(1#p1) Z Zrh#ph (1#p1) = (1#p) (YD rndton) (1#pg-1)9)

= ((1#]?1)(2(2 Thlng#pg-1)g) = (1#]91)(2(7“971#%*1)9)

g h g

Assim, temos

(1##p1) (R#K(G]") * G)(1##p1) = (1##p1) ZR#pgflg ZZ(l#pl)(R#pgfl)g
—Z (Ry#pg-1) g—ZR (1#pg-1)
:Z&mwo

Observemos que as somas acima sao somas diretas, pois {1#p, : ¢ € G} é uma

familia linearmente independente. Logo,

(1#p1) (R#K[G]") * G)(19£p1) = @gec Ryg(19p1)
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Resta mostrar que @,R,g9(1#p1) = R. Note que se r € R, entdo r = Y _, 7y,

geG

assim, definimos ¢ : R — @, R,g(14p1) por ¢(r) = >_ o T99(1#p1). Mostraremos

que ¢ é um isomorfismo. De fato,

(1) Sejar =3 cqrg € Ker(¢), entao

0=0¢(r) = gb(z re) = ngg(l#pl)

geG geG
Como, {1#p, : g € G} é um conjunto linearmente independente, temos r, = 0,

para todo g € G, ou seja, r = 0. Assim, Ker(¢) = 0 e, portanto, ¢ é injetiva.
(2) Temos que ¢ é claramente sobrejetiva.
(3) Sejam 7y, rp, € R = @geq Ry, entdo
O(rg)d(rn) = (rog(1#p1)) (sph(14p1)) = (rg « (14pg=1)9)(sh « (1#pn-1)h)
= ((rg#pg-1)9)((su#pn-1)h) = (rg#pg=1)((su#pn-1) « 9)gh
= (rg#tpg—1)((sn#pn-14-1)gh = (rg(sn)g-1(h=1g-1)-1 #Pn-14-1)gh
= (

ToShFHD(gh)-1)9h = 1gSh « (1#Dgny-1)gh = rgsngh(14p1) = ¢(r¢sn)
Por (1), (2) e (3), temos que ¢ é isomorfismo e, assim, GyecRy9(1#p1) = R. A
Agora, estamos prontos para apresentar o segundo teorema de dualidade.

Teorema 3.2.3. (Dualidade para Coagoes) Nas hipdteses dessa se¢ao, temos

(R#K[GT") x G = M, (R).

Demonstracao: Pelo Lema 3.2.1, segue que G age transitivamente por conjugacao
nos idempotentes {1#p, : ¢ € G}. Aplicando a Proposi¢do 1.1.7 e o Lema 3.2.2,

temos

(R#K[GT") x G = M, ((1#p1) (R#K[GT") x G)(1#p1)) = M, (R)
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Capitulo 4

Um Contexto de Morita para

Anéis Graduados

Neste capitulo, relacionaremos A, A; e A#K|[G]*-médulos. Vamos estabelecer
um isomorfismo de categorias entre A#K[G]*-mddulos e A-médulos graduados.
Obteremos também um andlogo ao Teorema de Maschke para A#K[G]*. Apés
isso, provaremos que, denotando V' como sendo A com estrutura de A;-moédulo
a esquerda e A#K[G]*-mddulo a direita e W como sendo A com estrutura de
A#K[G]*-médulo a esquerda e Aj-médulo a direita, [Ay, W, V, A#K[G]*] é um
contexto de Morita juntamente com as aplicagoes [,] e (, ), as quais serdo definidas
ao longo do texto. A seguir, definiremos graduacoes e, a partir do contexto de
Morita, provaremos algumas de suas propriedades. Caso nao seja dito nada em

contrario, os modulos e ideais que trataremos aqui sao todos a direita.
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4.1 Mobdulos Graduados e Contexto de Morita

Para qualquer anel R, nés denotaremos Mod(R) a categoria de todos R-mddulos

a direita unitarios e seus R-homomorfismos.

Definigao 4.1.1. Sejam A um anel graduado por um grupo G e V um A-mddulo a
direita. Dizemos que V € graduado, se existe uma familia {V, : g € G} de subgrupos
aditivos V, de V tal que V = @yecVy, com VA, C Vyy, (uma defini¢io andloga se

dd para A-mddulos a esquerda).

Assim, podemos considerar a categoria GrMod(A), onde os objetos sao A-

moédulos graduados e os homomorfismos f : V. — W sao homomorfismos em

Mod(A) tais que f(V,) C Wj.
Vamos agora obter uma relagao entre GrMod(A) e Mod(A#K[G]*).

Lema 4.1.2. (1) Seja V € Mod(A#K[G]*). Entao V € um A-mddulo graduado
com gradua¢do dada por Vo =V o (1#p,-1).

(2) Seja Ve GrMod(A). Entio V é um A#K|G|*-mddulo, onde para todos
veV,ac Aep, € K[G], temos v.(a#pn) = (Vea)y-1.

Demonstragao:

(1) Seja V € Mod(A#K[G]*). Escolhendo v € V, temos

v:v.lzv.Z(l#pgfl):Z (1#py-1) ZV

geG geG geG

E mais, se v € V;, N Zhig Vi, entdo v = vy« (1#p,-1) e v = Zhig v« (1#pp-1),

para certos vy, v, € V, com h € G. Logo,

v =01« (1#p,-1) « (1#p,-1) quh (1#pp-1) « (1#py-1) =0

h#g

ou seja, V; N Zhig Vi = 0. Assim, V = ®,eq V.
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Temos que V' é A-mddulo a direita via a acdo v.a = v. (a#l), onde v € V e

a € A, pois V € Mod(A#K[G]*).

Resta apenas mostrar que V;A; C V. De fato, escolhendo v, € V,, temos que
vy = V. (14#p,-1), para algum v € V. Seja aj, € Ap,, usando a Proposicao 2.2.3 (i),

segue que
Vgwan = (U (13#pg-1)) « (an#1) = v ((14£pg-1) (an#1))
= v (an#fpn-1g-1) = v (an#1) (L3P (gn) 1)
= (veap) « (1#pgn) 1)
Logo, vy « an € Vo =V o (1#D(gn)1).
Portanto, V € GrMod(A).

(2) Seja agora V € GrMod(A). Escolhendo a,b € A, pr,p, € K|G]* ev eV,

temos:
U ((a#ph)(b#pg)) =V, (abhgfl #pg) = (U . abhg&)gq
= (U . a)hfl (bhgfl)hg—l = (U . a)h—1bh971
= ((vea)p-1)p-1bpg—1 = (V. a)p-1b) 41

= (Ve a)n1« (b#py) = (v (attpr)) - (b#Dy)
Além disso, val = v (1# Y caPg) = D e Vgt = V-

Portanto, V € Mod(A#K[G]*). [

Pelo Lema 4.1.2, dado V € GrMod(A), nés definimos V# como sendo V, con-
siderado como A#K[G]*-mdédulo. Para qualquer homomorfismo f : V. — W em
GrMod(A), consideramos f# : V# — W# como sendo f# = f. Analogamente,
dado V € Mod(A#K[G]*), definimos Vg, como sendo V' considerado como A-
médulo graduado e para um homomorfismo f : V. — W em Mod(A#K[G]"),
consideramos fg, : Vg, — Wea, como sendo fg, = f. Temos entao nosso proximo

resultado.
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Teorema 4.1.3. Seja A graduada por G. Entao existe um isomorfismo de catego-

rias entre GrMod(A) e Mod(A#K|G]*), dada pelos funtores:
Oar : Mod(A#K[G]*) — GrMod(A), tal que V — Vg, e f— for
O# : GrMod(A) — Mod(A#K|[G]*), tal que V — V# e f s f#

Demonstragao: Para vermos que ()g, e ()# sao de fato funtores, basta observar

se estes comportam-se bem em relacao aos homomorfismos.

Seja f : V' — W um homomorfismo em Mod(A#K[G]*). Escolhendo v, € V,
por definicao, temos v, = v, « (1#p,-1). Logo,
f(vg) = f(vg e (L#py-1)) = [(vg) « (1#Epg—1) € W,
ou seja, fgr € um homomorfismo graduado.

Analogamente, se f : V' — W é um homomorfismo em GrMod(A), entao esco-

lhemos v, € V; e a#py, € A#K[G]*, temos

f(vg « (adtpn)) = f((vg « a)n—1) = (f(vg « @))n-1 = (f(vg) « @)n-1 = [(vg) « (a#fpn)
ou seja, f# ¢ um homomorfismo de A# K [G]*-médulos.
Vamos mostrar agora que esses funtores definem um isomorfismo de categorias.

Primeiro, consideramos V' € Mod(A#K[G]*). Em Vg, podemos escolher v, =
vy« (1#p,-1) € seja a#tp, € A#K|G]*. Entao, em (Vg,)#, temos

vg(adtpn) = (Vg a)p-1 = (vg+a) « (1#pp) = (vg « (a#£1)) « (1#p1) = vy « (a#pn)
a agao usual em Mod(A#K|[G]*). Logo, (()ar)* = Imoacask(c))-

Agora, consideramos V € GrMod(A). Entao, em ((V)#)ga,, a graduacio é dada

por V;]# = V#. (1#py-1), mas se vf € V;]#, entao

vf =07 (1#p,-1) = v (1#p,—1) = v, €V,
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a graduacgao de V € GrMod(A). Logo, (()*)ar = Iraodca)- |

Podemos observar que, para modulos a esquerda, obtemos um resultado analogo
ao Lema 4.1.2. Se V' é um A#K[G]*-médulo a esquerda, entdo V' é um A-médulo
graduado a esquerda com graduac@o dada por V, = (1#p,) . V, reciprocamente, se
V é um A-moédulo graduado a esquerda, entdo V' é um A# K[G|*-mdédulo a esquerda
com agao definida por (a#pp)«v = a.vy, onde a#p, € A#K[G]* ev € V, e, assim,

obtemos também um resultado semelhante ao Teorema 4.1.3.
Provaremos agora um analogo ao Teorema de Maschke.
Teorema 4.1.4. Sejam V um A#K|G|*-mddulo a direita (ou a esquerda) e W um

A#K[G]*-submddulo de V' o qual é um A-somando direto de V. Entio W € um
A#K[G]*-somando direto de V.

Demonstracao: Consideremos primeiro médulos a direita. Seja 7 : V. — W

a projecao natural de A-médulos de V em W. Vamos definir A : V' — W, por
A(v) = ZheG (v« (1#pn)) « (1#Dn).

Temos que Ay = Iw. De fato, se w € W, entao w.(1#py) € W, para qualquer
h € G. Logo, m(w .« (1#pn)) = w . (14py,), portanto

Mw) =Y w. (Itpn) (1#pn) = D> w. (1#p) =w. Y (1#ps) =w.1=w

heG heG heG

Temos também que A é um homomorfismo de A# K [G]*-mddulos, pois dados
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v eV ea#p, € A#K|G]*, usando a Proposigao 2.2.3, obtemos

A©) « (a#tpg) = (Y m(vw (1#pn)) « (1#p1) « (a#py) = Y (w(v+ (1#pa))) « (1#pn) (a#tp,)

hec hec

_ };G c(14201)) « (ang-19tp,) = };Gn(v « (14£pn)) « ang—1 + (14fp,)

_ ]; e (1#p1) « ang—1) « (1#p,) = h;w(v  (ang-1#+pg)) « (14£py)
I;ahg e (1)) - (19#pg) = w(v « (apg)) - (13£py)

= ]; c (atpg) (14#pn)) « (14#pn) = A(v « (atp,))

Assim, A é uma A#K|G|*-projegdo de V em W. Logo, escolhendo v € V,
podemos escrever v = (v — A(v)) + A(v), onde v — A(v) € Ker(A) e A(v) € W. E
facil ver que Ker(A) NW = 0. Sendo assim, temos que V = Ker(\) @ W, ou seja,
W é um A#K[G]*-somando direto de V.

Para moédulos a esquerda, usamos um argumento similar. Definimos A : V — W

como A(v) = >, cq(1#pn) « m((1#pn) « v). |

Pelo Lema 4.1.2, o Teorema 4.1.4 é equivalente ao seguinte resultado.

Teorema 4.1.5. Seja V. um A-mddulo graduado a direita e W um A-submdédulo
graduado de V', o qual tem como complemento um A-submddulo de V. Entao W

tem complemento graduado.

Demonstracgao: Pelo Lema 4.1.2, se V' é A-mdédulo graduado a direita, entao V é
um A#K[G]*-mé6dulo a direita e, consequentemente, W é um A# K |[G]*-submdédulo
de V. Pelo Teorema 4.1.4, W é um A#K|G|*-somando direto de V', ou seja, temos
que V=W & W' com W um A#K[G]*-submédulo de V. Novamente por 4.1.2,

temos que W’ é A-médulo graduado e, assim, W tem complemento graduado. W

Seja A um anel graduado por G, onde G é grupo finito. Entao pelo Lema 4.1.2, A

é um A#K|G|*-mdédulo a direita via a.(b#pn) = (ab),-1 e, pela observagao posterior
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ao Teorema 4.1.3, A é um A#K[G]*-médulo a esquerda via (b#pp) - a = bay,.
Observemos também que A é um A;-moédulo a direita e a esquerda via multiplicagao.
E f4cil verificar que essas agoes sao compativeis, portanto, podemos considerar os

dois bimddulos:

V =4, Aankicr e W =ask(q) Aa,

Definimos:
L) W @a, V = ARK[GL, por [w, 0] = w. (1#p1) - v
(,): V ®agkier W — Ay, por (v,w) = (vw);.

Nessas condigoes, podemos enunciar nosso primeiro resultado referente ao con-

texto de Morita [Ay, W, V, A#K[G]*].

Proposicao 4.1.6. Seja A um anel graduado por G. Entao [A;, W, V, A#K|G|"],

¢ um contexto de Morita, onde V., W, [,] e (,) sao definidos como acima.

Demonstragao: Para mostrar que [A;, W, V, A#K[G]*] é um contexto de Morita

dividiremos a prova em trés partes:
(1) [,] é um homomorfismo de A# K [G]*-bimédulos o qual é A;- balanceado.

Sejam a#p, € A#K[G]*, v €V e w € W. Entao temos

(atpn)lw, v] = (a#pn) «w .« (1##p1) <0 = awy « (1##p1) « v = [awp, v] = [(a#pr) «w, v]

[w, v]a(a#tpn) = wa(14p1)ava(a#pn) = wa(1#p1)s(va) -1 = [w, (va)p-1] = [w, v.(a#pp)]

Logo, [,] ¢ um homomorfismo de A#K[G]*-bimédulos. Para mostrar que [,] é
Aj-balanceado, lembremos que 1#p; comuta com os elementos de A, pela Proposicao

2.2.3 (i1i), entdo, dado a; € Ay, temos

[way,v] = way « (1#p1) «v = w o (1#p1) « a1v = [w, aqv]
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como queriamos mostrar.
(2) (,) é um homomorfismo de A;-bimédulos o qual é A# K [G]*- balanceado.

Sejam a; € A, v eV ew € W. Temos

ar(v,w) = aj(vw); = (avw); = (a1v, w)

(v,w)a; = (vw)ia; = (vway); = (v, way)
Logo, (,) ¢ um homomorfismo de A;-bimédulos. Para mostrar que (,) é A#K[G]*-
balanceado, escolhemos a#p, € A#K[G]*, v €V e w € W. Assim,
(v (adtpn), w) = ((va)p—1, w) = (va)p1w)1 = ((Va)p-1)p—1wn = (Va)p-1wp
= (va)p-1(wp)p = (vawp) = (v, awy) = (v, (a#pp) « W)
Portanto, (,) é A#K[G]*- balanceado.

(3) As condigoes de associatividade sao validas para [,] e ().

Sejam v,v" € V e w,w’ € W, temos

velw, V] =vew. (1#p1) 0" = (vw) 0 = (v,w)

e
[w,v] e = w. (1#p1) v’ = w(vw'); = w. (v,w')

Portanto, por (1), (2) e (3), seque que [A;, W, V, A#K[G]*] é um contexto de

Morita associado a W' = suk(a)- Aa, - [ |

4.2 Graduacoes

Sejam R e S anéis, A um (R, S)-bimddulo e B um (S, R)-bimédulo. A aplicagao
¢ : A® B — R é dita nao-degenerada, sempre que ¢(a, B) = 0 ou ¢(A,b) = 0 im-

plicar a = 0 ou b = 0, respectivamente. Consideremos agora a nao-degeneracao das
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formas [,] e (,). Como A tem unidade, temos que [,] : W@V — A#K|[G]* é sempre
nao-degenerada, pois fixado w € W tal que [w, V] = 0 segue que w(l#p,)V =0e
entdo w(1#p;)1 = 0. Assim, w = 0. Entretanto, (,) pode nao ser, bastando tomar
A = K[X] com a graduagao usual, pois se escolhermos p(X) = X € K[X], dado
qualquer ¢(X) € K[X], temos (p(X),q(X)) =0.

Vamos agora definir trés propriedades que a graduacgao pode ter relacionadas ao

contexto de Morita.

Definigao 4.2.1. Seja A um anel graduado por um grupo G. Dizemos que:
(1) A graduagao € nao-degenerada, se (,) € nao degenerada;
(2) A graduacao € fiel, se A € fiel como A#K|G|*-mddulo a direita e a esquerda;

3) A € fortemente G-graduado, se A,A,~1 = Ay, para todo g € G.
9%

Daremos uma interpretacado mais concreta para (1) e (2):

Lema 4.2.2. Nas condigoes acima:

(i) Uma graduagao em A € ndo degenerada se, e somente se, dado 0 # a, € A,

sempre temos agAg,1 # 0 e Ag-1ay # 0,

(i) Uma graduacao em A € fiel se, e somente se, dado 0 # a, € A,, sempre

temos agAn # 0 e Apag # 0, com h,g € G.
Demonstracgao:
(i) (=) Suponhamos que a graduacao em A é nao-degenerada. Seja azA,~1 =0,

para algum a, € A,. Entao

(ag, A) = (agA), = (agZAh>1 = agdg1 =0

heG

Logo, (a4, A) = 0. Por hipétese, (,) é nao-degenerada, assim, a, = 0. Analoga-

mente para A -1a,.
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(<) Por hipdtese, temos que, dado 0 # a, € Ay, agA;—1 # 0 e Aj-1a, # 0.

Suponha que 0 = (a, A) = (aA);, para algum a € A. Escrevemos a = ) __.ay,

geG
para a, € Ay Se a # 0, entdo a;, # 0, para algum h € G. Como (ad); = 0,
temos (aAp-1); = 0. Logo, 0 = (aAp-1)1 = ap(Ap-1)p-1 = apAp-1, 0 que é uma

contradi¢ao. Assim, a = 0 e (,) é ndo-degenerada. Portanto, a graduagao em A é

nao-degenerada.

(77) (=) Suponhamos que a graduacao em A é fiel. Entao A é um A#K[G]*-
médulo a direita fiel (podemos fazer um argumento andlogo para médulos a es-

querda). Suponhamos ainda que Apa, = 0, para algum 0 # a, € A,. Entao
(Aag)ng = (Anag)ng = 0
De onde segue que
A (ag#Dhg)-1) = (Aag)ng =0
o que é uma contradicdo, pois A é A#K[G]*-médulo a direita fiel. Logo, a, = 0.

(<) Suponhamos que, para qualquer 0 # a, € Ay, a,A, # 0 e Apa, # 0 com
h,g € G. Suponhamos também A.x = 0, para algum x € A#K|[G|*. Escrevemos
T =) . a;#p,, onde g; # g; se i # j para todo a; # 0. Suponhamos z # 0, logo
existe a; # 0 e, entdo (a;); # 0 para algum k£ € G. Seja h = gj_llfl. Como

A.x =0, temos

0=Ap.z=A4,. (Z a;#pg,) = Z(Ahai)gi—l

Temos que g;s sao distintos, entao (Apa;),-1 = 0. Como h = gj_lk"1 temos
J
0= (Anay),1 = (Ana;)nr = An(a;)r
o que é uma contradi¢ao. Assim, x =0 e A é um A#K[G]*-mddulo a direita fiel.

Um raciocinio andlogo se faz para quando A é um A#K[G]*-md6dulo a esquerda

fiel .
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Portanto, a graduacao em A é fiel. |

Pelo lema acima, é facil ver que na Defini¢ao 4.2.1, (3) = (2) = (1). Veremos

alguns exemplos que mostram que as trés defini¢oes sao distintas.

Exemplo 4.2.3. Uma graduacdo nao-degenerada a qual nao € fiel:

Sejam A = My(R), o anel das matrizes 2 X 2 com entradas no anel com unidade

R, e G = (g) um grupo ciclico de ordem 3. Consideremos:

A = A, = A, 1=
0 R 0 0 R 0

Notemos que, de fato, A = ©,A,. Escolhendo 0 # a4, € Ay, temos agA,~1 # 0 e

Agj-1aq4 # 0, assim, pelo Lema 4.2.2 (i), a graduacdo é nao-degenerada.

Entretanto, também pelo Lema 4.2.2 (i7), escolhendo:

I:
01

temos A, = 0, o que nos mostra que a graduagao nao ¢ fiel.

Exemplo 4.2.4. Uma graduacao fiel que nao é fortemente graduada:

Sejam A = Q[X], o anel dos polinémios sobre os racionais e G = (g) um grupo

ciclico de ordem 2. Consideremos A; = Q[X?] e Ay = {>", a; X" : i ¢ impar}.

Temos que Q[X| = A; & A e, pelo Lema 4.2.2 (i7), a graduagdo em A é fiel.

Entretanto, 1 ¢ AjA; = AjA,-1, sendo assim, A nao é fortemente graduado.

O préximo resultado trata do comportamento de ideais de A, quando a graduacao

é nao-degenerada ou fiel.

Lema 4.2.5. Nas condicoes acima:
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(i) Se a graduag¢ao em A € nao degenerada e I é um ideal a direita (4 esquerda)

de A com INA; =0, entao I N Ay =0, para todo g € G;

(17) Se a graduagio em A € fiel e I é um ideal a direita (a esquerda) de A com

I'nA, =0, para algum h € G, entao I N A, =0, para todo g € G .
Demonstragao:

(1) Se I é um ideal a direita de A (um argumento andlogo serve para ideais a
esquerda), entao

(INAGA;~+ CINA =0
Logo, pelo Lema 4.2.2 (i), I N A, = 0.

(74) Analogamente, se I é um ideal a direita de A (um argumento andlogo serve

para ideais & esquerda), entao:
(INAGA;1, CINA,=0

Logo, pelo Lema 4.2.2 (i), IN A, = 0. |

Para o nosso préoximo resultado precisamos da seguinte definigao.

Definicao 4.2.6. Um anel graduado A € dito graduado semiprimo se este nao tem

1deais graduados nilpotentes nao nulos.

Teorema 4.2.7. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A € graduado semiprimo;
(17) Ay € semiprimo e a graduag¢do em A é ndo-degenerada;
(1i1) A#K|G|* € semiprimo.

Demonstracao: (i) = (i¢) Primeiramente, mostraremos que a graduagdo em A
¢ nao-degenerada. Seja a, € A,, tal que a, # 0. Escolhemos o ideal a direita

graduado de A dado por J = azA. Por hipétese, A é graduado semiprimo, entao J
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nao é nilpotente. Pelo Lema 1.1.18, temos que J; = (a,A4); nao é nilpotente. Logo,
0 # J1 = (agA)1 = agA,~1. Considerando ideais & esquerda, obtemos A,-1a, # 0.

Portanto, pelo Lema 4.2.2 (i), temos que a graduagdo em A é nao-degenerada.

Vamos mostrar agora que A; é semiprimo. Seja I # 0 um ideal nilpotente
de A;. Consideremos o ideal a direita graduado de A dado por J = [A. Entao,
J1 = (IA); = [A; = I, ou seja, J; é um ideal graduado nilpotente A;. Pelo Lema
1.1.18, temos que J é um ideal graduado nilpotente de A, o que é um absurdo, pois

A é graduado semiprimo. Portanto, A; é semiprimo.

(17) = (i4i) Suponhamos que A#K[G]* nao é semiprimo, entao temos que existe
0 # x € A#K|[G]*, tal que 2(A#K[G]*)x = 0. Escolhemos ¢ no suporte de z, logo
x(1#p,) = a#p, # 0, a € A. Entao (a#p,)(A#K[G]*)(a#p,) = 0. Consequente-
mente,

0 = (a#py)((1#py) « A)(a#tpy) = a« (14py) ((1#py) « A)(adtp,)
= a . ((14py) « Aa (1#py)) = a . ((Aa)gg-1 « (1#p,)) = a(Aa)1#p,
usando o Corolério 2.2.4 (7).

Logo, Aa(Aa); = 0, assim (Aa)? = 0. Como A; é semiprimo por hipGtese e
(Aa); é um ideal de Ay, temos (Aa); = 0, mas (, ) é nao-degenerada e entao a = 0,
o que é uma contradi¢ao. Portanto, A#K[G]* é semiprimo.

(17i) = (i) Por hip6tese, A#K[G]* é semiprimo, logo {0} é um ideal semiprimo
de A#K[G]*. Seja I um ideal graduado de A. Primeiramente, vamos mostrar que
I#KI|G]* é um ideal de A#K[G|* via multiplicacao.

De fato, dados a#p, € A#K[G]* e b#py, € I#K[G]* temos

(b#pn)(a#tpg) = bang1#p, € I#K[G]*

ou seja, [#K[G]* é um ideal a direita de A#K[G]*. Analogamente, I#K[G]* é um
ideal a esquerda de A#K[G]*. Assim, [#K|G|* é um ideal de A#K[G]*.
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Suponhamos que [" = 0 para algum n. Escolhendo a;#p, € [#K|G]* com
i € {1,...,n} temos por inducdo que
(a1#pg, ) (a2#pg, ). -(an#py,) = alazglggl"'angn,lg,;l#pgn =0

ou seja, ([#K[G]*)" = 0. Como A#K[G]* é semiprimo, temos [#K[G|* = 0, de
onde segue que I = 0, ou seja, A nao possui ideais graduados nilpotentes nao nulos.

Portanto, A é graduado semiprimo. [ |

Um resultado similar ao teorema anterior vale se A#K[G|* for um anel primo.

Teorema 4.2.8. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) Ay € primo e A € graduado semiprimo com A, # 0 para todo g € G;
(i1) Ay € primo e a graduagcdo em A € nao-degenerada com Ay, # 0 para g € G;
(1i1) Ay € primo e a graduacao em A € fiel;
(1v) A#K[G]* primo.
Demonstracao: (i) = (ii) Segue do teorema anterior.
(7) = (i79) Suponhamos que a graduagao em A nao é fiel. Isso implica, pelo
Lema 4.2.2 (i), agAp, = 0, para certos h € G e a, € A;. Como a graduagao é nao-
degenerada segue que I = A, A,-1 é um ideal a direita nao-nulo de A; e também

Aj1ay € Ay é um ideal nao-nulo de A;. Mas, (Aj-1a4)] = Aj-1a4A3A-1 =0, 0
que contradiz o fato de A; ser primo. Portanto, a graduacao em A é fiel.

(13i) = (iv) Suponhamos que A#K[G]* nao é primo. Entdo existem z,y €
A#K[G]*, com z,y # 0, tais que x(A#K[G]*)y = 0. Escolhendo g, h no suporte
de = e y, respectivamente, nés podemos assumir z = a#p, € y = b#py, a,b € A.

Segue entao que

0= (a#py)« (A (1#pn) « A) « (b#pn) = a+ (1#py) « A+ (14pn)) « Ab. (1)

= aAgp-1 « (1#pp) « Ab . (14#p1) = aAgp-1(Ab)1 « (1#p1) = aAgp—1(Ab)1#pn
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pelo Corolario 2.2.4 ().

Entéo aAg,-1(Ab); = 0, o que implica que AaAy,-1(Ab);Ap,—1 = 0 e, portanto,
(Aa)1 Agp-1(Ab)1 Apg-1 = 0. Como a graduacao em A é nao degenerada, pelo Lema
4.2.2, temos que Agp-1(Ab)1Apy-1 # 0. Temos também que Agp-1(Ab)1Ap,—1 é um
ideal de A;. Como A; é primo, segue que (Aa); = 0 e, pela ndao-degeneragao de (, ),
temos a = 0, uma contradi¢ao. Portanto, A#K[G]* é primo.

(iv) = (i) Se A#K[G]* é primo, entdo A#K[G]* é semiprimo. Pelo teorema
anterior, A é graduado semiprimo. Além disso, pelo Coroldrio 2.2.3 (ii), A; =
(1#p1) (A#K[G]*)(14#p1), sendo assim um anel primo. Resta mostrar que A, # 0

para todo g € G, mas de fato, suponhamos A, = 0 para algum h € G, entao

(1) (AFK|G]) (1) = (1tpn) « A« (I#p1) = An#pr = 0, 0 que contraria
A#K[G]* ser primo. |

Uma outra interpretacao do teorema anterior pode ser dada em termos do con-

texto de Morita.

Corolario 4.2.9. Se A é um anel graduado por G, o contexto de Morita C dado
por [A1, A, A, A#K[G]*] € primo se, e somente se, qualquer uma das condigoes do

Teorema 4.2.8 valem.

Demonstragao: Lembremos que o contexto de Morita [A;, A, A, A#K|[G]*] é dito

primo se, e somente se, o anel de Morita associado a este contexto é primo.

(=) Suponhamos que C' é primo e seja

Temos que eCe também é primo. Mas eCe = A#K[G]*, ou seja, A#K[G]* é

primo e, assim, todas as condigoes do Teorema 4.2.8 sao satisfeitas.

(<) Se uma (e entdo todas) as condi¢oes do Teorema 4.2.8 valem, entao as
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condigoes (i), (i7), (ii7) e (iv) da Proposigao 1.2.4 sao verificadas e, assim, C' é um

anel primo. [ ]

Vamos agora caracterizar anéis fortemente G-graduados em termos do contexto

de Morita.

Teorema 4.2.10. Seja A um anel G-graduado e consideremos o contexto de Morita
da Proposi¢ao 4.1.6. Entao A#K[G]* € Morita equivalente a Ay se, e somente se,

A ¢€ fortemente G-graduado.

Demonstracao: Temos que A#K[G]* é Morita equivalente a A; se, e somente se,
[,] e (,) sao sobrejetivas. A sobrejetividade de (,) é facilmente verificada. Temos

entdo que mostrar que [, ] é sobrejetiva, ou seja, A. (1#p;) « A = A#K|[G]*.

(=) Suponhamos entao A.(1#p;) . A = A#K[G]*. Assim, pelo Corolério 2.2.4

(1), temos

Ay« (14py) = (1tpy) (A# K [G]") (14py)
= ((1#pg) <A (14p1) (14p1) « A (1#179)) = AgAg-1 . (1#pg)

Segue entao que A; = A;A,-1 para todo g € G e, portanto, A ¢é fortemente G-

graduado.

(<) Suponhamos A fortemente G-graduado, ou seja, A; = AjA,-1, para todo
g € G. Provando que 144761 € A+ (1#p1) . A, teremos mostrado a sobrejetividade

de [,]. Note que basta mostrar que 1#p, € A. (1#p1). A, para todo g € G.

De fato, para um elemento g € G fixado, A; = AjA,1 implica que existem
{a;} € Ay e {b;} C Ay tais que Y ., a;b; = 1. Usando o fato de que (b)), =

dg nbr, temos

n

1#pg = Z aibi#pg = Zai(Z(bi>h—1#ph) = Z QA = (1#]?1) b€ Al (1#271) A
i=1 i=1

i=1 heG

usando a Proposigao 2.2.3 (7).
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Logo, [,] é sobrejetiva, e, portanto, A#K|[G|* é Morita equivalente a A;. [ |
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Capitulo 5

Aplicacoes

Apresentaremos aqui algumas aplicagoes dos resultados obtidos ao longo dessa
dissertacao. Novamente, consideraremos A uma algebra graduada por um grupo
finito G. Denotamos por J(A) o radical de Jacobson de A e Jg(A) o radical de
Jacobson graduado de A. Em [2], Bergman conjecturou que Jg(A) C J(A). Esta
conjectura foi complementada pela questao de saber se Jg(A) = J(A), quando
| G |'e A. Estas duas questoes foram resolvidas afirmativamente por M. Cohen e

S. Montgomery em [4] e passamos a discutir seus argumentos aqui.

5.1 Radical de Jacobson e Radical de Jacobson

Graduado de Algebras Graduadas

Seja A uma algebra graduada por um grupo finito G.

Definicao 5.1.1. O radical de Jacobson graduado J(A) é a intersecao de todos

os anuladores dos A-maodulos graduados a direita simples.
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O préximo teorema caracteriza o radical de Jacobson do produto smash A# K [G]*.

Teorema 5.1.2. Nas hipoteses dessa se¢ao, temos

J(A#KI[G]") = Ja(A)#K[G]"

Demonstracao: Seja © = ), a;#p,, € J(A#K[G]*), onde a; € A e g; € G, para
todo i. Dado V um A-mdédulo graduado a direita simples, pelo Lema 4.1.2, temos
que V é um A#K[G]*-médulo o qual é simples como A# K |[G]*-médulo e, assim,
V .2z = 0. Vamos mostrar agora que a; € Jg(A), para todo i, ou seja, V .a; = 0,

para todo .

Notemos que J(A#K[G]*) é um ideal de A#K[G]*. Assim,
v(14pg.) = (Y aittpg,) (1#py,) = aittpy, € J(A#K[G])

Pela agao de grupo definida no Lema 3.2.1, temos que J(A#K[G]*) é G-estavel.
De fato, seja ), a;#p,, € J(AF#K[G]*), entdo
0=V.> a#p, =) (V.a),

onde g; € G, para todo 1.

Se escolhermos h € G, temos (D, a;#py,) «+ h = >, ai#py,n-1. Logo,

V. (Z ai#pgih—l) - Z(V . ai)hgi_l =0

)

onde hg; ' € G, para todo i, ou seja, > a;#p,n-1 € J(A#K[G]").

Assim, (a;#pg,) « h = ai#pgn-1 € J(A#K[G]"), para qualquer h € G e entdo

;= a;e1=a;. () 1#pgn-1) = Y ai#tpgn-r € J(A#K[G]")

heG heG

o que implica que

Viia, =V. (Z a;i#pgn-1) =0

heG
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ou seja, a; € Ja(A) e, consequentemente, x = Y. a;#py, € Jo(A)#K[G]*. Isto
mostra que J(A#K[G]*) C Jo(A)#K[G]*.

Reciprocamente, seja W um A#K[G]*-mddulo a direita simples. Novamente,
pelo Lema 4.1.2, temos que W é um A-médulo graduado com graduacao dada
por Wy = W . (1#p,-1), e mais, W é simples como A-médulo graduado. Logo,
W.Jg(A) =0 e, assim, Jg(A) C J(A#KI[G]").

Portanto, J(A#K[G]*) = Ja(A)#K|G]*. |
Corolario 5.1.3. Se A € graduada por um grupo finito G, entao

J(A1) = Ja(A)N A

Demonstracdo: E ficil ver que J(A4;) . (1#p) = J(A; . (1#p1)). Usando o Lema
1.1.9, para R = A#K|G|* e e = 1#p1, o Corolario 2.2.4 (ii) e o Teorema 5.1.2,

temos
J(Al) . (1#171) = J<A1 . (1#]91)) = J(!‘h#ﬁl) = J((l#Pl)(A#K[G]*)(l#M))
= (1#171)J(A#K[G]*)(1#P1) = (1#]?1)(JG(A>#K[G]*>(1#P1)
= (Ja(A))1#p1 = (Ja(A) N A)#p1 = (Ja(A) VAL « (14p1)

de onde segue que J(A41) = Je(A) N A;. [

Estamos agora prontos para demonstrar nosso segundo resultado, o qual res-

ponde as questoes de Bergman.

Teorema 5.1.4. Seja A graduada por um grupo finito G. Entdo:
(1) Jo(A) € J(A) e Ja(A) = J(A)g;
(i1) J(A) C Jo(A);

(iit) | G |7te A= Jg(A) = J(A).
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Demonstragao:
(1) Usando o Lema 3.2.1, podemos considerar (A#K[G]*) * G. Pela Proposicao
1.1.16 e pelo Teorema 5.1.2; segue que

J(A#K[G)) * G) 2 J(A#K[G)) + G = (Jo(A#K[G]) % G
com igualdade se | G |'e A.
Logo, usando o Lema 1.1.9, temos

J(1#p1) (A#K[G]") * G)(14p1)) = (1#p1) J ((A#K[G]) * G)(14p1)
D (14p1) (Ja(A)#K[G]") * G)(1#p1)

De onde segue, pelo Lema 3.2.2,

T Agg(1#p1) 2 ) (Ja(A))gg(1#p1)

e como Y Ayg(1#p1)) = Ae Y (Ja(A))9(1#p1) = Jo(A), temos J(A) 2 Jg(A).

Isto mostra a primeira afirmagao de (7).

Como Jg(A) C J(A) é facil ver que Jg(A) C J(A)g. A inclusao contréria segue
do fato de que todo ideal graduado L contido em J(A) também estd contido em
J(A), pois, nestas condigoes, se V' é um A-médulo graduado simples, entao V é
ciclico e, assim, segue do Lema 1.1.10, que VL # V. Mas como V' L é um A-médulo
graduado devemos ter VL = 0 e, consequentemente, L C Jg(A). Como J(A)g é
um ideal graduado contido em J(A) segue que J(A)g C Ja(A).

Portanto, Jg(A) = J(A)g.

(77) Usando a Proposi¢ao 1.1.16 e o Teorema 5.1.2 temos

J(A#K[G]) * Q)9 C J(A#K[G)) * G = (Jo(A#K[G]") * G
Entao, usando o fato de que para qualquer ideal I de (A#K[G]*) * G vale
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(1#p) I(14p1))IC1 = (1#£p1) 1€ (14£p,), juntamente com o Lema 1.1.9, temos

J((1#p1) (A#K[G]") + G)(1#p1))'“ = (1#p1) J (A#K[G]) * G) (1#p1))]
= (14p1) J (A#K[G]") * )1 (1)
C (1) (Ja (A)#K[G]) = G) (14p1)

De onde segue, pelo Lema 3.2.2,

T A1) € D (Ja(A))gg(1#p1)

e como J(35, Agg(1#p:))l9 = J(A) e 3 (Ja(A))g9(1#p1) = Jo(A), temos
J(A)G C Jq(A).

(i17) Todas as igualdades de (i) se verificam se | G |~t€ A.
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