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À Carol S. e sua famı́lia por sempre estarem presentes, mesmo nos momentos

em que ficamos um pouco afastados.
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Resumo

Nessa dissertação, apresentamos os Teoremas de Dualidade de Cohen e Mont-

gomery, [4]. Discutimos também a construção de um contexto de Morita para uma

álgebra graduada por um grupo finito. Como aplicação dos resultados desenvolvidos

no texto, estudamos a relação entre o radical de Jacobson e o radical de Jacobson

graduado de álgebras graduadas, apresentando a solução de Cohen e Montgomery

para uma conjectura de Bergman.



Abstract

In this work, we will present the Cohen and Montgomery’s Duality Theorems,

[4]. We also discuss the construction of a Morita context to an algebra graded by

a finite group. As an application of the results developed in the text, we studied

the relations between the Jacobson radical and the graded Jacobson radical of

graded algebras, presenting to Cohen and Montgomery’s solution for a Bergman’s

conjecture.
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ii



Introdução

Os Teoremas de Dualidade para ações e coações tem sua origem na álgebra de

operadores, em trabalhos feitos por Takesaki, Landstad, Nakagami, [11], e também

por Stratila-Voiculesu-Zsido. Nestes, são consideradas ações e coações de grupos

localmente compactos em álgebras de von Neumann. Uma versão mais algébrica de

tais teoremas pode ser encontrada em [4], sendo esta estendida para grupos infinitos

em [17].

O principal objetivo desta dissertação é apresentar os Teoremas de Dualidade

de M. Cohen e S. Montgomery, demonstrados em [4]. Para tal, necessitaremos

de algumas propriedades de álgebras graduadas por um grupo finito G. Mais es-

pecificamente, sempre que uma K-álgebra A é graduada por um grupo finito G,

nós podemos considerar o produto smash A#K[G]∗. Sob certas condições, vamos

estudar um contexto de Morita relacionado a A e, posteriormente, demonstrar os

Teoremas de Dualidade.

Neste trabalho consideramos K um corpo e G um grupo finito, caso não seja

dito nada em contrário. Salientamos também que todos os anéis trabalhados tem

unidade.

No caṕıtulo 1, vamos expor resultados básicos, os quais serão necessários para

a teoria que segue. Apresentaremos alguns resultados bem conhecidos da Teoria
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de Anéis, Módulos, Categorias, Contexto de Morita e Álgebras de Hopf, dando

destaque para a Proposição 1.1.7 e a Proposição 1.1.16, que são devidos a D.S.

Passman e podem ser encontrados em [16] e [14]. Estes são de grande importância

para a prova dos Teoremas de Dualidade, feita no Caṕıtulo 4, e para duas aplicações

que se seguirão no Caṕıtulo 5.

Já no caṕıtulo 2, começamos com os resultados iniciais do nosso trabalho.

Mostraremos que uma ação de grupo finito G em uma K-álgebra A equivale a

A ser um K[G]-módulo álgebra à esquerda. Mostraremos também que A ser gra-

duada por G é equivalente a A ser um K[G]∗-módulo álgebra à esquerda. Seguirá

então que, quando uma K-álgebra A é graduada por um grupo G, nós podemos

construir o produto smash A#K[G]∗. Por fim, demonstraremos que A#K[G]∗ é

um A-módulo à direita e à esquerda livre com base {pg : g ∈ G}, um conjunto de

idempotentes ortogonais cuja soma é 1.

No caṕıtulo 3, consideraremos G um grupo finito de ordem n, α : G→ Aut(S),

uma ação de G no anel S e R um anel graduado por G. Dessa maneira, podemos

formar o skew anel de grupo S ∗ G e o produto smash R#K[G]∗, onde K[G]∗ é o

dual da álgebra de grupo K[G]. Sob estas condições, apresentaremos a prova dos

Teoremas de Dualidade para Ações e Coações, os quais nos darão os isomorfismos

(S ∗G)#K[G]∗ ∼= Mn(S) e (R#K[G]∗) ∗G ∼= Mn(R), respectivamente.

No caṕıtulo 4, estudaremos o contexto de Morita [A1,W, V,A#K[G]∗], onde W

é igual a A, com estrutura de A#K[G]∗-módulo à esquerda e A1-módulo à direita,

e V é igual a A, com estrutura de A1-módulo à esquerda e A#K[G]∗-módulo à

direita.

Para finalizar a dissertação, apresentaremos no Caṕıtulo 5 uma aplicação dos re-

sultados obtidos. Vamos mostrar a igualdade entre o radical de Jacobson J(A#K[G]∗)

e JG(A)#K[G]∗, onde JG(A) é o radical de Jacobson graduado de A. A partir disso,
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mostramos que JG(A) está sempre contido em J(A), valendo a igualdade quando

| G |−1∈ A, apresentando assim, a resposta afirmativa de Cohen e Montgomery

para a questão de Bergman.

3



Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo lembraremos alguns fatos básicos os quais serão necessários para

o desenvolvimento desse trabalho. Apresentaremos aqui resultados sobre Anéis,

Módulos, Categorias, Contexto de Morita e Álgebras de Hopf, sendo que alguns

destes serão citados sem demonstração. O leitor que possui familiaridade com estes

conceitos pode começar sua leitura a partir do próximo caṕıtulo.

1.1 Anéis, Módulos e Categorias

Da Teoria de Anéis, apresentaremos alguns resultados sobre Anéis Primos, Anéis

Graduados, Radical de Jacobson e Skew Anel de Grupo. Daremos ênfase a duas

proposições de resultados expostos por D.S. Passman em [15] e [16], os quais são

essenciais para a prova dos Teoremas de Dualidade e para a aplicação que seguirá,

sendo estas discutidas no decorrer deste trabalho.

Começaremos com algumas definições e resultados sobre Anéis Primos e Semipri-

mos que podem ser encontrados em [8]. Lembremos que todos os anéis trabalhados
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aqui tem unidade, a menos que seja dito algo em contrário.

Definição 1.1.1. Um ideal P de um anel R é dito ideal primo, se P 6= R e, para

todos ideais A,B ⊆ R tais que AB ⊆ P , então A ⊆ P ou B ⊆ P .

Proposição 1.1.2. Sejam R um anel e P ⊆ R um ideal. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) P é primo;

(ii) Para a, b ∈ R, se (a)(b) ⊆ P , então a ∈ P ou b ∈ P , onde (a) = RaR e

(b) = RbR são ideais gerados por a e b, respectivamente;

(iii) Para a, b ∈ R, se aRb ⊆ P , então a ∈ P ou b ∈ P .

Definição 1.1.3. Um ideal C de um anel R é dito ideal semiprimo se, C 6= R e,

para qualquer ideal A ⊆ R tal que A2 ⊆ C, então A ⊆ C.

Proposição 1.1.4. Sejam R um anel e C ⊆ R um ideal. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) C é semiprimo;

(ii) Para a ∈ R, se (a)2 ⊆ C, então a ∈ C, onde (a) = RaR é o ideal gerado

por a;

(iii) Para a ∈ R, se aRa ⊆ C, então a ∈ C.

Observemos que qualquer ideal maximal M de um anel R é primo, pois se

escolhermos ideais A,B não contidos em M , como M é maximal temos M + A =

R = M + B e, portanto, R = (M + A)(M + B) = M + AB, ou seja, AB não está

contido em M . Temos também que todo ideal primo é semiprimo.

Definição 1.1.5. Um anel R é chamado primo (respec. semiprimo) se {0} é um

ideal primo (respec. semiprimo).
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Note que qualquer domı́nio D é um anel primo. Entretanto, não é verdade que

todo anel primo é um domı́nio, para ver isso, basta notarmos que qualquer anel

simples R (seus únicos ideais são {0} e R) é um anel primo.

Nos direcionamos agora para a prova de uma das proposições mais importantes

dessa seção. Esta pode ser encontrada em [16, Lemma 1.6] e foi sugerida por

Passman à Cohen e Montgomery para a prova dos Teoremas de Dualidade. Para

demonstrá-la necessitamos do próximo lema. Lembremos que dado um anel R e

X ⊆ R definimos o centralizador de X em R como sendo o conjunto:

CR(X) = {r ∈ R : rx = xr, para todo x ∈ X}

Lema 1.1.6. Seja R um anel que contém um conjunto de elementos

A = {eij : i, j = 1, ..., n}

satisfazendo:

eijeab =


0, se j 6= a,

eib, se j = a

e 1 = e11 + ...+ enn

Se S é o centralizador em R de todos esses elementos, então R ∼= Mn(S) e

S ∼= e11Re11.

Demonstração: Seja S = CR(A). Consideremos φ : Mn(S) → R, dada por

φ([sij]) =
∑

ij sijeij. Vamos mostrar que φ é um isomorfismo de anéis.

(1) Escolhendo [sij] e [rij] ∈Mn(S), claramente temos

φ([sij] + [rij]) = φ([sij]) + φ([rij])

Além disso, φ([sij][rij]) = φ([sij])φ([rij]), pois por um lado temos

φ([sij][rij]) = φ(
∑
k

(
∑
ij

sikrkj)) = φ(
∑
k

[sikrkj]) =
∑
i,j,k

sikrkjeij
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e por outro lado,

φ([sij])φ([rab]) = (
∑
ij

sijeij)(
∑
ab

rabeab) =
∑
i,j,a,b

sijeijrabeab

=
∑
i,j,a,b

sijrabeijeab =
∑
i,a,b

siarabeib

(2) Seja [sij] ∈ Kerφ. Temos

0 = φ([sij]) =
∑
ij

sijeij

Fixando a, b, então, para todo k, vale

0 = eka(
∑
ij

sijeij)ebk =
∑
ij

sijekaeijebk =
∑
j

sajekjebk = sabekk

Logo,

0 =
∑
k

sabekk = sab
∑
k

ekk = sab

Assim, [sij] = 0 e, portanto, φ é injetiva.

(3) Escolhemos agora r ∈ R e definimos rij =
∑

k ekirejk.

Assim, para todo eab, vale

eabrij =
∑
k

eabekirejk = eairejb

e

rijeab =
∑
k

ekirejkeab = eairejb

ou seja, rij ∈ S.

Temos então

φ([rij]) =
∑
i,j

rijeij =
∑
i,j,k

ekirejkeij =
∑
i,j

eiirejj = (
∑
i

eii)r(
∑
j

ejj) = r

Logo, φ é sobrejetiva.
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Portanto, por (1), (2) e (3), temos que φ é um isomorfismo de anéis e, assim,

R ∼= Mn(S).

Resta agora mostrar que S ∼= e11Re11. De fato, seja eij ∈ R, via φ, temos

eij ←→
∑
k

ekaeijebk

de onde vem que:

eij ←→


1 se i = a e j = b,

0 se i 6= a ou j 6= b

Assim, e11Re11
∼= e11Mn(S)e11

∼= S. �

Podemos agora apresentar nossa proposição antes mencionada.

Proposição 1.1.7. Sejam R um anel e 1 = e1 + e2 + ... + en, uma decomposição

de 1 em uma soma de idempotentes ortogonais. Seja G um subgrupo do grupo das

unidades de R, e suponhamos que G permuta o conjunto {e1, e2, ..., en} transitiva-

mente por conjugação. Então R ∼= Mn(S), onde S é o anel S = e1Re1.

Demonstração: Dados i, j ∈ {1, ..., n}, definimos, para todo gi ∈ G, g−1
i � e1 � gi =

gi �e1 = ei e definimos também {eij} como sendo eij = g−1
i �e1 �gj para quaisquer i, j.

Vamos mostrar que tais elementos {eij} satisfazem as hipóteses do lema anterior.

Dividiremos a prova em duas etapas:

(1) Seja a ∈ {1, ..., n}:

(1.1) Se j 6= a:

Observemos que gj � e1 = ej 6= ea = ga � e1 o que implica que (gj � e1)(ga � e1) =

ejea = 0. Notemos também que

gj � (gj � e1) = gj � (g−1
j � e1 � gj) = e1 � gj

e

(ga � e1) � g−1
a = (g−1

a � e1 � ga) � g
−1
a = g−1

a � e1

8



Logo,

eijeab = (g−1
i � e1 � gj)(g

−1
a � e1 � gb) = g−1

i gj � (gj � e1)(ga � e1) � g−1
a gb = 0

(1.2) Se j = a:

eijeab = g−1
i � e1 � gjg

−1
a � e1 � gb = g−1

i � e1 � gb = eib

(2) Temos também que eii = g−1
i �e1 �gi = ei, o que nos dá que e11+e22+...+enn =

e1 + e2 + ...+ en = 1, por hipótese.

Logo, por (1) e (2), {eij} satisfaz as hipóteses do lema anterior e, portanto,

R ∼= Mn(S), onde S ∼= e11Re11 = e1Re1. �

Agora, nosso próximo passo é apresentar a definição do Radical de Jacobson

de um anel R. Em seguida, enunciamos dois resultados conhecidos sobre radicais

de Jacobson que podem ser encontrados em [7, Theorem 1.3.3] e [8, Lemma 4.22],

respectivamente.

Definição 1.1.8. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R),

é o conjunto de todos elementos de R os quais anulam todos R-módulos simples.

Note que podemos escrever

J(R) = ∩Ann(M)

onde M é R-módulo simples e Ann(M) = {r ∈ R/r �M = 0} é o anulador de M .

Lema 1.1.9. Sejam R um anel qualquer e e ∈ R um elemento idempotente de R.

Então J(eRe) = eJ(R)e.

Lema 1.1.10. (Lema de Nakayama) Sejam R um anel I ⊆ R um ideal à direita

de R. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) I ⊆ J(R);
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(ii) Para qualquer R-módulo à direita finitamente gerado M , se MI = M , então

M = 0;

(iii) Para quaisquer R-módulos à direita N ⊆ M tais que M/N é finitamente

gerado, se N +MI = M , então N = M .

Lembremos que G age (por automorfismos) em um anel R, se existe um homo-

morfismo de grupos σ : G → Aut(R), onde σ(g) denota a imagem de g por σ em

Aut(R). Estamos interessados em relacionar os radicais de Jacobson de R e do skew

anel de grupo R∗G. Começamos com a seguinte definição, que pode ser encontrada

em [8, Example 1.11].

Definição 1.1.11. Sejam R um anel e G um grupo agindo por automorfismos em

R. O skew anel de grupo, denotado por R ∗G, é o conjunto das somas formais do

tipo
∑

g∈G rgg, com soma definida coordenada a coordenada e multiplicação dada

por:

(rgg)(shh) = rg(g � sh)(gh), onde g � sh = σ(g)(sh)

Podemos observar que um elemento rg ∈ R ∗ G, pode ser escrito como rg =

gσ−1(g)(r).

Para demonstrar a próxima proposição importante dessa seção, serão necessários

uma série de resultados que podem ser vistos em [14], sendo estes demonstrados

para o caso de produtos cruzados. Os mesmos podem ser aplicados para o skew

anel de grupo, já que este é um caso particular, e é o que faremos aqui. Antes de

enunciar os resultados apresentaremos algumas definições.

Definição 1.1.12. Sejam R ⊆ S, anéis com mesma unidade.

(1) Se VS é um S-módulo à direita, definimos V |R a restrição de V a R.

(2) Se VR é um R-módulo à direita, definimos V |S, o S-módulo induzido à

direita, por V |S = VR⊗RS. Sua estrutura de S-módulo é dada por (v⊗s)�t = v⊗st,
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onde v ∈ V e s, t ∈ S.

Definição 1.1.13. Sejam σ ∈ Aut(R) e V um R-módulo à direita. Dizemos que o

R-módulo conjugado V σ é o conjunto V σ = {vσ : v ∈ V }, com ação de R em V σ

definida por vσ � rσ = (v � r)σ, onde rσ = σ(r).

Considerando S = R ∗G e V um R-módulo à direita, podemos caracterizar V |S

através do próximo lema.

Lema 1.1.14. Sejam S = R ∗ G e V um R-módulo à direita. Então V |S =

⊕g∈GV ⊗ g, com V ⊗ g ∼= V σ−1(g) como R-módulos, onde σ−1 denota uma ação de

G em Aut(R).

Demonstração: Como S = R ∗ G é um R-módulo à esquerda livre com base G,

segue que, para todo v ∈ V e
∑

g∈G rgg, vale

v ⊗R
∑
g∈G

rgg =
∑
g∈G

v � rg ⊗R g ∈
∑
g∈G

V ⊗R g

A independência linear dos elementos g nos diz que esta soma é direta, logo

V |S = ⊕g∈GV ⊗ g, como queŕıamos.

Definimos agora a aplicação φ : V σ−1(g) → V ⊗ g, por φ(vσ
−1(g)) = v ⊗ g, para

v ∈ V e g ∈ G. Vamos mostrar que φ é um isomorfismo de anéis.

É fácil ver que φ é injetiva e sobrejetiva. Para mostrar que φ é um homomorfismo,

notemos que, usando a estrutura de S-módulo de V |S e a definição de skew anel de

grupo, temos

(v ⊗R g) � rσ
−1(g) = v ⊗R grσ

−1(g) = v ⊗R rg = v � r ⊗R g

de onde segue que, usando a estrutura de R-módulo de V σ−1(g),

φ(vσ
−1(g)rσ

−1(g)) = φ((v � r)σ
−1(g)) = v � r ⊗ g = (v ⊗ g) � rσ

−1(g) = φ(vσ
−1(g)) � rσ

−1(g)

Portanto, φ é um isomorfismo e V |S = ⊕g∈GV ⊗ g, com V ⊗ g ∼= V σ−1(g). �
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Nosso próximo resultado é um análogo ao Teorema de Maschke.

Teorema 1.1.15. Seja S = R ∗ G, com G finito. Consideremos V um R ∗ G-

módulo à direita e W ⊆ V um R ∗ G-submódulo de V . Se V não tem | G |-torsão

e V = W ⊕ U , onde U é um R-submódulo complementar, então existe um R ∗ G-

submódulo U ′ de V com V � | G |⊆ W ⊕ U ′.

Demonstração: Primeiramente, notemos que G permuta os R-submódulos de V .

De fato, se U é um R-submódulo de V e g ∈ G, então a fórmula grσ
−1(g) = rg,

implica que Ug é um R-submódulo isomorfo ao módulo conjugado Uσ−1(g), via

φ : Ug → Uσ−1(g), onde φ(ug) = uσ
−1(g), para u ∈ U .

Consideremos V = W ⊕ U . Então, para todo g ∈ G, temos V � g = V =

W � g ⊕ U � g = W ⊕ U � g, pois V e W são R ∗ G-módulos. Seja πg : V → W , o

homomorfismo determinado por essa decomposição.

Notemos que se v = w + u � g, então v � h = w � h + u � gh, qualquer que seja

h ∈ G. Assim,

πgh(v � h) = πgh(w � h+ u � gh) = w � h = πg(v) � h (1.1)

Definimos π : V → W , por π =
∑

g∈G πg. Vamos mostrar que π, assim definida,

é um R ∗G-homomorfismo.

De fato, escolhendo v ∈ V e h ∈ G e usando (1.1), temos

π(v � h) =
∑
g∈G

πg(v � h) =
∑
g∈G

πgh(v � h) =
∑
g∈G

πg(v) � h = π(v) � h

Seja agora U ′ = Ker(π). Então U ′ é um R∗G-submódulo de V . Se w ∈ W ∩U ′,

então 0 = π(w) =
∑

g∈G πg(w) = w� | G |. Como V não tem | G |-torsão, segue que

w = 0. Logo, W ∩ U ′ = 0.

Escolhendo v ∈ V , com w = π(v), temos que v� | G | −w ∈ Ker(π). De fato,

π(v� | G | −w) = π(v)� | G | −π(w) = π(v)� | G | −w� | G |= 0
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Assim, V � | G |⊆ W ⊕ U ′. �

Pelo teorema acima, podemos observar que se V � | G |= V , então V = W ⊕ U ′.

Temos também que se V � | G |= V e V é completamente redut́ıvel como R-módulo,

então V é completamente redut́ıvel como R ∗G-módulo.

Estamos prontos para demonstrar a próxima proposição a qual será usada em

uma das aplicações do Caṕıtulo 5. Para sua prova, notemos que | G |−1∈ V implica

que V � | G |= V .

Proposição 1.1.16. Seja R ∗G o skew anel de grupo, com G finito. Então:

J(R ∗G)|G| ⊆ J(R) ∗G ⊆ J(R ∗G)

Além disso, se | G |−1∈ R, então J(R ∗G) = J(R) ∗G.

Demonstração: Primeiramente, seja V um R∗G-módulo à direita simples. Então

V é um R ∗ G-módulo ćıclico e V |R é finitamente gerado. Por 1.1.10, segue que

V J(R) 6= V . Como V J(R) é um R ∗ G-submódulo de V segue da simplicidade de

V que V J(R) = 0. Logo, J(R) ⊆ J(R ∗G) e, assim, J(R) ∗G ⊆ J(R ∗G).

Supomos agora W um R-módulo simples e constrúımos o R∗G-módulo induzido

V = W |R∗G = W ⊗ (R ∗ G). Pelo Lema 1.1.14, segue que V |S = ⊕g∈GW ⊗ g e,

então, V possui uma decomposição de comprimento menor ou igual a | G |= n e

V J(R ∗G)n = 0.

Seja α =
∑

g∈G rgg ∈ J(R ∗G)n. Então, para qualquer w ∈ W , temos

0 = (w ⊗ 1) � α = (w ⊗ 1) �
∑
g∈G

rgg =
∑
g∈G

w � rg ⊗ g

o que nos dá que W � rg = 0, qualquer que seja g ∈ G. Logo, rg ∈ J(R), para todo

g ∈ G.

Assim, J(R ∗G)|G| ⊆ J(R) ∗G.
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Finalmente, se | G |−1∈ R e V |R é completamente redut́ıvel, segue do Teorema

1.1.15 que V é completamente redut́ıvel como R∗G-módulo e, então V J(R∗G) = 0

qualquer que seja W . Procedendo de maneira análoga, podemos escolher α =∑
g∈G rgg ∈ J(R ∗G), logo, qualquer que seja w ∈ W , temos

0 = (w ⊗ 1) � α =
∑
g∈G

w � rg ⊗ g

de onde segue que rg ∈ J(R), para todo g ∈ G.

Sendo assim, J(R ∗G) ⊆ J(R) ∗G.

Portanto, se | G |−1∈ R, então J(R ∗G) = J(R) ∗G. �

Trataremos agora de Anéis Graduados. Seja G um grupo com elemento identi-

dade e ∈ G. A próxima definição pode ser vista em [12].

Definição 1.1.17. Um anel R é graduado por um grupo G, se existe uma famı́lia

{Rg : g ∈ G} de subgrupos aditivos Rg de R tal que R = ⊕g∈GRg, com RgRh ⊆ Rgh,

quaisquer que sejam g, h ∈ G.

Notemos que o anel dos polinômios R = K[X] é Z-graduado, com graduação

dada por Rn = 0, para n < 0, R0 = R e Rn = {p(X) ∈ K[X] : ∂(p(X)) = n}, para

n > 0.

Para um anel graduado R = ⊕g∈GRg, definiremos o conjunto

supR = {g ∈ G : Rg 6= 0}

como sendo o suporte de R.

Se I é um ideal de R = ⊕g∈GRg, denotamos IG = ⊕g∈G(I ∩ Rg), onde cada

componente Ig de IG é dada por Ig = I ∩Rg.

Observemos ainda que o fato de R ser graduado por um grupo G é equivalente

a existência de uma aplicação β : G → EndR(R), onde denotamos β(g) = βg, que

satisfaz as seguintes propriedades:
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(1) Para quaisquer g, h ∈ G, βg ◦ βh = 0 se g 6= h e βg ◦ βg = βg;

(2)
∑

g∈G βg = I, a função identidade;

(3) Para todo g ∈ G e r, s ∈ R, βg(rs) =
∑

h∈G βgh−1(r)βh(s).

De fato, se escolhermosR um anel graduado, podemos definir β : G→ EndR(R),

dada por β(g) = βg : R → R, onde βg(r) = rg. A verificação das propriedades

citadas acima é trivial. Reciprocamente, se existe β : G → EndR(R), dada por

β(g) = βg : R→ R, satisfazendo as propriedades acima, definimos a graduação em

R por Rg = {βg(r) : r ∈ R}. Note que R = ⊕Rg e, se escolhermos x ∈ RgRh, temos

que x = βg(r)βh(s), para r, s ∈ R. Logo,

βgh(x) = βgh(βg(r)βh(s)) =
∑
l∈G

βghl−1(βg(r))βl(βh(s)) = βg(r)βh(s) = x

ou seja, x ∈ Rgh, o que implica que RgRh ⊆ Rgh.

Uma propriedade importante de anéis graduados será dada no nosso próximo

lema, a qual segue de [3, Proposition 1.2]. Os argumentos aqui apresentados são

devidos a M. Dokuchaev, [6].

Lema 1.1.18. Seja R um anel graduado por G, tal que G tem ordem finita. Se

J ⊆ R é um ideal graduado, então J é um ideal nilpotente de R se, e somente se,

J1 é um ideal nilpotente de R1, onde J1 = J ∩R1.

Demonstração: (⇒) Trivial.

(⇐) Suponhamos que J1 é um ideal nilpotente de R1, ou seja, existe m tal que

Jm1 = 0. Seja s =| G | m e consideremos Jg1Jg2 ...Jgs , com g′is ∈ G.

Vamos definir h0 = 1, h1 = g1, h2 = g1g2,..., hs = g1g2...gs. Dessa maneira,

obteremos s+ 1 =| G | m+ 1 valores de h′is. Como s+ 1 é maior que | G |, existem

pelo menos m+ 1 valores de h′is iguais, digamos hi0 = hi1 = ... = him .
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Então, para 0 ≤ k ≤ m− 1, temos

g1g2...gik = (g1g2...gik)gik+1...gik+1

de onde segue que gik+1...gik+1
= 1 para 0 ≤ k ≤ m− 1.

Logo,

Jg1Jg2 ...Jgs = Jg1Jg2 ...Jgi0Jgi0+1
...Jgi1Jgi1+1

...Jgi2 ...Jgim ...Jgs

⊆ Jg1Jg2 ...Jgi0J
m
1 ...Jgs = 0

Assim, J é um ideal nilpotente de R. �

Apresentaremos agora algumas definições, as quais são básicas para a Teoria de

Categorias, sendo estas usadas em alguns resultados do Caṕıtulo 3. As definições a

seguir podem ser vistas em [18] e [19].

Definição 1.1.19. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos, denotados

OBJC, onde para qualquer par (A,B) de objetos de C associamos um conjunto de

morfismos de A para B, denotado HomC(A,B) e, para qualquer A ∈ C, existe um

morfismo identidade 1A ∈ HomC(A,A). Além disso, para qualquer tripla A,B,C

de objetos de C, existe uma operação de composição de morfismos

HomC(A,B)×HomC(B,C)→ HomC(A,C), onde (f, g) 7→ g ◦ f

satisfazendo as seguintes propriedades, para A,B,C,D ∈ C:

(1) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , para quaisquer f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C)

e h ∈ HomC(C,D);

(2) f ◦ 1A = 1B ◦ f = f , para qualquer f ∈ HomC(A,B);

(3) HomC(A,B) ∩HomC(A′, B′) = ∅, sempre que (A,B) 6= (A′, B′).

Como um exemplo de categorias, podemos considerar a categoria dos conjuntos,

onde seus objetos são dados por conjuntos e seus morfimos são as funções. Em nosso
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trabalho, consideraremos a categoria dos R-módulos, denotada Mod(R), onde seus

objetos são R-módulos e seus morfismos são os homomorfismos de R-módulos.

Definição 1.1.20. Sejam A e B categorias. Dizemos que um funtor F : A → B é

uma aplicação que associa, para qualquer objeto A ∈ A, um objeto F (A) em B e,

para qualquer morfismo f : A → B em Hom(A,B), um morfismo F (f) : F (A) →

F (B) em Hom(F (A), F (B)), satisfazendo as seguintes condições:

(1) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g), para f, g ∈ A;

(2) F (1A) = 1F (A).

Definição 1.1.21. Sejam F e G funtores de A em B. Uma transformação natural

η : A → B é uma aplicação que associa para qualquer objeto A ∈ A um morfismo

ηA : F (A) → G(A) em Hom(F (A), G(A)), de maneira que, para todo morfismo

f : A→ A′ em Hom(A,A′), o seguinte diagrama comuta:

F (C)

ηC

��

F (f) // F (C ′)

ηC′

��
G(C)

G(f)
// G(C ′)

Se, para qualquer objeto A ∈ A, temos que ηA é um isomorfismo, dizemos que η

é um isomorfismo natural ou uma equivalência natural. Se existe uma equivalência

natural entre os funtores F e G, os mesmos são ditos naturalmente equivalentes e

denotamos F ∼= G.

Definição 1.1.22. Dizemos que duas categorias A e B são isomorfas, se existem

funtores F : A → B e G : B → A tais que IA ∼= G ◦ F e IB ∼= F ◦G, onde IA e IB

são os funtores identidade nas respectivas categorias, ou seja, IA : A → A é tal que

IA(A) = A, para qualquer objeto A ∈ A e, para qualquer morfismo f : A→ A′ em

A, temos IA(f) = f e da mesma forma tem-se IB.
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1.2 Contexto de Morita

Nosso objetivo nessa seção é estudar o contexto de Morita relacionado a P ,

onde P é um R-módulo à direita. Os resultados iniciais dessa seção podem ser

encontrados em [9].

Vamos começar com a seguinte definição.

Definição 1.2.1. Sejam R, S anéis e P um R-módulo à direita. Dizemos que

[R,P,Q, S, α, β] é um contexto de Morita associado a PR, se P é um (S,R)-bimódulo,

Q é um (R, S)-bimódulo e α e β são aplicações tais que:

(1) α : Q⊗S P → R é um homomorfismo de R-bimódulos;

(2) β : P ⊗R Q→ S é um homomorfismo de S-bimódulos;

(3) Quaisquer que sejam p, p′ ∈ P e q, q′ ∈ Q, temos β(p, q)p′ = pα(q, p′) e

qβ(p, q′) = α(q, p)q′.

Observemos que dado um contexto de Morita [R,P,Q, S, α, β], podemos formar

um anel de matrizes C dado por:

C =

 R Q

P S


onde as condições (1), (2) e (3) da definição acima nos dão a associatividade deste

anel. Este anel é chamado o Anel de Morita para o contexto [R,P,Q, S, α, β].

Seja R um anel e escolhemos P um R-módulo à direita. Assim, podemos con-

siderar Q = HomR(P,R) e S = EndR(P ). Temos que P é S-módulo à esquerda

com ação definida por f � p = f(p), para f ∈ S e p ∈ P . Com ação assim definida,

P é (S,R)-bimódulo. Podemos também definir uma ação à esquerda de R em Q

por (r � q)(p) = rq(p), para r ∈ R, q ∈ Q e p ∈ P , e uma ação à direita de S em Q

por (q � g)(p) = q(g(p)), para q ∈ Q, g ∈ S e p ∈ P . Dessa maneira, temos que Q é
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um (R, S)-bimódulo. Se escolhermos α : Q⊗S P → R como sendo α(q, p) = q(p) e

β : P⊗RQ→ S como sendo β(p, q) = pq, para q ∈ Q e p ∈ P , então [R,P,Q, S, α, β]

é um contexto de Morita associado a PR. O leitor que deseja maiores detalhes dessa

construção pode encontrá-la em [9] ou [19].

Definição 1.2.2. Sejam R, S anéis. Dizemos que R e S são Morita equivalentes, e

denotamos R ≈ S, se existe um isomorfismo de categorias F : Mod(R)→Mod(S),

onde Mod(R), Mod(S) denotam as categorias do R-módulos e S-módulos à direita,

respectivamente.

Dos resultados apresentados em [9], segue que R e S são Morita equivalentes

se, e somente se, as aplicações α e β do contexto de Morita [R,P,Q, S, α, β] são

sobrejetivas.

Vamos enunciar agora uma propriedade relacionada ao contexto de Morita, a

qual está demonstrada em [13, Proposition 3], mas antes segue uma definição.

Definição 1.2.3. O contexto de Morita [R,SWR,R VS, S] é chamado primo se C é

um anel primo.

Proposição 1.2.4. Seja [R,W, V, S] um contexto de Morita com R 6= 0. Então o

contexto de Morita é primo se, e somente se,

(i) R é um anel primo;

(ii) V sW = 0, s ∈ S ⇒ s = 0;

(iii) V w = 0, w ∈ W ⇒ w = 0;

(iv) vW = 0, v ∈ V ⇒ v = 0.

Demonstração: (⇒) Suponhamos que C é um anel primo.
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(i) Sejam x, y ∈ R, com x 6= 0, tais que xRy = 0. Então x 0

0 0

 R V

W S

 y 0

0 0

 =

 xRy 0

0 0

 =

 0 0

0 0


Como C é primo e x 6= 0, segue que y = 0. Portanto, R é um anel primo.

(ii) Como C é um anel primo para cada 0 6= v ∈ V e 0 6= w ∈ W , temos 0 v

0 0

 R V

W S

 0 0

w 0

 =

 vSw 0

0 0

 6=
 0 0

0 0


Então, vSw 6= 0, o que implica que dados 0 6= v ∈ V e 0 6= w ∈ W , existe

s = sv,w ∈ S tal que vsw 6= 0. Portanto, se V sW = 0 para s ∈ S, então s = 0.

(iii) Seja V w = 0, para w ∈ W . Temos 1 0

0 0

 R V

W S

 0 0

w 0

 =

 V w 0

0 0

 =

 0 0

0 0


Como C é primo, segue que w = 0.

(iv) Segue de maneira análoga a (iii).

(⇐) Vamos mostrar que C é um anel primo. Sejam c1, c2 ∈ C, dados por

c1 =

 r1 v1

w1 s1

 e c2 =

 r2 v2

w2 s2


tais que c1 6= 0 e c1Cc2 = 0.

Vamos mostrar que c2 = 0. Dividiremos a prova em casos:

(1) r1 6= 0:

Nesse caso,  r1 v1

w1 s1

 R 0

0 0

 r2 v2

w2 s2

 ⊆ c1Cc2 = 0
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o que implica que r1 v1

w1 s1

 R 0

0 0

 r2 v2

w2 s2

 =

 r1Rr2 r1Rv2

w1Rr2 w1Rv2

 =

 0 0

0 0


de onde segue que r1Rr2 = 0 e r1Rv2 = 0.

De (i), temos que R é um anel primo, logo se r1Rr2 = 0 e r1 6= 0, então r2 = 0.

Temos também que se r1Rv2 = 0, então r1Rv2W = 0 (note que pela definição

de contexto de Morita v2W ∈ R). Novamente, como R é anel primo e r1 6= 0, temos

v2W = 0 e por (iv), v2 = 0.

Novamente,  r1 v1

w1 s1

 0 V

0 0

 0 0

w2 s2

 ⊆ c1Cc2 = 0

o que implica que r1 v1

w1 s1

 0 V

0 0

 0 0

w2 s2

 =

 r1V w2 r1V s2

w1V w2 w1V s2

 =

 0 0

0 0


de onde segue que r1V w2 = 0 e r1V s2 = 0.

Temos que r1RV w2 ⊆ r1V w2 = 0, logo r1RV w2 = 0 e como R é um anel primo

e r1 6= 0, temos que V w2 = 0, de onde segue por (iii) que w2 = 0.

Além disso, se r1V s2 = 0, então r1V s2W = 0. Como r1RV s2W ⊂ r1V s2W = 0,

temos r1RV s2W = 0. Novamente, usando que R é primo e r1 6= 0, temos V s2W =

0, o que nos dá por (ii) que s2 = 0.

Logo, c2 = 0, como queŕıamos mostrar.

Os casos r1 = 0 e w1 6= 0, r1 = w1 = 0 e v1 6= 0, r1 = w1 = v1 = 0 e s1 6= 0 são

tratados de maneira análoga.

Sendo assim, se c1Cc2 = 0 com c1 6= 0, então c2 = 0 e, portanto, C é um anel

primo. �
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1.3 Álgebras de Hopf

Seja K um corpo e consideremos todos os produtos tensoriais sobre K. O obje-

tivo dessa seção é introduzir o produto smash A#H, onde H é uma biálgebra e A

é um H-módulo álgebra. As definições e resultados a seguir podem ser encontrados

em [5]. Vamos começar a seção com as seguintes definições.

Definição 1.3.1. Uma K-álgebra é uma tripla (A,M, u), onde A é um K-espaço

vetorial, M : A ⊗ A → A e u : K → A são morfismos de K-espaços vetoriais tais

que os seguintes diagramas comutam:

A⊗ A⊗ A

M⊗IA

��

IA⊗M // A⊗ A

M

��
A⊗ A

M
// A

A⊗ A

M

��

K ⊗ A

u⊗IA
99ssssssssss

ϕ
%%KKKKKKKKKKK A⊗K

IA⊗u
eeKKKKKKKKKK

ϕ̃
yysssssssssss

A

onde ϕ : K ⊗ A→ A e ϕ̃ : A⊗K → A são os isomorfismos canônicos.

Dualizando os diagramas acima, obtemos a noção de uma K-coálgebra, o que é

feito na próxima definição.

Definição 1.3.2. Uma K-coálgebra é uma tripla (C,∆, ε), onde C é um K-espaço

vetorial, ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → K são morfismos de K-espaços vetoriais tais

que os seguintes diagramas comutam:

C

∆

��

∆ // C ⊗ C

∆⊗IC

��
C ⊗ C

IC⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C
ϕ

yyrrrrrrrrrrr
ϕ̃

%%LLLLLLLLLLL

∆

��

K ⊗ C C ⊗K

C ⊗ C
ε⊗IC

eeKKKKKKKKKK IC⊗ε

99ssssssssss

onde ϕ : C → K ⊗ C e ϕ̃ : C → C ⊗K são os isomorfismos canônicos.
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Faremos agora uma pequena observação sobre a Notação de Sweedler. Note

que se (C,∆, ε) é uma coálgebra, então, para um elemento c ∈ C, nas notações

usuais de soma, teŕıamos ∆(c) =
∑

i=1,...,n ci1⊗ ci2. A Notação de Sweedler omitirá

o ı́ndice i, ou seja, nós poderemos escrever ∆(c) =
∑
c1 ⊗ c2. Essa é uma maneira

para escrever ∆(c) e é muito usada para escrever composições longas envolvendo a

comultiplicação. O leitor que deseja uma explicação mais rigorosa, pode encontrá-la

em [5].

Nossa próxima definição reunirá em apenas uma estrutura as estruturas de K-

álgebra e K-coálgebra.

Definição 1.3.3. Uma K-biálgebra é uma qúıntupla (H,M, u,∆, ε), onde H possui

uma estrutura de K-álgebra (H,M, u) e uma estrutura de K-coálgebra (H,∆, ε) tal

que ∆(hg) = ∆(h)∆(g), ∆(1H) = 1H ⊗ 1H , ε(hg) = ε(h)ε(g) e ε(1H) = 1K para

todos h, g ∈ H (nesse caso, dizemos que ∆ e ε são morfismos de álgebras, vide [5]).

Exemplo 1.3.4. Seja K[G] o K-espaço vetorial com base {g : g ∈ G}. Então K[G]

é uma biálgebra com multiplicação induzida pela multiplicação de G, unidade 1G,

comultiplicação dada por ∆(g) = g ⊗ g e counidade dada por ε(g) = 1, para todo

g ∈ G.

Demonstração: É fácil ver que K[G] é uma K-álgebra com multiplicação induzida

pela multiplicação do grupo G e unidade 1G. Vamos mostrar que K[G] é uma K-

coálgebra via ∆ e ε dados como acima. Seja g ∈ G, temos

(∆⊗ IH)◦∆(g) = (∆⊗ IH)(g⊗ g) = g⊗ g⊗ g = (IH ⊗∆)(g⊗ g) = (IH ⊗∆)◦∆(g)

E mais

gε(g) = g1 = g = 1g = ε(g)g

Resta apenas mostrar agora que ∆ e ε são homomorfismos de álgebras.
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De fato, para g, g
′ ∈ G,

∆(g)∆(g
′
) = (g ⊗ g)(g

′ ⊗ g′) = gg
′ ⊗ gg′ = ∆(gg

′
)

e

ε(g)ε(g
′
) = 1.1 = 1 = ε(gg

′
)

E mais, ∆(1G) = 1G ⊗ 1G e ε(1G) = 1K .

�

Definição 1.3.5. Dizemos que A é H-módulo álgebra à esquerda, onde A é uma

K-álgebra e H uma K-biálgebra com comultiplicação ∆ e counidade ε, se existe

uma aplicação ψ : H ⊗ A → A, com h ⊗ a 7→ ψ(h ⊗ a) = h � a tal que, para todos

a, b ∈ A, h, g ∈ H, vale:

(1) A é H-módulo à esquerda via ψ (equivalentemente, H age na K-álgebra A

via ψ), ou seja:

(1.1) h � (g � a) = (hg) � a;

(1.2) 1H � a = a;

(2) h � (ab) =
∑

(h1 � a)(h2 � b), onde ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2;

(3) h � 1A = ε(h)1A.

A partir dessas definições podemos construir o produto smash A#H. Seja A

um H-módulo álgebra, definimos o produto smash A#H como sendo o K-espaço

vetorial A⊗H, onde seus elementos a⊗ h são escritos como a#h e a multiplicação

é definida por:

(a#g)(b#h) =
∑

a(g1 � b)#(g2h)

onde ∆(g) =
∑
g1 ⊗ g2

Proposição 1.3.6. Nas notações acima, temos que A#H é uma K-álgebra com

unidade dada por 1 = 1A#1H .
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Demonstração: Vamos mostrar a associatividade da multiplicação e a existência

de um elemento unidade. As demais propriedades de uma K-álgebra são imediatas.

Sejam a, b, c ∈ A e e, g, h ∈ H, temos que

((a#e)(b#g))(c#h) =
∑

(a(e1 � b)#(e2g))(c#h) =
∑

a(e1 � b)(e2g1 � c)#e3g2h

=
∑

a(e1 � (b(g1 � c)))#e2g2h = (a#e)
∑

b(g1 � c)#g2h

= (a#e)((b#g)(c#h))

Logo, a multiplicação é associativa. E mais, dado a#h ∈ A#H temos

(a#h)(1A#1H) =
∑

a(h1�1A)#h21H =
∑

a(ε(h1)1A)#h2 =
∑

a#ε(h1)h2 = a#h

De modo análogo, (1A#1H)(a#h) = (a#h).

Portanto, A#H é uma K-álgebra com unidade, cuja a unidade é dada por

1 = 1A#1H . �

Notemos que dadas uma K-álgebra (A,M, u) e uma K-coálgebra (C,∆, ε) nós

podemos considerar o K-espaço vetorial dos K-homomorfismos de C em A, deno-

tado HomK(C,A). É fácil verificar que HomK(C,A) é uma K-álgebra com multi-

plicação dada pelo produto convolução, onde, escolhendo f, g ∈ HomK(C,A), este

é definido por

f ∗ g = M ◦ (f ⊗ g) ◦∆

e unidade dada por u ◦ ε.

Em particular, se considerarmos (H,M, u,∆, ε) uma biálgebra, entãoHomK(H,H)

é uma K-álgebra com produto convolução ∗ e unidade u◦ε. Nestas notações, pode-

mos definir uma ant́ıpoda para H como sendo uma aplicação S : H → H tal que S

é a inversa de IH em relação ao produto convolução, ou seja,

S ∗ IH = u ◦ ε = IH ∗ S ⇔ ∀h ∈ H,
∑

S(h1)h2 = u(ε(h)) = ε(h)1H =
∑

h1S(h2)
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onde ∆(h) =
∑
h1 ⊗ h2. Quando a ant́ıpoda S existir, ela é única.

A partir dessas observações, temos nossa próxima definição.

Definição 1.3.7. Uma Álgebra de Hopf é uma biálgebra (H,M, u,∆, ε) que possui

ant́ıpoda S.

Note que K[G] é uma álgebra de Hopf, onde sua ant́ıpoda é dada por S(g) = g−1.
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Caṕıtulo 2

O Produto Smash A#K[G]∗

Consideremos G um grupo finito e K um corpo. Estamos interessados em anali-

sar ações de grupo e K[G]-módulos álgebra, onde K[G] é o K-espaço vetorial com

base {g : g ∈ G}. Após isso, consideraremos A uma álgebra graduada por G e

estabeleceremos relações entre A e K[G]∗-módulos álgebra. Por fim, veremos que

dada uma álgebra A graduada por G, podemos estudar o caso particular em que o

produto smash é dado por A#K[G]∗.

2.1 Ações de Grupo e o Produto Smash A#K[G]

Vamos aqui relacionar ações de grupo e K[G]-módulos álgebra.

Vamos denotar por α : G → Aut(A), onde α(g) = αg, a ação de G, por auto-

morfismos, em uma K-álgebra A.

Proposição 2.1.1. Com estas notações, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Existe uma ação de G em A.

(ii) A é um K[G]-módulo álgebra à esquerda.
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Demonstração: (i) ⇒ (ii) Seja α : G → Aut(A) uma ação de G em A. Vamos

mostrar que ψ : K[G]⊗A→ A, onde ψ(g⊗ a) = αg(a), faz de A um K[G]-módulo

álgebra à esquerda.

De fato,

(1) Dados g, g
′ ∈ G e a ∈ A,

g � (g
′
� a) = ψ(g ⊗ ψ(g

′ ⊗ a)) = ψ(g ⊗ αg′ (a))

= αg(αg′ (a)) = αgg′ (a) = ψ(gg
′ ⊗ a) = (gg

′
) � a

e

1G � a = ψ(1G ⊗ a) = α1G(a) = IA(a) = a

(2) Dados a, b ∈ A e g ∈ G,

g � (ab) = ψ(g ⊗ ab) = αg(ab) = αg(a)αg(b) = ψ(g ⊗ a)ψ(g ⊗ b) = (g � a)(g � b)

(3) Dado g ∈ G,

g � 1A = ψ(g ⊗ 1A) = αg(1A) = 1A = 1K1A = ε(g)1A

(ii)⇒ (i) Seja agora A um K[G]-módulo álgebra com ação ψ : K[G]⊗A→ A,

onde ψ(g ⊗ a) = g � a.

Escolhemos a, b ∈ A e g ∈ G, temos

a = 1G � a = g−1g � a = g−1 � (g � a) = g � (g−1 � a)

e

g � (a+ b) = g � a+ g � b

Assim, definindo αg : A → A, por αg(a) = g � a para todo a ∈ A e g ∈ G,

obtemos que αg é uma bijeção e é aditiva.
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Além disso, como ∆(g) = g ⊗ g e g � (ab) = (g � a)(g � b), temos

αg(ab) = g � (ab) = (g � a)(g � b) = αg(a)αg(b)

e segue que αg ∈ Aut(A) para todo g ∈ G.

Temos também que a aplicação α : G → Aut(A), onde α(g) = αg, é um homo-

morfismo de grupos. De fato, dados g, h ∈ G e a ∈ A, temos

α(gh)(a) = αgh(a) = (gh) � (a) = g � (h � a) = αg(αh(a)) = α(g)α(h)(a)

Portanto, α define uma ação de G em A. �

Pela proposição anterior, se G é um grupo agindo numa K-álgebra A, então A é

um K[G]-módulo álgebra à esquerda e, sendo assim, podemos considerar o produto

smash A#K[G], onde a multiplicação é dada por

(a#g)(b#h) = a(g � b)#gh, onde g � b = αg(b)

de onde segue que o produto smash nesse caso nada mais é do que o skew anel de

grupo, o qual costumamos denotar por A ∗G.

2.2 Álgebras Graduadas e o Produto Smash A#K[G]∗

Vamos considerar A uma álgebra graduada e K[G]∗ o dual de K[G]. Sabemos

que uma K-base para K[G]∗ é dada pelo conjunto de projeções {pg : g ∈ G}, onde

para qualquer g ∈ G e x =
∑

h∈G αhh ∈ K[G], tem-se pg(x) = αg ∈ K. Tal

conjunto {pg : g ∈ G} consiste de idempotentes ortogonais cuja soma é 1, como é

fácil ver.

Com essas notações enunciamos a próxima proposição.
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Proposição 2.2.1. Nas notações acima, K[G]∗ é uma biálgebra com multiplicação

dada pelo produto convolução, 1K[G]∗ =
∑

g∈G pg, comultiplicação

∆(pg) =
∑
h∈G

pgh−1 ⊗ ph

e counidade

ε(pg) = δ1,g =


1, se g = 1

0, se g 6= 1

Demonstração: É fácil ver que K[G]∗ é uma K-álgebra via produto convolução e

unidade 1K[G]∗ =
∑

g∈G pg.

Verifiquemos que K[G]∗ é uma K-coálgebra com as aplicações ∆ e ε definidas

acima. Seja pg ∈ K[G]∗, por um lado segue que

(∆⊗ IK[G]∗) ◦∆(pg) = (∆⊗ IK[G]∗)(
∑
h

pgh−1 ⊗ ph) =
∑
h

∆(pgh−1)⊗ ph

=
∑
h

∑
l

pgh−1l−1 ⊗ pl ⊗ ph =
∑
h

∑
l

pg(lh)−1 ⊗ pl ⊗ ph

Por outro, temos

(IK[G]∗ ⊗∆) ◦∆(pg) = (IK[G]∗ ⊗∆)(
∑
h

pgh−1 ⊗ ph) =
∑
h

pgh−1 ⊗∆(ph)

=
∑
h

∑
t

pgh−1 ⊗ pht−1 ⊗ pt

onde, se fizermos t = h e l = ht−1, a igualdade segue.

Temos também que, para todos ph, pg ∈ K[G]∗ e para todo g ∈ G, vale

(
∑
g

pg ∗ ph)(l) =
∑
g

pg(l)ph(l) = δh,l = ph(l)

(análogo para ph ∗
∑

g pg).

Resta apenas verificar que ∆ e ε são morfismos de álgebras.
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Observemos que a aplicação ρ : K[G]∗⊗K[G]∗ → (K[G]⊗K[G])∗, definida por

ρ(pg⊗ph)(l⊗ t) = pg(l)ph(t), para todos pg, ph ∈ K[G]∗ e l, t ∈ G, é injetiva. Vamos

usar a aplicação ρ assim definida, para mostrar que ∆ é um morfismo de álgebras.

De fato, sejam pg, ph ∈ K[G]∗ e l, t ∈ G, por um lado segue que

ρ(∆(pgph))(l ⊗ t) = ρ(∆(pg))(l ⊗ t) =
∑
k∈G

pgk−1(l)pk(t)

=


1, se gk−1 = l e k = t

0, caso contrário

Por outro, temos

ρ(∆(pg)∆(ph))(l ⊗ t) = ρ((
∑
k∈G

pgk−1 ⊗ pk)(
∑
f∈G

phf−1 ⊗ pf ))(l ⊗ t)

= ρ(
∑
k

∑
f

pgk−1phf−1 ⊗ pkpf )(l ⊗ t)

= ρ(
∑
k

pgk−1phk−1 ⊗ pk)(l ⊗ t)

=
∑
k

pgk−1(l)pk(t) =


1, se gk−1 = l e k = t

0, caso contrário

Como ρ é injetiva, segue que ∆(pgph) = ∆(pg)∆(ph).

É fácil verificar que ε é um morfismo de álgebras.

Portanto, K[G]∗ é uma biálgebra. �

Nossa próxima proposição nos permite construir o produto smash A#K[G]∗,

sempre que uma K-álgebra A é graduada por um grupo finito G.

Proposição 2.2.2. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A é graduada por G.

(ii) A é K[G]∗-módulo álgebra à esquerda.
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Demonstração: (i) ⇒ (ii) Por hipótese, A é graduada por G, logo A = ⊕g∈GAg,

com AgAh ⊆ Agh, quaisquer que sejam g, h ∈ G. Então, qualquer elemento a ∈ A

pode ser escrito de maneira única como a =
∑

g∈G ag, com ag ∈ Ag. Nós definimos

a ação de K[G]∗ em A por ϕ : K[G]∗ ⊗ A → A, onde ϕ(pg ⊗ a) = pg � a = ag.

Mostraremos que A é K[G]∗-módulo álgebra à esquerda via ϕ. Assim,

(1) A é K[G]∗-módulo à esquerda via ϕ.

De fato, pois dados g, h ∈ G e a ∈ A, temos

pg � (ph � a) = pg � ah =


ag, se g = h

0, se g 6= h

e, por outro lado,

pgph � a =


pg � a = ag, se g = h

0 � a = 0, se g 6= h

Além disso,

1K[G]∗ � a = (
∑
g∈G

pg) � a =
∑
g∈G

(pg � a) =
∑
g∈G

ag = a

(2) Sejam g ∈ G e a, b ∈ A, sabemos que ∆(pg) =
∑

h∈G pgh−1 ⊗ ph, logo

pg � (ab) = (ab)g =
∑
h∈G

agh−1bh =
∑
h∈G

(pgh−1 � a)(ph � b)

(3) Seja g ∈ G, temos

pg � 1A = (1A)g =


1A, se g = 1

0, se g 6= 1

= ε(pg)1A

Portanto, A é K[G]∗-módulo álgebra à esquerda via ϕ.

(ii) ⇒ (i) Suponhamos agora A um K[G]∗-módulo álgebra à esquerda. Deno-

taremos a ação de K[G]∗ em A por pg � a, para todo a ∈ A e g ∈ G.
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Seja Ag = {pg � a : a ∈ A}, então A = ⊕g∈GAg.

De fato, pois escolhendo a ∈ A, temos a = 1K[G]∗ � a =
∑

g∈G pg � a ∈
∑

g∈GAg.

E mais, se x ∈ Ag ∩
∑

h6=g Ah, então x = pg � a =
∑

h6=g ph � a. Aplicando pg em

ambos os lados dessa última igualdade temos x = 0, logo Ag ∩
∑

h6=g Ah = 0, o que

nos dá A = ⊕g∈GAg.

Como ∆(pg) =
∑

h∈G pgh−1 ⊗ ph e A é um K[G]∗-módulo álgebra, segue que

pg � (ab) =
∑

h∈G(pgh−1 � a)(ph � b), para a, b ∈ A. Assim, se x ∈ AgAh, temos

x = (pg � a)(ph � b), para certos a, b ∈ A e, consequentemente,

pgh � x = pgh � ((pg � a)(ph � b)) =
∑
l∈G

(pghl−1 � (pg � a))(pl � (ph � b))

= (pg � (pg � a))(ph � (ph � b)) = (pg � a)(ph � b) = x

ou seja, x ∈ Agh. Logo AgAh ⊆ Agh quaisquer que sejam g, h ∈ G.

Portanto, A é graduada por G. �

Observemos então que, para o caso de uma álgebra A, graduada por um grupo G,

nós podemos construir o produto smash A#K[G]∗. Para a, b ∈ A e pg, ph ∈ K[G]∗,

a multiplicação no produto smash será dada por:

(a#pg)(b#ph) =
∑
l∈G

a(pgl−1 � b)#plph = a(bgh−1)#ph (2.1)

pois ∆(pg) =
∑

l∈G pgl−1 ⊗ pl, {pl}l∈G é uma famı́lia de idempotentes ortogonais e

pgh−1 � b = bgh−1 .

Podemos agora descrever A#K[G]∗ através da próxima proposição.

Proposição 2.2.3. Seja A graduada por um grupo finito G. Então A#K[G]∗ é um

A-módulo à esquerda e à direita livre, com base {1A#pg : g ∈ G}, onde este é um

conjunto de idempotentes ortogonais cuja soma é 1, e com multiplicação dada por

(2.1). Em particular:
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(i) Para a ∈ A, (1A#ph) � a =
∑

g∈G ahg−1#pg;

(ii) Para ag ∈ Ag, (1A#ph) � ag = ag#pg−1h;

(iii) Cada 1A#ph centraliza A1.

Demonstração: É fácil ver que {1A#pg : g ∈ G} é uma famı́lia de idempotentes

ortogonais cuja soma é 1. Vamos definir a ação de A em A#K[G]∗ à esquerda e à

direita para mostrar que {1A#pg : g ∈ G} é uma A-base para A#K[G]∗.

Definimos a ação à esquerda por a �(1A#pg) = (a#1K[G]∗)(1A#pg) = a#pg, para

a ∈ A, pg ∈ K[G]∗. Temos que A#K[G]∗ é A-módulo à esquerda com essa ação.

De fato,

(1) Para a, b ∈ A e pg ∈ K[G]∗,

a � (b � (1A#pg)) = a � (b#pg) = ab#pg = (ab) � (1A#pg)

(2) Para 1A ∈ A e pg ∈ K[G]∗,

1A � (1A#pg) = 1A#pg

Observemos que o conjunto {1A#pg : g ∈ G} é linearmente independente, pois

usando o isomorfismo φ : A#K[G]∗ → A|G|, onde φ(
∑

i ai#pgi) = (a1, a2, ..., a|G|),

se
∑

i ai#pgi = 0, então ai = 0, para todo i. Mais ainda, dado x =
∑

i ai#pgi ∈

A#K[G]∗ temos que x =
∑

i ai�(1A#pgi), portanto {1A#pg : g ∈ G} gera A#K[G]∗,

sendo assim uma A-base para A#K[G]∗.

Definimos agora a ação à direita por:

(1A#pg) � a = (1A#pg)(a#1K[G]∗) = (1A#pg)(a#
∑
h∈G

ph) =
∑
h∈G

agh−1#ph

onde a última igualdade segue de (2.1). Temos que A#K[G]∗ é A-módulo à direita

com essa ação.
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De fato,

(1)Para a, b ∈ A e pg ∈ K[G]∗, temos

((1A#pg) � a) � b =
∑
h∈G

(agh−1#ph) � b = (
∑
h∈G

agh−1#ph)(b#1)

= (
∑
h∈G

agh−1#ph)(b#
∑
l∈G

pl) =
∑
h,l∈G

agh−1(bhl−1)#pl

=
∑
l∈G

(ab)gl−1#pl = (1A#pg) � (ab)

(2) Para 1A ∈ A e pg ∈ K[G]∗, temos

(1A#pg) � 1A =
∑
h∈G

1gh−1#ph =
∑
h∈G

δg,h#ph = 1A#pg

Já vimos que {1A#pg : g ∈ G} é um conjunto linearmente independente via

o isomorfismo φ. Usando a definição de ação à direita, temos (1A#ph) � ag =∑
l∈G(ag)hl−1#pl, mas (ag)hl−1 = 0, a menos que g = hl−1 e, neste caso, l = g−1h,

portanto (1A#ph) � ag = ag#pg−1h. Logo, se escolhermos x ∈ A#K[G]∗, podemos

fixar h ∈ G e escrever x =
∑

i ag#phg. Então, x =
∑

g,h(1A#pghg) � ag, ou seja,

{1A#pg : g ∈ G} gera A#K[G]∗. Portanto {1A#pg : g ∈ G} é uma A-base para

A#K[G]∗.

Logo,

(i) Segue direto da definição de ação à direita de A em A#k[G]∗.

(ii) Segue dos cálculos feitas acima.

(iii) Se g = 1, por (ii) temos (1A#ph) � a1 = a1 � (1A#ph). �

Corolário 2.2.4. Consideremos A uma álgebra graduada por G, A#K[G]∗ e {1A#pg :

g ∈ G} como na proposição anterior. Seja I um ideal graduado de A. Então:

(i) (1A#ph)(I#K[G]∗)(1A#pg) = Ihg−1 � (1A#pg) = (1A#ph)(I#pg);

(ii) (1A#p1)(I#K[G]∗)(1A#p1) = I1#p1, o qual é isomorfo como um anel à I1.
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Demonstração: (i) Escolhemos a ∈ I e ps ∈ K[G]∗, então (1A#ph)(a#ps)(1A#pg) =

(1A#ph)(a � (1A#ps))(1A#pg) = 0, a menos que s = g. Neste caso, usando (2.1),

temos

(1A#ph)(a#pg)(1A#pg) = (1A#ph)(a#pg) = ahg−1#pg = ahg−1 � (1A#pg)

Logo, (1A#ph)(I#K[G]∗)(1A#pg) ⊆ Ihg−1 � (1A#pg).

Seja agora agh−1 ∈ Igh−1 , temos

agh−1 � (1A#pg) = agh−1#pg = (1A#ph)(a#pg)

= (1A#ph)(a#pg)(1A#pg)

= (1A#ph)(a#ps)(1A#pg)

Logo, Ihg−1 � (1A#pg) ⊆ (1A#ph)(I#K[G]∗)(1A#pg).

Portanto, (1A#ph)(I#K[G]∗)(1#pg) = Ihg−1 � (1A#pg).

(ii) Fazendo g = h = 1 em (i), a igualdade segue. Considerando a aplicação

ϕ : I1 → I1#p1, dada por ϕ(a) = a#p1, temos que esta é bijetiva. Usando o

fato que 1A#p1 centraliza A1 temos ϕ(ab) = ab#p1 = ab � (1A#p1)(1A#p1) =

a � (1A#p1) � b � (1A#p1) = (a#p1)(b#p1) = ϕ(a)ϕ(b), ou seja, ϕ é isomorfismo.

�
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Caṕıtulo 3

Os Teoremas de Dualidade

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é apresentar os Teoremas de Dualidade

de M. Cohen e S. Montgomery, [4]. Vamos sempre supor que G é um grupo finito

de ordem n.

3.1 Dualidade para Ações

Seja α : G → Aut(S) uma ação de G no anel S. Dessa maneira, podemos

formar o skew anel de grupo R = S ∗G, onde R é G-graduado com graduação dada

por Rg = Sg. Logo, pela Proposição 2.2.2, podemos considerar (S ∗ G)#K[G]∗.

Temos então o primeiro resultado importante deste caṕıtulo, onde para sua prova

é indispensável o uso da Proposição 1.1.7.

Teorema 3.1.1. (Dualidade para Ações) Nas condições acima, temos

(S ∗G)#K[G]∗ ∼= Mn(S)

Demonstração: Afirmamos que G age transitivamente por conjugação nos idem-

potentes {1#ph : h ∈ G}. De fato, para qualquer s ∈ S, sg ∈ (S ∗ G)g e, então,
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pela Proposição 2.2.3 (ii), (1#ph) � (sg) = (sg)#pg−1h. Escolhendo s = 1, obtemos

(1#ph) � g = g#pg−1h = g � (1#pg−1h), de onde segue que g−1 � (1#ph) � g = 1#pg−1h

Logo, pela Proposição 1.1.7, temos

(S ∗G)#K[G]∗ ∼= Mn((1#p1)((S ∗G)#K[G]∗)(1#p1))

e, então, o teorema estará demonstrado se nós mostrarmos que

(1#p1)((S ∗G)#K[G]∗)(1#p1) ∼= S

Pelo Corolário 2.2.4 (ii), temos

(1#p1)((S ∗G)#K[G]∗)(1#p1) ∼= (S ∗G)1#p1 = S#p1

Notemos que S ∼= S#p1 via o isomorfismo ϕ : S → S#p1, onde ϕ(s) = s#p1,

para s ∈ S. Portanto,

(1#p1)((S ∗G)#K[G]∗)(1#p1) ∼= S

E, consequentemente, temos

(S ∗G)#K[G]∗ ∼= Mn((1#p1)((S ∗G)#K[G]∗)(1#p1)) ∼= Mn(S)

�

3.2 Dualidade para Coações

Seja R um anel graduado por um grupo G de ordem n. Podemos assim con-

siderar S = R#K[G]∗, pela Proposição 2.2.2. Para demonstrar o segundo teorema

importante deste caṕıtulo necessitamos dos próximos lemas.
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Lema 3.2.1. Nas condições acima, uma ação de G em R#K[G]∗ é dada por:

(r#ph) � g = r#phg−1

onde r#ph ∈ R#K[G]∗ e g ∈ G.

Demonstração: Vamos definir a ação por α : G → Aut(R#K[G]∗), onde temos

α(g)(r#ph) = αg(r#ph) = r#phg−1 .

Primeiramente, mostremos que αg ∈ Aut(R#K[G]∗). De fato,

(1) Seja
∑

h∈G rh#ph ∈ Ker(αg), então

0 = αg(
∑
h∈G

rh#ph) =
∑
h∈G

rh#phg−1 =
∑
h∈G

rh � (1#phg−1)

Como {1#pg : g ∈ G} são linearmente independentes, segue que rh = 0, para

todo h ∈ G. Logo,
∑

h∈G rh#ph = 0. Assim, Ker(αg) = 0 e, portanto, αg é injetiva.

(2) Seja
∑

h∈G rh#ph ∈ R#K[G]∗, escolhendo
∑

h∈G rh#phg ∈ R#K[G]∗, segue

que αg(
∑

h∈G rh#phg) =
∑

h∈G rh#phgg−1 =
∑

h∈G rh#ph, ou seja, αg é sobrejetiva.

(3) Escolhemos x = r#ph, y = s#pk ∈ R#K[G]∗. Então

αg(xy) = αg((r#ph)(s#pk)) = αg(rshk−1#pk)

= rshk−1#pkg−1 = rshg−1(kg−1)−1#pkg−1

= (r#phg−1)(s#pkg−1) = αg(x)αg(y)

Logo, por (1), (2) e (3) temos αg ∈ Aut(R#K[G]∗).

Para completar a prova, precisamos mostrar que α é um homomorfismo de

grupos, mas para g, h ∈ G e r#pk ∈ R#K[G]∗, temos

α(gh)(r#pk) = αgh(r#pk) = (r#pk) � (gh) = r#pk(gh)−1 = r#pkh−1g−1

= (r#pkh−1) � g = ((r#pk) � h) � g = α(g)(α(h)(r#pk))

ou seja, α(gh) = α(g)α(h).

Portanto, α define uma ação de G em R#K[G]∗. �
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Pelo lema anterior, consideremos o skew anel de grupo S ∗G = (R#K[G]∗) ∗G,

onde, para g ∈ G e r#ph ∈ R#K[G]∗, vale

g−1(r#ph)g = (1Sg
−1)((r#ph)1G)(1Sg) = 1S((r#ph) � g

−1)(g−11G)(1Sg)

= ((r#phg)g
−1)(1Sg) = (r#phg)(1S � g

−1)(g−1g) = r#phg

ou seja, g−1(r#ph)g = r#phg se, e somente se, (r#ph)g = g(r#phg). Esta pro-

priedade se fará necessária para a prova do próximo lema.

Lema 3.2.2. Nas condições acima, temos

(1#p1)((R#K[G]∗) ∗G)(1#p1) = ⊕g∈GRgg(1#p1) ∼= R.

Demonstração: A observação acima nos diz que (r#ph)g = g(r#phg), logo es-

colhendo r = 1 e h = g−1, vale (1#pg−1)g = g(1#p1). Usando isso e o fato que

{1#pg : g ∈ G} é uma famı́lia de idempotentes ortogonais, temos que

(1#p1)((R#K[G]∗) ∗G)(1#p1) = (1#p1)(
∑
g∈G

(R#pg−1)g)

De fato, escolhendo
∑

g(
∑

h rh#ph)g ∈ (R#K[G]∗) ∗G, temos

(1#p1)(
∑
g

(
∑
h

rh#ph)g)(1#p1) = (1#p1)(
∑
g

(
∑
h

rh#ph)(1#pg−1)g)

= ((1#p1)(
∑
g

(
∑
h

rh1hg#pg−1)g) = (1#p1)(
∑
g

(rg−1#pg−1)g)

Assim, temos

(1#p1)((R#K[G]∗) ∗G)(1#p1) = (1#p1)(
∑
g

R#pg−1g) =
∑
g

(1#p1)(R#pg−1)g

=
∑
g

(Rg#pg−1)g =
∑
g

Rg � (1#pg−1)g

=
∑
g

Rgg(1#p1)

Observemos que as somas acima são somas diretas, pois {1#pg : g ∈ G} é uma

famı́lia linearmente independente. Logo,

(1#p1)((R#K[G]∗) ∗G)(1#p1) = ⊕g∈GRgg(1#p1)
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Resta mostrar que ⊕gRgg(1#p1) ∼= R. Note que se r ∈ R, então r =
∑

g∈G rg,

assim, definimos φ : R→ ⊕gRgg(1#p1) por φ(r) =
∑

g∈G rgg(1#p1). Mostraremos

que φ é um isomorfismo. De fato,

(1) Seja r =
∑

g∈G rg ∈ Ker(φ), então

0 = φ(r) = φ(
∑
g∈G

rg) =
∑
g∈G

rgg(1#p1)

Como, {1#pg : g ∈ G} é um conjunto linearmente independente, temos rg = 0,

para todo g ∈ G, ou seja, r = 0. Assim, Ker(φ) = 0 e, portanto, φ é injetiva.

(2) Temos que φ é claramente sobrejetiva.

(3) Sejam rg, rh ∈ R = ⊕g∈GRg, então

φ(rg)φ(rh) = (rgg(1#p1))(shh(1#p1)) = (rg � (1#pg−1)g)(sh � (1#ph−1)h)

= ((rg#pg−1)g)((sh#ph−1)h) = (rg#pg−1)((sh#ph−1) � g)gh

= (rg#pg−1)((sh#ph−1g−1)gh = (rg(sh)g−1(h−1g−1)−1#ph−1g−1)gh

= (rgsh#p(gh)−1)gh = rgsh � (1#p(gh)−1)gh = rgshgh(1#p1) = φ(rgsh)

Por (1), (2) e (3), temos que φ é isomorfismo e, assim, ⊕g∈GRgg(1#p1) ∼= R. �

Agora, estamos prontos para apresentar o segundo teorema de dualidade.

Teorema 3.2.3. (Dualidade para Coações) Nas hipóteses dessa seção, temos

(R#K[G]∗) ∗G ∼= Mn(R).

Demonstração: Pelo Lema 3.2.1, segue que G age transitivamente por conjugação

nos idempotentes {1#pg : g ∈ G}. Aplicando a Proposição 1.1.7 e o Lema 3.2.2,

temos

(R#K[G]∗) ∗G ∼= Mn((1#p1)((R#K[G]∗) ∗G)(1#p1)) ∼= Mn(R)

�
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Caṕıtulo 4

Um Contexto de Morita para

Anéis Graduados

Neste caṕıtulo, relacionaremos A, A1 e A#K[G]∗-módulos. Vamos estabelecer

um isomorfismo de categorias entre A#K[G]∗-módulos e A-módulos graduados.

Obteremos também um análogo ao Teorema de Maschke para A#K[G]∗. Após

isso, provaremos que, denotando V como sendo A com estrutura de A1-módulo

à esquerda e A#K[G]∗-módulo à direita e W como sendo A com estrutura de

A#K[G]∗-módulo à esquerda e A1-módulo à direita, [A1,W, V,A#K[G]∗] é um

contexto de Morita juntamente com as aplicações [, ] e (, ), as quais serão definidas

ao longo do texto. A seguir, definiremos graduações e, a partir do contexto de

Morita, provaremos algumas de suas propriedades. Caso não seja dito nada em

contrário, os módulos e ideais que trataremos aqui são todos à direita.
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4.1 Módulos Graduados e Contexto de Morita

Para qualquer anel R, nós denotaremos Mod(R) a categoria de todos R-módulos

à direita unitários e seus R-homomorfismos.

Definição 4.1.1. Sejam A um anel graduado por um grupo G e V um A-módulo à

direita. Dizemos que V é graduado, se existe uma famı́lia {Vg : g ∈ G} de subgrupos

aditivos Vg de V tal que V = ⊕g∈GVg, com VgAh ⊆ Vgh (uma definição análoga se

dá para A-módulos à esquerda).

Assim, podemos considerar a categoria GrMod(A), onde os objetos são A-

módulos graduados e os homomorfismos f : V → W são homomorfismos em

Mod(A) tais que f(Vg) ⊆ Wg.

Vamos agora obter uma relação entre GrMod(A) e Mod(A#K[G]∗).

Lema 4.1.2. (1) Seja V ∈ Mod(A#K[G]∗). Então V é um A-módulo graduado

com graduação dada por Vg = V � (1#pg−1).

(2) Seja V ∈ GrMod(A). Então V é um A#K[G]∗-módulo, onde para todos

v ∈ V , a ∈ A e ph ∈ K[G]∗, temos v � (a#ph) = (v � a)h−1.

Demonstração:

(1) Seja V ∈Mod(A#K[G]∗). Escolhendo v ∈ V , temos

v = v � 1 = v �
∑
g∈G

(1#pg−1) =
∑
g∈G

v � (1#pg−1) ∈
∑
g∈G

Vg

E mais, se v ∈ Vg ∩
∑

h6=g Vh, então v = v1 � (1#pg−1) e v =
∑

h6=g vh � (1#ph−1),

para certos v1, vh ∈ V , com h ∈ G. Logo,

v = v1 � (1#pg−1) � (1#pg−1) =
∑
h6=g

vh � (1#ph−1) � (1#pg−1) = 0

ou seja, Vg ∩
∑

h6=g Vh = 0. Assim, V = ⊕g∈GVg.
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Temos que V é A-módulo à direita via a ação v � a = v � (a#1), onde v ∈ V e

a ∈ A, pois V ∈Mod(A#K[G]∗).

Resta apenas mostrar que VgAh ⊆ Vgh. De fato, escolhendo vg ∈ Vg, temos que

vg = v � (1#pg−1), para algum v ∈ V . Seja ah ∈ Ah, usando a Proposição 2.2.3 (ii),

segue que

vg � ah = (v � (1#pg−1)) � (ah#1) = v � ((1#pg−1)(ah#1))

= v � (ah#ph−1g−1) = v � (ah#1)(1#p(gh)−1)

= (v � ah) � (1#p(gh)−1)

Logo, vg � ah ∈ Vgh = V � (1#p(gh)−1).

Portanto, V ∈ GrMod(A).

(2) Seja agora V ∈ GrMod(A). Escolhendo a, b ∈ A, ph, pg ∈ K[G]∗ e v ∈ V ,

temos:

v � ((a#ph)(b#pg)) = v � (abhg−1#pg) = (v � abhg−1)g−1

= (v � a)h−1(bhg−1)hg−1 = (v � a)h−1bhg−1

= ((v � a)h−1)h−1bhg−1 = ((v � a)h−1b)g−1

= (v � a)h−1 � (b#pg) = (v � (a#ph)) � (b#pg)

Além disso, v � 1 = v � (1#
∑

g∈G pg) =
∑

g∈G vg−1 = v.

Portanto, V ∈Mod(A#K[G]∗). �

Pelo Lema 4.1.2, dado V ∈ GrMod(A), nós definimos V # como sendo V , con-

siderado como A#K[G]∗-módulo. Para qualquer homomorfismo f : V → W em

GrMod(A), consideramos f# : V # → W# como sendo f# = f . Analogamente,

dado V ∈ Mod(A#K[G]∗), definimos VGr como sendo V considerado como A-

módulo graduado e para um homomorfismo f : V → W em Mod(A#K[G]∗),

consideramos fGr : VGr → WGr como sendo fGr = f . Temos então nosso próximo

resultado.
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Teorema 4.1.3. Seja A graduada por G. Então existe um isomorfismo de catego-

rias entre GrMod(A) e Mod(A#K[G]∗), dada pelos funtores:

()Gr : Mod(A#K[G]∗)→ GrMod(A), tal que V 7→ VGr e f 7→ fGr

()# : GrMod(A)→Mod(A#K[G]∗), tal que V 7→ V # e f 7→ f#

Demonstração: Para vermos que ()Gr e ()# são de fato funtores, basta observar

se estes comportam-se bem em relação aos homomorfismos.

Seja f : V → W um homomorfismo em Mod(A#K[G]∗). Escolhendo vg ∈ Vg,

por definição, temos vg = vg � (1#pg−1). Logo,

f(vg) = f(vg � (1#pg−1)) = f(vg) � (1#pg−1) ∈ Wg

ou seja, fGr é um homomorfismo graduado.

Analogamente, se f : V → W é um homomorfismo em GrMod(A), então esco-

lhemos vg ∈ Vg e a#ph ∈ A#K[G]∗, temos

f(vg � (a#ph)) = f((vg � a)h−1) = (f(vg � a))h−1 = (f(vg) � a)h−1 = f(vg) � (a#ph)

ou seja, f# é um homomorfismo de A#K[G]∗-módulos.

Vamos mostrar agora que esses funtores definem um isomorfismo de categorias.

Primeiro, consideramos V ∈ Mod(A#K[G]∗). Em VGr, podemos escolher vg =

vg � (1#pg−1) e seja a#ph ∈ A#K[G]∗. Então, em (VGr)
#, temos

vg(a#ph) = (vg � a)h−1 = (vg � a) � (1#ph) = (vg � (a#1)) � (1#ph) = vg � (a#ph)

a ação usual em Mod(A#K[G]∗). Logo, (()Gr)
# = IMod(A#K[G]∗).

Agora, consideramos V ∈ GrMod(A). Então, em ((V )#)Gr, a graduação é dada

por V #
g = V # � (1#pg−1), mas se v#

g ∈ V #
g , então

v#
g = v#(1#pg−1) = v � (1#pg−1) = vg ∈ Vg
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a graduação de V ∈ GrMod(A). Logo, (()#)Gr = IGrMod(A). �

Podemos observar que, para módulos à esquerda, obtemos um resultado análogo

ao Lema 4.1.2. Se V é um A#K[G]∗-módulo à esquerda, então V é um A-módulo

graduado à esquerda com graduação dada por Vg = (1#pg) � V , reciprocamente, se

V é um A-módulo graduado à esquerda, então V é um A#K[G]∗-módulo à esquerda

com ação definida por (a#ph) � v = a � vh, onde a#ph ∈ A#K[G]∗ e v ∈ V , e, assim,

obtemos também um resultado semelhante ao Teorema 4.1.3.

Provaremos agora um análogo ao Teorema de Maschke.

Teorema 4.1.4. Sejam V um A#K[G]∗-módulo à direita (ou à esquerda) e W um

A#K[G]∗-submódulo de V o qual é um A-somando direto de V . Então W é um

A#K[G]∗-somando direto de V .

Demonstração: Consideremos primeiro módulos à direita. Seja π : V → W

a projeção natural de A-módulos de V em W . Vamos definir λ : V → W , por

λ(v) =
∑

h∈G π(v � (1#ph)) � (1#ph).

Temos que λ|W = IW . De fato, se w ∈ W , então w � (1#ph) ∈ W , para qualquer

h ∈ G. Logo, π(w � (1#ph)) = w � (1#ph), portanto

λ(w) =
∑
h∈G

w � (1#ph)(1#ph) =
∑
h∈G

w � (1#ph) = w �
∑
h∈G

(1#ph) = w � 1 = w

Temos também que λ é um homomorfismo de A#K[G]∗-módulos, pois dados
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v ∈ V e a#pg ∈ A#K[G]∗, usando a Proposição 2.2.3, obtemos

λ(v) � (a#pg) = (
∑
h∈G

π(v � (1#ph)) � (1#ph)) � (a#pg) =
∑
h∈G

(π(v � (1#ph))) � (1#ph)(a#pg)

=
∑
h∈G

π(v � (1#ph)) � (ahg−1#pg) =
∑
h∈G

π(v � (1#ph)) � ahg−1 � (1#pg)

=
∑
h∈G

π(v � (1#ph) � ahg−1) � (1#pg) =
∑
h∈G

π(v � (ahg−1#pg)) � (1#pg)

= π(v �
∑
h∈G

ahg−1 � (1#pg)) � (1#pg) = π(v � (a#pg)) � (1#pg)

=
∑
h∈G

π(v � (a#pg)(1#ph)) � (1#ph) = λ(v � (a#pg))

Assim, λ é uma A#K[G]∗-projeção de V em W . Logo, escolhendo v ∈ V ,

podemos escrever v = (v − λ(v)) + λ(v), onde v − λ(v) ∈ Ker(λ) e λ(v) ∈ W . É

fácil ver que Ker(λ) ∩W = 0. Sendo assim, temos que V = Ker(λ)⊕W , ou seja,

W é um A#K[G]∗-somando direto de V .

Para módulos à esquerda, usamos um argumento similar. Definimos λ : V → W

como λ(v) =
∑

h∈G(1#ph) � π((1#ph) � v). �

Pelo Lema 4.1.2, o Teorema 4.1.4 é equivalente ao seguinte resultado.

Teorema 4.1.5. Seja V um A-módulo graduado à direita e W um A-submódulo

graduado de V , o qual tem como complemento um A-submódulo de V . Então W

tem complemento graduado.

Demonstração: Pelo Lema 4.1.2, se V é A-módulo graduado à direita, então V é

um A#K[G]∗-módulo à direita e, consequentemente, W é um A#K[G]∗-submódulo

de V . Pelo Teorema 4.1.4, W é um A#K[G]∗-somando direto de V , ou seja, temos

que V = W ⊕W ′, com W ′ um A#K[G]∗-submódulo de V . Novamente por 4.1.2,

temos que W ′ é A-módulo graduado e, assim, W tem complemento graduado. �

Seja A um anel graduado por G, onde G é grupo finito. Então pelo Lema 4.1.2, A

é um A#K[G]∗-módulo à direita via a�(b#ph) = (ab)h−1 e, pela observação posterior
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ao Teorema 4.1.3, A é um A#K[G]∗-módulo à esquerda via (b#ph) � a = bah.

Observemos também que A é um A1-módulo à direita e à esquerda via multiplicação.

É fácil verificar que essas ações são compat́ıveis, portanto, podemos considerar os

dois bimódulos:

V =A1 AA#K[G]∗ e W =A#K[G]∗ AA1

Definimos:

[, ] : W ⊗A1 V → A#K[G]∗, por [w, v] = w � (1#p1) � v;

(, ) : V ⊗A#K[G]∗ W → A1, por (v, w) = (vw)1.

Nessas condições, podemos enunciar nosso primeiro resultado referente ao con-

texto de Morita [A1,W, V,A#K[G]∗].

Proposição 4.1.6. Seja A um anel graduado por G. Então [A1,W, V,A#K[G]∗],

é um contexto de Morita, onde V , W , [, ] e (, ) são definidos como acima.

Demonstração: Para mostrar que [A1,W, V,A#K[G]∗] é um contexto de Morita

dividiremos a prova em três partes:

(1) [, ] é um homomorfismo de A#K[G]∗-bimódulos o qual é A1- balanceado.

Sejam a#ph ∈ A#K[G]∗, v ∈ V e w ∈ W . Então temos

(a#ph)[w, v] = (a#ph) �w � (1#p1) � v = awh � (1#p1) � v = [awh, v] = [(a#ph) �w, v]

e

[w, v]�(a#ph) = w�(1#p1)�v�(a#ph) = w�(1#p1)�(va)h−1 = [w, (va)h−1 ] = [w, v�(a#ph)]

Logo, [, ] é um homomorfismo de A#K[G]∗-bimódulos. Para mostrar que [, ] é

A1-balanceado, lembremos que 1#p1 comuta com os elementos deA1 pela Proposição

2.2.3 (iii), então, dado a1 ∈ A1, temos

[wa1, v] = wa1 � (1#p1) � v = w � (1#p1) � a1v = [w, a1v]
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como queŕıamos mostrar.

(2) (, ) é um homomorfismo de A1-bimódulos o qual é A#K[G]∗- balanceado.

Sejam a1 ∈ A1, v ∈ V e w ∈ W . Temos

a1(v, w) = a1(vw)1 = (a1vw)1 = (a1v, w)

e

(v, w)a1 = (vw)1a1 = (vwa1)1 = (v, wa1)

Logo, (, ) é um homomorfismo de A1-bimódulos. Para mostrar que (, ) é A#K[G]∗-

balanceado, escolhemos a#ph ∈ A#K[G]∗, v ∈ V e w ∈ W . Assim,

(v � (a#ph), w) = ((va)h−1 , w) = ((va)h−1w)1 = ((va)h−1)h−1wh = (va)h−1wh

= (va)h−1(wh)h = (vawh)1 = (v, awh) = (v, (a#ph) � w)

Portanto, (, ) é A#K[G]∗- balanceado.

(3) As condições de associatividade são válidas para [, ] e (, ).

Sejam v, v′ ∈ V e w,w′ ∈ W , temos

v � [w, v′] = v � w � (1#p1) � v′ = (vw)1 � v
′ = (v, w) � v′

e

[w, v] � w′ = w � (1#p1) � vw′ = w(vw′)1 = w � (v, w′)

Portanto, por (1), (2) e (3), seque que [A1,W, V,A#K[G]∗] é um contexto de

Morita associado a W =A#K[G]∗ AA1 . �

4.2 Graduações

Sejam R e S anéis, A um (R, S)-bimódulo e B um (S,R)-bimódulo. A aplicação

φ : A⊗ B → R é dita não-degenerada, sempre que φ(a,B) = 0 ou φ(A, b) = 0 im-

plicar a = 0 ou b = 0, respectivamente. Consideremos agora a não-degeneração das
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formas [, ] e (, ). Como A tem unidade, temos que [, ] : W⊗V → A#K[G]∗ é sempre

não-degenerada, pois fixado w ∈ W tal que [w, V ] = 0 segue que w(1#p1)V = 0 e

então w(1#p1)1 = 0. Assim, w = 0. Entretanto, (, ) pode não ser, bastando tomar

A = K[X] com a graduação usual, pois se escolhermos p(X) = X ∈ K[X], dado

qualquer q(X) ∈ K[X], temos (p(X), q(X)) = 0.

Vamos agora definir três propriedades que a graduação pode ter relacionadas ao

contexto de Morita.

Definição 4.2.1. Seja A um anel graduado por um grupo G. Dizemos que:

(1) A graduação é não-degenerada, se (, ) é não degenerada;

(2) A graduação é fiel, se A é fiel como A#K[G]∗-módulo à direita e à esquerda;

(3) A é fortemente G-graduado, se AgAg−1 = A1, para todo g ∈ G.

Daremos uma interpretação mais concreta para (1) e (2):

Lema 4.2.2. Nas condições acima:

(i) Uma graduação em A é não degenerada se, e somente se, dado 0 6= ag ∈ Ag,

sempre temos agAg−1 6= 0 e Ag−1ag 6= 0;

(ii) Uma graduação em A é fiel se, e somente se, dado 0 6= ag ∈ Ag, sempre

temos agAh 6= 0 e Ahag 6= 0, com h, g ∈ G.

Demonstração:

(i) (⇒) Suponhamos que a graduação em A é não-degenerada. Seja agAg−1 = 0,

para algum ag ∈ Ag. Então

(ag, A) = (agA)1 = (ag
∑
h∈G

Ah)1 = agAg−1 = 0

Logo, (ag, A) = 0. Por hipótese, (, ) é não-degenerada, assim, ag = 0. Analoga-

mente para Ag−1ag.
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(⇐) Por hipótese, temos que, dado 0 6= ag ∈ Ag, agAg−1 6= 0 e Ag−1ag 6= 0.

Suponha que 0 = (a,A) = (aA)1, para algum a ∈ A. Escrevemos a =
∑

g∈G ag,

para ag ∈ Ag. Se a 6= 0, então ah 6= 0, para algum h ∈ G. Como (aA)1 = 0,

temos (aAh−1)1 = 0. Logo, 0 = (aAh−1)1 = ah(Ah−1)h−1 = ahAh−1 , o que é uma

contradição. Assim, a = 0 e (, ) é não-degenerada. Portanto, a graduação em A é

não-degenerada.

(ii) (⇒) Suponhamos que a graduação em A é fiel. Então A é um A#K[G]∗-

módulo à direita fiel (podemos fazer um argumento análogo para módulos à es-

querda). Suponhamos ainda que Ahag = 0, para algum 0 6= ag ∈ Ag. Então

(Aag)hg = (Ahag)hg = 0

De onde segue que

A � (ag#p(hg)−1) = (Aag)hg = 0

o que é uma contradição, pois A é A#K[G]∗-módulo à direita fiel. Logo, ag = 0.

(⇐) Suponhamos que, para qualquer 0 6= ag ∈ Ag, agAh 6= 0 e Ahag 6= 0 com

h, g ∈ G. Suponhamos também A � x = 0, para algum x ∈ A#K[G]∗. Escrevemos

x =
∑

i ai#pgi , onde gi 6= gj se i 6= j para todo ai 6= 0. Suponhamos x 6= 0, logo

existe aj 6= 0 e, então (aj)k 6= 0 para algum k ∈ G. Seja h = g−1
j k−1. Como

A � x = 0, temos

0 = Ah � x = Ah � (
∑
i

ai#pgi) =
∑
i

(Ahai)g−1
i

Temos que g′is são distintos, então (Ahaj)g−1
j

= 0. Como h = g−1
j k−1 temos

0 = (Ahaj)g−1
j

= (Ahaj)hk = Ah(aj)k

o que é uma contradição. Assim, x = 0 e A é um A#K[G]∗-módulo à direita fiel.

Um racioćınio análogo se faz para quando A é um A#K[G]∗-módulo à esquerda

fiel .
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Portanto, a graduação em A é fiel. �

Pelo lema acima, é fácil ver que na Definição 4.2.1, (3) ⇒ (2) ⇒ (1). Veremos

alguns exemplos que mostram que as três definições são distintas.

Exemplo 4.2.3. Uma graduação não-degenerada a qual não é fiel:

Sejam A = M2(R), o anel das matrizes 2×2 com entradas no anel com unidade

R, e G = 〈g〉 um grupo ćıclico de ordem 3. Consideremos:

A1 =

 R 0

0 R

 Ag =

 0 R

0 0

 Ag−1 =

 0 0

R 0


Notemos que, de fato, A = ⊕gAg. Escolhendo 0 6= ag ∈ Ag, temos agAg−1 6= 0 e

Ag−1ag 6= 0, assim, pelo Lema 4.2.2 (i), a graduação é não-degenerada.

Entretanto, também pelo Lema 4.2.2 (ii), escolhendo:

I =

 0 0

0 1


temos IAg = 0, o que nos mostra que a graduação não é fiel.

Exemplo 4.2.4. Uma graduação fiel que não é fortemente graduada:

Sejam A = Q[X], o anel dos polinômios sobre os racionais e G = 〈g〉 um grupo

ćıclico de ordem 2. Consideremos A1 = Q[X2] e Ag = {
∑

i aiX
i : i é ı́mpar}.

Temos que Q[X] = A1 ⊕ Ag e, pelo Lema 4.2.2 (ii), a graduação em A é fiel.

Entretanto, 1 /∈ AgAg = AgAg−1 , sendo assim, A não é fortemente graduado.

O próximo resultado trata do comportamento de ideais deA, quando a graduação

é não-degenerada ou fiel.

Lema 4.2.5. Nas condições acima:
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(i) Se a graduação em A é não degenerada e I é um ideal à direita (à esquerda)

de A com I ∩ A1 = 0, então I ∩ Ag = 0, para todo g ∈ G;

(ii) Se a graduação em A é fiel e I é um ideal à direita (à esquerda) de A com

I ∩ Ah = 0, para algum h ∈ G, então I ∩ Ag = 0, para todo g ∈ G .

Demonstração:

(i) Se I é um ideal à direita de A (um argumento análogo serve para ideais à

esquerda), então

(I ∩ Ag)Ag−1 ⊆ I ∩ A1 = 0

Logo, pelo Lema 4.2.2 (i), I ∩ Ag = 0.

(ii) Analogamente, se I é um ideal à direita de A (um argumento análogo serve

para ideais à esquerda), então:

(I ∩ Ag)Ag−1h ⊆ I ∩ Ah = 0

Logo, pelo Lema 4.2.2 (ii), I ∩ Ag = 0. �

Para o nosso próximo resultado precisamos da seguinte definição.

Definição 4.2.6. Um anel graduado A é dito graduado semiprimo se este não tem

ideais graduados nilpotentes não nulos.

Teorema 4.2.7. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A é graduado semiprimo;

(ii) A1 é semiprimo e a graduação em A é não-degenerada;

(iii) A#K[G]∗ é semiprimo.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Primeiramente, mostraremos que a graduação em A

é não-degenerada. Seja ag ∈ Ag, tal que ag 6= 0. Escolhemos o ideal à direita

graduado de A dado por J = agA. Por hipótese, A é graduado semiprimo, então J
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não é nilpotente. Pelo Lema 1.1.18, temos que J1 = (agA)1 não é nilpotente. Logo,

0 6= J1 = (agA)1 = agAg−1 . Considerando ideais à esquerda, obtemos Ag−1ag 6= 0.

Portanto, pelo Lema 4.2.2 (i), temos que a graduação em A é não-degenerada.

Vamos mostrar agora que A1 é semiprimo. Seja I 6= 0 um ideal nilpotente

de A1. Consideremos o ideal à direita graduado de A dado por J = IA. Então,

J1 = (IA)1 = IA1 = I, ou seja, J1 é um ideal graduado nilpotente A1. Pelo Lema

1.1.18, temos que J é um ideal graduado nilpotente de A, o que é um absurdo, pois

A é graduado semiprimo. Portanto, A1 é semiprimo.

(ii)⇒ (iii) Suponhamos que A#K[G]∗ não é semiprimo, então temos que existe

0 6= x ∈ A#K[G]∗, tal que x(A#K[G]∗)x = 0. Escolhemos g no suporte de x, logo

x(1#pg) = a#pg 6= 0, a ∈ A. Então (a#pg)(A#K[G]∗)(a#pg) = 0. Consequente-

mente,

0 = (a#pg)((1#pg) � A)(a#pg) = a � (1#pg)((1#pg) � A)(a#pg)

= a � ((1#pg) � Aa � (1#pg)) = a � ((Aa)gg−1 � (1#pg)) = a(Aa)1#pg

usando o Corolário 2.2.4 (i).

Logo, Aa(Aa)1 = 0, assim (Aa)2
1 = 0. Como A1 é semiprimo por hipótese e

(Aa)1 é um ideal de A1, temos (Aa)1 = 0, mas (, ) é não-degenerada e então a = 0,

o que é uma contradição. Portanto, A#K[G]∗ é semiprimo.

(iii)⇒ (i) Por hipótese, A#K[G]∗ é semiprimo, logo {0} é um ideal semiprimo

de A#K[G]∗. Seja I um ideal graduado de A. Primeiramente, vamos mostrar que

I#K[G]∗ é um ideal de A#K[G]∗ via multiplicação.

De fato, dados a#pg ∈ A#K[G]∗ e b#ph ∈ I#K[G]∗ temos

(b#ph)(a#pg) = bahg−1#pg ∈ I#K[G]∗

ou seja, I#K[G]∗ é um ideal à direita de A#K[G]∗. Analogamente, I#K[G]∗ é um

ideal à esquerda de A#K[G]∗. Assim, I#K[G]∗ é um ideal de A#K[G]∗.
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Suponhamos que In = 0 para algum n. Escolhendo ai#pgi ∈ I#K[G]∗ com

i ∈ {1, ..., n} temos por indução que

(a1#pg1)(a2#pg2)...(an#pgn) = a1a2g1g
−1
2
...angn−1g

−1
n

#pgn = 0

ou seja, (I#K[G]∗)n = 0. Como A#K[G]∗ é semiprimo, temos I#K[G]∗ = 0, de

onde segue que I = 0, ou seja, A não possui ideais graduados nilpotentes não nulos.

Portanto, A é graduado semiprimo. �

Um resultado similar ao teorema anterior vale se A#K[G]∗ for um anel primo.

Teorema 4.2.8. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A1 é primo e A é graduado semiprimo com Ag 6= 0 para todo g ∈ G;

(ii) A1 é primo e a graduação em A é não-degenerada com Ag 6= 0 para g ∈ G;

(iii) A1 é primo e a graduação em A é fiel;

(iv) A#K[G]∗ primo.

Demonstração: (i)⇒ (ii) Segue do teorema anterior.

(ii) ⇒ (iii) Suponhamos que a graduação em A não é fiel. Isso implica, pelo

Lema 4.2.2 (ii), agAh = 0, para certos h ∈ G e ag ∈ Ag. Como a graduação é não-

degenerada segue que I = AhAh−1 é um ideal à direita não-nulo de A1 e também

Ag−1ag ⊆ A1 é um ideal não-nulo de A1. Mas, (Ag−1ag)I = Ag−1agAhAh−1 = 0, o

que contradiz o fato de A1 ser primo. Portanto, a graduação em A é fiel.

(iii) ⇒ (iv) Suponhamos que A#K[G]∗ não é primo. Então existem x, y ∈

A#K[G]∗, com x, y 6= 0, tais que x(A#K[G]∗)y = 0. Escolhendo g, h no suporte

de x e y, respectivamente, nós podemos assumir x = a#pg e y = b#ph, a, b ∈ A.

Segue então que

0 = (a#pg) � (A � (1#ph) � A) � (b#ph) = a � ((1#pg) � A � (1#ph)) � Ab � (1#ph)

= aAgh−1 � (1#ph) � Ab � (1#ph) = aAgh−1(Ab)1 � (1#ph) = aAgh−1(Ab)1#ph

55



pelo Corolário 2.2.4 (i).

Então aAgh−1(Ab)1 = 0, o que implica que AaAgh−1(Ab)1Ahg−1 = 0 e, portanto,

(Aa)1Agh−1(Ab)1Ahg−1 = 0. Como a graduação em A é nao degenerada, pelo Lema

4.2.2, temos que Agh−1(Ab)1Ahg−1 6= 0. Temos também que Agh−1(Ab)1Ahg−1 é um

ideal de A1. Como A1 é primo, segue que (Aa)1 = 0 e, pela não-degeneração de (, ),

temos a = 0, uma contradição. Portanto, A#K[G]∗ é primo.

(iv) ⇒ (i) Se A#K[G]∗ é primo, então A#K[G]∗ é semiprimo. Pelo teorema

anterior, A é graduado semiprimo. Além disso, pelo Corolário 2.2.3 (ii), A1
∼=

(1#p1)(A#K[G]∗)(1#p1), sendo assim um anel primo. Resta mostrar que Ag 6= 0

para todo g ∈ G, mas de fato, suponhamos Ah = 0 para algum h ∈ G, então

(1#ph)(A#K[G]∗)(1#p1) = (1#ph) � A � (1#p1) = Ah#p1 = 0, o que contraria

A#K[G]∗ ser primo. �

Uma outra interpretação do teorema anterior pode ser dada em termos do con-

texto de Morita.

Corolário 4.2.9. Se A é um anel graduado por G, o contexto de Morita C dado

por [A1, A,A,A#K[G]∗] é primo se, e somente se, qualquer uma das condições do

Teorema 4.2.8 valem.

Demonstração: Lembremos que o contexto de Morita [A1, A,A,A#K[G]∗] é dito

primo se, e somente se, o anel de Morita associado a este contexto é primo.

(⇒) Suponhamos que C é primo e seja

e =

 0 0

0 1


Temos que eCe também é primo. Mas eCe ∼= A#K[G]∗, ou seja, A#K[G]∗ é

primo e, assim, todas as condições do Teorema 4.2.8 são satisfeitas.

(⇐) Se uma (e então todas) as condições do Teorema 4.2.8 valem, então as
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condições (i), (ii), (iii) e (iv) da Proposição 1.2.4 são verificadas e, assim, C é um

anel primo. �

Vamos agora caracterizar anéis fortemente G-graduados em termos do contexto

de Morita.

Teorema 4.2.10. Seja A um anel G-graduado e consideremos o contexto de Morita

da Proposição 4.1.6. Então A#K[G]∗ é Morita equivalente a A1 se, e somente se,

A é fortemente G-graduado.

Demonstração: Temos que A#K[G]∗ é Morita equivalente a A1 se, e somente se,

[, ] e (, ) são sobrejetivas. A sobrejetividade de (, ) é facilmente verificada. Temos

então que mostrar que [, ] é sobrejetiva, ou seja, A � (1#p1) � A = A#K[G]∗.

(⇒) Suponhamos então A � (1#p1) �A = A#K[G]∗. Assim, pelo Corolário 2.2.4

(i), temos

A1 � (1#pg) = (1#pg)(A#K[G]∗)(1#pg)

= ((1#pg) � A � (1#p1)(1#p1) � A � (1#pg)) = AgAg−1 � (1#pg)

Segue então que A1 = AgAg−1 para todo g ∈ G e, portanto, A é fortemente G-

graduado.

(⇐) Suponhamos A fortemente G-graduado, ou seja, A1 = AgAg−1 , para todo

g ∈ G. Provando que 1A#K[G]∗ ∈ A � (1#p1) �A, teremos mostrado a sobrejetividade

de [, ]. Note que basta mostrar que 1#pg ∈ A � (1#p1) � A, para todo g ∈ G.

De fato, para um elemento g ∈ G fixado, A1 = AgAg−1 implica que existem

{ai} ⊆ Ag e {bi} ⊆ Ag−1 tais que
∑n

i=1 aibi = 1. Usando o fato de que (bl)h−1 =

δg,hbl, temos

1#pg =
n∑
i=1

aibi#pg =
n∑
i=1

ai(
∑
h∈G

(bi)h−1#ph) =
∑
i=1

ai � (1#p1) � bi ∈ A � (1#p1) � A

usando a Proposição 2.2.3 (i).
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Logo, [, ] é sobrejetiva, e, portanto, A#K[G]∗ é Morita equivalente a A1. �
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Caṕıtulo 5

Aplicações

Apresentaremos aqui algumas aplicações dos resultados obtidos ao longo dessa

dissertação. Novamente, consideraremos A uma álgebra graduada por um grupo

finito G. Denotamos por J(A) o radical de Jacobson de A e JG(A) o radical de

Jacobson graduado de A. Em [2], Bergman conjecturou que JG(A) ⊆ J(A). Esta

conjectura foi complementada pela questão de saber se JG(A) = J(A), quando

| G |−1∈ A. Estas duas questões foram resolvidas afirmativamente por M. Cohen e

S. Montgomery em [4] e passamos a discutir seus argumentos aqui.

5.1 Radical de Jacobson e Radical de Jacobson

Graduado de Álgebras Graduadas

Seja A uma álgebra graduada por um grupo finito G.

Definição 5.1.1. O radical de Jacobson graduado JG(A) é a interseção de todos

os anuladores dos A-módulos graduados à direita simples.
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O próximo teorema caracteriza o radical de Jacobson do produto smashA#K[G]∗.

Teorema 5.1.2. Nas hipóteses dessa seção, temos

J(A#K[G]∗) = JG(A)#K[G]∗

Demonstração: Seja x =
∑

i ai#pgi ∈ J(A#K[G]∗), onde ai ∈ A e gi ∈ G, para

todo i. Dado V um A-módulo graduado à direita simples, pelo Lema 4.1.2, temos

que V é um A#K[G]∗-módulo o qual é simples como A#K[G]∗-módulo e, assim,

V � x = 0. Vamos mostrar agora que ai ∈ JG(A), para todo i, ou seja, V � ai = 0,

para todo i.

Notemos que J(A#K[G]∗) é um ideal de A#K[G]∗. Assim,

x(1#pgi) = (
∑
i

ai#pgi)(1#pgi) = ai#pgi ∈ J(A#K[G]∗)

Pela ação de grupo definida no Lema 3.2.1, temos que J(A#K[G]∗) é G-estável.

De fato, seja
∑

i ai#pgi ∈ J(A#K[G]∗), então

0 = V �
∑
i

ai#pgi =
∑
i

(V � ai)g−1
i

onde gi ∈ G, para todo i.

Se escolhermos h ∈ G, temos (
∑

i ai#pgi) � h =
∑

i ai#pgih−1 . Logo,

V � (
∑
i

ai#pgih−1) =
∑
i

(V � ai)hg−1
i

= 0

onde hg−1
i ∈ G, para todo i, ou seja,

∑
i ai#pgih−1 ∈ J(A#K[G]∗).

Assim, (ai#pgi) � h = ai#pgih−1 ∈ J(A#K[G]∗), para qualquer h ∈ G e então

ai = ai � 1 = ai � (
∑
h∈G

1#pgih−1) =
∑
h∈G

ai#pgih−1 ∈ J(A#K[G]∗)

o que implica que

V � ai = V � (
∑
h∈G

ai#pgih−1) = 0
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ou seja, ai ∈ JG(A) e, consequentemente, x =
∑

i ai#pgi ∈ JG(A)#K[G]∗. Isto

mostra que J(A#K[G]∗) ⊆ JG(A)#K[G]∗.

Reciprocamente, seja W um A#K[G]∗-módulo à direita simples. Novamente,

pelo Lema 4.1.2, temos que W é um A-módulo graduado com graduação dada

por Wg = W � (1#pg−1), e mais, W é simples como A-módulo graduado. Logo,

W � JG(A) = 0 e, assim, JG(A) ⊆ J(A#K[G]∗).

Portanto, J(A#K[G]∗) = JG(A)#K[G]∗. �

Corolário 5.1.3. Se A é graduada por um grupo finito G, então

J(A1) = JG(A) ∩ A1

Demonstração: É fácil ver que J(A1) � (1#p1) = J(A1 � (1#p1)). Usando o Lema

1.1.9, para R = A#K[G]∗ e e = 1#p1, o Corolário 2.2.4 (ii) e o Teorema 5.1.2,

temos

J(A1) � (1#p1) = J(A1 � (1#p1)) = J(A1#p1) = J((1#p1)(A#K[G]∗)(1#p1))

= (1#p1)J(A#K[G]∗)(1#p1) = (1#p1)(JG(A)#K[G]∗)(1#p1)

= (JG(A))1#p1 = (JG(A) ∩ A1)#p1 = (JG(A) ∩ A1) � (1#p1)

de onde segue que J(A1) = JG(A) ∩ A1. �

Estamos agora prontos para demonstrar nosso segundo resultado, o qual res-

ponde as questões de Bergman.

Teorema 5.1.4. Seja A graduada por um grupo finito G. Então:

(i) JG(A) ⊆ J(A) e JG(A) = J(A)G;

(ii) J(A)|G| ⊆ JG(A);

(iii) | G |−1∈ A⇒ JG(A) = J(A).
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Demonstração:

(i) Usando o Lema 3.2.1, podemos considerar (A#K[G]∗) ∗G. Pela Proposição

1.1.16 e pelo Teorema 5.1.2, segue que

J((A#K[G]∗) ∗G) ⊇ J(A#K[G]∗) ∗G = (JG(A)#K[G]∗) ∗G

com igualdade se | G |−1∈ A.

Logo, usando o Lema 1.1.9, temos

J((1#p1)((A#K[G]∗) ∗G)(1#p1)) = (1#p1)J((A#K[G]∗) ∗G)(1#p1)

⊇ (1#p1)(JG(A)#K[G]∗) ∗G)(1#p1)

De onde segue, pelo Lema 3.2.2,

J(
∑
g

Agg(1#p1)) ⊇
∑
g

(JG(A))gg(1#p1)

e como
∑

g Agg(1#p1)) ∼= A e
∑

g(JG(A))gg(1#p1) ∼= JG(A), temos J(A) ⊇ JG(A).

Isto mostra a primeira afirmação de (i).

Como JG(A) ⊆ J(A) é fácil ver que JG(A) ⊆ J(A)G. A inclusão contrária segue

do fato de que todo ideal graduado L contido em J(A) também está contido em

JG(A), pois, nestas condições, se V é um A-módulo graduado simples, então V é

ćıclico e, assim, segue do Lema 1.1.10, que V L 6= V . Mas como V L é um A-módulo

graduado devemos ter V L = 0 e, consequentemente, L ⊆ JG(A). Como J(A)G é

um ideal graduado contido em J(A) segue que J(A)G ⊆ JG(A).

Portanto, JG(A) = J(A)G.

(ii) Usando a Proposição 1.1.16 e o Teorema 5.1.2 temos

J((A#K[G]∗) ∗G)|G| ⊆ J(A#K[G]∗) ∗G = (JG(A)#K[G]∗) ∗G

Então, usando o fato de que para qualquer ideal I de (A#K[G]∗) ∗ G vale
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((1#p1)I(1#p1))|G| = (1#p1)I |G|(1#p1), juntamente com o Lema 1.1.9, temos

J((1#p1)((A#K[G]∗) ∗G)(1#p1))|G| = ((1#p1)J((A#K[G]∗) ∗G)(1#p1))|G|

= (1#p1)J((A#K[G]∗) ∗G)|G|(1#p1)

⊆ (1#p1)((JG(A)#K[G]∗) ∗G)(1#p1)

De onde segue, pelo Lema 3.2.2,

J(
∑
g

Agg(1#p1))|G| ⊆
∑
g

(JG(A))gg(1#p1)

e como J(
∑

g Agg(1#p1))|G| ∼= J(A)|G| e
∑

g(JG(A))gg(1#p1) ∼= JG(A), temos

J(A)|G| ⊆ JG(A).

(iii) Todas as igualdades de (i) se verificam se | G |−1∈ A.

�
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