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Resumo

Neste trabalho estudamos funtores separaveis e suas propriedades. Es-
tudamos condicOes necessdrias e suficientes para que os funtores restrigao e
inducao, associados a um homomorfismo de anéis, sejam separaveis. No caso
em que R é um anel fortemente graduado por um grupo GG, mostramos que R
¢é separavel sobre R, se, e somente se, GG ¢ finito e a fungao trago ¢é sobrejetiva,
onde e é o elemento neutro do grupo G. Estes resultados foram apresentados

em 1989 por Nastasescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen em [6].
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Abstract

In this work we study separable functors and its properties. We study
necessary and sufficient conditions for the restriction functor and the induc-
tion functor to be separable. When R is strongly graded by a group G we
show that R is separable over R, if and only if G is finite and the trace func-
tion is surjective, where e is the identity element of G. These results were

presented in 1989 by Nastasescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen em [6].
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Introducao

O conceito de separabilidade tem sido estensivamente estudado no con-
texto de dlgebras de Hopf, co-algebras, co-mddulos, algebras nao-associativas,
C*-algebras e temas relacionados. Nesta dissertacao iremos estudar a sepa-
rabilidade de anéis de um ponto de vista funtorial, e para isto, vamos estudar
resultados obtidos em [6] referentes a funtores separdveis, em especial, para

o contexto de categorias de mddulos sobre anéis graduados.

No primeiro capitulo, apresentamos defini¢oes basicas, exemplos e resulta-
dos bem conhecidos na literatura sobre produto tensorial de moédulos e sobre

a linguagem categorica, os quais sao utilizados no decorrer do trabalho.

Na secao 1 do capitulo 2 iremos apresentar o conceito de separabilidade
para funtores, introduzida por [6]. Na se¢do 2, provamos para um funtor
separavel F' : A — B que algumas propriedades validas para objetos e
morfismos da categoria B sao preservadas para os correspondentes objetos e
morfismo na categoria 4. Na secao 3 consideramos o funtor restri¢ao, ., e

o funtor inducao, ¢*, associados ao homomorfismo de anéis ¢ : R — S.

Os principais resultados deste capitulo relacionam a separabilidade de
s« a separabilidade de S sobre R, a qual é definida em termos da cisao da
aplicac¢ao canonica ¥ : S®rS — S como aplicacao de (5, .S)-bimédulos, e a

separabilidade do funtor ¢* a cisao de ¢ como aplicagao de (R, R)-bimédulos.



Funtores separdveis e suas propriedades tem varias aplicagdes, mas no
capitulo 3 nos restringimos aos funtores inducao e restricao no contexto da
teoria de anéis graduados associados ao homomorfismo inclusao, ¢ : R, —
R, onde R é um anel fortemente graduado por um grupo G e e é o elemento

neutro de G.

A separabilidade do funtor restricao para anéis graduados serd vista no
Teorema 3.2.1 que diz que se R for fortemente graduado por G entao R é

separavel sobre R, se, e somente se, G é finito e a fungao trago é sobrejetiva.

No presente trabalho, todos os anéis considerados sao com unidade e U(R)

representa o conjunto dos elementos do anel R que sao invertiveis.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre produto
tensorial entre modulos e categorias que serao utilizados nos capitulos poste-
riores. Estes resultados, apesar de serem bem conhecidos, sao apresentados

para a comodidade do leitor.

1.1 Produto Tensorial

Nesta secao construimos o produto tensorial entre médulos e estabelecemos
algumas propriedades basicas. Assumimos aqui, e durante o decorrer do
trabalho, um conhecimento elementar sobre anéis e modulos que pode ser

encontrado nas referéncias [1] e [10].

Definicao 1.1.1. Sejam M um grupo aditivo abeliano e R, S anéis. Entao
M é dito um (R, S)-bimédulo, e o denotamos por g Mg, se M é um R-médulo
a esquerda, um S-médulo a direita e se satisfaz a relagdo (rm)s = r(ms) para
todore R, s€ Seme M.

Definigao 1.1.2. Sejam M, N ambos (R, S)-bimédulos. Entao uma aplicac¢ao
¢ : M — N é um homomorfismo de bimédulos se é simultaneamente ho-

momorfismo de R-médulos a esquerda e S-modulos a direita.



Definicao 1.1.3. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita, N um R-
modulo a esquerda e G um grupo aditivo abeliano. Entao, uma aplicacao

¢ : M x N — G ¢é dita bilinear se satisfaz as seguintes condigoes:

(1) w(my+ma,n) = p(my,n)+ p(mse,n), para todo my,my € M en € N;
(17) p(m,ny + ny) = p(m,ny) + @(m,ny), para todo m € M e ny,ny € N;

(1i1) @(mr,n) = p(m,rn), para todom € M,n € N er € R.

Aplicagoes que satisfazem as condigbes (i) e (i) sdo ditas biaditivas e

aplicagoes cumprem a condigao (7i7) sao ditas balanceadas.

Observacao: E f4cil ver que se o : M x N — G é bilinear e a : G — G’
¢ um homomorfismo de grupos aditivos abelianos, entao a aplicagdo avo ¢ :

M x N — G’ também é bilinear.

A observacao acima é a base para a definicao de produto tensorial que

segue abaixo.

Definicao 1.1.4. Sejam M um R-médulo a direita e N um R-moddulo a
esquerda. Um produto tensorial de My e gkN é um grupo abeliano T' com
uma aplicagao bilinear 7 : M x N — T tais que para todo grupo abeliano
G e aplicacao bilinear ¢ : M x N — @ existe um unico homomorfismo de

grupos « : T — G satisfazendo o o 7 = ¢, isto é, o seguinte diagrama

T

-

|
|
Y

G

«

é comutativo.



Proposicao 1.1.5. Sejam M um R-modulo a direita e N um R-mddulo a

esquerda. Entao, existe um produto tensorial de Mgr e rN.

Demonstracao. Seja o grupo abeliano livre S = S(M, N), onde os geradores
sao os elementos do produto cartesiano M x N, em outras palavras, todo

elemento de S é uma soma finita da forma Yz, ,(m,n) com z,,, € Z.
(m,n)eEM XN
Além disso, seja Sy = So(M, N) o subgrupo de S gerado por todos os

elementos da forma
(my + mg,n) — (my,n) — (ma,n)
(m,ny +ng) — (m,ny) — (M, n2)
(mr,n) — (m,rn)

onde m,my,mg € M, n,ny,ny € N er € R. A partir de agora chamamos o
grupo aditivo abeliano S/.Sy de T.. E facil ver que M x N é uma Z-base para
S e com isto, a restrigdo do epimorfismo 7 : S — S/Sy a M x N produz
uma aplicagdo 7 : M X N — T e indicamos a imagem de (m,n) através 7
por m ® n. Assim, qualquer elemento Sy é levado por 7 no zero de S/, e

segue da definicao de Sy que
(m1+me) @n=m; @n+men
m® (ng +n2) =men; +mny
mr@n=maerrn

onde m,my,my € M, n,ni,nyg € N er € R. Assim, 7 é uma aplicacao
bilinear. Iremos mostrar que (7,7) é um produto tensorial. De fato, seja
¢ : M x N — G uma aplicagao bilinear e como os elementos (m, n) formam
uma Z-base para S = S(M, N), entdo podemos definir um homomorfismo de

grupos abelianos o : S — G dado por

o Z Zman(m,n) | = Z Zmnp(m,n).

(m,n)eM xN (m,n)eM xN



Além disso, como ¢ é bilinear segue que ' leva os geradores de Sy em
zero e com isto, Sy estd contido no Ker(a/). Desta maneira, o’ se fatora
através de S/Sp, em outras palavras, existe um homomorfismo v : 7' — G
tal que a(m®n) = p(m,n). Notamos que a é unicamente determinada, pois
os elementos m®n geram T'. Logo, (T, 7) é um produto tensorial de Mg por

rIN. [l

Proposicao 1.1.6. Se (T, 1) e (T",7") sao produtos tensoriais de Mr e rN,

entao existe um isomorfismo o : T — T' tal que o1 = 7',

Demonstragao.  Como (T,7) é um produto tensorial de Mp e pN e 7' é
bilinear, entao existe a : T —> T’ tal que « o7 = 7/. Analogamente,
como (T",7") é um produto tensorial de Mg e gN, 7 é bilinear, entdo existe
o T — T tal que o’ o7’ = 7. Assim, &’oavor = ’o7’ =7 = idroT e pela
unicidade da fatoracdo sobre 7 temos que o/ o @ = idy. De modo anélogo,

a oo =idyp, o que prova que o é um isomorfismo. n

A partir de agora escrevemos T' = M ®gr N ou, simplesmente, T'= M Q N

quando nao tivermos duvida do anel em que estamos trabalhando.

Proposicao 1.1.7. Sejam R um anel, M um R-moddulo a direita e N um

R-modulo a esquerda. Entao, as sequintes propriedades sao vdlidas:
(1) M @ R~ M;
(ZZ) R®r N ~ N.

Demonstragao. Definimos 7: M x R — M por 7(m,r) = mr. A aplicagao
7 é bilinear, pois M é um R-mdédulo a direita. Iremos mostrar que (M, 1) é
um produto tensorial de M por R sobre R. De fato, seja ¢ : M x R — G
uma aplicacao bilinear. Assim, ¢ pode ser fatorada sobre 7 de modo unico
através de o : M — G definida por a(m) = ¢(m,1). Logo, (M,7) é um
produto tensorial de M por R sobre R. E pela unicidade do produto tensorial

concluimos que M ®g R ~ M. De modo anélogo, se prova o item (i7). [



Proposicao 1.1.8. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita e (N;)ier

uma familia de R-mddulos a esquerda. Entao M @r (P N;) ~ @B(M @5 N;).
i€T i€T

Demonstracao. Seja o homomorfismo de grupos abelianos

a: Mo (@ N) — Pk N)
€T €T
tal que a(m ® (n;)ier) = (M & n;)iez. Por outro lado, seja o homomorfismo

de grupos abelianos

B @(M ®r N;) — M ®r (@Nz>
i€ i€T
tal que S((m; @ ny)ier) = > (m; ® Ni(n;)), onde \; : N; — @ N; sdo as
i€ i€T
aplicacoes inclusoes. E facil ver que (B é a inversa de a. Logo, a é um

isomorfismo. O que prova o resultado. O

Proposicao 1.1.9. Sejam R um anel, (M;);cz uma familia de R-mddulos a
direita e N um R-mddulo d esquerda. Entao (P M;) @r N ~ @(M; g N).

1€T 1€T

Demonstracao. A prova é andloga a prova da proposicao 1.1.8. O

Proposicao 1.1.10. Sejam M, M', M" R-mddulos a direita e N, N', N" R-
maodulos a esquerda. Sea: M — M' e 5 : N — N’ sao R-homomorfismos,
entao existe um homomorfismo natural de grupos abelianos a ® 5 : M ®g
N — M' ®@r N’ tal que (a ® B)(m ®@n) = a(m) @ B(n) para todo m € M,
n € N. Além disto, se o : M' — M" e ' : N\ — N" sao também
R-homomorfismos, entio (o' @ f')o(a®f) = (a/oca)® (6 op). Sea,B sio
R-isomorfismos, entao a ® [ também é um R-isomorfismo.

Demonstracao.  Seja a aplicagdo ¢ : M x N — M’ ® N’ dada por
o((m,n)) = a(m) ® B(n). Segue da definigdo que ¢ ¢é bilinear. Assim,
pela propriedade universal da definicao de produto tensorial temos que ex-

iste um tnico homomorfismo de grupos abelianos v tal que yor = ¢. E facil

7



ver que y(m ®n) = a(m) ® B(n) para todo m € M e n € N e, neste caso, 7y
¢ o homomorfismo a ® 8 do enunciado desta proposigao.
As demais propriedades seguem facilmente através de defini¢oes apropri-

adas de aplicagoes no conjunto de geradores {m @ n|m € M,n € N}. O

Lema 1.1.11. Sejam M um R-mddulo a direita, r € R e definimos 0, :
M — M por 0,(m) = mr. Entao, 0 : R — End(M) é um homomorfismo
de anéis. Reciprocamente, suponhamos que M é um grupo aditivo abeliano e
¢: R — End(M) é um homomorfismo de anéis. Se mr = ¢,.(m) para todo

méeM er e R, entao M é um R-mddulo a direita.

Demonstracdo.  Suponhamos que M um R-moédulo a direita, entao pelas
propriedades que definem um R-mddulo a direita segue claramente que 6 é
um homomorfismo de anéis.

Reciprocamente, suponhamos que M é um grupo aditivo abeliano e ¢ :
R — End(M) é um homomorfismo de anéis. Assim, decorre das propri-

dades de ¢ ser homomorfismo de anéis que M é um R-modulo a direita. [

Lema 1.1.12. Sejam R, S,T anéis, M um (T, R)-bimddulo e N um (R, S)-
bimddulo. Entdo o produto tensorial M ®@pr N €é um (T, S)-bimdédulo com
t(m @ n)s = (tm) ® (ns). Além disso, se « : M — M' e : N —
N’ sao homomorfismos de (T, R)-bimddulos e (R, S)-bimddulos, respectiva-
mente, entio a @ : M Qg N — M’ ®@g N’ é um homomorfismo de (T, S)-

bimddulos.

Demonstracao. Sejam s € S e idy; o automorfismo identidade de M. Entao,
pelo Proposigao 1.1.10, idy;®s : MQN — M®N dado por idy@s(m®n) =
m ® ns é um endomorfismo do grupo abeliano M ®r N. Além disso, a
aplicagao ¢ : S — End(M @ N) dada por ¢(s) = idy ® s é claramente um
homomorfismo de anéis. Assim, pelo Lema 1.1.11, M ®g N é um S-médulo
a direita. Analogamente, M ®r N é um T-mddulo a esquerda. O restante é

de facil verificacao. O]



Proposicao 1.1.13. Sejam R e S anéis, M um R-mddulo a direita, N um
(R, S)-bimddulo e P um S-mddulo d esquerda. Entao (M ®r N) ®g P ~
M ®g (N ®g P).

Demonstragao. Para cada m € M, a aplicaggo v : N X P — (M @ N)® P
definida por ¥ (n,p) = (m®n)®p é bilinear, entdo, da propriedade universal
da definicao de produto tensorial, que existe um tnico homomorfismo de
grupos aditivos abelianos 6,, : N ® P — (M ® N) ® P. Além disso, a
aplicacdo ¢ : M x (N ® P) — (M ® N) ® P dada por ¢(m,q) = 0,,(q) é
também bilinear e segue, da propriedade universal da definicao de produto
tensorial, que existe ¢ : MR(NQP) — (MN)®P tal que p(m®(n®p)) =
(m ®n) ®p. De modo andlogo, construimos outra aplicacao que é a inversa

de ¢. Logo, ¢ é um isomorfismo. m

1.2 Categorias

Nesta secao iremos introduzir conceitos basicos em Teoria de Categorias,
pois tal linguagem serd amplamente utilizada no decorrer do trabalho. Para

mais detalhes veja [2] e [5].

Definicao 1.2.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos, deno-
tada por OBJe, tal que para cada par de objetos (A, B) de C associamos um
conjunto de morfismos de A para B, denotado por Hom¢(A, B), e para cada
A € C existe um morfismo identidade 14 € Home(A, A). Além disso, para
cada tripla A, B,C de objetos de C, existe uma operagao de composigao de

morfismos

Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f,9) —  gof

satisfazendo as seguintes propriedades:



(7)

(i)
(iid)

ho(gof)=(hog)o f, paratodo f € Home(A, B),g € Home(B,C)
e h € Home(C, D);

foly=1go f=f, paratodo f € Home(A, B);

Home(A, B) N Home(A', B') = 0, sempre que (A, B) # (A, B').

Agora iremos exibir alguns exemplos de categorias.

Exemplos:

(1)

A categoria dos conjuntos, isto é, a categoria onde os objetos sao con-
juntos e os morfismos sao as fungoes. Denotamos esta categoria por
Set;

A categoria dos anéis, isto é, a categoria onde os objetos sao anéis e os
morfismos sao os homomorfismos de anéis. Denotamos esta categoria

por Ring;

A categoria dos R-modulos, isto é, a categoria onde os objetos sao
R-médulos e os morfismos sao os homomorfismos de R-mddulos. De-

notamos esta categoria por R-Mod, onde R é um anel,;

A categoria dos grupos, isto é, a categoria onde os objetos sdao gru-
pos e os morfismos sao os homomorfismos de grupos. Denotamos esta

categoria por Grp;

Um grupo G pode ser visto como uma categoria, onde o conjunto G é
0 Unico objeto, os seus elementos sao os morfismos e a composicao é

induzida pela operacgao de G.

Definicao 1.2.2. Seja C uma categoria. Dizemos que um morfismo f €

Home (A, B) cinde se existe g € Home(B, A) tal que go f = 14. Por outro

lado,

um morfismo f € Home(A, B) co-cinde se existe g € Home(B, A) tal

que fog=1p.

10



Definicao 1.2.3. Seja C uma categoria. Dizemos que um morfismo f €
Home (A, B) é um isomorfismo se existe g € Home (B, A) tal que go f =14

e fog = 1p. Neste caso, os objetos A e B sao isomorfos e indicamos A ~ B.
Definigao 1.2.4. Seja C uma categoria.

(i) Dizemos que um morfismo f € Home(A, B) é um monomorfismo se

para quaisquer g,h € Hom¢(C, A) tais que fog = foh implica g = h;

(i7) Dizemos que um morfismo f € Home(A, B) é um epimorfismo se para

quaisquer g, h € Home (B, C) tais que go f = ho f implica g = h.

Definigao 1.2.5. Seja C uma categoria. Um objeto P de C ¢ dito projetivo
se para todo epimorfismo e € Home(M, N) e todo f € Home(P, N) existe

um morfismo f € Home(P, M) tal que eo f = f, isto é, o seguinte diagrama

r . lf

&
M—e>N

é comutativo.

Definigao 1.2.6. Seja C uma categoria. Um objeto @) de C é dito injetivo se
para todo monomorfismo m € Home (M, N) e todo f € Home(M, Q) existe

um morfismo f € Home (N, Q) tal que fom = f, isto é, o seguinte diagrama

Q

RS
¥ N
N

M——N

m

N

é comutativo.

11



Definigao 1.2.7. Sejam A e B categorias. Um funtor F' : A — B entre

as categorias A e B associa a cada objeto A de A um objeto F(A) de B e a
cada morfismo f : A — B em A um morfismo F(f) : F(A) — F(B) em

B satisfazendo as seguintes condicoes:
(i) F(fog)=F(f)oF(g);

(i) F(1a) = 1pa).-

Em muitos trabalhos a definicao acima aparece como funtor covariante
para diferenciar do conceito de funtor contravariante, mas no decorre do

trabalho usaremos a palavra funtor como em [5].

Definigao 1.2.8. Um funtor F' : A — B é dito fiel (respectivamente, pleno)
se para todo par de objetos A, B de A a aplicacao

F : Homyu(A,B) — Homp(F(A),F(B))
f — F(f)

é injetiva (respectivamente, sobrejetiva).

Definicao 1.2.9. Sejam F,H : A — B funtores. Uma transformacao

natural (ou morfismo funtorial) n : F — H é uma familia de morfismos
(na: F(A) — H(A))aea

tais que, para cada morfismo o : A — A’ em A o seguinte diagrama

F(A) = H(A)

nar

é comutativo, isto é, H(a) oy = na o F(a).

12



Definigao 1.2.10. Sejam F,H : A — B funtores. Uma transformacao
natural n : F — H é uma equivaléncia natural (ou isomorfismo funtorial)

se cada na : F(A) — H(A) é um isomorfismo em B, e escrevemos F' ~ H.

Definigao 1.2.11. Um funtor F': A — B é uma equivaléncia de categorias
se existe um funtor H : B — A tal que Ho FF >~ 14e Fo H ~ 1z. No
caso em que tivermos Ho ' =14 e Fo H = 1g, entao F é chamado um

isomorfismo de categorias ou A e B sao ditas isomorfas.

Proposigao 1.2.12. Um funtor F': A — B é uma equivaléncia de catego-

rias se, e somente se, valem as sequintes condigoes:
(i) F € pleno e fiel.
(17) Para cada'Y € B existe um X € A tal que Y ~ F(X).

Demonstracao. Suponhamos que F' é uma equivaléncia de categorias, entao
existe um funtor H : B — Atal que Ho F' >~ 14e FFo H ~ 1. Assim,
existe 7 : 14 — H o F uma equivaléncia natural tal que para todo morfismo

a: X — X' em A o seguinte diagrama

X (Ho F)(X)
a l(HoF)(oz)
X/U_)(’> (H o F)(X/)

é comutativo, ou seja, nx oa = (Ho F)(a)onx. Como nx: é um isomorfismo
podemos escrever a = ny, o (H o F)(a) o nx.

Sejam «, o’ : X — X’ morfismos em A tais que F(a) = F(a/). Apli-
cando, na ultima identidade, o funtor H obtemos (H o F)(a) = (H o F))(d/).
Dessa maneira, a =y o (H o F)(a) onx = nys o (H o F)(a/)ony = o',

Logo, F' é fiel.

Analogamente, conclui-se que H também é fiel.
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Agora, seja um morfismo g : F(X) — F(X'), considerando o morfismo
a: X — X' dado por a = nys o H(B) o nx obtemos o seguinte diagrama

)I(L(HOF)(X)

al lH(ﬂ)

—1
Nyt

X (o Y (X

comutativo, isto é, nxr oa = H(f) onx.

Como o seguinte diagrama

X5 (Ho F)(X)
e l(HoF)(a)
X,n—xf> (H o) F)(X/)

também é comutativo, isto é, ny: o« = (H o F')(«) o nx verificamos que
(H o F)(a) = H(B) e, como H é fiel, obtemos que F(a) = . Assim, F é
pleno.

Finalmente, como existe £ : 13 — F'o H uma equivaléncia natural, assim
para cada objeto Y em B existe o isomorfismo & : Y — F(H(Y)), o que
conclui uma parte da proposicao.

Reciprocamente, suponhamos que F' é pleno, fiel e que para cada objeto
Y em B existe um objeto X em A tal que Y ~ F(X). Definindo H : B — A
por H(Y) = X (temos os isomorfismos & : Y — (F o H)(Y)) e para cada
morfismo £ : Y — Y consideremos o morfismo &y o o 5;1 e obtemos que

o seguinte diagrama

Y - (Fo H)(Y)

B j&y/oﬂoﬁyl

Y —— (F o H)(Y")
Eyr
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¢ comutativo. Como F' é pleno e fiel, entao existe um tinico morfismo
H(B): HY)— H(Y")

tal que (F o H)(8) = &0 Bo &yt E facil ver que H : B — A é um funtor
e que { : 1g — F o H é uma equivaléncia natural.

Finalmente, para encontrar n : 14 — H o F', aplicamos F' em X e
consideramos {p(x) : FI(X) — (FoHoF)(X). Como F ¢é pleno e fiel, entao
Nx = F);,I(HoF)(X)(gF(Xﬂ : X — (H o F)(X) é um isomorfismo, que é facil
ver que ¢ natural, pois £ é natural.

]
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Capitulo 2

Separabilidade de Funtores

Neste capitulo apresentamos o conceito de separabilidade de funtores. Além
disto, iremos provar propriedades que sao preservadas pelas aplicagoes que
definem funtores separaveis e, finalizamos o capitulo caracterizando a sepa-
rabilidade dos funtores restricao e inducao, os quais sao introduzidos a partir

de um homomorfismo de anéis.

2.1 Funtor Separavel

O objetivo desta secao é apresentar o conceito de sepabilidade de funtores
que em 1989 foi introduzido por Nastasescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen
em [6].

Definigcao 2.1.1. Um funtor F': A — B é dito separavel se para cada par

de objetos M e N de A existe uma aplicagao
o Homg(F(M), F(N)) — Homu(M, N)
satisfazendo as seguintes condigoes:

S.F. 1 Para cada o € Homy(M, N) temos que ¢y, v(F(a)) = a;
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S.F. 2 Para cada par de objetos (M',N') de A, « € Homa(M,M"), g €
HOmA(N,N/>, f S HOmB(F(M)aF(N)) egc HomB(F(M/>7F(N/>>

tais que se o diagrama

F(M)—L~ F(N)

F(a)l lF(B)
F(M')—— F(N")

é comutativo, entao o diagrama

também é comutativo.

Lema 2.1.2. Seja F' : A — B um funtor em que o item S.F. 1 da Definicao

2.1.1 € valido. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) F satisfaz S.F. 2 da Defini¢ao 2.1.1.

(17) Para quaisquer M, N, R objetos de A, « € Hom (M, N), € Hom4(N, R),
f e Homp(F(M),F(N) eg € Homg(F(N), F(R)) temos que o} p(go
F(a)) = ¢ r(g) oo e o p(F(B) o f) = B owiyn(f)-

Demonstra¢ao. Suponhamos que F' é separavel. Aplicando a condigao S.F.

2, da Definicao 2.1.1, ao diagrama comutativo

goF (o)

F(M)Z22 F(R)
F(a>l jmm



obtemos o seguinte diagrama comutativo

M
N

W§[7R(QOF(Q))

@ﬁ,R(g)

isto ¢, 1rowpyy p(goF(a)) = ¢ r(g)oa. Logo, ¢ r(go F(a)) = ¢} rlg)oa.
Por outro lado, aplicando a condicao S.F. 2, da Definicao 2.1.1, ao diagrama

comutativo
F(M) — F(N)
F(1 M)l F(B)
F(M) ;55 F(R)
obtemos o seguinte diagrama comutativo
M ‘Pf\;‘/[’]v(f) N
1Ml lF(ﬁ)
M

oF, p(F(Bof))

isto 6, iy r(F(B)of)olar = Bowiy n(f). Logo, ¢y r(F(B)of) = Bowiy n(f)-

Reciprocamente, sejam o« € Hom(M,M'), B € Homy(N,N'), f €
Homp(F(M),F(N)) e g € Homg(F(M'), F(N")) tais que F(8)o f = go
F(a). Assim, por hipétese temos que @i (g 0 F(a)) = @y ni(g) o o e
ehin (F(B) o f) = Bowhn(f). Logo, ¢ip ni(g) o a = B oy v (f). O

O préximo resultado nos diz que, para funtores plenos, um funtor ser

separavel é equivalente a ser fiel.



Lema 2.1.3. Seja F' : A — B um funtor pleno. Entao, as sequintes

afirmacgoes sao equivalentes:
(1) F € fiel.
(1) F ¢é separdvel.

Demonstragao. (ii) = (i) Sejam v, B € Homy(M, N) tais que F(a) = F(5).
Entao, a =}, v(F(a)) = o5 v (F(8)) = B. Logo, F é fiel.

(i) = (27) Por hipdtese, temos que a aplicagdo Fyn : Homy(M,N) —
Homp(F(M),F(N)), dada por Fy n(a) = F(«), é bijetiva, para todo M,
N € A. Assim, para cada par de objetos M e N de A definimos a aplicagao
oyun=F ]\_4,1N' Iremos verificar que as condigoes S.F. 1 e S.F. 2 sao satisfeitas.

De fato, seja o € Homa(M,N), entdao oy, y(F (o)) = a e vale S.F. 1.
Agora, sejam M,N,M''N" € A, a € Homu(M,M'), B € Hom4(N,N’),
f € Homg(F(M),F(N))ege Homg(F(M'), F(N')) tais que o diagrama

F(M)—L~ F(N)
] e
F(M') —~ F(N)

é comutativo, isto é, F(f) o f = go F(a). Dessa maneira, oy, v (F(8)o f) =
@yn (g0 F(a)). Além disso, como Fiyn e Fypn sdo bijetivas, temos que
existem unicos morfismos f’, ¢’ tais que F(f’) = f e F(¢') = g ou, em outras

palavras, ' = goﬂN(f) eg = @fm,zw(g)'
Logo,

Bof = eun(F(Bof))
= un(F(B) o F(f))
= oun(F(B)of)
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= yn(goF(a))
= oy (F(g) o F(a))
= oun(F(g oa))

= goaq,

ou seja, o @y n(f) = @iy ar(g) 0 . Portanto, o diagrama

e n ()
M N
| }
M — N’
M’ N (9)
é comutativo, o que conclui a demonstracao que F' é separavel. O

2.2 Propriedades de Funtores Separaveis

Nesta secao vamos mostrar algumas propriedades que sao preservadas pelas
aplicagoes que definem funtores separaveis e que evidenciam a importancia

do conceito de separabilidade de funtores.

Proposigao 2.2.1. Sejam F : A — B e H : B — C funtores. Entao as

sequintes condig¢oes sao satisfeitas:
(1) Se F' e H sdo separdveis, entdo H o F' € separdvel.
(1i) Se H o F' € separdvel, entao F ¢é separdvel.

(1i1) Se F' é uma equivaléncia de categorias, entao F' € separdvel.
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Demonstragao. (i) Sejam F : A — B e H : B — C funtores separaveis.

Definimos

N Home((H o F)(M), (H o F)(N)) — Hom (M, N)

por ON°N = N © gog(M) F(v): Para cada par de objetos M, N de A. Ire-

mos mostrar que tais aplicacoes satisfazem as condicoes S.F. 1 e S.F. 2
da Definicao 2.1.1. De fato, seja a € Homu(M,N), entdao @i N((H o

F)(a)) = 90§4,N(90§(M),F(N)<H(F(a))) = QOJ}\},N(F(O‘)) = a. Agora, sejam
a € Homa(M, M), B € Homa(N,N'), f € Homc((Ho F)(M),(HoF)(N))
eg € Home((Ho F)(M'),(H o F)(N')) tais que o diagrama

(H o F)(M)—L~ (H o F)(N)
(HoF)(a)L L(HOF)(B)
(H o F)(M') —— (H o F)(N')
é comutativo, isto é, (H o F)(f)o f =go (H o F)(«).
Aplicando a condigao S.F. 2 da Definicao 2.1.1 ao funtor separavel H

obtemos que o diagrama

F(M) F(N)
F(a)l lF(B)
F(M) F(N'

é comutativo, isto é, F(B)O@g(M),F(N)(f) = @?(M,%F(N,)(Q)OF(a). Aplicando

a condi¢ao S.F. 2 da Definicao 2.1.1 ao funtor separavel F' obtemos que o
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diagrama
v e ()

‘| |s

M ——> N’

ehr i (@)
é comutativo, isto é, 3o el (f) = ol (9) o @, o que finaliza a demons-

tracao do item (3).
(77) Sejam F : A — B, H : B — C funtores e Ho F' : A — C um

funtor separavel. Definimos

ey - Homp(F(M), F(N)) — Homu(M, N)

por @i v = wirn © H, para cada par de objetos M, N de A. Iremos mostrar

que tais aplicacoes satisfazem as condicoes S.F. 1 e S.F. 2 da Definicao 2.1.1.
De fato, seja v € Homa(M, N), entao of; v(F(a)) = (¢ik o H)(F(a)) =
Pl ((HoF)(a)) = a. Agora, sejam o € Hom (M, M), 3 € Hom (N, N'),
f E Homg(F(M),F(N)) e g€ Homg(F(M'), F(N')) tais que o diagrama
F(M) —~ F(N)
F(a)l lF(ﬁ)
F(M'") ——~ F(N')

é comutativo, isto é, F(8)o f = go F(a). Aplicando o funtor H ao diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

(Ho F)(M)—" (5o F)(N)
(HOF)(a)l j(HOF)(ﬁ)
(H o F)(M") ——— (H o F)(\')

é comutativo, isto é, (H o F)(8) o H(f) = H(g) o (H o F)(«).
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Aplicando a condi¢ao S.F. 2 da Definigao 2.1.1 ao funtor separavel H o I

obtemos que o diagrama

M N

| |

M’ N’
<PAF4/7N/(9)

é comutativo, isto é, @i n/(g) 0 a = B o @i v(f), 0 que prova o item (i7).
(737) Suponhamos que F' é um equivaléncia de categorias. Assim, pela
Proposicao 1.2.12, temos que F' é pleno e fiel. Logo, pelo Lema 2.1.3, F' é

separavel, o que conclui a demonstracao. O

A separabilidade de um funtor F' : A — B nos permite, em geral,
deduzir propriedades de objetos ou morfismos da categoria A a partir de
propriedades correspondentes de objetos ou morfismos na categoria B. A

préxima proposicao mostra alguns exemplos de tais propriedades.

Proposigao 2.2.2. Sejam F : A — B um funtor separdvel e M, N objetos

em A. Entao, as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(1) Se f € Homa(M,N) e F(f) cinde entao f cinde.
(i) Se f € Homa(M,N) e F(f) co-cinde entio f co-cinde.
(7i1) Se F' preserva epimorfismo e F(M) € projetivo entdo M € projetivo.
(iv) Se F preserva monomorfismo e F (M) € injetivo entdo M € injetivo.
Demonstragao. (i) Suponhamos que F'(f) cinde, isto é, existe g € Hom4(F(N), F/(M))

tal que g o F'(f) = 1p). Assim, segue que o seguinte diagrama

Lr(ar)

F(f)l lF(lM)

g
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é comutativo. Aplicando a condigao S.F. 2 da Defini¢ao 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

1n
M

=

<

_~
—
S

N

=

‘Pﬁy]u (g)

é comutativo, isto é, ¢} ,/(g) o f = 1a. Logo, f cinde.
(77) Suponhamos que F'(f) co-cinde, isto é, existe g € Hom4(F(N), F(M))

tal que F'(f) o g = 1pw). Assim, segue que o seguinte diagrama

F(N)—— F(N)

Lr(v)

é comutativo. Aplicando a condigao S.F. 2 da Defini¢ao 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

N 50%,]%(9) M
1Nl f
N . N

é comutativo, isto é, f o gpﬁ,M(g) = 1y. Logo, f co-cinde.

(737) Suponhamos que F preserva epimorfismo e F'(M) é projetivo. Iremos
mostrar que M é projetivo. De fato, sejam f : P — ) um epimorfismo e
g : M — @ um morfismo na categoria A. Como F' preserva epimorfismo
temos que F(f) : F(P) — F(Q) é um epimorfismo e F(g) : F(M) —

F(Q) é um morfismo na categoria B. Como F(M) é projetivo, entao existe
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um morfismo h : F(M) — F(P) tal que o seguinte diagrama

F(P) 4 F(Q)
é comutativo, isto é, F/(f) o h = F(g). Dessa maneira, o seguinte diagrama

F(M)-"~F(P)
F<9>L lF(f)
FQ) 55 F(@)

¢é comutativo e aplicando a condi¢ao S.F. 2 da Defini¢ao 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

M- f”ﬁp_(h)_ =P
gt f
Q———Q

é comutativo, isto é, f o @}, p(h) = 1g o g = g. Logo, M é projetivo.

(iv) Suponhamos que F' preserva monomorfismo e F'(M) é injetivo. Ire-
mos mostrar que M ¢é injetivo. De fato, sejam f : P — () um monomor-
fismo e g : P — M um morfismo na categoria A. Assim, como F' preserva
monomorfismo temos que F(f) : F(P) — F(Q) é um monomorfismo e
F(g) : F(P) — F(M) é um morfismo na categoria B. Como F(M) ¢ in-
jetivo, entdo existe um morfismo h : F(Q) — F(M) tal que o seguinte
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diagrama

é comutativo, isto é, ho F(f) = F(g). Dessa maneira, o seguinte diagrama

F(lp)

F(P) = F(P)
(1) lF(g)
F(Q) -~ F(M)

é comutativo e aplicando a condi¢ao S.F. 2 da Defini¢ao 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

p—* -p
fl g
_____ - M
Q ‘PQ,M(h)
é comutativo, isto é, gpg,M(h) of =golp=g. Logo, M é injetivo. ]

2.3 Funtores Inducao e Restricao

Podemos estudar funtores separaveis em diversos contextos, mas a par-
tir desta secao focaremos em dois funtores que aparecem na situagao que

comegaremos a descrever abaixo.

Seja ¢ : R — S um morfismo na categoria dos anéis. Entao considera-
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mos o funtor restricao
Oy S —Mod — R — Mod

definido por p.(M) = M e p.(f) = f, onde a estrutura de R-Mod de M é
a seguinte: adicao em M continua a mesma e o produto por escalar é dado
por rm = @(r)m.

Além disso, consideramos o funtor inducao
o' R—Mod — S — Mod

definido por p*(M) = S®@r M e p*(f) = ids® f, onde a estrutura de S-Mod
em S ®@r M é dada por s(s' ® m) = (ss') ® m e a estrutura de R-Mod de S

¢é a seguinte: adi¢cao em S continua a mesma e o produto por escalar é dado

por sr = sp(r).

Definigao 2.3.1. Nas condigoes acima, dizemos que S/R é separédvel (ou

que S é separavel sobre R) se a aplicacao

Y S®RS — S
s®s — s.8

cinde como morfismo de (5, S)-bimédulos, isto é, existe um morfismo de
(S,.S)-bimédulos ¢ : S — S ®g S tal que ¢ o p = idg.

Seja S é um anel, entao denotamos por S o anel que mantém a adicao
de S e que inverte a multiplicacao, isto é, s.s’ = §'s, Vs, s’ € S. Assim, se S
é comutativo temos que S? = S.

A préxima proposi¢ao mostra que a definicao 2.3.1 é compativel com a

definicao de separabilidade para extensoes de anéis.

Proposicao 2.3.2. Sejam S um anel e R um subanel de S com mesma

unidade. Sao equivalentes:
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(1) O homomorfismo de (S, S)-bimddulos ¢ : S ®r S — S dado por
V(O T ®y) = . xy; cinde;
=1 i—1

(17) Existee = > a;, @ b; € S ®g S tal que > a;b; =1 € > aa; ® b; =
i=1 i=1 i=1

> a; ® bia, para todo a € S.
i=1

Demonstra¢ao. Suponhamos que o homomorfismo de (.5, .S)-bimédulos ¥ :

S ®pr S — S cinde, isto é, existe um homomorfismo de (S, .5)-bimédulos

S — S®r S tal que Yo = ids. Sejae = @(lg) = > a; @ b,
i=1

entdo 1g = ¥(p(lg)) = Y(e) = zn: a;b; e para qualquer a € S, ae = ap(lg) =
vlalg) = p(1ga) = p(lg)a = eclzflPortanto, e satisfaz as condigoes requeridas
em (7).

Reciprocamente, definindo ¢ : S — S ®r S por p(a) = ea. Notamos
que ¢ é homomorfismo de (S, S)-bimédulos, pois ¢(a) = ea = ae, Ya € S.
Além disso, ¥(p(a)) = (ae) = ap(e) = aiaibi =alg = a, Ya € S.
Logo, ¥ o ¢ = idg, e desta forma o homomoriéi;irlo de (5,.5)-bimédulos 9 :
S®prS — S cinde. O

Observagao: No ambito da teoria de extensoes de anéis se um anel S satis-
faz uma das condic¢oes da proposicao anterior dizemos que S é separavel sobre
R. Qualquer elemento e € S ®g S que satisfaga o item (7i) é idempotente,
sendo chamado de um idempotente de separabilidade de S sobre R. Para
anéis comutativos existe um unico idempotente de separabilidade de S sobre
R, as demonstracoes desses fatos sdo encontradas na pagina 22 de [9)].

O préximo teorema faz a conexao entre o conceito de separabilidade para

o funtor restricao e a separabilidade de S sobre R.

Teorema 2.3.3. Seja a situagao descrita no inicio desta secao. FEntao, ¢,

¢ separdvel se, e somente se, S/R € separdvel.
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Demonstragao. Suponhamos que ¢, é separavel. Sejam M, N (S, S)-bimédulos
e f: M — N um morfismo de (R, S)-bimddulos. Como ¢, é separavel,

entao existe uma aplicacao
YM,N : HomR—Mod(SO*(M)a 90*(N)) — HomS—Mod(Ma N)

satisfazendo as condigoes S.F. 1 e S.F. 2 da Definicao 2.1.1. Consideramos
g = oun(f) € Homg_poa(M, N). Iremos mostrar que g é um morfismo
de (S, S)-bimédulos. Para isto, basta mostrar que g é um homomorfismo de

S-médulos a direita. De fato, para cada s € S definimos os morfismos de

R-médulos oM (z) = zs, Vo € M e o (z) = xs, Vo € N. Entdo, o seguinte
diagrama
aM —L g N
o e
aM —L g N
é comutativo, pois (f o aM)(z) = f(aM(x)) = f(zs) = f(x)s = ¥ (f(x)) =
(@Y o f)(z) e, como a¥ = p,(aM) e ol = p.(a)), a condicio S.F. 2 da

Definigao 2.1.1 produz o seguinte diagrama

oM 2= ¢N

o e

M 2= ¢N

comutativo. Desta maneira, g(zs) = g(aM(z)) = (goaM)(z) = (a¥og)(z) =
aM(g(z)) = g(x)s, para todo z € M. Assim, g é um homomorfismo de S-
modulos a direita.

Agora, ao morfismo

Y S®rS — S
sQs — s.8
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associamos o morfismo

v oS — S®grS
s — 1®s

de (R, S)-bimddulos e, claramente, 1 o ¢’ = ids. Seja Y1 = @g559,51")
que é um morfismo de (S, S)-bimédulos como vimos na primeira etapa desta

demonstracao. Além disso, 1 o 9y = idg, isto é, ¥ cinde como um morfismo
de (5, S)-bimédulos. De fato,

Yoy = Popsseys(¥’)
= wss(pu(¥)) o)
= pss( o))
= pss(ids)
= ps.s(p«(ids))

= idg.

Reciprocamente, suponhamos que 1 cinde, isto é, existe um morfismo 6
de (S, 5)-bimédulos tal que 1) o = ids. Sejam gM, ¢N mddulos e f €
Homp_poa(p«(M), o.(N)). Para cada par M, N de S-médulos a esquerda

definimos a aplicagao

omN : Homp_poa(@x (M), 0. (N)) — Homs_proa(M, N)
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por oy n(f) = f, onde f fica definida pelo diagrama comutativo abaixo.

SopM—5% _gg.N

~ ~

S®rS®s M S®rS®s N

UM 0®id s PRidn UN
S ®Xg M S ®g N
M - N
f

Do diagrama acima é facil deduzir que f = f no caso em que f é S-linear,
assim o n(0:(f)) = emn(f) = f = f o que verifica a condicio S.F. 1 da
Definicao 2.1.1.

Agora, sejam up; - M — S ®Qr M, vy : S ®g N — N as composigoes
verticais respectivamente aos lados esquerdo e direito do diagrama acima.

Dados os S-mdédulos M, N' e « € Homg_proa(M, M"), 8 € Homs_nroa(N, N'),
g € Homp_proa(M', N') tal que o diagrama

f
(M) =M «(N) =N
¢*(a)=al l%(ﬁ)=5
(M) = M ———— 5, (N') = '

seja comutativo. E imediato que a comutatividade do diagrama acima produz
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a comutatividade do quadrado externo do diagrama abaixo.

ids®f

n

S®r M

X{\ unN
UM = UN
M f

_

®Qr N

idg®@a al lﬁ 1dg®S
M —— N’
M/

- g
/

S®r M ids®g S®r N’

Assim, como no diagrama acima as aplicagoes diagonais cindem (basta
observar o diagrama da pégina anterior e lembrar que 6 cinde 1)) obtemos
que o quadrado interno do diagrama é comutativo uma vez que o quadrado

externo do diagrama é comutativo. De fato,

Bof = (vyol(ids®pB)ouy)o (vyo(ids® f)ouy)
= vy o (ids ® ) o (ids ® f) o up
= vy o (ids ® g) o (idg ® a) o uyy
= (vnr o (ids ® g) oupr) o (vay o (ids @ ) o uyy)

= goa

Portanto, ¢, é separavel. O

Teorema 2.3.4. Seja a situagao descrita no inicio desta secao. Entao, p* é

separdvel se, e somente se, @ cinde como morfismo entre (R, R)-bimddulos.

Demonstracdo. Suponhamos que ¢* = S ®p — é separavel. Consideramos
v:S®rS — S®g R dada por y(s ® §') = 5./ ® 1.
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Dessa maneira, temos que

(Yo (ids®@@))(s@r) = ((ids ® ¢)(s @T))
= (s ®e(r))
= sp(r)el
= sr®l
= s,

isto é, a aplicacao ids ® ¢ = ¢*(¢) cinde e, pela Proposi¢ao 2.2.2, obtemos
que ¢ cinde como morfismo entre (R, R)-bimddulos.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ cinde, isto é, existe uma aplicagao ¢
R-linear tal que Yoy = idg. Sejam g M, RN médulose f € Homg_poa(p* (M), o*(N)).

Definimos a aplicacao
omn : Homg_pod(@* (M), " (N)) — Homp_proa(M, N)

por oy n(f) = f, onde f fica definida pelo diagrama comutativo abaixo.

S@RM S®R

@®ZdM '¢’®7»dN
R® R U wlR® R

Do diagrama acima é facil deduzir que f = f no caso em que f é R-linear.

Assim, o n(9*(f)) = omn(f) = f = f 0 que verifica a condigio S.F. 1 da
Definigao 2.1.1.

Sejam up; : M — SQr M, vy : S®r N — N as composicoes verticais
respectivamente aos lados esquerdo e direito do diagrama acima.

Dados os S-médulos M', N e a € Homp—proa(M, M'), p € Homgr_proa(N, N'),
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g € Homg_p10a(M’, N') tal que o diagrama

P (M) =S @p M ——"——>*(N)=S@r N
w*(oc)ids@aj Lw(mids@ﬁ
o (M) = S @ M’ P"(N') = S @ N’

seja comutativo.

Agora, consideramos o diagrama abaixo.

S®r M ! S®r N
X uUN
UM 1 UN
SN
ids®a al lﬁ ids®p

M —— N’

% (N

S@R M/ S®R N/

g

Como no diagrama acima as aplicagoes diagonais cindem (basta observar
o diagrama da pagina anterior e lembrar v cinde ¢) obtemos que o quadrado
interno do diagrama é comutativo uma vez que, por hipotese, o quadrado

externo do diagrama é comutativo. De fato,

Bof = (uno(ids®B)oun)o (vyofoun)
= vy o (ids @) o fouy
= vy ogo (ids ® a)ouy
= (vnrogouy)o (vy o (idsg @ ) ouyy)

= goa

Portanto, ¢* = S ®r — € separdvel.
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O proximo lema é uma adaptacao da Proposicao 1.2 do Capitulo XI, que

encontra-se na pagina 226, de [12].

Lema 2.3.5. As sequintes propriedades de um homomorfismo de anéis p :

R — S sdo equivalentes:
(1) ¢ € um epimorfismo na categoria dos anéis.

(1) A aplicagao ¥ : S ®r S — S, dada por ¥(s ® §') = s.8', € um

isomorfismo na categoria dos (S, S)-bimddulos.

Corolario 2.3.6. Se ¢ : R — S € um epimorfismo na categoria dos anéis

entao @, € um funtor separdvel.

Demonstra¢ao. Como ¢ é um epimorfimo, entao, pelo Lema 2.3.5, a aplicacao

v: S®S — S
s®s — s.8

é isomorfismo de (S, S)-bimédulos e assim 1) cinde como (5, S)-bimédulos, ou

seja, S/ R é separavel. Logo, pelo Teorema 2.3.3, o funtor ¢, é separavel. [
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Capitulo 3

Caso Graduado

Neste capitulo analisamos os funtores inducao e restricao no caso em que R
¢ um anel fortemente graduado por G e, em seguida, as condi¢oes necessarias
e suficientes para que R seja separavel sobre R., onde e é o elemento neutro

do grupo G.

3.1 Anéis Graduados

Iremos fazer uma breve introducao a anéis graduados e fortemente gradua-
dos por um grupo G, maiores detalhes sobre graduacao em anéis podem ser

encontrados em [7].

Definicao 3.1.1. Seja G um grupo. Um anel R é dito graduado por G se

existe uma familia de subgrupos aditivos R, de R tal que R = @ R, e
ceG
R,R. C R,,, para todo o, T € G.

Definicao 3.1.2. Sejam G um grupo e R um anel graduado por G. Um

elemento z € R, é dito homogéneo de grau o.

Definicao 3.1.3. Seja G um grupo. Um anel R graduado por G é dito
fortemente graduado por G se R, R, = R,,, para todo o, 7 € G.
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Agora iremos exibir alguns exemplos de anéis graduados e anéis forte-

mente graduados.

Exemplos:

(1) Seja Rum anel. Entéo o anel de polinomios R[X| ¢ um anel Z-graduado
pela graduacao R, = RX" sen > 0e R, = 0sen < 0. Assim
R[X] = @ R,. E facil ver que R[X] néo é fortemente graduado.

neL

(2) Seja R um anel. Entao o anel de polinomios de Laurent R[X, X 1] ¢
um anel Z-graduado pela graduagao R, = RX"™. Assim R[X, X 1] =
@ RX™. Além disso, R[X, X '] é fortemente graduado.

ne”L

(3) Seja K C E uma extensao de corpos, e suponhamos que E = K(a),

onde « é algébrico sobre K, com polinomio minimal da forma X" — a,

a € K. Entao, os elementos 1, o, a2, - -, a""! formam uma base de F
n—1

sobre K. Assim, £ = @ Ko, ou seja, E é Z,-graduado.
i=0

(4) O anel de grupo R[G] = € Rg é claramente fortemente graduado pelo
geG
grupo G.

Proposicao 3.1.4. Seja R = @ R, graduado pelo grupo G. Entdo valem
celG
as sequintes afirmacoes:

(1) 1 € R. e R, € um subanel de R, onde e é o elemento neutro de G.

(it) O inverso r=' de um elemento homogéneo r € U(R) também ¢é ho-

mogéneo, onde U(R) € o grupo dos elementos invertiveis em R.

(7i1) R € um anel fortemente graduado se, e somente se, 1 € R,R,-1 para
todo o € G.

Demonstragao. (i) Como R.R. C R., basta provar que 1 € R.. De fato,

temos que 1 = > r, com 1, € R,. Assim, para todo s, € Ry, (A € G),
oceG
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temos que sy = syl = Y saTy, € $AT, € R),. Consequentemente s)r, = 0
oceG
para o # e. Logo, sr, = 0 para todo o # e e todo s € R. Em particular

para s = 1 obtemos que r, = 0, para todo o # e. Portanto, 1 =r, € R,.

(i1) Assumimos que r € U(R)NRy. Ser~' = > (r71), com (r7'), € Ry,
oeG
entao 1 = rr~t = > r(r7!),. Como 1 € R, e r(r™!), C Ry, temos que
oeG
r(r~1), = 0 para todo o # A~'. Como r € U(R), entao (r'), = 0 para todo

o# X1 Logor™t = (r71)y-1 € Ry-1.

(747) Suponhamos que 1 € R, R,-1 para todo ¢ € G. Entao para o,7 € G

temos que
Ro7 = R.Ror = (RaRafl)RUT = RJ(RaflRUT) C R,R;.

e assim segue que R,R, = R,,, ou seja, R é fortemente graduado. A

reciproca é imediata por (i). ]

Observagao: Como R.R, = R,R. = R, temos que R, é um (R., R.)-

bimdédulo.

Lema 3.1.5. Seja R = @ R, fortemente graduado pelo grupo G. Se a € R
oeG

¢ tal que
aR, ={0} ou R,a=1{0}

para algum o € G, entao a = 0.

Demonstragao. Suponhamos que a R, = {0} para algum o € G, a € R.
Assim, {0} = {0}Ry-1 = (a Ry)Ry-1 = a (RyRy-1) = a R.. Da proposigao
anterior temos que 1 € R, entao a =al = 0.

Analogamente, mostra-se o outro lado. O

Observagao: Decorre do lema anterior que R, # {0}, para todo o € G.

Definicao 3.1.6. Seja S um subconjunto de anel R. O comutador de S em
R ¢é dado pelo conjunto Cg(S) = {a € R|ab="ba,Vb e S}.
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Observacao: Seja S um subconjunto de anel R, entao:
(i) Cgr(S) é um subanel de R;
(17) O centro de R, isto é Cr(R), é denotado por Z(R);
(17i) Se S ¢ um subanel de R, entao Z(S) C Cg(S).

Daqui para frente R = @ R, serd um anel fortemente graduado por G.
oceG
Assim, 1 € R, = R,R,-1 para cada ¢ € G e para cada ¢ € G existe um

inteiro positivo n, e elementos o) e R,, bfjll € R,—1,onde i € {1, ,ny},

tais que
i=1

Para todo z € Cr(R,), e em particular para todo z € Z(R.) C Cgr(R.),

e o € (G definimos

No

fol2) = Z a? bele.

i=1

Observagao: A definicao de f, é independente da escolha dos al )’s, b((le ’S.
De fato, dados inteiros positivos n,, n; e elementos a((,i ), cgj ) e R,, bfjll, dg_)l €
R,1,ondei € {l,---n,}ejc{l,--- n,}, tais que

Zagi) b((:zl =1 e chj) d((jj_)1 =1,
i=1 j=1

entdo para cada z € Cg(R.) temos que
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=1 j=1
= 1 ( a;>zb<z>1> - &9 g9 | 1
=1 j=1
= S a0 - 5SS
7=t €R. j=1 i=1
= 2 e a 0 =3l s ) =0
j=1 i=1 Pl

Lema 3.1.7. Sejam R = @ R, um anel fortemente graduado por G, e
oeG

escrevendo Zdagi) bfjll = 1 para algum n, > 0 e o) e R,, b9, € R,

o1
=1

para i € {1, - n,}. Além disso, para todo z € Cr(R.) define-se f,(z) por
folz) = S ad) zb[(jzl, para cada o € G.
i=1

Entao, as sequintes propridades sao vdlidas:

(1) fy(2) € o unico elemento de R satisfazendo ry z = f5(2) 15, Vrs € R,.

(i7) O grupo G age por automorfismos nos anéis Cr(R.) e Z(R.), com cada
o € G enviando cada z € Cr(R.) ou z € Z(R,) em fy(2).

(1ii) Z(R) = {z € Cr(R.) | fo(2) = 2,Yo € G}, isto é, Z(R) é o subanel
fizo Cr(R.)¢ de Cr(R.) com respeito a agdo de G.

Demonstragao. (i) Seja o € G. Se r, € R,, entao r, bszl € R,R,-1 = R,.
Assim, 7, bfll comuta com z € Cg(R,) para cadai € {1,---,n,} e segue que
fo(2)re = Z a((,’) z bgﬁl Ty = Z a((,z) bgzl Te 2 =Ty 2

i=1 i=1



Sejam z € Cr(R.) e z € R um elemento satisfazendo a2 = zal? para

todo ¢ € {1, -, n,}. Dessa maneira,

z) = Zaff)zbffll = Zxaffi) b((jzl =z
i=1 i=1

o que mostra que f,(z) é o tnico elemento que satisfaz a relacdo do item
(7) desse lema. Como R é fortemente graduado segue que se z € R, entao
fs(2) € R.. Em particular se z € Z(R.) C Cgr(R.), entdo f,(z) € Z(R,).
De fato, para z € Z(R,) e ¢ € R, temos que

cf(2) = lcf(z Zza J)b ; Zb(z)
=1 j=1 eRe
= YN 09289, b, = fo(2) el = f(2)e,

i=1 j=1

n

/

onde i a2 b;@l = 1. Com isto, somente resta verificar que f,(2) € Cr(R.)
j=1
para qualquer z € Cr(R.). Com efeito, se r, € R, e y € R,, entdao yr, €

R.R, = R, e, assim

(fo(D)Y)re = fol2)(yrs) = (7o) 2
= y(ro2) =y (fo(2)15) = (y fo(2)) 15

que é o mesmo que (fy(2) y—y f-(2)) R, = {0}. Pelo Lema 3.1.5, concluimos

que fo<z> Y= yfa(z)' LOgO, fa(z) € CR<R6)'
(77) Como 1 € R,, temos para cada z € Cr(R,) que

c=1z=f(2)1 = £(2).

Seo,T€ G, r, € Ry er, € R, entdo r,r, € R, e para z € Cg(R,) temos
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que

for(2) (ro77)

(ror7) 2 =714 (17 2) =76 (fr(2) 7r)

(ro f2(2)) 17 = (fo(fr(2)) 7o) 1 = [o(f7(2)) (r 7).

Os produtos da forma r,r, geram o submoédulo R,, e pelo Lema 3.1.5

concluimos que

fo(f+(2)) = for(2)

provando que (o, 2) — f,(2) é uma acdo de G no conjunto Cr(R,.). Seja o €

G e o fixamos. Pela definicao de f,(2), a aplicacao z — f,(2) é claramente

aditiva. Para algum inteiro positivo n,-1 sejam W e R,-1e d¥) e R,, onde

o=

na'*l . .
je{l,-- - ns1}, taisque 1 = > cgj,)l d¥) e definimos fo—1 por fo-1(2) =
j=1

> c((fj,)1 2d¥). Entao, para cada z € Cg(R.), temos que
j=1

Jo-1(fo(2))

n -1
()
j=1
n,—1
)
Ca__l
j=1
n,—1
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e com isto f,-1 é a inversa de f,. Para qualquer z,t € Cg(R.) e 7, € Ry,

temos que

fo(zt)re = 15(2t) = (ro2)t = (fo(2) o)t

Pelo Lema 3.1.5 temos que f,(zt) = f,(2) f,(t). Logo, para cada o € G, a
aplicacdo z — f,(z) é um automorfismo do anel Cr(R,).

(17i) Como R = €@ R, é um anel fortemente graduado por G, temos que
oeG

Z(R) = () Cr(R,) = {2 € Cr(Rc) | 2 € Cr(R,),¥o € G}
oeG

e o resultado segue do fato que um elemento z € Cg(R,) é R,-centralizante,
o € @G, se e somente se, f,(z) = z. De fato, se f,(2) = z para algum
z € Cg(R.), entao claramente z é R,-centralizante. Reciprocamente, supon-
hamos que z € Cg(R,.) é R,-centralizante, entao (f,(z) —z)R, = {0} e assim
pelo Lema 3.1.5 temos que f,(2) = 2.

m

3.2 Separabilidade de R/R.

Finalizamos este trabalho dando uma caracterizacao para a separabili-
dade de R sobre R, em funcao da sobrejetividade do trago e da finitude do
grupo GG, quando R ¢ fortemente graduado por G.

Sejam R um anel graduado por G e ¢ : R, — R o morfismo inclusao na

categoria dos anéis. O funtor restrigao

Yx: R—Mod — R, — Mod
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¢ definido por ¢.(M) = M e p.(f) = f, como foi definido no inicio da Segao
2.3.

O funtor inducao
¢*: Re— Mod — R — Mod

é definido por ¢*(M) = R®@gr, M e ¢*(f) = idg ® f, como foi definido no

inicio da Secao 2.3.

Teorema 3.2.1. (Uma outra versao do Teorema de Maschke) Seja R forte-
mente graduado por G. Entio, R/R. é separdvel se, e somente se, o trago
tr : Z(R.) — Z(R.) definido por tr(x) = > f.(x) é sobrejetivo e G é

ceqG
finito.

Demonstragao. Primeiramente, pela Proposi¢ao 2.3.2 temos que R/R, é se-
pardvel se, e somente se, existe um elemento s € R ®pg_ R tal que ¢(s) =1e
A8 = s\, para quaisquer A\, € R, eT € (.

Suponhamos que R/R,. seja separdvel, isto é, existe uma aplicagao de
(R, R)-bimé6dulos ¢ : R — R ®p, R tal que ¢ o9 = idg, onde ¢ é definida
por ¢(i T Q Yi) = En: TiY;.

Cogé Ré fortengrllte graduado por GG podemos considerar o isomorfismo

canonico de (R., R.)-bimddulos o dado por

a: Rp R — R
a®b — > a4, b "

o,7€G
Além disso, também podemos considerar para cada par de elementos

0,7 € G o isomorfismo canonico de (R,, R.)-bimédulos G, , dado por

/BO',T : Ro‘ ®Re RT — R
a®b  — a, b,

Consideramos as aplicagoes de (R, R)-bimédulos ¢/, 1" dadas pelo seguinte
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diagrama comutativo

@ RO’ ®RE RT

o,7€G

istoé, ¢ =aoper) =1poal.

Claramente temos que ¢'(1) = a(s) = s = > i al, ® b’ _, para algum
ceSi=1

subconjunto finito S de G e seja ¢y -1 = ¢/ (i al @ bi_l) paracadac € S.
i=1

Notamos que ¢, ,-1 € R, (uma vez que R,R,-1 = R, para cada o € S) e

além disso temos que

Y g = > W (Za @b )

oceSs oceSs

— (ZZ@ ®b’_1>

oges i=1

Como s’ é R.-centralizante (de fato, rs’ = a(rs) = a(sr) = s'r, para todo
r € R.) obtemos que ¢,,-1 € Z(R.) para cada 0 em S. Com efeito, sejam

r € R, e 0 € S. Dessa maneira,
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Sejam A\, € R, e 7 € G. Entao \;s' = §’\, produz (por comparacao da
parte homogénea da igualdade dos graus) > A\ra,®b,-1 = Y Grg @by—1,-1A;.
Assim, obtemos que A Cyo-1 = Crpp-1,-1A-. Agora, iremos mostrar que
(fr(coo=1) — Croo-1,-1) Ar = 0, para todo A, € R., onde f (c,o-1) =

n‘r . .
Yo alcy1bl .
i=1

De fato, sejam 0,7 € GG, entao temos que

fT(CU,ofl) AT = (Z CLi Coo—1 bi_1> )\7_

=1
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=1 €R.
nr
X
= E (az bl 1 Ar Cyp-1)
=1
nr
= E ar bl | A oot
=1
=1
= A Coot

Assim, f(¢;5-1) = Croo-1,-1. Em particular para ¢ = e, obtemos que

Crr—1 = fT(Ce,e> .

Desta maneira, t7(cee) = > fo(Cee) = Y €ro-1 = 1 € com isto obtemos
oceS ogeS
um elemento cujo trago igual a 1.

Além disto, G é finito, pois se GG fosse infinito entao existiria um 7 € G
tal que 7o ¢ S. Desta maneira, ¢,,,-1,-1 = 0 e segue que yc,,-1 = 0 para
todo y € R,. Logo, ¢,,-1 = 0, uma contradicao (escolha de ¢, ,-1!).

Reciprocamente, se existe um elemento u € Z(R,) tal que tr(u) = 1e G é

finito, entao podemos definir uma aplicacao de bimédulos ¢ : R — R®p, R
por ¢(r) =rs,onde s = Y (aLu®b ) e > albl_, =1. Assim, (og)(r) =
i=1

ceG

ri(s)=rtr(u)=r-1=r,VreR.
Portanto, R/R. é separével. O

Em 2006, publicou-se uma generalizacao do Teorema 3.2.1 para anéis
graduados por grupdides, essa generalizacao foi obtido por Patrik Lundstrom
em [4].

Corolario 3.2.2. Seja G um grupo finito de ordem n. Entdo, R|G] é

separdvel sobre R se, e somente se, n € invertivel em R.
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Demonstragio. Notamos que 1 = (1g) - (1g71), fy(x) =1 -2 -1 = z, para

todoge Getr(z)= ) f,(x)=> x=|G| -z =n-z. Assim, aplicando o
geG geG
Teorema 3.2.1 ao anel graduado R[G] (j4 que R. ~ R) obtemos o resultado

desejado. O]
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