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Graduados

por

Diego Zurawski Saldanha

Porto Alegre, 30 de novembro de 2010.



Dissertação submetida por Diego Zurawski Saldanha1 como requisito par-

cial para a obtenção do grau de Mestre em Matemática pelo Programa de
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Resumo

Neste trabalho estudamos funtores separáveis e suas propriedades. Es-

tudamos condições necessárias e suficientes para que os funtores restrição e

indução, associados a um homomorfismo de anéis, sejam separáveis. No caso

em que R é um anel fortemente graduado por um grupo G, mostramos que R

é separável sobre Re se, e somente se, G é finito e a função traço é sobrejetiva,

onde e é o elemento neutro do grupo G. Estes resultados foram apresentados

em 1989 por Nǎstǎsescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen em [6].
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Abstract

In this work we study separable functors and its properties. We study

necessary and sufficient conditions for the restriction functor and the induc-

tion functor to be separable. When R is strongly graded by a group G we

show that R is separable over Re if and only if G is finite and the trace func-

tion is surjective, where e is the identity element of G. These results were

presented in 1989 by Nǎstǎsescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen em [6].
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Introdução

O conceito de separabilidade tem sido estensivamente estudado no con-

texto de álgebras de Hopf, co-álgebras, co-módulos, álgebras não-associativas,

C∗-álgebras e temas relacionados. Nesta dissertação iremos estudar a sepa-

rabilidade de anéis de um ponto de vista funtorial, e para isto, vamos estudar

resultados obtidos em [6] referentes a funtores separáveis, em especial, para

o contexto de categorias de módulos sobre anéis graduados.

No primeiro caṕıtulo, apresentamos definições básicas, exemplos e resulta-

dos bem conhecidos na literatura sobre produto tensorial de módulos e sobre

a linguagem categórica, os quais são utilizados no decorrer do trabalho.

Na seção 1 do caṕıtulo 2 iremos apresentar o conceito de separabilidade

para funtores, introduzida por [6]. Na seção 2, provamos para um funtor

separável F : A −→ B que algumas propriedades válidas para objetos e

morfismos da categoria B são preservadas para os correspondentes objetos e

morfismo na categoria A. Na seção 3 consideramos o funtor restrição, ϕ∗, e

o funtor indução, ϕ∗, associados ao homomorfismo de anéis ϕ : R −→ S.

Os principais resultados deste caṕıtulo relacionam a separabilidade de

ϕ∗ à separabilidade de S sobre R, a qual é definida em termos da cisão da

aplicação canônica ψ : S⊗RS −→ S como aplicação de (S, S)-bimódulos, e a

separabilidade do funtor ϕ∗ à cisão de ϕ como aplicação de (R,R)-bimódulos.
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Funtores separáveis e suas propriedades tem várias aplicações, mas no

caṕıtulo 3 nos restringimos aos funtores indução e restrição no contexto da

teoria de anéis graduados associados ao homomorfismo inclusão, ϕ : Re −→
R, onde R é um anel fortemente graduado por um grupo G e e é o elemento

neutro de G.

A separabilidade do funtor restrição para anéis graduados será vista no

Teorema 3.2.1 que diz que se R for fortemente graduado por G então R é

separável sobre Re se, e somente se, G é finito e a função traço é sobrejetiva.

No presente trabalho, todos os anéis considerados são com unidade e U(R)

representa o conjunto dos elementos do anel R que são invert́ıveis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados sobre produto

tensorial entre módulos e categorias que serão utilizados nos caṕıtulos poste-

riores. Estes resultados, apesar de serem bem conhecidos, são apresentados

para a comodidade do leitor.

1.1 Produto Tensorial

Nesta seção construimos o produto tensorial entre módulos e estabelecemos

algumas propriedades básicas. Assumimos aqui, e durante o decorrer do

trabalho, um conhecimento elementar sobre anéis e módulos que pode ser

encontrado nas referências [1] e [10].

Definição 1.1.1. Sejam M um grupo aditivo abeliano e R, S anéis. Então

M é dito um (R, S)-bimódulo, e o denotamos por RMS, se M é um R-módulo

à esquerda, um S-módulo à direita e se satisfaz a relação (rm)s = r(ms) para

todo r ∈ R, s ∈ S e m ∈M .

Definição 1.1.2. SejamM,N ambos (R, S)-bimódulos. Então uma aplicação

ϕ : M −→ N é um homomorfismo de bimódulos se é simultaneamente ho-

momorfismo de R-módulos à esquerda e S-módulos à direita.
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Definição 1.1.3. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita, N um R-

módulo à esquerda e G um grupo aditivo abeliano. Então, uma aplicação

ϕ : M ×N −→ G é dita bilinear se satisfaz as seguintes condições:

(i) ϕ(m1 +m2, n) = ϕ(m1, n) +ϕ(m2, n), para todo m1,m2 ∈M e n ∈ N ;

(ii) ϕ(m,n1 + n2) = ϕ(m,n1) + ϕ(m,n2), para todo m ∈M e n1, n2 ∈ N ;

(iii) ϕ(mr, n) = ϕ(m, rn), para todo m ∈M , n ∈ N e r ∈ R.

Aplicações que satisfazem as condições (i) e (ii) são ditas biaditivas e

aplicações cumprem a condição (iii) são ditas balanceadas.

Observação: É fácil ver que se ϕ : M ×N −→ G é bilinear e α : G −→ G′

é um homomorfismo de grupos aditivos abelianos, então a aplicação α ◦ ϕ :

M ×N −→ G′ também é bilinear.

A observação acima é a base para a definição de produto tensorial que

segue abaixo.

Definição 1.1.4. Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à

esquerda. Um produto tensorial de MR e RN é um grupo abeliano T com

uma aplicação bilinear τ : M ×N −→ T tais que para todo grupo abeliano

G e aplicação bilinear ϕ : M × N −→ G existe um único homomorfismo de

grupos α : T −→ G satisfazendo α ◦ τ = ϕ, isto é, o seguinte diagrama

T

α

��

M ×N

τ
;;

ϕ
##
G

é comutativo.
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Proposição 1.1.5. Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à

esquerda. Então, existe um produto tensorial de MR e RN .

Demonstração. Seja o grupo abeliano livre S = S(M,N), onde os geradores

são os elementos do produto cartesiano M × N , em outras palavras, todo

elemento de S é uma soma finita da forma
∑

(m,n)∈M×N
zm,n(m,n) com zm,n ∈ Z.

Além disso, seja S0 = S0(M,N) o subgrupo de S gerado por todos os

elementos da forma

(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n)

(m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2)

(mr, n)− (m, rn)

onde m,m1,m2 ∈ M , n, n1, n2 ∈ N e r ∈ R. A partir de agora chamamos o

grupo aditivo abeliano S/S0 de T . É fácil ver que M ×N é uma Z-base para

S e com isto, a restrição do epimorfismo π : S −→ S/S0 a M × N produz

uma aplicação τ : M × N −→ T e indicamos a imagem de (m,n) através τ

por m ⊗ n. Assim, qualquer elemento S0 é levado por τ no zero de S/S0 e

segue da definição de S0 que

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n

m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2

mr ⊗ n = m⊗ rn

onde m,m1,m2 ∈ M , n, n1, n2 ∈ N e r ∈ R. Assim, τ é uma aplicação

bilinear. Iremos mostrar que (T, τ) é um produto tensorial. De fato, seja

ϕ : M×N −→ G uma aplicação bilinear e como os elementos (m,n) formam

uma Z-base para S = S(M,N), então podemos definir um homomorfismo de

grupos abelianos α′ : S −→ G dado por

α′

 ∑
(m,n)∈M×N

zm,n(m,n)

 =
∑

(m,n)∈M×N

zm,nϕ(m,n).

5



Além disso, como ϕ é bilinear segue que α′ leva os geradores de S0 em

zero e com isto, S0 está contido no Ker(α′). Desta maneira, α′ se fatora

através de S/S0, em outras palavras, existe um homomorfismo α : T −→ G

tal que α(m⊗n) = ϕ(m,n). Notamos que α é unicamente determinada, pois

os elementos m⊗n geram T . Logo, (T, τ) é um produto tensorial de MR por

RN .

Proposição 1.1.6. Se (T, τ) e (T ′, τ ′) são produtos tensoriais de MR e RN ,

então existe um isomorfismo α : T −→ T ′ tal que α ◦ τ = τ ′.

Demonstração. Como (T, τ) é um produto tensorial de MR e RN e τ ′ é

bilinear, então existe α : T −→ T ′ tal que α ◦ τ = τ ′. Analogamente,

como (T ′, τ ′) é um produto tensorial de MR e RN , τ é bilinear, então existe

α′ : T ′ −→ T tal que α′◦τ ′ = τ . Assim, α′◦α◦τ = α′◦τ ′ = τ = idT ◦τ e pela

unicidade da fatoração sobre τ temos que α′ ◦ α = idT . De modo análogo,

α ◦ α′ = idT ′ , o que prova que α é um isomorfismo.

A partir de agora escrevemos T = M⊗RN ou, simplesmente, T = M⊗N
quando não tivermos dúvida do anel em que estamos trabalhando.

Proposição 1.1.7. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita e N um

R-módulo à esquerda. Então, as seguintes propriedades são válidas:

(i) M ⊗R R 'M ;

(ii) R⊗R N ' N .

Demonstração. Definimos τ : M ×R −→M por τ(m, r) = mr. A aplicação

τ é bilinear, pois M é um R-módulo à direita. Iremos mostrar que (M, τ) é

um produto tensorial de M por R sobre R. De fato, seja ϕ : M × R −→ G

uma aplicação bilinear. Assim, ϕ pode ser fatorada sobre τ de modo único

através de α : M −→ G definida por α(m) = ϕ(m, 1). Logo, (M, τ) é um

produto tensorial de M por R sobre R. E pela unicidade do produto tensorial

concluimos que M ⊗R R 'M . De modo análogo, se prova o item (ii).
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Proposição 1.1.8. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita e (Ni)i∈I

uma famı́lia de R-módulos à esquerda. Então M⊗R (
⊕
i∈I

Ni) '
⊕
i∈I

(M⊗RNi).

Demonstração. Seja o homomorfismo de grupos abelianos

α : M ⊗R (
⊕
i∈I

Ni) −→
⊕
i∈I

(M ⊗R Ni)

tal que α(m⊗ (ni)i∈I) = (m⊗ ni)i∈I . Por outro lado, seja o homomorfismo

de grupos abelianos

β :
⊕
i∈I

(M ⊗R Ni) −→M ⊗R (
⊕
i∈I

Ni)

tal que β((mi ⊗ ni)i∈I) =
∑
i∈I

(mi ⊗ λi(ni)), onde λi : Ni −→
⊕
i∈I

Ni são as

aplicações inclusões. É fácil ver que β é a inversa de α. Logo, α é um

isomorfismo. O que prova o resultado.

Proposição 1.1.9. Sejam R um anel, (Mi)i∈I uma famı́lia de R-módulos à

direita e N um R-módulo à esquerda. Então (
⊕
i∈I

Mi)⊗RN '
⊕
i∈I

(Mi⊗RN).

Demonstração. A prova é análoga a prova da proposição 1.1.8.

Proposição 1.1.10. Sejam M,M ′,M ′′ R-módulos à direita e N,N ′, N ′′ R-

módulos à esquerda. Se α : M −→M ′ e β : N −→ N ′ são R-homomorfismos,

então existe um homomorfismo natural de grupos abelianos α ⊗ β : M ⊗R
N −→ M ′ ⊗R N ′ tal que (α ⊗ β)(m⊗ n) = α(m)⊗ β(n) para todo m ∈ M ,

n ∈ N . Além disto, se α′ : M ′ −→ M ′′ e β′ : N ′ −→ N ′′ são também

R-homomorfismos, então (α′⊗ β′) ◦ (α⊗ β) = (α′ ◦α)⊗ (β′ ◦ β). Se α,β são

R-isomorfismos, então α⊗ β também é um R-isomorfismo.

Demonstração. Seja a aplicação ϕ : M × N −→ M ′ ⊗ N ′ dada por

ϕ((m,n)) = α(m) ⊗ β(n). Segue da definição que ϕ é bilinear. Assim,

pela propriedade universal da definição de produto tensorial temos que ex-

iste um único homomorfismo de grupos abelianos γ tal que γ ◦ τ = ϕ. É fácil
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ver que γ(m⊗ n) = α(m)⊗ β(n) para todo m ∈M e n ∈ N e, neste caso, γ

é o homomorfismo α⊗ β do enunciado desta proposição.

As demais propriedades seguem facilmente através de definições apropri-

adas de aplicações no conjunto de geradores {m⊗ n|m ∈M,n ∈ N}.

Lema 1.1.11. Sejam M um R-módulo à direita, r ∈ R e definimos θr :

M −→ M por θr(m) = mr. Então, θ : R −→ End(M) é um homomorfismo

de anéis. Reciprocamente, suponhamos que M é um grupo aditivo abeliano e

φ : R −→ End(M) é um homomorfismo de anéis. Se mr = φr(m) para todo

m ∈M e r ∈ R, então M é um R-módulo à direita.

Demonstração. Suponhamos que M um R-módulo à direita, então pelas

propriedades que definem um R-módulo à direita segue claramente que θ é

um homomorfismo de anéis.

Reciprocamente, suponhamos que M é um grupo aditivo abeliano e φ :

R −→ End(M) é um homomorfismo de anéis. Assim, decorre das propri-

dades de φ ser homomorfismo de anéis que M é um R-módulo à direita.

Lema 1.1.12. Sejam R, S, T anéis, M um (T,R)-bimódulo e N um (R, S)-

bimódulo. Então o produto tensorial M ⊗R N é um (T, S)-bimódulo com

t(m ⊗ n)s = (tm) ⊗ (ns). Além disso, se α : M −→ M ′ e β : N −→
N ′ são homomorfismos de (T,R)-bimódulos e (R, S)-bimódulos, respectiva-

mente, então α⊗ β : M ⊗RN −→M ′⊗RN ′ é um homomorfismo de (T, S)-

bimódulos.

Demonstração. Sejam s ∈ S e idM o automorfismo identidade de M . Então,

pelo Proposição 1.1.10, idM⊗s : M⊗N −→M⊗N dado por idM⊗s(m⊗n) =

m ⊗ ns é um endomorfismo do grupo abeliano M ⊗R N . Além disso, a

aplicação ϕ : S −→ End(M ⊗N) dada por ϕ(s) = idM ⊗ s é claramente um

homomorfismo de anéis. Assim, pelo Lema 1.1.11, M ⊗R N é um S-módulo

à direita. Analogamente, M ⊗R N é um T -módulo à esquerda. O restante é

de fácil verificação.
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Proposição 1.1.13. Sejam R e S anéis, M um R-módulo à direita, N um

(R, S)-bimódulo e P um S-módulo á esquerda. Então (M ⊗R N) ⊗S P '
M ⊗R (N ⊗S P ).

Demonstração. Para cada m ∈M , a aplicação ψ : N × P −→ (M ⊗N)⊗ P
definida por ψ(n, p) = (m⊗n)⊗p é bilinear, então, da propriedade universal

da definição de produto tensorial, que existe um único homomorfismo de

grupos aditivos abelianos θm : N ⊗ P −→ (M ⊗ N) ⊗ P . Além disso, a

aplicação φ : M × (N ⊗ P ) −→ (M ⊗ N) ⊗ P dada por φ(m, q) = θm(q) é

também bilinear e segue, da propriedade universal da definição de produto

tensorial, que existe ϕ : M⊗(N⊗P ) −→ (M⊗N)⊗P tal que ϕ(m⊗(n⊗p)) =

(m⊗ n)⊗ p. De modo análogo, construimos outra aplicação que é a inversa

de ϕ. Logo, ϕ é um isomorfismo.

1.2 Categorias

Nesta seção iremos introduzir conceitos básicos em Teoria de Categorias,

pois tal linguagem será amplamente utilizada no decorrer do trabalho. Para

mais detalhes veja [2] e [5].

Definição 1.2.1. Uma categoria C consiste de uma classe de objetos, deno-

tada por OBJC, tal que para cada par de objetos (A,B) de C associamos um

conjunto de morfismos de A para B, denotado por HomC(A,B), e para cada

A ∈ C existe um morfismo identidade 1A ∈ HomC(A,A). Além disso, para

cada tripla A,B,C de objetos de C, existe uma operação de composição de

morfismos

HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

(f, g) 7−→ g ◦ f

satisfazendo as seguintes propriedades:
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(i) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , para todo f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C)

e h ∈ HomC(C,D);

(ii) f ◦ 1A = 1B ◦ f = f , para todo f ∈ HomC(A,B);

(iii) HomC(A,B) ∩HomC(A′, B′) = ∅, sempre que (A,B) 6= (A′, B′).

Agora iremos exibir alguns exemplos de categorias.

Exemplos:

(1) A categoria dos conjuntos, isto é, a categoria onde os objetos são con-

juntos e os morfismos são as funções. Denotamos esta categoria por

Set;

(2) A categoria dos anéis, isto é, a categoria onde os objetos são anéis e os

morfismos são os homomorfismos de anéis. Denotamos esta categoria

por Ring;

(3) A categoria dos R-módulos, isto é, a categoria onde os objetos são

R-módulos e os morfismos são os homomorfismos de R-módulos. De-

notamos esta categoria por R-Mod, onde R é um anel;

(4) A categoria dos grupos, isto é, a categoria onde os objetos são gru-

pos e os morfismos são os homomorfismos de grupos. Denotamos esta

categoria por Grp;

(5) Um grupo G pode ser visto como uma categoria, onde o conjunto G é

o único objeto, os seus elementos são os morfismos e a composição é

induzida pela operação de G.

Definição 1.2.2. Seja C uma categoria. Dizemos que um morfismo f ∈
HomC(A,B) cinde se existe g ∈ HomC(B,A) tal que g ◦ f = 1A. Por outro

lado, um morfismo f ∈ HomC(A,B) co-cinde se existe g ∈ HomC(B,A) tal

que f ◦ g = 1B.
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Definição 1.2.3. Seja C uma categoria. Dizemos que um morfismo f ∈
HomC(A,B) é um isomorfismo se existe g ∈ HomC(B,A) tal que g ◦ f = 1A

e f ◦ g = 1B. Neste caso, os objetos A e B são isomorfos e indicamos A ' B.

Definição 1.2.4. Seja C uma categoria.

(i) Dizemos que um morfismo f ∈ HomC(A,B) é um monomorfismo se

para quaisquer g, h ∈ HomC(C,A) tais que f ◦ g = f ◦h implica g = h;

(ii) Dizemos que um morfismo f ∈ HomC(A,B) é um epimorfismo se para

quaisquer g, h ∈ HomC(B,C) tais que g ◦ f = h ◦ f implica g = h.

Definição 1.2.5. Seja C uma categoria. Um objeto P de C é dito projetivo

se para todo epimorfismo e ∈ HomC(M,N) e todo f ∈ HomC(P,N) existe

um morfismo f ∈ HomC(P,M) tal que e ◦ f = f , isto é, o seguinte diagrama

P
f

~~
f

��
M e

// N

é comutativo.

Definição 1.2.6. Seja C uma categoria. Um objeto Q de C é dito injetivo se

para todo monomorfismo m ∈ HomC(M,N) e todo f ∈ HomC(M,Q) existe

um morfismo f ∈ HomC(N,Q) tal que f ◦m = f , isto é, o seguinte diagrama

Q

M m
//

f

OO

N

f
``

é comutativo.
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Definição 1.2.7. Sejam A e B categorias. Um funtor F : A −→ B entre

as categorias A e B associa a cada objeto A de A um objeto F (A) de B e a

cada morfismo f : A −→ B em A um morfismo F (f) : F (A) −→ F (B) em

B satisfazendo as seguintes condições:

(i) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g);

(ii) F (1A) = 1F (A).

Em muitos trabalhos a definição acima aparece como funtor covariante

para diferenciar do conceito de funtor contravariante, mas no decorre do

trabalho usaremos a palavra funtor como em [5].

Definição 1.2.8. Um funtor F : A −→ B é dito fiel (respectivamente, pleno)

se para todo par de objetos A,B de A a aplicação

F : HomA(A,B) −→ HomB(F (A), F (B))

f 7−→ F (f)

é injetiva (respectivamente, sobrejetiva).

Definição 1.2.9. Sejam F,H : A −→ B funtores. Uma transformação

natural (ou morfismo funtorial) η : F −→ H é uma famı́lia de morfismos

(ηA : F (A) −→ H(A))A∈A

tais que, para cada morfismo α : A −→ A′ em A o seguinte diagrama

F (A)
ηA //

F (α)
��

H(A)

H(α)
��

F (A′) ηA′
// H(A′)

é comutativo, isto é, H(α) ◦ ηA = ηA′ ◦ F (α).
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Definição 1.2.10. Sejam F,H : A −→ B funtores. Uma transformação

natural η : F −→ H é uma equivalência natural (ou isomorfismo funtorial)

se cada ηA : F (A) −→ H(A) é um isomorfismo em B, e escrevemos F ' H.

Definição 1.2.11. Um funtor F : A −→ B é uma equivalência de categorias

se existe um funtor H : B −→ A tal que H ◦ F ' 1A e F ◦ H ' 1B. No

caso em que tivermos H ◦ F = 1A e F ◦ H = 1B, então F é chamado um

isomorfismo de categorias ou A e B são ditas isomorfas.

Proposição 1.2.12. Um funtor F : A −→ B é uma equivalência de catego-

rias se, e somente se, valem as seguintes condições:

(i) F é pleno e fiel.

(ii) Para cada Y ∈ B existe um X ∈ A tal que Y ' F (X).

Demonstração. Suponhamos que F é uma equivalência de categorias, então

existe um funtor H : B −→ A tal que H ◦ F ' 1A e F ◦ H ' 1B. Assim,

existe η : 1A −→ H ◦F uma equivalência natural tal que para todo morfismo

α : X −→ X ′ em A o seguinte diagrama

X
ηX //

α

��

(H ◦ F )(X)

(H◦F )(α)
��

X ′ ηX′
// (H ◦ F )(X ′)

é comutativo, ou seja, ηX′ ◦α = (H ◦F )(α)◦ηX . Como ηX′ é um isomorfismo

podemos escrever α = η−1X′ ◦ (H ◦ F )(α) ◦ ηX .

Sejam α, α′ : X −→ X ′ morfismos em A tais que F (α) = F (α′). Apli-

cando, na última identidade, o funtor H obtemos (H ◦F )(α) = (H ◦F )(α′).

Dessa maneira, α = η−1X′ ◦ (H ◦ F )(α) ◦ ηX = η−1X′ ◦ (H ◦ F )(α′) ◦ ηX = α′.

Logo, F é fiel.

Analogamente, conclui-se que H também é fiel.
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Agora, seja um morfismo β : F (X) −→ F (X ′), considerando o morfismo

α : X −→ X ′ dado por α = η−1X′ ◦H(β) ◦ ηX obtemos o seguinte diagrama

X
ηX //

α

��

(H ◦ F )(X)

H(β)

��
X ′ (H ◦ F )(X ′)

η−1
X′oo

comutativo, isto é, ηX′ ◦ α = H(β) ◦ ηX .

Como o seguinte diagrama

X
ηX //

α

��

(H ◦ F )(X)

(H◦F )(α)
��

X ′ ηX′
// (H ◦ F )(X ′)

também é comutativo, isto é, ηX′ ◦ α = (H ◦ F )(α) ◦ ηX verificamos que

(H ◦ F )(α) = H(β) e, como H é fiel, obtemos que F (α) = β. Assim, F é

pleno.

Finalmente, como existe ξ : 1B −→ F ◦H uma equivalência natural, assim

para cada objeto Y em B existe o isomorfismo ξY : Y −→ F (H(Y )), o que

conclui uma parte da proposição.

Reciprocamente, suponhamos que F é pleno, fiel e que para cada objeto

Y em B existe um objeto X em A tal que Y ' F (X). Definindo H : B −→ A
por H(Y ) = X(temos os isomorfismos ξY : Y −→ (F ◦H)(Y )) e para cada

morfismo β : Y −→ Y ′ consideremos o morfismo ξY ′ ◦ β ◦ ξ−1Y e obtemos que

o seguinte diagrama

Y
ξY //

β

��

(F ◦H)(Y )

ξY ′◦β◦ξ
−1
Y

��
Y ′

ξY ′
// (F ◦H)(Y ′)
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é comutativo. Como F é pleno e fiel, então existe um único morfismo

H(β) : H(Y ) −→ H(Y ′)

tal que (F ◦H)(β) = ξY ′ ◦ β ◦ ξ−1Y . É fácil ver que H : B −→ A é um funtor

e que ξ : 1B −→ F ◦H é uma equivalência natural.

Finalmente, para encontrar η : 1A −→ H ◦ F , aplicamos F em X e

consideramos ξF (X) : F (X) −→ (F ◦H ◦F )(X). Como F é pleno e fiel, então

ηX = F−1X,(H◦F )(X)(ξF (X)) : X −→ (H ◦ F )(X) é um isomorfismo, que é fácil

ver que é natural, pois ξ é natural.
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Caṕıtulo 2

Separabilidade de Funtores

Neste caṕıtulo apresentamos o conceito de separabilidade de funtores. Além

disto, iremos provar propriedades que são preservadas pelas aplicações que

definem funtores separáveis e, finalizamos o caṕıtulo caracterizando a sepa-

rabilidade dos funtores restrição e indução, os quais são introduzidos a partir

de um homomorfismo de anéis.

2.1 Funtor Separável

O objetivo desta seção é apresentar o conceito de sepabilidade de funtores

que em 1989 foi introduzido por Nǎstǎsescu, Van Den Bergh e Van Oystaeyen

em [6].

Definição 2.1.1. Um funtor F : A −→ B é dito separável se para cada par

de objetos M e N de A existe uma aplicação

ϕFM,N : HomB(F (M), F (N)) −→ HomA(M,N)

satisfazendo as seguintes condições:

S.F. 1 Para cada α ∈ HomA(M,N) temos que ϕFM,N(F (α)) = α;
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S.F. 2 Para cada par de objetos (M ′, N ′) de A, α ∈ HomA(M,M ′), β ∈
HomA(N,N ′), f ∈ HomB(F (M), F (N)) e g ∈ HomB(F (M ′), F (N ′))

tais que se o diagrama

F (M)
f //

F (α)

��

F (N)

F (β)

��
F (M ′) g

// F (N ′)

é comutativo, então o diagrama

M
ϕFM,N (f)

//

α
��

N

β
��

M ′
ϕF
M′,N′ (g)

// N ′

também é comutativo.

Lema 2.1.2. Seja F : A −→ B um funtor em que o item S.F. 1 da Definição

2.1.1 é válido. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) F satisfaz S.F. 2 da Definição 2.1.1.

(ii) Para quaisquer M,N,R objetos de A, α ∈ HomA(M,N), β ∈ HomA(N,R),

f ∈ HomB(F (M), F (N) e g ∈ HomB(F (N), F (R)) temos que ϕFM,R(g◦
F (α)) = ϕFN,R(g) ◦ α e ϕFM,R(F (β) ◦ f) = β ◦ ϕFM,N(f).

Demonstração. Suponhamos que F é separável. Aplicando a condição S.F.

2, da Definição 2.1.1, ao diagrama comutativo

F (M)
g◦F (α)//

F (α)
��

F (R)

F (1R)
��

F (N) g
// F (R)
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obtemos o seguinte diagrama comutativo

M
ϕFM,R(g◦F (α))

//

α
��

R

1R
��

N
ϕFN,R(g)

// R

isto é, 1R◦ϕFM,R(g◦F (α)) = ϕFN,R(g)◦α. Logo, ϕFM,R(g◦F (α)) = ϕFN,R(g)◦α.

Por outro lado, aplicando a condição S.F. 2, da Definição 2.1.1, ao diagrama

comutativo

F (M)
f //

F (1M )

��

F (N)

F (β)

��
F (M)

F (β)◦f
// F (R)

obtemos o seguinte diagrama comutativo

M
ϕFM,N (f)

//

1M
��

N

F (β)
��

M
ϕFM,R(F (β◦f))

// R

isto é, ϕFM,R(F (β)◦f)◦1M = β◦ϕFM,N(f). Logo, ϕFM,R(F (β)◦f) = β◦ϕFM,N(f).

Reciprocamente, sejam α ∈ HomA(M,M ′), β ∈ HomA(N,N ′), f ∈
HomB(F (M), F (N)) e g ∈ HomB(F (M ′), F (N ′)) tais que F (β) ◦ f = g ◦
F (α). Assim, por hipótese temos que ϕFM,N ′(g ◦ F (α)) = ϕFM ′,N ′(g) ◦ α e

ϕFM,N ′(F (β) ◦ f) = β ◦ ϕFM,N(f). Logo, ϕFM ′,N ′(g) ◦ α = β ◦ ϕFM,N(f).

O próximo resultado nos diz que, para funtores plenos, um funtor ser

separável é equivalente a ser fiel.
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Lema 2.1.3. Seja F : A −→ B um funtor pleno. Então, as seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) F é fiel.

(ii) F é separável.

Demonstração. (ii)⇒ (i) Sejam α, β ∈ HomA(M,N) tais que F (α) = F (β).

Então, α = ϕFM,N(F (α)) = ϕFM,N(F (β)) = β. Logo, F é fiel.

(i)⇒ (ii) Por hipótese, temos que a aplicação FM,N : HomA(M,N) −→
HomB(F (M), F (N)), dada por FM,N(α) = F (α), é bijetiva, para todo M ,

N ∈ A. Assim, para cada par de objetos M e N de A definimos a aplicação

ϕFM,N = F−1M,N . Iremos verificar que as condições S.F. 1 e S.F. 2 são satisfeitas.

De fato, seja α ∈ HomA(M,N), então ϕFM,N(F (α)) = α e vale S.F. 1.

Agora, sejam M,N,M ′, N ′ ∈ A, α ∈ HomA(M,M ′), β ∈ HomA(N,N ′),

f ∈ HomB(F (M), F (N)) e g ∈ HomB(F (M ′), F (N ′)) tais que o diagrama

F (M)
f //

F (α)
��

F (N)

F (β)
��

F (M ′) g
// F (N ′)

é comutativo, isto é, F (β) ◦ f = g ◦F (α). Dessa maneira, ϕFM,N ′(F (β) ◦ f) =

ϕFM,N ′(g ◦ F (α)). Além disso, como FM,N e FM ′,N ′ são bijetivas, temos que

existem únicos morfismos f ′, g′ tais que F (f ′) = f e F (g′) = g ou, em outras

palavras, f ′ = ϕFM,N(f) e g′ = ϕFM ′,N ′(g).

Logo,

β ◦ f ′ = ϕFM,N ′(F (β ◦ f ′))

= ϕFM,N ′(F (β) ◦ F (f ′))

= ϕFM,N ′(F (β) ◦ f)

19



= ϕFM,N ′(g ◦ F (α))

= ϕFM,N ′(F (g′) ◦ F (α))

= ϕFM,N ′(F (g′ ◦ α))

= g′ ◦ α,

ou seja, β ◦ ϕFM,N(f) = ϕFM ′,N ′(g) ◦ α. Portanto, o diagrama

M
ϕFM,N (f)

//

α
��

N

β
��

M ′
ϕF
M′,N′ (g)

// N ′

é comutativo, o que conclui a demonstração que F é separável.

2.2 Propriedades de Funtores Separáveis

Nesta seção vamos mostrar algumas propriedades que são preservadas pelas

aplicações que definem funtores separáveis e que evidenciam a importância

do conceito de separabilidade de funtores.

Proposição 2.2.1. Sejam F : A −→ B e H : B −→ C funtores. Então as

seguintes condições são satisfeitas:

(i) Se F e H são separáveis, então H ◦ F é separável.

(ii) Se H ◦ F é separável, então F é separável.

(iii) Se F é uma equivalência de categorias, então F é separável.
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Demonstração. (i) Sejam F : A −→ B e H : B −→ C funtores separáveis.

Definimos

ϕH◦FM,N : HomC((H ◦ F )(M), (H ◦ F )(N)) −→ HomA(M,N)

por ϕH◦FM,N = ϕFM,N ◦ ϕHF (M),F (N), para cada par de objetos M,N de A. Ire-

mos mostrar que tais aplicações satisfazem as condições S.F. 1 e S.F. 2

da Definição 2.1.1. De fato, seja α ∈ HomA(M,N), então ϕH◦FM,N((H ◦
F )(α)) = ϕFM,N(ϕHF (M),F (N)(H(F (α))) = ϕFM,N(F (α)) = α. Agora, sejam

α ∈ HomA(M,M ′), β ∈ HomA(N,N ′), f ∈ HomC((H ◦F )(M), (H ◦F )(N))

e g ∈ HomC((H ◦ F )(M ′), (H ◦ F )(N ′)) tais que o diagrama

(H ◦ F )(M)
f //

(H◦F )(α)
��

(H ◦ F )(N)

(H◦F )(β)
��

(H ◦ F )(M ′) g
// (H ◦ F )(N ′)

é comutativo, isto é, (H ◦ F )(β) ◦ f = g ◦ (H ◦ F )(α).

Aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 ao funtor separável H

obtemos que o diagrama

F (M)
ϕH
F (M),F (N)

(f)
//

F (α)
��

F (N)

F (β)
��

F (M ′)
ϕH
F (M′),F (N′)(g)

// F (N ′)

é comutativo, isto é, F (β)◦ϕHF (M),F (N)(f) = ϕHF (M ′),F (N ′)(g)◦F (α). Aplicando

a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 ao funtor separável F obtemos que o
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diagrama

M
ϕH◦FM,N (f)

//

α
��

N

β
��

M ′
ϕH◦F
M′,N′ (g)

// N ′

é comutativo, isto é, β ◦ ϕH◦FM,N(f) = ϕH◦FM ′,N ′(g) ◦ α, o que finaliza a demons-

tração do item (i).

(ii) Sejam F : A −→ B, H : B −→ C funtores e H ◦ F : A −→ C um

funtor separável. Definimos

ϕFM,N : HomB(F (M), F (N)) −→ HomA(M,N)

por ϕFM,N = ϕH◦FM,N ◦H, para cada par de objetos M,N de A. Iremos mostrar

que tais aplicações satisfazem as condições S.F. 1 e S.F. 2 da Definição 2.1.1.

De fato, seja α ∈ HomA(M,N), então ϕFM,N(F (α)) = (ϕH◦FM,N ◦ H)(F (α)) =

ϕH◦FM,N((H◦F )(α)) = α. Agora, sejam α ∈ HomA(M,M ′), β ∈ HomA(N,N ′),

f ∈ HomB(F (M), F (N)) e g ∈ HomB(F (M ′), F (N ′)) tais que o diagrama

F (M)
f //

F (α)

��

F (N)

F (β)

��
F (M ′) g

// F (N ′)

é comutativo, isto é, F (β)◦f = g ◦F (α). Aplicando o funtor H ao diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

(H ◦ F )(M)
H(f) //

(H◦F )(α)
��

(H ◦ F )(N)

(H◦F )(β)
��

(H ◦ F )(M ′)
H(g)

// (H ◦ F )(N ′)

é comutativo, isto é, (H ◦ F )(β) ◦H(f) = H(g) ◦ (H ◦ F )(α).
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Aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 ao funtor separável H ◦F
obtemos que o diagrama

M
ϕFM,N (f)

//

α
��

N

β
��

M ′
ϕF
M′,N′ (g)

// N ′

é comutativo, isto é, ϕFM ′,N ′(g) ◦ α = β ◦ ϕFM,N(f), o que prova o item (ii).

(iii) Suponhamos que F é um equivalência de categorias. Assim, pela

Proposição 1.2.12, temos que F é pleno e fiel. Logo, pelo Lema 2.1.3, F é

separável, o que conclui a demonstração.

A separabilidade de um funtor F : A −→ B nos permite, em geral,

deduzir propriedades de objetos ou morfismos da categoria A a partir de

propriedades correspondentes de objetos ou morfismos na categoria B. A

próxima proposição mostra alguns exemplos de tais propriedades.

Proposição 2.2.2. Sejam F : A −→ B um funtor separável e M,N objetos

em A. Então, as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Se f ∈ HomA(M,N) e F (f) cinde então f cinde.

(ii) Se f ∈ HomA(M,N) e F (f) co-cinde então f co-cinde.

(iii) Se F preserva epimorfismo e F (M) é projetivo então M é projetivo.

(iv) Se F preserva monomorfismo e F (M) é injetivo então M é injetivo.

Demonstração. (i) Suponhamos que F (f) cinde, isto é, existe g ∈ HomA(F (N), F (M))

tal que g ◦ F (f) = 1F (M). Assim, segue que o seguinte diagrama

F (M)
1F (M) //

F (f)
��

F (M)

F (1M )
��

F (N) g
// F (M)

23



é comutativo. Aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

M
1M //

f
��

M

1M
��

N
ϕFN,M (g)

//M

é comutativo, isto é, ϕFN,M(g) ◦ f = 1M . Logo, f cinde.

(ii) Suponhamos que F (f) co-cinde, isto é, existe g ∈ HomA(F (N), F (M))

tal que F (f) ◦ g = 1F (N). Assim, segue que o seguinte diagrama

F (N)
g //

F (1N )

��

F (M)

F (f)

��
F (N)

1F (N)

// F (N)

é comutativo. Aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

N
ϕFN,M (g)

//

1N
��

M

f
��

N
1N

// N

é comutativo, isto é, f ◦ ϕFN,M(g) = 1N . Logo, f co-cinde.

(iii) Suponhamos que F preserva epimorfismo e F (M) é projetivo. Iremos

mostrar que M é projetivo. De fato, sejam f : P −→ Q um epimorfismo e

g : M −→ Q um morfismo na categoria A. Como F preserva epimorfismo

temos que F (f) : F (P ) −→ F (Q) é um epimorfismo e F (g) : F (M) −→
F (Q) é um morfismo na categoria B. Como F (M) é projetivo, então existe
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um morfismo h : F (M) −→ F (P ) tal que o seguinte diagrama

F (M)
h

zz
F (g)

��
F (P )

F (f)
// F (Q)

é comutativo, isto é, F (f) ◦ h = F (g). Dessa maneira, o seguinte diagrama

F (M) h //

F (g)
��

F (P )

F (f)
��

F (Q)
F (1Q)

// F (Q)

é comutativo e aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

M
ϕFM,P (h) //

g

��

P

f
��

Q
1Q

// Q

é comutativo, isto é, f ◦ ϕFM,P (h) = 1Q ◦ g = g. Logo, M é projetivo.

(iv) Suponhamos que F preserva monomorfismo e F (M) é injetivo. Ire-

mos mostrar que M é injetivo. De fato, sejam f : P −→ Q um monomor-

fismo e g : P −→ M um morfismo na categoria A. Assim, como F preserva

monomorfismo temos que F (f) : F (P ) −→ F (Q) é um monomorfismo e

F (g) : F (P ) −→ F (M) é um morfismo na categoria B. Como F (M) é in-

jetivo, então existe um morfismo h : F (Q) −→ F (M) tal que o seguinte
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diagrama

F (M)

F (P )
F (f)

//

F (g)

OO

F (Q)

h
dd

é comutativo, isto é, h ◦ F (f) = F (g). Dessa maneira, o seguinte diagrama

F (P )
F (1P ) //

F (f)
��

F (P )

F (g)
��

F (Q)
h
// F (M)

é comutativo e aplicando a condição S.F. 2 da Definição 2.1.1 no diagrama

acima obtemos que o seguinte diagrama

P
1P //

f
��

P

g

��
Q

ϕFQ,M (h)
//M

é comutativo, isto é, ϕFQ,M(h) ◦ f = g ◦ 1P = g. Logo, M é injetivo.

2.3 Funtores Indução e Restrição

Podemos estudar funtores separáveis em diversos contextos, mas a par-

tir desta seção focaremos em dois funtores que aparecem na situação que

começaremos a descrever abaixo.

Seja ϕ : R −→ S um morfismo na categoria dos anéis. Então considera-
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mos o funtor restrição

ϕ∗ : S −Mod −→ R−Mod

definido por ϕ∗(M) = M e ϕ∗(f) = f , onde a estrutura de R-Mod de M é

a seguinte: adição em M continua a mesma e o produto por escalar é dado

por rm = ϕ(r)m.

Além disso, consideramos o funtor indução

ϕ∗ : R−Mod −→ S −Mod

definido por ϕ∗(M) = S⊗RM e ϕ∗(f) = idS⊗f , onde a estrutura de S-Mod

em S ⊗RM é dada por s(s′ ⊗m) = (ss′)⊗m e a estrutura de R-Mod de S

é a seguinte: adição em S continua a mesma e o produto por escalar é dado

por sr = sϕ(r).

Definição 2.3.1. Nas condições acima, dizemos que S/R é separável (ou

que S é separável sobre R) se a aplicação

ψ : S ⊗R S −→ S

s⊗ s′ 7−→ s.s′

cinde como morfismo de (S, S)-bimódulos, isto é, existe um morfismo de

(S, S)-bimódulos ϕ : S −→ S ⊗R S tal que ψ ◦ ϕ = idS.

Seja S é um anel, então denotamos por Sop o anel que mantém a adição

de S e que inverte a multiplicação, isto é, s.s′ = s′s, ∀s, s′ ∈ S. Assim, se S

é comutativo temos que Sop = S.

A próxima proposição mostra que a definição 2.3.1 é compat́ıvel com a

definição de separabilidade para extensões de anéis.

Proposição 2.3.2. Sejam S um anel e R um subanel de S com mesma

unidade. São equivalentes:
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(i) O homomorfismo de (S, S)-bimódulos ψ : S ⊗R S −→ S dado por

ψ(
n∑
i=1

xi ⊗ yi) =
n∑
i=1

xiyi cinde;

(ii) Existe e =
n∑
i=1

ai ⊗ bi ∈ S ⊗R Sop tal que
n∑
i=1

aibi = 1 e
n∑
i=1

aai ⊗ bi =

n∑
i=1

ai ⊗ bia, para todo a ∈ S.

Demonstração. Suponhamos que o homomorfismo de (S, S)-bimódulos ψ :

S ⊗R S −→ S cinde, isto é, existe um homomorfismo de (S, S)-bimódulos

ϕ : S −→ S ⊗R S tal que ψ ◦ ϕ = idS. Seja e = ϕ(1S) =
n∑
i=1

ai ⊗ bi,

então 1S = ψ(ϕ(1S)) = ψ(e) =
n∑
i=1

aibi e para qualquer a ∈ S, ae = aϕ(1S) =

ϕ(a1S) = ϕ(1Sa) = ϕ(1S)a = ea. Portanto, e satisfaz as condições requeridas

em (ii).

Reciprocamente, definindo ϕ : S −→ S ⊗R S por ϕ(a) = ea. Notamos

que ϕ é homomorfismo de (S, S)-bimódulos, pois ϕ(a) = ea = ae, ∀a ∈ S.

Além disso, ψ(ϕ(a)) = ψ(ae) = aψ(e) = a
n∑
i=1

aibi = a1S = a, ∀a ∈ S.

Logo, ψ ◦ ϕ = idS, e desta forma o homomorfismo de (S, S)-bimódulos ψ :

S ⊗R S −→ S cinde.

Observação: No âmbito da teoria de extensões de anéis se um anel S satis-

faz uma das condições da proposição anterior dizemos que S é separável sobre

R. Qualquer elemento e ∈ S ⊗R S que satisfaça o item (ii) é idempotente,

sendo chamado de um idempotente de separabilidade de S sobre R. Para

anéis comutativos existe um único idempotente de separabilidade de S sobre

R, as demonstrações desses fatos são encontradas na página 22 de [9].

O próximo teorema faz a conexão entre o conceito de separabilidade para

o funtor restrição e a separabilidade de S sobre R.

Teorema 2.3.3. Seja a situação descrita no ińıcio desta seção. Então, ϕ∗

é separável se, e somente se, S/R é separável.
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Demonstração. Suponhamos que ϕ∗ é separável. SejamM , N (S, S)-bimódulos

e f : M −→ N um morfismo de (R, S)-bimódulos. Como ϕ∗ é separável,

então existe uma aplicação

ϕM,N : HomR−Mod(ϕ∗(M), ϕ∗(N)) −→ HomS−Mod(M,N)

satisfazendo as condições S.F. 1 e S.F. 2 da Definição 2.1.1. Consideramos

g = ϕM,N(f) ∈ HomS−Mod(M,N). Iremos mostrar que g é um morfismo

de (S, S)-bimódulos. Para isto, basta mostrar que g é um homomorfismo de

S-módulos à direita. De fato, para cada s ∈ S definimos os morfismos de

R-módulos αMs (x) = xs, ∀x ∈ M e αNs (x) = xs, ∀x ∈ N . Então, o seguinte

diagrama

RM
f //

αMs
��

RN

αNs
��

RM
f //

RN

é comutativo, pois (f ◦ αMs )(x) = f(αMs (x)) = f(xs) = f(x)s = αNs (f(x)) =

(αNs ◦ f)(x) e, como αMs = ϕ∗(α
M
s ) e αNs = ϕ∗(α

N
s ), a condição S.F. 2 da

Definição 2.1.1 produz o seguinte diagrama

SM
g //

αMs
��

SN

αNs
��

SM
g //

SN

comutativo. Desta maneira, g(xs) = g(αMs (x)) = (g◦αMs )(x) = (αNs ◦g)(x) =

αNs (g(x)) = g(x)s, para todo x ∈ M . Assim, g é um homomorfismo de S-

módulos à direita.

Agora, ao morfismo

ψ : S ⊗R S −→ S

s⊗ s′ 7−→ s.s′
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associamos o morfismo

ψ′ : S −→ S ⊗R S
s 7−→ 1⊗ s

de (R, S)-bimódulos e, claramente, ψ ◦ ψ′ = idS. Seja ψ1 = ϕS,S⊗RS(ψ′)

que é um morfismo de (S, S)-bimódulos como vimos na primeira etapa desta

demonstração. Além disso, ψ ◦ ψ1 = idS, isto é, ψ cinde como um morfismo

de (S, S)-bimódulos. De fato,

ψ ◦ ψ1 = ψ ◦ ϕS,S⊗RS(ψ′)

= ϕS,S(ϕ∗(ψ) ◦ ψ′)

= ϕS,S(ψ ◦ ψ′)

= ϕS,S(idS)

= ϕS,S(ϕ∗(idS))

= idS.

Reciprocamente, suponhamos que ψ cinde, isto é, existe um morfismo θ

de (S, S)-bimódulos tal que ψ ◦ θ = idS. Sejam SM , SN módulos e f ∈
HomR−Mod(ϕ∗(M), ϕ∗(N)). Para cada par M,N de S-módulos à esquerda

definimos a aplicação

ϕM,N : HomR−Mod(ϕ∗(M), ϕ∗(N)) −→ HomS−Mod(M,N)
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por ϕM,N(f) = f̃ , onde f̃ fica definida pelo diagrama comutativo abaixo.

S ⊗RM
idS⊗f // S ⊗R N

'
��

vN

||

S ⊗R S ⊗S M

'

OO

S ⊗R S ⊗S N
ψ⊗idN
��

S ⊗S M

θ⊗idM

OO

S ⊗S N
'
��

M

'
OO

f̃

//

uM

<<

N

Do diagrama acima é fácil deduzir que f̃ = f no caso em que f é S-linear,

assim ϕM,N(ϕ∗(f)) = ϕM,N(f) = f̃ = f o que verifica a condição S.F. 1 da

Definição 2.1.1.

Agora, sejam uM : M −→ S ⊗R M , vN : S ⊗R N −→ N as composições

verticais respectivamente aos lados esquerdo e direito do diagrama acima.

Dados os S-módulosM ′, N ′ e α ∈ HomS−Mod(M,M ′), β ∈ HomS−Mod(N,N
′),

g ∈ HomR−Mod(M
′, N ′) tal que o diagrama

ϕ∗(M) = M
f //

ϕ∗(α)=α
��

ϕ∗(N) = N

ϕ∗(β)=β
��

ϕ∗(M
′) = M ′

g
// ϕ∗(N

′) = N ′

seja comutativo. É imediato que a comutatividade do diagrama acima produz
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a comutatividade do quadrado externo do diagrama abaixo.

S ⊗RM
vM

%%

idS⊗α

��

idS⊗f // S ⊗R N

vNzz

idS⊗β

��

M
uM

ee

α
��

f̃ // N

β
��

uN
::

M ′

uM′zz

g̃
// N ′

uN′

$$

S ⊗RM ′

vM′
::

idS⊗g
// S ⊗R N ′

vN′

dd

Assim, como no diagrama acima as aplicações diagonais cindem (basta

observar o diagrama da página anterior e lembrar que θ cinde ψ) obtemos

que o quadrado interno do diagrama é comutativo uma vez que o quadrado

externo do diagrama é comutativo. De fato,

β ◦ f̃ = (vN ′ ◦ (idS ⊗ β) ◦ uN) ◦ (vN ◦ (idS ⊗ f) ◦ uM)

= vN ′ ◦ (idS ⊗ β) ◦ (idS ⊗ f) ◦ uM
= vN ′ ◦ (idS ⊗ g) ◦ (idS ⊗ α) ◦ uM
= (vN ′ ◦ (idS ⊗ g) ◦ uM ′) ◦ (vM ′ ◦ (idS ⊗ α) ◦ uM)

= g̃ ◦ α

Portanto, ϕ∗ é separável.

Teorema 2.3.4. Seja a situação descrita no ińıcio desta seção. Então, ϕ∗ é

separável se, e somente se, ϕ cinde como morfismo entre (R,R)-bimódulos.

Demonstração. Suponhamos que ϕ∗ = S ⊗R − é separável. Consideramos

γ : S ⊗R S −→ S ⊗R R dada por γ(s⊗ s′) = s.s′ ⊗ 1.
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Dessa maneira, temos que

(γ ◦ (idS ⊗ ϕ))(s⊗ r) = γ((idS ⊗ ϕ)(s⊗ r))

= γ(s⊗ ϕ(r))

= sϕ(r)⊗ 1

= sr ⊗ 1

= s⊗ r,

isto é, a aplicação idS ⊗ ϕ = ϕ∗(ϕ) cinde e, pela Proposição 2.2.2, obtemos

que ϕ cinde como morfismo entre (R,R)-bimódulos.

Reciprocamente, suponhamos que ϕ cinde, isto é, existe uma aplicação ψ

R-linear tal que ψ◦ϕ = idR. Sejam RM , RN módulos e f ∈ HomS−Mod(ϕ
∗(M), ϕ∗(N)).

Definimos a aplicação

ϕM,N : HomS−Mod(ϕ
∗(M), ϕ∗(N)) −→ HomR−Mod(M,N)

por ϕM,N(f) = f̃ , onde f̃ fica definida pelo diagrama comutativo abaixo.

S ⊗RM
f // S ⊗R N

ψ⊗idN
��

vN

��

R⊗RM

ϕ⊗idM

OO

R⊗R N
'
��

M

'
OO

f̃

//

uM

__

N

Do diagrama acima é fácil deduzir que f̃ = f no caso em que f é R-linear.

Assim, ϕM,N(ϕ∗(f)) = ϕM,N(f) = f̃ = f o que verifica a condição S.F. 1 da

Definição 2.1.1.

Sejam uM : M −→ S⊗RM , vN : S⊗RN −→ N as composições verticais

respectivamente aos lados esquerdo e direito do diagrama acima.

Dados os S-módulosM ′, N ′ e α ∈ HomR−Mod(M,M ′), β ∈ HomR−Mod(N,N
′),
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g ∈ HomS−Mod(M
′, N ′) tal que o diagrama

ϕ∗(M) = S ⊗RM
f //

ϕ∗(α)=idS⊗α
��

ϕ∗(N) = S ⊗R N
ϕ∗(β)=idS⊗β
��

ϕ∗(M ′) = S ⊗RM ′
g

// ϕ∗(N ′) = S ⊗R N ′

seja comutativo.

Agora, consideramos o diagrama abaixo.

S ⊗RM
vM

%%

idS⊗α

��

f // S ⊗R N

vNzz

idS⊗β

��

M
uM

ee

α
��

f̃ // N

β
��

uN
::

M ′

uM′zz

g̃
// N ′

uN′

$$

S ⊗RM ′

vM′
::

g
// S ⊗R N ′

vN′

dd

Como no diagrama acima as aplicações diagonais cindem (basta observar

o diagrama da página anterior e lembrar ψ cinde ϕ) obtemos que o quadrado

interno do diagrama é comutativo uma vez que, por hipótese, o quadrado

externo do diagrama é comutativo. De fato,

β ◦ f̃ = (vN ′ ◦ (idS ⊗ β) ◦ uN) ◦ (vN ◦ f ◦ uM)

= vN ′ ◦ (idS ⊗ β) ◦ f ◦ uM
= vN ′ ◦ g ◦ (idS ⊗ α) ◦ uM
= (vN ′ ◦ g ◦ uM ′) ◦ (vM ′ ◦ (idS ⊗ α) ◦ uM)

= g̃ ◦ α

Portanto, ϕ∗ = S ⊗R − é separável.
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O próximo lema é uma adaptação da Proposição 1.2 do Caṕıtulo XI, que

encontra-se na página 226, de [12].

Lema 2.3.5. As seguintes propriedades de um homomorfismo de anéis ϕ :

R −→ S são equivalentes:

(i) ϕ é um epimorfismo na categoria dos anéis.

(ii) A aplicação ψ : S ⊗R S −→ S, dada por ψ(s ⊗ s′) = s.s′, é um

isomorfismo na categoria dos (S, S)-bimódulos.

Corolário 2.3.6. Se ϕ : R −→ S é um epimorfismo na categoria dos anéis

então ϕ∗ é um funtor separável.

Demonstração. Como ϕ é um epimorfimo, então, pelo Lema 2.3.5, a aplicação

ψ : S ⊗R S −→ S

s⊗ s′ 7−→ s.s′

é isomorfismo de (S, S)-bimódulos e assim ψ cinde como (S, S)-bimódulos, ou

seja, S/R é separável. Logo, pelo Teorema 2.3.3, o funtor ϕ∗ é separável.
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Caṕıtulo 3

Caso Graduado

Neste caṕıtulo analisamos os funtores indução e restrição no caso em que R

é um anel fortemente graduado por G e, em seguida, as condições necessárias

e suficientes para que R seja separável sobre Re, onde e é o elemento neutro

do grupo G.

3.1 Anéis Graduados

Iremos fazer uma breve introdução a anéis graduados e fortemente gradua-

dos por um grupo G, maiores detalhes sobre graduação em anéis podem ser

encontrados em [7].

Definição 3.1.1. Seja G um grupo. Um anel R é dito graduado por G se

existe uma famı́lia de subgrupos aditivos Rσ de R tal que R =
⊕
σ∈G

Rσ e

RσRτ ⊆ Rστ , para todo σ, τ ∈ G.

Definição 3.1.2. Sejam G um grupo e R um anel graduado por G. Um

elemento x ∈ Rσ é dito homogêneo de grau σ.

Definição 3.1.3. Seja G um grupo. Um anel R graduado por G é dito

fortemente graduado por G se RσRτ = Rστ , para todo σ, τ ∈ G.
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Agora iremos exibir alguns exemplos de anéis graduados e anéis forte-

mente graduados.

Exemplos:

(1) Seja R um anel. Então o anel de polinômios R[X] é um anel Z-graduado

pela graduação Rn = RXn se n ≥ 0 e Rn = 0 se n < 0. Assim

R[X] =
⊕
n∈Z

Rn. É fácil ver que R[X] não é fortemente graduado.

(2) Seja R um anel. Então o anel de polinômios de Laurent R[X,X−1] é

um anel Z-graduado pela graduação Rn = RXn. Assim R[X,X−1] =⊕
n∈Z

RXn. Além disso, R[X,X−1] é fortemente graduado.

(3) Seja K ⊆ E uma extensão de corpos, e suponhamos que E = K(α),

onde α é algébrico sobre K, com polinômio minimal da forma Xn − a,

a ∈ K. Então, os elementos 1, α, α2, · · ·, αn−1 formam uma base de E

sobre K. Assim, E =
n−1⊕
i=0

Kαi, ou seja, E é Zn-graduado.

(4) O anel de grupo R[G] =
⊕
g∈G

Rg é claramente fortemente graduado pelo

grupo G.

Proposição 3.1.4. Seja R =
⊕
σ∈G

Rσ graduado pelo grupo G. Então valem

as seguintes afirmações:

(i) 1 ∈ Re e Re é um subanel de R, onde e é o elemento neutro de G.

(ii) O inverso r−1 de um elemento homogêneo r ∈ U(R) também é ho-

mogêneo, onde U(R) é o grupo dos elementos invert́ıveis em R.

(iii) R é um anel fortemente graduado se, e somente se, 1 ∈ RσRσ−1 para

todo σ ∈ G.

Demonstração. (i) Como ReRe ⊆ Re, basta provar que 1 ∈ Re. De fato,

temos que 1 =
∑
σ∈G

rσ com rσ ∈ Rσ. Assim, para todo sλ ∈ Rλ (λ ∈ G),
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temos que sλ = sλ1 =
∑
σ∈G

sλrσ, e sλrσ ∈ Rλσ. Consequentemente sλrσ = 0

para σ 6= e. Logo, srσ = 0 para todo σ 6= e e todo s ∈ R. Em particular

para s = 1 obtemos que rσ = 0, para todo σ 6= e. Portanto, 1 = re ∈ Re.

(ii) Assumimos que r ∈ U(R)∩Rλ. Se r−1 =
∑
σ∈G

(r−1)σ com (r−1)σ ∈ Rσ,

então 1 = rr−1 =
∑
σ∈G

r(r−1)σ. Como 1 ∈ Re e r(r−1)σ ⊆ Rλσ, temos que

r(r−1)σ = 0 para todo σ 6= λ−1. Como r ∈ U(R), então (r−1)σ = 0 para todo

σ 6= λ−1. Logo r−1 = (r−1)λ−1 ∈ Rλ−1 .

(iii) Suponhamos que 1 ∈ RσRσ−1 para todo σ ∈ G. Então para σ, τ ∈ G
temos que

Rστ = ReRστ = (RσRσ−1)Rστ = Rσ(Rσ−1Rστ ) ⊆ RσRτ .

e assim segue que RσRτ = Rστ , ou seja, R é fortemente graduado. A

rećıproca é imediata por (i).

Observação: Como ReRσ = RσRe = Rσ temos que Rσ é um (Re, Re)-

bimódulo.

Lema 3.1.5. Seja R =
⊕
σ∈G

Rσ fortemente graduado pelo grupo G. Se a ∈ R

é tal que

aRσ = {0} ou Rσ a = {0}

para algum σ ∈ G, então a = 0.

Demonstração. Suponhamos que aRσ = {0} para algum σ ∈ G, a ∈ R.

Assim, {0} = {0}Rσ−1 = (aRσ)Rσ−1 = a (RσRσ−1) = aRe. Da proposição

anterior temos que 1 ∈ Re, então a = a 1 = 0.

Analogamente, mostra-se o outro lado.

Observação: Decorre do lema anterior que Rσ 6= {0}, para todo σ ∈ G.

Definição 3.1.6. Seja S um subconjunto de anel R. O comutador de S em

R é dado pelo conjunto CR(S) = {a ∈ R | a b = b a,∀b ∈ S}.
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Observação: Seja S um subconjunto de anel R, então:

(i) CR(S) é um subanel de R;

(ii) O centro de R, isto é CR(R), é denotado por Z(R);

(iii) Se S é um subanel de R, então Z(S) ⊆ CR(S).

Daqui para frente R =
⊕
σ∈G

Rσ será um anel fortemente graduado por G.

Assim, 1 ∈ Re = RσRσ−1 para cada σ ∈ G e para cada σ ∈ G existe um

inteiro positivo nσ e elementos a
(i)
σ ∈ Rσ, b

(i)

σ−1 ∈ Rσ−1 , onde i ∈ {1, · · ·, nσ},
tais que

nσ∑
i=1

a(i)σ b
(i)

σ−1 = 1.

Para todo z ∈ CR(Re), e em particular para todo z ∈ Z(Re) ⊆ CR(Re),

e σ ∈ G definimos

fσ(z) =
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1 .

Observação: A definição de fσ é independente da escolha dos a
(i)
σ ’s, b

(i)

σ−1 ’s.

De fato, dados inteiros positivos nσ, n
′
σ e elementos a

(i)
σ , c

(j)
σ ∈ Rσ, b

(i)

σ−1 , d
(j)

σ−1 ∈
Rσ−1 , onde i ∈ {1, · · ·, nσ} e j ∈ {1, · · ·, n′σ}, tais que

nσ∑
i=1

a(i)σ b
(i)

σ−1 = 1 e

n
′
σ∑

j=1

c(j)σ d
(j)

σ−1 = 1,

então para cada z ∈ CR(Re) temos que
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(
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1

)
−

 n
′
σ∑

j=1

c(j)σ z d
(j)

σ−1


= 1

(
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1

)
−

 n
′
σ∑

j=1

c(j)σ z d
(j)

σ−1

 1

=

n
′
σ∑

j=1

nσ∑
i=1

c(j)σ d
(j)

σ−1 a
(i)
σ︸ ︷︷ ︸

∈Re

z b
(i)

σ−1 −
n
′
σ∑

j=1

nσ∑
i=1

c(j)σ z d
(j)

σ−1a
(i)
σ b

(i)

σ−1

=

n
′
σ∑

j=1

nσ∑
i=1

c(j)σ z d
(j)

σ−1 a
(i)
σ b

(i)

σ−1 −
n
′
σ∑

j=1

nσ∑
i=1

c(j)σ z d
(j)

σ−1a
(i)
σ b

(i)

σ−1 = 0.

Lema 3.1.7. Sejam R =
⊕
σ∈G

Rσ um anel fortemente graduado por G, e

escrevendo
nσ∑
i=1

a
(i)
σ b

(i)

σ−1 = 1 para algum nσ > 0 e a
(i)
σ ∈ Rσ, b

(i)

σ−1 ∈ Rσ−1

para i ∈ {1, · · ·, nσ}. Além disso, para todo z ∈ CR(Re) define-se fσ(z) por

fσ(z) =
nσ∑
i=1

a
(i)
σ z b

(i)

σ−1, para cada σ ∈ G.

Então, as seguintes propridades são válidas:

(i) fσ(z) é o único elemento de R satisfazendo rσ z = fσ(z) rσ,∀rσ ∈ Rσ.

(ii) O grupo G age por automorfismos nos anéis CR(Re) e Z(Re), com cada

σ ∈ G enviando cada z ∈ CR(Re) ou z ∈ Z(Re) em fσ(z).

(iii) Z(R) = {z ∈ CR(Re) | fσ(z) = z,∀σ ∈ G}, isto é, Z(R) é o subanel

fixo CR(Re)
G de CR(Re) com respeito a ação de G.

Demonstração. (i) Seja σ ∈ G. Se rσ ∈ Rσ, então rσ b
(i)

σ−1 ∈ RσRσ−1 = Re.

Assim, rσ b
(i)

σ−1 comuta com z ∈ CR(Re) para cada i ∈ {1, · · ·, nσ} e segue que

fσ(z) rσ =
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1 rσ =
nσ∑
i=1

a(i)σ b
(i)

σ−1 rσ z = rσ z.
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Sejam z ∈ CR(Re) e x ∈ R um elemento satisfazendo a
(i)
σ z = x a

(i)
σ para

todo i ∈ {1, · · ·, nσ}. Dessa maneira,

fσ(z) =
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1 =
nσ∑
i=1

x a(i)σ b
(i)

σ−1 = x

o que mostra que fσ(z) é o único elemento que satisfaz a relação do item

(i) desse lema. Como R é fortemente graduado segue que se z ∈ Re, então

fσ(z) ∈ Re. Em particular se z ∈ Z(Re) ⊆ CR(Re), então fσ(z) ∈ Z(Re).

De fato, para z ∈ Z(Re) e c ∈ Re temos que

c fσ(z) = 1 c fσ(z) =
nσ∑
i=1

n
′
σ∑

j=1

a
′(j)
σ b

′(j)
σ−1 c a

(i)
σ︸ ︷︷ ︸

∈Re

z b
(i)

σ−1

=
nσ∑
i=1

n
′
σ∑

j=1

a
′(j)
σ z b

′(j)
σ−1 c a

(i)
σ b

(i)

σ−1 = fσ(z) c 1 = fσ(z) c,

onde
n
′
σ∑

j=1

a
′(j)
σ z b

′(j)
σ−1 = 1. Com isto, somente resta verificar que fσ(z) ∈ CR(Re)

para qualquer z ∈ CR(Re). Com efeito, se rσ ∈ Rσ e y ∈ Re, então y rσ ∈
ReRσ = Rσ e, assim

(fσ(z) y) rσ = fσ(z) (y rσ) = (y rσ) z

= y (rσ z) = y (fσ(z) rσ) = (y fσ(z)) rσ

que é o mesmo que (fσ(z) y−y fσ(z))Rσ = {0}. Pelo Lema 3.1.5, conclúımos

que fσ(z) y = y fσ(z). Logo, fσ(z) ∈ CR(Re).

(ii) Como 1 ∈ Re, temos para cada z ∈ CR(Re) que

z = 1 z = fe(z)1 = fe(z).

Se σ, τ ∈ G, rσ ∈ Rσ e rτ ∈ Rτ , então rσ rτ ∈ Rστ e para z ∈ CR(Re) temos
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que

fστ (z) (rσ rτ ) = (rσ rτ ) z = rσ (rτ z) = rσ (fτ (z) rτ )

= (rσ fτ (z)) rτ = (fσ(fτ (z)) rσ) rτ = fσ(fτ (z)) (rσ rτ ).

Os produtos da forma rσrτ geram o submódulo Rστ e pelo Lema 3.1.5

conclúımos que

fσ(fτ (z)) = fστ (z)

provando que (σ, z) 7→ fσ(z) é uma ação de G no conjunto CR(Re). Seja σ ∈
G e o fixamos. Pela definição de fσ(z), a aplicação z 7→ fσ(z) é claramente

aditiva. Para algum inteiro positivo nσ−1 sejam c
(j)

σ−1 ∈ Rσ−1 e d
(j)
σ ∈ Rσ, onde

j ∈ {1, · · ·, nσ−1}, tais que 1 =
nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1 d
(j)
σ e definimos fσ−1 por fσ−1(z) =

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1 z d
(j)
σ . Então, para cada z ∈ CR(Re), temos que

fσ−1(fσ(z)) =

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1

(
nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1

)
d(j)σ

=

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1

 nσ∑
i=1

a(i)σ z b
(i)

σ−1 d
(j)
σ︸ ︷︷ ︸

∈Re


=

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1

(
nσ∑
i=1

a(i)σ b
(i)

σ−1 d
(j)
σ z

)

=

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1

(
nσ∑
i=1

a(i)σ b
(i)

σ−1

)
︸ ︷︷ ︸

=1

d(j)σ z =

nσ−1∑
j=1

c
(j)

σ−1 d
(j)
σ︸ ︷︷ ︸

=1

z = z
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e com isto fσ−1 é a inversa de fσ. Para qualquer z, t ∈ CR(Re) e rσ ∈ Rσ,

temos que

fσ(z t) rσ = rσ (z t) = (rσ z) t = (fσ(z) rσ) t

= fσ(z) (rσ t) = fσ(z) (fσ(t) rσ) = (fσ(z) fσ(t)) rσ).

Pelo Lema 3.1.5 temos que fσ(z t) = fσ(z) fσ(t). Logo, para cada σ ∈ G, a

aplicação z 7→ fσ(z) é um automorfismo do anel CR(Re).

(iii) Como R =
⊕
σ∈G

Rσ é um anel fortemente graduado por G, temos que

Z(R) =
⋂
σ∈G

CR(Rσ) = {z ∈ CR(Re) | z ∈ CR(Rσ), ∀σ ∈ G}

e o resultado segue do fato que um elemento z ∈ CR(Re) é Rσ-centralizante,

σ ∈ G, se e somente se, fσ(z) = z. De fato, se fσ(z) = z para algum

z ∈ CR(Re), então claramente z é Rσ-centralizante. Reciprocamente, supon-

hamos que z ∈ CR(Re) é Rσ-centralizante, então (fσ(z)−z)Rσ = {0} e assim

pelo Lema 3.1.5 temos que fσ(z) = z.

3.2 Separabilidade de R/Re

Finalizamos este trabalho dando uma caracterização para a separabili-

dade de R sobre Re em função da sobrejetividade do traço e da finitude do

grupo G, quando R é fortemente graduado por G.

Sejam R um anel graduado por G e ϕ : Re −→ R o morfismo inclusão na

categoria dos anéis. O funtor restrição

ϕ∗ : R−Mod −→ Re −Mod
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é definido por ϕ∗(M) = M e ϕ∗(f) = f , como foi definido no ińıcio da Seção

2.3.

O funtor indução

ϕ∗ : Re −Mod −→ R−Mod

é definido por ϕ∗(M) = R ⊗Re M e ϕ∗(f) = idR ⊗ f , como foi definido no

ińıcio da Seção 2.3.

Teorema 3.2.1. (Uma outra versão do Teorema de Maschke) Seja R forte-

mente graduado por G. Então, R/Re é separável se, e somente se, o traço

tr : Z(Re) −→ Z(Re) definido por tr(x) =
∑
σ∈G

fσ(x) é sobrejetivo e G é

finito.

Demonstração. Primeiramente, pela Proposição 2.3.2 temos que R/Re é se-

parável se, e somente se, existe um elemento s ∈ R⊗Re R tal que ψ(s) = 1 e

λτs = sλτ para quaisquer λτ ∈ Rτ e τ ∈ G.

Suponhamos que R/Re seja separável, isto é, existe uma aplicação de

(R,R)-bimódulos φ : R −→ R ⊗Re R tal que φ ◦ ψ = idR, onde ψ é definida

por ψ(
n∑
i=1

xi ⊗ yi) =
n∑
i=1

xiyi.

Como R é fortemente graduado por G podemos considerar o isomorfismo

canônico de (Re, Re)-bimódulos α dado por

α : R⊗Re R −→ R

a⊗ b 7−→
∑

σ,τ∈G
aσ ⊗ bτ .

Além disso, também podemos considerar para cada par de elementos

σ, τ ∈ G o isomorfismo canônico de (Re, Re)-bimódulos βσ,τ dado por

βσ,τ : Rσ ⊗Re Rτ −→ R

a⊗ b 7−→ aσ bτ
.

Consideramos as aplicações de (R,R)-bimódulos φ′, ψ′ dadas pelo seguinte
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diagrama comutativo

R⊗Re R
ψ

''
'α

��

R
φ′

%%

φ
77

R

⊕
σ,τ∈G

Rσ ⊗Re Rτ

ψ′
99

isto é, φ′ = α ◦ φ e ψ′ = ψ ◦ α−1.

Claramente temos que φ′(1) = α(s) = s′ =
∑
σ∈S

nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1 para algum

subconjunto finito S de G e seja cσ,σ−1 = ψ′
(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)
para cada σ ∈ S.

Notamos que cσ,σ−1 ∈ Re (uma vez que RσRσ−1 = Re para cada σ ∈ S) e

além disso temos que

∑
σ∈S

cσ,σ−1 =
∑
σ∈S

ψ′

(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)

= ψ′

(∑
σ∈S

nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)
︸ ︷︷ ︸

=α(s)

= (ψ′ ◦ α)(s)

= ψ(s)

= 1.

Como s′ é Re-centralizante (de fato, rs′ = α(rs) = α(sr) = s′r, para todo

r ∈ Re) obtemos que cσ,σ−1 ∈ Z(Re) para cada σ em S. Com efeito, sejam

r ∈ Re e σ ∈ S. Dessa maneira,
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r cσ,σ−1 = rψ′

(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)

= ψ′

(
r

nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)

= ψ′

(
nσ∑
i=1

(r aiσ)⊗ biσ−1

)

= ψ′

(
nσ∑
i=1

(aiσ r)⊗ biσ−1

)

= ψ′

(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ (r biσ−1)

)

= ψ′

(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ (biσ−1 r)

)

= ψ′

(
nσ∑
i=1

aiσ ⊗ biσ−1

)
r

= cσ,σ−1 r

Sejam λτ ∈ Rτ e τ ∈ G. Então λτs
′ = s′λτ produz (por comparação da

parte homogênea da igualdade dos graus)
∑
λτaσ⊗bσ−1 =

∑
aτσ⊗bσ−1τ−1λτ .

Assim, obtemos que λτcσ,σ−1 = cτσ,σ−1τ−1λτ . Agora, iremos mostrar que

(fτ (cσ,σ−1) − cτσ,σ−1τ−1) λτ = 0, para todo λτ ∈ Rτ , onde fτ (cσ,σ−1) =
nτ∑
i=1

aiτcσ,σ−1biτ−1 .

De fato, sejam σ, τ ∈ G, então temos que

fτ (cσ,σ−1) λτ =

(
nτ∑
i=1

aiτ cσ,σ−1 biτ−1

)
λτ
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=
nτ∑
i=1

aiτ cσ,σ−1 biτ−1 λτ︸ ︷︷ ︸
∈Re


=

nτ∑
i=1

(aiτ b
i
τ−1 λτ cσ,σ−1)

=

(
nτ∑
i=1

aiτ b
i
τ−1

)
︸ ︷︷ ︸

=1

λτ cσ,σ−1

= λτ cσ,σ−1

= cτσ,σ−1τ−1 λτ .

Assim, fτ (cσ,σ−1) = cτσ,σ−1τ−1 . Em particular para σ = e, obtemos que

cτ,τ−1 = fτ (ce,e).

Desta maneira, tr(ce,e) =
∑
σ∈S

fσ(ce,e) =
∑
σ∈S

cσ,σ−1 = 1 e com isto obtemos

um elemento cujo traço igual a 1.

Além disto, G é finito, pois se G fosse infinito então existiria um τ ∈ G
tal que τσ /∈ S. Desta maneira, cτσ,σ−1τ−1 = 0 e segue que ycσ,σ−1 = 0 para

todo y ∈ Rτ . Logo, cσ,σ−1 = 0, uma contradição (escolha de cσ,σ−1 !).

Reciprocamente, se existe um elemento u ∈ Z(Re) tal que tr(u) = 1 e G é

finito, então podemos definir uma aplicação de bimódulos φ : R −→ R⊗Re R
por φ(r) = rs, onde s =

∑
σ∈G

(aiσu⊗biσ−1) e
n∑
i=1

aiσb
i
σ−1 = 1. Assim, (ψ◦φ)(r) =

r ψ(s) = r tr(u) = r · 1 = r, ∀r ∈ R.

Portanto, R/Re é separável.

Em 2006, publicou-se uma generalização do Teorema 3.2.1 para anéis

graduados por grupóides, essa generalização foi obtido por Patrik Lundström

em [4].

Corolário 3.2.2. Seja G um grupo finito de ordem n. Então, R[G] é

separável sobre R se, e somente se, n é invert́ıvel em R.
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Demonstração. Notamos que 1 = (1g) · (1g−1), fg(x) = 1 · x · 1 = x, para

todo g ∈ G e tr(x) =
∑
g∈G

fg(x) =
∑
g∈G

x = |G| · x = n · x. Assim, aplicando o

Teorema 3.2.1 ao anel graduado R[G] (já que Re ' R) obtemos o resultado

desejado.
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