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Resumo

O objetivo deste trabalho é a estimacdo dos parametros em modelos de volatilidade
estocdstica com memoria longa e em processos de memdria longa com adicdo de ruido. Para
representar o comportamento da memdria longa fizemos uso de séries simuladas seguindo um
modelo ARFIMA e na estimagdo dos parametros utilizamos os estimadores GPH (1983), FT
(1986) e Beran (1985). Realizamos simulacdes de Monte Carlo para analisar o
comportamento dos estimadores e os comparamos através do valor médio para o parametro
estimado, vicio, erro quadratico médio e variancia. De forma geral, o estimador que obteve os
melhores resultados nas simulacdes realizadas foi o FT, estimador esse proposto por Fox e

Taqqu.
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Capitulo 1

Introducao

Ao se estudar séries financeiras é muito comum o interesse no comportamento dos
retornos, mais do que a propria série. Afinal sao os retornos que indicam se houve perda ou

ganho por parte dos investidores.

Durante muito tempo estudou-se o comportamento desses retornos com base na
suposi¢do que a variabilidade neles existentes era constante. Em estudos mais recentes foi
observado que a variabilidade condicional (condicionada a valores passados) dos retornos,
conhecida como volatilidade, era variante ao longo do tempo, surgindo entdo o interesse de

modelar essa série.

Nessa tarefa os modelos que obtiveram maior destaque foram os da familia ARCH,

proposto por Engle (1982) e os de volatilidade estocastica, propostos por Taylor (1994).

Processos de volatilidade estocdstica onde a volatilidade segue um processo AR(1)
foram muito utilizados até ter sido verificado que em algumas séries a volatilidade
apresentava a propriedade de memoria longa, isto €, mesmo observacOes distantes
apresentavam correlacdo significativa. Essa propriedade de memoéria longa foi primeiramente
verificada por Harold Edwin Hurst, em 1951, durante os seus estudos sobre a fertilidade as
margens do Rio Nilo. Motivados pelos estudos de Hurst, outros pesquisadores comegaram a

estudar o comportamento de memoria longa em séries temporais.

A memoria longa pode ser facilmente observada através do comportamento da funcéo
de autocorrelacdo, a qual decai lentamente de forma hiperbdlica. Os processos mais utilizados
para capturar essa caracteristica sdo os modelos ARFIMA, os quais sd0 uma extensao natural

dos modelos ARIMA onde o parametro da diferenciagdo é um ndmero real.

Assim, este comportamento nas séries financeiras passou a ser estudado utilizando-se
os modelos de volatilidade estocdstica com memoria longa, tais processos foram denominados

de VE-ARFIMA (Harvey, 1993 e Taylor, 2000).
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Posto isso, o objetivo desse trabalho € estimar os parametros dos modelos de
volatilidade estocdstica com memoria longa e também dos modelos ARFIMA contaminados
com um processo de perturbacdo, dos quais os processos VE-ARFIMA sdo um caso
particular. Para isso utilizamos os estimadores propostos por Geweke e Porter-Hudak (1983)
utilizando a funcdo periodograma e a fungdo periodograma suavizado de covaridncias, Fox e

Taqqu (1986) e Beran (1995).

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos
os modelos de memoria longa. Em seguida, no Capitulo 3, introduzimos os modelos de
volatilidade estocastica. No Capitulo 4 apresentamos os métodos de estimacdo que utilizamos.
No Capitulo 5, temos as simulacdes dos processos de volatilidade estocastica com memoria
longa e dos processos de memoria longa com adi¢do de ruido e a comparagdo entre os

estimadores utilizados. Por fim, no Capitulo 6 temos as conclusdes do trabalho.



Capitulo 2

Modelos com Memoéria Longa

Os modelos de longa memoria t€ém despertado o interesse de muitos pesquisadores de
variadas dreas do conhecimento. Tais modelos sdo de interesse, por exemplo, na andlise de
estudos climdticos, como no estudo da tendéncia do aumento das temperaturas globais,

denominado de efeito estufa, e também em muitos estudos de Economia e Fisica.

Mandelbrot e Taqqu (1979), motivados pelos trabalhos de Hurst, passaram a estudar o
comportamento da longa memoria em séries financeiras. Foi entdo verificado a partir desses
estudos iniciais que os processos de memoria longa descrevem de modo satisfatorio dados

econdmicos e financeiros, tais como taxas de juros e de inflacao.

Os modelos de meméria longa sdo caracterizados na série por uma dependéncia
significativa mesmo entre observagdes distantes no tempo. Essa dependéncia pode ser
visualizada, no dominio do tempo, através da funcdo de autocorrelacido, a qual apresenta
decaimento hiperbdlico. Ja no dominio da frequéncia, o fendmeno da longa memdria pode ser
verificado através da fungdo espectral, a qual € ilimitada em alguma frequéncia no intervalo
[0, 7].

Um processo de memoria longa € um processo estaciondrio em que a funcdo de
autocorrelacdo apresenta decaimento lento. Temos entdo um comportamento diferente do que
o verificado nos processos ARMA(p,q), pois esses sdo denominados processos de “memoria
curta”, uma vez que a sua funcao de autocorrelagdo decresce rapidamente para zero, de forma

exponencial.

ApOs ser verificado que a caracteristica de memoria longa nio podia ser capturada
pelos modelos da classe ARIMA, Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) propdem os
modelos ARFIMA (autorregressivos fracionariamente integrados e de médias moéveis). O
modelo ARFIMA ¢é uma generalizacdo do modelo ARIMA, o qual o pardmetro de diferenca

assume valores fracionarios.



Dada a importancia desses modelos em séries temporais, apresentamos na proxima

secdo os modelos ARIMA. E ap6s, na se¢do 2.2, introduzimos os modelos ARFIMA.

2.1 Modelos ARIMA

Uma metodologia muito utilizada para a anélise de séries temporais foi a desenvolvida
por Box e Jenkins (1976). Essa metodologia consiste em ajustar modelos autorregressivos
integrados de médias moéveis, ARIMA(p,d,q), a um conjunto de dados e abrange modelos que
precisam de diferenciac@o inteira para ser estaciondrios. Esse método sugere a descri¢do de
uma série temporal na forma de polindmios, sendo os parametros p e g, respectivamente, o
nimero de termos autorregressivos e de médias méveis que o polindmio terd e d o nimero de

diferencas inteiras necessdrias para tornar a série estacionaria.

Um caso particular dos modelos ARIMA sio os modelos estaciondrios ARMA(p,q),

isto é, quando d=0, o qual apresentamos a seguir.

2.1.1 Modelo ARMA(p,q)

Nessa sec¢do definimos o processo autorregressivo média mdvel para séries temporais
estaciondrias. Para melhor entendimento da definicdo dos processos ARMA, primeiramente

temos a defini¢do de um processo ruido branco.

Defini¢io 2.1. O processo {€}_,é um processo ruido branco com média 0 e variancia o
finita, ou seja, RB(0,07 ) se, e somente se, {£,}_, tem fungdo de autocovariancia dada por

o’ k=0

£

k)= Cov(e,€_, ) = )
7:(k) (€08) 0 k%0

isto €, {€,},, sdo ndo-correlacionados. Quando satisfeita a condi¢do de normalidade, temos o

ruido branco gaussiano.



Propriedade: A densidade espectral do processo ruido branco {¢ },_, é dada por

2

1 & - o
W) = — ke ' = —£ O0<w<r.
f(®) 2%27( ) gy

k=—oco

Definicao 2.2. O processo {Y }_, € um processo autorregressivo e de médias moveis de

ordens p e g, denotado ARMA(p,q), se satisfaz a equacao

Y —pu=¢(Y_,—u)+.+@,(Y_,—p)+&+6 +.+6¢

q t—q°
em que {&,},, € um processo ruido branco.

De forma similar, o processo ARMA(p,q) é dado por

HB)Y-u)=0(B, teZ, 2.1)

onde B € o operador defasagem, isto €, B’Y, =Y,_ j» 1€ },ez € um processo ruido branco, ¢(-)

e 6(-) sdo polindmios de ordem p e g (inteiros), respectivamente, dados por

p q

HB)=-2 9B e 6(B)=-) 6B (2.2)

Jj=0 i=0
onde ¢, =-1=6,.

Algumas restricdes sobre os pardmetros do processo ARMA sdo necessdrias para

garantir as propriedades de estacionariedade e invertibilidade.

O teorema a seguir apresenta a funcdo densidade espectral dos processos ARMA(p,q),

cuja demonstragdo pode ser encontrada em Brockwell e Davis (1991).



Teorema 2.1. Seja {Y}_, um processo ARMA(p,q) com média #=0 (sem perda de
generalidade), satisfazendo a equagdo (2.1). Suponha que os polindmios ¢ B)=0 e

6( B )=0, ndo possuem raizes em comum. Entdo sdo verdadeiras as seguintes afirmacdes.

(€N

1) Se as raizes da equagdo ¢( B )=0 estdo fora do circulo unitdrio, entdo o processo {Y },_,

estacionario.

(€N

i1) Se as raizes da equagdo 6( B )=0 estdo fora do circulo unitdrio, entdo o processo {Y,},,

invertivel.

ii1) Se o processo {Y,},_, € estaciondrio, sua fun¢do densidade espectral € dada por

6(e™ )|2
27lg(e™) ’

2
O-E

, O<w<r.

fy(w) =

A seguir, apresentamos o modelo ARIMA(p,d,q).

2.1.2 Modelo ARIMA (p,d,q)

Nesta secdo definimos o processo autorregressivo integrado média mével utilizado em
séries temporais ndo estaciondrias. Este modelo é uma generalizacdo do processo

ARMA(p,q).

Definicao 2.3. Um processo {Y,}_, € denominado processo autorregressivo integrado e de
médias moveis, denotado por ARIMA(p,d,q), onde o pardmetro d € N—{0}, se satisfaz a

equagdo

HB)I-B)'Y =6(B), teZ, (2.3)

onde ¢(B) e 6(B)sdao polindmios autorregressivos e de médias moveis definidos na

expressao (2.2).



Na préxima se¢do apresentamos os modelos ARFIMA.

2.2 Modelos ARFIMA

Nesta secdo, estenderemos a classe de processos ARIMA para incorporar o
comportamento de memoria longa. Dessa forma, propde-se que o parametro de diferenciacao
d dos processos ARIMA também assuma valores fraciondrios. Esses processos sao
denominados de ARFIMA - autorregressivos fracionariamente integrados e de médias moveis
— e foram introduzidos por Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981, 1983) e servem para
modelar séries com caracteristicas de memoria longa. Essa nova classe na realidade € uma

generalizacdo do processo ARIMA onde agora d € R .

Definicao 2.4. Um processo {Y},_, segue um modelo ARFIMA(p,d,q), autorregressivo

fracionariamente integrado e de médias méveis de ordens p, d e g, se satisfaz a equacdo

HB)I-B)Y =6(B), telZ, (2.4)

onde ¢(B) e O(B) sao polindmios autorregressivos e de médias moveis definidos na

expressao (2.2).

O operador de diferenca fraciondria (/—B )’ quando d <0.5 pode ser escrito como a

seguinte expansao binomial

oo d _ _ _
(I-B)' =)’ (—B)"z]—dB+MBz—d(d Nd=2)ps (2.5)
=\ k 2/ 3!
d
onde, = f(d+1) com [(-) sendo a funcdo Gama definida por
k) I'(k+I1)["(d—-k+1)

F(k):jxk—’e-de, k>0.
0



Na préxima secdo abordamos o conceito de memoria longa e a identificacdo desse

comportamento.
2.2.1 Propriedade de Meméria Longa

A identificacdo de processos de memdria longa, ou curta, pode ser feita com a andlise

do comportamento da funcdo de autocorrelacdo e da func¢io de densidade espectral.

De forma geral, um processo fracamente estaciondrio € dito ser de memoria longa se

tiver funcdo de autocorrelacdo com decaimento hiperbdlico, isto é,
p(k)~Ck**", quando k— oo,
para algum C, #0 e d #0.

Ainda € possivel verificar que no caso da memoria longa, ou longa dependéncia,

Z| p(k )| diverge, ou seja, € infinita.
k

O parametro d controla a taxa de decaimento das autocorrelagdes, as quais ndo sao
absolutamente somdveis para d >0 . Os processos com memdria curta, como os ARMA, tem

autocorrelacdes apresentando um decaimento exponencial.

De outra maneira pode-se dizer que um processo tem memoria longa se tiver funcao

de densidade espectral com comportamento da seguinte forma
flw)~C, |a)|_2d , quando @—0,
onde C,>0¢e d+#0.

Para d >0 o espectro diverge em zero, ou seja, f(@)—> o quando @ — 0 e assim a

fun¢do de densidade espectral € limitada para frequéncias proximas a zero.



As figuras 1 e 2 apresentam o gréifico das func¢des de autocorrelacdo de um processo
ARMA(/,1) e de um processo ARFIMA(0,d,0), respectivamente, onde fica evidente o lento

decaimento da fungdo de autocorrelagido no processo ARFIMA.

ARMA (1, 1)

0.6 0.3 1.0
1

ACF

0.4

I I T T T
0 10 ] 0 40
Lag

Figura 1: Func¢ao de autocorrelacdo amostral de um processo ARMA(/, 1),

onde ¢,=0,9 e 6,=0,5.

ARFIMA (0, d, 0)

1.0

0.8

g
DI IID 2‘0 3ID 4ID
Lag
Figura 2: Func¢ao de autocorrelacdo amostral de um processo ARFIMA(0,d,0),
onde d=0/4.



Os processos da classe ARFIMA tém comportamento de memoria longa, ou

persisténcia, quando o parametro d € (0,0.5) e comportamento de memoria intermedidria, ou
anti-persisténcia, para de(—0.5,0). Como a caracteristica da memdria curta ou longa ¢é

definida pelo pardmetro d, este recebe o nome de pardmetro de memoria.

Nas proximas secOes apresentamos os modelos ARFIMA(0,d,0) e o modelo

generalizado ARFIMA(p,d,q), bem como suas principais propriedades.
2.2.2 Modelo ARFIMA(0,d,0)

Na defini¢do 2.4 quando p=0=gq o processo {Y },, € chamado de ruido branco

fraciondrio, denotado ARFIMA(0,d,0), sendo estaciondrio e invertivel quando

d e (—0.5,0.5), satisfazendo a equacdo

(I-B)'Y =¢, teZ, (2.6)

onde {¢,},., € um processo ruido branco.

Teorema 2.2. Seja {Y,}_, o processo ARFIMA(0,d,0) definido por (2.6). Entdo, valem as

seguintes afirmacdes.

1) O processo {Y. ¢ estacionario quando d <0.5 e possui representacio média movel
p t)teZ q p p 9

infinita, MA( e ), dada por

Y =y(B)e = zl//kgt—k’

k=0

onde
I'(k+d)
k)= .
vik) I'(k+1)I(d)
kd—]
Quando k — oo, Wk~F(d)

10



(i1) O processo{Y },_, € invertivel quando d >-0.5e possui representacdo autoregressiva

infinita, AR( 0 ), dada por

T(B)Y, = zﬂkYt—k =&

k=0

onde
2k )= I'(k—-d) '
I'(k+1)I(-d)
Quando k >, 7, ~ L2
SN r(=d)’

Assumindo d € (—0.5,0.5 ) no processo ARFIMA(0,d,0), valem a seguintes propriedades.

(111) A fun¢do de densidade espectral do processo {Y,},., € dada por

2sen (Qj
2

Quando w—0, senw~w e f (o)~

—2d
, O<w<r.

2
Gs

fY(w)zZ][

2
O-E

of™
2

(iv) A func¢do de autocovariancia do processo {Y,},., € dada por

(-1)I'(1-2d) o
I(k—d+1)I(1-k-d) ¢’

y,(k)= para todo ke N .

(v) A fung¢do de autocorrelagdo do processo {Y,},, € dada por

I(k+d)[(1-d)
I(k—d+1)I(d)’

py(k)= paratodo ke N .

11



I(1=d) o

Quando k >, p,(k)~ rid)

(vi) A fung¢do de autocorrelagdo parcial do processo {Y},_, € dada por

¢Y(k,k)=£, paratodoke N*.

(R I(j—d)(k—d—j+1)
(k. J)= (j I(—d)[(k-d+1)

Observacao: Quando de(0,0.5), a fungdo de autocorrelagdo p,(k) tem um decaimento
hiperbolico e a func¢do densidade espectral f,(-) € ilimitada na frequéncia zero, o que
significa que quando de€(0,0.5) o processo ARFIMA possui a propriedade de memoria

longa.
2.2.3 Modelo ARFIMA (p,d,q)

O Teorema 2.3, descrito a seguir, apresenta as propriedades dos modelos

ARFIMA(p,d,q).

Teorema 2.3. Seja {Y }_, o processo ARFIMA(p,d,q) definido por (2.4). Suponha que as
equagdes @( B)=0 e 6( B )=0 nido possuem raizes em comum e que as suas raizes estdo fora

do circulo unitario. Entdo valem as seguintes afirmacdes.

(1) O processo {Y,}_, € estaciondrio e invertivel, isto é, quando de(—0.5,0.5), com as

representacdes MA( o) e AR( <o) dadas, respectivamente, por

Yfzzl//kgt—k € zﬁkYz—k:‘gf’

k=0 k=0

onde ¥, e 7, sdo os coeficientes de B*na expansio de

12



6(B)

B
W(B)= oB)

Z221-B)? e m(B)=2—2

i1) a fungdo de densidade espectral do processo {Y}

de(—0.5,0.5), é dada por

-2d

e )

2sen
sl 5)

Quando ®—0, lim f,(®)~w&”*

b

ii) Seja p,(-) a funcdo de autocorrelagdo do processo (Y} _,.

k— oo, limp,(k)~k*".

13
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6(B)

te’Z

(1-

O<w<rx.

denotada por f,(:), quando

(2.8)

Entdo, quando



Capitulo 3

Modelos de Volatilidade Estocastica

As séries financeiras, em especial, apresentam variancias condicionais que mudam ao
longo do tempo. A variancia condicional dos retornos, mais conhecida como volatilidade, tem
sido um ponto fundamental dos atuais estudos. Dessa forma uma variedade de modelos dessa

natureza tem sido propostos.

Engle (1982) para abordar tal situacdo sugeriu o modelo ARCH, ou modelo

autorregressivo com heterocedasticidade condicional. A idéia basica aqui € que o retorno X,

€ nao-correlacionado serialmente, mas a volatilidade (varidncia condicional) depende de

retornos passados por meio de uma fungdo quadratica. O modelo ARCH(r) € definido por

X,:\/h_,gt,

h=a,+a,X, +.+a X’

t—r?
onde {¢ }_, € independente e identicamente distribuido com média O e variancia /.

A partir do modelo ARCH muitos outros modelos surgiram gerando uma familia de

modelos (ARCH, GARCH, IGARCH, FIGARCH, FIEGARCH, etc.).

Uma alternativa aos modelos ARCH s3o os modelos de volatilidade estocdstica. Nos
processos de volatilidade estocdstica, a volatilidade segue um processo estocdstico latente,
pois € ela € uma varidvel ndo-observdvel, sendo quase sempre utilizado um processo

ARMA(®p,q).

No entanto, a utilizacdo do processo ARMA(p,q) ndo é satisfatéria no caso da
volatilidade ter comportamento de memoria longa, uma sugestao para essa situacdo € que para
0 processo estocdstico latente seja utilizado processos ARFIMA, sendo essa a abordagem

principal desse trabalho.

14



3.1 Retornos

Em financas, um dos objetivos € a avaliacdo dos riscos de uma carteira de ativos. O

risco € medido em termos de variacdes de precos dos ativos. Denotamos por P o pre¢o de um

ativo no instante de tempo 7. Dessa forma, definimos o retorno liquido simples deste ativo,

também chamado de taxa de retorno, pela seguinte expressao

Denotando p, =in P definimos o retorno composto continuamente ou simplesmente
log-retorno como
P

r=In——=In(I+R )=p,—-p,_,.
.

z

Essa definicdo € a mais comumente utilizada. Normalmente 7 serd simplesmente

chamado de retorno. Na prética € preferivel trabalhar com retornos, que sdo livres de escala,
do que com precos, pois 0s primeiros tem propriedades estatisticas mais interessantes (como

estacionariedade e ergodicidade).

Nao € nosso interesse nesse trabalho aprofundar a discussdo sobre os retornos. Nessa
secdo o objetivo foi apenas mostrar que na tarefa de modelar esses retornos € que surgem os
modelos de volatilidade estocastica. Apresentamos os modelos de volatilidade estocéstica na

Secdo 3.2.

3.2 Modelos de Volatilidade Estocastica

Os modelos de volatilidade estocéstica, conhecidos como SV (Stochastic Volatility),
primeiramente propostos por Taylor (1980, 1986) ndo supdem que a volatilidade condicional
dependa dos retornos passados como nos modelos da familia ARCH. Este modelo supde que a
volatilidade presente dependa dos valores passados da série, mas € independente dos retornos

passados.
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Uma forma de modelar a volatilidade € considerar que o retorno pode ser escrito como

o produto de um processo ruido branco {&},_, por um processo independente {o,},,,

conforme a seguir

Y =0, 3.1)

onde {&},_, é um processo RB( 0,0‘§ ).

Como a variancia do processo {Y}_, condicionada a o, € igual a o, 0, é a
volatilidade (condicional) dos retornos. Em geral, assume-se que o processo {&}_, é um

ruido branco gaussiano.

No modelo de volatilidade estocéstica, o, pode ser escrito da seguinte forma

o =0exp(v,/2) (3.2)

onde {v,}_, é um processo independente de {&£},_,, sendo que {£},_, é um ruido branco

gaussiano com O'é = /. Muitos autores definem {v,}_, um processo ARMA(p,q).

A andlise do modelo de volatilidade estocastica torna-se mais simples quando

elevamos ambos os membros da equacao (3.1) ao quadrado. Dessa forma, temos entdo

2 2 .
onde 0" =0 exp( 1, ), ou seja,

Y2 =0 exp(v, )5
Aplicando a fung¢do logaritmica na expressao anterior, temos
InY’=ino’+v,+in&’
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Fazendo X, =InY’ temos

X, =lno’ +v,+In&’,
X, =lno’ +v,+Iné&’ +E[Iné? |-E[In&? ],
X, =lno’ +E[In&E J+v,+Iné? —E[In& ].

Portanto

X, =Uu+v +¢ (3.3)

onde X,=InY’, u=Ino’+E[In&’] e ¢ =In&’ —E[In&?]. Para {£},_, um processo
ruido branco gaussiano, o processo {In&’}_, possui distribuicdo Log-qui-quadrado com

E[Iné?]=-1,27 e 0. =n’ /2 (ver Wishart, 1947).

Como os processos {v,}_, € {&},., sdo independentes, a fun¢do de autocovariancia

de {X,},, € dada por

¥ (k)=Cov(X,.X,,)=7,(k)+c2I{k=0].

onde

1 k=0

Hk:o]:{a k0

Temos ainda que £/ X, /=u.

3.3 Modelos de Volatilidade Estocastica com Memoria Longa

Em muitos casos a volatilidade apresenta a propriedade de memoria longa, tornando-
se entdo mais adequado utilizar {v,}_, assumindo um processo que capture tal
comportamento. Dessa forma temos entdo os processos de volatilidade estocdstica com
memoria longa (LMSVP — Long Memory Stochastic Volatility Processes) primeiramente
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definidos por Breidt, Crato e de Lima (1998). O modelo de volatilidade estocastica que

trabalharemos considera {v,},,, na expressdo (3.2), um processo ARFIMA(p,d,q), conforme

a Definicao 2.4. Alguns autores denominam estes processos como VE-ARFIMA, a qual serd a

denominacio que utilizaremos ao longo desse trabalho.
3.3.1 Funcao de Densidade Espectral dos Processos VE-ARFIMA

Considere  {v,},., um processo ARFIMA(p,d,q) na equacdo (3.2), onde
de(-0.5,0.5), definido como

HB)NI-B)(v,)=6(B)y, teZ.

Como {v,},., e {&]},., na equagdo (3.3) sdo independentes, a funcdo de densidade

espectral do processo {X,},, € dada por

—iw 2
Oﬂe(; )| > O-—j, O<w<r.
2z|1-e " |(ge )| 27

fx(a)):

3.4 Processo de Memoria Longa com Adicao de Ruido

Nesta secao definimos os processos de memoria longa com adicdo de um processo de

perturbacao ou ruido. Tal processo € definido como segue.

Seja {X,},., um processo que satisfaz a equacio

X, =u+v +¢, (3.4)

onde {v,},., € um processo ARFIMA(p,d,q) (ver Defini¢do 2.4), o qual pode ser escrito como

W B)I-B)v,=6(B), teZ

e {& },., € qualquer ruido (perturbag¢do) contaminante.
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Entdo {X,}., € um processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de um processo de
perturbacdo, sendo 4 a sua média, a qual atribuimos o valor 0, sem perda da generalidade, a

partir desse momento.

Neste trabalho utilizamos o processo {€,}, ., seguindo uma distribui¢do Normal com

média 0 e varidncia o, e também seguindo uma distribui¢do Log-qui-quadrado com / grau
de liberdade. Neste dltimo caso temos que {X,}, ., € um VE-ARFIMA(p,d,q) definido na

Secdo 3.3. Desta forma temos que os processos VE-ARFIMA sdo um caso particular dos

processos ARFIMA com adi¢dao de um processo de perturbacgao.

Nosso interesse € verificar o comportamento dos estimadores quando o, cresce. Para
tal utilizamos a razdo ns =( 0}2 / O'j ),onde nse{1,2,..,10}. Nos resultados das simula¢cdes

apresentadas no Capitulo 5, utilizamos O'j =1.
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Capitulo 4

Métodos de Estimacao

Os métodos de estimacdo dos modelos ARFIMA sao classificados em trés grandes
grupos: métodos paramétricos, semiparamétricos e ndo paramétricos. Nesta segdo
apresentamos alguns métodos semiparamétricos e paramétricos de estimacao.

Entre os métodos semiparamétricos, um dos mais utilizados é o método GPH,
proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983), o qual utiliza a funcdo periodograma que é um
estimador ndo viciado, mas ndo consistente para a funcio densidade espectral. Utilizaremos
ainda o método BA, que é uma adaptacdo do método GPH, utilizando a funcdo periodograma

suavizado de covaridncias com a Janela de Bartlett que é um estimador nio viciado e

consistente para a fung¢do densidade espectral.

Os métodos paramétricos utilizados sdo o estimador FT, proposto por Fox e Taqqu

(1986), o estimador FTmod, o qual € o estimador FT com a utilizagdo da funcdo

periodograma modificado, e o estimador proposto por Beran (1995).
4.1 Métodos Semiparamétricos

Métodos semiparamétricos s@o uma boa alternativa para estimacdo dos pardmetros,
pois estes procedimentos precisam da definicdo de um modelo especifico na estimacdo do
vetor de pardmetros. A estimacdo consiste em duas etapas, em uma primeira etapa € feita a
estimacdo do parametro de integracdo fraciondria e na segunda etapa € feita a estimacao dos
outros parametros do modelo. Isto é, no caso dos processos ARFIMA(p,d,q), estima-se o
parametro d através dos métodos semiparamétricos € em seguida os parametros referentes a

curta dependéncia através de métodos paramétricos.

Os estimadores que abordamos nessa secdo utilizam procedimentos de estimacio
através de regressao linear simples. Inicialmente definimos um modelo de regressdo linear
geral com m varidveis independentes X,, /<k<m e uma varidvel aleatéria Y
independente, a qual possui a seguinte forma
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Y=8,+8X,+..+B X, +¢,

Assumimos entdo g(n) independentes observacdes de Y associadas a valores X,

para ke{l,...,m}. Os erros & satisfazem as seguintes suposi¢des, para todo

jell,..,g(n)}:
1) E[sj]=0,

ii) Var[&; ] =07,

i) Cov( €, €, )=0,sei#k.

Em nota¢do matricial, o sistema apresentado € dado por

Yz 1 X]] sz :Bo g
YZ I XZ] X2m IB] 82
= : : N L B B
Yg(n) 1 Xg(n)l Xg(n)m IBm Eein)

ouseja, Y =X +¢€,onde Y é uma matriz g(n)xI, X é uma matriz g(n)x(m+1), B é

uma matriz (m+1)x1 e € é¢ uma matriz g(n )x1I.

Metodologia dos Minimos Quadrados

O estimador de B=(p,,0,,...5,) pelo método de minimos quadrados, denotado

neste trabalho por MQ, € o valor ,3 =( BO, ,B,,..., ,3,” J e R™' que minimiza a fungio perda

g(n)

l,(g(n))= erz 5

J=1

onde os residuos r; sdo dados por

A

r=y;=B=px; == B,x;,
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Pela teoria de regressao linear, se a matriz X possui posto completo, isto €, quando

(m+1)< g(n), o estimador dos minimos quadrados de B ¢é dado por

B=(XX)'XY,

cuja esperanga e variancia sao dadas por

E(B)=BeVar(B)=cl(XX ).

Portanto B é um estimador ndo viciado.

Metodologia MQP

Um procedimento de estimagdo robusta € dos minimos quadrados podados, denotados

aqui por MQP, proposto por Rousseeuw (1984). Tais estimadores de B consistem nos

A

valores f que minimizam a fung¢io perda
j=1

onde (1% ), <..<(r”),., sdo os residuos ao quadrado ordenados e m* é o nimero de pontos

usados no procedimento de otimizagao.

Metodologia MM

Yohai (1987) introduziu outra classe de estimadores robustos baseados na regressio

proposta aqui. Tais estimadores de S consistem nos valores f que minimizam a fungdo

perda

g(n) Y
éj(g(n»:sz(;’j :

J=1
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sujeita a restricdo

onde p, e p, sdo fungdes simétricas, limitadas e ndo decrescentes em [0, ), com
p(0)=0, lim_,_p(u)=1, para v=1,2, k € um parametro de escala, b € definido por

E,=(p,(u))=b,onde ¢ denota a fungdo de distribui¢cdo acumulada da normal padrao.

4.1.1 Estimador GPH

O método denominado GPH foi primeiramente estudado por Geweke e Porter-Hudak
(1983) e vem sendo amplamente utilizado por muitos estudiosos do assunto. Consideramos

{X.},., um processo ARFIMA(p,d,q) com de(-0.5,0.5) conforme a expressdo (2.4). A
fungdo densidade espectral de {X,},., € dado pela expressdo (2.8) e tomando o logaritmo de

tal expressdo temos

lnfx(a))zlnfU(a))—dln{Zsen(gﬂ ,

onde f,(w) é a funcdo densidade espectral dos processos ARMA(p,g), conforme item (iii)
do Teorema 2.1. Somando a ambos os lados da expressdo acima o termo [n f,(0) e com

alguma élgebra temos a equagao

_ . o\, [fu(®)
Infy(w)=Inf,(0) dln{Zsen(zﬂ +ln{fU(0)}. 4.1)

2rwj
n

Substituindo @ por @, = , sendo @, as frequéncias de Fourier, onde

j=1,...,g(n)=n%, e adicionando InI( @, ) em ambos os lados da expressdo (4.1), onde I(-)

¢ a funcao periodograma descrita no Anexo A, conforme a defini¢cdo A.2, temos
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o\ [fi(o) (@)
nl(w )=Inf,(0)-dlin|2 —L In +1 o
nl(w;)=Inf,(0) n[ sen( > ﬂ + {fU(O)} n{fx(@j)}

fol@;)|

7 (0)} ¢ considerado desprezivel em comparacdo com os outros
U

termos (ver Geweke e Porter-Hudak, 1983). Assim, a equacao obtida é aproximada por

O termo ln{

nl(w. )=Inf,(0)-dl {2 (wfﬂzﬂ I(,) (4.2)
n )=inf, —din| 2sen| — .
! 2 fe(@)]’

a qual pode ser expressa como uma equacgao de regressio da seguinte forma

y] :a—}—bxj +€j, para tOdO j=],2,---,g(n)’

d nlw,) In| 2 [a)jjz In () , b=—d, Inf,(0),
onde . =1n ), X, =1In sen| — , €. =1n = — a—nU
y./ J J 2 J fx(w)

sendo o estimador de d a constante —b da equacdo. O estimador de d pelo método de

minimos quadrados € dado por

g(n)

Z (x, —f)y,
GPH = —+——— (4.3)

g(n)

Z(x,—x)

Temos que E(GPH )=d e Var(GPH)zg(n)—, com x =
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4.1.2 Estimador BA

O estimador BA € baseado no uso da fungdo periodograma suavizado de covariancia
(ver a Definicdo A.3 no Anexo A), ao invés da funcdo periodograma, na equagdo (4.2), no
estimador proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Essa alteracao decorre do fato de que
a fungdo periodograma € um estimador ndo viciado, porém ndo consistente para a fungdo
densidade espectral de um processo. No entanto, a fungcdo periodograma suavizado de
covariancia € um estimador ndo viciado e consistente. Neste trabalho utilizamos a janela de

Bartlett.
4.2 Métodos Paramétricos

Os métodos de estimacdo paramétricos precisam da especificacdo prévia de um
modelo paramétrico para os dados, implicando entdo na especificacdo de toda a estrutura de

autocorrelacio ou da fun¢do de densidade espectral do modelo.

Esses métodos estdo baseados na maximizacdo da fun¢do de verossimilhanca ou de

alguma aproximacao dela.
4.2.1 Estimador FT

Esse estimador foi proposto por Fox e Taqqu (1986) e trata-se de uma aplica¢dao do

método da méxima verossimilhanca, com uma aproximagao sugerida por Whittle (1951).
O estimador FT envolve a funcédo

= I(w)

0(d)= I_”mda),

onde fy,(-,0) é a fungdo densidade espectral de {X,}_, e J denota o vetor de pardmetros

desconhecidos, ou seja, 5=(O';,O'j,d,;/jl,...,¢p,l91,...,9q ).

O estimador FT é o valor de § que minimiza a fung¢éo Q- ).
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Computacionalmente o estimador FT € obtido minimizando a seguinte fungao

= (o,
FT(5)=ZLZ[lan(wj,5)+f((Tw’)5)], (4.4)

j=1
onde n denota o tamanho da série.
4.2.2 Estimador FTmod
O estimador FTmod utilizado nas simulagdes consiste no estimador FT definido na
Secdo 4.2.1 com a utilizagdo da fun¢do periodograma modificado na equagdo (4.4). A funcdo
periodograma modificado é apresentada no Anexo A desse trabalho através da Defini¢dao A.4.

4.2.3 Estimador Beran

Proposto por Beran (1994) este estimador baseia-se na representacdo autorregressiva

infinita do processo para estimacdo dos parimetros. Considere a expressao a seguir
t—1
U =Y,=> (8K,
j=1

para t=2,..,n. Fagca r(8)=U,(06)/ o, , sendo J o vetor desconhecido de parimetros, isto

é 6=(0,.9,..9,6,,..,6,,d ). Minimizando a equagdo
B(8)=2nin(c, )+ r}(6) (4.5)
t=2

em relacdo a &, obtemos o valor estimado de & através do método proposto por Beran

(1995).
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Capitulo 5

Simulacao

Nesta sec¢do apresentamos os resultados das simulacdes de Monte Carlo para os
processos de volatilidade estocédstica com memoria longa — VE-ARFIMA(p,d,q) — e dos
processos ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido. Os métodos de estimacgdo aplicados sdo os

descritos no Capitulo 4.

Consideramos o tamanho amostral das séries n=17000. Quando p=0=gq utilizamos
re=1000, onde re denota o nuimero de replicagdes, e para o pardmetro consideramos

de{0,1;0,2;0,3;0,4}.Jad quando p#0 e ou g#0, utilizamos re=500 e para os parametros
consideramos ¢ {0,7;,-0,7 }, 8€{0,4;0,2;,-0,4,-0,2} e d€{0,2;0,3}.

Nos processos ARFIMA(/,d,0) e ARFIMA(0,d,1), ambos com adicdo de ruido,

utilizamos ¢ =-0,7 e 8 =—0,7 , conforme o caso,e d€{0,2;0,3 ).

Para maiores informagdes sobre o niimero de replicagdes sugerimos a leitura do Anexo
B desse trabalho onde discutimos brevemente a convergéncia do valor médio estimado quanto

ao numero de replicagdes.

Com relagdo aos estimadores GPH e BA consideramos g(n)=n“ com
ae{0,4;0,5;0,6,0,7;0,8} e os métodos de regressdo descritos na Secdo 4.1, ou seja, os

métodos MQ, MQP e MM.

Para comparar os métodos de estimacdo, calculamos a média das estimativas geradas
nas replicagdes, assim como os valores obtidos para o vicio, erro quadritico médio (eqm) e

variancia.

As etapas da simulagdo sdo explicitadas a seguir:
- Etapa I: Geramos uma série seguindo um processo ARFIMA(0,d,0) ou ARFIMA(p,d,q),

conforme o caso.
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- Etapa II: Geramos a perturbagdo, ou seja, o processo {&,}_, constante na equacio (3.4). Tal

processo vai seguir uma distribui¢io N(0,07 ) ouuma Log( ;).
- Etapa III: Somamos as séries geradas nas etapas I e Il e temos entdo o modelo de
volatilidade estocéstica com memoria longa, denotado VE-ARFIMA, ou ARFIMA com

adicdo de ruido, conforme a distribui¢do do processo {&,},., . Maiores detalhes ver Capitulo 3.

- Etapa IV: A ultima etapa € a estimacao dos pardmetros do processo gerado.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 5.1 apresentamos os
resultados obtidos com as séries simuladas dos processos VE-ARFIMA(0,d,0) e
ARFIMA(0,d,0) com adi¢do de ruido. Na Secdo 5.2 temos os resultados das simulacdes
aplicadas aos processos ARFIMA(p,d,q) com adicdao de ruido. Por dltimo, na Secdo 5.3,
mostramos o0s resultados das simulacdes aplicadas aos processos ARFIMA(/,d,0) e

ARFIMA(0,d,1).

5.1 Modelos ARFIMA(0,d,0)

Na estimac¢do do parametro d no processo ARFIMA(0,d,0) utilizamos os estimadores
paramétricos e semiparamétricos descritos no Capitulo 4. O parametro considerado foi

de{0,1;0,2;0,3;0,4}.

As Tabelas 1 a 12, apresentadas a seguir, detalham os resultados obtidos para as

simulagdes do processo ARFIMA(0,d,0) com {€,},_, seguindo uma distribui¢do N(0,07 ).
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Tabela 1. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido, quando p=0=q, d=0,1,
re=1000, a€ {0,4;0,5} e nse{1,2,..,10}.

a=0,40 a=0,50
d=0,10 GPH BA GPH BA
MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,0167 0,0664 0,0537] 0,0285 0,0384 0,0421] 0,0650 0,0596 0,0473) 0,0416 0,0433 0,0446
ooy Vicio -0,0833 -0,0336 -0,0463| -0,0715 -0,0616 -0,0579 -0,0350 -0,0404 -0,0527 -0,0584 -0,0567 -0,0554
"7 eqm 0,1016 0,0838 0,0962 0,0279 0,0537 0,0461| 0,0294 0,0341 0,0229 0,0140 0,0208 0,0203
variancia | 0,0947 0,0827 0,0941| 0,0228 0,0500 0,0428 0,0282 0,0325 0,0201] 0,0106 0,0176 0,0172
média | 0,0118 0,0457 0,0518 0,0071 0,0085 0,0199 0,0486 0,0422 0,0315 0,0215 0,0291 0,0262
oy Vicio -0,0882 -0,0543 -0,0482 -0,0929 -0,0915 -0,0801|-0,0514 -0,0578 -0,0685| -0,0785 -0,0709 -0,0738
eqm 0,0943 0,0921 0,0984| 0,0333 0,0590 0,0492/ 0,0302 0,0346 0,0223| 0,0169 0,0263 0,0243
variancia | 0,0867 0,0892 0,0961| 0,0247 0,0507 0,0429 0,0275 0,0313 0,0176 0,0108 0,0213 0,0188
média  |-0,0073 0,0366 0,0227-0,0024 0,0076 0,0098 0,0318 0,0330 0,0149 0,0109 0,0143 0,0160
oz Vicio -0,1073 -0,0634 -0,0773| -0,1024 -0,0924 -0,0902] -0,0682 -0,0670 -0,0851| -0,0891 -0,0857 -0,0840
eqm 0,1049 0,0878 0,0938 0,0335 0,0518 0,0489 0,0314 0,0333 0,0263] 0,0180 0,0249 0,0240
varidncia | 0,0935 0,0838 0,0879 0,0230 0,0433 0,0408 0,0268 0,0289 0,0190 0,0101 0,0176 0,0169
média  |-0,0081 0,0305 0,0255 0,0017 0,0195 0,0148 0,0362 0,0330 0,0107 0,0120 0,0129 0,0143
oy Vicio -0,1081 -0,0695 -0,0745| -0,0983 -0,0805 -0,0852| -0,0638 -0,0670 -0,0893 -0,0880 -0,0871 -0,0857
eqm 0,0935 0,0883 0,0964 0,0336 0,0567 0,0473| 0,0294 0,0332 0,0243| 0,0177 0,0274 0,0235
variancia | 0,0819 0,0836 0,0910| 0,0240 0,0502 0,0401/ 0,0254 0,0288 0,0163 0,0100 0,0198 0,0162
média | -0,0349 -0,0006 -0,0040| -0,0164 0,0047 0,0003] 0,0189 0,0170 0,0058 0,0043 0,0091 0,0164
g Vicio -0,1349 -0,1006 -0,1040| -0,1164 -0,0953 -0,0997| -0,0811 -0,0830 -0,0942| -0,0957 -0,0909 -0,0836
eqm 0,1023 0,0953 0,1027 0,0376 0,0604 0,0520| 0,0340 0,0380 0,0275 0,0196 0,0279 0,0253
varidncia | 0,0842 0,0853 0,0920 0,0240 0,0513 0,0421 0,0275 0,0311 0,0187 0,0105 0,0197 0,0183
média | -0,0321 0,0010 0,0012|-0,0110 -0,0039 -0,0031] 0,0061 0,0060 -0,0032] -0,0017 -0,0042 0,0009
g Vicio -0,1321 -0,0990 -0,0988| -0,1110 -0,1039 -0,1031 -0,0939 -0,0940 -0,1032(-0,1017 -0,1042 -0,0991
eqm 0,1030 0,0979 0,0918 0,0356 0,0535 0,0474| 0,0395 0,0395 0,0285 0,0211 0,0297 0,0263
variancia | 0,0856 0,0882 0,0821| 0,0233 0,0428 0,0368 0,0307 0,0307 0,0178 0,0108 0,0189 0,0165
média | -0,0431 -0,0097 -0,0064] -0,0187 -0,0003 -0,0032 0,0083 0,0063 -0,0009 -0,0033 0,0062 0,0056
oy Vicio -0,1431 -0,1097 -0,1064] -0,1187 -0,1003 -0,1032| -0,0917 -0,0937 -0,1009| -0,1033 -0,0938 -0,0944
eqm 0,1022 0,1025 0,0996 0,0361 0,0624 0,0513 0,0357 0,0405 0,0291] 0,0208 0,0269 0,0279
varidncia | 0,0818 0,0905 0,0884 0,0220 0,0524 0,0407 0,0273 0,0317 0,0189 0,0101 0,0181 0,0190
média | -0,0039 -0,0001 0,0060| -0,0077 -0,0014 0,0069 0,0120 0,0093 0,0023-0,0022 0,0015 0,0015
g Vicio -0,1039 -0,1001 -0,0940| -0,1077 -0,1014 -0,0931 -0,0880 -0,0907 -0,0977| -0,1022 -0,0985 -0,0985
eqm 0,0903 0,1073 0,0975 0,0361 0,0650 0,0495 0,0332 0,0379 0,0264/ 0,0209 0,0295 0,0270
variancia | 0,0796 0,0974 0,0887] 0,0245 0,0547 0,0408 0,0255 0,0297 0,0168 0,0105 0,0199 0,0173
média  [-0,0394 0,0134 0,0035]-0,0244 -0,0144 -0,0150] 0,0144 0,0084 -0,0070 -0,0055 0,0017 0,0026
g Vicio -0,1394 -0,0866 -0,0965| -0,1244 -0,1144 -0,1150| -0,0856 -0,0916 -0,1070 -0,1055 -0,0983 -0,0974
eqm 0,1137 0,0956 0,0947 0,0384 0,0597 0,0529 0,0335 0,0382 0,0301] 0,0214 0,0273 0,0264
variancia | 0,0944 0,0882 0,0854] 0,0229 0,0467 0,0397] 0,0261 0,0298 0,0187 0,0103 0,0176 0,0169
média | -0,0639 -0,0244 -0,0323]-0,0295 -0,0118 -0,0122| -0,0028 -0,0081 -0,0089] -0,0103 -0,0027 -0,0044
1 Veio -0,1639 -0,1244 -0,1323|-0,1295 -0,1118 -0,1122| -0,1028 -0,1081 -0,1089| -0,1103 -0,1027 -0,1044
B eqm 0,1098 0,1011 0,1088 0,0401 0,0610 0,0535 0,0387 0,0451 0,0300 0,0227 0,0289 0,0282
variancia | 0,0831 0,0857 0,0914| 0,0233 0,0485 0,0410 0,0282 0,0334 0,0182 0,0105 0,0184 0,0173
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Tabela 2. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido, quando p=0=q, d=0,1,
re=1000, a€ {0,6,0,7 } e nse{1,2,..,10}.

a=0,60 a=0,70
d=0,10 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,0497 0,0629 0,0619 0,0472 0,0495 0,0485 0,0554 0,0567 0,0627 0,0525 0,0515 0,0533
Loy Vicio|-0,0503 -0,0371 -0,0381]-0,0528 -0,0505 -0,0515| 0,046 -0,0433 -0,0373) -0.0475 -0,0485 -0,0467
eqm 0,0148 0,0142 0,0124| 0,0075 0,0106 0,0097] 0,0071 0,0092 0,0059 0,0046 0,0061 0,0054
variancia | 0,0123 0,0128 0,01101 0,0047 0,0080 0,0070 0,0051 0,0073 0,0045 0,0023 0,0038 0,0032
média | 0,0367 0,0466 0,0474 0,0304 0,0324 0,0331| 0,0391 0,0407 0,0463 0,0358 0,0375 0,0381
Ly Vicio |-0,0633 -0,0534 -0,0526-0,0696 -0,0676 -0,0669 -0,0609 -0,0593 -0,0537-0,0642 -0,0625 -0,0619
eqm 0,0152 0,0143 0,0132 0,0099 0,0126 0,0118 0,0085 0,0104 0,0073| 0,0065 0,0079 0,0074
variancia | 0,0112 0,0115 0,0104] 0,0050 0,0080 0,0074| 0,0048 0,0069 0,0044! 0,0024 0,0040 0,0035
média | 0,0186 0,0288 0,0302 0,0175 0,0216 0,0204 0,0222 0,0234 0,0314 0,0230 0,0236 0,0247
3 Vicio [-0,0814 -0,0712 -0,0698 -0,0825 -0,0784 -0,0796 -0.0778 -0,0766 -0.0686/-0,0770 -0.0764 -0,0753
eqm 0,0188 0,0178 0,0165 0,0120 0,0157 0,0141| 0,0109 0,0135 0,0095 0,0082 0,0098 0,0089
variancia | 0,0122 0,0128 0,0117, 0,0052 0,0096 0,0077 0,0048 0,0076 0,0048 0,0023 0,0040 0,0032
média | 0,0146 0,0283 0,0283 0,0152 0,0168 0,0167 0,0185 0,0258 0,0278 0,0195 0,0205 0,0211
g Vicio[-0,0854-0,0717 -0,0717)-0,0848 -0,0832 -0,0833 -0,0815 -0,0742 -0,0722/-0,0805 -0,0795 -0,0789
eqm 0,0180 0,0174 0,0159 0,0120 0,0144 0,0141] 0,0113 0,0124 0,0098 0,0088 0,0100 0,0095
varidncia | 0,0107 0,0123 0,0108 0,0048 0,0075 0,0072] 0,0046 0,0069 0,0046/ 0,0023 0,0037 0,0033
média | 0,0133 0,0267 0,023¢ 0,0142 0,0174 0,0189 0,0171 0,0211 0,0234 0,0177 0,0190 0,0199
5 Vicio [-0,0867 -0,0733 -0,0764 -0,0858 -0,0826 -0,0811]-0,0829 -0,0789 -0,0766/-0,0823 -0,0810 -0,0801
eqm 0,0188 0,0176 0,0176/ 0,0125 0,0155 0,0142] 0,0117 0,0129 0,0107 0,0092 0,0105 0,0099
variancia| 0,0113 0,0123 0,0117 0,0051 0,0086 0,0076 0,0048 0,0066 0,0048 0,0024 0,0040 0,0035
média | 0,0072 0,0143 0,0189 0,0104 0,0119 0,0104] 0,0137 0,0133 0,0184] 0,0142 0,0149 0,0147
g Vicio (0,028 -0,0857 -0,0811-0,0896 -0.0881 -0,0896 -0.0863 -0,0867 -0.0816/-0,0858 -0,0851 -0,0853
eqm 0,0198 0,0193 0,0183| 0,0131 0,0155 0,0152] 0,0121 0,0143 0,0113| 0,0097 0,0110 0,0106
variancia| 0,0112 0,0120 0,0117 0,0051 0,0078 0,0072 0,0047 0,0068 0,0046 0,0024 0,0037 0,0033
média | 0,0010 0,0096 0,0130 0,0041 0,0068 0,0074 0,0059 0,0093 0,0141] 0,0075 0,0072 0,0088
o Vicio[-0,0990 -0,0904 -0,0870 -0,0959 -0,0932 -0,0926 -0.0941 -0,007 -0,0859| 0,0925 -0,0928 -0,0912
eqm 0,0219 0,0211 0,0198 0,0142 0,0162 0,0162] 0,0140 0,0156 0,0123| 0,0110 0,0127 0,0116
varincia | 0,0121 0,0129 0,0123| 0,0050 0,0075 0,0077 0,0051 0,0073 0,0049 0,0024 0,0041 0,0033
média | 0,0051 0,0091 0,0108 0,0046 0,0021 0,0057 0,0105 0,0087 0,0169 0,0103 0,0107 0,0111
g Vicio (0,099 -0,0909 -0,0892 -0,0954 -0,0979 -0,0043 -0,0895 -0,0913 -0.0831|-0,0897 -0.0893 -0,0889
eqm 0,0201 0,0210 0,0200 0,0144 0,0196 0,0169 0,0128 0,0161 0,0118 0,0105 0,0118 0,0114
variancia | 0,0111 0,0127 0,0120( 0,0053 0,0100 0,0080| 0,0048 0,0078 0,0049 0,0025 0,0038 0,0035
média  |-0,0023 0,0120 0,0147 0,0020 0,0036 0,0070] 0,0048 0,0134 0,0144] 0,0062 0,0060 0,0085
g Vicio |-0,1023 -0,0880 -0,0853)-0,0980 -0,0964 -0,0930|-0,0952 -0.0866 -0.0856 -0.0938 -0,0040 -0,0915
eqm 0,0222 0,0194 0,0188 0,0144 0,0174 0,0160| 0,0138 0,0145 0,0122] 0,0111 0,0125 0,0117
variancia | 0,0117 0,0117 0,0115/ 0,0048 0,0081 0,0074| 0,0048 0,0070 0,0049 0,0023 0,0036 0,0033
média  |-0,0025 0,0105 0,0097 0,0033 0,0090 0,0091 0,0038 0,0072 0,0107 0,0060 0,0069 0,0077
vicio  |-0,1025 -0,0895 -0,0903| -0,0967 -0,0910 -0,0909| -0,0962 -0,0928 -0,0893-0,0940 -0,0931 -0,0923
= eqm 0,0215 0,0194 0,0193 0,0140 0,0159 0,0157] 0,0143 0,0154 0,0128 0,0113 0,0123 0,0120
variancia| 0,0110 0,0114 0,0111] 0,0047 0,0076 0,0075 0,0050 0,0068 0,0048 0,0024 0,0036 0,0035
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Tabela 3. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido,
quando p=0=q, d=0,1, re=1000, ¢ =0,8 e nse{1,2,...,.10}.

a=0,80
d=0,10 GPH BA BERAN| FT |FTmod
MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,0548 0,0565 0,0585 0,0526 0,0508 0,0537] 0,0494] 0,1022 0,2026
Lop Vicio[-0.0452 -0,0435 -0,0415 -0.0474 -0,0492 -0,0463) -0.0506 0.0022| 0,1026
eqm 0,0042 0,0061 0,0039 0,0033 0,0044 0,0037 0,0032 0,0019 0,0157
variancia | 0,0021 0,0042 0,0021] 0,0011 0,0020 0,0016] 0,0006 0,0019 0,0052
média | 0,0383 0,0392 0,0418 0,0359 0,0360 0,0373| 0,0330 0,1024] 0,1541
Loy Vicio |-0,0617 -0,0608 -0,0582 -0,0641 -0,0640 -0,0627 -0,0670 0,0024/ 0,0541
eqm 0,0059 0,0075 0,0054] 0,0053 0,0060 0,0055 0,0051 0,0033 0,0095
variancia | 0,0021 0,0038 0,00200 0,0011 0,0018 0,0016] 0,0007 0,0033 0,0066
média | 0,0267 0,0245 0,0299 0,0263 0,0284 0,0277] 0,0236 0,0992 0,1246
3 Vico ]-0,0733 -0,0755 -0,0701|-0,0737 -0.0716 -0,0723| -0,0764 -0.0008| 0.0246
eqm 0,0076 0,0099 0,0070 0,0066 0,0070 0,0069 0,0064/ 0,0042 0,0069
variancia | 0,0022 0,0042 0,0021| 0,0011 0,0019 0,0017] 0,0006| 0,0042| 0,0063
média | 0,0176 0,0186 0,0250/ 0,0192 0,0178 0,0184] 0,0181] 0,1000 0,1082
g Vicio|-0,0824 -0,0814 -0,0750-0,0808 -0,0822 -0,0816 -0,0819 0.0000 0,0082
eqm 0,0089 0,0109 0,0077 0,0077 0,0086 0,0082 0,0074/ 0,0057 0,0066
variancia | 0,0021 0,0043 0,0021] 0,0012 0,0018 0,0016] 0,0007 0,0057 0,0066
média | 0,0188 0,0174 0,0221] 0,0184 0,0191 0,0195 0,0155 0,1019 0,1010
g Vicio |-0,0812 -0,0826 -0,0779-0,0816 -0.0809 -0,0805 -0,0845 0.0019| 0,0010
eqm 0,0087 0,0110 0,0083| 0,0079 0,0085 0,0081 0,0078 0,0067 0,0065
variancia | 0,0021 0,0041 0,0022 0,0012 0,0020 0,0016{ 0,0007 0,0067 0,0065
média | 0,0139 0,0148 0,0177 0,0152 0,0147 0,0149] 0,0123] 0,1035 0,0921
g Vicio |-0,0861 -0,0852 -0,0823(-0,0848 -0,0853 -0,0851| -0,0877 0.0035/-0,0079
eqm 0,0096 0,0116 0,0089 0,0084 0,0092 0,0089 0,0083| 0,0073| 0,0060
variancia | 0,0022 0,0043 0,0021 0,0012 0,0019 0,0016] 0,0006 0,0073 0,0059
média | 0,0096 0,0115 0,0140/ 0,0107 0,0116 0,0112] 0,0096 0,1030 0,0833
o Vicio ]-0,0904 -0,0885 -0,0860/-0.0893 -0,0884 -0.0888 -0.0904 0.0030-0.0167
eqm 0,0104 0,0123 0,0097 0,0092 0,0098 0,0095 0,0088 0,0087 0,0061
variancia | 0,0022 0,0044 0,0023| 0,0012 0,0020 0,0016 0,0007| 0,0087 0,0058
média | 0,0116 0,0095 0,0155 0,0117 0,0122 0,0125] 0,0074 0,1054] 0,0786
g Vicio |-0,0884 -0,0005 -0,0845(-0,0883 -0.0878 -0,0875| -0,0926 0.0054-0,0214
eqm 0,0100 0,0122 0,0093| 0,0090 0,0097 0,0093 0,0092 0,0096 0,0062
variancia | 0,0022 0,0040 0,0021| 0,0012 0,0020 0,0016] 0,0007| 0,0096| 0,0057
média | 0,0083 0,0109 0,0152 0,0091 0,0072 0,0092] 0,0070 0,1071] 0,0750
g Vicio -0.0917 -0,0891 -0,0848 -0.0909 -0,0928 -0,0908) -0.0930 0.0071|-0,0250
eqm 0,0106 0,0124 0,0094/ 0,0094 0,0107 0,0100 0,0093| 0,0101| 0,0061
variancia | 0,0022 0,0044 0,0022| 0,0011 0,0021 0,0017| 0,0006| 0,0100| 0,0055
média | 0,0058 0,0088 0,0114] 0,0080 0,0089 0,0094] 0,0056 0,1068 0,0711
JpVEio|-0.0942 -0,0912 -0,0886(-0.0920 -0,0911 -0.0906 -0,0944| 0.0068{-0.0289
= eqm 0,0109 0,0125 0,0099 0,0096 0,0100 0,0098 0,0095/ 0,0108 0,0062
variancia | 0,0021 0,0042 0,0021 0,0011 0,0017 0,0016] 0,0006 0,0108 0,0054
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Tabela 4. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido, quando p=0=q, d=0,2,
re=1000, a€ {0,4;0,5} e nse{1,2,..,10}.

a=0,40 a=0,50
d=0,20 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP

média | 0,1767 0,2011 0,1967 0,1057 0,1201 0,1233) 0,1681 0,1893 0,1836 0,1236 0,1291 0,1331

Lo Vicio [-0,0233 0,0011 -0,0033(-0,0943 -0,0799 -0,0767 -0.0319 -0.0107 -0,0164-0,0764 -0,0709 -0,0669
eqm 0,0935 0,0943 0,0973 0,0319 0,0546 0,0461| 0,0316 0,0278 0,0314| 0,0167 0,0236 0,0216
variancia | 0,0930 0,0944 0,0974| 0,0230 0,0482 0,0403| 0,0306 0,0277 0,0312 0,0109 0,0186 0,0171
média | 0,1384 0,1639 0,1623] 0,0779 0,0871 0,0954 0,1332 0,1437 0,1445 0,0944 0,0982 0,1056
Ly Vicio |-0,0616 -0,0361 -0,0377)-0,1221 -0,1129 -0,1046 -0.0668 -0,0563 -0,0555 -0,1056 -0,1018 -0,0944
eqm 0,0939 0,0979 0,0916 0,0394 0,0641 0,0528| 0,0348 0,0355 0,0357 0,0221 0,0294 0,0259
variancia | 0,0902 0,0967 0,0903| 0,0246 0,0514 0,0419 0,0303 0,0323 0,0326| 0,0109 0,0190 0,0170
média | 0,1248 0,1467 0,1353] 0,0706 0,0834 0,0895 0,1182 0,1278 0,1212 0,0812 0,0823 0,0877
Lz Vicio [-0,0752 -0,0533 -0,0647-0,1294 -0,1166 -0,1105 -0.0818 -0,0722 -0,0788 -0,1188 -0,1177 -0,1123
eqm 0,0832 0,0973 0,1043| 0,0424 0,0696 0,0577 0,0332 0,0333 0,0407] 0,0250 0,0360 0,0304
variancia | 0,0776 0,0946 0,1002| 0,0257 0,0561 0,0455 0,0265 0,0281 0,0345 0,0109 0,0221 0,0178
média | 0,0769 0,1052 0,1090] 0,0508 0,0677 0,0654] 0,0857 0,1110 0,1041] 0,0667 0,0720 0,0739
oy Vicio[-0,1231 -0,0948 0,010 -0,1492 -0,1323 -0,1346{-0,1143 -0,0890 -0,0959 -0,1333 -0,1280 -0,1261
eqm 0,1141 0,0984 0,1031| 0,0461 0,0614 0,0586| 0,0465 0,0351 0,0438 0,0292 0,0388 0,0348
varidncia | 0,0990 0,0895 0,0949 0,0239 0,0439 0,0405 0,0335 0,0272 0,0346/ 0,0115 0,0224 0,0189
média | 0,0873 0,1105 0,1092] 0,0370 0,0456 0,0505 0,0809 0,0942 0,0911] 0,0499 0,0534 0,0564
g Vicio[-0,1127 -0,0895 -0,0908 -0,1630 -0,1544 -0,1495(-0,1191 -0,1058 -0,1089 -0,1501 -0,1466 -0,1436
eqm 0,1025 0,0920 0,0974| 0,0502 0,0675 0,0615 0,0438 0,0409 0,0434 0,0330 0,0432 0,0383
variancia | 0,0899 0,0841 0,0893| 0,0236 0,0437 0,0392] 0,0297 0,0297 0,0316/ 0,0105 0,0218 0,0177
média | 0,0735 0,1157 0,1037 0,0361 0,0472 0,0480 0,0748 0,0965 0,0931] 0,0465 0,0533 0,0544
g Vicio[-0,1265 -0,0843 0,063 -0,1639 -0,1528 -0,1520/-0,1252 -0,1035 -0,1069) -0,1535 -0,1467 -0,1456
eqm 0,1101 0,0976 0,1026| 0,0524 0,0749 0,0646| 0,0470 0,0403 0,0436 0,0352 0,0426 0,0411
variancia | 0,0942 0,0906 0,0934] 0,0256 0,0516 0,0415/ 0,0313 0,0296 0,0322| 0,0116 0,0211 0,0199
média | 0,0793 0,1089 0,1007] 0,0437 0,0509 0,0583 0,0716 0,0854 0,0793 0,0474 0,0506 0,0536
Ly Vicio [-0,1207 -0,0911 -0,0993(-0,1563 -0,1491 -0,1417)-0,1284 -0,1146 -0,1207-0,1526 -0,1494 -0,1464
eqm 0,0977 0,0897 0,0990| 0,0483 0,0778 0,0616/ 0,0450 0,0392 0,0461| 0,0341 0,0440 0,0396
varidncia | 0,0832 0,0815 0,0892 0,0239 0,0556 0,0416/ 0,0285 0,0261 0,0316| 0,0109 0,0216 0,0182
média | 0,0579 0,0774 0,0833 0,0234 0,0254 0,0316/ 0,0508 0,0653 0,0623| 0,0308 0,0291 0,0316
g Vicio  [-0,1421 -0,1226 -0,1167-0,1766 -0,1746 -0,1684-0,1492 -0,1347 -0,1377-0,1692 -0,1709 -0,1684
eqm 0,1045 0,1022 0,0987 0,0549 0,0789 0,0672| 0,0524 0,0460 0,0529 0,0399 0,0510 0,0471
variancia | 0,0844 0,0873 0,0852 0,0238 0,0485 0,0389 0,0301 0,0279 0,0340| 0,0113 0,0218 0,0188
média | 0,0621 0,0967 0,0907 0,0321 0,0447 0,0407] 0,0591 0,0719 0,0697 0,0419 0,0462 0,0447
g Vicio [-0,1379 -0,1033 -0,1093(-0,1679 -0,1553 -0,1593 -0,1409 -0,1281 -0,1303 -0.1581 -0,1538 -0,1553
eqm 0,1069 0,0976 0,1000{ 0,0516 0,0711 0,0654 0,0498 0,0453 0,0488 0,0356 0,0428 0,0422
variancia | 0,0880 0,0870 0,0882| 0,0234 0,0471 0,0401 0,0300 0,0289 0,0319 0,0106 0,0192 0,0181
média | 0,0329 0,0613 0,0568 0,0157 0,0204 0,0289] 0,0428 0,0585 0,0512 0,0277 0,0353 0,0343
vicio  |-0,1671 -0,1387 -0,1432|-0,1843 -0,1796 -0,1711|-0,1572 -0,1415 -0,1488| -0,1723 -0,1647 -0,1657

= eqm 0,1128 0,0989 0,1101| 0,0584 0,0789 0,0701| 0,0544 0,0439 0,0502| 0,0407 0,0465 0,0444
variancia | 0,0850 0,0798 0,0896 0,0245 0,0467 0,0409 0,0297 0,0239 0,0280| 0,0110 0,0193 0,0169
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Tabela 5. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢ao de ruido, quando p=0=q, d=0,2,
re=1000, a€ {0,6,0,7 } e nse{1,2,..,10}.

a=0,60 a=0,70
d=0,20 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,1556 0,1620 0,1642] 0,1275 0,1271 0,1313) 0,1433 0,1408 0,1479 0,1260 0,1261 0,1277
g Vicio|-0,0444 -0,0380 -0,0358-0,0725 -0,0729 -0,0687]-0,0567 -0,0592 -0.0521 -0.0740 -0,0739 -0,0723
eqm 0,0132 0,0142 0,0122 0,0101 0,0132 0,0116/ 0,0081 0,0110 0,0075 0,0079 0,0096 0,0087
varidncia | 0,0112 0,0128 0,0110 0,0048 0,0079 0,0068 0,0049 0,0075 0,0048 0,0024 0,0041 0,0035
média | 0,1187 0,1243 0,1251| 0,0952 0,0990 0,0972| 0,1088 0,1085 0,1139 0,0932 0,0920 0,0939
Ly Vicio |-0,0813 -0,0757 -0,0749)-0,1048 -0,1010 -0,1028 -0,0912 -0,0915 -0,0861|-0,1068 -0,1080 -0,1061
eqm 0,0184 0,0179 0,0174| 0,0161 0,0184 0,0185 0,0135 0,0164 0,0125 0,0140 0,0163 0,0151
varidncia | 0,0118 0,0122 0,0118 0,0051 0,0082 0,0079 0,0052 0,0081 0,0051] 0,0026 0,0046 0,0038
média | 0,1059 0,1020 0,1081] 0,0817 0,0808 0,0822 0,0922 0,0861 0,0931] 0,0777 0,0760 0,0799
3 Vicio |-0,0941 -0,0980 -0,0919/-0,1183 -0,1192 -0,1178[-0,1078 -0,1139 -0,1069|-0,1223 -0,1240 -0,1201
eqm 0,0192 0,0245 0,0209 0,0192 0,0236 0,0221| 0,0163 0,0217 0,0167 0,0175 0,0196 0,0180
variancia | 0,0104 0,0149 0,0125/ 0,0052 0,0094 0,0083 0,0047 0,0088 0,0053 0,0025 0,0042 0,0036
média | 0,0780 0,0845 0,0849 0,0645 0,0652 0,0662 0,0698 0,0649 0,0729 0,0607 0,0591 0,0624
ooy Vicio (0,120 -0,1155 -0,1151)-0,1355 -0,1348 -0,1338-0,1302 -0,1351 -0,1271)-0,1393 -0,1409 -0,1376
eqm 0,0276 0,0281 0,0266/ 0,0235 0,0267 0,0261| 0,0222 0,0267 0,0213 0,0217 0,0242 0,0222
varidncia | 0,0127 0,0147 0,0134 0,0052 0,0086 0,0082] 0,0052 0,0084 0,0051| 0,0023 0,0043 0,0033
média | 0,0731 0,0735 0,0751] 0,0533 0,0565 0,0569 0,0632 0,0594 0,0658 0,0519 0,0520 0,0538
g Vicio [-0,1269 -0,1265 -0,1249 -0,1467 -0,1435 -0,1431/-0,1368 -0,1406 -0,1342|-0,1481 -0,1480 -0,1462
eqm 0,0276 0,0298 0,0271| 0,0265 0,0285 0,0278 0,0236 0,0275 0,0231| 0,0243 0,0261 0,0248
variancia | 0,0115 0,0138 0,0115 0,0050 0,0079 0,0073| 0,0049 0,0078 0,0051| 0,0024 0,0042 0,0034
média | 0,0685 0,0797 0,0823) 0,0524 0,0503 0,0548 0,0563 0,0574 0,0622 0,0472 0,0468 0,0482
g Vicio|-0,1315 -0,1203 -0,1177-0,1476 -0,1497 -0,1452/-0,1437 -0,1426 -0,1378 -0,1528 -0,1532 -0,1518
eqm 0,0285 0,0257 0,0249 0,0267 0,0305 0,0280 0,0255 0,0271 0,0238 0,0257 0,0277 0,0266
variancia| 0,0112 0,0113 0,0111] 0,0049 0,0081 0,0070 0,0048 0,0068 0,0048 0,0024 0,0042 0,0036
média | 0,0601 0,0625 0,0658 0,0461 0,0468 0,0469 0,0507 0,0476 0,0543 0,0416 0,0372 0,0403
Ly Vicio|-0,1399 -0,1375 -0,1342-0,1539 -0,1532 -0,1531|-0,1493 -0,1524 -0,1457 -0,1584 -0,1628 -0,1597
eqm 0,0297 0,0318 0,0297 0,0284 0,0314 0,0307| 0,0270 0,0310 0,0261| 0,0275 0,0307 0,0288
variancia | 0,0101 0,0129 0,0117] 0,0047 0,0079 0,0073| 0,0047 0,0078 0,0049 0,0024 0,0042 0,0033
média | 0,0482 0,0601 0,0562 0,0385 0,0404 0,0392 0,0461 0,0455 0,0509 0,0381 0,0378 0,0390
g Vicio | -0.1518 -0,1399 -0,1438 01615 -0,1596 -0,1608-0,1539 -0,1545 -0,1491-0,1619 -0,1622 -0,1610
eqm 0,0341 0,0309 0,0327 0,0311 0,0333 0,0333 0,0286 0,0319 0,0273 0,0286 0,0305 0,0292
variancia | 0,0111 0,0113 0,0120 0,0050 0,0078 0,0074| 0,0049 0,0080 0,0051| 0,0024 0,0042 0,0033
média | 0,0515 0,0536 0,0528 0,0375 0,0362 0,0383) 0,0420 0,0390 0,0445 0,0344 0,0339 0,0345
g Vicio |-0,1485 -0,1464 -0,1472-0,1625 -0,1638 -0,1617]-0,1580 -0.1610 -0,1555 -0,1656 -0,1661 -0,1655
eqm 0,0331 0,0339 0,0338 0,0313 0,0354 0,0338 0,0298 0,0339 0,0296 0,0299 0,0319 0,0309
variancia | 0,0111 0,0125 0,0121| 0,0049 0,0085 0,0076| 0,0048 0,0080 0,0054] 0,0024 0,0043 0,0036
média | 0,0448 0,0542 0,0535 0,0334 0,0347 0,0370| 0,0394 0,0344 0,0413 0,0315 0,0323 0,0319
vicio  |-0,1552 -0,1458 -0,1465|-0,1666 -0,1653 -0,1630} -0,1606 -0,1656 -0,1587-0,1685 -0,1677 -0,1681
= eqm 0,0346 0,0330 0,0319 0,0324 0,0350 0,0337] 0,0302 0,0343 0,0299 0,0307 0,0319 0,0315
variancia | 0,0105 0,0118 0,0105 0,0046 0,0076 0,0071 0,0044 0,0069 0,0047 0,0023 0,0037 0,0032
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Tabela 6. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido,
quando p=0=q, d=0,2, re=1000, & =0,8 e nse{1,2,..,10}.

a=0,80
d=0,20 GPH BA BERAN| FT |FTmod
MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,1334 0,1291 0,1349) 0,1217 0,1218 0,1226] 0,1132] 0,2148 0,3464
Lo Vicio |-0.0666 -0.0709 -0,0651-0,0783 -0,0782 -0,0774 -0.0868 0.0148 01464
eqm 0,0066 0,0094 0,0066 0,0074 0,0082 0,0077 0,0082 0,0019 0,0240
variancia | 0,0022 0,0044 0,0023 0,0012 0,0020 0,0017 0,0007 0,0017| 0,0026
média | 0,0970 0,0958 0,1004 0,0882 0,0862 0,0878 0,0800 0,2121| 0,2804
Ly Vicio [-0,1030 -0,1042 -0,0996/-0,1118 -0,1138 -0,1122 -0,1200 0,0121) 0,0804
eqm 0,0131 0,0156 0,0124 0,0138 0,0150 0,0144] 0,0151| 0,0030 0,0103
variancia | 0,0025 0,0048 0,0024 0,0013 0,0021 0,0018 0,0007 0,0028 0,0038
média | 0,0796 0,0747 0,0794 0,0705 0,0695 0,0709 0,0620] 02116/ 0,2418
oz Vicio |-0,1204 -0,1253 -0,1206-0.1295 -0,1305 -0,1291| -0,1380 0.0116 0.0418
eqm 0,0166 0,0202 0,0169 0,0180 0,0190 0,0183] 0,0197 0,0038| 0,0063
varidncia | 0,0021 0,0045 0,0024/ 0,0012 0,0019 0,0017 0,0006] 0,0037| 0,0046
média | 0,0616 0,0584 0,0638 0,0563 0,0544 0,0565 0,0490 0,2030 0,2076
g Vicio[-0,1384 -0,1416 -0,1362/-0,1437 -0,1456 -0,1435 -0,1510 0,0030 0,0076
eqm 0,0215 0,0247 0,0208 0,0218 0,0232 0,0222 0,0234| 0,0052 0,0053
variancia | 0,0023 0,0046 0,0022 0,0011 0,0020 0,0016 0,0006 0,0052 0,0052
média | 0,0558 0,0544 0,0582 0,0482 0,0477 0,0480 0,0415 0,2034| 0,1849
g Vicio [-0,1442 -0,1456 -0,1418-0,1518 -0,1523 -0,1520 -0,1585| 0,0034 -0.0151
eqm 0,0230 0,0256 0,0224| 0,0242 0,0250 0,0248 0,0257 0,0068 0,0062
variancia | 0,0022 0,0044 0,0023 0,0012 0,0018 0,0016 0,0006 0,0068 0,0060
média | 0,0485 0,0454 0,0532 0,0425 0,0414 0,0434 0,0361] 0,2069 0,1697
g Vicio  [-0.1515 -0,1546 -0,1468-0,1575 -0,1586 0,156 -0,1639| 0,0069 -0.0303
eqm 0,0251 0,0285 0,0239 0,0260 0,0273 0,0263 0,0275 0,0076| 0,0076
variancia | 0,0021 0,0046 0,0023 0,0012 0,0021 0,0017 0,0007 0,0076/ 0,0067
média | 0,0406 0,0349 0,0415 0,0356 0,0340 0,0348 0,0310] 0,2012 0,1539
Loy Vicio |-0,1594 -0,1651 -0,1585-0,1644 -0,1660 -0,1652 -0,1690 0,0012-0.0461
eqm 0,0276 0,0321 0,0276 0,0282 0,0296 0,0289 0,0292| 0,0094 0,0088
varidncia | 0,0022 0,0049 0,0025/ 0,0011 0,0020 0,0016 0,0006 0,0094| 0,0067
média | 0,0378 0,0365 0,0409 0,0334 0,0321 0,0331 0,0272 0,1981] 0,1419
g Vicio |-0.1622 -0,1635 -0,1591/-0,1666 -0,1679 -0,1669] -0.1728-0,0019 -0.0581
eqm 0,0284 0,0308 0,0275 0,0290 0,0304 0,0295 0,0305 0,0105 0,0101
variancia | 0,0021 0,0041 0,0022 0,0012 0,0022 0,0017| 0,0006 0,0105 0,0067
média | 0,0342 0,0282 0,0363) 0,0295 0,0290 0,0299 0,0236 0,1961 0,1319
g Vicio |-0,1658 -0,1718 -0,1637-0,1705 -0,1710 -0,1701| -0,1764-0,0039 -0.0681
eqm 0,0297 0,0341 0,0292] 0,0303 0,0314 0,0306 0,0318 0,0118| 0,0117
variancia | 0,0022 0,0046 0,0024 0,0012 0,0021 0,0017 0,0007 0,0118 0,0070
média | 0,0337 0,0260 0,0352 0,0285 0,0271 0,0269 0,0232 0,2051| 0,1296
vicio  |-0,1663 -0,1740 -0,1648) -0,1715 -0,1729 -0,1731| -0,1768 0,0051|-0,0704
= eqm 0,0298 0,0347 0,0296 0,0306 0,0320 0,0317| 0,0319 0,0121| 0,0115
variancia | 0,0021 0,0044 0,0024 0,0012 0,0021 0,0018 0,0006 0,0121| 0,0065

34



Tabela 7. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢ao de ruido, quando p=0=q, d=0,3,
re=1000, a€ {0,4;0,5} e nse{1,2,..,10}.

a=0,40 a=0,50
d=0,30 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP

média | 0,3581 03615 0,3639 0,2126 0,2308 0,2395 0,3121 0,3104 0,3057] 0,2244 0,2322 0,2306
ooy ViciO 0,0581 0,0615 0,0639/-0,0874 -0,0692 -0,0605| 0,0121 0,0104 0,0057|-0,0756 -0,0678 -0,0694
eqm 0,0960 0,1082 0,1117 0,0323 0,0516 0,0442] 0,0349 0,0364 0,0395 0,0170 0,0236 0,0233
variancia | 0,0927 0,1046 0,1077 0,0247 0,0469 0,0406 0,0348 0,0363 0,0395 0,0113 0,0191 0,0185
média | 0,3126 0,3288 0,3273] 0,1792 0,2043 0,2054| 0,2789 0,2860 0,2789 0,1949 0,2034 0,2040
gy Vicio 0,0126 0,0288 0,0273|-0,1208 -0,0957 -0,0946|-0,0211 -0,0140 -0,0211|-0,1051 -0,0966 -0,0960
eqm 0,0920 0,0923 0,0941 0,0382 0,0601 0,0506 0,0322 0,0315 0,0358 0,0221 0,0310 0,0283
variancia | 0,0919 0,0916 0,0935 0,0236 0,0510 0,0417 0,0318 0,0314 0,0354] 0,0110 0,0217 0,0191
média | 03111 0,3169 0,3122] 0,1682 0,1880 0,1942] 0,2635 0,2642 02576/ 0,1747 0,1831 0,1861
3 Vicio 0,0111 0,0169 0,0122/-0,1318 -0,1120 -0,1058| -0,0365 -0,0358 -0,0424{-0,1253 -0,1169 -0,1139
eqm 0,0877 0,0914 0,0911 0,0418 0,0658 0,0533| 0,0305 0,0282 0,0324] 0,0258 0,0312 0,0298
variancia | 0,0876 0,0912 0,0910 0,0244 0,0533 0,0421| 0,0292 0,0270 0,0306| 0,0101 0,0175 0,0168
média | 02713 0,2793 0,2676 0,1412 0,1481 0,1576 0,2275 0,2261 0,2173] 0,1496 0,1547 0,1599
g Vicio[-0,0287 -0,0207 -0,0324)-0,1588 -0,1519 -0,1424 -0,0725 -0,0739 -0,0827)-0,1504 -0,1453 -0,1401
eqm 0,0961 0,0861 0,0976 0,0519 0,0760 0,0634] 0,0377 0,0404 0,0463| 0,0346 0,0437 0,0401
variancia | 0,0953 0,0858 0,0967| 0,0267 0,0530 0,0431 0,0325 0,0350 0,0395 0,0120 0,0226 0,0205
média | 02767 0,2701 0,2674 0,1372 0,1550 0,1539 0,2211 02177 0,2187] 0,1386 0,1462 0,1464
g Vicio [-0,0233 -0,0299 -0,0326-0,1628 -0,1450 -0.1461) -0.0789 -0,0823 -0,0813{-0,1614 -0,1538 -0,1536
eqm 0,0910 0,0976 0,0984 0,0535 0,0689 0,0645 0,0370 0,0388 0,0435 0,0378 0,0431 0,0425
variancia | 0,0906 0,0968 0,0974 0,0270 0,0479 0,0432 0,0308 0,0320 0,0369 0,0117 0,0194 0,0189
média | 0,2413 0,2650 0,2635 0,1258 0,1309 0,1412] 0,1994 0,2059 0,2031] 0,1266 0,1279 0,1364

o Vicio[-0,0587 -0,0350 -0,0365-0,1742 -0,1691 -0,1588 -0,1006 -0,0941 -0,0969|-0,1734 -0,1721 -0,1636
eqm 0,0932 0,0963 0,1004 0,0545 0,0735 0,0659 0,0409 0,0386 0,0416{ 0,0400 0,0456 0,0436
variancia | 0,0898 0,0952 0,0992 0,0241 0,0450 0,0407 0,0308 0,0297 0,0322| 0,0100 0,0159 0,0169
média | 0,2420 0,2503 0,2358] 0,1140 0,1258 0,1265 0,1973 0,1953 0,1891] 0,1191 0,1207 0,1228

L Vicio|-0,0580 -0,0497 -0,0642{-0,1860 -0,1742 -0,1735-0,1027 -0,1047 -0,1109 -0,1809 -0,1793 -0,1772
eqm 0,0850 0,0935 0,1034 0,0601 0,0850 0,0708 0,0401 0,0408 0,0445| 0,0446 0,0525 0,0507
variancia | 0,0817 0,0911 0,0994 0,0255 0,0547 0,0408 0,0296 0,0299 0,0322| 0,0119 0,0203 0,0193
média | 02166 0,2246 0,2235 0,1094 0,1183 0,1211] 0,1802 0,1813 0,1735 0,1121 0,1123 0,1148
g Vicio | -0.0834 -0,0754 -0,0765 -0,1906 -0,1817 -0,1789(-0,1198 -0,1187 -0,1263 -0,1879 -0,1877 -0,1852
eqm 0,0896 0,1014 0,1016/ 0,0601 0,0829 0,0704| 0,0427 0,0451 0,0516 0,0464 0,0541 0,0513
variancia | 0,0827 0,0958 0,0958 0,0238 0,0500 0,0384| 0,0284 0,0311 0,0356/ 0,0111 0,0189 0,0171
média | 0,2100 0,2077 0,2037 0,0936 0,1101 0,1088 0,1650 0,1637 0,1540| 0,0998 0,1057 0,1057
g Vicio 0,000 -0,0923 -0,0963 -0.2064 -0,1899 -0,1912{-0,1350 -0,1363 -0,1460-0.2002 -0,1943 -0,1943
eqm 0,0995 0,1063 0,1103 0,0669 0,0847 0,0756 0,0479 0,0508 0,0587 0,0512 0,0568 0,0551
variancia | 0,0915 0,0979 0,1011| 0,0244 0,0487 0,0391| 0,0297 0,0323 0,0375/ 0,0111 0,0191 0,0173
média | 0,2128 02165 0,2081 0,0941 0,1062 0,1077] 0,1659 0,1706 0,1656/ 0,0959 0,0934 0,0980
vicio  [-0,0872 -0,0835 -0,0919/-0,2059 -0,1938 -0,1923|-0,1341 -0,1294 -0,1344|-0,2041 -0,2066 -0,2020

= eqm 0,0993 0,1033 0,1044| 0,0683 0,0920 0,0784| 0,0492 0,0438 0,0474 0,0523 0,0632 0,0576
variancia | 0,0918 0,0964 0,0960 0,0259 0,0545 0,0414] 0,0312 0,0271 0,0294| 0,0107 0,0205 0,0169
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Tabela 8. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢ao de ruido, quando p=0=q, d=0,3,
re=1000, a€ {0,6,0,7 } e nse{1,2,..,10}.

a=0,60 a=0,70
d=0,30 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,2801 0,2754 0,2720 0,2252 0,2266 0,2265 0,2513 0,2353 0,2458 0,2161 0,2142 0,2167
oo Vicio {0,019 -0,0246 -0,0280|-0.0748 -0,0734 -0,0735-0,0487 -0,0647 -0.0542-0,0839 -0,0858 -0,0833
eqm 0,0132 0,0151 0,0146 0,0110 0,0135 0,0131| 0,0078 0,0134 0,0087| 0,0096 0,0115 0,0106
variancia | 0,0128 0,0145 0,0139 0,0054 0,0081 0,0077| 0,0054 0,0092 0,0058 0,0025 0,0041 0,0037
média | 0,2415 0,2338 0,2382 0,1903 0,1941 0,1928 0,2064 0,1883 0,1993 0,1750 0,1734 0,1742
Loy Vicio |-0,0585 -0,0662 -0,0618-0,1097 -0,1059 -0,1072{-0,0936 -0,1117 -0,1007-0,1250 -0,1266 -0,1258
eqm 0,0154 0,0190 0,0170| 0,0172 0,0206 0,0192] 0,0137 0,0220 0,0159 0,0182 0,0205 0,0196
variancia | 0,0120 0,0146 0,0132 0,0052 0,0094 0,0077 0,0049 0,0096 0,0057| 0,0026 0,0045 0,0038
média | 02182 0,2091 0,2095 0,1643 0,1624 0,1633 0,1813 0,1628 0,1729 0,1480 0,1447 0,1473
3 Vicio | -0,0818 -0,0909 -0,0905-0,1357 -0,1376 -0,1367-0,1187 -0,1372 -0,1271) -0,1520 -0,1553 -0,1527
eqm 0,0181 0,0216 0,0216/ 0,0236 0,0271 0,0268 0,0188 0,0279 0,0213 0,0255 0,0280 0,0271
variancia | 0,0114 0,0133 0,0134 0,0052 0,0082 0,0081/ 0,0048 0,0091 0,0051| 0,0024 0,0038 0,0038
média | 0,1894 0,1869 0,1833] 0,1424 0,1447 0,1434 0,1554 0,1378 0,1481] 0,1270 0,1242 0,1246
oog Vicio[-0.1106 -0,1131 -0,1167/-0,1576 -0,1553 -0,1566 -0,1446 -0,1622 -0,1519/-0,1730 -0,1758 -0,1754
eqm 0,0242 0,0267 0,0275 0,0303 0,0323 0,0326 0,0259 0,0354 0,0288| 0,0325 0,0352 0,0344
variancia | 0,0120 0,0139 0,0139 0,0055 0,0082 0,0081| 0,0050 0,0091 0,0057| 0,0026 0,0043 0,0036
média | 0,1773 0,1686 0,1700 0,1279 0,1262 0,1286 0,1414 0,1286 0,1329 0,1123 0,1074 0,1119
s Vicio [-0.1227 -0,1314 -0,1300-0,1721 -0,1738 -0.1714 -0,1586 -0,1714 -0,1671|-0,1877 -0,1926 -0,1881
eqm 0,0262 0,0315 0,0302 0,0348 0,0381 0,0367 0,0302 0,0379 0,0332 0,0377 0,0415 0,0388
variancia | 0,0112 0,0142 0,0133 0,0052 0,0079 0,0074 0,0050 0,0085 0,0053| 0,0025 0,0044 0,0034
média | 0,1587 0,1547 0,1585 0,1163 0,1125 0,1149 0,1276 0,1150 0,1218 0,1020 0,0965 0,0989
g Vicio[-0.1413 -0,1453 -0,1415/-0,1837 -0,1875 -0,1851/-0,1724 -0,1850 -0,1782 -0,1980 -0,2035 -0,2011
eqm 0,0316 0,0350 0,0329 0,0385 0,0433 0,0416 0,0343 0,0423 0,0372 0,0415 0,0454 0,0440
variancia | 0,0117 0,0139 0,0128 0,0048 0,0081 0,0074 0,0046 0,0081 0,0054] 0,0023 0,0040 0,0035
média | 0,1496 0,1378 0,1421] 0,1035 0,1000 0,1022] 0,1171 0,1048 0,1093 0,0883 0,0829 0,0866
Ly Vicio |-0,1504 -0,1622 -0,1579 -0,1965 -0,2000 -0,1978(-0,1829 -0,1952 -0,1907-0.2117 -0.2171 -0.2134
eqm 0,0331 0,0404 0,0378 0,0437 0,0484 0,0471| 0,0382 0,0466 0,04201 0,0473 0,0515 0,0490
variancia | 0,0105 0,0141 0,0128 0,0051 0,0084 0,0080 0,0047 0,0085 0,0056/ 0,0025 0,0043 0,0035
média | 0,1421 0,1335 0,1359 0,1002 0,0951 0,0978 0,1097 0,0947 0,1036 0,0851 0,0815 0,0825
g Vicio | -0.1579 0,165 -0,1641)-0,1998 -0,2049 -0,2022{-0,1903 -0,2053 -0,1964 -0.2149 -0.2185 -0.2175
eqm 0,0365 0,0421 0,0391| 0,0450 0,0503 0,0482 0,0412 0,0515 0,0439 0,0487 0,0520 0,0510
variancia | 0,0116 0,0143 0,0122| 0,0051 0,0083 0,0073 0,0050 0,0094 0,0053| 0,0025 0,0043 0,0037
média | 0,1302 0,1219 0,1212 0,0904 0,0925 0,0917 0,0975 0,0837 0,0904] 0,0753 0,0745 0,0758
g Vicio |-0,1698 -0,1781 -0,1788 -0.2096 -0,2075 -0,2083(-0,2025 02163 -0.2096 -0.2247 -0.2255 -0,2242
eqm 0,0403 0,0459 0,0449 0,0491 0,0507 0,0509 0,0456 0,0562 0,0494 0,0528 0,0547 0,0537
variancia | 0,0115 0,0142 0,0129 0,0052 0,0077 0,0075 0,0047 0,0094 0,0054| 0,0023 0,0038 0,0034
média | 0,1306 0,1209 0,1232] 0,0873 0,0867 0,0874| 0,0984 0,0813 0,0917] 0,0716 0,0693 0,0717
vicio  [-0,1694 -0,1791 -0,1768/-0,2127 -0,2133 -0,2126-0,2016 -0,2187 -0,2083|-0,2284 -0,2307 -0,2283
= eqm 0,0409 0,0465 0,0448 0,0502 0,0539 0,0526/ 0,0456 0,0568 0,0488 0,0546 0,0572 0,0555
variancia | 0,0122 0,0144 0,0136 0,0050 0,0084 0,0074 0,0050 0,0089 0,0055 0,0025 0,0040 0,0034

36



Tabela 9. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adi¢ao de ruido,
quando p=0=q, d=0,3, re=1000, & =0,8 e nse {1,2,...,10}.

a=0,80
d=0,30 GPH BA BERAN| FT |FTmod
MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,2208 0,2073 0,2160| 0,2003 0,1980 0,1994 0,18250,3281] 0,4562
g Vicio[-0,0792 0,027 -0,0840|-0,0997 -0,1020 -0,1006| -0,11750,0281| 0.1562
eqm 0,0086 0,0134 0,0096 0,0112 0,0124 0,0120| 0,0144/0,0025 0,0257
varidncia | 0,0023 0,0048 0,0025 0,0013 0,0020 0,0019 0,0007/0,0017| 0,0013
média | 0,1755 0,1601 0,1690| 0,1553 0,1515 0,1531] 0,1376/0,3298 0,3934
oy Vicio |-0,1245 -0,1399 -0,1310/-0,1447 -0,1485 -0,1469 -0,1624/0,0298) 0,0934
eqm 0,0177 0,0251 0,0198 0,0221 0,0242 0,0233| 0,0270/0,0032 0,0108
variancia | 0,0022 0,0055 0,0027| 0,0012 0,0022 0,0018 0,00070,0023| 0,0021
média | 0,1474 0,1286 0,1410/ 0,1274 0,1246 0,1248 0,11070,3308 0,3489
Lz Vicio|-01526 01714 -0,1590-0,1726 -0,1754 -0,1752] -0,18930,0308 00489
eqm 0,0253 0,0347 0,0278 0,0309 0,0329 0,0326| 0,03650,0036 0,0047
variancia | 0,0021 0,0053 0,0026( 0,0011 0,0021 0,0019 0,00060,0026/ 0,0023
média | 0,1264 0,1123 0,1207] 0,1080 0,1046 0,1053 0,0933/0,3304 0,3160
Loy Vicio | -0.1736 -0,1877 -0,1793)-0,1920 -0,1954 -0,1947 -0,20670,0304| 0,0160
eqm 0,0325 0,0401 0,0346 0,0381 0,0403 0,0397| 0,0434/0,0047 0,0033
varidncia | 0,0023 0,0049 0,0025] 0,0012 0,0021 0,0018 0,00070,0038 0,0031
média | 0,1127 0,1007 0,1068 0,0953 0,0925 0,0941 0,08080,3326/ 0,2902
g Vicio |-0,1873 -0,1993 -0,1932-0.2047 0,2075 -0,2059| -0,2192/0,0326{-0,0098
eqm 0,0375 0,0444 0,0399 0,0432 0,0452 0,0441| 0,0487/0,0056 0,0037
variancia | 0,0024 0,0047 0,0026( 0,0013 0,0021 0,0017 0,00070,0046 0,0036
média | 0,1008 0,0852 0,0954| 0,0853 0,0817 0,0824 0,0717/0,3317] 0,2711
g Vicio |-0,1992 02148 -0,2046-0,2147 -0.2183 -0,2176( -0.22830,0317-0,0289
eqm 0,0419 0,0515 0,0443 0,0473 0,0497 0,0491| 0,05280,0058 0,0047
variancia | 0,0022 0,0053 0,0025/ 0,0012 0,0021 0,0018 0,00070,0048 0,0038
média | 0,0920 0,0796 0,0863 0,0750 0,0715 0,0738 0,06420,3294] 0,2518
Loy Vicio |-0.2080 -0.2204 -0,2137/-0.2250 0.2285 -0,2262 -0,2358/0,0294|-0,0482
eqm 0,0456 0,0537 0,0483| 0,0518 0,0546 0,0530| 0,05630,0069 0,0069
varincia | 0,0023 0,0051 0,0026( 0,0012 0,0024 0,0018 0,00070,0061] 0,0046
média | 0,0843 0,0730 0,0793 0,0691 0,0649 0,0674 0,0578/0,3313| 0,2375
g Vicio [-0.2157 02270 -0,2207)-0,2309 -0.2351 -0,2326| -0,24220,0313(-0,0625
eqm 0,0487 0,0564 0,0513] 0,0545 0,0575 0,0559 0,0593/0,0078 0,0090
variancia | 0,0022 0,0049 0,0026/ 0,0012 0,0022 0,0018 0,00070,0068 0,0051
média | 0,0755 0,0657 0,0705 0,0615 0,0589 0,0608 0,0509]0,3247 0,2194
g Vicio [-0.2245 02343 -0,2295/-0,2385 -0.2411 -0,2392) -0,2491/0,0247-0,0806
eqm 0,0525 0,0599 0,0551| 0,0580 0,0603 0,0590 0,06270,0083 0,0116
varincia | 0,0021 0,0050 0,0025 0,0011 0,0022 0,0018 0,0006/0,0077| 0,0052
média | 0,0742 0,0613 0,0692| 0,0583 0,0557 0,0568 0,04730,3277 0,2090
JpVieio |-0.2258 -0.2387 -0,2308) -0,2417 -0,2443 -0.2432| -0,25270,0277) -0,0910
" eqm 0,0533 0,0620 0,0558 0,0597 0,0619 0,0609 0,06450,0100 0,0143
variancia | 0,0023 0,0050 0,0025 0,0013 0,0022 0,0017 0,00070,0093| 0,0060
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Tabela 10. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido, quando p=0=¢q, d=0,4,
re=1000, a€ {0,4;0,5} e nse{1,2,..,10}.

a=0,40 a=0,50
d=0,40 GPH BA GPH BA
MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média  [0,5791 0,5573 0,5473) 0,3207 0,3505 0,3539 0,4959 0,4768 04659 0,3385 0,3481 0,3528
g Vicio 01791 0,1573 0,1473-0,0793 -0.0495 -0,0461| 0,0959 0,0768 0.0659-0,0615 -0,0519 -0,0472
"7 eqm 0,1237 0,1284 0,1281| 0,0316 0,0509 0,0473| 0,0377 0,0391 0,0403 0,0152 0,0237 0,0208
variancia [0,0917 0,1037 0,1066 0,0254 0,0485 0,0453] 0,0286 0,0332 0,0360 0,0114 0,0210 0,0186
média  [0,5483 0,5211 0,5030 0,2991 0,3284 0,3317] 0,4644 04377 04297 0,3105 0,3180 0,3241
oy Vicio |0,1483 0,121 0,1030-0,1009 -0,0716 -0,0683 00644 0,0377 0,0297/-0,0895 -0,0820 -0,0759
eqm 0,1091 0,1171 0,1237] 0,0383 0,0569 0,0498 0,0340 0,0391 0,0408 0,0207 0,0292 0,0258
variancia | 0,0871 0,1026 0,1132] 0,0282 0,0518 0,0452 0,0299 0,0377 0,0399 0,0127 0,0225 0,0200
média  |0,5407 0,5031 0,5108 0,2815 0,3052 0,3092| 04372 04039 0,3958 0,2826 0,2792 0,2869
Loz Vicio ]0.1407 0,1031 0,1108-0,1185 -0,0948 -0.0908| 0,0372 0,0039 -0,0042{-0,1174 -0,1208 -0,1131
eqm 0,1070 0,1250 0,1209 0,0424 0,0611 0,0536 0,0308 0,0393 0,0416/ 0,0263 0,0382 0,0340
variancia | 0,0873 0,1144 0,1087 0,0284 0,0522 0,0454| 0,0294 0,0394 0,0417| 0,0126 0,0236 0,0213
média  |0,5019 0,4848 0,4887 0,2681 0,2893 0,2906| 0,4076 0,3804 0,3740| 0,2637 0,2648 0,2677
oy Vicio [0,1019 0,0848 0,0887-0,1319 -0,1107 -0,1094 0,0076 -0,0196 -0,0260/-0,1363 -0,1352 -0,1323
eqm 0,1051 0,1095 0,1173| 0,0436 0,0559 0,0523| 0,0322 0,0365 0,0391 0,0304 0,0389 0,0367
variancia | 0,0948 0,1025 0,1095 0,0262 0,0437 0,0404| 0,0322 0,0362 0,0385 0,0118 0,0207 0,0192
média  [0,5025 0,4590 0,4544] 0,2482 0,2677 0,2747] 0,3976 0,3651 0,3474| 0,2485 02507 0,2565
g Vicio  [0,1025 0,0590 0,0544 -0,1518 -0,1323 -0,1253)-0,0024 -0,0349 -0,0526{-0,1515 -0,1493 -0,1435
eqm 0,0960 0,1184 0,1215] 0,0502 0,0691 0,0616 0,0295 0,0392 0,0454 0,0356 0,0416 0,0396
variancia | 0,0856 0,1151 0,1187 0,0272 0,0517 0,0460| 0,0296 0,0380 0,0427| 0,0126 0,0193 0,0191
média  |0,4875 0,4775 0,4633) 0,2400 0,2550 0,2640] 0,3775 0,3462 0,3360 0,2335 0,2398 0,2424
g Vicio  [0,0875 0,0775 0,0633-0,1600 -0,1450 -0,1360/ -0,0225 -0,0538 -0,0640/ 0,165 -0,1602 -0,1576
eqm 0,0984 0,1147 0,1115 0,0516 0,0731 0,0608 0,0303 0,0413 0,0434 0,0395 0,0444 0,0437
variancia | 0,0909 0,1088 0,1076 0,0260 0,0521 0,0423| 0,0298 0,0385 0,0394| 0,0118 0,0188 0,0189
média  |0,4614 0,4253 0,4219 0,2225 0,2343 0,2406| 0,3613 0,3363 0,3289 0,2174 0,2188 0,2250
Ly Vico 00614 0,0253 0,0219-0,1775 01657 -0,1594-0,0387 -0,0637 -0,0711|-0,1826 -0,1812 -0,1750
eqm 0,0864 0,1124 0,1046 0,0578 0,0755 0,0675 0,0311 0,0358 0,0413 0,0438 0,0537 0,0468
variancia | 0,0827 0,1119 0,1042] 0,0263 0,0481 0,0422 0,0296 0,0317 0,0363| 0,0104 0,0208 0,0162
média  |0,4555 0,4147 0,4177) 0,2150 0,2309 0,2348| 0,3497 0,3088 0,3041] 0,2087 02123 0,2126
g Vicio  0.0555 0,0147 0,0177/-0,1850 -0,1691 -0,1652-0,0503 -0,0912 -0,0959-0,1913 -0,1877 -0,1874
eqm 0,0840 0,1084 0,1124 0,0616 0,0839 0,0726 0,0314 0,0439 0,0485 0,0483 0,0527 0,0533
variancia [0,0810 0,1083 0,1122 0,0274 0,0554 0,0454) 0,0289 0,0356 0,0394| 0,0117 0,0175 0,0182
média  |0,4476 0,4061 0,4028 0,2085 0,2160 0,2265 0,3405 0,3099 0,2985 0,1984 0,2005 0,2035
g Vicio 0.0476 0,0061 0,0028-0,1915 -0,1840 -0,1735/-0,0595 -0,0901 -0,1015/-0,2016 -0,1995 -0,1965
eqm 0,0901 0,1176 0,1177] 0,0645 0,0876 0,0728 0,0342 0,0456 0,0511| 0,0524 0,0628 0,0572
variancia [0,0879 0,1176 0,1178 0,0278 0,0538 0,0427 0,0307 0,0375 0,0409 0,0118 0,0230 0,0186
média  [0,4358 0,3997 0,3914] 0,2002 0,2125 02214 0,3246 0,2958 0,2816 0,1882 0,1879 0,1940
vicio  |0,0358 -0,0003 -0,0086] -0,1998 -0,1875 -0,1786|-0,0754 -0,1042 -0,1184|-0,2118 -0,2121 -0,2060
B eqm 0,0866 0,1103 0,1096 0,0646 0,0818 0,0717 0,0358 0,0473 0,0536 0,0562 0,0628 0,0594
variancia | 0,0854 0,1104 0,1097 0,0247 0,0467 0,0399 0,0302 0,0364 0,0396| 0,0114 0,0178 0,0170

38



Tabela 11. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido, quando p=0=q, d=0,4,
re=1000, a€ {0,6,0,7 } e nse{1,2,..,10}.

a=0,60 a=0,70
d=0,40 GPH BA GPH BA

MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,4271 0,4027 0,4033] 0,3336 0,3369 0,3393 0,3726 0,3382 0,3497 0,3158 0,3128 0,3155
ooy ViciO 0,0271 0,0027 0,0033/-0,0664 -0,0631 -0,0607| -0,0274 -0,0618 -0,0503(-0,0842 -0,0872 -0,0845
eqm 0,0122 0,0157 0,0134 0,0100 0,0124 0,0113| 0,0058 0,0136 0,0087| 0,0098 0,0124 0,0111
variancia | 0,0115 0,0157 0,0134] 0,0056 0,0084 0,0076( 0,0050 0,0098 0,0062] 0,0027 0,0048 0,0039
média | 0,3855 03571 0,3558] 0,2942 0,2928 0,2955 0,3222 0,2890 0,2984| 0,2675 0,2607 0,2660
oy ViCio |-0,0145 -0,0429 -0,0442/-0,1058 -0,1072 -0,1045/-0,0778 -0,1110 -0,1016{-0,1325 -0,1393 -0,1340
eqm 0,0116 0,0181 0,0169 0,0172 0,0210 0,0197 0,0108 0,0221 0,0165 0,0203 0,0246 0,0221
variancia | 0,0114 0,0163 0,0150 0,0060 0,0095 0,0088 0,0047 0,0098 0,0062] 0,0028 0,0052 0,0041
média | 0,3538 0,3227 0,3216 0,2641 0,2624 0,2649 0,2902 02521 0,2625 0,2355 0,2283 0,2307
|z Vicio |-0,0462 -0,0773 -0,0784 -0,1359 -0,1376 -0,1351|-0,1098 -0,1479 -0,1375 -0,1645 -0,1712 -0,1693
eqm 0,0138 0,0217 0,0203 0,0241 0,0278 0,0269 0,0172 0,0312 0,0252 0,0298 0,0340 0,0330
variancia | 0,0116 0,0158 0,0143| 0,0057 0,0089 0,0087 0,0052 0,0093 0,0063| 0,0028 0,0047 0,0043
média | 0,3235 0,2955 0,2974 0,2385 0,2339 0,2390] 0,2580 0,2242 0,2337] 0,2067 0,2011 0,2042
oog Vicio [-0,0765 -0,1045 -0,1026-0,1615 -0,1661 -0,1610-0,1420 -0,1758 -0,1663 -0,1933 -0,1989 -0,1958
eqm 0,0183 0,0278 0,0252 0,0315 0,0366 0,0339 0,0255 0,0403 0,0339 0,0401 0,0443 0,0424
variancia | 0,0125 0,0169 0,0147] 0,0054 0,0091 0,0079 0,0053 0,0094 0,0062] 0,0027 0,0048 0,0040
média | 03122 0,2823 0,2748] 0,2236 0,2204 0,2221| 0,2431 0,1997 0,2097| 0,1904 0,1837 0,1856
s Vicio [-0,0878 -0,1177 -0,1252-0,1764 -0,1796 -0,1779 -0,1569 -0,2003 -0,1903{-0,2096 -0.2163 -0,2144
eqm 0,0188 0,0308 0,0313 0,0367 0,0414 0,0403 0,0297 0,0503 0,0432 0,0467 0,0515 0,0502
variancia | 0,0111 0,0169 0,0156 0,0056 0,0091 0,0086 0,0051 0,0102 0,0069 0,0028 0,0047 0,0042
média | 0,2909 02573 0,2619 0,2064 0,1994 0,2026| 0,2240 0,1919 0,1983] 0,1734 0,1672 0,1688
o Vicio[-0,1091 -0,1427 -0,1381)-0,1936 -0,2006 -0,1974-0,1760 -0.2081 -0,2017)-0,2266 -0,2328 -0,2312
eqm 0,0230 0,0362 0,0325 0,0429 0,0494 0,0471| 0,0358 0,0528 0,0463 0,0538 0,0592 0,0572
variancia | 0,0111 0,0159 0,0134 0,0054 0,0091 0,0082 0,0049 0,0095 0,0056| 0,0024 0,0050 0,0038
média | 0,2769 0,2465 0,2473| 0,1941 0,1890 0,1924] 0,2116 0,1775 0,1858 0,1615 0,1522 0,1568
Ly Vicio |-0,1231 -0,1535 -0,1527-0,2059 -0.2110 -0,2076{-0,1884 -0,2225 -0.2142 -0.2385 -0,2478 -0,2432
eqm 0,0271 0,0399 0,0374| 0,0478 0,0532 0,0514] 0,0404 0,0585 0,0515 0,0595 0,0661 0,0630
varincia | 0,0120 0,0164 0,0141 0,0054 0,0087 0,0083] 0,0050 0,0091 0,0056| 0,0026 0,0047 0,0039
média | 0,2665 0,2303 0,2288] 0,1836 0,1769 0,1801] 0,2002 0,1632 0,1728] 0,1505 0,1439 0,1447
g Vicio |-0.1335 -0,1697 -0,1712/-0,2164 -0,2231 -0,2199-0,1998 -0,2368 -0.2272 -0.2495 -0.2561 -0,2553
eqm 0,0289 0,0468 0,0437] 0,0521 0,0591 0,0568 0,0446 0,0660 0,0578 0,0647 0,0703 0,0692
variancia| 0,0111 0,0180 0,0144 0,0053 0,0094 0,0085 0,0047 0,0100 0,0062] 0,0025 0,0048 0,0040
média | 0,2547 0,2179 0,2165 0,1710 0,1667 0,1707 0,1903 0,1532 0,1614 0,1400 0,1309 0,1343
g Vicio |-0,1453 -0,1821 -0,1835/-0.2290 -0,2333 -0,2293-0,2097 -0.2468 -0.2386 -0.2600 -0.2691 -0,2657
eqm 0,0322 0,0488 0,0485 0,0578 0,0634 0,0603] 0,0489 0,0707 0,0629 0,0701 0,0773 0,0746
variancia| 0,0111 0,0156 0,0149 0,0053 0,0090 0,0077| 0,0049 0,0098 0,0060 0,0025 0,0049 0,0040
média | 0,2407 0,2121 0,2093] 0,1610 0,1608 0,1625 0,1803 0,1452 0,1560| 0,1329 0,1288 0,1301
vicio  [-0,1593 -0,1879 -0,1907|-0,2390 -0,2392 -0,2375|-0,2197 -0,2548 -0,2440|-0,2671 -0,2712 -0,2699
= eqm 0,0368 0,0510 0,0507 0,0623 0,0651 0,0638 0,0534 0,0733 0,0653 0,0738 0,0780 0,0766
variancia | 0,0115 0,0158 0,0143 0,0052 0,0079 0,0075/ 0,0051 0,0084 0,0058 0,0025 0,0045 0,0037
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Tabela 12. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,
quando p=0=q, d=0,4, re=1000, & =0,8 e nse {1,2,...,10}.

a=0,80
d=0,40 GPH BA BERAN| FT |FTmod
MQ MM MQP| MQ MM MQP
média | 0,3219 0,2926 0,3041| 0,2870 0,2811 0,2840 0,2587/0,4530, 0,4935
g Vicio [-0.0781 -0.1074 -0,0959/-0,1130 -0,1189 -0,1160| -0,1413/0,0530 0.0935
eqm 0,0084 0,0171 0,0120 0,0141 0,0164 0,0154] 0,0207/0,0050 0,0091
varincia | 0,0023 0,0055 0,0028 0,0013 0,0022 0,0020 0,0007/0,0022] 0,0004
média | 0,2670 0,2364 0,2467| 0,2331 0,2238 0,2287 0,2044|0,4558 0,4702
1oy Vicio |-0,1330 -0,1636 -0,1533/-0,1669 -0,1762 -0,1713 -0,1956/0,0558| 0.0702
eqm 0,0198 0,0324 0,0262] 0,0291 0,0338 0,0315 0,03900,0058 0,0062
variancia | 0,0021 0,0056 0,0027| 0,0013 0,0028 0,0022 0,0007/0,0027 0,0013
média | 0,2313 0,1996 0,2104] 0,1984 0,1897 0,1909 0,17100,4592 0,4351
Lz Vicio|-0.1687 -0.2004 -0,1896/-0,2016 -0.2103 -0,2091| -0,22900,0592| 00351
eqm 0,0308 0,0457 0,0387 0,0420 0,0468 0,0457 0,0532/0,0067 0,0029
variancia | 0,0023 0,0055 0,0028 0,0013 0,0026 0,0020 0,00070,0032] 0,0017
média | 0,2011 0,1704 0,1817] 0,1709 0,1628 0,1649 0,14740,4581 0,4040
g Vicio |-0,1989 02296 -0,2183)-0,2291 -0.2372 -0,2351] -0,2526{0,0581| 0,0040
eqm 0,0420 0,0589 0,0506 0,0538 0,0589 0,0573| 0,0645/0,0068 0,0020
variancia | 0,0024 0,0062 0,0029] 0,0013 0,0026 0,0021] 0,0007/0,0034/ 0,0020
média | 0,1860 0,1485 0,1620| 0,1547 0,1459 0,1480 0,13250,4663 0,3818
g Vicio |-0.2140 02515 -0,2380 -0.2453 -0.2541 -0,2520 -0,2675{0,0663(-0,0182
eqm 0,0480 0,0694 0,0594/ 0,0614 0,0673 0,0655 0,07230,0081 0,0025
variancia | 0,0022 0,0062 0,0028 0,0012 0,0027 0,0020 0,00080,0037| 0,0022
média | 0,1680 0,1349 0,1458 0,1375 0,1267 0,1291] 0,1177/0,4647 0,3585
o Vicio|-0.2320 02651 -0,2542-0.2625 -0.2733 -0,2709) -0,2823{0,0647-0.0415
eqm 0,0560 0,0759 0,0673] 0,0701 0,0773 0,0755 0,0804]0,0085 0,0040
variancia | 0,0022 0,0056 0,0027| 0,0012 0,0026 0,0021] 0,00070,0043| 0,0022
média | 0,1567 0,1253 0,1365 0,1277 0,1170 0,1209 0,1076/0,4623 0,3436
oy Vicio |-0.2433 02747 -0,2635 -0.2723 0.2830 -0,2791] -0,2924/0,0623/-0,0564
eqm 0,0615 0,0812 0,0722] 0,0754 0,0828 0,0801| 0,0863/0,0083 0,0058
varidncia | 0,0023 0,0057 0,0028 0,0013 0,0027 0,0022 0,00070,0045| 0,0026
média | 0,1472 0,1158 0,1270| 0,1174 0,1081 0,1090 0,0990]0,4650, 0,3285
g Vicio [-0.2528 -0.2842 -0,2730/-0,2826 -0.2919 -0,2910| -0,30100,0650 -0.0715
eqm 0,0661 0,0864 0,0771| 0,0811 0,0876 0,0867 0,0913/0,0091 0,0078
variancia | 0,0022 0,0057 0,0026/ 0,0012 0,0025 0,0020 0,00070,0048 0,0027
média | 0,1398 0,1099 0,1194] 0,1100 0,1012 0,1034] 0,09230,4664] 0,3148
g Vicio [-0.2602 -0.2901 -0,2806/-0,2900 -0.2988 -0,2966| -0.3077/0,0664|-0,0852
eqm 0,0699 0,0898 0,0814/ 0,0854 0,0919 0,0900 0,09540,0098 0,0104
varincia | 0,0023 0,0057 0,0027| 0,0013 0,0026 0,0020 0,0007/0,0054| 0,0031
média | 0,1310 0,1030 0,1114] 0,1032 0,0947 0,0971] 0,08560,4704 0,3026
JpVeio|-0.2690 -0.2970 -0,2886 -0,2968 -0,3053 -0.3029| -0,3144 00704 -0.0974
" eqm 0,0747 0,0935 0,0860 0,0893 0,0957 0,0938| 0,0996/0,0107 0,0127
variancia | 0,0023 0,0053 0,0027| 0,0012 0,0025 0,0020 0,00070,0057 0,0032
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Conforme podemos perceber pela andlise das Tabelas 1 a 12, os estimadores GPH e

BA subestimam o valor do pardmetro d nas simulagdes com de{0,1;0,2}. Para
de{0,3;0,4} esse comportamento nem sempre € verificado. O estimador Beran subestima o

valor do parametro em todas as simulagdes.

A medida que ns aumenta, de modo geral, os estimadores GPH, BA, Beran e FTmod
apresentam os valores estimados para o parametro decrescendo. O estimador FT nao
apresenta tal comportamento. O estimador FTmod alcanga estimativas boas para o pardmetro

d quando nse (3,6).

As Figuras 3 a 6 apresentam os graficos dos valores médios estimados para o
pardmetro d. Para fins de comparacdo utilizamos nesses graficos o valor dos estimadores GPH

e BA obtidos pelo método MM com & =0,5 .

Observacao: Nos grificos que apresentamos a seguir, fizemos uso de linhas suavizadas para
conectar o valor pontual das estimativas obtidas com o intuito de que possamos visualizar de

maneira mais clara o comportamento de cada estimador.

= = =Pardmetro

025 7 —=—FT
—&—BERAN

0,20 4 ——FTmod
——¥— GPH-MM-0,5
——BA-MM.-0,

0,15 0

< 0,10

0,05

0,00

-0,05

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ns

Figura 3: Valores médios dos estimadores no processo ARFIMA(0,d,0)

com adi¢ao de ruido, onde d=0, 10.
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0,20
0,15
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0,05
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= = =Parimetro
——FT

=——te— BERAN
——e—FTmod
== GPH-MM-0,5
—0—BA-MM-0,5

Figura 4: Valores médios dos estimadores no processo ARFIMA(0,d,0)

com adi¢ao de ruido, onde d=0,20.

= = =Pardmetro
il FT

——a&—— BERAN
——ag— FTmod
—¥—— GPH-MM-0,5
—0——BA-MM-0,5

0,00

ns

Figura 5: Valores médios dos estimadores no processo ARFIMA(0,d,0)

com adi¢do de ruido, onde d=0,30.
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= = =Parimetro
——FT

=——t— BERAN
——ag—FTmod
== GPH-MM-0,5
—@— BA-MM-0,5

0,10 i

O,()() T T T T T T T T 1

ns

Figura 6: Valores médios dos estimadores no processo ARFIMA(0,d,0)

com adi¢ao de ruido, onde d=0,40.

O estimador que apresenta os melhores resultados para o pardmetro d nos processos
ARFIMA(0,d,0) com {¢,},_,seguindo uma distribui¢do N(0,0” )é o FT. Enquanto que os
demais estimadores apresentam valores estimados decrescendo conforme ns aumenta, o valor

obtido pelo estimador FT se mantém praticamente constante e préximo ao real valor do

parametro. Para de{0,3;0,4} o FT superestima o verdadeiro valor do parametro. No

entanto, mesmo assim permanece sendo o melhor estimador levando-se em conta o

crescimento do valor de ns.

As Tabelas 13 a 15, detalham os resultados obtidos para as simulagdes do processo

VE-ARFIMA(0,d,0) com {¢,},_, seguindo uma distribui¢io Log( %7 ).
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Tabela 13. Estimacao no processo VE-ARFIMA(p,d,q), p=0=q, d€ {0,1;0,2;0,3;0,4 }, re=1000,

aef0,4;0,5].

o=0,40

o=0,50

GPH
MQ MM MQP

BA
MQ MM MQP

GPH
MQ MM MQP

BA
MQ MM MQP

média
d=0.10 vicio
eqm

variancia

0,6693 0,0789 0,0415
0,5693 -0,0211 -0,0585
0,3546 0,1660 0,1278
0,0305 0,1657 0,1245

-0,0162 -0,0078 -0,0025
-0,1162 -0,1078 -0,1025
0,0374 0,0600 0,0523
0,0239 0,0485 0,0419

0,3644 0,0237 0,0217
0,2644 -0,0763 -0,0783
0,0835 0,0357 0,0375
0,0136 0,0299 0,0314

-0,0006 0,0074 0,0082
-0,1006 -0,0926 -0,0918
0,0204 0,0285 0,0255
0,0103 0,0200 0,0171

média
4=0.20 vicio
eqm

variancia

0,7039 0,2289 0,1954
0,5039 0,0289 -0,0046
0,2833 0,1749 0,1554
0,0295 0,1742 0,1556

0,0539 0,0652 0,0678
-0,1461 -0,1348 -0,1322
0,0452 0,0663 0,0571
0,0238 0,0482 0,0397

0,4134 0,1092 0,1069
0,2134 -0,0908 -0,0931
0,0582 0,0400 0,0410
0,0126 0,0317 0,0324

0,0607 0,0639 0,0672
-0,1393 -0,1361 -0,1328
0,0301 0,0373 0,0341
0,0107 0,0188 0,0165

média

d=0.30 vicio
eqm

variincia

0,7312 0,3720 0,3438
0,4312 0,0720 0,0438
0,2177 0,1921 0,1738
0,0318 0,1871 0,1720

0,1361 0,1486 0,1569
-0,1639 -0,1514 -0,1431
0,0543 0,0788 0,0636
0,0274 0,0559 0,0432]

0,4685 0,2207 0,2091
0,1685 -0,0793 -0,0909
0,0428 0,0498 0,0474
0,0144 0,0436 0,0392

0,1406 0,1432 0,1472
-0,1594 -0,1568 -0,1528
0,0376 0,0430 0,0423
0,0122 0,0184 0,0190

média

vicio
d=0,40

eqm

variancia

0,7294 0,5502 0,5299
0,3294 0,1502 0,1299
0,1654 0,1628 0,1593
0,0570 0,1404 0,1426

0,2560 0,2643 0,2776)
-0,1440 -0,1357 -0,1224
0,0467 0,0733 0,0581
0,0260 0,0549 0,0432

0,5177 0,3787 0,3605
0,1177 -0,0213 -0,0395
0,0350 0,0471 0,0461
0,0212 0,0467 0,0446

0,2503 0,2524 0,2574
-0,1497 -0,1476 -0,1426
0,0338 0,0401 0,0377
0,0114 0,0183 0,0174

Tabela 14. Estimacao no processo VE-ARFIMA(p,d,q), p=0=q, d€ {0,1;0,2;0,3;0,4 }, re=1000,

ae{0,6:0,7 ).

0=0,60

a=0,70

GPH
MQ MM MQP

BA
MQ MM MQP

GPH
MQ MM MQP

BA
MQ MM MQP

média

d=0.10 vicio
eqm

variancia

0,2108 0,0175 0,0222
0,1108 -0,0825 -0,0778
0,0191 0,0189 0,0167
0,0068 0,0121 0,0107

0,0082 0,0109 0,0108
-0,0918 -0,0891 -0,0892
0,0135 0,0165 0,0155
0,0051 0,0086 0,0076

0,1298 0,0182 0,0245
0,0298 -0,0818 -0,0755
0,0043 0,0132 0,0100
0,0034 0,0065 0,0043

0,0160 0,0171 0,0177
-0,0840 -0,0829 -0,0823
0,0094 0,0104 0,0099
0,0023 0,0035 0,0031

média

d=0.20 vicio
eqm

variancia

0,2553 0,0787 0,0802
0,0553 -0,1213 -0,1198
0,0095 0,0273 0,0256
0,0064 0,0126 0,0113

0,0598 0,0606 0,0622
-0,1402 -0,1394 -0,1378
0,0247 0,0272 0,0263
0,0051 0,0078 0,0073

0,1666 0,0627 0,0668
-0,0334 -0,1373 -0,1332
0,0044 0,0263 0,0225
0,0033 0,0074 0,0048

0,0551 0,0544 0,0556
-0,1449 -0,1456 -0,1444
0,0234 0,0253 0,0244
0,0024 0,0041 0,0036

média

d=0.30 vicio
eqm

variancia

0,3130 0,1565 0,1551
0,0130 -0,1435 -0,1449
0,0072 0,0337 0,0331
0,0071 0,0131 0,0122

0,1309 0,1314 0,1308
-0,1691 -0,1686 -0,1692
0,0343 0,0368 0,0368
0,0057 0,0084 0,0082

0,2188 0,1194 0,1304
-0,0812 -0,1806 -0,1696
0,0102 0,0415 0,0339
0,0036 0,0089 0,0051

0,1148 0,1145 0,1146
-0,1852 -0,1855 -0,1854
0,0370 0,0388 0,0383
0,0027 0,0044 0,0039

média

vicio
d=0,40

eqm

variancia

0,3793 0,2728 0,2725
-0,0207 -0,1272 -0,1275
0,0096 0,0338 0,0315

0,0092 0,0177 0,0153

0,2256 0,2209 0,2252)
-0,1744 -0,1791 -0,1748
0,0358 0,0404 0,0386
0,0054 0,0084 0,0081

0,2810 0,2052 0,2129
-0,1190 -0,1948 -0,1871
0,0181 0,0486 0,0410

0,0040 0,0107 0,0060

0,1927 0,1835 0,1881
-0,2073 -0,2165 -0,2119
0,0455 0,0520 0,0491
0,0026 0,0051 0,0042
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Tabela 15. Estimacdo no processo VE-ARFIMA(p,d,q), p=0=¢,
de{0,1;0,2;0,3;0,4}, re=1000, & =0,8 .

a=0,80

GPH
MQ MM MQP

BA
MQ MM MQP

BERAN

FT

FTmod

média
d=0.10 vicio
eqm

variancia

0,0822 0,0148 0,0209
-0,0178 -0,0852 -0,0791
0,0020 0,0113 0,0083
0,0017 0,0040 0,0020

0,0159 0,0158 0,0155
-0,0841 -0,0842 -0,0845
0,0083 0,0091 0,0088
0,0012 0,0020 0,0016

0,0140
-0,0860
0,0081
0,0006

0,5027
0,4027
0,1624
0,0003

0,0819
-0,0181
0,0050
0,0047

média

4=0.20 vicio
eqm

variancia

0,1129 0,0526 0,0530
-0,0871 -0,1474 -0,1470
0,0092 0,0260 0,0238
0,0016 0,0043 0,0022

0,0481 0,0461 0,0479
-0,1519 -0,1539 -0,1521
0,0243 0,0259 0,0248
0,0012 0,0022 0,0017,

0,0412
-0,1588
0,0258
0,0006

0,5095
0,3095
0,0962
0,0004

0,1614
-0,0386
0,0066
0,0052

média

d=0.30 vicio
eqm

variancia

0,1567 0,0934 0,1041
-0,1433 -0,2066 -0,1959
0,0224 0,0482 0,0408
0,0019 0,0055 0,0025

0,0958 0,0918 0,0932
-0,2042 -0,2082 -0,2068
0,0430 0,0458 0,0446
0,0013 0,0024 0,0018

0,0825
-0,2175
0,0480
0,0007

0,5226
0,2226
0,0509
0,0013;

0,2636
-0,0364
0,0047
0,0034

média

vicio
d=0,40

eqm

variancia

0,2065 0,1530 0,1611
-0,1935 -0,2470 -0,2389
0,0394 0,0669 0,0598

0,0020 0,0059 0,0028

0,1549 0,1441 0,1472
-0,2451 -0,2559 -0,2528
0,0613 0,0684 0,0662

0,0012 0,0029 0,0023

0,1318
-0,2682
0,0726

0,0007

0,5414
0,1414
0,0248

0,0048

0,3525
-0,0475
0,0051
0,0028

Conforme podemos perceber pela analise das Tabelas 13 a 15, o estimador FT

apresenta valor médio em torno de 0,5 ndo importando o real valor do pardmetro d.

Novamente os estimadores Beran e BA subestimam o verdadeiro valor do parametro, ndo

apresentando bons resultados quando o ruido contaminante segue uma distribuicdo Log( %7 ).

O melhor estimador nessa situacdo € o FTmod que sempre subestima o real valor do
parametro, mas apresenta o menor vicio analisando os resultados obtidos para todos os
valores do pardmetro d estimado. O estimador GPH subestima o real valor do parametro nas
metodologias MM e MQP, enquanto pelo metodologia MQ nao apresenta tal comportamento

em todos 0s casos.

A Figura 7, apresentada a seguir, mostra o comportamento dos estimadores. Para

melhor visualizacao em termos comparativos a linha tracejada € o valor real do parametro d.
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= = =Pardmetro

0,60
———FT
=——a— BERAN
0,50
——tp— FT mod

== GPH-MM-0,5

0,40 ——BA-MM-0,5

< 0,30

0,20

0,10

0,00

Figura 7: Valores médios dos estimadores no processo VE-ARFIMA(0,d,0), onde
de{0,1;0,2;0,3;0,4} e o ruido contaminante segue uma distribuicdo Log( ,1'12 ).

5.2 Modelos ARFIMA (p,d,q)

Na estimag@o dos parametros nos processos ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido
utilizamos os estimadores paramétricos descritos na Secdo 4.2. Os parametros considerados
foram de{0,2;0,3}, ¢€{0,7;,-0,7} e 0€{0,4;0,2;,-0,4;,-0,2} para nse{1,2,..,5}.
Nessas simulagdes utilizamos p=1=¢, resultando entdo em um processo ARFIMA(/,d, 1) com

adi¢do de ruido. O ruido contaminante utilizado foi uma distribui¢io N( 0,07 ).
Caso 1: ¢ e 6 ambos positivos
As Tabelas 16 a 19, detalham os resultados obtidos para as simulagcdes do processo

ARFIMA(/,d,1), com {&,},,seguindo uma distribuicdo N( 0,0'82 ) € os parametros ¢ e 6

ambos positivos.
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Tabela 16. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicado de ruido,

quando p=1=¢, d=0,20, ¢=0,70, 6=0,40, re=500.

d=0,20

=070 BERAN FT FTmod
6=040 d ¢ 6 d ¢ 6 d ¢ 6

média | 0,0234 0,7599 0,4949)0,2980 0,3430 0,2124/0,2366 0,7206 04981
g Vicio 20,1766 0,0599 0,0949) 0,0980 -0,3570 -0,1876/0,0366 0,0206 0,0981
eqm 0,0727 0,0658 0,06230,0346 0,5026 0,3181/0,0209 0,0345 0,0373
varidncia | 0,0416 0,0623 0,0534/0,0250 0,3759 0.,2835/0,0196 0,0341 0,0277
média | 0,0600 0,5650 0,4113[0,3100 0,2908 0,19430,2568 0,6130 0,4630
o Vicio -0,1400 -0,1350 0,01130,1100 -0,4092 -0,2057| 0,0568 -0,0870 0,0630
eqm 0,0570 0,2947 0,1989 0,0363 0,5363 0,33890,0249 0,1561 0,1288
varidncia | 0,0375 0,2770 0,1991/0,0242 0,3696 0,2972/0,0217 0,1488 0,1251
média | 00577 0,5296 0,41770,3086 03123 0,2345(0,2550 0,5038 0,3964
3 Vicio -0,1423 -0,1704 0,0177,0,1086 -0,3877 -0,1655( 0,0550 -0,1962 -0,0036
eqm 0,0617 0,3025 0,1993(0,0368 04815 0,3031/0,0302 0,2800 0,2023
varidncia | 0,0415 0,2740 0,1994/ 0,0250 0,3318 0,2763/0,0273 0,2419 0,2027
média | 00548 0,4913 0,40350,3240 02616 0,1991/0,2711 03658 0,2879
| Vicio 20,1452 -0,2087 0,0035| 0,1240 -0,4384 -0,2009| 0,0711 -0,3342 -0,1121
eqm 0,0535 0,3491 0,2312/0,0385 0,5282 0,3303/0,0320 0,4247 0,2811
variancia | 0,0325 0,3061 0,2316/0,0231 03367 0,2906 0,0270 03137 0,2691
média | 0,0436 0,5081 0,4260/0,3098 0,2637 0,2049/0,2691 0,2607 0,1980
__vicio 20,1564 -0,1919 0,0260} 0,1098 -0,4363 -0,1951{ 0,0691 -0,4393 -0,2020
M= eqm 0,0547 0,3346 0,2382/0,0390 0,5258 0,33080,0303 0,5404 0,3419
variancia | 0,0303 0,2983 0,2380{ 0,0270 03361 0,29330,0256 0,3481 0,3017
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Tabela 17. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,

quando p=I1=q, d=0,30, ¢=0,70, 6=0,40, re=500.

d=0,30 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=0,40 d ¢ 0 d p 0 d p 0
média 0,0928 0,7603 0,4951/0,3653 0,6444 04757 0,3094 0,7493 0,5037
o g Vicio 20,2072 0,0603 0,0951| 0,0653 -0,0556 0,0757| 0,0094 0,0493 0,1037
eqm 0,0954 0,0957 0,07340,0226 0,1311 0,1093| 0,0187 0,0149 0,0201
variancia | 0,0526 0,0922 0,0645/0,0184 0,1283 0,1038 0,0187 0,0125 0,0094
média 0,0646 0,7610 0,5569 0,3689 0,6043 0,4742] 0,2988 0,7144 0,5390
o Vicio -0,2354 0,0610 0,1569 0,0689 -0,0957 0,0742| -0,0012 0,0144 0,1390
eqm 0,1133 0,1176 0,1083 0,0284 0,1848 0,1508 0,0233 0,0743 0,0786
variancia | 0,0580 0,1141 0,08380,0237 0,1760 0,1456 0,0233 0,0742 0,0594
média 0,0597 0,6768 0,5140,0,3658 0,6196 0,5061| 0,3006 0,6559 0,5197
3 Vicio -0,2403 -0,0232 0,1140, 0,0658 -0,0804 0,1061| 0,0006 -0,0441 0,1197
eqm 0,1079 0,2104 0,1607 0,0293 0,1770 0,1593| 0,0235 0,1397 0,1290
variancia | 0,0503 0,2103 0,1480 0,0250 0,1709 0,1483| 0,0236 0,1380 0,1149
média 0,0826 0,6009 0,4933/ 0,3818 0,5726 0,4783 0,3286 04786 0,3798
g Vicio 20,2174 -0,0991 0,0933 0,0818 -0,1274 0,0783 0,0286 -0,2214 -0,0202
eqm 0,0867 0,2750 0,1976 0,0308 0,2432 02113 0,0251 0,3458 02519
varidncia | 0,0395 0,2657 0,1893(0,0241 0,2274 0,2056 0,0244 0,2974 0,2520
média 0,0718 0,5647 0,4740) 0,3881 0,5120 0,4341] 03472 0,3260 0,2581
_ vicio -0,2282 -0,1353 0,0740 0,0881 -0,1880 0,0341| 0,0472 -0,3740 -0,1419
= eqm 0,0844 0,3027 0,20590,0331 0,3073 0,2421| 0,0263 0,4921 0,3170
varidncia | 0,0323 0,2849 0,2008 0,0254 0,2725 0,2414 0,0241 0,3529 0,2975

De andlise das Tabelas 16 e 17 com os parametros ¢=0,70, 6=0,40 e de{0,2;0,3}

percebemos que, de modo geral, todos os estimadores apresentam valores estimados de ¢

diminuindo conforme ns aumenta.

O estimador Beran subestima o valor do parametro d, mas apresenta resultados
razoavelmente bons para os parametros ¢ e € quando ns=I[. Para o parametro ¢ o valor
estimado tende a diminuir conforme ns aumenta. Ja para o parametro € o valor estimado é

razoavelmente bom tanto para d=0,20 quanto para d=0,30.
O estimador FT apresenta um valor muito ruim para o pardmetro ¢ quando d=0,2,

apresentando um resultado melhor quando d=0,3. O valor € superestimado para o pardmetro

d. Para o parAmetro @ o valor fica abaixo do real quando d=0,2 e acima quando d=0,3.
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O estimador FTmod apresenta bons resultados para todos os parametros em conjunto,
especialmente para d, apresentando pouca variacdo mesmo com o aumento de ns. Para os
outros parametros a variacdo € maior. No entanto, acaba sendo o melhor estimador quando

ns=1.

Nas Tabelas 18 e 19, apresentadas a seguir, os estimadores FT e FTmod apresentam
ambos boas estimativas para o parametro d e também para ¢. No entanto acabam

superestimando muito o valor de 6.

Tabela 18. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de
ruido, quando p=171=q, d=0,20, ¢=0,70, 6=0,20, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=0,20 d P 60 d p 0 d p 6
média 0,0147 0,7990 0,4018] 0,2404 0,7130 0,4154 02193 0,7436 0,4035
o Vicio -0,1853 0,0990 0,2018| 0,0404 0,0130 0,2154 0,0193 0,0436 0,2035
eqm 0,0792 0,0198 0,0640 0,0215 0,0212 0,0599 0,0183 0,0131 0,0493

variancia | 0,0449 0,0100 0,0233 0,0199 0,0211 0,0136 0,0179 0,0112 0,0079
média 0,0117 0,7868 0,4888 0,2609 0,7083 0,4876 0,2237 0,7446 0,4976
vicio -0,1883  0,0868 0,2888] 0,0609 0,0083 0,2876 0,0237 0,0446 0,2976
eqm 0,0759 0,0408 0,1161 0,0241 0,0423 0,1152( 0,0191 0,0178 0,1011
varidncia | 0,0405 0,0333 0,0327 0,0204 0,0423 0,0326 0,0186 0,0159 0,0126
média 0,0083 0,7442 0,5008 0,2640 0,6958 0,5144] 0,2188 0,7148 0,5198
 vicio -0,1917 0,0442 0,3008| 0,0640 -0,0042 0,3144] 0,0188 0,0148 0,3198

eqm 0,0855 0,1123 0,1747, 0,0314 0,0595 0,1457 0,0249 0,0566 0,1475
varidncia | 0,0488 0,1106 0,0844] 0,0273 0,0596 0,0470) 0,0246 0,0565 0,0453
média 0,0306 0,6372 04517 0,2733 0,6744 0,5183 02312 0,6418 0,4832
vicio -0,1694 -0,0628 0,2517] 0,0733 -0,0256 0,3183) 0,0312 -0,0582 0,2832
eqm 0,0780 0,2322 0,2289 0,0317 0,0804 0,1670 0,0266 0,1361 0,1876
varidncia | 0,0494 0,2288 0,1659 0,0264 0,0799 0,0658 0,0257 0,1330 0,1077
média 0,0484 0,5566 0,4165 0,2878 0,6314 0,4984] 0,2406 0,5746 0,4440
 vicio -0,1516 -0,1434 0,2165] 0,0878 -0,0686 0,2984] 0,0406 -0,1254 0,2440

eqm 0,0634 0,2992 0,2470 0,0363 0,1197 0,1863| 0,0288 0,2050 0,2157

variancia | 0,0405 0,2792 0,2006| 0,0287 0,1152 0,0975| 0,0272 0,1897 0,1565

ns=2

ns=

ns=4

ns=
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Tabela 19. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,
uando p=1=gq, d=0,30, ¢=0,70, 6=0,20, re=500.

q

d=0,30 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=0,20 d p 0 d ¢ 0 d ¢ 6
média 0,0683 0,7877 0,3798] 0,3480 0,7456 0,4387 0,2775 0,7669 0,4156
o vicio -0,2317 0,0877 0,1798] 0,0480 0,0456 0,2387] -0,0225 0,0669 0,2156
eqm 0,1098 0,0894 0,0911] 0,0239 0,0085 0,0614 0,0210 0,0198 0,0563
varidncia | 0,0562 0,0819 0,0589| 0,0217 0,0064 0,0044 0,0206 0,0153 0,0098
média 0,0603 0,7642 0,4539] 0,3614 0,7558 0,5120] 0,2835 0,7615 0,4960
o Vicio -0,2397 0,0642 0,2539 0,0614 0,0558 0,3120 -0,0165 0,0615 0,2960
eqm 0,1197 0,1102 0,1295 0,0265 0,0101 0,1031] 0,0225 0,0305 0,1068
variancia | 0,0623 0,1062 0,0652 0,0228 0,0070 0,0057| 0,0223 0,0268 0,0193
média 0,0494 0,7964 0,5384] 0,3738 0,7699 0,5677 0,2954 0,7649 0,5556
3 vicio -0,2506 0,0964 0,3384] 0,0738 0,0699 0,3677] -0,0046 0,0649 0,3556
eqm 0,1261 0,0802 0,1639 0,0276 0,0119 0,1433 0,0214 0,0296 0,1451
variancia | 0,0608 0,0752 0,0518 0,0232 0,0077 0,0071] 0,0212 0,0258 0,0193
média 0,0291 0,7977 0,5583] 0,3820 0,7626 0,5857 0,2858 0,7477 0,5678
|y vicio -0,2709 0,0977 0,3583 0,0820 0,0626 0,3857 -0,0142 0,0477 0,3678
eqm 0,1249 0,0984 0,20000 0,0300 0,0269 0,1696 0,0233 0,0569 0,1797
varidncia | 0,0516 0,0891 0,0718| 0,0233 0,0231 0,0209 0,0231 0,0548 0,0445
média 0,0420 0,7524 0,5589 0,3735 0,7822 0,6229] 0,2915 0,7025 0,5520
__ vicio -0,2580 0,0524 0,3589 0,0735 0,0822 0,4229 -0,0085 0,0025 0,3520
"= eqm 0,1282 0,1579 0,2425 0,0309 0,0233 0,1954 0,0243 0,1173 0,2203
varidncia | 0,0617 0,1555 0,1140 0,0255 0,0165 0,0166 0,0243 0,1175 0,0966

Ainda na andlise quando 6=0,20, o estimador Beran apresenta comportamento

semelhante ao caso anterior com relacdo ao parametro d e também acaba superestimando o

valor de 6.

Na primeira situacdo, em que #=0,40, o estimador FTmod se sai um pouco melhor na
andlise conjunta das estimativas dos trés parametros. De toda forma € dificil apontar o melhor
estimador para qualquer uma dessas duas situagdes. FT e FTmod acabam se equivalendo e o
estimador Beran ndo produz boas estimativas para o parametro ¢, mantendo o mesmo

comportamento observado nos processos VE-ARFIMA(0,d,0) e ARFIMA(0,d,0) com adi¢do

de ruido.
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Caso 2: ¢ e 8 ambos negativos

As Tabelas 20 a 23, apresentam os resultados obtidos quando os parametros ¢ e € sio

negativos. O comportamento observado dos estimadores € semelhante ao Caso 1, em que

ambos parametros eram positivos.

Tabela 20. Estimacao no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,
uando p=1=¢q, d=0,20, ¢=-0,70, 6=-0,40, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=-0,40 d p 6 d p 6 d p 6
média | 0,1097 -0,6457 -0,4784] 0,1943 -0,6365 -0,4825 0,2983 -0,6957 -0,5659
o vicio 20,0903 0,0543 -0,0784| -0,0057 0,0635 -0,0825 0,0983 0,0043 -0,1659
eqm 0,0152 0,0302 0,0483 0,0033 0,0623 0,0661 0,0142 0,0363 0,0626
varidncia | 0,0070 0,0273 0,0423 0,0033 0,0584 0,0594/ 0,0045 0,0363 0,0352
média | 0,0726 -0,4802 -0,3620 0,1928 -0,5847 -0,4727 0,2396 -0,6425 -0,5443
o Vicio -0,1274 0,2198 0,0380 -0,0072 0,1153 -0,0727 0,0396 0,0575 -0,1443
eqm 0,0371 0,2505 0,1952] 0,0054 0,1193 0,1146| 0,0083 0,0863 0,1028
varidncia | 0,0218 0,2092 0,1974 0,0055 0,1025 0,1087 0,0064 0,0747 0,0760
média | 0,0519 -0,3133 -0,2275 0,1981 -0,4801 -0,3909 0,2130 -0,5393 -0,4603
o3 vicio -0,1481 0,3867 0,1725-0,0019 0,2199 0,0091] 0,0130 0,1607 -0,0603
eqm 0,0454 0,4684 0,3070| 0,0084 02241 0,1806 0,0082 0,1763 0,1536
variancia | 0,0248 03241 0,2875 0,0082 0,1826 0,1871] 0,0079 0,1578 0,1566
média | 0,0166 -0,0411 0,0011] 0,1975 -0,3697 -0,2992] 0,1905 -0,4409 -0,3751
_, vicio -0,1834 0,6589 0,4011/-0,0025 0,3303 0,1008 -0,0095 0,2591 0,0249
eqm 0,0677 09113 0,55200 0,0105 0,3824 0,2819 0,0099 0,2922 0,2272
variancia | 0,0349 0,4507 0,3784 0,0106 0,2678 0,2690| 0,0097 0,2265 0,2275
média | 0,0139 0,0620 0,0981] 0,1868 -0,3374 -0,2784] 0,1729 -0,3516 -0,2943
vicio -0,1861 0,7620 0,4981/-0,0132 0,3626 0,1216 -0,0271 0,3484 0,1057
= eqm 0,0781 1,0168 0,6347] 0,0134 044155 0,3003 0,0130 0,4275 0,3144
varidncia | 0,0424 04476 0,3872 0,0128 0,2781 0,2791] 0,0116 0,2807 0,2827
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Tabela 21. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

uando p=17/=¢q, d=0,30, ¢=-0,70, 6=-0,40, re=500.
d=0,30 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=-0,40 d p 0 d p 6 d p 6
média | 0,1281 -0,4544 -0,3345 0,2999 -0,5935 -0,4451| 0,4122 -0,7244 -0,6119
o Vicio 20,1719 0,2456 0,0655-0,0001 0,1065 -0,0451| 0,1122 -0,0244 -0,2119
eqm 0,0786 0,3499 0,1848 0,0055 0,1208 0,1046 0,0154 0,0301 0,0751
variancia | 0,0491 02901 0,1809 0,0056 0,1097 0,1028 0,0028 0,0296 0,0302
média | 0,0979 -0,3533 -0,2614] 0,3090 -0,5171 -0,4067 0,3441 -0,6256 -0,5430
o Vicio 20,2021 0,3467 0,1386 0,0090 0,1829 -0,0067 0,0441 0,0744 -0,1430
eqm 0,0644 0,4527 0,2688 0,0057 0,1878 0,1653 0,0068 0,1166 0,1276
variancia | 0,0246 03277 0,2556 0,0055 0,1483 0,1603] 0,0048 0,1090 0,1058
média | 0,0772 -0,2574 -0,1863] 0,3101 -0,4089 -0,3214 0,3090 -0,5084 -0,4391
3 vicio 10,2228 0,4426 0,2137] 0,0101 02911 0,0786 0,0090 0,1916 -0,0391
eqm 0,0632 0,5794 0,3434 0,0075 0,3139 0,2445 0,0063 0,2190 0,1805
variancia | 0,0127 0,3455 0,2805 0,0074 0,2291 0,2380 0,0063 0,1792 0,1756
média | 0,0772 -0,1277 -0,0558 0,3165 -0,2968 -0,2221| 0,2806 -0,4029 -0,3439
g Vicio 10,2228 0,5723 0,3442 0,0165 04032 0,1779-0,0194 0,2971 0,0561
eqm 0,0858 0,7087 0,4632] 0,0093 0,4551 0,3245 0,0091 0,3358 0,2437
variancia | 0,0389 0,3886 0,3406 0,0091 0,2823 0,2886 0,0089 02574 0,2521
média | 0,0638 0,0166 0,0792 0,3138 -0,2702 -0,2027] 0,2570 -0,3567 -0,3005
__vicio 10,2362 0,7166 0,4792 0,0138 0,4298 0,1973/-0,0430 0,3433 0,0995
= eqm 0,0886 0,8838 0,5814 0,0109 0,4645 0,3382 0,0112 0,3807 0,2707
varidncia | 0,0328 04135 0,3665 0,0107 0,2967 0,3064, 0,0089 0,2562 0,2538

Na anélise das Tabelas 20 a 23, podemos verificar que os estimadores FT e FTmod se

equivalem sendo dificil apontar qual dos dois se sai melhor. O valor das estimativas de ¢ e 8

(em modulo) diminui conforme ns aumenta. Esse comportamento também é observado no

estimador Beran.
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Tabela 22. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

uando p=17=¢q, d=0,20, ¢=-0,70, 6=-0,20, re=500.
d=0,20 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=-0,20 d p 0 d p 6 d p 6
média | 0,0899 -0,6783 -0,4135 0,1742 -0,6695 -0,4123] 0,2632 -0,6998 -0,4612
o vicio -0,1101 0,0217 -0,2135/-0,0258 0,0305 -0,2123| 0,0632 0,0002 -0,2612
eqm 0,0153 0,0067 0,0609 0,0041 0,0241 0,0683 0,0087 0,0048 0,0761
variancia | 0,0031 0,0063 0,0154 0,0034 0,0232 0,0232] 0,0047 0,0048 0,0078
média | 0,0743 -0,6606 -0,4573] 0,1600 -0,6634 -0,4839 0,2044 -0,6823 -0,5109
_, vicio -0,1257 0,0394 -0,2573|-0,0400 0,0366 -0,2839 0,0044 0,0177 -0,3109
eqm 0,0329 0,0157 0,1187 0,0062 0,0323 0,1105 0,0064 0,0253 0,1193
variancia | 0,0170 0,0143 0,0534 0,0045 0,0267 0,0290 0,0061 0,0197 0,0216
média | 0,0520 -0,6159 -0,4566 0,1499 -0,6521 -0,5090| 0,1644 -0,6701 -0,5312
3 vicio -0,1480 0,0841 -0,2566 -0,0501 0,0479 -0,3090| -0,0356 0,0299 -0,3312
eqm 0,0381 0,0709 0,1443 0,0094 0,0331 0,1338 0,0096 0,0227 0,1365
variancia | 0,0175 0,0590 0,0793 0,0070 0,0331 0,0387] 0,0082 0,0212 0,0255
média | 0,0363 -0,4836 -0,3636 0,1600 -0,6180 -0,5023 0,1527 -0,6365 -0,5238
o Vicio 20,1637 0,2164 -0,1636] -0,0400 0,0820 -0,3023 -0,0473 0,0635 -0,3238
eqm 0,0438 0,2622 0,2221| 0,0104 0,0765 0,1736 0,0105 0,0572 0,1675
variancia | 0,0187 02116 0,1960 0,0086 0,0693 0,0772] 0,0081 0,0519 0,0571
média | 0,0250 -0,3597 -0,2596 0,1598 -0,5685 -0,4656| 0,1390 -0,5932 -0,4927
__vicio 20,1750 0,3403 -0,0596| -0,0402 0,1315 -0,2656 -0,0610 0,1068 -0,2927
= eqm 0,0586 0,4053 0,2637 0,0124 0,1257 0,1810 0,0120 0,1095 0,1819
varidncia | 0,0290 0,3045 0,2682 0,0108 0,1026 0,1098 0,0085 0,0916 0,0966
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Tabela 23. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

uando p=17/=¢q, d=0,30, ¢=-0,70, 6=-0,20, re=500.
d=0,30 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=-0,20 d p 0 d p 6 d p 6
média | 0,1556 -0,6616 -0,3954 0,2738 -0,6533 -0,4046 0,3704 -0,7037 -0,4916
o Vicio -0,1444 0,0384 -0,1954 -0,0262 0,0467 -0,2046 0,0704 -0,0037 -0,2916
eqm 0,0268 0,0082 0,0571 0,0041 0,0319 0,0693 0,0080 0,0156 0,0994
variancia | 0,0059 0,0067 0,0190 0,0035 0,0298 0,0275 0,0031 0,0156 0,0144
média | 0,1067 -0,6283 -0,4418 0,2659 -0,6300 -0,4560, 0,3077 -0,6806 -0,5247
o Vicio -0,1933 0,0717 -0,2418]-0,0341 0,0700 -0,2560, 0,0077 0,0194 -0,3247
eqm 0,0430 0,0453 0,1003 0,0059 0,0467 0,1114] 0,0041 0,0179 0,1284
variancia | 0,0055 0,0401 0,0417 0,0051 0,0478 0,0488 0,0042 0,0234 0,0256
média | 0,0904 -0,5635 -0,4090, 0,2703 -0,5991 -0,4615| 0,2679 -0,6529 -0,5287
3 vicio -0,2096 0,1365 -0,2090| -0,0297 0,1009 -0,2615 -0,0321 0,0471 -0,3287
eqm 0,0552 0,1303 0,1578 0,0067 0,0956 0,1561| 0,0061 0,0628 0,1649
variancia | 0,0118 0,1032 0,11400 0,0057 0,0764 0,0850 0,0050 0,0540 0,0556
média | 0,0651 -0,4340 -0,3156 0,2654 -0,5586 -0,4453] 0,2415 -0,6221 -0,5164
g Vicio 10,2349 0,2660 -0,1156-0,0346 0,1414 -0,2453 -0,0585 0,0779 -0,3164
eqm 0,0695 0,3071 02113 0,0102 0,1270 0,1730| 0,0101 0,0576 0,1617
varidncia | 0,0161 02283 0,1986 0,0092 0,1095 0,1153] 0,0072 0,0611 0,0650
média | 0,0471 -0,3205 -0,2300 0,2787 -0,4853 -0,3864] 0,2309 -0,5548 -0,4619
__vicio -0,2529 0,3795 -0,0300 -0,0213 0,2147 -0,1864 -0,0691 0,1452 -0,2619
= eqm 0,0809 0,4783 0,2776 0,0098 0,2192 0,2095 0,0124 0,1512 0,1966
variancia | 0,0165 0,3303 0,28001 0,0095 0,1668 0,1751] 0,0077 0,1202 0,1260

Caso 3: ¢ e 6 com sinais opostos

Nas Tabelas 24 a 31 temos os casos onde ¢ e & tem sinais opostos. Nessa situacdo €
interessante observar como os trés estimadores conseguem captar o sinal de ¢ e apresentar

estimativas razodveis para o seu real valor. No entanto para o pardmetro & nenhum estimador
foi capaz de captar o seu real sinal. As estimativas de d também sdao comprometidas nos

estimadores FT e FTmod que, como vimos até aqui, estavam apresentando estimativas

razoaveis para esse parametro.

Verifica-se ainda que para ¢ positivo e € negativo a estimativa de ¢ € superestimada

em todos os estimadores. J4 quando temos ¢ negativo e @ positivo todos os estimadores

subestimam o verdadeiro valor do parametro ¢ .
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Tabela 24. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

q

uando p=1=¢q, d=0,20, ¢=0,70, 6=-0,40, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=-0,40 d p 0 d p 60 d ¢ 6
média 0,0886 0,7841 0,1617 0,2611 0,7369 0,1289 0,2007 0,7460 0,1378
o Vicio 20,1114 0,0841 0,5617] 0,0611 0,0369 0,5289 0,0007 0,0460 0,5378
eqm 0,0582 0,0145 0,3491] 0,0220 0,0055 0,2821| 0,0135 0,0058 0,2915
varidncia | 0,0458 0,0074 0,0336 0,0183 0,0041 0,0023| 0,0135 0,0037 0,0023
média 0,0443 0,8021 0,2892 0,2687 0,7503 0,2697 0,2007 0,7562 0,2808
o vicio -0,1557 0,1021 0,6892 0,0687 0,0503 0,6697 0,0007 0,0562 0,6808
eqm 0,0676 0,0186 0,5060| 0,0292 0,0066 0,4498 0,0167 0,0074 0,4656
varidncia | 0,0435 0,0082 0,0280 0,0241 0,0039 0,0025/ 0,0170 0,0044 0,0026
média 0,0280 0,7971 0,3540] 0,2756 0,7583 0,3509 0,2151 0,7546 0,3616
3 vicio -0,1720 0,0971 0,7540 0,0756 0,0583 0,7509 0,0151 0,0546 0,7616
eqm 0,0713 0,0277 0,5972| 0,0303 0,0074 0,5675| 0,0174 0,0130 0,5870
varidncia | 0,0428 0,0239 0,0298 0,0254 0,0044 0,0031| 0,0176 0,0104 0,0070
média 20,0042 0,8070 0,3869 0,2822 0,7619 0,4011] 0,2055 0,7629 0,4146
g Vicio -0,2042 0,1070 0,7869 0,0822 0,0619 0,8011| 0,0055 0,0629 0,8146
eqm 0,0886 0,0383 0,6477 0,0347 0,0075 0,6451] 0,0191 0,0084 0,6663
variancia | 0,0481 0,0245 0,0295 0,0283 0,0038 0,0032 0,0189 0,0044 0,0032
média 0,0015 0,8077 0,4366/ 03013 0,7639 04432 0,2198 0,7623 0,4579
_ vicio -0,1985 0,1077 0,8366 0,1013 0,0639 0,8432 0,0198 0,0623 0,8579
= eqm 0,0811 0,0331 0,7312] 0,0367 0,0080 0,7140] 0,0194 0,0083 0,7388
varidncia | 0,0427 0,0216 0,0279 0,0264 0,0038 0,0034| 0,0187 0,0045 0,0035
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Tabela 25. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,

quando p=1=q, d=0,30, ¢=0,70, 6=-0,40, re=500.

d=0,30 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=-0,40 d p 0 d p 0 d ¢ 6
média 0,1298 0,8232 0,1802] 0,3766 0,7550 0,1361] 02641 0,7536 0,1798
o vicio -0,1702 0,1232 0,5802 0,0766 0,0550 0,5361| -0,0359 0,0536 0,5798
eqm 0,0762 0,0219 03711 0,0237 0,0127 0,2923| 0,0187 0,0156 0,3431
variancia | 0,0473 0,0067 0,0345 0,0179 0,0097 0,0048| 0,0174 0,0128 0,0069
média 0,0840 0,8285 0,2946| 0,3790 0,7792 0,2726] 0,2720 0,7710 0,3102
o Vicio -0,2160 0,1285 0,6946 0,0790 0,0792 0,6726 -0,0280 0,0710 0,7102
eqm 0,0876 0,0429 0,5136 0,0253 0,0090 0,4551] 0,0180 0,0100 0,5079
varidncia | 0,0454 0,0221 0,0333 0,0192 0,0025 0,0018| 0,0170 0,0047 0,0031
média 0,0706 0,8040 0,3460 0,3968 0,7867 0,3540[ 0,2680 0,7788 0,3860
3 vicio 20,2294 0,1040 0,7460 0,0968 0,0867 0,7540| -0,0320 0,0788 0,7860
eqm 0,1030 0,0900 0,6087 0,0297 0,0102 0,5734] 0,0232 0,0116 0,6240
variancia | 0,0499 0,0732 0,0560 0,0201 0,0026 0,0022 0,0220 0,0053 0,0032
média 0,0457 0,8182 0,3935 0,3865 0,7991 0,4077 02666 0,7890 0,4381
g Vicio -0,2543 0,1182 0,7935 0,0865 0,0991 0,8077] -0,0334 0,0890 0,8381
eqm 0,1188 0,0712 0,6734 0,0315 0,0122 0,6542 0,0216 0,0124 0,7049
variancia | 0,0517 0,0565 0,0427 0,0239 0,0024 0,0023| 0,0206 0,0046 0,0031
média 0,0550 0,7839 04112 0,4015 0,8018 0,4461] 02792 0,7841 04722
_ vicio -0,2450 0,0839 0,8112 0,1015 0,1018 0,8461| -0,0208 0,0841 0,8722
= eqm 0,1147 0,0975 0,7178 0,0329 0,0124 0,7190, 0,0199 0,0219 0,7678
varidncia | 0,0556 0,0957 0,0567 0,0227 0,0024 0,0026| 0,0202 0,0102 0,0072
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Tabela 26. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

uando p=1=¢q, d=0,20, ¢=0,70, 6=-0,20, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
$=0,70
6=-0,20 d p 6 d p 6 d p 0
média 0,0686 0,7951 0,2450] 02506 0,7334 0,2210] 02122 0,7462 0,2223
g Vicio -0,1314 0,0951 0,4450 0,0506 0,0334 0,42100 0,0122 0,0462 04223
eqm 0,0640 0,0175 0,2336 0,0226 0,0064 0,1799 0,0160 0,0064 0,1810
varidncia | 0,0468 0,0085 0,0357| 0,0201 0,0053 0,0027| 0,0159 0,0043 0,0027
média 0,0371 0,8002 0,3540] 0,2658 0,7453 0,3426] 0,2149 0,7539 0,3486
o Vicio -0,1629 0,1002 0,5540 0,0658 0,0453 0,5426| 0,0149 0,0539 0,5486
eqm 0,0701 0,0280 0,3376 0,0265 0,0071 0,2936( 0,0178 0,0073 0,3003
varidncia | 0,0426 0,0178 0,0313] 0,0221 0,0049 0,0030 0,0175 0,0043 0,0029
média 20,0090 0,8091 0,3968 0,2721 0,7548 04172 0,2108 0,7584 04231
3 vicio -0,2090 0,1091 0,5968 0,0721 0,0548 0,6172| 0,0108 0,0584 0,6231
eqm 0,0979 0,0300 0,3786/ 0,0299 0,0079 0,3863| 0,0189 0,0202 0,3985
varidncia | 0,0476 0,0193 0,0267 0,0249 0,0047 0,0037 0,0184 0,0109 0,0079
média 10,0064 0,8055 0,4459 0,2863 0,7550 04603 0,2162 0,7597 0,4706
oy Vicio -0,2064 0,1055 0,6459 0,0863 0,0550 0,6603| 0,0162 0,0597 0,6706
eqm 0,0844 0,0342 0,4487] 0,0329 0,0081 0,4409 0,0195 0,0089 0,4548
varidncia | 0,0446 0,0233 0,0285 0,0251 0,0050 0,0041| 0,0194 0,0052 0,0041
média -0,0062 0,7989 0,4787 0,2836 0,7566 0,4932 0,2138 0,7575 0,5035
_ Vicio 10,2062 0,0989 0,6787 0,0836 0,0566 0,6932 0,0138 0,0575 0,7035
= eqm 0,0944 0,0370 0,5041| 0,0337 0,0090 0,4883 0,0187 0,0105 0,5042
variancia | 0,0541 0,0335 0,0375 0,0279 0,0054 0,0048 0,0198 0,0071 0,0057
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Tabela 27. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,
uando p=1=g, d=0,30, ¢=0,70, 6=-0,20, re=500.

d=0,30 BERAN FT FTmod
¢=0,70
6=-0,20 d ¢ 6 d ¢ 6 d p 0
média 0,1125 0,8229 0,2499 0,3721 0,7458 0,2223] 02725 0,7595 0,2510
oo g Vicio -0,1875 0,1229 0,4499 0,0721 0,0458 0,4223| -0,0275 0,0595 0,4510
eqm 0,0802 0,0230 0,23201 0,0251 0,0124 0,1837 0,0169 0,0089 0,2071
variancia | 0,0452 0,0079 0,0297 0,0199 0,0103 0,0055 0,0162 0,0053 0,0037
média 0,0758 0,8239 0,3534 0,3743 0,7702 03423 02617 0,7793 0,3680
o Vicio 20,2242 0,1239 0,5534] 0,0743 0,0702 0,5423| -0,0383 0,0793 0,5680
eqm 0,1028 0,0566 0,3377, 0,0285 0,0147 0,3012 0,0235 0,0116 0,3266
variancia | 0,0469 0,0360 0,0402] 0,0229 0,0097 0,0060, 0,0214 0,0051 0,0028
média 0,0654 0,8052 0,4077 0,3931 0,7820 0,4207 0,2889 0,7777 0,4422
3 vicio -0,2346 0,1052 0,6077 0,0931 0,0820 0,6207| -0,0111 0,0777 0,6422
eqm 0,1109 0,0787 0,4087 0,0284 0,0100 0,3883] 0,0180 0,0173 0,4204
varidncia | 0,0497 0,0642 0,0459 0,0196 0,0032 0,0032| 0,0171 0,0113 0,0082
média 0,0510 0,7760 0,4171] 0,3846 0,7881 04612 0,2770 0,7812 0,4820
oy Vicio -0,2490 0,0760 0,6171| 0,0846 0,0881 0,6612 -0,0230 0,0812 0,6820
eqm 0,1259 0,1047 0,4397 0,0310 0,0175 0,4435 0,0219 0,0132 0,4719
varidncia | 0,0608 0,1048 0,0611] 0,0241 0,0098 0,0076 0,0218 0,0113 0,0078
média 0,0195 0,7881 0,4415 0,3912 0,7952 0,5026/ 0,2788 0,7909 0,5261
_ vicio -0,2805 0,0881 0,6415 0,0912 0,0952 0,7026| -0,0212 0,0909 0,7261
= eqm 0,1510 0,0935 0,4665 0,0338 0,0131 0,5019 0,0217 0,0143 0,5314
varidncia | 0,0683 0,0962 0,0556 0,0250 0,0095 0,0078 0,0205 0,0062 0,0044
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Tabela 28. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,

quando p=1=¢, d=0,20, ¢=-0,70, 6=0,40, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=0,40 d p 0 d ¢ 6 d p 0
média 0,0329 -0,6923 -0,1625 0,0804 -0,6884 -0,1629] 0,1018 -0,6898 -0,1675
g Vicio -0,1671 0,0077 -0,5625-0,1196 0,0116 -0,5629] -0,0982 0,0102 -0,5675
eqm 0,0400 0,0019 0,3355 0,0185 0,0020 03212 0,0157 0,0018 0,3257
varidncia | 0,0121 0,0019 0,0191| 0,0042 0,0018 0,0043 0,0061 0,0017 0,0036
média 0,0202 -0,6927 -0,2991] 0,0781 -0,6858 -0,2968 0,0842 -0,6807 -0,2929
o Vicio -0,1798 0,0073 -0,6991 -0,1219 0,0142 -0,6968| -0,1158 0,0193 -0,6929
eqm 0,0427 0,0031 0,5096 0,0203 0,0139 0,4949 0,0197 0,0282 0,4950
variancia | 0,0103 0,0031 0,0201] 0,0052 0,0083 0,0087 0,0062 0,0180 0,0149
média 0,0117 -0,6925 -0,3768 0,0772 -0,6876 -0,3727, 0,0751 -0,6841 -0,3687
3 vicio -0,1883 0,0075 -0,7768 -0,1228 0,0124 -0,7727] -0,1249 0,0159 -0,7687
eqm 0,0424 0,0040 0,6213 0,0207 0,0037 0,60200 0,0211 0,0147 0,5996
varidncia | 0,0070 0,0042 0,0186 0,0058 0,0036 0,0063 0,0055 0,0091 0,0097
média 0,0056 -0,6918 -0,4255 0,0777 -0,6880 -0,4193] 0,0690 -0,6874 -0,4168
g Vicio -0,1944 0,0082 -0,8255 -0,1223 0,0120 -0,8193( -0,1310 0,0126 -0,8168
eqm 0,0407 0,0057 0,6922 0,0216 0,0052 0,6769 0,0225 0,0051 0,6728
varincia | 0,0030 0,0051 0,0133| 0,0069 0,0046 0,0078 0,0055 0,0044 0,0076
média 0,0106 -0,6816 -0,4422] 0,0793 -0,6702 -0,4359 0,0674 -0,6773 -0,4400
_ vicio -0,1894 0,0184 -0,8422 -0,1207 0,0298 -0,8359| -0,1326 0,0227 -0,8400
= eqm 0,0451 0,0077 0,7322| 0,0234 0,0185 0,7102 0,0238 0,0066 0,7076
variancia | 0,0089 0,0073 0,0277] 0,0083 0,0176 0,0183 0,0059 0,0059 0,0089
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Tabela 29. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicado de ruido,

quando p=1=¢, d=0,30, ¢=-0,70, 6=0,40, re=500.

d=0,30 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=0,40 d . 0 d p 6 d p 6
média | 0,0725 -0,6826 -0,1589 0,1704 -0,6764 -0,1578 0,1860 -0,6855 -0,1868
g Vicio -0,2275 0,0174 -0,5589) -0,1296 0,0236 -0,5578| -0,1140 0,0145 -0,5868
eqm 0,0632 0,0027 0,3354 0,0218 0,0029 0,3172] 0,0191 0,0022 0,3488
variancia | 0,0115 0,0024 0,0231] 0,0050 0,0023 0,0061] 0,0062 0,0020 0,0044
média | 0,0422 -0,6840 -0,3073] 0,1464 -0,6796 -0,3069 0,1394 -0,6858 -0,3210
o Vicio -0,2578 0,0160 -0,7073| -0,1536 0,0204 -0,7069 -0,1606 0,0142 -0,7210
eqm 0,0752 0,0036 0,5181| 0,0292 0,0034 0,5032 0,0320 0,0030 0,5233
variancia | 0,0095 0,0033 0,0204 0,0067 0,0029 0,0058 0,0071 0,0027 0,0050
média 0,0263 -0,6768 -0,3778 0,1344 -0,6708 -0,3736/ 0,1042 -0,6775 -0,3856
3 Vicio -0,2737 0,0232 -0,7778| -0,1656 0,0292 -0,7736 -0,1958 0,0225 -0,7856
eqm 0,0846 0,0057 0,6334 0,0371 0,0055 0,6097 0,0460 0,0046 0,6259
variancia | 0,0094 0,0054 0,0246] 0,0092 0,0048 0,0085 0,0077 0,0042 0,0071
média 0,0332 -0,6802 -0,4144] 0,1405 -0,6805 -0,4272] 0,1050 -0,6845 -0,4336
g Vicio -0,2668 0,0198 -0,8144| -0,1595 0,0195 -0,8272 -0,1950 0,0155 -0,8336
eqm 0,0863 0,0076 0,7085 0,0357 0,0059 0,7000| 0,0447 0,0054 0,7081
variancia | 0,0152 0,0074 0,0392] 0,0105 0,0056 0,0091| 0,0073 0,0051 0,0082
média 0,0157 -0,6788 -0,4604| 0,1370 -0,6691 -0,4495 0,0961 -0,6758 -0,4567
__vicio -0,2843  0,0212 -0,8604| -0,1630 0,0309 -0,8495| -0,2039 0,0242 -0,8567
= eqm 0,0842 0,0088 0,7570| 0,0382 0,0140 0,7348| 0,0489 0,0073 0,7431
variancia | 0,0035 0,0082 0,0185 0,0115 0,0128 0,0149 0,0072 0,0066 0,0099
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Tabela 30. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicdo de ruido,

quando p=1=¢, d=0,20, ¢=-0,70, 6=0,20, re=500.

d=0,20 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=0,20 d p 0 d ¢ 0 d ¢ 0
média | 0,0660 -0,6896 -0,2221] 0,1201 -0,6886 -0,2389 0,1607 -0,6938 -0,2535
g Vicio -0,1340 0,0104 -0,4221/-0,0799 0,0114 -0,4389 -0,0393 0,0062 -0,4535
eqm 0,0369 0,0027 0,2118 0,0105 0,0023 0,1977 0,0082 0,0020 0,2099
variancia | 0,0190 0,0026 0,0337 0,0041 0,0022 0,0051] 0,0067 0,0020 0,0042
média | 0,0312 -0,6908 -0,3617 0,1025 -0,6891 -0,3651] 0,1164 -0,6917 -0,3703
o Vicio -0,1688 0,0092 -0,5617 -0,0975 0,0109 -0,5651 -0,0836 0,0083 -0,5703
eqm 0,0366 0,0038 0,3338 0,0153 0,0034 0,3254 0,0143 0,0032 0,3307
variancia | 0,0084 0,0038 0,0193 0,0059 0,0032 0,0065 0,0074 0,0031 0,0059
média | 0,0220 -0,6881 -0,4246 0,1016 -0,6865 -0,4270| 0,0962 -0,6857 -0,4282
3 vicio -0,1780 0,0119 -0,6246] -0,0984 0,0135 -0,6270 -0,1038 0,0143 -0,6282
eqm 0,0409 0,0057 0,4148 0,0172 0,0044 0,4034 0,0181 0,0155 0,4084
varidncia | 0,0073 0,0056 0,0211 0,0069 0,0045 0,0075 0,0069 0,0100 0,0109
média | 0,0225 -0,6794 -0,4527 0,1037 -0,6802 -0,4607 0,0939 -0,6812 -0,4613
g Vicio 20,1775 0,0206 -0,6527 -0,0963 0,0198 -0,6607 -0,1061 0,0188 -0,6613
eqm 0,0386 0,0094 0,4560 0,0164 0,0076 0,4469 0,0178 0,0073 0,4470
variancia | 0,0090 0,0089 0,0293 0,0077 0,0070 0,0104 0,0069 0,0066 0,0097
média | 0,0208 -0,6770 -0,4747 0,0974 -0,6776 -0,4859 0,0756 -0,6778 -0,4858
_ vicio 20,1792 0,0230 -0,6747, -0,1026 0,0224 -0,6859 -0,1244 0,0222 -0,6858
= eqm 0,0488 0,0123 0,5044| 0,0200 0,0082 0,4856 0,0224 0,0079 0,4837
variancia | 0,0148 0,0118 0,0456 0,0090 0,0083 0,0124 0,0066 0,0079 0,0116
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Tabela 31. Estimacdo no processo ARFIMA(p,d,q) com adicado de ruido,
quando p=1=q, d=0,30, ¢=-0,70, 6=0,20, re=500.

d=0,30 BERAN FT FTmod
¢=-0,70
6=0,20 d ¢ 6 d ¢ 6 d ¢ 6
média | 0,1006 -0,6767 -0,2336] 0,2185 -0,6725 -0,2309 0,2666 -0,6844 -0,2708
o Vicio 20,1994 0,0233 -0,4336 -0,0815 0,0275 -0,4309] -0,0334 0,0156 -0,4708
eqm 0,0412 0,0030 0,1945 0,0108 0,0034 0,1918 0,0056 0,0080 0,2293

varidncia | 0,0015 0,0025 0,0065 0,0041 0,0027 0,0062 0,0045 0,0078 0,0076
média | 0,0668 -0,6757 -0,3547 0,1921 -0,6749 -0,3638| 0,1999 -0,6863 -0,3870
vicio  [-0,2332 0,0243 -0,5547-0,1079 0,0251 -0,5638| -0,1001 0,0137 -0,5870
eqm 0,0643 0,0057 0,3340 0,0183 0,0055 0,3292 0,0174 0,0042 0,3535
varidncia | 0,0096 0,0051 0,0244/ 0,0060 0,0049 0,0090 0,0069 0,0040 0,0070
média | 0,0492 -0,6778 -0,4241| 0,1874 -0,6699 -0,4246 0,1686 -0,6870 -0,4473
jvicio |-0.2508 0,0222 -0.6241-0,1126 0,0301 -0.6246 -0,1314 0,0130 -0,6473
eqm 0,0691 0,0077 0,4122 0,0199 0,0185 0,4084 0,0244 0,0059 04275
variancia | 0,0075 0,0070 0,0246/ 0,0077 0,0171 0,0184 0,0082 0,0053 0,0092
média | 0,0509 -0,6566 -0,4308 0,1912 -0,6579 -0,4496| 0,1552 -0,6706 -0,4663
vicio  |-0,2491 0,0434 -0,6308(-0,1088 0,0421 -0,6496| -0,1448 0,0294 -0,6663
eqm 0,0756 0,0117 0,4411 0,0201 0,0159 0,4384 0,0287 0,0082 0,4555
varidncia | 0,0160 0,0103 0,0434] 0,0089 0,0141 0,0171] 0,0077 0,0073 0,0109
média | 0,0438 -0,6580 -0,4613 0,1792 -0,6631 -0,4828| 0,1362 -0,6703 -0,4922
vicio  [-0,2562 0,0420 -0,6613|-0,1208 0,0369 -0,6828| -0,1638 0,0297 -0,6922
eqm 0,0782 0,0158 04793 0,0241 0,0141 04776 0,0331 0,0112 04875
varidncia | 0,0151 0,0149 0,0499 0,0102 0,0122 0,0176/ 0,0074 0,0103 0,0150

ns=2

ns=

ns=4

ns=

5.3 Modelos ARFIMA(1,d,0) e ARFIMA(0,d, 1)
Na estimac@o dos parametros nos processos ARFIMA(/,d,0) e ARFIMA(0,d,1) com
adicao de ruido, conforme o caso, utilizamos ¢=—-0,7 ou 8=—-0,7 e de{0,2;0,3} para

nsef{l2,.,5)}.

As Tabelas 32 e 33, apresentadas a seguir, mostram os resultados das simulacdes

obtidas.
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Tabela 32. Estimac¢do no processo ARFIMA(p,d,q) com adic¢ao de ruido,
quando p=1, g=0, d€{0,2;0,3}, ¢=-0,70, re=500.

d=0,20 d=0,30
¢=-0,70 BERAN FT FTmod BERAN FT FTmod
d p d P d P d P d p d p

média | 0,1597 -0,4883/0,2574 -0,4621 0,3389 -0,4336 0,2109 -0,4762 0,3368 -0,4447 0,4239 -0,4024

. vicio -0,0403 0,2117/0,0574 0,2379 0,1389 0,2664] -0,0891 0,2238 0,0368 0,2553 0,1239 0,2976
eqm 0,0025 0,0466/0,0055 0,0584| 0,0228 0,0730) 0,0090 0,0518 0,0034 0,0669 0,0179 0,0902
variancia | 0,0011 0,00160,0021 0,0015 0,0029 0,0015/ 0,0011 0,0017 0,0022 0,0015 0,0025 0,0015
média | 0,1233 -0,3727/0,2441 -0,3380| 0,2842 -0,3229] 0,1601 -0,3595 0,3184 -0,3190] 0,3534 -0,2951

o vicio 20,0767 0,32730,0441 0,3620| 0,0842 0,3771/-0,1399 0,3405 0,0184 03810 0,0534 0,4049
eqm 0,0070 0,1091/0,0050 0,1329 0,0107 0,1439 0,0210 0,1186 0,0033 0,1475 0,0056 0,1660
varidncia | 0,0012 0,0021/0,0031 0,0016{ 0,0036 0,0016 0,0012 0,0021| 0,0030 0,0017 0,0031 0,0016
média | 0,1006 -0,29820,2335 -0,2625 0,2490 -0,2556 0,1285 -0,2879 0,3078 -0,2484] 0,3089 -0,2350
o3 vicio -0,0994 0,40180,0335 0,4375 0,0490 0,4444) -0,1715 0,4121| 0,0078 04516 0,0089 0,4650
eqm 0,0111 0,1639/0,0055 0,1931] 0,0073 0,1992 0,0303 0,1719 0,0042 02053 0,0036 0,2179
varidncia | 0,0014 0,0023/0,0043 0,0016] 0,0048 0,0015 0,0013 0,0024| 0,0041 0,0017 0,0036 0,0017
média | 0,0822 -0,2504] 0,2243 -0,2183] 0,2196 -0,2160 0,1059 -0,2363 0,2969 -0,2000[ 0,2729 -0,1922

g Vicio -0,1178 0,4496)0,0243 0,4817] 0,0196 0,4840 -0,1941 0,4637/-0,0031 0,5000 -0,0271 0,5078
eqm 0,0155 0,2052/0,0062 0,2339 0,0061 02360 0,0390 0,2161] 0,0046 02501 0,0051 0,2580
varidncia | 0,0014 0,00250,0057 0,0016] 0,0058 0,0015 0,0014 0,0024| 0,0047 0,0015/ 0,0045 0,0015
média | 0,0698 -0,21070,2146 -0,1810| 0,1998 -0,1824] 0,0918 -0,2014| 0,2825 -0,1667 0,2510 -0,1646
__vicio -0,1302 0,4893/0,0146 0,5190| -0,0002 0,5176) -0,2082 0,4986| -0,0175 0,5333 -0,0490 0,5354
"= eqm 0,0185 0,2430/0,0072 0,2716 0,0063 0,2702 0,0447 0,2507| 0,0075 0,2856 0,0081 0,2879
varidncia | 0,0016 0,00250,0072 0,0015 0,0066 0,0015 0,0015 0,0028| 0,0074 0,0017 0,0059 0,0018
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Tabela 33. Estimac¢do no processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido,

quando p=0, g=1, de€{0,2;0,3}, 68=-0,70, re=500.

d=0,20 d=0,30
6=—0,70 BERAN FT FTmod BERAN FT FTmod
d 0 d 9 d 0 d 0 d 0 d 0

média 0,1614 -0,2584 0,2899 -0,2810] 0,3665 -0,3084] 0,2549 -0,2243] 0,4225 -0,2704] 0,4630 -0,3046

. vicio -0,0386  0,44160,0899 0,4190 0,1665 0,3916] -0,0451 0,4757 0,1225 0,4296 0,1630 0,3954
eqm 0,0027 0,1974) 0,0102 0,1773[ 0,0303 0,1546 0,0032 0,2295/ 0,0170 0,1867 0,0278 0,1580
variancia | 0,0012 0,0018 0,0022 0,0013 0,0024 0,0011] 0,0012 0,0019 0,0020 0,0013 0,0010 0,0010
média 0,1448 -0,1557 0,3116 -0,1916| 0,3430 -0,2088] 0,2298 -0,1176] 0,4360 -0,1860| 0,4404 -0,2051

o vicio 10,0552 0,5443[0,1116 0,5084) 0,1430 0,4912| -0,0702 0,5824| 0,1360 0,5140 0,1404 0,4949
eqm 0,0089 0,3048 0,0157 0,2604| 0,0237 0,2430 0,0108 0,3462 0,0209 0,26530,0216 0,2458
varidncia | 0,0058 0,0076 0,0032 0,0014] 0,0032 0,0012] 0,0060 0,00750,0023 0,0013| 0,0017 0,0012
média 0,1278 -0,1068 0,3135 -0,1469] 0,3152 -0,1570 0,2173 -0,0635] 0,4467 -0,1449| 0,4264 -0,1534
3 Vicio -0,0722 0,5932/0,1135 0,5531) 0,1152 0,5430| -0,0827 0,6365] 0,1467 0,5551/ 0,1264 0,5466
eqm 0,0132 0,3620 0,0168 0,3072/ 0,0173 0,2960 0,0150 0,413 0,0239 0,3099 0,0183 0,3008
varidncia | 0,0080 0,0097 0,0038 0,00120,0039 0,0012] 0,0102 0,0115/0,0024 0,0011| 0,0020 0,0011
média 0,1149 -0,0806 0,3180 -0,1203[ 0,3001 -0,1244] 0,2005 -0,0364] 0,4485 -0,1208| 0,4053 -0,1226

g Vicio -0,0851 0,6194{0,1180 0,5797 0,1001 0,5756 -0,0995 0,6636| 0,1485 0,5792 0,1053 0,5774
eqm 0,0127 03917 0,0186 0,3376/0,0143 0,3332 0,0213 04560 0,0245 0,3372(0,0137 0,3355
varidncia | 0,0056 0,0071/ 0,0050 0,00130,0043 0,0013 0,0116 0,0133 0,0022 0,0010 0,0023 0,0011
média 0,0969 -0,0717 0,3168 -0,1046 0,2729 -0,1067 0,1818 -0,0252] 0,4468 -0,1056| 0,3880 -0,1022
__vicio -0,1031 0,6283(0,1168 0,5954) 0,0729 0,5933| -0,1182 0,6748| 0,1468 0,5944] 0,0880 0,5978
= eqm 0,0161 0,4053/ 0,0187 0,3566{0,0104 0,3543 0,0233 0,4680 0,0237 0,3541 0,0100 0,3580
varidncia | 0,0036 0,0047] 0,0052 0,0014 0,0049 0,0013 0,0077 0,0093 0,0026 0,0013| 0,0025 0,0014

Nesses processos a estimativa dos parametros fica comprometida em todos os

estimadores. De modo geral, conforme ns aumenta o valor estimado em mddulo vai

decrescendo para todos os parametros. Os trés estimadores captam o verdadeiro sinal do

pardmetro, seja ele ¢ ou €, mas ndo alcancam estimativas proximas do real valor do

parametro. Enquanto o estimador Beran acaba subestimando o valor do parametro d, os

estimadores FT e FT'mod, na maioria dos casos, superestimam tal valor. Nessas situagdes, ou

seja, nos processos ARFIMA(/,d,0) e ARFIMA(0,d,1) com adi¢dao de ruido, nenhum dos

estimadores estudados € eficaz.
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Capitulo 6

Conclusoes

Podemos concluir que para o caso dos processos ARFIMA(0,d,0) onde o ruido
contaminante segue uma distribuicdo N(O0, 0'5 ) o melhor estimador é o FT. Os demais
estimadores apresentam valores estimados decrescendo conforme ns aumenta, enquanto que o

estimador FT consegue obter uma boa estimativa para o real valor do parametro independente

do valor de ns. Nos processos VE-ARFIMA(0,d,0), ou seja, quando o ruido contaminante
segue uma distribui¢io Log( 7; ) o melhor estimador nessa situagdo é o FTmod que, embora

subestime o real valor do parametro, é o que apresenta o menor viés para os diferentes valores

do parametro d simulados.

J4 para os processos ARFIMA(p,d,q) com adicio de ruido onde p=I=g temos
problemas na estima¢do quando ¢ e @ apresentam sinais opostos, onde nenhum estimador
avaliado conseguiu obter resultados satisfatérios. Nos casos em que ¢ e 6 apresentam o

mesmo sinal, os estimadores FT e FTmod acabam se equivalendo, enquanto que o estimador

Beran subestima demais o real valor do parametro d.

Nos processos ARFIMA(/,d,0) e ARFIMA(0,d,1) com adicdo de ruido, os trés

estimadores testados conseguem captar o verdadeiro sinal dos paradmetros ¢ e €, conforme o

caso. No entanto, nenhum deles apresentou bons resultados.

E importante ressaltar que todos os estimadores utilizados nesse trabalho foram
propostos para a estimacio de processos ARFIMA. Nesse estudo utilizamos esses estimadores
sem qualquer adaptagdo para estimar os parametros de um processo VE-ARFIMA ou
ARFIMA com adicdo de ruido, ou seja, um processo modificado, o qual a série gerada foi
contaminada por um ruido. Dessa forma era esperado que as estimativas obtidas ndo fossem
tao boas quanto as obtidas caso o processo gerado fosse decorrente de um processo ARFIMA

nao contaminado. De toda forma, os resultados obtidos nos processos ARFIMA(0,d,0) quando

o ruido contaminante segue uma distribuicdo N(O, of ) foram satisfatorios, onde um dos
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estimadores testados obteve estimativas boas para o real valor do parametro d independente

do valor da variancia dessa distribui¢ao contaminante.
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Anexo A

A.1 Funcao Periodograma

Nesta secdo definimos a fun¢do periodograma, fun¢do periodograma suavizado de
covariancias e a fungdo periodograma modificada, utilizadas nos estimadores apresentados no
Capitulo 4. Tais fungdes sdo estimadores para a fun¢do densidade espectral de processos

estacionarios.

Definicao A.1: Seja {X,}", uma série temporal com n observagdes de um processo {X,},, .
A densidade espectral do processo {X,}_, pode ser estimado pela funcdo periodograma,

denotada por /(- ), e definida por

2

()= ,  we|-mx].

n

—iot
S xe
t=1

1
27n |

Outra forma de se definir a fun¢do periodograma € a apresentada a seguir

Definicao A.2: Seja {X,}_, uma série temporal com n observagdes obtida de um processo

{X.},.,- A fungdo periodograma, denotada por /(- ) € definida por

I(a)):2{;7X(0)+2§;7X(k)c0s(cok)}, we -7, 7],

k=1
onde 7,(-) € a fun¢do de autocovariancia amostral do processo {X,}'..

Como a func¢do periodograma é um estimador ndo viciado, mas nio consistente da

fun¢do densidade espectral f,(-). A seguir apresentamos um estimador ndo viciado e

consistente para a fun¢do densidade espectral denominado de funcio periodograma suavizado

de covariancias.
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Definicao A.3: A funcio periodograma suavizado, denotada por I(-), satisfaz a equagdo

Is(w):% > /l[mijffx(k)cos(wk ),  wel|-xx]
[kl<m, P

onde A(-) € uma fungdo de ponderagdo conhecida como janela espectral, sendo m, o ponto

de truncamento da fung¢do, o qual depende do tamanho amostral n . Nesse trabalho utilizamos

a Janela de Bartlett, cuja expressao é dada por

ﬂ(x)z{(]—|x ), se|x|£1,
0, se|x|>].

O ponto de truncamento da Janela de Bartlett € o valor m »= n’,onde O0<7<1.Nesse

trabalho consideramos 7 =0, 9, valor comumente fixado em estudos anteriores.

A seguir, definimos a fun¢do periodograma modificado definido por Kliippelberg e

Mikosch (1994) para processos ARFIMA(p,d,q) a-estdveis, isto é, com varidncia infinita.

Definicdo A.4: Seja {X,}_, uma série temporal obtida a partir de um processo {X,},,. A

fun¢do periodograma normalizado [, (-) da série temporal € definida por

,  wel-mx],

onde P, (-) é a funcdo de autocorrelacdo amostral da série temporal dada por

n = (nh]
px(h)=(2 szj (z XerJrhj

t=1

Maiores detalhes podem ser encontrados em Brockwell e Davis (1991), Morettin e

Toloi (2004) e Kliippelberg e Mikosch (1994).
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Anexo B

B.1 Convergéncia do Valor Estimado Quanto ao Nimero de Replicacoes

Nas simulacdes apresentadas no Capitulo 5 desse trabalho utilizamos o numero de
replicacdes de 7000 para a estimagdo dos processos VE-ARFIMA(0,d,0) e ARFIMA(0,d,0)
com adic¢do de ruido e de 500 para os processos ARFIMA(p,d,q) com adi¢do de ruido.

Para verificar se esse nimero de replicacdes utilizado € suficiente para identificar o

verdadeiro valor estimado, apresentamos agora um breve estudo a respeito de tal situacao.

Primeiramente no caso dos processos VE-ARFIMA(0,d,0) e ARFIMA(0,d,0) com
adi¢do de ruido, verificamos conforme as Tabelas 1 a 12 que a varidncia de cada estimador
ndo costuma ser superior ao valor 0,10. Sendo que o estimador GPH € o que apresenta
maiores valores de variancia. Dessa forma escolhemos esse estimador com a utilizagdo da
metodologia MM e com « =0,40, quando o parametro d=0,20 e ns=1 para essa primeira
andlise. Para melhor visualizacdo, extraimos o resultado descrito da Tabela 4 e o colocamos

1soladamente na Tabela B1, apresentada a seguir.

Tabela B1. Estimador GPH-MM com a=0,40 e d=0,20
no processo ARFIMA (0,d,0) com adicao de ruido

4=0,20 a=0,40
GPH - MM
média 0,2011
vicio 0,0011
ns=
eqm 0,0943
variancia 0,0944

A Figura Bl mostra o grafico do valor médio estimado conforme o nimero de
replicacdes vai aumentando. Estipulamos nessa andlise a tolerancia de 10% para mais ou para
menos sobre o valor estimado, ou seja, como o valor estimado médio nesse caso foi de
0,2011, temos os limites inferior e superior de, respectivamente 0,/810 e 0,2212. Dessa forma

qualquer valor dentro desse intervalo estd adequado para o nosso estudo.
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Figura B1: Convergéncia do valor médio estimado para o parametro d quanto ao nimero de
replicagdes para o estimador GPH-MM-0,40 quando d=0,20

De andlise da figura apresentada € facil verificar que ap6s cerca de 400 replicagdes o

valor estimado permanece dentro dos limites estabelecidos indicando a convergéncia do valor.

Agora vamos analisar um caso de estima¢do do processo ARFIMA(p,d,q) com adic¢do
de ruido, onde p=I1=q, com ¢=-0,7 e 8=-0,4, quando ns=1 e d=0,30 no estimador Beran.
Escolhemos esse caso pois a variancia das estimativas foi bastante alta chegando a cerca de
0,29 para a estimativa de ¢ . Para melhor visualizacdo extraimos o resultado descrito na

Tabela 21 e o colocamos isoladamente na Tabela B2, apresentada a seguir.

Tabela B2. Estimador Beran para d=0,30 no processo
ARFIMA (p,d,q) com adicdo de ruido,
quando p=1I/=q, com ¢=-0,70 e 6=-0,4.

d=0,30 BERAN
¢=-0,70

6=-0,40 [
média -0,4544
vicio 0,2456

ns=1

eqm 0,3499
variancia 0,2901
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Novamente estipulamos o limite de tolerancia de 10% para mais ou para menos sobre
o valor estimado, ou seja, como o valor estimado médio nesse caso para o parametro ¢ foi de
—0,4544, temos os limites inferior e superior de, respectivamente —0,4999 e —0,4090. Dessa
forma qualquer valor dentro desse intervalo estd adequado para o nosso estudo. O gréfico de

convergéncia € apresentado na Figura B2.

1,2000 -

média

1,0000 -
limite inferior

0,8000 -

limite superior

0,6000 -

0,4000 -

0,2000 -

0,0000
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

valor médio estimado do parametro

-0,2000 ~

-0,4000 ~

-0,6000 -

replicagdes

Figura B2: Convergéncia do valor médio estimado para o pardmetro ¢ quanto ao nimero de
replicacdes para o estimador Beran quando d=0,30

De andlise da figura apresentada verificamos que apds cerca de 150 replicacdes o valor
médio estimado permanece dentro dos limites estabelecidos indicando a convergéncia do
valor. Dessa forma, o ndmero de replicacoes igual a 500 que foi utilizado nas simulacdes do

processo ARFIMA(p,d,q) com adicao de ruido se mostra bem adequado.
Nao € objetivo desse trabalho aprofundar a discussdo sobre esse assunto, apenas

queremos demonstrar que o nimero de replicacdes utilizados nas simulagdes foi coerente e

ndo prejudicou de qualquer forma na anélise dos estimadores propostos nesse estudo.
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