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RESUMO

Propomos uma idealizagao da situacao em que uma macromolécula é
ionizada em um solvente. Neste modelo a drea da superficie da molécula é su-
posta ser grande com respeito a seu diametro. A molécula é considerada como um
dielétrico com uma distribui¢ao de cargas em sua superficie. Utilizando as condigoes
de transmissao, a distribuicao de Boltzmann no solvente e resultados recentes sobre
espacos de Sobolev no contexto de espagos métricos, bem como de integracao sobre
superficies irregulares, o problema é formulado em forma variacional. Resultados

classicos do calculo de variagoes permitem a resolugao analitica do problema.
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ABSTRACT

We consider the situation where a macro-molecule is ionized in a sol-
vent. In this model the surface area of the molecule is supposed to be large with
respect to its diameter. The molecule is considered as a dielectric with some charge
distribution on its surface. Using the transmission conditions, the Boltzmann’s dis-
tribution in solvent and recent results on Sobolev spaces in the context of metric
spaces, as well as of integration on irregular surfaces, the problem is formulated in
variational form. Classical results of the variational calculus allow the analytical

solution of the problem.



1 INTRODUCAO

Fenomenos de ionizacao em solugoes aquosas representam uma questao
de interesse central em fisico-quimica. As interacoes eletrostaticas decorrentes nesse
tipo de situacao sao essenciais a compreensao de muitos processos bioldgicos. Isso
ocorre devido ao fato de que muitas macromoléculas tais como DNA, fosfolipidios e
proteinas podem ser consideradas como polieletrolitos ou polyampholytes (Grosberg
e Khoklov [23], Daune [11]). Isto indica a presenga de um grande nimero de gru-
pos ionizaveis e, como se encontram naturalmente imersos em solvente, tornam-se

altamente carregados. Nesse caso, sao chamados de poli-ions.

Poli-ions sao comuns em sistemas bioldgicos onde os efeitos do solvente
sobre a macromolécula precisam ser conhecidos por um longo periodo. Nesse sentido
¢é necessaria a predicao das propriedades eletrostaticas que sao observaveis experi-

mentalmente. Situagoes deste tipo podem ser vistas em Kuhn et al. [30], [31].

No caso particular em que uma macromolécula de DNA (ou seus frag-
mentos) estd imersa num solvente (tipicamente dgua e NaCl), sabe-se que, sob con-
digoes fisiolégicas adequadas, cada milhao de tor¢oes de hélice envolvendo 10 pares de
nucleotideos de DNA ocupam uma distancia linear de menos de 3.4 x 10° um (0.034
em) e um volume total de 10% nm? (10715 cm?) (de acordo com Alberts et al. [3]).
Isso significa que filamentos de DNA podem ser fortemente compactados e assim,
pode-se considerar a macromolécula como tendo area de superficie relativamente

grande com respeito ao seu diametro.

Em termos gerais, os métodos que tém sido utilizados na simulacao
de fenomenos elétricos em sistemas bioldgicos podem ser classificados como aqueles
que simulam explicitamente todas as moléculas do sistema e aqueles que tratam o
solvente e sais via um modelo continuo. Entre os ultimos, o método da equacao de
Poisson-Boltzmann tem sido utilizado com éxito e em grande escala, devido as me-

lhorias em algoritmos numéricos e desempenho computacional (ver Micu et al. [38]).



A principal vantagem desse método reside na sua velocidade em comparacao com
métodos perturbativos mais precisos, que requerem largas simulagoes de dinamica

molecular ou resolucao de sistemas de equagoes integrais nao lineares.

Existem pelo menos quatro aplicagoes maiores da equacao de Poisson-
Boltzmann ou sua forma linear a saber: cédlculo do potencial eletrostatico na su-
perficie da biomolécula, dando informagao sobre a concentracao de pequenos solu-
tos na sua vizinhanca; calculo do potencial eletrostatico fora da molécula, dando in-
formacao da energia livre de interacoes de pequenas moléculas em diferentes posicoes
da sua vizinhanca; calculo da energia livre de uma biomolécula ou de seus diferentes
estados, dando informacao sobre sua estabilidade; e também para calculo do campo
eletrostatico que orienta sobre quais forcas devem ser utilizadas nos célculos de

dinamica molecular padrao.

Geralmente, em simulagoes, tem sido assumido que biomacromoléculas
tem baixa constante dielétrica (variando de 2 a 5, conforme Grosberg e Khoklov [23]).
Mas algum cuidado tem de ser tomado nesse contexto pois as propriedades fisicas
de proteinas sdo, no minimo, curiosas. A compressibilidade de uma proteina é em
torno de 10% a de um fluido mas sua densidade de ocupagao (quociente do volume
de Van der Waals ao volume realmente ocupado) indica valores, para a maioria das
proteinas globulares, entre 0.7 a 0.75, comparavel aos valores de 0.7 a 0.8 de cristais
de moléculas organicas. Nao obstante a dinamica interna e viscosidade aparente
de uma proteina nao sao de um cristal. A termodinamica de denaturizagao de
proteinas indica um fenomeno similar a transicao de uma fase organica a agua ou que
o interior de uma proteina é semelhante a um solvente liquido organico. Assim uma
proteina pode ser melhor descrita como sendo um liquido denso (detalhes podem
ser vistos no livro de Daune [11]). As propriedades elétricas de proteinas também
sao complexas. A utilizacao de polarizagoes eletronicas e atomicas indicaria para
a constante dielétrica um valor de 2 mas levando em conta a estrutura cristalina,
isto pode se aproximar de 4. O trabalho de Antosiewics et al. [6] indica valores

de aproximadamente 20, os quais compatibilizam melhor simulacao e experimen-



tos! Em Micu [38] et al., o valor 2 é utilizado. Do nosso ponto de vista analitico
o valor da constante dielétrica é imaterial, mas claramente, em simulacoes, valores

experimentais adequados tem de ser assumidos.

Por outro lado, a constante dielétrica do solvente é naturalmente alta e
a interface entre as regioes dielétricas de baixa e alta intensidade tem forma irregu-
lar (para resultados em biopolimeros no caso cilindrico ver Lyubartsev et al. [36]
e Tracy e Widow [44]). Isso nos leva a uma situagao invidvel as teorias de esferas

carregadas (Clemmon e Dougherty [9]).

Vamos tratar de uma idealizacao da situacao descrita acima, onde uma
macromolécula biolégica carregada esté imersa num solvente. Para isso faremos uso

da ja referida equacao de Poisson-Boltzmann
V.[e(r)V¥(r)] — k*sinh (eW(r)/T) + pa(r) = 0, (1.1)

onde W ¢ o potencial eletrostatico na regiao exterior a macromolécula , € é a constante
dielétrica (em geral ndo uniforme), e é a carga do elétron, T é a temperatura, x é uma
constante adequada, ps é a densidade de cargas fixas no solvente e sinh (e¥(r)/T") é

a distribuicao de Boltzmann para os ions méveis no solvente.

Trataremos de um caso particular em que as constantes dielétricas do
solvente e macromolécula sao uniformes. Vamos supor também a presenga de cargas
somente na fronteira da macromolécula, que essas sao negativas e que ha somente
cargas moveis (fons e contra-fons) no solvente. Isso nos permite uma simplifica¢ao

da equagao (1.1), pois nesse caso p; = 0. Detalhes podem ser vistos na Segao 4.1.

Consideremos entao uma macromolécula carregada ocupando uma regiao
compacta K com fronteira 0K, tal que ha (espacialmente) uma distribuicao de car-
gas concentradas em dK. Supomos que K C D, D um subconjunto aberto do R?
ou do R?, D compacto, dD regular. Também vamos supor que as regides K e D\ K
tém constantes dielétricas ki e ke (em Micu et al. [38] sao utilizados os valores
ki1 = 2 e ko = 78, no entanto, com outros objetivos), e que ha campos elétricos

Eie Ey em K e D\f(, E, = —V¢, e B = —V¢9; onde ¢; e ¢9 representam o



potencial eletrostatico em K e D\K, respectivamente. Uma hipitese necessaria é

que dimp (0K) = s < oo (ver Definigao 3.1.4).
Colocando ; = % e gy = %, (1.1) implica que
ko Avpy = korp? sinh 4y (z) em D\K. (1.2)

Claramente

kflA’l?bl =0 em K, (13)

e é natural considerarmos as condigoes de fronteira

sd (k1Y — kotho) = %w em OK, (1.4)
Yo=11 em OK. (1.5)

Aqui r é o raio de Debye (Landau e Lifschitz [33]), *d(ki¢; — ko) é a forma
adjunta de d(ky¢1 — kap2) (ver Westenholz [46]) e w é uma 1-forma diferencial (w é
uma 2-forma no caso tridimensional) relacionada a densidade de cargas em 0K. A
condicao (1.4) deve ser coerentemente interpretada num sentido generalizado, como
sera visto na Secao 4.1. Nessa mesma se¢ao veremos que, admitindo ¢ = 0 em 9D
(o que implica 1» € Wy*(D)), a desigualdade de Poincaré (2.14) é valida em D e
isso implicard na coercividade do funcional envolvido. Entretanto, como sera visto,
essa hipdtese nao é necessaria para garantir a coercividade desse operador e, de fato,
em problemas envolvendo eletroforese (ver, por exemplo, Anderson [5]) é natural a

consideragao de valores nao nulos de ¥ em 0D.

A proposta desse trabalho é estudar analiticamente o problema (1.2)
a (1.5) utilizando como ferramenta resultados recentes na Teoria de Espacos de
Sobolev no contexto de espacos métricos, bem como de teoria de integracao sobre
regides com fronteira irregular, abordada especialmente em Harrison e Norton [26].
No caso bidimensional o problema sera reduzido a um problema minimizante onde,
na forma variacional, serao garantidas as condicoes de existéncia e unicidade de
solugoes. Em trés dimensoes a formulacao é similar. No entanto, devido ao fato

de que o funcional j(.) (ver Segao 2.2) nao ¢ bem definido em R? (como pode ser



visto em Glowinski [21], exp (u) pode nao ser bem definido em L'(Q2) para todo
u € WH2(Q), Q C R?), uma caracterizagao do dominio de possiveis solugoes para o
problema é uma questao mais delicada. Nesse caso, o método que serd empregado

utiliza resultados de Glowinski [21].

Observamos que, como sera visto na Secao 4.2.1, tratamos nesta for-
mulacgao variacional com a minimizagao do funcional nao linear
k k 4re
AY) = —1/ Vi [Pda+—= |Vw2|2dx+k:2r52/ (coshipp—1)dr—— Pw.
2 Jk 2 D\K D\K T Jox
No trabalho de Reiner e Radke [40] pode se ver que o funcional acima pode ser

considerado como o negativo do grande potencial
Q= —pV +75,

onde p é a pressao osmotica da concentracao eletrélita, S é a area da superficie e ¥
é a tensao superficial média (ou excesso de densidade de energia livre na supericie)
da interface entre solugdo/molécula. Na literatura, muitas vezes, esse processo é
referido como a minimizagao da energia livre eletrostatica de Gibbs (G = ¥ —T'S).
Isso é na melhor das hipdteses um abuso de nomenclatura crasso (referimos o leitor
aos trabalhos de Fogolari et al. [17] e Reiner e Radke [40] e Fogolari et al. [16] para
uma discussao desta situacdo confusa e ao livro de Greiner et al. [22] para as nogoes

elementares de Mecanica Estatistica).

Algumas consideracoes devem ser feitas com relacao a situacao aqui
discutida. A primeira diz respeito ao fato de considerarmos macromolécula e solvente
como dieletricamente uniformes. De fato poderiamos desejar uma formulacao mais
complexa, levando em conta, o que ¢ fisicamente mais evidente, a nao uniformizagao
da dieletricidade (como é feito, por exemplo em Micu et al. [38] ou em Fogolari et
al. [16]). Do ponto de vista matemadtico isso nao nos levaria a uma modifica¢ao

significativa.

Outra consideracao diz respeito ao modelo utilizado. Em diversos tra-

balhos, entre eles Kuhn et al. [30], [31], é utilizada a aproximagcao linear sinh ¢ ~ ¢.



Fisicamente, quando tratamos de sistemas altamente carregados como, por exemplo
DNA, a formulacao envolvendo sinh ¢ é mais apropriada. Nesse sentido trataremos
da equagao (1.2) no caso nao linear e uma caracterizagao variacional para o prob-
lema é mais evidente (Micu et al. [38]). Observamos que a equagdo Au = Asinhu,
conhecida como a equacao sinh de Gordon aparece de forma central na construcao
de superficies compactas com curvatura média constante (ver trabalho de Spruck

[41] para representagoes explicitas de solugoes).

A irregularidade da superficie da macromolécula é uma outra dificul-
dade nessa formulagao. Resultados recentes (Hajlasz e Martio [24], Hajlasz e Koskela
[25], Franchi et al. [18]) em Espagos de Sobolev desenvolvidos no contexto de espagos
métricos munidos de uma medida de Borel tratam de questoes inerentes a resolugao
de equacoes diferenciais parciais em dominios bastante gerais. Nesse sentido, de-
terminados tipos de imersoes, tracos e extensoes podem ser vélidos e demonstrados
sem utilizar de forma decisiva a geometria da fronteira da regiao em consideragao
(o que ocorre com freqiiéncia em formulagoes mais classicas). Isso é muito apropri-
ado quando tratamos de regioes com alto grau de irregularidade. Entretanto uma

hipétese de regularidade sobre a medida devem ser imposta (ver Teorema 2.1.3).

Essa regularidade exigida sobre a medida decorrera do fato que vamos
considerar 0K como um espac¢o métrico munido de uma medida de Borel i gerada
por w. Nesse sentido, apresentamos no Capitulo 3 algumas nogoes de uma técnica
diferenciada de integracao sobre regioes cuja fronteira tem um grau relevante de
irregularidade mas que, por outro lado, satisfazem uma condicao de d-somabilidade
(ver Defini¢ao 3.1.18). Veremos que nessas condigoes o Teorema de Gauss-Green é

valido.

Finalmente mencionamos que trataremos unicamente com o problema
eletrostatico sem discutir seu acoplamento com o fluido (solvente). Tal acoplamento
esta envolvido em uma das mais importantes aplicacoes em Biofisica: a teoria da
eletroforese. Nessa situagao uma nuvem de contra-ions cerca a macromolécula. Faz-

se uso entao, como ¢ visto na literatura (Anderson [5]), da teoria da camada limite



de Prandtl para, no contexto do fluido infinito e para a situacao em que a densidade
de cargas é nula na interface molécula/solvente, introduzir a nogao de velocidade de
deslizamento vy = —constante Yo E|} ., onde Elhy é o campo elétrico tangencial em

OK; junto com a condic¢ao de fronteira
v=U+Q Xr+uv,.

Aqui v é a velocidade do fluido na superficie, U é a velocidade translacional do
centro de massa da macromolécula e €2 sua velocidade angular (Teubner [43], Long
e Ajdari [34], Long et al. [35]). Considerando a macromolécula como um corpo
rigido, o tensor de forgas hidrodinamicas e eletrostaticas d4 origem a uma forca e
torque resultantes que sao zero, permitindo a preservacgao da velocidade e velocidade
angular da macromolécula. Finalmente, v é calculado via a equagao (negligenciando

termos inerciais)
nAv — Vp = —pFE, e V. =0,

onde n é a viscosidade do fluido, p a pressao e p é a densidade de cargas, com as

apropriadas condi¢oes do infinito.

Essa teoria tem sido formulada em termos mateméaticos um tanto frou-
xos e um de nossos objetivos futuros é reformular estas questoes para configuracoes
geométricas complexas com a devida generalidade e rigor matematico. Do nosso
ponto de vista a resolucao analitica e, talvez, computacional desse problema pode
fornecer o estado inicial (F,v), E = —V¢ de um problema dinamico que tera de ser
formulado em termos da teoria dos plasmas (de fato, devido as reagdes de Coulomb
existentes, em termos de equagoes de difusao nao lineares na funcao de distribuicao

da velocidade v).

O trabalho estd organizado como a seguir. Na Se¢ao 2.1 introduziremos
resultados preliminares de analise funcional. Como j& citamos abordaremos questoes
inerentes a definicao de Espacos de Sobolev no contexto métrico, isso inclui um re-
sultado generalizado de traco, vital & garantia de solugao de (1.2) a (1.3). Na Secao

2.2 enunciamos alguns resultados de métodos variacionais que serao utilizados nas



segoes posteriores. No Capitulo 3 abordaremos alguns aspectos da teoria de inte-
gragao sobre regioes com fronteira irregular. Finalmente, no Capitulo 4, o problema
¢ formulado e resolvido no espago funcional VVO1 ’Q(D). Os resultados apresentados
nesse capitulo, incluindo a formulacao do problema bem como sua resolucao, sao
obtidos de forma original. Mostraremos que é possivel definir uma medida em 0K e
considerar essa regiao como um espaco métrico. Com isso, utilizando a teoria apre-
sentada, bem como resultados de calculo variacional serao garantidas a existéncia
e unicidade de solucoes para o problema minimizante. Reforcamos que os métodos
utilizados nos casos bi e tridimensional sao diferentes. De fato, a resolugao em
trés dimensoes é mais direta, contudo o dominio de possiveis solugoes nao pode ser
precisamente explicitado. Essa é exatamente a vantagem da abordagem em duas

. - ;L : 1,2
dimensoes, onde o dominio é caracterizado com o espaco W,*(D).

Agradecemos ao Prof. Jaime B. Ripoll do Instituto de Matematica
UFRGS por nos disponibilizar uma cépia do trabalho de Hajlasz e Koskela [25],
bem como ao Prof. T. Kist do Departamento de Biofisica-UFRGS e a Claudia E.

Thompson por trazerem nossa atencao ao trabalho de Long e Ajdari [34].



2 RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

Esse capitulo se divide em duas se¢oes. Na primeira, apresentamos
alguns resultados provados recentemente sobre espacos de Sobolev definidos em
espagos métricos (Hajlasz e Koskela [25], Hajlasz e Martio [24], Franchi et al. [18]),
bem como um teorema geral de trago conveniente no contexto de regioes com fron-
teira irregular. Vamos mostrar que uma caracterizagao particular de espacos de
Sobolev levam-nos a uma definigao diferenciada no contexto métrico. Mostramos
também que essa caracterizacao pode ser feita num outro sentido, garantindo que a
funcao de Sobolev em questao satisfaca a inequacao p de Poincaré. Essas duas abor-
dagens sao similares (Teorema 2.1.2) e a partir delas pode-se desenvolver uma teoria
padrao, extensivamente utilizada em &areas correlatas (Teoria de Grafos, Espagos
de Carnot-Carathéodory, formas de Dirichlet, etc.). Nosso objetivo aqui é simples-
mente apresentar os conceitos essenciais, relacionando as duas formas de abordagem
para, em seguida, chegar a um resultado de traco. Algumas demonstragoes, exces-
sivamente técnicas, serao omitidas, mas podem ser encontradas nos trabalhos ja

referidos.

A segunda secao trata de alguns topicos de calculo de variagoes necessa-
rios a caracterizacao variacional do problema bem como a analise da estrutura do
operador funcional envolvido, o que vai garantir condigoes a existéncia e unicidade

de solugoes.

2.1 Espacos de Sobolev no Contexto de Espacgos Métricos

Se 2 C R™ é um conjunto aberto e 1 < p < oo, entao o espacgo de

Sobolev clédssico é definido como
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(R2), para 0 < |a| < m},

onde D*u é a derivada distribucional de .
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Esses espagos sao equipados com as normas:

[ullmpy = { Z HDaqu,p}l/p se 1<p<oo

0<|a|<m

[ullmeo = max |[D%l|o se  p=o09,
la|<m

onde a = (aq, g, ..., ap) € o = Z&]

Visando uma definicao dos espacos apresentados acima num contexto
mais geral abordaremos alguns resultados classicos particularmente importantes
nesse sentido. Iniciamos com dois lemas elementares, o primeiro deles pode ser

visto em Hajlasz e Martio [24] e o segundo em Gilbarg e Trudinger [19].

Lema 2.1.1. Sejam v > A > 0 ¢ B = B(R) C R™ uma bola de raio R entao hd

uma constante C' tal que
—’£ (2) dz < C(n,vy— )\)RV_’\M’\ ()
‘ZL‘ Z’ni’y —= Y 2RY

para todo g € L'(B) e x € B. Aqui Mpg(z) = supr’\/ lg(2)|d=
r<R B(CL’,T)
Demonstragao. Separamos a integral no lado esquerdo numa soma de integrais

sobre "anéis” BN (B(z, 525 )\B(z, 4)). Em cada anel temos |z — 2|77 ~ (555)77".

Agora estimamos a integral sobre o anel pela integral sobre a bola B(z, Qkpi r) eo

resultado segue. O]

Lema 2.1.2. Se B C R™ é uma bola e u € WH(B), entao

B

[ule) = us| < n vol”

/|a; [ Vu(2) | d2 (2.2)

quase sempre em B.

Demonstragao. Utilizando o fato de que C*(B) N W!(B) é denso em W' (B)

(Adams [2]), é suficiente estabelecer (2.2) para u € C'(B). Assim Vz,y € B temos

lz—yl y—x
u(x) —u(y) = —/ Dyu(z +rw)dr, w=7——-.
0 ly — |
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Integrando com relagao a y sobre B, temos

vol™(B)(u(z) — up) /dy/w ’ u(x + rw)dr.

Escrevendo
D,u(z)| sex € B
0 se x ¢ B,
ve-se que
lz—yl
lu(z) —ug| = vol" dy D,u(x + rw)dr

IA

S dy/ V(z + rw)dr
UOZ"(B)/M: vi<IB| )
|B]
= / / / " (z + rw)dp dw dr
vol” =1

B n
= ‘ | / / V(x4 rw)dw dr
n vol™(B w|=1

Bn
— e | e Dl

n vol™(B

O

Com isso pode-se estabelecer o seguinte resultado, visto em Hajlasz e

Martio [24]

Lema 2.1.3. Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira Lipschitz e 0 < A < 1.
Entdo hd constantes Cy = C1(Q,\) e Cy = Co(Q) tal que para todo u € W'P(Q) a

1Mequacao

verifica-se em quase toda a parte. Aqui supomos |Vu| =0 em Q°.

Demonstragao. Seja v € WHP(Q). Devido ao fato de Q ter fronteira Lipschitz hé
uma constante L (a qual depende somente de Q) tal que Vz,y € Q hd uma L-bi-

Lipschitz aplicacao de uma bola T": B(0, |z —y|) — Q tal que z,y € T(B(0, |z —y])).
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Seja B = B(0,|r—y|) e A =T(B). Aplicando o Lema 2.1.2 aw = uoT

temos a desigualdade abaixo, valida para quase todo z € B

[V (z)]

gl — 2"t

lw(x) —wg| < C(n) dz.

Como a aplicacao T é L-bi-Lipschitz, A esta contido numa certa bola D com raio

L|x — y|. Utilizando este fato junto com o Lema 2.1.1, obtemos as estimativas
u(z) —u(y)] < fu(z uoT) |+ [u(y) = (wo T)pl
o / IVal(). Vul(z) .
e
< Clo =y My, |Vul(2) + My, [ Vul ().

]

Escolhendo A = 0 na desigualdade acima obtemos como corolario que
se u € WHP(Q), onde 2 é um dominio limitado com fronteira Lipschitz ou Q = R”

el <p< oo, entao
lu(z) — u(y)| < Clz —y|(M|Vu|(z) + M|Vul(y)).

Aqui Mg(x) = sup,-, fg(x " lg(2)|dz é o chamado operador maximal de Hardy-

Littlewood e admitimos que |Vu| = 0 em Q°.

Com isso pode-se estabelecer o seguinte resultado, visto em Hajlasz e

Martio [24]
Lema 2.1.4. Se Q C R"™ € um conjunto aberto arbitrdrio e u € LP(2) satisfaz
u(z) —u(y)| < |z —yl(g(z) +9(y)) as. (2.3)
com g € LP(Q), g > 0, onde 1 < p < oo, entdo u € WP(Q) e |Vu| < 2¢/n g.s.
Uma conseqiiéncia desse lema e do fato que o operador maximal de
Hardy-Littlewood ¢é limitado em LP (Adams [1]) para 1 < p < oo é a seguinte

caracterizagao do espaco de Sobolev, cuja demonstracao pode ser vista em Hajlasz

e Martio [24]
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Teorema 2.1.1. Se Q) C R™ € um dominio limitado com fronteira Lipschitz e 1 <
p < 00, entio u € W'P(Q) se e sé se hd g € LP(Q), g > 0, tal que (2.3) se verifique
q.s. em Q. Além disso

V|| o) = igf 9l zr ()

onde o infimo € tomado sobre todos os g > 0 os quais satisfazem (2.3).

Isso nos permite introduzir a nocao de espaco de Sobolev sobre um
arbitrario espago métrico munido de uma medida g pois essa caracterizagao nao

envolve a nogao de derivada (Franchi et al. [18]).

Defini¢ao 2.1.1. Dado 1 < p < oo e a tripla (X,d, ), onde (X,d) € um espago
métrico e i € uma medida de Borel em X, definimos o espago de Sobolev M (X, d, 1)

como o conjunto de todos os u € LP(X) para os quais hda 0 < g € LP(X) tal que

u(z) —uly)| < d(z,y)(g9(x) +9()) q-s. (2.4)

Ou seja, hd um conjunto £ C X com p(F) = 0 tal que (2.4) se verifica
para todo z,y € X \ E. A fungao g € LP(X, ), g > 0 que satisfaz a inequagao (2.4)
¢ denominada gradiente generalizado de u. Como pode ser visto em Franchi et al.

[18] essa caracterizagdo nao é possivel para o caso em que p = 1.
O espaco M*bP (X, d, u) pode ser equipado com a norma de Banach
[ullare = llullpox) + inf 9] ze (), (2.5)

onde o infimo é tomado sobre o conjunto de todos os 0 < g € LP(X) que satisfazem

(2.4). Com essa norma M'P(X,d, n) é completo (Hajlasz e Martio [24]).

E importante observar que se 2 C R"™ é um dominio limitado com

fronteira Lipschitz, o Teorema 2.1.1 estabelece que
Whe(Q) = MMP(Q, |, ),

onde |.| é a métrica euclidiana e p é a medida de Lebesgue. Entretanto, para

dominios arbitrarios isso nao é vélido (Hajlasz e Martio [24]).
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Agora consideremos X um espag¢o métrico munido de uma medida de

Borel 1 e € um aberto contido em X.

Definigao 2.1.2. Sejam u € L}, (Q) e g > 0 uma fungdo mensurdvel. Dizemos que

u e g satisfazem a inequacao q de Poincaré em ) se

[ unldn < Cr( [ gy (2.6

B

para cada bola B, com cB C Q) er ¢ o raio de B; ¢ > 0, 0 > 1 e Cy > 0 sao

constantes fixas.

Observamos que (2.6) ¢é coroldrio da inequagao cldssica de Poincaré (ver

Proposigao 2.2.2) se u é Lipschitziana, g = Vu e ¢ > 1 (arbitrario).
No trabalho de Hajlasz e Koskela [25] a teoria dos espagos de Sobolev
no contexto métrico é desenvolvida sistematicamente a partir da inequagao (2.6).

Definigao 2.1.3. Dizemos que p € uma medida doubling num espago métrico (X, d)
se, para toda bola B C X de raio r e bola 2B com mesmo centro de B e raio 2r, hd

uma constante Cy tal que

1(2B) < Cap(B) (2.7)

Se (X, ) tem a propriedade acima é denominado espago doubling.

A definigdo dos espagos M'P(X,d, 1) estd associada a desigualdade
(2.6) da seguinte forma (Hajlasz e Koskela [25])

Teorema 2.1.2. Seja X um espaco doubling. Se 1 < p < oo, entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:

1. uwe MY(X,d,u);

22u€elP(X)ehaC>0,0>1,0<geLP(X),e0<q<p ta que a

mequacao de Poincaré

* * 1/q
/ lu —upldp < Cr (/ quu) (2.8)
B oB

verifica-se em toda bola B de raio r.
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A demonstragao utiliza os Teoremas Maximal de Hardy-Littlewood e
da Diferenciacao de Lebesgue bem como alguns resultados técnicos que fogem dos

objetivos aqui delineados.

Abordaremos agora questoes referentes a caracterizacao de tragos

Definicao 2.1.4. Seja ¥ C R™ um conjunto compacto, para u € WHP(R*)NC°(R")

definimos o operador trago como a restrigio Tr(u) = uls.

Um dos problemas centrais na teoria dos espagos M'P(X,d, i) é en-
contrar um espaco de Banach Z(X, ;1) de funcdes p mensurdveis tal que o operador

traco acima extenda-se a um operador linear limitado

T:WH(R™) — Z(3, p).
Observamos que Z(3, i) é tinico (Hajlasz e Martio [24]) e é normalmente

um espago de Sobolev.

Esse problema é tratado em Hajlasz e Martio [24] onde se desenvolvem
as técnicas necessarias a caracterizacao de teoremas mais gerais de existéncia de
tragos em situagoes envolvendo por exemplo, fractais e subconjuntos do R" de di-
mensao menor que n. Observamos que esses teoremas generalizados utilizam forte-
mente as propriedades da medida ; em ¥ enquanto que a formulacdo classica ne-

cessita de mais informagio sobre a geometria da fronteira de & (Adams [2]).

(n=d)
X

Teorema 2.1.3 (Teorema Geral de Trago). Se 0 < A < 1, 1 < <p<

A
e i € uma medida de Borel num compacto Y C R™ tal que u(B(z, R)) < CR? para

todo x € R™ e todo R > 0, entdo hd um operador traco limitado

7 WHR") = MUEE (S]], ).

Para o caso em que A = 0 temos o resultado particular

Teorema 2.1.4. Sel < p < 0o e € uma medida de Borel suportada num compacto

¥ C R" e tal que u(B(x, R)) < CR" para todo x € R"™ e todo R > 0, entdo hd um
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operador traco limitado

v WH(RY) — MY (Z, 1] ).

Sejam o dominio D C R? e o compacto K C D. Aplicando o Teorema
Geral de Traco a
Wo(D) € WH(R?),

e definindo uma medida de Borel g em 0K, é garantida a existéncia do operador

traco linear limitado
v 1 WoA(D) — MY (OK, [, ), (2.9)
ondelg%igf. Supomos aqui que 0 < A < 1/2 -1 <d<2.

Para o caso em que n = 3, o operador
¥ 1 WA (D) — MY (0K, ||, ), (2.10)
¢ limitado, para 1 < 3%1 <2< % e, em especial, para 0 < A < % —2<d<3.

Na Secao 4.2 sera necessaria a utilizacao de um resultado de compaci-
dade para fungoes em M'P(OK,|.]'=* pu). Na formulacio cldssica o teorema de
imersao de Rellich-Kondrachov (Adams [2]) estabelece que, dado um dominio limi-
tado © C R™ com fronteira suave, o espaco de Sobolev W1?(Q), 1 < p < oo é
compactamente imerso em L9(2), onde ¢ > 1 quando p > n e ¢ < np/(n — p)

quando p < n. Em especial, se 2 é um dominio arbitrario a imersao
Wi (Q) — LY(Q) (2.11)
¢ compacta (Gilbarg e Trudinger [19]).

No contexto métrico um resultado relativamente similar é demonstrado
em Hajlasz e Koskela [25], utilizando o Teoremas 2.1.2 juntamente com o Teorema
Maximal (Adams [1]). Para isso é necesséario que a medida u seja doubling em X.

Isso garante, por uma simples iteragdo em (2.7) a existéncia de um nimero real

mB) - (L)n, (2.12)

positivo n tal que
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onde 1 e C' s6 dependem da constante doubling de u. Aqui By é uma bola arbitraria

de raio rg e B = B(x,r), z € By, r < ry.

Teorema 2.1.5. Sejam, X wum espaco doubling, n o numero definido acima e
{ui, g;} uma seqiiéncia de pares que satisfazem (2.6) em X para algum q > 0. Para
B uma bola arbitraria assumimos que ||w||r1(py + ||gil|Leon) € limitada. Entao hd
uma subseqiiéncia de {u;} que converge em LP(B) para cada 1 < p < qn/(n — q),

quando q < n e para cada p > 1 quando q > 7.

Se X tem diametro finito este teorema nos garante o resultado de com-

pacidade para o espaco todo.

2.2 Alguns Tépicos de Métodos Variacionais

Os tépicos abordados nessa secao podem ser vistos com detalhes nos
trabalhos a eles referidos. Omitimos a demonstracao de alguns resultados por serem

ou muito longas ou ja bem conhecidas.

Iniciamos com uma versao da desigualdade de Poincaré na versao classica.
De fato, ela é valida para dominios limitados. Uma versao da p-desigualdade de
Poincaré também é apresentada. Nesse caso sua validade se da para dominios limi-

tados e convexos.

De acordo com Gilbarg e Trudinger [19],

Proposicao 2.2.1. Seja Q € R"™, Q aberto e limitado. Entdao, para todo u €
Wol’z(Q), a inequacao
ull5,2 < const(2,n)[|Vull3, (2.13)

é valida.

Claramente, nas condi¢oes acima, podemos estabelecer que

lullf 2 = llull5., + Vul

02 < (14 const)||Vullg, = cal Vul[5. (2.14)
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Proposigao 2.2.2. Sejau € W'P(Q), Q C R", Q aberto, limitado e convexo. Entdo

a desigualdade
lu—allop < const(Q,n)||Vullo, (2.15)

¢ valida em ). Nesse caso diz-se que u e Vu satisfazem a inequacao p de Poincaré

em €.
As seguintes defini¢oes podem ser vistas em Kato [28]

e Uma forma sesquilinear a num espago de Hilbert H ¢é densamente

definida se D(a) (o dominio de a) é denso em H;

a sectorial equivale a fracamente coerciva (Definigao 2.2.3) no caso real;

A subvariedade linear D C D(a) é um cerne de a se o conjunto de ele-

mentos {(u,v), a(u,v)} para (u,v) € D édenso em G(a) = {(u,v), a(u,v)};

e Seja a sectorial. Uma seqiiéncia u, de vetores é dita a-convergente

(u, —%u) se u, € D(a), u, — u e a(t, — uy,) — 0;
e qa ¢ dita fechada se u,, —® u implica v € D(a) e a(u, —u) — 0.

Teorema 2.2.1. Seja a(u,v) uma forma sesquilinear densamente definida, fechada

e sectorial no espaco de Hilbert H. Entao hd um operador T tal que

(i) D(T) C D(a) e a(u,v) = (T'u,v), Yu € D(T) ev € D(a);
(i) D(T) € um cerne de a;

(11i)) T é unicamente determinado.

As idéias abaixo sao encontradas em Zeidler [49] ou em Berger [7]

Definigao 2.2.1. Seja X um espaco de Banach e X' seu dual. Uma seqiiéncia

x, € X converge fracamente a um elemento v € X (x, — x) se
L(wn) = L(x),

para cada L € X'.
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E importante observar que limites fracos, se existirem, sao tinicos. Além

disso,

(a) Se x, — x, x, = x em X;
(b) Se x,, — z entao {||x,||} é uniformemente limitado.

Definicao 2.2.2. Seja X um espaco de Banach e F' um funcional em M C X. F
¢ dito sequencialmente fracamente semi-continuo inferiormente num ponto x € M
se e so se

F(z) <liminfF(z,),

n—oo

para cada sequéncia x,, € M tal que x,, — x.
Lema 2.2.1. Sez,, = x em X, (z,) € limitada.

Definicao 2.2.3. Um funcional F em M C X, X espago de Banach, € dito fraca-

mente coercivo em M se F(x) — oo quando ||z|| — oo, com xz € M.

Definigao 2.2.4. Um conjunto C' num espago linear (por exemplo, de Banach) é

chamado convezo se e s se u,v € C et € [0,1] implicam (1 —t)u+tv € C.

Definicao 2.2.5. Um funcional F' num conjunto convexo M C X, X espaco de
Banach, € dito convexo em M se F((1 —t)x+tv) < (1 —1t)F(u) +tF(v), Vt € [0,1]
e Vu,v e M.

Definicao 2.2.6. Seja C' um subconjunto aberto de um espaco de Banach X. O
funcional F': C C X — R € Gateaux-diferenciavel se e so se é Gateaux-diferencidavel

em cada ponto u € C. Isto é, para cada u € C, hd um funcional a € X' tal que
F th) — F
L Flut th) — F(u)
t—0 t

para todo h € X. Definimos F'(u) = a.

=< a,h >,

Teorema 2.2.2. Seja F': C' C X — R Gateaux-diferencidvel sobre C, X espago de

Banach. Suponha que u € a solu¢ao do problema minimizante
F(u) =min! u € C.

Entao
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(i) Se C' € aberto, entao u é uma solu¢ao da equagio F'(u) = 0.
(i) Se C' € convezo, entdo u € uma solugdo da inequagao variacional,
< F'(u),v—u>>0,

Yo e C.

Demonstragao. (ii) Seja C' convexo. Se F': C' — R tem um minimo em u, entao

VO <t <1eVYu,ve (C fixos,
F(u) < F(u+t(v —u)).

Isso implica
Flu+tv—u)) — F(u)
t
Do fato que F' é Gateaux-diferenciavel é natural que

< F'(u),v —u>=lim Fluttlv —tu)) — ) > 0.

> 0.

(i) Se C é aberto, entao a desigualdade acima verifica-se para todo v

na vizinhanga de u, isto significa que F'(u) = 0. ]

Teorema 2.2.3. Seja F': M C X — R um funcional sobre o subconjunto M do

espaco de Banach reflerivo X e suponhamos que

(i) M é convexo, fechado, limitado e ndao vazio e X € reflexivo,

(ii) F € sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.

Entao F tem um minimo em M.

Demonstracao. Definimos o = inj\f/[ F(u). Entao ha uma seqiiéncia {u, } em M tal
ue

que F(u,) — a com n — oo. Do fato que M é limitado e X é reflexivo, hd uma
subseqiiéncia {uy,, }, u,, — u, k — oco. M é fechado e convexo. Portanto u € M.
Por (ii)

F(u) < lim F(u,) = a.

n—oo

Por outro lado F(u) > «. Assim, F(u) = «. O
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Teorema 2.2.4. Seja F' um funcional sobre o subconjunto M como no teorema
acima. Suponha que

(i) M € convexo, fechado e nao vazio;

(i) F é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente;

(i1i) F € fracamente coercivo.

Entao F tem um minimo em M.

Demonstracao. Seja up € M. Como F(u) — oo quando ||u|]] — oo podemos
encontrar uma bola fechada B = {u € X : ||u| < R} tal que ug € BNM e
F(u) > F(ug) fora de BN M. Portanto é suficiente considerar o problema minimo

para FF'em BN M. O Teorema 2.2.3 garante o resultado. O]

Corolario 2.2.1. Se M = X e F é Gateauz-diferencidvel em X, entao o problema

F'(u) = 0 tem uma solugdo em X.
Demonstracgao. O resultado é uma conseqiiéncia direta do Teorema 2.2.2. O]

Consideremos agora um espago de Hilbert real V' com norma ||.|| e

produto escalar (.,.) e o seguinte problema associado a V:

Encontrar v € V tal que u é a solucao de

a(u,v —u)+j() —j(u) > L(v —u), YveV. (2.16)

Onde

e a(.,.) : V xV — R é uma forma bilinear continua, V-eliptica (existe

a > 0 tal que a(v,v) > afv||?, Yo € V);

e [ :V — R é um funcional linear continuo;
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e j(): V - R = RU{co} é um funcional convexo, seqiiencialmente
fracamente semi-continuo inferiormente e préprio (j(v) > —oo, j(v)

nao identicamente infinito, Vv € V).

Conforme pode ser visto em Glowinski [21],

Teorema 2.2.5. Se o problema (2.16) tem solugdo, esta € tnica.

Demonstragao. Assumimos que u; e up sejam duas solugoes para (2.16). Dessa

forma
a(up,v —uy) +j(w) —j(u1) > Llv —uy) Yv €€V, (2.17)
a(ug, v —uz) + j(v) — j(ug) > L(v —uy) Vv e V. (2.18)
Como j(.) é préprio, hd um vy € V tal que —oo < j(vg) < co. Portanto
parat=1,2

—00 < j(u;) < j(vo) — L(vg — u;) + alug, vo — u;).

Isso mostra que j(u;) é finito para i = 1,2. Portanto, tomando v = uy em (2.17) e

v =wuy em (2.18) e adicionando, obtemos

allug — usl|* < aluy — ug, up — ug) < 0.
Portanto u; = us. O
Teorema 2.2.6. O problema (2.16) ¢ equivalente a:

Encontrar w € V tal que

J(u) = min! onde
J(u) = %a(u,u)—i— i(u) — L(u). (2.19)

Demonstragao. Vamos supor, inicialmente, que u é a solugao do problema (2.19).

Seja 0 <t < 1, entao para todo v € X nds temos

J(u) < J(u+tlv—u)). (2.20)
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Coloca Jo(v) = 1a(v,v) — L(v), entao (2.20) torna-se

0 < Jo(u+tv—u))—Jo(u)+jlu+tv—u))—ju)

< Jo(u+tlv—u)) — Jo(u) + tljv) — j(u)],Yv € V, (2.21)

obtida usando a convexidade de j. Dividindo por ¢ em (2.21) e tomando o limite

quando t — 0, obtemos

0 < (J(u),v —u)+j(v) —j(u),Yv € V. (2.22)
Como a(.,.) é simétrico, nés temos

(Jo(v),w) = a(v,w) — L(w),Yv,w € V. (2.23)
De (2.22) e (2.23) obtemos

a(u,v —u) + j(v) — j(u) > L(v —u),Yv € V.

Suponha agora que u é uma solugao para (2.16). Entao para v € V,
1 . .
J(v) = J(u) = Sla(v, v) = a(u, w)] + j(v) = j(u) = L{v — u).
Mas

a(v,v) = alu+v—uu+v—u)

= a(u,u) +2a(u,v —u) + alu —v,u —v).
Assim
J(v) — J(u) = a(u,v —u) + j(v) — j(u) — L(v —u) + %a(v —u, v — u).
Como u é solugao de (2.16) e a(v — u,v — u) > 0, obtemos

J(v) — J(u) > 0.
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Em virtude da Definigao 2.2.6, é facil ver que se a(u,u) é simétrico e

continuo e L(u) é continuo, entdo ambos sao Gateaux-diferencidvel.

O teorema abaixo sera utilizado no Capitulo 4 e pode ser visto em

Zeidler [48]

Teorema 2.2.7. Seja V um espago de Hilbert real e a : 'V x V. — R uma forma
bilinear, positiva, continua e simétrica. Entdo a(u,u) é fracamente sequencialmente

semicontinua inferiormente.

Demonstracgao. Seja u € V fixo. Colocando
b(v) = a(u,v),Yv €V,

b e V', pois |b(v)| < cllull]]v]. Assim, u, — u com n — oo implica b(u,) — b(u),

isto é,
nli_}n;()a(%, u) = a(u,u).
Do fato que a(u — up, v — uy,) >0,
a(u,u) < a(up, u,) + 2a(u, u) — 2a(u,, ).
Fazendo n — oo, a(u,u) < liminf a(uy,, u,). O

n—od

Uma formulacao particular 1til na discussao do problema no caso tridi-
mensional é mostrada a seguir. Consideremos 2 C R" um dominio limitado e
V =W,?(Q). Seja ¢ : R — R, ¢ € C°(R), ¢ nao-decrescente, ¢(0) = 0 e
o(t) = [, p(r)dr, tER, (2.24)
D(®) = {v eV, ®(v) € L'()}.

Definimos o funcional j(.) : L?(Q) — R como

jlv) = / d(v)dr se ®(v) € LYQ)
Q
jlv) = 40 se ®(v) & L'(Q). (2.25)
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Como ¢ : R — R é nao decrescente e continuo com ¢(0) = 0, nds temos

® € C'(R), ® é convexo, ®(t) > 0, Vt € R.

E possivel mostrar que o problema (2.19), onde j(.) ¢ definido da forma
acima, tem solucao em V N D(®P) e esta é inica. Como ja vimos, isso é equivalente
a garantir a existéncia e unicidade para o problema (2.16). A existéncia de solugdes

decorre dos resultados abaixo, discutidos detalhadamente em Glowinski [21]

Lema 2.2.2. O funcional j(.) como em (2.25) é convexo, proprio e seqiiencialmente

fracamente semi-continuo inferiormente em L*(Q).

Demonstragao. Desde que j(v) > 0, Vv € L*(Q), segue que j(.) é préprio. A

convexidade de j(.) é ébvia do fato que ® é convexa.

Vamos provar que j(.) é seq. fracamente semi-continuo inferiormente.

Seja {vy }n, vn € L*(9), tal que

i =
fortemente em L?((2).
Mostraremos que
lir{rig)lfj(v”) > j(v). (2.26)

Se liminfj(v,) = +o0, a propriedade estd provada. Assim, assumimos
n—oo

que

liminfj(v,) =1 < +o0.

n—oo

Podemos extrair uma subsequéncia {vy, },, tal que

klimj(vnk) =1, (2.27)
Up, =V ¢.5. em Sl (2.28)

Como @ € C'(R), (2.28) implica
lim ®(v,,) = ®(v) g.s. (2.29)

k—o00
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Além disso, ®(v) >0 g¢.s. e (2.27) implica que
[®(0n,) b (2.30)
é limitada em L'(2).
Pelo Lema de Fatou, (2.29) e (2.30) nds temos
d(v) € L),

lim inf /ﬂ (v, )dx > / O(v)da. (2.31)

k—o0 Q

De (2.27) e (2.31) obtemos (2.26). O

Como conseqiiéncia,
Corolario 2.2.2. O funcional j(.) restrito a V' € convexo, préprio, e seq. fracamente
semi-continuo inferiormente.

De acordo com o Teorema 2.2.5 e argumentos técnicos adicionais (Glowin-

ski [21]) os seguintes resultados sao vélidos

Teorema 2.2.8. Com as hipdteses acima em V, a(.,.), L(.) e ¢(.), o problema

(2.16) tem uma solugio em V N D(P) e esta solugdo € unica .

Teorema 2.2.9. O problema (2.16) é equivalente a:

Encontrar w € V' tal que

a(u,v)+ < ¢(u),v >=L(v), YveV e o¢u)e L' (QNH Q). (2.32)
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3 O TEOREMA DE GAUSS-GREEN EM
REGIOES COM FRONTEIRA IRREGULAR

Nesse capitulo apresentamos algumas questoes referentes ao grau de

irregularidade de K. Sob apropriadas condigbes geométricas sobre 0K, valida-se o

/ w:/dw,
oK K

para formas w as quais as integrais acima fazem sentido.

teorema de Gauss-Green

Esse resultado foi estabelecido em Harrison e Norton [26] para regioes
com fronteira d-somével (Definigao 3.1.18). Aqui vamos assumir que 0K tem di-
mensao box — counting (Falconer [15]) finita e igual a s. Como conseqiiéncia, 0K é
d-somével, para todo d tal que s < d < 2. Também dimy(0K) < s, onde dimg(0K)

é a dimensao de Hausdorff de 0K.

Embora nao utilizemos diretamente o Teorema de Gauss-Green no
tratamento do problema em questao, ele torna-se imprescindivel quando tratamos

do problema dinamico (ver Long e Ajdari [34]).

O capitulo se divide em duas secoes. Na primeira, apresentamos algu-
mas nogoes da teoria geométrica envolvida. Isso fornecera o embasamento tedrico
para a teoria construtiva de integracao sobre regioes irregulares, apresentada na se-
gunda secao. Apresentaremos algumas nogoes basicas da teoria envolvida, a qual é
intensivamente explorada, por exemplo em Whitney [45]. O capitulo é baseado nos

trabalhos de Harrison e Norton [26], Falconer [15] e Whitney [45].
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3.1 Teoria Geométrica

Definig¢ao 3.1.1. Seja F' um subconjunto do R™. Definimos H*(F'), a medida exte-

rior de Hausdorff s-dimensional para F, como sendo

H*(F) = lminf {32, |Ui]* : U] <6, F C Uui

i=1

Esta medida exterior define, pelo procedimento de Caratheodory (Evans
e Gariepy [14]) uma o-édlgebra de conjuntos F' C R™ mensurdveis com respeito a

H*(F).
Definicao 3.1.2. A dimensdao de Hausdorff de F C R™ € dada por
dimyg F = inf{s: H*(F) = 0}.

Defini¢ao 3.1.3. Sejam F C R", F limitado, e Np(€) o menor nimero de e-bolas
necessdrias para cobrir F'. Entdo definimos as dimensoes box — counting inferior e

superior de F' como sendo

log N
dimpg F = lim inng—F(e)
E— e—0 — 10g<€)
e
- log V.
dimp F' = lim supog—F(E),
w0 —log(e)
respectivamente.

Definicao 3.1.4. A dimensdo box —counting de F' € dada por dimpg F' = dimg F =

dimp F quando essa igualdade for possivel.

Como pode ser visto em Falconer [15], em geral, dimy F < dimp F.

Definicao 3.1.5. Um espaco afim E, de dimensdo n, € um sistema composto de um
conjunto de pontos P, um espago vetorial V = V(E) de dimensao n, e operagoes

p+ov deV em E, chamadas translagoes, com as sequintes propriedades

(1) (p+u)+v=p+ (u+v)



29

(2) p+O=p
(3) p+v#psev#QO
(4) Para cada p e g hd um v tal que p+v =q = q— p € bem definido.

Definicao 3.1.6. Um subconjunto E' de um espaco afim E € um subespago afim de
E se hd um subespago vetorial V' de V(E) tal que as operagoes p' +v'(p' € E', v' €
V') tornam E' afim, com V' =V (E").

Definicao 3.1.7. Os pontos pi,pa,...,pr sao ditos dependentes se estao contidos
num subespaco afim de E de dimensdo menor que k. Caso contrdrio, sao ditos

independentes.

Definicao 3.1.8. Um espago semi-fechado de um espaco afim E de dimensdo n € o
conjunto de pontos que se localizam num lado dado de um subespago afim P de F,

de dimensao n — 1, juntamente com P.
Alguns conceitos na geometria dos espacos afim:
e Uma célula o é um conjunto nao vazio (limitado e fechado) expressivel

como uma intersec¢ao de um numero finito de espagos semi-fechados;

e O plano P(0) de o é o menor subespagco afim contendo o. A dimensao

dim(c) de o é a dimensao de P(o).

e O interior de ¢ é a diferenca 0 —0o, onde do é a fronteira de o (Definigao
3.1.12) . Se dim(o1l) = dim(02), dizemos que ol e 02 nao se intercep-

tam se int(ol) Nint(o2) # 0.

e Pode-se expressar do como uma uniao finita de n — 1-células as quais

sao denominadas as (n — 1)-faces de o.

e Os vértices de o sao faces de dimensao 0. As arestas de o sao as 1— faces

de o. Se pg, p1, ..., pr SA0 08 vértices de o, entao o é o menor conjunto
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convexo o qual contém esses pontos. Os pontos de o sao expressiveis

na forma
P = HoPo + fap1 + o+ Py (3.1)

cada p; > 0, Xp; = 1.

Definicao 3.1.9. Um simplexo o em E é um conjunto de pontos expressivel na
forma (3.1), os p; sendo independentes. Logo dim o =1 e (3.1) é uma expressao
unica. FEscrevemos o = popi...pr. Um simplexo orientado o = popi...p, € um
simplexo com orientag¢ao de acordo com o conjunto de vetores (py — po,..-Dr — Do),
ou equivalentemente, (p1 — po,...pr — Pr—1) € com essa orienta¢do serd denotado

0 =< Do, P1,---Pr >-

Definicao 3.1.10. Considere o;, i = 1,2,... simplexos no R™ ndo interceptos. A

expressio A = Ya,;0; determina o que chamamos de n-cadeia poliédrica no R™.

Para nossos objetivos é necessario que cadeias poliédricas sejam inde-
pendentes de subdivisoes (uma discussao detalhada sobre subdivisoes pode ser vista
em Whitney [45]). Para isso definimos a funcao A(p) que assume valor a; ou —a;
para p no int o; com a condicao de que o; seja orientado + ou — de acordo com a

orientacao padrao do R™ e zero para p fora do interior do simplexo o;.

Observamos que se ¥;7;; é uma subdivisao de o; as cadeias poliédricas
a0, € X;2;7;50; sao as mesmas se pudermos definir classes de equivaléncia apro-

priadas.

De fato definimos como equivalentes cadeias A e B as quais a funcao
A(p) e B(p) sao iguais, exceto, possivelmente, num numero finito de células de
dimensao menor do que n. Denominamos o conjunto dessas classes de equivaléncia

como P,. Os elementos de P, sao as n-cadeias poliédricas no R".
P, é um espaco linear pelas definicoes

aA = aA(p)
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A+ B = A(p) + B(p).

Por exemplo, se A = ¥,a;0; ¢ B = X,;b;7; entao aA = Y;aa;0; ¢ A +
B = ¥;(a} + b)) i, onde p; é uma subdivisdo comum de A e B (a existéncia de tal

subdivisao é mostrada em Whitney [45]), ou seja, A = Xaju; e B = Xblu;.

Definicao 3.1.11. Para m < n, uma m-cadeia poliédrica no R™ ¢ um conjunto
finito de m-planos orientados no R", junto com uma m-cadeia poliédrica em cada.

Denotamos o espaco dessas m-cadeias por P,.

Definicao 3.1.12. A fronteira de um n-simplexo o =< pg,p1,...,pr > € definida

como uma (n — 1)-cadeia poliédrica
0o = S(=1)" < po,.cc, Py ooy P >
Consideremos agora o =< pg, p1, ..., P > um m-simplexo no R" e w

uma m-forma, podemos definir fU w no sentido de Riemann, ou mais geralmente, no

sentido de Lebesgue, da seguinte maneira.

Colocando 7, =< 0,eq, €9, ...,e, > e escolhendo uma parametrizacao

afim ¢ : 7, — o, ¢(e;) = pi, © = 1,...,m, podemos definir

/w:/ w(o(s))(Do(s)eq, ..., Do(s)en )dsidss...dsy,.

Nesse sentido, para uma cadeia poliédrica A = Y¢;0; temos

/:ECZ/UJ
A g;

Definicao 3.1.13. Uma m-forma no R™ é m-mensurdvel se, para cada m-simplexo

afim o em R™ com parametrizacao afim ¢ : 1, — o, a fung¢do

w(¢(s))(Dd(s)ex, ... Dp(s)em)

€ mensuravel em T,,.
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Definicao 3.1.14. Para 0 < d <m, a d-massa My(A) de uma cadeia m-poliédrica
no R™ € dada por

My(A) = inf{%|a;||os|? : A = Lao;}.

M, define uma norma em P,, (Harrison e Norton [26]). No caso parti-

cular em que d = m, My(A) = vol™(A).

Defini¢ao 3.1.15. Para n — 1 < d < n, definimos a norma d-flat |Alq da (n — 1)-

cadeia poliédrica A como

Claramente |A|; define uma semi-norma em P,_;. Temos de provar que
ela ¢ de fato uma norma. Para isso, dado A # 0, escolhemos uma (n — 1)-forma
w € C tal que fA w # 0. Entéo |A|s # 0, devido ao seguinte lema cuja prova pode

ser vista em Harrison e Norton [26].

Lema 3.1.1. Se A € P,_| tem seu suporte numa esfera de raior > 1 e w € uma

(n — 1)-forma suave, entdio

‘/ w‘ < rlw|c1|Alg.
A

Assim |Al; define uma norma em P,_; e M, é uma norma em F,.

Definimos =4 o completamento de (P,, My) e Cyq o completamento de

(Pn-1,].]a). Nesse contexto o operador fronteira 0 : P, — P,_; satisfaz
0Als < My(A), (3.2)

e assim extende-se a um unico operador linear limitado 0 : =; — Cy satisfazendo a

mesma inequacao.

Definicao 3.1.16. Considere w uma (n — 1)-forma-(n — 1)-mensurdvel em R".
Dizemos que w pertence ao espago de d-flat-(n—1)-formas, e denotamos esse espago
por F?, se

lw|* = inf{c : ‘/ w’ < c|A|q} < o0.
A
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Dessa definigao UAw| < |Alglw|?, VA € P,_1, w € F¢ e em virtude

dessa desigualdade, o operador bilinear f : P,_1 x F* — R extende-se unicamente a

C; x F? satisfazendo a mesma inequacao. Denotamos esse operador extendido por
b D . b . ,

J7. Essa defini¢ao ¢ equivalente a [ 4w = lim 1) A, W5 onde A € Cy e {Ax} é qualquer

seqiiéncia de (n — 1)-cadeias poliédricas tendendo a A na |.|4-topologia. Claramente

esse limite existe e é independente da seqiiéncia { Ay} escolhida.

Tendo definido integracao sobre o espaco Cy ¢ natural pensarmos na
identificacio de uma fronteira geométrica 92 com um tnico elemento (92)" € Cy
e entao, nesse caso podemos simplesmente definir faﬂ a ser f(aﬂ)b w. O método
utilizado em Harrison e Norton [26] consiste em identificar {2 com um elemento §2° de
Zg4, e entdo (09)° serd 9()°. Vamos descrever brevemente esse método comecando

com algumas definicoes.

Definicao 3.1.17. Um dominio de Jordan 2 em R™ é um subconjunto aberto conexo

limitado e orientado cuja fronteira € uma hipersuperficie topoldgica compacta.

O método citado utiliza a decomposicao de Whitney para 2 a qual

descreveremos a seguir.
Um cubo @) é chamado um k-cubo se é da forma
27 (L + 1277 x oo x [1,27F, (1, + 1)27]
onde k, l1, ..., [, sao inteiros.

Quando €2 é limitado, ha um menor kq tal que para algum ky-cubo e
todos os seus vizinhos estao contidos em ). Podemos entao definir indutivamente

W* como sendo a colecio de todos os k-cubos @ C § satisfazendo

(a) todo k-cubo tocando @) estd contido em €2, e

(b) Q ndo estd contido em qualquer cubo em WY para j < k.

Seja W= UZE W*. W é a chamada decomposicao de Whitney para Q.
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Ela é valida no sentido de que podemos definir uma aproximacgao para

2 dada pela seguinte seqiiéncia

W, =S{r € W: 1 € W para algum j < k} € P,. (3.3)

Sendo assim definimos €’ = limW,;, € =, e temos de mostrar que esse

limite de fato existe sob apropriadas hipéteses geométricas sobre ().

Definicao 3.1.18. O conjunto limitado X C R™ é d-somdvel se a integral impropria

fol Ny (z)x?tdx converge.

Proposicao 3.1.1. Seja X C R” tal que dimp(X) < d entdo X é d-somadvel.

Demonstragdo. Se dimp X < d entdo Nx(¢) < O(e™?), para dimp X < d' <
d. O

A seguinte proposicao justifica essas defini¢oes

Proposigao 3.1.2. Se Q € um dominio de Jordan em R™ e 02 € d-somavel, entao

O’ = lim W, eziste em =,.

A demonstracao decorre do seguinte lema auxiliar

Lema 3.1.2. Se Q é um subconjunto aberto limitado do R™ e OS2 é d-somdvel, entao

a soma i Q| da decomposicio de Whitney de Q) € finita.

Demonstracao. Escrevemos N = Nyq. Da definicao de /T/Iv/, cada k-cubo @) de W
esta contido num (k — 1)—cubo @' que toca um (k — 1)-cubo Q" que encontra 0S2.
(Caso contréario, (' deveria estar em W e nao Q). O ndmero de tais cubos Q" é
controlado por N (27%1) < 2" N(27%), e portanto o nimero de cubos @ é controlado

por const N(27%).

A d-soma dos k-cubos de W é assim menor do que C/(n)N(27%)27k

onde C'(n) é alguma constante dependendo somente sobre n.
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Isso significa que a d-soma de W é finita se

ZN 2kd 00,

k=K’

r o, . et
onde 2% é o tamanho do maior cubo em W.

7 7 o0 — — . .
Isso é verdade se e s6 se [;~ N(277)2 “dz < oo, e isso, por meio da

mudanca de variavel x = 277, é nossa hipotese. n

Demonstragao da Proposicao 1. Pelo Lema 3.1.2, ZQeﬁ/‘Q’d < oo. Portanto,
se k <7,
Ma(Wy = W;) < 57 Boensi| Q1 — 0

com k — oo. Isso significa que a seqiiéncia Wy, em P, é My; — Cauchy e entao

converge a algum elemento de =. O]

3.2 Teoria de Integracao

Definicao 3.2.1. Se Q é um dominio de Jordan com fronteira d-somdvel e w € F?

b
Lo Lo
0 ()

no sentido de que faQ w pode ser calculada como lim fawk w

definimos

A garantia de que essa forma de integracao é bem definida passa pelos

seguinte resultado

Teorema 3.2.1. Sejan —1<d<n. Sew é H"' — q.s. igual a uma (d —n+1)-
Hélder forma, e Q é um dominio de Jordan em R™ tal que 0N é d-somdvel, entdo

Joqw =0 se wlsq = 0.

Demonstracao. Assumimos que w é (d —n + 1)-Hélder e que w|sq = 0.

Supomos que OWj, representa uma uniao finita de PL-(n—1)-variedades

aproximando 9 na métrica de Hausdorff. Para z € OW,, Q € W' um cubo
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contendo x, e p € 9 qualquer ponto minimizando a distancia de x a 0f2, temos
w(z)] = [w(z) = wp)| < [wlamle = p|"™" " < Clwfg-nn QI
para alguma constante C' dependendo sobre n.

Se S denota uma (n — 1)-face de OW; e Q € W* é o k-cubo contendo

S, nos temos

/ w‘ < Clulana| Q" 00l™1(S) < Cluwla_nea QI
S

Cada face de OW,, é uma das 2n face de algum Q € W*. Assim

/ w' < 2nC|wlg-nt1Egews Q" — 0
AW,

quando k — oo. O

Como conseqiiéncia podemos estabelecer

Teorema 3.2.2. Se w é H" ! igual a uma forma Lipschitz e Q é qualquer dominio

de Jordan em R"™ (mesmo com medida da fronteira positiva), entdo

wlag =0 tmplica / w—0
oW,

onde Wy, € a aproximacao poliédrica determinada pela decomposi¢ao de Whitney de

Q.

Demonstragao. A decomposicao de Whitney de qualquer regiao limitada é sempre

n-somavel. O resultado segue repetindo a prova do Teorema 3.2.1 com d =n. [

Em uma variavel o teorema fundamental de calculo é vélido para as
funcoes que sao absolutamente continuas. A definicao a seguir é motivada por essa

idéia.

Definicao 3.2.2. Uma fun¢ao f é ACL (absolutamente continuas por linhas) em

um dominio ) se, em cada retangulo fechado R C ), f € absolutamente continua
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como uma funcao de uma varidvel quando restrita a quase toda linha paralela a cada

eizo coordenado. Uma forma é ACL se cada uma de suas fun¢oes componentes €

ACL.
Definigao 3.2.3. Denotamos W1(Q) o espago de Sobolev de (n — 1)-formas w
satisfazendo
(a) w é ACL em Q, e
(b) dw € L' ()
WL(Q) é o espago natural de formas as quais a férmula de Green

verifica-se para sub-regioes de 2. Nesse ponto estamos aptos a enunciar uma versao

do teorema de Gauss-Green com significado logico.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Gauss-Green). Sejan —1 < d < n. Sew €

FINWH(Q), e Q é um dominio de Jordan no R" tal que OQ é d-somdvel, entdo
Joow = Jodw

Demonstragio. Seja W a decomposicio de Whitney de €2, entio Jo dw = lim |, ow, W-

Como w € WHH(Q) temos, para todo cubo de Whitney Q, wi =

f 20 dw pelos argumentos padroes via teorema fundamental do céalculo.
Portanto fWk dw = fawk w.

Agora pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue o lado es-

querdo acima tende a fQ dw. O
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4 FORMULACAO E RESOLUCAO DO
PROBLEMA

Voltamos agora a situacao abordada na introducao, onde uma biomacro-
molécula ocupa uma regiao compacta K do R? ou do R3. A macromolécula estd
imersa em um solvente e, como ja vimos, altamente carregada, com uma distribuicao

(espacial) de cargas em 0K.

O problema (1.2) a (1.5) serd estudada na sua forma variacional. Serao
discutidas questoes referentes a existéncia e unicidade de solugoes, utilizando aspec-
tos da teoria sumarizada nos capitulos anteriores. A formulacao variacional leva-nos
A minimizacdo de um funcional, considerado no espaco de Hilbert W, (D). Isso é
natural em vista de que nao ¢ evidente a existéncia de uma solugao classica para
o problema, exceto para geometrias especiais (Fogolari et al. [16]). Como j4 afir-
mamos na introducgao desse trabalho, utilizaremos métodos diferentes de resolugao

para os casos bi e tridimensionais.

O capitulo divide-se em duas segoes: A primeira trata da formulagao

do problema e a segunda discute e estabelece a existéncia e unicidade de solugoes.

4.1 Formulacao do Problema

Considere S C R? (ou R?), S uma regido fechada com uma densidade

de cargas p(z). O campo elétrico E devido a p num ponto = € R? (ou R?) ¢ dado

) == (| e,

onde a integral acima representa o potencial elétrico ¢(z) em z.

por

Definimos deslocamento elétrico como D(z) = e(x)FE(z), onde €(x) é

a chamada constante dielétrica ou permissividade elétrica relativa de S. Essencial-



39

mente € fornece uma medida da resposta da regiao a um campo elétrico. Tratando

S como um dielétrico uniforme podemos considera-lo como uma constante.

Assim, da teoria eletrostatica cldssica,

eAp(z) = —dmp(x).

Essa tltima equagao é denominada a equagao de Poisson (detalhes em Jackson [27]).
Em especial, se S representa um condutor carregado com uma densidade de cargas p
concentradas apenas na superficie, o potencial ¢ no interior do condutor é constante

e isso implica que eA¢(x) = 0 nesse local.

Se uma particula carregada estd sob a acao de um campo elétrico E
gerado por uma distribuicao de cargas p, lembramos que o potencial elétrico na
particula multiplicado pela soma das cargas de p fornece a energia necessaria para

deslocar a particula sobre o campo.

Para a situacao em questao, onde a biomacromolécula ocupa a regiao
compacta K, o potencial eletrostatico em D\ K pode ser determinado via a equacao
de Poisson

k2A¢2 = —47Tp, (41)

onde p ¢é a densidade de cargas total em D\ K.

Também observamos que o potencial ¢; em K deve, claramente, satis-

fazer a equacao de Laplace
k1A¢; =0 (4.2)
e, é possivel garantir, pela caracteristica conservativa do campo eletrostatico, a
seguinte condigao de transmissao (ver, por exemplo, Colton e Kress [10], Magid [37]

ou Dautray e Lions [12])
o1 =02 em OK. (4.3)

Uma outra condicao de fronteira sobre a funcao potencial eletrostatico

é, no contexto de superficies com fronteira regular (ver Jackson [27]),

(k1Vé1 — kaVo).n = dmo em 0K, (4.4)
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onde n é a normal unitaria exterior a 0K e o é a densidade superficial de carga.

Isso nos sugere, na linguagem de formas diferenciais, a seguinte condigao
xd(k1p1 — kago) = 4w em 0K, (4.5)

onde xd(k1¢1 — kago) é a forma adjunta de d(ki¢; — kag2) e w é alguma 1-forma
(2-forma no caso n = 3) associada a densidade de cargas em K. A condigao (4.5)
é razoavel no contexto de regioes com fronteira d-somavel, ja que as decomposicoes
de Whitney para as regioes K e D\K sao bem definidas e aproximam a regido
arbitrariamente. Entretanto é necessaria uma interpretacao no sentido generalizado,

como serd visto ainda nessa secao.

Observamos que, em situacoes bioldgicas, a macromolécula nao é imersa
num solvente puro, em geral este contém um sal. Se o poli-ion tem carga () = Ze™
(aqui e” € a carga do elétron), em solugdo ha Z contra-ions. O nimero total de fons

e contra-fons livres no solvente sao aqueles provenientes do sal.

A questao da localizacao dos fons no solvente é de vital importancia
mas nao é tao simples (Fogolari et al. [16]). De fato alguns fons sao visiveis em
cristais, mas em geral, esse nao é o caso. Um modelo padrao devido a Debye-
Hiickel (Grosberg e Khochlov [23]), fornece uma estimativa para a distribui¢ao de
concentragao de fons méveis em D\K em funcido do potencial ¢, de acordo com a

distribuicao de Boltzmann

ci(z) = C(z') exp[—ezip2/T],

onde o indice 7 enumera o tipo de fon, ez; é a carga do fon do tipo i e ¢ é a densidade

total de fons do tipo i, T' é a temperatura e e é a carga do elétron.

O total de densidade de carga de todos os ions médveis ¢é igual a
p= Z ezici(x).

Essencialmente esse modelo nos diz que ions carregados positivamente

concentram-se em regioes de potencial negativo e vice-versa.
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Vamos tratar do caso envolvendo somente dois tipos de ions moéveis com
cargas opostas e mesma concentracao, isto é, z; = 1, 2o = —1, ¢} = ¢} = n/2, onde
g p y Ay s #1 — Ly 22 — y &1 — G — )

n ¢ a concentracao total de ifons moveis. Dessa forma

p=—ne Smh<e¢g($) ). (4.6)
T
Colocando ¢y = %, obtemos de (4.1) e (4.6),
Atpy = 757 sinh () em D\K, (4.7)

onde 1 = 4,’%‘32 ¢ o raio de Debye (Landau e Lifschitz [33]).

A equacao (4.7) combinando as equagoes de Poisson e a distribuigao de

Boltzmann ¢ referida na literatura como a equacao de Poisson-Boltzmann.

Utilizando-a, juntamente com (4.2), (4.5), a condi¢ado de transmissao

(4.3) e colocando 9y = % obtemos o seguinte problema

ko\y = kyrp?sinhey(z) em D\K, (4.8)

kAP = 0 em K, (4.9)

vy = U em OK, (4.10)

v o= 0 em D, (4.11)
sd(kyhy — ki) = $w em K. (4.12)

No sentido de obtermos a formulacao variacional para o problema de-

terminado por (4.8) a (4.12), realizando o produto interno de (4.8) e (4.9) com
W' = (¥, ¢), obtemos

k’g ’QD;A’QUQCZZE + ]{?1/ Q,DiA’(/)ldI - k’g/ (7‘52 sinh ¢2)¢;dl‘ = 0.
K D

D\K \K

Podemos entao estabelecer, via integragao por partes, que

dre

TWw+
T Jox

— ks VYL Vihoda — ki / Vi Vibyda +
K

D\K

(4.13)
— ko / (rp?sinh ) hdr = 0,
D\K
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onde, supomos a existéncia do trago yYy, = YUy e VY] = YY), = v em OK.
Queremos encontrar i) € W,*(D) tal que (4.13) verifique-se para todo ¢/ € C$°(D).

E necessdria uma interpretacdo de (4.13). De fato esse problema é
equivalente a (4.8) a (4.12) se pudermos interpretar a condicao de fronteira (4.12)
num sentido generalizado. Para isso, consideramos o espago de Hilbert L*(D) e a

forma sesquilinear (caso real)

4
a(u,v) = ky /K VuiVoirdx + ko /D\K VuyVuedr — % Efyv w, (4.14)

tal que D(a) = {u,v € Wy(D),uy = ulg, uy = ulp\g, V1 = V|K,v2 = v|p\g}. Aqui

utilizamos a notagao X = 0K.

Dessa forma a é densamente definida. Como é facilmente verificavel,
em decorréncia do resultado de traco (2.1.3) e da estimativa (4.36) (Segdo 4.2.1), a
é fechada. A coercividade de a pode ser mostrada como em (4.40) (Segao 4.2). De

acordo com o Teorema 2.2.1, ha um operador Ay, D(Az) C Wy ?(D) tal que
a(u,v) = (Aru,v),

para todo u € D(Ar) e v € D(a).

Consideremos o problema

a(u,v) = (f,v), (4.15)

Vv € C§°(D), onde f é tal que
[ = h em K (4.16)
[ = fo em D\K (4.17)

e u € Wy2(D).
Observamos que (4.15) é equivalente a

(f,v) = (Aru,v). (4.18)
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Escolhendo v = (v1,v3), v € C§(D), tal que v; € CP(K) e vy €
Ce(D\K), claramente

(f1, f2) = (=k1Auy, —kaAuy). (4.19)

Da continuidade do operador trago, u; = uy em .
Vamos mostrar que (4.13) e (4.15) implicam a condigao generalizada

4
lim (/ wd(kyuy ) vy —/ *d(k‘zw)vz) = / YU w,
(n;m)—oo \ Jow,, (K) OWn (D\K) T Js

onde W,,(K) e W,,(D\ K) representam seqiiéncias como em (3.3) obtidas da decom-
posicao de Whitney das regioes K e D\ K, respectivamente.

De fato, como a soma de Whitney de cada regiao ¢ finita, da Proposicao

3.1.2, W,(K) — K e W,,,(D\K) — D\K, com n,m — co. Além do mais,

kl/ Vu Vuode = —kl/ Aulvldx—i—kl/ xduy YUy

kg/ VusVuedr = —k2/ Augvgdx—k2/ xdug YUg,
W, (D\K) W, (D\K) OWp, (D\K)

onde tomamos a normal interior a D\K. Utilizando (4.14), (4.15), (4.19) e as

igualdades acima, obtemos

(f,v) = lim (lﬁ/ Vu1Vv1da:+k2/ Vu2Vv2dx> +
(m,n)—o0 W, (K) Wi (D\K)

4re
- — v w
T )

= lim (—kl/ Aujvdr — kg/ Auwgdx) +
(m,n)—00 n(K) m(D\K)

+ lim (k‘l/ *dul A% kQ/ *dUQ ’YUQ) +
(m,n)—o0 AW, (K) AW, (D\K)

= (f,v)+ lim (kl/ sduy yvp — kg/ *duy ’)/'UQ) +
(m,n)—o0 AW, (K) OWn (D\K)

Isso estabelece o resultado.
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4.2 Existéncia e Unicidade de Solucgoes

4.2.1 Caso Bidimensional

Nessa secao mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes para
(4.13) no caso bidimensional, via um problema minimizante, utilizando resulta-
dos dos Capitulos 2 e 3. Para isso consideremos 1 < d < 2 e supomos que
w € F4NWH(D\OK) (Definicdes 3.1.16 e 3.2.3) e que D\K e K sido dominios

de Jordan no R? tal que 9K ¢ d-soméavel (o que é o caso se d > dimp(0K) = s).

O problema (4.13) sugere considerarmos o funcional

k k 4dme
Alp) = 31/K|V¢1|2d$+§2 D\I_{|V¢2|2d$+k27“52 /D\I_{(COSh%—l)df—T BKWMU,

junto com o problema variacional

inf  A(). (4.20)

YeWy (D)

Aqui ¢y = Yk, Py = WD\I‘{-

Mostraremos que

(i) A(y) é fracamente coercivo em Wy?(D);
(ii) A(v) é fracamente semi-continuo inferior em Wy?(D);

(iif) A(y) é Gateaux diferenciavel em W, (D).

Sob essas condi¢oes podemos aplicar o Teorema 2.2.4 e Corolario 2.2.1

para garantir que

c= inf A(y) (4.21)
weWy*(D)

é finito e esse valor é atingido num ponto ¥° € W, (D), onde

A'(W°) = 0.
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Observamos que Wy (D) é reflexivo e claramente convexo (Adams [2]).

Um célculo simples garante que, se 1° é solugao de (4.20), o par (9, 19)
satisfaz (4.13), com ¥* = (¥, 43), ¥ € C°(D) arbitrario. Dessa forma ¢° =
(9, 49) satisfaz (4.8) a (4.12).

Colocando ¢ = ¢’ = ¢° em (4.13) vemos que

4
— /ﬁ/ VY2 2da — kQ/ IVde + —< | Pt
K D\K T Jox (4 22)

— ko / (rp? sinh ¢9)ydr = 0.
D\K

Apresentaremos agora uma série de resultados que vao nos garantir a

validade das condigoes (i), (ii) e (iii) acima para A(v)).

Comecamos definindo uma medida p em 0K da seguinte forma

u(A) = /AcaKw (4.23)

com respeito aos conjuntos de Borel A C K. Uma hipdtese necessaria é que p
definida como acima seja doubling (conforme Defini¢ao 2.1.3). Tratando 0K como

um espago métrico munido de p valida-se o Teorema 2.1.2.

A existéncia dos operadores (2.9) e (2.10) é garantida pelo seguinte

lema

Lema 4.2.1. Suponha que K C R" é um dominio de Jordan, K €é compacto e
dimp(0K) = s (n —1 < s < n). Consideremos a ezisténcia de uma medida de
Borel como em (4.23), com w € WYY (K) N F¢. Entao Yoz € R" e R > 0, tal que
Bz, RYN K # 0, existe C > 0 tal que p(0(B(z, R) N K)) < C R4, para todo d tal

que s < d <n.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.1.1, 0K é d-somavel, Vd > s.

Em geral, para uma bola B C R", temos dimg 0B = n — 1, e isso

mostra que 0B é d-somavel se d > n — 1.
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Consideremos a bola B(x, R) C R" satisfazendo as hipdteses do lema
e W = Uiz, W’ a decomposicdo de Whitney da regido B(z, R) N K. A fronteira
J(B(z, R)NK) é d-somavel (d > s > n—1), logo, pela Proposigao 3.1.2, 3(B(z, R)N
K) =limW,, = B(z, R) N K em Z,.

Sew € FANWY(K) é uma (n — 1)-forma-(n — 1) mensuravel entao

b
/ w = / w = lim w.
d(B(z,R)NK) d((B(z,R)NK)?) oWy,

Das Definicoes 3.1.15 e 3.1.16, podemos estabelecer que

/ w‘ < |OWelalw|. (4.24)
oWy,

Agora, OWy, € P,_1, Vk. De (3.2),

|8Wk|d < Md(Wk) — inf Ei’agk)||o_§k)|d
2Ly

i 1\
< %ila®|2R)? < C1R?,

IN

onde C; = C1(N(k)), N(k) é o nimero de k-cubos de Whitney para a regiao K.

Assim, em decorréncia de (4.24),

/ w‘ < |OWi|a|w|* < CLRYw]|®.
oWy

Considerando que d(B(x, R) N K) é d-somavel e w € F4, da Definicao

3.1.16 e do Lema 3.1.2, C} e |w|? permanecem limitados para k — oco. Assim

Wy,

para todo R > 0. O

/ w‘ < Const(Cy, w)R, quando k — oo
8(B(z,R)NK)

A seguir mostraremos que || D\K cosh odzr é bem definido quando ¥ €

Wi2(D).
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Lema 4.2.2. Sejam D um dominio no R?, 0D reqular, e K um subconjunto com-
pacto de D tal que OK é d-somdvel (1 < d < 2). Sev € WH2(D), entao a sequinte

mequacao € valida
/ 1y — | *™dx < const(D\f()C‘lm(élm)%”Lm||¢2||%2A1_m, (4.25)
D\K

onde A = area(D\K), C' é uma constante que nio depende de m e m > 1. Aqui

(25 :WD\K

Demonstragao. Segue da seguinte modificacao na prova da desigualdade de Trudinger,

vista em Hajlasz e Koskela [25] (Teorema 6.1).

Assumimos as hipdteses 14 estabelecidas para o espago métrico (X, p),
com X = R? e p = max(|z; — x2|, |y1 — v2|), onde (z1,91), (z2,y2) € R?. Também
assumimos que p € a medida de Lebesgue em X. Portanto a inequacao de Poincaré

(2.15) é vélida para toda bola B C D\K C (X, p).

De um argumento que utiliza propriedades métricas (condigao de cadeia),

obtemos a estimativa

* _ aloe % i
/ [ty — 1| 2dz < Cgat "5 (r/ yw2|5d:c> , (4.26)
B 5

oB
véalida para toda bola B(z,7) C D\K C (X,p) etodo o > 1,z € D\K, s > 1,

q > max(s, -*5). Aqui C é uma constante que nao depende de q.

Consideremos agora a decomposicao de Whitney W de D\K. Seja k'
o menor inteiro nao negativo tal que o k’-cubo @ tenha a propriedade 5Q C D\ K.

Nesse caso, escolhendo o = 1 em (4.26), podemos estabelecer

* _ uoe / " i
/ [y — " ?da < Ol 5 (2"“ / |V¢2|Sd$)
) I . (4.27)
as— / * 2s
< Cgit (2* ‘9 / \sz\sd:c)

D\K

Naturalmente (4.27) é valida também para todo k-cubo com k > k.



48

Para o caso em que k < k’, colocando k = k' — p, e denominando N (k)

como o nimero total de k-cubos contidos em D\ K, entdo

N(k) = 4N ().

Dessa forma, para um k-cubo @) com k < k', (4.27) fornece

q

/ [y — o]9/2dz < PN (K')Cg3+ 5 (2—’“ / yv¢2\8dx> N (4.28)

D\K

Do fato que 0K ¢é d-somavel e 0D é regular, a soma

>l

QeW

é finita (Lema 3.1.2). Portanto, de (4.27) e (4.28),

q

* — Wl q(s 1) * 2s
> / [ty — | "2dw < Y AV TEN(K) gt (2—’“ / |V¢2|de)
Q k=ko D\K

QeW
q

+ ot tE Y (2—‘“8/ |Vw2|5da:> ' <.

QEW (k>K') D\

Sem falta de generalidade podemos supor ky > 1 e isso imediatamente

nos permite concluir que

> [ W dalt e < (W -kt N ) +UCTEE Y joi (/ \vw2|sdx)23,

QeW Q QeW

paraqg>4el <d<2.
Conforme Proposicao 3.1.2, lim W, = (D\K)® existe, logo

klim / |ty — w_glq/%m = / |1y — ¢_2|q/2dx
= Jyw, K

D\K

— q(s—1 * %
< const(D\K)Clg+ "5 (/ |V¢2lsdf") :
D\K

o que estabelece a validade de

a(s—1)

/\K [ty — @zlq/zdx < const(D\f()C‘]q%Jr 2 HVQ/JQHQ/zAl’* (4.29)
D
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para todo ¢ >4 e s > 1.

Escolhendo s = 2 em (4.29) e colocando % = 1y — 1), obtemos, para

todo ¢ =4m, m > 1,

/ [Tl dz < const(D\R)C™ (4m) s+ [ |25 AT
D\K

(4.30)
< const(D\K)C’4m(4m)2+m||2/J [T5AT
O
A partir desse resultado, escrevendo
/ cosh hodz = / cosh(¢y + 12)dx (4.31)
D\K D\K
e
COSh(/'LZ; + 1) = cosh by cosh by + sinh by sinh s (452)
.32

= (cosh ;Z); — 1) cosh, + cosh 1), + sinh% sinh 1),

e observando que

— 0 fD\f( ZZ)\;dex
/;\R<C0Sh¢2 — ].)dZL’ = Z W,

m=1
a estimativa (4.25) com m > 1 inteiro nao negativo e a férmula de Stirling p! ~
\/%pp“/ 2e7P, nos mostram que
T < const(D\K)C¥™ (|42 || 75 (2m) 2+ (2m) 22+ m A=
D\K N (2m)m
_ const(D\K)C*™ |4, ||2m(2m)2+2m22+m/\1 m

- 2mm)
const(D\K)C*™|¢h||75 (2m)IA e

V/mm!

~

Portanto,

—~2m
i fD\I_{ by dz < Z const(D\K)C*™||ihs |35 A ™2™
(2m)! _m 1 \/_m!

m=1
_ Z const(D\K)A [ C*|[¢a]lF 6> \™ (4.33)
Jrm! A
< const(D\K) exp CH[ea|7 o€ _
o A
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Via desigualdade de Holder, obtemos

/ odr < A1/2H¢2H1,27
D\K

e assim
/ cosh ¢pdr = / cosh |1, |dx
D\K D\K
S/ _exp [ihy|dx
D\K (4.34)
< [ e o
D\K
= Aexp (A2 [¢ho[1.0).
Além disso,
—~ - const(D\K)A - CH 2l 262
h by — 1) cosh thyda < AR oen il LCUe
/D\I_(<COS o ) cosh thedx < N cosh 1)y exp( A
< const(D\K)A exp CH a7 2€° o (4.35)

X exp (A—%H%Hm).

Devido ao fato que

/ sinh %dz < / cosh gb\;dx,
D\K D\K

a (4.32) e as estimativas (4.33), (4.34) e (4.35), (4.31) é bem definido e limitado para
||4]]1,2 limitado.

Agora, do Teorema 2.1.3,
IVl < C lllwr2py
comT=7L1<d<2e0<A<3.

Segue-se que

éde4SM@KWﬂwwmwm»SCM@KWﬂwmwwy (4.36)
K

onde + + L =1.

T T
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Colocando ko = max{k;, ka} obtemos a estimativa

k k
—1/ va1\2dx+—2/ Vs |2 da
2 Jk 2 D\K

< ko/ Vl2de
D

ollv .2 ) (4.37)

IN

Com isso podemos estabelecer que A(e)) é limitado para ]WHW&,Q(D)

limitado.
Vamos mostrar que A(¢)) é fracamente coercivo.

Inicialmente, da desigualdade (2.14), se ¢ € W, (D),

VY152 > enll¥llf - (4.38)

Definimos & = min{%, %2}, As desigualdades de Holder e de Young

272
fornecem

4re

ke 2
[ ] < Eo W
oK

2
1 (4Ce7r,u(8K)1/T/ ) ?
2 T\/ ]{TCD '

T

(4.39)

Dessa forma

4dre
AW 2 KIVOl, = [ v du
ke 1 (4Cerpu(OK)Y™ ’
> keplvli, - —2D 1¥l2 = 5 ( T\/(k cD) )

I\ 2
kcp, o 1 (4Cempu(OK)YT
_ _ 4.4
5 [Vl =5 ( N — 00 (4.40)

com [[9|]f, — oo. Se supormos que 1y € WhH*(D), um argumento utilizando a

positividade de cosht) pode ser usado para estabelecer a coercividade de A(v)),

portanto, essa caracteristica é imutavel no caso em que 1 é nao nulo em 9D.

Os resultados a seguir implicardao que A(1)) é fracamente sequencial-

mente semicontinuo inferiormente.
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Primeiro reiteramos que A(u) é um funcional em V' = W,*(D) da forma

J(u) como em (2.19), onde,

a(u,v) = kl/ VuiVuidx + ke VusVuedz, (4.41)
K D\K
jlu) = k2T52/ (coshug — 1)dz e (4.42)
D\K
4dme
Lu)=— [ ~udp. (4.43)
T Jox

Claramente a(u,v) é uma forma bilinear simétrica e positiva em V' x V.
Da estimativa (4.37), é também limitada. Dessa forma, utilizando o Teorema 2.2.7,

a(u,u) é sequencialmente fracamente semicontinua inferiormente em V' x V.

Através do lema abaixo vemos que j(u) é continuo. O lema decorre de

uma modifica¢do em resultados de Cherrier [§]

Lema 4.2.3. Sejam M C R? compacto tal que OM ¢ regqular e (¢;) € WY2(M) uma
seqiiéncia convergindo fracamente a ¢ € WH(M). Entio a seqiéncia (exp|¢;|) €
limitada em L'(M) e existe uma subseqiéncia (¢;,) tal que (exp (|¢;,)|) converge

fortemente em L'(M) para exp (|¢|).

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.1, (¢;) é limitada em W%?(M). Dessa forma, o
Lema 4.2.2, bem como argumentos similares aos utilizados nas estimativas (4.32),

(4.33), (4.34) e (4.35), mostram que (exp (|¢;|)) é limitado em L'(M).
Do fato que |V|u|| = |Vu| g¢.s.,

IV exp (|9])llo,r < [l exp(|@i|) o2l V@illo2 < const,

ou seja, (exp (|¢;])) é limitado em W11(M). Do teorema da imersio compacta de
Kondrachov (Adams [2]) podemos extrair uma subseqiiéncia (exp(|¢;,|)) fortemente

convergente em L*(M). Claramente, || exp(|¢;, |)—exp(|6])]jo1 — 0, com i — oo. [

Finalmente temos de mostrar que 4% faK Y, dp é seqiiencialmente

fracamente semicontinuo inferiormente. Isso resulta de propriedades de compacidade

decorrentes do Teorema 2.1.5.
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Para isso ser evidente inicialmente observamos que, se ¥, — 1 em
V = WMD), v, — vt em Y = M T5(OK, ||, ). De fato, se v: V — Y,
podemos definir o operador 7' : Y’ — V' e assim, < ¥,y L >—< ¢,y L >, o que

implica < Y, L >—< vy, L >, para todo L € Y.

Assim sendo, pelo Lema 2.2.1 e (2.5), (y%,) ¢ limitada em Y e em
LY(OK, ), respectivamente. Pelo Teorema 2.1.2 existem (g,) € L%(&K, w) tal

d

que cada par (Y, gn) satisfaz (2.6) para algum ¢ < %. O Teorema 2.1.5 pode

entao ser aplicado para garantir que (y1,) converge fortemente a v em L' (9K, ).

A(1) é ent@o sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.

Devido ao Coroldrio 2.2.1, resta mostrar que A(¢)) é Gateaux-diferencidvel.

Isso é claro se observarmos que em vista de (4.36), o funcional linear
(4.43) é continuo. A desigualdade de Holder aplicada a (4.41) mostra que a(u,v) é

continua. Como ja afirmamos, (4.41) e (4.43) sao Gateaux-diferencidveis.

Por sua vez, o funcional (4.42) é Gateaux-diferencidvel em W, (D).

Com efeito, para valores pequenos de t, digamos, 0 < ¢t < § e para u,h € WOI’Q(D)

h(us + thy) — cosh '
/ cosh(ug + thy) — cosh(us) dr = / / |ho|| sinh (ug + Ohot)|d2df
D\R t 0 JD\K

< / ho cosh (ug + dhg)dx
D\K

IN

= |[[hallo2 || cosh (ug + dha)|l0.2;

onde uy = u|p\g € ha = h|p\g. Do fato que (4.31) é bem definido e que

cosh(u + th) — cosh(u)

; — sinh u,

pontualmente em x € D\ K quando t — 0, o teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue garante o resultado.

A unicidade da solucao para o problema (4.20) segue do Teorema 2.2.5,
ja que, de acordo com o Teorema 2.2.6, (4.21) pode ser caracterizado como um

problema da forma (2.16).

(/ |h2|2da:) ’ (/ cosh? (uy + 5h2)dx)
D\R D\R

1
2



54

4.2.2 Caso Tridimensional

Como jé afirmamos, o método utilizado no caso bidimensional nao se
aplica em trés dimensdes. Isso decorre do fato de que o funcional (4.42) pode nao
ser bem definido quando u € W1?(Q) e Q C R3. Entretanto, podemos restringir
o dominio de solugbes, caracterizando o problema como em (2.19), (2.24) e (2.25).
A existéncia e unicidade de solugoes sao entao garantidas pelos resultados da Segao

2.2.

E importante observar que a aplicagao desse mesmo método no caso
bidimensional nos levaria a resultados mais fracos pois, nesse caso, restringiriamos

o dominio de solugoes para o problema.

Iniciamos observando que o problema

4
— Iy Vi, Vipidz — ks / Vi, Vipada + %6 Ww+

D\K D\K oK (4.44)

— kg/ (752 sinh )9 )15dx = 0,
D\K

onde K C D C R?, pode ser caracterizado como da forma (2.32) com

a(u,v) = ki Vu1Vvld:17—|—k:2/ VusVuadx,
D\K D\K

4re
L (U) = T yow,
T Jox

p(u) = korp?sinh (u).

Como no caso bidimensional, (2.10) permite uma estimativa similar a
(4.36). Também (4.37) é valida. Com isso, o funcional linear L(.) e a forma bilinear
a(.,.) acima sao limitados para [[7]|; 2 limitado. Claramente ¢(.) : R — R é nao

decrescente, ¢ € C°(R) e ¢(0) = 0.

Consideremos agora o funcional j(.) : L*(D) — R como em (2.25), onde

O(v) = kgrDQ/ sinh (7)dr
0
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Como conseqiiéncia do Corolario 2.2.2, j(.) restrito a V = W,?(D) é
seqiiencialmente fracamente semi-continuo inferiormente. Pelo Teorema 2.2.9, (4.13)

é equivalente ao problema:

Encontrar v € V tal que u é a solucao de

a(u,v —u) 4+ j) —j(u) > L(v —u), YveV. (4.45)

O Teorema 2.2.8 mostra que (4.45) tem solugao tnica em D(®) = {v €
V,2(v) € LY(Q)}.

Observamos que a desigualdade (4.25) em trés dimensoes requer que
Y € WH3(D) e nao em W'?(D), garantindo que exp (ki) é integrével, como no
caso bidimensional. Infelizmente, uma tentativa de trabalhar neste sentido leva a
problemas, os quais podem ser evitados com o uso forte de monotonicidade e res-
tricao de dominio, como ¢ visto em Glowinski [21]. Nesse mesmo trabalho podemos
ver também técnicas de elementos finitos para a obtencao de resultados numéricos.
E nossa intencao fazer uso dessas técnicas no presente contexto, utilizando dados

experimentais do Protein Data Bank.
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