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RESUMO

Propomos uma idealização da situação em que uma macromolécula é

ionizada em um solvente. Neste modelo a área da superf́ıcie da molécula é su-

posta ser grande com respeito a seu diâmetro. A molécula é considerada como um

dielétrico com uma distribuição de cargas em sua superf́ıcie. Utilizando as condições

de transmissão, a distribuição de Boltzmann no solvente e resultados recentes sobre

espaços de Sobolev no contexto de espaços métricos, bem como de integração sobre

superf́ıcies irregulares, o problema é formulado em forma variacional. Resultados

clássicos do cálculo de variações permitem a resolução anaĺıtica do problema.
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ABSTRACT

We consider the situation where a macro-molecule is ionized in a sol-

vent. In this model the surface area of the molecule is supposed to be large with

respect to its diameter. The molecule is considered as a dielectric with some charge

distribution on its surface. Using the transmission conditions, the Boltzmann’s dis-

tribution in solvent and recent results on Sobolev spaces in the context of metric

spaces, as well as of integration on irregular surfaces, the problem is formulated in

variational form. Classical results of the variational calculus allow the analytical

solution of the problem.
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1 INTRODUÇÃO

Fenômenos de ionização em soluções aquosas representam uma questão

de interesse central em f́ısico-qúımica. As interações eletrostáticas decorrentes nesse

tipo de situação são essenciais a compreensão de muitos processos biológicos. Isso

ocorre devido ao fato de que muitas macromoléculas tais como DNA, fosfoliṕıdios e

protéınas podem ser consideradas como polieletrólitos ou polyampholytes (Grosberg

e Khoklov [23], Daune [11]). Isto indica a presença de um grande número de gru-

pos ionizáveis e, como se encontram naturalmente imersos em solvente, tornam-se

altamente carregados. Nesse caso, são chamados de poli-́ıons.

Poli-́ıons são comuns em sistemas biológicos onde os efeitos do solvente

sobre a macromolécula precisam ser conhecidos por um longo peŕıodo. Nesse sentido

é necessária a predição das propriedades eletrostáticas que são observáveis experi-

mentalmente. Situações deste tipo podem ser vistas em Kuhn et al. [30], [31].

No caso particular em que uma macromolécula de DNA (ou seus frag-

mentos) está imersa num solvente (tipicamente água e NaCl), sabe-se que, sob con-

dições fisiológicas adequadas, cada milhão de torções de hélice envolvendo 10 pares de

nucleot́ıdeos de DNA ocupam uma distância linear de menos de 3.4×105 µm (0.034

cm) e um volume total de 106 nm3 (10−15 cm3) (de acordo com Alberts et al. [3]).

Isso significa que filamentos de DNA podem ser fortemente compactados e assim,

pode-se considerar a macromolécula como tendo área de superf́ıcie relativamente

grande com respeito ao seu diâmetro.

Em termos gerais, os métodos que têm sido utilizados na simulação

de fenômenos elétricos em sistemas biológicos podem ser classificados como aqueles

que simulam explicitamente todas as moléculas do sistema e aqueles que tratam o

solvente e sais via um modelo cont́ınuo. Entre os últimos, o método da equação de

Poisson-Boltzmann tem sido utilizado com êxito e em grande escala, devido às me-

lhorias em algoritmos numéricos e desempenho computacional (ver Micu et al. [38]).



2

A principal vantagem desse método reside na sua velocidade em comparação com

métodos perturbativos mais precisos, que requerem largas simulações de dinâmica

molecular ou resolução de sistemas de equações integrais não lineares.

Existem pelo menos quatro aplicações maiores da equação de Poisson-

Boltzmann ou sua forma linear a saber: cálculo do potencial eletrostático na su-

perf́ıcie da biomolécula, dando informação sobre a concentração de pequenos solu-

tos na sua vizinhança; cálculo do potencial eletrostático fora da molécula, dando in-

formação da energia livre de interações de pequenas moléculas em diferentes posições

da sua vizinhança; cálculo da energia livre de uma biomolécula ou de seus diferentes

estados, dando informação sobre sua estabilidade; e também para cálculo do campo

eletrostático que orienta sobre quais forças devem ser utilizadas nos cálculos de

dinâmica molecular padrão.

Geralmente, em simulações, tem sido assumido que biomacromoléculas

tem baixa constante dielétrica (variando de 2 a 5, conforme Grosberg e Khoklov [23]).

Mas algum cuidado tem de ser tomado nesse contexto pois as propriedades f́ısicas

de protéınas são, no mı́nimo, curiosas. A compressibilidade de uma protéına é em

torno de 10% a de um fluido mas sua densidade de ocupação (quociente do volume

de Van der Waals ao volume realmente ocupado) indica valores, para a maioria das

protéınas globulares, entre 0.7 a 0.75, comparável aos valores de 0.7 a 0.8 de cristais

de moléculas orgânicas. Não obstante a dinâmica interna e viscosidade aparente

de uma protéına não são de um cristal. A termodinâmica de denaturização de

protéınas indica um fenômeno similar à transição de uma fase orgânica à água ou que

o interior de uma protéına é semelhante a um solvente ĺıquido orgânico. Assim uma

protéına pode ser melhor descrita como sendo um ĺıquido denso (detalhes podem

ser vistos no livro de Daune [11]). As propriedades elétricas de protéınas também

são complexas. A utilização de polarizações eletrônicas e atômicas indicaria para

a constante dielétrica um valor de 2 mas levando em conta a estrutura cristalina,

isto pode se aproximar de 4. O trabalho de Antosiewics et al. [6] indica valores

de aproximadamente 20, os quais compatibilizam melhor simulação e experimen-
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tos! Em Micu [38] et al., o valor 2 é utilizado. Do nosso ponto de vista anaĺıtico

o valor da constante dielétrica é imaterial, mas claramente, em simulações, valores

experimentais adequados tem de ser assumidos.

Por outro lado, a constante dielétrica do solvente é naturalmente alta e

a interface entre as regiões dielétricas de baixa e alta intensidade tem forma irregu-

lar (para resultados em biopoĺımeros no caso ciĺındrico ver Lyubartsev et al. [36]

e Tracy e Widow [44]). Isso nos leva a uma situação inviável às teorias de esferas

carregadas (Clemmon e Dougherty [9]).

Vamos tratar de uma idealização da situação descrita acima, onde uma

macromolécula biológica carregada está imersa num solvente. Para isso faremos uso

da já referida equação de Poisson-Boltzmann

∇.[ε(r)∇Ψ(r)]− κ2 sinh (eΨ(r)/T ) + ρ2(r) = 0, (1.1)

onde Ψ é o potencial eletrostático na região exterior à macromolécula , ε é a constante

dielétrica (em geral não uniforme), e é a carga do elétron, T é a temperatura, κ é uma

constante adequada, ρ2 é a densidade de cargas fixas no solvente e sinh (eΨ(r)/T ) é

a distribuição de Boltzmann para os ı́ons móveis no solvente.

Trataremos de um caso particular em que as constantes dielétricas do

solvente e macromolécula são uniformes. Vamos supor também a presença de cargas

somente na fronteira da macromolécula, que essas são negativas e que há somente

cargas móveis (́ıons e contra-́ıons) no solvente. Isso nos permite uma simplificação

da equação (1.1), pois nesse caso ρ2 = 0. Detalhes podem ser vistos na Seção 4.1.

Consideremos então uma macromolécula carregada ocupando uma região

compacta K̄ com fronteira ∂K, tal que há (espacialmente) uma distribuição de car-

gas concentradas em ∂K. Supomos que K̄ ⊂ D, D um subconjunto aberto do R2

ou do R3, D compacto, ∂D regular. Também vamos supor que as regiões K e D\K̄

têm constantes dielétricas k1 e k2 (em Micu et al. [38] são utilizados os valores

k1 = 2 e k2 = 78, no entanto, com outros objetivos), e que há campos elétricos

E1 e E2 em K e D\K̄, E1 = −∇φ1 e E2 = −∇φ2; onde φ1 e φ2 representam o
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potencial eletrostático em K e D\K̄, respectivamente. Uma hipótese necessária é

que dimB (∂K) = s <∞ (ver Definição 3.1.4).

Colocando ψ1 = eφ1

T
e ψ2 = eφ2

T
, (1.1) implica que

k2∆ψ2 = k2r
−2
D sinhψ2(x) em D\K̄. (1.2)

Claramente

k1∆ψ1 = 0 em K, (1.3)

e é natural considerarmos as condições de fronteira

∗d(k1ψ1 − k2ψ2) =
4πe

T
w em ∂K, (1.4)

ψ2 = ψ1 em ∂K. (1.5)

Aqui r é o raio de Debye (Landau e Lifschitz [33]), ∗d(k1φ1 − k2φ2) é a forma

adjunta de d(k1φ1 − k2φ2) (ver Westenholz [46]) e w é uma 1-forma diferencial (w é

uma 2-forma no caso tridimensional) relacionada à densidade de cargas em ∂K. A

condição (1.4) deve ser coerentemente interpretada num sentido generalizado, como

será visto na Seção 4.1. Nessa mesma seção veremos que, admitindo ψ = 0 em ∂D

(o que implica ψ ∈ W 1,2
0 (D)), a desigualdade de Poincaré (2.14) é válida em D e

isso implicará na coercividade do funcional envolvido. Entretanto, como será visto,

essa hipótese não é necessária para garantir a coercividade desse operador e, de fato,

em problemas envolvendo eletroforese (ver, por exemplo, Anderson [5]) é natural a

consideração de valores não nulos de ψ em ∂D.

A proposta desse trabalho é estudar analiticamente o problema (1.2)

a (1.5) utilizando como ferramenta resultados recentes na Teoria de Espaços de

Sobolev no contexto de espaços métricos, bem como de teoria de integração sobre

regiões com fronteira irregular, abordada especialmente em Harrison e Norton [26].

No caso bidimensional o problema será reduzido a um problema minimizante onde,

na forma variacional, serão garantidas as condições de existência e unicidade de

soluções. Em três dimensões a formulação é similar. No entanto, devido ao fato

de que o funcional j(.) (ver Seção 2.2) não é bem definido em R3 (como pode ser
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visto em Glowinski [21], exp (u) pode não ser bem definido em L1(Ω) para todo

u ∈ W 1,2(Ω), Ω ⊂ R3), uma caracterização do domı́nio de posśıveis soluções para o

problema é uma questão mais delicada. Nesse caso, o método que será empregado

utiliza resultados de Glowinski [21].

Observamos que, como será visto na Seção 4.2.1, tratamos nesta for-

mulação variacional com a minimização do funcional não linear

A(ψ) =
k1

2

∫
K

|∇ψ1|2dx+
k2

2

∫
D\K̄

|∇ψ2|2dx+k2r
−2
D

∫
D\K̄

(coshψ2−1)dx−4πe

T

∫
∂K

ψw.

No trabalho de Reiner e Radke [40] pode se ver que o funcional acima pode ser

considerado como o negativo do grande potencial

Ω = −pV + γ̄S,

onde p é a pressão osmótica da concentração eletrólita, S é a área da superf́ıcie e γ̄

é a tensão superficial média (ou excesso de densidade de energia livre na supeŕıcie)

da interface entre solução/molécula. Na literatura, muitas vezes, esse processo é

referido como a minimização da energia livre eletrostática de Gibbs (G = Ψ− TS).

Isso é na melhor das hipóteses um abuso de nomenclatura crasso (referimos o leitor

aos trabalhos de Fogolari et al. [17] e Reiner e Radke [40] e Fogolari et al. [16] para

uma discussão desta situação confusa e ao livro de Greiner et al. [22] para as noções

elementares de Mecânica Estat́ıstica).

Algumas considerações devem ser feitas com relação à situação aqui

discutida. A primeira diz respeito ao fato de considerarmos macromolécula e solvente

como dieletricamente uniformes. De fato podeŕıamos desejar uma formulação mais

complexa, levando em conta, o que é fisicamente mais evidente, a não uniformização

da dieletricidade (como é feito, por exemplo em Micu et al. [38] ou em Fogolari et

al. [16]). Do ponto de vista matemático isso não nos levaria a uma modificação

significativa.

Outra consideração diz respeito ao modelo utilizado. Em diversos tra-

balhos, entre eles Kuhn et al. [30], [31], é utilizada a aproximação linear sinhφ ∼ φ.
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Fisicamente, quando tratamos de sistemas altamente carregados como, por exemplo

DNA, a formulação envolvendo sinhφ é mais apropriada. Nesse sentido trataremos

da equação (1.2) no caso não linear e uma caracterização variacional para o prob-

lema é mais evidente (Micu et al. [38]). Observamos que a equação ∆u = λ sinhu,

conhecida como a equação sinh de Gordon aparece de forma central na construção

de superf́ıcies compactas com curvatura média constante (ver trabalho de Spruck

[41] para representações expĺıcitas de soluções).

A irregularidade da superf́ıcie da macromolécula é uma outra dificul-

dade nessa formulação. Resultados recentes (Hajlasz e Martio [24], Hajlasz e Koskela

[25], Franchi et al. [18]) em Espaços de Sobolev desenvolvidos no contexto de espaços

métricos munidos de uma medida de Borel tratam de questões inerentes à resolução

de equações diferenciais parciais em domı́nios bastante gerais. Nesse sentido, de-

terminados tipos de imersões, traços e extensões podem ser válidos e demonstrados

sem utilizar de forma decisiva a geometria da fronteira da região em consideração

(o que ocorre com freqüência em formulações mais clássicas). Isso é muito apropri-

ado quando tratamos de regiões com alto grau de irregularidade. Entretanto uma

hipótese de regularidade sobre a medida devem ser imposta (ver Teorema 2.1.3).

Essa regularidade exigida sobre a medida decorrerá do fato que vamos

considerar ∂K como um espaço métrico munido de uma medida de Borel µ gerada

por w. Nesse sentido, apresentamos no Caṕıtulo 3 algumas noções de uma técnica

diferenciada de integração sobre regiões cuja fronteira tem um grau relevante de

irregularidade mas que, por outro lado, satisfazem uma condição de d-somabilidade

(ver Definição 3.1.18). Veremos que nessas condições o Teorema de Gauss-Green é

válido.

Finalmente mencionamos que trataremos unicamente com o problema

eletrostático sem discutir seu acoplamento com o fluido (solvente). Tal acoplamento

está envolvido em uma das mais importantes aplicações em Biof́ısica: a teoria da

eletroforese. Nessa situação uma nuvem de contra-́ıons cerca a macromolécula. Faz-

se uso então, como é visto na literatura (Anderson [5]), da teoria da camada limite
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de Prandtl para, no contexto do fluido infinito e para a situação em que a densidade

de cargas é nula na interface molécula/solvente, introduzir a noção de velocidade de

deslizamento vs = −constante ψ2E|t∂K , onde E|t∂K é o campo elétrico tangencial em

∂K; junto com a condição de fronteira

v = U + Ω× r + vs.

Aqui v é a velocidade do fluido na superf́ıcie, U é a velocidade translacional do

centro de massa da macromolécula e Ω sua velocidade angular (Teubner [43], Long

e Ajdari [34], Long et al. [35]). Considerando a macromolécula como um corpo

ŕıgido, o tensor de forças hidrodinâmicas e eletrostáticas dá origem a uma força e

torque resultantes que são zero, permitindo a preservação da velocidade e velocidade

angular da macromolécula. Finalmente, v é calculado via a equação (negligenciando

termos inerciais)

η∆v −∇p = −ρE, e ∇.v = 0,

onde η é a viscosidade do fluido, p a pressão e ρ é a densidade de cargas, com as

apropriadas condições do infinito.

Essa teoria tem sido formulada em termos matemáticos um tanto frou-

xos e um de nossos objetivos futuros é reformular estas questões para configurações

geométricas complexas com a devida generalidade e rigor matemático. Do nosso

ponto de vista a resolução anaĺıtica e, talvez, computacional desse problema pode

fornecer o estado inicial (E, v), E = −∇φ de um problema dinâmico que terá de ser

formulado em termos da teoria dos plasmas (de fato, devido às reações de Coulomb

existentes, em termos de equações de difusão não lineares na função de distribuição

da velocidade v).

O trabalho está organizado como a seguir. Na Seção 2.1 introduziremos

resultados preliminares de análise funcional. Como já citamos abordaremos questões

inerentes à definição de Espaços de Sobolev no contexto métrico, isso inclui um re-

sultado generalizado de traço, vital à garantia de solução de (1.2) a (1.3). Na Seção

2.2 enunciamos alguns resultados de métodos variacionais que serão utilizados nas
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seções posteriores. No Caṕıtulo 3 abordaremos alguns aspectos da teoria de inte-

gração sobre regiões com fronteira irregular. Finalmente, no Caṕıtulo 4, o problema

é formulado e resolvido no espaço funcional W 1,2
0 (D). Os resultados apresentados

nesse caṕıtulo, incluindo a formulação do problema bem como sua resolução, são

obtidos de forma original. Mostraremos que é posśıvel definir uma medida em ∂K e

considerar essa região como um espaço métrico. Com isso, utilizando a teoria apre-

sentada, bem como resultados de cálculo variacional serão garantidas a existência

e unicidade de soluções para o problema minimizante. Reforçamos que os métodos

utilizados nos casos bi e tridimensional são diferentes. De fato, a resolução em

três dimensões é mais direta, contudo o domı́nio de posśıveis soluções não pode ser

precisamente explicitado. Essa é exatamente a vantagem da abordagem em duas

dimensões, onde o domı́nio é caracterizado com o espaço W 1,2
0 (D).

Agradecemos ao Prof. Jaime B. Ripoll do Instituto de Matemática

UFRGS por nos disponibilizar uma cópia do trabalho de Hajlasz e Koskela [25],

bem como ao Prof. T. Kist do Departamento de Biof́ısica-UFRGS e a Claudia E.

Thompson por trazerem nossa atenção ao trabalho de Long e Ajdari [34].
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2 RESULTADOS DE ANÁLISE FUNCIONAL

Esse caṕıtulo se divide em duas seções. Na primeira, apresentamos

alguns resultados provados recentemente sobre espaços de Sobolev definidos em

espaços métricos (Hajlasz e Koskela [25], Hajlasz e Martio [24], Franchi et al. [18]),

bem como um teorema geral de traço conveniente no contexto de regiões com fron-

teira irregular. Vamos mostrar que uma caracterização particular de espaços de

Sobolev levam-nos à uma definição diferenciada no contexto métrico. Mostramos

também que essa caracterização pode ser feita num outro sentido, garantindo que a

função de Sobolev em questão satisfaça a inequação p de Poincaré. Essas duas abor-

dagens são similares (Teorema 2.1.2) e a partir delas pode-se desenvolver uma teoria

padrão, extensivamente utilizada em áreas correlatas (Teoria de Grafos, Espaços

de Carnot-Carathéodory, formas de Dirichlet, etc.). Nosso objetivo aqui é simples-

mente apresentar os conceitos essenciais, relacionando as duas formas de abordagem

para, em seguida, chegar a um resultado de traço. Algumas demonstrações, exces-

sivamente técnicas, serão omitidas, mas podem ser encontradas nos trabalhos já

referidos.

A segunda seção trata de alguns tópicos de cálculo de variações necessá-

rios à caracterização variacional do problema bem como à análise da estrutura do

operador funcional envolvido, o que vai garantir condições à existência e unicidade

de soluções.

2.1 Espaços de Sobolev no Contexto de Espaços Métricos

Se Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto e 1 ≤ p ≤ ∞, então o espaço de

Sobolev clássico é definido como

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), para 0 ≤ |α| ≤ m},

onde Dαu é a derivada distribucional de u.
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Esses espaços são equipados com as normas:

‖u‖m,p = {
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖p0,p}1/p se 1 ≤ p <∞

‖u‖m,∞ = max
|α|≤m

‖Dαu‖∞ se p = ∞,

onde α = (α1, α2, ..., αn) e |α| =
n∑
j=1

αj.

Visando uma definição dos espaços apresentados acima num contexto

mais geral abordaremos alguns resultados clássicos particularmente importantes

nesse sentido. Iniciamos com dois lemas elementares, o primeiro deles pode ser

visto em Hajlasz e Martio [24] e o segundo em Gilbarg e Trudinger [19].

Lema 2.1.1. Sejam γ > λ ≥ 0 e B = B(R) ⊂ Rn uma bola de raio R então há

uma constante C tal que∫
B

|g(z)|
|x− z|n−γ

dz ≤ C(n, γ − λ)Rγ−λMλ
2Rg(x)

para todo g ∈ L1(B) e x ∈ B. Aqui Mλ
Rg(x) = sup

r<R
rλ

∫ ∗

B(x,r)

|g(z)|dz

Demonstração. Separamos a integral no lado esquerdo numa soma de integrais

sobre ”anéis” B∩(B(x, R
2k−1 )\B(x, R

2k )). Em cada anel temos |x−z|γ−n ≈ ( R
2k−1 )

γ−n.

Agora estimamos a integral sobre o anel pela integral sobre a bola B(x, R
2k−1 ) e o

resultado segue.

Lema 2.1.2. Se B ⊂ Rn é uma bola e u ∈ W 1,1(B), então

|u(x)− uB| ≤
|B|n

n voln(B)

∫
B

|x− z|1−n|∇u(z)|dz (2.2)

quase sempre em B.

Demonstração. Utilizando o fato de que C∞(B) ∩W 1,1(B) é denso em W 1,1(B)

(Adams [2]), é suficiente estabelecer (2.2) para u ∈ C1(B). Assim ∀x, y ∈ B temos

u(x)− u(y) = −
∫ |x−y|

0

Dru(x+ rw)dr, w =
y − x

|y − x|
.
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Integrando com relação a y sobre B, temos

voln(B)(u(x)− uB) = −
∫
B

dy

∫ |x−y|

0

Dru(x+ rw)dr.

Escrevendo

V (x) =

 |Dru(x)| se x ∈ B

0 se x /∈ B,

vê-se que

|u(x)− uB| =
1

voln(B)

∣∣∣∣∣
∫
B

dy

∫ |x−y|

0

Dru(x+ rw)dr

∣∣∣∣∣
≤ 1

voln(B)

∫
|x−y|<|B|

dy

∫ ∞

0

V (x+ rw)dr

=
1

voln(B)

∫ ∞

0

∫
|w|=1

∫ |B|

0

ρn−1V (x+ rw)dρ dw dr

=
|B|n

n voln(B)

∫ ∞

0

∫
|w|=1

V (x+ rw)dw dr

=
|B|n

n voln(B)

∫
B

|x− y|1−n|Dru(y)|dy.

Com isso pode-se estabelecer o seguinte resultado, visto em Hajlasz e

Martio [24]

Lema 2.1.3. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com fronteira Lipschitz e 0 ≤ λ < 1.

Então há constantes C1 = C1(Ω, λ) e C2 = C2(Ω) tal que para todo u ∈ W 1,p(Ω) a

inequação

|u(x)− u(y)| ≤ C1|x− y|1−λ(Mλ
C2|x−y||∇u|(x) +Mλ

C2|x−y||∇u|(y))

verifica-se em quase toda a parte. Aqui supomos |∇u| = 0 em Ωc.

Demonstração. Seja u ∈ W 1,p(Ω). Devido ao fato de Ω ter fronteira Lipschitz há

uma constante L (a qual depende somente de Ω) tal que ∀x, y ∈ Ω há uma L-bi-

Lipschitz aplicação de uma bola T : B(0, |x−y|) → Ω tal que x, y ∈ T (B(0, |x−y|)).
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Seja B = B(0, |x−y|) e A = T (B). Aplicando o Lema 2.1.2 a w = u◦T

temos a desigualdade abaixo, válida para quase todo x ∈ B

|w(x)− wB| ≤ C(n)

∫
B

|∇w(z)|
|x− z|n−1

dz.

Como a aplicação T é L-bi-Lipschitz, A está contido numa certa bola D com raio

L|x− y|. Utilizando este fato junto com o Lema 2.1.1, obtemos as estimativas

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− (u ◦ T )B|+ |u(y)− (u ◦ T )B|

≤ C

(∫
D

|∇u|(z)
|x− z|n−1

dz +

∫
D

|∇u|(z)
|y − z|n−1

dz

)
≤ C|x− y|1−λ(Mλ

2L|x−y||∇u|(x) +Mλ
2L|x−y||∇u|(y)).

Escolhendo λ = 0 na desigualdade acima obtemos como corolário que

se u ∈ W 1,p(Ω), onde Ω é um domı́nio limitado com fronteira Lipschitz ou Ω = Rn

e 1 ≤ p ≤ ∞, então

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|(M |∇u|(x) +M |∇u|(y)).

Aqui Mg(x) = supr>0

∫ ∗
B(x,r)

|g(z)|dz é o chamado operador maximal de Hardy-

Littlewood e admitimos que |∇u| = 0 em Ωc.

Com isso pode-se estabelecer o seguinte resultado, visto em Hajlasz e

Martio [24]

Lema 2.1.4. Se Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto arbitrário e u ∈ Lp(Ω) satisfaz

|u(x)− u(y)| ≤ |x− y|(g(x) + g(y)) q.s. (2.3)

com g ∈ Lp(Ω), g ≥ 0, onde 1 ≤ p ≤ ∞, então u ∈ W 1,p(Ω) e |∇u| ≤ 2
√
n q.s.

Uma conseqüência desse lema e do fato que o operador maximal de

Hardy-Littlewood é limitado em Lp (Adams [1]) para 1 < p ≤ ∞ é a seguinte

caracterização do espaço de Sobolev, cuja demonstração pode ser vista em Hajlasz

e Martio [24]
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Teorema 2.1.1. Se Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado com fronteira Lipschitz e 1 <

p ≤ ∞, então u ∈ W 1,p(Ω) se e só se há g ∈ Lp(Ω), g ≥ 0, tal que (2.3) se verifique

q.s. em Ω. Além disso

‖∇u‖Lp(Ω) ≈ inf
g
‖g‖Lp(Ω)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todos os g ≥ 0 os quais satisfazem (2.3).

Isso nos permite introduzir a noção de espaço de Sobolev sobre um

arbitrário espaço métrico munido de uma medida µ pois essa caracterização não

envolve a noção de derivada (Franchi et al. [18]).

Definição 2.1.1. Dado 1 < p ≤ ∞ e a tripla (X, d, µ), onde (X, d) é um espaço

métrico e µ é uma medida de Borel em X, definimos o espaço de Sobolev M1,p(X, d, µ)

como o conjunto de todos os u ∈ Lp(X) para os quais há 0 ≤ g ∈ Lp(X) tal que

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) q.s. (2.4)

Ou seja, há um conjunto E ⊂ X com µ(E) = 0 tal que (2.4) se verifica

para todo x, y ∈ X \E. A função g ∈ Lp(X,µ), g ≥ 0 que satisfaz a inequação (2.4)

é denominada gradiente generalizado de u. Como pode ser visto em Franchi et al.

[18] essa caracterização não é posśıvel para o caso em que p = 1.

O espaço M1,p(X, d, µ) pode ser equipado com a norma de Banach

‖u‖M1,p = ‖u‖Lp(X) + inf
g
‖g‖Lp(X), (2.5)

onde o ı́nfimo é tomado sobre o conjunto de todos os 0 ≤ g ∈ Lp(X) que satisfazem

(2.4). Com essa norma M1,p(X, d, µ) é completo (Hajlasz e Martio [24]).

É importante observar que se Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado com

fronteira Lipschitz, o Teorema 2.1.1 estabelece que

W 1,p(Ω) = M1,p(Ω, |.|, µ),

onde |.| é a métrica euclidiana e µ é a medida de Lebesgue. Entretanto, para

domı́nios arbitrários isso não é válido (Hajlasz e Martio [24]).
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Agora consideremos X um espaço métrico munido de uma medida de

Borel µ e Ω um aberto contido em X.

Definição 2.1.2. Sejam u ∈ L1
loc(Ω) e g ≥ 0 uma função mensurável. Dizemos que

u e g satisfazem a inequação q de Poincaré em Ω se∫ ∗

B

|u− uB|dµ ≤ Cqr(

∫ ∗

σB

gqdµ)1/q (2.6)

para cada bola B, com σB ⊂ Ω e r é o raio de B; q > 0, σ ≥ 1 e Cq > 0 são

constantes fixas.

Observamos que (2.6) é corolário da inequação clássica de Poincaré (ver

Proposição 2.2.2) se u é Lipschitziana, g = ∇u e q ≥ 1 (arbitrário).

No trabalho de Hajlasz e Koskela [25] a teoria dos espaços de Sobolev

no contexto métrico é desenvolvida sistematicamente a partir da inequação (2.6).

Definição 2.1.3. Dizemos que µ é uma medida doubling num espaço métrico (X, d)

se, para toda bola B ⊂ X de raio r e bola 2B com mesmo centro de B e raio 2r, há

uma constante Cd tal que

µ(2B) ≤ Cdµ(B) (2.7)

Se (X,µ) tem a propriedade acima é denominado espaço doubling.

A definição dos espaços M1,p(X, d, µ) está associada à desigualdade

(2.6) da seguinte forma (Hajlasz e Koskela [25])

Teorema 2.1.2. Seja X um espaço doubling. Se 1 < p < ∞, então as seguintes

condições são equivalentes:

1. u ∈M1,p(X, d, µ);

2. u ∈ Lp(X) e há C > 0, σ ≥ 1, 0 ≤ g ∈ Lp(X), e 0 < q < p tal que a

inequação de Poincaré∫ ∗

B

|u− uB|dµ ≤ Cr

(∫ ∗

σB

gqdµ

)1/q

(2.8)

verifica-se em toda bola B de raio r.
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A demonstração utiliza os Teoremas Maximal de Hardy-Littlewood e

da Diferenciação de Lebesgue bem como alguns resultados técnicos que fogem dos

objetivos aqui delineados.

Abordaremos agora questões referentes à caracterização de traços

Definição 2.1.4. Seja Σ ⊂ Rn um conjunto compacto, para u ∈ W 1,p(Rn)∩C0(Rn)

definimos o operador traço como a restrição Tr(u) = u|Σ̄.

Um dos problemas centrais na teoria dos espaços M1,p(X, d, µ) é en-

contrar um espaço de Banach Ξ(Σ̄, µ) de funções µ mensuráveis tal que o operador

traço acima extenda-se a um operador linear limitado

T : W 1,p(Rn) → Ξ(Σ̄, µ).

Observamos que Ξ(Σ̄, µ) é único (Hajlasz e Martio [24]) e é normalmente

um espaço de Sobolev.

Esse problema é tratado em Hajlasz e Martio [24] onde se desenvolvem

as técnicas necessárias à caracterização de teoremas mais gerais de existência de

traços em situações envolvendo por exemplo, fractais e subconjuntos do Rn de di-

mensão menor que n. Observamos que esses teoremas generalizados utilizam forte-

mente as propriedades da medida µ em Σ̄ enquanto que a formulação clássica ne-

cessita de mais informação sobre a geometria da fronteira de Σ̄ (Adams [2]).

Teorema 2.1.3 (Teorema Geral de Traço). Se 0 < λ < 1, 1 ≤ (n−d)
λ

< p ≤ n
λ

e µ é uma medida de Borel num compacto Σ ⊂ Rn tal que µ(B(x,R)) ≤ CRd para

todo x ∈ Rn e todo R > 0, então há um operador traço limitado

γ : W 1,p(Rn) →M1, dp
(n−λp) (Σ̄, |.|1−λ, µ).

Para o caso em que λ = 0 temos o resultado particular

Teorema 2.1.4. Se 1 < p <∞ e µ é uma medida de Borel suportada num compacto

Σ̄ ⊂ Rn e tal que µ(B(x,R)) ≤ CRn para todo x ∈ Rn e todo R > 0, então há um
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operador traço limitado

γ : W 1,p(Rn) →M1,p(Σ̄, |.|, µ).

Sejam o domı́nio D ⊂ R2 e o compacto K̄ ⊂ D. Aplicando o Teorema

Geral de Traço a

W 1,2
0 (D) ⊂ W 1,2(R2),

e definindo uma medida de Borel µ em ∂K, é garantida a existência do operador

traço linear limitado

γ : W 1,2
0 (D) →M1, d

1−λ (∂K, |.|1−λ, µ), (2.9)

onde 1 ≤ 2−d
λ
≤ 2

λ
. Supomos aqui que 0 < λ < 1/2 → 1 < d < 2.

Para o caso em que n = 3, o operador

γ : W 1,2
0 (D) →M1, 2d

3−2λ (∂K, |.|1−λ, µ), (2.10)

é limitado, para 1 ≤ 3−d
λ
< 2 ≤ 3

λ
e, em especial, para 0 < λ < 1

2
→ 2 < d < 3.

Na Seção 4.2 será necessária a utilização de um resultado de compaci-

dade para funções em M1,p(∂K, |.|1−λ, µ). Na formulação clássica o teorema de

imersão de Rellich-Kondrachov (Adams [2]) estabelece que, dado um domı́nio limi-

tado Ω ⊂ Rn com fronteira suave, o espaço de Sobolev W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞ é

compactamente imerso em Lq(Ω), onde q ≥ 1 quando p ≥ n e q < np/(n − p)

quando p < n. Em especial, se Ω é um domı́nio arbitrário a imersão

W 1,1
0 (Ω) → L1(Ω) (2.11)

é compacta (Gilbarg e Trudinger [19]).

No contexto métrico um resultado relativamente similar é demonstrado

em Hajlasz e Koskela [25], utilizando o Teoremas 2.1.2 juntamente com o Teorema

Maximal (Adams [1]). Para isso é necessário que a medida µ seja doubling em X.

Isso garante, por uma simples iteração em (2.7) a existência de um número real

positivo η tal que
µ(B)

µ(B0)
≥ C

(
r

r0

)η

, (2.12)
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onde η e C só dependem da constante doubling de µ. Aqui B0 é uma bola arbitrária

de raio r0 e B = B(x, r), x ∈ B0, r ≤ r0.

Teorema 2.1.5. Sejam, X um espaço doubling, η o número definido acima e

{ui, gi} uma seqüência de pares que satisfazem (2.6) em X para algum q > 0. Para

B uma bola arbitrária assumimos que ‖ui‖L1(B) + ‖gi‖Lq(5σB) é limitada. Então há

uma subseqüência de {ui} que converge em Lp(B) para cada 1 ≤ p < qη/(η − q),

quando q < η e para cada p ≥ 1 quando q ≥ η.

Se X tem diâmetro finito este teorema nos garante o resultado de com-

pacidade para o espaço todo.

2.2 Alguns Tópicos de Métodos Variacionais

Os tópicos abordados nessa seção podem ser vistos com detalhes nos

trabalhos a eles referidos. Omitimos a demonstração de alguns resultados por serem

ou muito longas ou já bem conhecidas.

Iniciamos com uma versão da desigualdade de Poincaré na versão clássica.

De fato, ela é válida para domı́nios limitados. Uma versão da p-desigualdade de

Poincaré também é apresentada. Nesse caso sua validade se dá para domı́nios limi-

tados e convexos.

De acordo com Gilbarg e Trudinger [19],

Proposição 2.2.1. Seja Ω ∈ Rn, Ω aberto e limitado. Então, para todo u ∈

W 1,2
0 (Ω), a inequação

‖u‖2
0,2 ≤ const(Ω, n)‖∇u‖2

0,2 (2.13)

é válida.

Claramente, nas condições acima, podemos estabelecer que

‖u‖2
1,2 = ‖u‖2

0,2 + ‖∇u‖2
0,2 ≤ (1 + const)‖∇u‖2

0,2 = cΩ‖∇u‖2
0,2. (2.14)
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Proposição 2.2.2. Seja u ∈ W 1,p(Ω), Ω ⊂ Rn, Ω aberto, limitado e convexo. Então

a desigualdade

‖u− ū‖0,p ≤ const(Ω, n)‖∇u‖0,p (2.15)

é válida em Ω. Nesse caso diz-se que u e ∇u satisfazem a inequação p de Poincaré

em Ω.

As seguintes definições podem ser vistas em Kato [28]

• Uma forma sesquilinear a num espaço de Hilbert H é densamente

definida se D(a) (o domı́nio de a) é denso em H;

• a sectorial equivale a fracamente coerciva (Definição 2.2.3) no caso real;

• A subvariedade linear D ⊂ D(a) é um cerne de a se o conjunto de ele-

mentos {(u, v), a(u, v)} para (u, v) ∈ D é denso emG(a) = {(u, v), a(u, v)};

• Seja a sectorial. Uma seqüência un de vetores é dita a-convergente

(un →a u) se un ∈ D(a), un → u e a(un − um) → 0;

• a é dita fechada se un →a u implica u ∈ D(a) e a(un − u) → 0.

Teorema 2.2.1. Seja a(u, v) uma forma sesquilinear densamente definida, fechada

e sectorial no espaço de Hilbert H. Então há um operador T tal que

(i) D(T ) ⊂ D(a) e a(u, v) = (Tu, v), ∀u ∈ D(T ) e v ∈ D(a);

(ii) D(T ) é um cerne de a;

(iii) T é unicamente determinado.

As idéias abaixo são encontradas em Zeidler [49] ou em Berger [7]

Definição 2.2.1. Seja X um espaço de Banach e X ′ seu dual. Uma seqüência

xn ∈ X converge fracamente a um elemento x ∈ X(xn ⇀ x) se

L(xn) ⇀ L(x),

para cada L ∈ X ′.
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É importante observar que limites fracos, se existirem, são únicos. Além

disso,

(a) Se xn → x, xn ⇀ x em X;

(b) Se xn ⇀ x então {‖xn‖} é uniformemente limitado.

Definição 2.2.2. Seja X um espaço de Banach e F um funcional em M ⊆ X. F

é dito sequencialmente fracamente semi-cont́ınuo inferiormente num ponto x ∈ M

se e só se

F (x) ≤ lim inf
n→∞

F (xn),

para cada seqüência xn ∈M tal que xn ⇀ x.

Lema 2.2.1. Se xn ⇀ x em X, (xn) é limitada.

Definição 2.2.3. Um funcional F em M ⊆ X, X espaço de Banach, é dito fraca-

mente coercivo em M se F (x) →∞ quando ‖x‖ → ∞, com x ∈M .

Definição 2.2.4. Um conjunto C num espaço linear (por exemplo, de Banach) é

chamado convexo se e só se u, v ∈ C e t ∈ [0, 1] implicam (1− t)u+ tv ∈ C.

Definição 2.2.5. Um funcional F num conjunto convexo M ⊆ X, X espaço de

Banach, é dito convexo em M se F ((1− t)x+ tv) ≤ (1− t)F (u) + tF (v), ∀t ∈ [0, 1]

e ∀u, v ∈M .

Definição 2.2.6. Seja C um subconjunto aberto de um espaço de Banach X. O

funcional F : C ⊆ X → R é Gateaux-diferenciável se e só se é Gateaux-diferenciável

em cada ponto u ∈ C. Isto é, para cada u ∈ C, há um funcional a ∈ X ′ tal que

lim
t→0

F (u+ th)− F (u)

t
=< a, h >,

para todo h ∈ X. Definimos F ′(u) = a.

Teorema 2.2.2. Seja F : C ⊆ X → R Gateaux-diferenciável sobre C, X espaço de

Banach. Suponha que u é a solução do problema minimizante

F (u) = min! u ∈ C.

Então
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(i) Se C é aberto, então u é uma solução da equação F ′(u) = 0.

(ii) Se C é convexo, então u é uma solução da inequação variacional,

< F ′(u), v − u >≥ 0,

∀v ∈ C.

Demonstração. (ii) Seja C convexo. Se F : C → R tem um mı́nimo em u, então

∀0 < t ≤ 1 e ∀u, v ∈ C fixos,

F (u) ≤ F (u+ t(v − u)).

Isso implica
F (u+ t(v − u))− F (u)

t
≥ 0.

Do fato que F é Gateaux-diferenciável é natural que

< F ′(u), v − u >= lim
t→0

F (u+ t(v − u))− F (u)

t
≥ 0.

(i) Se C é aberto, então a desigualdade acima verifica-se para todo v

na vizinhança de u, isto significa que F ′(u) = 0.

Teorema 2.2.3. Seja F : M ⊆ X → R um funcional sobre o subconjunto M do

espaço de Banach reflexivo X e suponhamos que

(i) M é convexo, fechado, limitado e não vazio e X é reflexivo;

(ii) F é sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Então F tem um mı́nimo em M .

Demonstração. Definimos α = inf
u∈M

F (u). Então há uma seqüência {un} em M tal

que F (un) → α com n → ∞. Do fato que M é limitado e X é reflexivo, há uma

subseqüência {unk
}, unk

⇀ u, k → ∞. M é fechado e convexo. Portanto u ∈ M .

Por (ii)

F (u) ≤ lim
n→∞

F (un) = α.

Por outro lado F (u) ≥ α. Assim, F (u) = α.
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Teorema 2.2.4. Seja F um funcional sobre o subconjunto M como no teorema

acima. Suponha que

(i) M é convexo, fechado e não vazio;

(ii) F é sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente;

(iii) F é fracamente coercivo.

Então F tem um mı́nimo em M .

Demonstração. Seja u0 ∈ M . Como F (u) → ∞ quando ‖u‖ → ∞ podemos

encontrar uma bola fechada B = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ R} tal que u0 ∈ B ∩ M e

F (u) ≥ F (u0) fora de B ∩M . Portanto é suficiente considerar o problema mı́nimo

para F em B ∩M . O Teorema 2.2.3 garante o resultado.

Corolário 2.2.1. Se M = X e F é Gateaux-diferenciável em X, então o problema

F ′(u) = 0 tem uma solução em X.

Demonstração. O resultado é uma conseqüência direta do Teorema 2.2.2.

Consideremos agora um espaço de Hilbert real V com norma ‖.‖ e

produto escalar (., .) e o seguinte problema associado a V :

Encontrar u ∈ V tal que u é a solução de

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ V. (2.16)

Onde

• a(., .) : V × V → R é uma forma bilinear cont́ınua, V -eĺıptica (existe

α > 0 tal que a(v, v) ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ V );

• L : V → R é um funcional linear cont́ınuo;
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• j(.) : V → R̄ = R ∪ {∞} é um funcional convexo, seqüencialmente

fracamente semi-cont́ınuo inferiormente e próprio (j(v) > −∞, j(v)

não identicamente infinito, ∀v ∈ V ).

Conforme pode ser visto em Glowinski [21],

Teorema 2.2.5. Se o problema (2.16) tem solução, esta é única.

Demonstração. Assumimos que u1 e u2 sejam duas soluções para (2.16). Dessa

forma

a(u1, v − u1) + j(v)− j(u1) ≥ L(v − u1) ∀v ∈ V, (2.17)

a(u2, v − u2) + j(v)− j(u2) ≥ L(v − u2) ∀v ∈ V. (2.18)

Como j(.) é próprio, há um v0 ∈ V tal que −∞ < j(v0) <∞. Portanto

para i = 1, 2

−∞ < j(ui) ≤ j(v0)− L(v0 − ui) + a(ui, v0 − ui).

Isso mostra que j(ui) é finito para i = 1, 2. Portanto, tomando v = u2 em (2.17) e

v = u1 em (2.18) e adicionando, obtemos

α‖u1 − u2‖2 ≤ a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ 0.

Portanto u1 = u2.

Teorema 2.2.6. O problema (2.16) é equivalente a:

Encontrar u ∈ V tal que

J(u) = min! onde

J(u) =
1

2
a(u, u) + j(u)− L(u). (2.19)

Demonstração. Vamos supor, inicialmente, que u é a solução do problema (2.19).

Seja 0 < t ≤ 1, então para todo v ∈ X nós temos

J(u) ≤ J(u+ t(v − u)). (2.20)
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Coloca J0(v) = 1
2
a(v, v)− L(v), então (2.20) torna-se

0 ≤ J0(u+ t(v − u))− J0(u) + j(u+ t(v − u))− j(u)

≤ J0(u+ t(v − u))− J0(u) + t[j(v)− j(u)],∀v ∈ V, (2.21)

obtida usando a convexidade de j. Dividindo por t em (2.21) e tomando o limite

quando t→ 0, obtemos

0 ≤ (J ′0(u), v − u) + j(v)− j(u),∀v ∈ V. (2.22)

Como a(., .) é simétrico, nós temos

(J ′0(v), w) = a(v, w)− L(w),∀v, w ∈ V. (2.23)

De (2.22) e (2.23) obtemos

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ L(v − u),∀v ∈ V.

Suponha agora que u é uma solução para (2.16). Então para v ∈ V ,

J(v)− J(u) =
1

2
[a(v, v)− a(u, u)] + j(v)− j(u)− L(v − u).

Mas

a(v, v) = a(u+ v − u, u+ v − u)

= a(u, u) + 2a(u, v − u) + a(u− v, u− v).

Assim

J(v)− J(u) = a(u, v − u) + j(v)− j(u)− L(v − u) +
1

2
a(v − u, v − u).

Como u é solução de (2.16) e a(v − u, v − u) ≥ 0, obtemos

J(v)− J(u) ≥ 0.



24

Em virtude da Definição 2.2.6, é fácil ver que se a(u, u) é simétrico e

cont́ınuo e L(u) é cont́ınuo, então ambos são Gateaux-diferenciável.

O teorema abaixo será utilizado no Caṕıtulo 4 e pode ser visto em

Zeidler [48]

Teorema 2.2.7. Seja V um espaço de Hilbert real e a : V × V → R uma forma

bilinear, positiva, cont́ınua e simétrica. Então a(u, u) é fracamente sequencialmente

semicont́ınua inferiormente.

Demonstração. Seja u ∈ V fixo. Colocando

b(v) = a(u, v),∀v ∈ V,

b ∈ V ′, pois |b(v)| ≤ c‖u‖‖v‖. Assim, un ⇀ u com n → ∞ implica b(un) → b(u),

isto é,

lim
n→∞

a(un, u) = a(u, u).

Do fato que a(u− un, u− un) ≥ 0,

a(u, u) ≤ a(un, un) + 2a(u, u)− 2a(un, u).

Fazendo n→∞, a(u, u) ≤ lim inf
n→∞

a(un, un).

Uma formulação particular útil na discussão do problema no caso tridi-

mensional é mostrada a seguir. Consideremos Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e

V = W 1,2
0 (Ω). Seja φ : R → R, φ ∈ C0(R), φ não-decrescente, φ(0) = 0 e

Φ(t) =
∫ t

0
φ(τ)dτ, t ∈ R, (2.24)

D(Φ) = {v ∈ V,Φ(v) ∈ L1(Ω)}.

Definimos o funcional j(.) : L2(Ω) → R̄ como

j(v) =

∫
Ω

Φ(v)dx se Φ(v) ∈ L1(Ω)

j(v) = +∞ se Φ(v) /∈ L1(Ω). (2.25)
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Como φ : R → R é não decrescente e cont́ınuo com φ(0) = 0, nós temos

Φ ∈ C1(R), Φ é convexo, Φ(t) ≥ 0, ∀t ∈ R.

É posśıvel mostrar que o problema (2.19), onde j(.) é definido da forma

acima, tem solução em V ∩D(Φ) e esta é única. Como já vimos, isso é equivalente

a garantir a existência e unicidade para o problema (2.16). A existência de soluções

decorre dos resultados abaixo, discutidos detalhadamente em Glowinski [21]

Lema 2.2.2. O funcional j(.) como em (2.25) é convexo, próprio e seqüencialmente

fracamente semi-cont́ınuo inferiormente em L2(Ω).

Demonstração. Desde que j(v) ≥ 0, ∀v ∈ L2(Ω), segue que j(.) é próprio. A

convexidade de j(.) é óbvia do fato que Φ é convexa.

Vamos provar que j(.) é seq. fracamente semi-cont́ınuo inferiormente.

Seja {vn}n, vn ∈ L2(Ω), tal que

lim
n→∞

vn = v

fortemente em L2(Ω).

Mostraremos que

lim inf
n→∞

j(vn) ≥ j(v). (2.26)

Se lim inf
n→∞

j(vn) = +∞, a propriedade está provada. Assim, assumimos

que

lim inf
n→∞

j(vn) = l < +∞.

Podemos extrair uma subsequência {vnk
}nk

tal que

lim
k→∞

j(vnk
) = l, (2.27)

vnk
→ v q.s. em Ω. (2.28)

Como Φ ∈ C1(R), (2.28) implica

lim
k→∞

Φ(vnk
) = Φ(v) q.s. (2.29)
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Além disso, Φ(v) ≥ 0 q.s. e (2.27) implica que

{Φ(vnk
)}k (2.30)

é limitada em L1(Ω).

Pelo Lema de Fatou, (2.29) e (2.30) nós temos

Φ(v) ∈ L1(Ω),

lim inf
k→∞

∫
Ω

Φ(vnk
)dx ≥

∫
Ω

Φ(v)dx. (2.31)

De (2.27) e (2.31) obtemos (2.26).

Como conseqüência,

Corolário 2.2.2. O funcional j(.) restrito a V é convexo, próprio, e seq. fracamente

semi-cont́ınuo inferiormente.

De acordo com o Teorema 2.2.5 e argumentos técnicos adicionais (Glowin-

ski [21]) os seguintes resultados são válidos

Teorema 2.2.8. Com as hipóteses acima em V , a(., .), L(.) e φ(.), o problema

(2.16) tem uma solução em V ∩D(Φ) e esta solução é única .

Teorema 2.2.9. O problema (2.16) é equivalente a:

Encontrar u ∈ V tal que

a(u, v)+ < φ(u), v >= L(v), ∀v ∈ V e φ(u) ∈ L1(Ω) ∩H−1(Ω). (2.32)
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3 O TEOREMA DE GAUSS-GREEN EM

REGIÕES COM FRONTEIRA IRREGULAR

Nesse caṕıtulo apresentamos algumas questões referentes ao grau de

irregularidade de ∂K. Sob apropriadas condições geométricas sobre ∂K, valida-se o

teorema de Gauss-Green ∫
∂K

w =

∫
K

dw,

para formas w às quais as integrais acima fazem sentido.

Esse resultado foi estabelecido em Harrison e Norton [26] para regiões

com fronteira d-somável (Definição 3.1.18). Aqui vamos assumir que ∂K tem di-

mensão box− counting (Falconer [15]) finita e igual a s. Como conseqüência, ∂K é

d-somável, para todo d tal que s ≤ d < 2. Também dimH(∂K) ≤ s, onde dimH(∂K)

é a dimensão de Hausdorff de ∂K.

Embora não utilizemos diretamente o Teorema de Gauss-Green no

tratamento do problema em questão, ele torna-se imprescind́ıvel quando tratamos

do problema dinâmico (ver Long e Ajdari [34]).

O caṕıtulo se divide em duas seções. Na primeira, apresentamos algu-

mas noções da teoria geométrica envolvida. Isso fornecerá o embasamento teórico

para a teoria construtiva de integração sobre regiões irregulares, apresentada na se-

gunda seção. Apresentaremos algumas noções básicas da teoria envolvida, à qual é

intensivamente explorada, por exemplo em Whitney [45]. O caṕıtulo é baseado nos

trabalhos de Harrison e Norton [26], Falconer [15] e Whitney [45].
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3.1 Teoria Geométrica

Definição 3.1.1. Seja F um subconjunto do Rn. Definimos Hs(F ), a medida exte-

rior de Hausdorff s-dimensional para F , como sendo

Hs(F ) = lim
δ→0

inf{Σ∞
i=1|Ui|s : |Ui| < δ, F ⊂

∞⋃
i=1

Ui}.

Esta medida exterior define, pelo procedimento de Caratheodory (Evans

e Gariepy [14]) uma σ-álgebra de conjuntos F ⊆ Rn mensuráveis com respeito a

Hs(F ).

Definição 3.1.2. A dimensão de Hausdorff de F ⊂ Rn é dada por

dimH F = inf{s : Hs(F ) = 0}.

Definição 3.1.3. Sejam F ⊂ Rn, F limitado, e NF (ε) o menor número de ε-bolas

necessárias para cobrir F . Então definimos as dimensões box− counting inferior e

superior de F como sendo

dimB F = lim inf
ε→0

logNF (ε)

− log(ε)

e

dimB F = lim sup
ε→0

logNF (ε)

− log(ε)
,

respectivamente.

Definição 3.1.4. A dimensão box−counting de F é dada por dimB F = dimB F =

dimB F quando essa igualdade for posśıvel.

Como pode ser visto em Falconer [15], em geral, dimH F ≤ dimB F .

Definição 3.1.5. Um espaço afim E, de dimensão n, é um sistema composto de um

conjunto de pontos P , um espaço vetorial V = V (E) de dimensão n, e operações

p+ v de V em E, chamadas translações, com as seguintes propriedades

(1) (p+ u) + v = p+ (u+ v)
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(2) p+O = p

(3) p+ v 6= p se v 6= O

(4) Para cada p e q há um v tal que p+ v = q ⇒ q − p é bem definido.

Definição 3.1.6. Um subconjunto E ′ de um espaço afim E é um subespaço afim de

E se há um subespaço vetorial V ′ de V (E) tal que as operações p′ + v′(p′ ∈ E ′, v′ ∈

V ′) tornam E ′ afim, com V ′ = V (E ′).

Definição 3.1.7. Os pontos p1, p2, ..., pk são ditos dependentes se estão contidos

num subespaço afim de E de dimensão menor que k. Caso contrário, são ditos

independentes.

Definição 3.1.8. Um espaço semi-fechado de um espaço afim E de dimensão n é o

conjunto de pontos que se localizam num lado dado de um subespaço afim P de E,

de dimensão n− 1, juntamente com P .

Alguns conceitos na geometria dos espaços afim:

• Uma célula σ é um conjunto não vazio (limitado e fechado) expresśıvel

como uma intersecção de um número finito de espaços semi-fechados;

• O plano P (σ) de σ é o menor subespaço afim contendo σ. A dimensão

dim(σ) de σ é a dimensão de P (σ).

• O interior de σ é a diferença σ−∂σ, onde ∂σ é a fronteira de σ (Definição

3.1.12) . Se dim(σ1) = dim(σ2), dizemos que σ1 e σ2 não se intercep-

tam se int(σ1) ∩ int(σ2) 6= ∅.

• Pode-se expressar ∂σ como uma união finita de n − 1-células as quais

são denominadas as (n− 1)-faces de σ.

• Os vértices de σ são faces de dimensão 0. As arestas de σ são as 1−faces

de σ. Se p0, p1, ..., pr são os vértices de σ, então σ é o menor conjunto
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convexo o qual contém esses pontos. Os pontos de σ são expresśıveis

na forma

p = µ0p0 + µ1p1 + ...+ µrpr (3.1)

cada µi ≥ 0, Σµi = 1.

Definição 3.1.9. Um simplexo σ em E é um conjunto de pontos expresśıvel na

forma (3.1), os pi sendo independentes. Logo dim σ = r e (3.1) é uma expressão

única. Escrevemos σ = p0p1...pr. Um simplexo orientado σ = p0p1...pr é um

simplexo com orientação de acordo com o conjunto de vetores (p1 − p0, ...pr − p0),

ou equivalentemente, (p1 − p0, ...pr − pr−1) e com essa orientação será denotado

σ =< p0, p1, ...pr >.

Definição 3.1.10. Considere σi, i = 1, 2, ... simplexos no Rn não interceptos. A

expressão A = Σaiσi determina o que chamamos de n-cadeia poliédrica no Rn.

Para nossos objetivos é necessário que cadeias poliédricas sejam inde-

pendentes de subdivisões (uma discussão detalhada sobre subdivisões pode ser vista

em Whitney [45]). Para isso definimos a função A(p) que assume valor ai ou −ai
para p no int σi com a condição de que σi seja orientado + ou − de acordo com a

orientação padrão do Rn e zero para p fora do interior do simplexo σi.

Observamos que se Σjτij é uma subdivisão de σi as cadeias poliédricas

Σiaiσi e ΣiΣjτijσi são as mesmas se pudermos definir classes de equivalência apro-

priadas.

De fato definimos como equivalentes cadeias A e B as quais a função

A(p) e B(p) são iguais, exceto, possivelmente, num número finito de células de

dimensão menor do que n. Denominamos o conjunto dessas classes de equivalência

como Pn. Os elementos de Pn são as n-cadeias poliédricas no Rn.

Pn é um espaço linear pelas definições

aA = aA(p)
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e

A+B = A(p) +B(p).

Por exemplo, se A = Σiaiσi e B = Σibiτi então aA = Σiaaiσi e A +

B = Σi(a
′
i + b′i)µi, onde µi é uma subdivisão comum de A e B (a existência de tal

subdivisão é mostrada em Whitney [45]), ou seja, A = Σa′iµi e B = Σb′iµi.

Definição 3.1.11. Para m < n, uma m-cadeia poliédrica no Rn é um conjunto

finito de m-planos orientados no Rn, junto com uma m-cadeia poliédrica em cada.

Denotamos o espaço dessas m-cadeias por Pm.

Definição 3.1.12. A fronteira de um n-simplexo σ =< p0, p1, ..., pr > é definida

como uma (n− 1)-cadeia poliédrica

∂σ = Σ(−1)i < p0, ..., p
i
1, ..., pn > .

Consideremos agora σ =< p0, p1, ..., pm > um m-simplexo no Rn e w

uma m-forma, podemos definir
∫
σ
w no sentido de Riemann, ou mais geralmente, no

sentido de Lebesgue, da seguinte maneira.

Colocando τm =< 0, e1, e2, ..., em > e escolhendo uma parametrização

afim φ : τm → σ, φ(ei) = pi, i = 1, ...,m, podemos definir∫
σ

w =

∫
τm

w(φ(s))(Dφ(s)e1, ..., Dφ(s)em)ds1ds2...dsm.

Nesse sentido, para uma cadeia poliédrica A = Σciσi temos∫
A

= Σci

∫
σi

w.

Definição 3.1.13. Uma m-forma no Rn é m-mensurável se, para cada m-simplexo

afim σ em Rn com parametrização afim φ : τm → σ, a função

w(φ(s))(Dφ(s)e1, ..., Dφ(s)em)

é mensurável em τm.
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Definição 3.1.14. Para 0 < d ≤ m, a d-massa Md(A) de uma cadeia m-poliédrica

no Rn é dada por

Md(A) = inf{Σ|ai||σi|d : A = Σaiσi}.

Md define uma norma em Pm (Harrison e Norton [26]). No caso parti-

cular em que d = m, Md(A) ≈ volm(A).

Definição 3.1.15. Para n− 1 < d ≤ n, definimos a norma d-flat |A|d da (n− 1)-

cadeia poliédrica A como

|A|d = inf{Mn−1(S) +Md(T ) : A = S + ∂T}.

Claramente |A|d define uma semi-norma em Pn−1. Temos de provar que

ela é de fato uma norma. Para isso, dado A 6= 0, escolhemos uma (n − 1)-forma

w ∈ C∞ tal que
∫
A
w 6= 0. Então |A|d 6= 0, devido ao seguinte lema cuja prova pode

ser vista em Harrison e Norton [26].

Lema 3.1.1. Se A ∈ Pn−1 tem seu suporte numa esfera de raio r ≥ 1 e w é uma

(n− 1)-forma suave, então ∣∣∣∣∫
A

w

∣∣∣∣ ≤ r|w|C1|A|d.

Assim |A|d define uma norma em Pn−1 e Md é uma norma em Pn.

Definimos Ξd o completamento de (Pn,Md) e Cd o completamento de

(Pn−1, |.|d). Nesse contexto o operador fronteira ∂ : Pn → Pn−1 satisfaz

|∂A|d ≤Md(A), (3.2)

e assim extende-se a um único operador linear limitado ∂ : Ξd → Cd satisfazendo a

mesma inequação.

Definição 3.1.16. Considere w uma (n − 1)-forma-(n − 1)-mensurável em Rn.

Dizemos que w pertence ao espaço de d-flat-(n−1)-formas, e denotamos esse espaço

por F d, se

|w|d = inf{c :

∣∣∣∣∫
A

w

∣∣∣∣ ≤ c|A|d} <∞.



33

Dessa definição
∣∣∫
A
w

∣∣ ≤ |A|d|w|d, ∀A ∈ Pn−1, w ∈ F d e em virtude

dessa desigualdade, o operador bilinear
∫

: Pn−1×F d → R extende-se unicamente a

Cd × F d satisfazendo a mesma inequação. Denotamos esse operador extendido por∫ [
. Essa definição é equivalente a

∫ [

A
w = lim

∫
Ak
w, onde A ∈ Cd e {Ak} é qualquer

seqüência de (n− 1)-cadeias poliédricas tendendo a A na |.|d-topologia. Claramente

esse limite existe e é independente da seqüência {Ak} escolhida.

Tendo definido integração sobre o espaço Cd é natural pensarmos na

identificação de uma fronteira geométrica ∂Ω com um único elemento (∂Ω)[ ∈ Cd

e então, nesse caso podemos simplesmente definir
∫
∂Ω

a ser
∫

(∂Ω)[ w. O método

utilizado em Harrison e Norton [26] consiste em identificar Ω com um elemento Ω[ de

Ξd, e então (∂Ω)[ será ∂(Ω)[. Vamos descrever brevemente esse método começando

com algumas definições.

Definição 3.1.17. Um domı́nio de Jordan Ω em Rn é um subconjunto aberto conexo

limitado e orientado cuja fronteira é uma hipersuperf́ıcie topológica compacta.

O método citado utiliza a decomposição de Whitney para Ω a qual

descreveremos a seguir.

Um cubo Q é chamado um k-cubo se é da forma

[l12
−k, (l1 + 1)2−k]× ...× [ln2

−k, (ln + 1)2−k]

onde k, l1, ..., ln são inteiros.

Quando Ω é limitado, há um menor k0 tal que para algum k0-cubo e

todos os seus vizinhos estão contidos em Ω. Podemos então definir indutivamente

Wk como sendo a coleção de todos os k-cubos Q ⊂ Ω satisfazendo

(a) todo k-cubo tocando Q está contido em Ω, e

(b) Q não está contido em qualquer cubo em Wj para j < k.

Seja W̃ =
⋃∞
k0

Wk. W̃ é a chamada decomposição de Whitney para Ω.
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Ela é válida no sentido de que podemos definir uma aproximação para

Ω dada pela seguinte seqüência

Wk = Σ{τ ∈ W̃ : τ ∈ Wj para algum j ≤ k} ∈ Pn. (3.3)

Sendo assim definimos Ω[ ≡ lim Wk ∈ Ξd e temos de mostrar que esse

limite de fato existe sob apropriadas hipóteses geométricas sobre Ω.

Definição 3.1.18. O conjunto limitado X ⊂ Rn é d-somável se a integral imprópria∫ 1

0
NX(x)xd−1dx converge.

Proposição 3.1.1. Seja X ⊂ Rn tal que dimB(X) < d então X é d-somável.

Demonstração. Se dimB X < d então NX(ε) ≤ O(ε−d
′
), para dimB X < d′ <

d.

A seguinte proposição justifica essas definições

Proposição 3.1.2. Se Ω é um domı́nio de Jordan em Rn e ∂Ω é d-somável, então

Ω[ ≡ lim Wk existe em Ξd.

A demonstração decorre do seguinte lema auxiliar

Lema 3.1.2. Se Ω é um subconjunto aberto limitado do Rn e ∂Ω é d-somável, então

a soma ΣQ∈W̃ |Q|d da decomposição de Whitney de Ω é finita.

Demonstração. Escrevemos N = N∂Ω. Da definição de W̃ , cada k-cubo Q de W̃

está contido num (k − 1)−cubo Q′ que toca um (k − 1)-cubo Q′′ que encontra ∂Ω.

(Caso contrário, Q′ deveria estar em W̃ e não Q). O número de tais cubos Q′′ é

controlado por N(2−k+1) ≤ 2nN(2−k), e portanto o número de cubos Q é controlado

por const N(2−k).

A d-soma dos k-cubos de W̃ é assim menor do que C(n)N(2−k)2−kd,

onde C(n) é alguma constante dependendo somente sobre n.
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Isso significa que a d-soma de W̃ é finita se

∞∑
k=k′

N(2−k)2−kd <∞,

onde 2−k
′
é o tamanho do maior cubo em W̃ .

Isso é verdade se e só se
∫∞

0
N(2−z)2−dzdz < ∞, e isso, por meio da

mudança de variável x = 2−z, é nossa hipótese.

Demonstração da Proposição 1. Pelo Lema 3.1.2, ΣQ∈W̃ |Q|
d < ∞. Portanto,

se k < j,

Md(Wk −Wj) ≤ Σj
i=k+1ΣQ∈Wi|Q|d → 0

com k → ∞. Isso significa que a seqüência Wk em Pn é Md − Cauchy e então

converge a algum elemento de Ξd.

3.2 Teoria de Integração

Definição 3.2.1. Se Ω é um domı́nio de Jordan com fronteira d-somável e w ∈ F d

definimos ∫
∂Ω

w =

∫ [

∂(Ω[)

w

no sentido de que
∫
∂Ω
w pode ser calculada como lim

∫
∂Wk

w.

A garantia de que essa forma de integração é bem definida passa pelos

seguinte resultado

Teorema 3.2.1. Seja n− 1 < d ≤ n. Se w é Hn−1 − q.s. igual a uma (d− n+ 1)-

Hölder forma, e Ω é um domı́nio de Jordan em Rn tal que ∂Ω é d-somável, então∫
∂Ω
w = 0 se w|∂Ω = 0.

Demonstração. Assumimos que w é (d− n+ 1)-Hölder e que w|∂Ω = 0.

Supomos que ∂Wk representa uma união finita de PL-(n−1)-variedades

aproximando ∂Ω na métrica de Hausdorff. Para x ∈ ∂Wk, Q ∈ Wk um cubo
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contendo x, e p ∈ ∂Ω qualquer ponto minimizando a distância de x a ∂Ω, temos

|w(x)| = |w(x)− w(p)| ≤ |w|d−n+1|x− p|d−n+1 ≤ C|w|d−n+1|Q|d−n+1

para alguma constante C dependendo sobre n.

Se S denota uma (n − 1)-face de ∂Wk e Q ∈ Wk é o k-cubo contendo

S, nós temos ∣∣∣∣∫
S

w

∣∣∣∣ ≤ C|w|d−n+1|Q|d−n+1voln−1(S) ≤ C|w|d−n+1|Q|d.

Cada face de ∂Wk é uma das 2n face de algum Q ∈ Wk. Assim∣∣∣∣∫
∂Wk

w

∣∣∣∣ ≤ 2nC|w|d−n+1ΣQ∈Wk |Q|d → 0

quando k →∞.

Como conseqüência podemos estabelecer

Teorema 3.2.2. Se w é Hn−1 igual a uma forma Lipschitz e Ω é qualquer domı́nio

de Jordan em Rn (mesmo com medida da fronteira positiva), então

w|∂Ω = 0 implica

∫
∂Wk

w → 0

onde Wk é a aproximação poliédrica determinada pela decomposição de Whitney de

Ω.

Demonstração. A decomposição de Whitney de qualquer região limitada é sempre

n-somável. O resultado segue repetindo a prova do Teorema 3.2.1 com d = n.

Em uma variável o teorema fundamental de cálculo é válido para as

funções que são absolutamente cont́ınuas. A definição a seguir é motivada por essa

idéia.

Definição 3.2.2. Uma função f é ACL (absolutamente cont́ınuas por linhas) em

um domı́nio Ω se, em cada retângulo fechado R ⊂ Ω, f é absolutamente cont́ınua
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como uma função de uma variável quando restrita a quase toda linha paralela a cada

eixo coordenado. Uma forma é ACL se cada uma de suas funções componentes é

ACL.

Definição 3.2.3. Denotamos W 1,1(Ω) o espaço de Sobolev de (n − 1)-formas w

satisfazendo

(a) w é ACL em Ω, e

(b) dw ∈ L1(Ω)

W 1,1(Ω) é o espaço natural de formas as quais a fórmula de Green

verifica-se para sub-regiões de Ω. Nesse ponto estamos aptos a enunciar uma versão

do teorema de Gauss-Green com significado lógico.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Gauss-Green). Seja n − 1 < d ≤ n. Se w ∈

F d ∩W 1,1(Ω), e Ω é um domı́nio de Jordan no Rn tal que ∂Ω é d-somável, então∫
∂Ω
w =

∫
Ω
dw

Demonstração. Seja W̃ a decomposição de Whitney de Ω, então
∫

Ω
dw = lim

∫
∂Wk

w.

Como w ∈ W 1,1(Ω) temos, para todo cubo de Whitney Q,
∫
Q
w =∫

∂Q
dw pelos argumentos padrões via teorema fundamental do cálculo.

Portanto
∫

Wk
dw =

∫
∂Wk

w.

Agora pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue o lado es-

querdo acima tende a
∫

Ω
dw.
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4 FORMULAÇÃO E RESOLUÇÃO DO

PROBLEMA

Voltamos agora à situação abordada na introdução, onde uma biomacro-

molécula ocupa uma região compacta K̄ do R2 ou do R3. A macromolécula está

imersa em um solvente e, como já vimos, altamente carregada, com uma distribuição

(espacial) de cargas em ∂K.

O problema (1.2) a (1.5) será estudada na sua forma variacional. Serão

discutidas questões referentes à existência e unicidade de soluções, utilizando aspec-

tos da teoria sumarizada nos caṕıtulos anteriores. A formulação variacional leva-nos

à minimização de um funcional, considerado no espaço de Hilbert W 1,2
0 (D). Isso é

natural em vista de que não é evidente a existência de uma solução clássica para

o problema, exceto para geometrias especiais (Fogolari et al. [16]). Como já afir-

mamos na introdução desse trabalho, utilizaremos métodos diferentes de resolução

para os casos bi e tridimensionais.

O caṕıtulo divide-se em duas seções: A primeira trata da formulação

do problema e a segunda discute e estabelece a existência e unicidade de soluções.

4.1 Formulação do Problema

Considere S ⊂ R2 (ou R3), S uma região fechada com uma densidade

de cargas ρ(x). O campo elétrico E devido a ρ num ponto x ∈ R2 (ou R3) é dado

por

E(x) = −∇
(∫

S

ρ(x′)

|x− x′|
dx′

)
,

onde a integral acima representa o potencial elétrico φ(x) em x.

Definimos deslocamento elétrico como D(x) = ε(x)E(x), onde ε(x) é

a chamada constante dielétrica ou permissividade elétrica relativa de S. Essencial-
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mente ε fornece uma medida da resposta da região a um campo elétrico. Tratando

S como um dielétrico uniforme podemos considerá-lo como uma constante.

Assim, da teoria eletrostática clássica,

ε∆φ(x) = −4πρ(x).

Essa última equação é denominada a equação de Poisson (detalhes em Jackson [27]).

Em especial, se S representa um condutor carregado com uma densidade de cargas ρ

concentradas apenas na superf́ıcie, o potencial φ no interior do condutor é constante

e isso implica que ε∆φ(x) = 0 nesse local.

Se uma part́ıcula carregada está sob a ação de um campo elétrico E

gerado por uma distribuição de cargas ρ, lembramos que o potencial elétrico na

part́ıcula multiplicado pela soma das cargas de ρ fornece a energia necessária para

deslocar a part́ıcula sobre o campo.

Para a situação em questão, onde a biomacromolécula ocupa a região

compacta K̄, o potencial eletrostático em D\K̄ pode ser determinado via a equação

de Poisson

k2∆φ2 = −4πρ, (4.1)

onde ρ é a densidade de cargas total em D\K̄.

Também observamos que o potencial φ1 em K deve, claramente, satis-

fazer a equação de Laplace

k1∆φ1 = 0 (4.2)

e, é posśıvel garantir, pela caracteŕıstica conservativa do campo eletrostático, a

seguinte condição de transmissão (ver, por exemplo, Colton e Kress [10], Magid [37]

ou Dautray e Lions [12])

φ1 = φ2 em ∂K. (4.3)

Uma outra condição de fronteira sobre a função potencial eletrostático

é, no contexto de superf́ıcies com fronteira regular (ver Jackson [27]),

(k1∇φ1 − k2∇φ2).n = 4πσ em ∂K, (4.4)
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onde n é a normal unitária exterior a ∂K e σ é a densidade superficial de carga.

Isso nos sugere, na linguagem de formas diferenciais, a seguinte condição

∗d(k1φ1 − k2φ2) = 4πw em ∂K, (4.5)

onde ∗d(k1φ1 − k2φ2) é a forma adjunta de d(k1φ1 − k2φ2) e w é alguma 1-forma

(2-forma no caso n = 3) associada à densidade de cargas em ∂K. A condição (4.5)

é razoável no contexto de regiões com fronteira d-somável, já que as decomposições

de Whitney para as regiões K e D\K̄ são bem definidas e aproximam a região

arbitrariamente. Entretanto é necessária uma interpretação no sentido generalizado,

como será visto ainda nessa seção.

Observamos que, em situações biológicas, a macromolécula não é imersa

num solvente puro, em geral este contém um sal. Se o poli-́ıon tem carga Q = Ze−

(aqui e− é a carga do elétron), em solução há Z contra-́ıons. O número total de ı́ons

e contra-́ıons livres no solvente são aqueles provenientes do sal.

A questão da localização dos ı́ons no solvente é de vital importância

mas não é tão simples (Fogolari et al. [16]). De fato alguns ı́ons são viśıveis em

cristais, mas em geral, esse não é o caso. Um modelo padrão devido a Debye-

Hückel (Grosberg e Khochlov [23]), fornece uma estimativa para a distribuição de

concentração de ı́ons móveis em D\K̄ em função do potencial φ2 de acordo com a

distribuição de Boltzmann

ci(x) = c0i exp[−eziφ2/T ],

onde o ı́ndice i enumera o tipo de ı́on, ezi é a carga do ı́on do tipo i e c0i é a densidade

total de ı́ons do tipo i, T é a temperatura e e é a carga do elétron.

O total de densidade de carga de todos os ı́ons móveis é igual a

ρ =
∑
i

ezici(x).

Essencialmente esse modelo nos diz que ı́ons carregados positivamente

concentram-se em regiões de potencial negativo e vice-versa.
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Vamos tratar do caso envolvendo somente dois tipos de ı́ons móveis com

cargas opostas e mesma concentração, isto é, z1 = 1, z2 = −1, c11 = c02 = n/2, onde

n é a concentração total de ı́ons móveis. Dessa forma

ρ = −ne sinh(
eφ2(x)

T
). (4.6)

Colocando ψ2 = φ2e
T

, obtemos de (4.1) e (4.6),

∆ψ2 = r−2
D sinhψ2(x) em D\K̄, (4.7)

onde r−2
D = 4πne2

k2T
é o raio de Debye (Landau e Lifschitz [33]).

A equação (4.7) combinando as equações de Poisson e a distribuição de

Boltzmann é referida na literatura como a equação de Poisson-Boltzmann.

Utilizando-a, juntamente com (4.2), (4.5), a condição de transmissão

(4.3) e colocando ψ1 = φ1e
T

obtemos o seguinte problema

k2∆ψ2 = k2r
−2
D sinhψ2(x) em D\K̄, (4.8)

k1∆ψ1 = 0 em K, (4.9)

ψ2 = ψ1 em ∂K, (4.10)

ψ = 0 em ∂D, (4.11)

∗d(k1ψ1 − k2ψ2) =
4πe

T
w em ∂K. (4.12)

No sentido de obtermos a formulação variacional para o problema de-

terminado por (4.8) a (4.12), realizando o produto interno de (4.8) e (4.9) com

ψ′ = (ψ′1, ψ
′
2), obtemos

k2

∫
D\K̄

ψ′2∆ψ2dx+ k1

∫
K

ψ′1∆ψ1dx− k2

∫
D\K̄

(r−2
D sinhψ2)ψ

′
2dx = 0.

Podemos então estabelecer, via integração por partes, que

− k2

∫
D\K̄

∇ψ′2∇ψ2dx− k1

∫
K

∇ψ′1∇ψ1dx+
4πe

T

∫
∂K

γψ′w+

− k2

∫
D\K̄

(r−2
D sinhψ2)ψ

′
2dx = 0,

(4.13)
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onde, supomos a existência do traço γψ1 = γψ2 e γψ′1 = γψ′2 = γψ′ em ∂K.

Queremos encontrar ψ ∈ W 1,2
0 (D) tal que (4.13) verifique-se para todo ψ′ ∈ C∞

0 (D).

É necessária uma interpretação de (4.13). De fato esse problema é

equivalente a (4.8) a (4.12) se pudermos interpretar a condição de fronteira (4.12)

num sentido generalizado. Para isso, consideramos o espaço de Hilbert L2(D) e a

forma sesquilinear (caso real)

a(u, v) = k1

∫
K

∇u1∇v1dx+ k2

∫
D\K̄

∇u2∇v2dx−
4πe

T

∫
Σ

γv w, (4.14)

tal que D(a) = {u, v ∈ W 1,2
0 (D), u1 = u|K , u2 = u|D\K̄ , v1 = v|K , v2 = v|D\K̄}. Aqui

utilizamos a notação Σ = ∂K.

Dessa forma a é densamente definida. Como é facilmente verificável,

em decorrência do resultado de traço (2.1.3) e da estimativa (4.36) (Seção 4.2.1), a

é fechada. A coercividade de a pode ser mostrada como em (4.40) (Seção 4.2). De

acordo com o Teorema 2.2.1, há um operador AT , D(AT ) ⊂ W 1,2
0 (D) tal que

a(u, v) = (ATu, v),

para todo u ∈ D(AT ) e v ∈ D(a).

Consideremos o problema

a(u, v) = (f, v), (4.15)

∀v ∈ C∞
0 (D), onde f é tal que

f = f1 em K (4.16)

f = f2 em D\K̄ (4.17)

e u ∈ W 1,2
0 (D).

Observamos que (4.15) é equivalente a

(f, v) = (ATu, v). (4.18)
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Escolhendo v = (v1, v2), v ∈ C∞
0 (D), tal que v1 ∈ C∞

0 (K) e v2 ∈

C∞
0 (D\K̄), claramente

(f1, f2) = (−k1∆u1,−k2∆u2). (4.19)

Da continuidade do operador traço, u1 = u2 em Σ.

Vamos mostrar que (4.13) e (4.15) implicam a condição generalizada

lim
(n,m)→∞

(∫
∂Wn(K)

∗d(k1u1)v1 −
∫
∂Wm(D\K̄)

∗d(k2u2)v2

)
=

4πe

T

∫
Σ

γv w,

onde Wn(K) e Wm(D\K̄) representam seqüências como em (3.3) obtidas da decom-

posição de Whitney das regiões K e D\K̄, respectivamente.

De fato, como a soma de Whitney de cada região é finita, da Proposição

3.1.2, Wn(K) → K e Wm(D\K̄) → D\K̄, com n,m→∞. Além do mais,

k1

∫
Wn(K)

∇u1∇v1dx = −k1

∫
Wn(K)

∆u1v1dx+ k1

∫
∂Wn(K)

∗du1 γv1

k2

∫
Wm(D\K̄)

∇u2∇v2dx = −k2

∫
Wm(D\K̄)

∆u2v2dx− k2

∫
∂Wm(D\K̄)

∗du2 γv2,

onde tomamos a normal interior a D\K̄. Utilizando (4.14), (4.15), (4.19) e as

igualdades acima, obtemos

(f, v) = lim
(m,n)→∞

(
k1

∫
Wn(K)

∇u1∇v1dx+ k2

∫
Wm(D\K̄)

∇u2∇v2dx

)
+

− 4πe

T

∫
Σ

γv w

= lim
(m,n)→∞

(
−k1

∫
Wn(K)

∆u1v1dx− k2

∫
Wm(D\K̄)

∆u2v2dx

)
+

+ lim
(m,n)→∞

(
k1

∫
∂Wn(K)

∗du1 γv1 − k2

∫
∂Wm(D\K̄)

∗du2 γv2

)
+

− 4πe

T

∫
Σ

γv w

= (f, v) + lim
(m,n)→∞

(
k1

∫
∂Wn(K)

∗du1 γv1 − k2

∫
∂Wm(D\K̄)

∗du2 γv2

)
+

− 4πe

T

∫
Σ

γv w.

Isso estabelece o resultado.
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4.2 Existência e Unicidade de Soluções

4.2.1 Caso Bidimensional

Nessa seção mostraremos a existência e unicidade de soluções para

(4.13) no caso bidimensional, via um problema minimizante, utilizando resulta-

dos dos Caṕıtulos 2 e 3. Para isso consideremos 1 < d < 2 e supomos que

w ∈ F d ∩ W 1,1(D\∂K) (Definições 3.1.16 e 3.2.3) e que D\K̄ e K são domı́nios

de Jordan no R2 tal que ∂K é d-somável (o que é o caso se d > dimB(∂K) = s).

O problema (4.13) sugere considerarmos o funcional

A(ψ) =
k1

2

∫
K

|∇ψ1|2dx+
k2

2

∫
D\K̄

|∇ψ2|2dx+k2r
−2
D

∫
D\K̄

(coshψ2−1)dx−4πe

T

∫
∂K

γψw,

junto com o problema variacional

inf
ψ∈W 1,2

0 (D)
A(ψ). (4.20)

Aqui ψ1 = ψ|K , ψ2 = ψ|D\K̄ .

Mostraremos que

(i) A(ψ) é fracamente coercivo em W 1,2
0 (D);

(ii) A(ψ) é fracamente semi-cont́ınuo inferior em W 1,2
0 (D);

(iii) A(ψ) é Gateaux diferenciável em W 1,2
0 (D).

Sob essas condições podemos aplicar o Teorema 2.2.4 e Corolário 2.2.1

para garantir que

c = inf
ψ∈W 1,2

0 (D)
A(ψ) (4.21)

é finito e esse valor é atingido num ponto ψ0 ∈ W 1,2
0 (D), onde

A′(ψ0) = 0.
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Observamos que W 1,2
0 (D) é reflexivo e claramente convexo (Adams [2]).

Um cálculo simples garante que, se ψ0 é solução de (4.20), o par (ψ0
1, ψ

0
2)

satisfaz (4.13), com ψ0′ = (ψ0′
1 , ψ

0′
2 ), ψ0′ ∈ C∞

0 (D) arbitrário. Dessa forma ψ0 =

(ψ0
1, ψ

0
2) satisfaz (4.8) a (4.12).

Colocando ψ = ψ′ = ψ0 em (4.13) vemos que

− k1

∫
K

|∇ψ0
1|2dx− k2

∫
D\K̄

|∇ψ0
2|2dx+

4πe

T

∫
∂K

γψ0w+

− k2

∫
D\K̄

(r−2
D sinhψ0

2)ψ
0
2dx = 0.

(4.22)

Apresentaremos agora uma série de resultados que vão nos garantir a

validade das condições (i), (ii) e (iii) acima para A(ψ).

Começamos definindo uma medida µ em ∂K da seguinte forma

µ(∆) =

∫
∆⊂∂K

w (4.23)

com respeito aos conjuntos de Borel ∆ ⊂ ∂K. Uma hipótese necessária é que µ

definida como acima seja doubling (conforme Definição 2.1.3). Tratando ∂K como

um espaço métrico munido de µ valida-se o Teorema 2.1.2.

A existência dos operadores (2.9) e (2.10) é garantida pelo seguinte

lema

Lema 4.2.1. Suponha que K ⊂ Rn é um domı́nio de Jordan, K̄ é compacto e

dimB(∂K) = s (n − 1 < s < n). Consideremos a existência de uma medida de

Borel como em (4.23), com w ∈ W 1,1(K) ∩ F d. Então ∀x ∈ Rn e R > 0, tal que

B(x,R) ∩K 6= ∅, existe C > 0 tal que µ(∂(B(x,R) ∩K)) ≤ C Rd, para todo d tal

que s < d < n.

Demonstração. Pela Proposição 3.1.1, ∂K é d-somável, ∀d > s.

Em geral, para uma bola B ⊂ Rn, temos dimB ∂B = n − 1, e isso

mostra que ∂B é d-somável se d > n− 1.
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Consideremos a bola B(x,R) ⊂ Rn satisfazendo as hipóteses do lema

e W̃ =
⋃∞
j=k0

Wj a decomposição de Whitney da região B(x,R) ∩ K. A fronteira

∂(B(x,R)∩K) é d-somável (d > s > n−1), logo, pela Proposição 3.1.2, ∃(B(x,R)∩

K)[ ≡ limWk = B(x,R) ∩K em Ξd.

Se w ∈ F d ∩W 1,1(K) é uma (n− 1)-forma-(n− 1) mensurável então∫
∂(B(x,R)∩K)

w ≡
∫ [

∂((B(x,R)∩K)[)

w = lim

∫
∂Wk

w.

Das Definições 3.1.15 e 3.1.16, podemos estabelecer que∣∣∣∣∫
∂Wk

w

∣∣∣∣ ≤ |∂Wk|d|w|d. (4.24)

Agora, ∂Wk ∈ Pn−1, ∀k. De (3.2),

|∂Wk|d < Md(Wk) = inf Σi|a(k)
i ||σ(k)

i |d

≤ Σ|a(k)
i |(

√
n

2k
)d

≤ Σi|a(k)
i |(2R)d ≤ C1R

d,

onde C1 = C1(N(k)), N(k) é o número de k-cubos de Whitney para a região K.

Assim, em decorrência de (4.24),∣∣∣∣∫
∂Wk

w

∣∣∣∣ ≤ |∂Wk|d|w|d < C1R
d|w|d.

Considerando que ∂(B(x,R) ∩K) é d-somável e w ∈ F d, da Definição

3.1.16 e do Lema 3.1.2, C1 e |w|d permanecem limitados para k →∞. Assim∣∣∣∣∫
∂Wk

w

∣∣∣∣ → ∣∣∣∣∫
∂(B(x,R)∩K)

w

∣∣∣∣ ≤ Const(C1, w)Rd, quando k →∞

para todo R > 0.

A seguir mostraremos que
∫
D\K̄ coshψ2dx é bem definido quando ψ ∈

W 1,2(D).
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Lema 4.2.2. Sejam D um domı́nio no R2, ∂D regular, e K̄ um subconjunto com-

pacto de D tal que ∂K é d-somável (1 < d < 2). Se ψ ∈ W 1,2(D), então a seguinte

inequação é válida∫
D\K̄

|ψ2 − ψ̄2|2mdx ≤ const(D\K̄)C4m(4m)
1
2
+m‖ψ2‖2m

1,2Λ1−m, (4.25)

onde Λ = area(D\K̄), C é uma constante que não depende de m e m ≥ 1. Aqui

ψ2 = ψ|D\K̄.

Demonstração. Segue da seguinte modificação na prova da desigualdade de Trudinger,

vista em Hajlasz e Koskela [25] (Teorema 6.1).

Assumimos as hipóteses lá estabelecidas para o espaço métrico (X, ρ),

com X = R2 e ρ = max(|x1 − x2|, |y1 − y2|), onde (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2. Também

assumimos que µ é a medida de Lebesgue em X. Portanto a inequação de Poincaré

(2.15) é válida para toda bola B ⊂ D\K̄ ⊂ (X, ρ).

De um argumento que utiliza propriedades métricas (condição de cadeia),

obtemos a estimativa∫ ∗

B

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≤ Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

(
rs

∫ ∗

5σB

|∇ψ2|sdx
) q

2s

, (4.26)

válida para toda bola B(x, r) ⊂ D\K̄ ⊂ (X, ρ) e todo σ ≥ 1, x ∈ D\K̄, s > 1,

q > max(s, s
s−1

). Aqui C é uma constante que não depende de q.

Consideremos agora a decomposição de Whitney W̃ de D\K̄. Seja k′

o menor inteiro não negativo tal que o k′-cubo Q tenha a propriedade 5Q ⊂ D\K̄.

Nesse caso, escolhendo σ = 1 em (4.26), podemos estabelecer∫ ∗

Q

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≤ Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

(
2−k

′s

∫ ∗

5Q

|∇ψ2|sdx
) q

2s

≤ Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

(
2−k

′s

∫ ∗

D\K̄
|∇ψ2|sdx

) q
2s

(4.27)

Naturalmente (4.27) é válida também para todo k-cubo com k ≥ k′.
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Para o caso em que k < k′, colocando k = k′− p, e denominando N(k)

como o número total de k-cubos contidos em D\K̄, então

N(k) = 4pN(k′).

Dessa forma, para um k-cubo Q com k < k′, (4.27) fornece∫ ∗

Q

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≤ 4pN(k′)Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

(
2−k

′s

∫ ∗

D\K
|∇ψ2|sdx

) q
2s

(4.28)

Do fato que ∂K é d-somável e ∂D é regular, a soma∑
Q∈W̃

|Q|d

é finita (Lema 3.1.2). Portanto, de (4.27) e (4.28),

∑
Q∈W̃

∫ ∗

Q

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≤
k′−1∑
k=k0

4k
′−kN(k′)Cqq

1
2
+

q(s−1)
2s

(
2−ks

∫ ∗

D\K
|∇ψ2|sdx

) q
2s

+ Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

∑
Q∈W̃ (k≥k′)

(
2−ks

∫ ∗

D\K
|∇ψ2|sdx

) q
2s

<∞.

Sem falta de generalidade podemos supor k0 ≥ 1 e isso imediatamente

nos permite concluir que

∑
Q∈W̃

∫ ∗

Q

|ψ2−ψ̄2|q/2dx ≤ [(k′−k0)4
k′N(k′)+1]Cqq

1
2
+

q(s−1)
2s

∑
Q∈W̃

|Q|d
(∫ ∗

D\K
|∇ψ2|sdx

) q
2s

,

para q ≥ 4 e 1 < d ≤ 2.

Conforme Proposição 3.1.2, limWk ≡ (D\K̄)[ existe, logo

lim
k→∞

∫ ∗

Wk

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≡
∫ ∗

D\K̄
|ψ2 − ψ̄2|q/2dx

≤ const(D\K̄)Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s

(∫ ∗

D\K
|∇ψ2|sdx

) q
2s

,

o que estabelece a validade de∫
D\K̄

|ψ2 − ψ̄2|q/2dx ≤ const(D\K̄)Cqq
1
2
+

q(s−1)
2s ‖∇ψ2‖q/20,s Λ1− q

2s , (4.29)
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para todo q ≥ 4 e s > 1.

Escolhendo s = 2 em (4.29) e colocando ψ̃2 = ψ2 − ψ̄2 obtemos, para

todo q = 4m, m ≥ 1,∫
D\K̄

|ψ̃2|2mdx ≤ const(D\K̄)C4m(4m)
1
2
+m‖∇ψ2‖2m

0,2Λ1−m

≤ const(D\K̄)C4m(4m)
1
2
+m‖ψ2‖2m

1,2Λ1−m.

(4.30)

A partir desse resultado, escrevendo∫
D\K̄

coshψ2dx =

∫
D\K̄

cosh(ψ̃2 + ψ̄2)dx (4.31)

e

cosh(ψ̃2 + ψ̄2) = cosh ψ̃2 cosh ψ̄2 + sinh ψ̃2 sinh ψ̄2

= (cosh ψ̃2 − 1) cosh ψ̄2 + cosh ψ̄2 + sinh ψ̃2 sinh ψ̄2,
(4.32)

e observando que ∫
D\K̄

(cosh ψ̃2 − 1)dx =
∞∑
m=1

∫
D\K̄ ψ̃2

2m
dx

(2m)!
,

a estimativa (4.25) com m ≥ 1 inteiro não negativo e a fórmula de Stirling p! ∼
√

2πpp+1/2e−p, nos mostram que∫
D\K̄

ψ̃2

2m
dx ≤

const(D\K̄)C4m‖ψ2‖2m
1,2 (2m)

1
2
+m(2m)m2

1
2
+mΛ1−m

(2m)m

≤
const(D\K̄)C4m‖ψ2‖2m

1,2 (2m)
1
2
+2m2

1
2
+mΛ1−m

2mm!

∼
const(D\K̄)C4m‖ψ2‖2m

1,2 (2m)!Λ1−me2m
√
πm!

.

Portanto,

∞∑
m=1

∫
D\K̄ ψ̃2

2m
dx

(2m)!
≤

∞∑
m=1

const(D\K̄)C4m‖ψ2‖2m
1,2Λ1−me2m

√
πm!

=
∞∑
m=1

const(D\K̄)Λ√
πm!

(
C4‖ψ2‖2

1,2e
2

Λ

)m

≤ const(D\K̄)Λ√
π

exp

(
C4‖ψ2‖2

1,2e
2

Λ

)
.

(4.33)
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Via desigualdade de Hölder, obtemos∫
D\K̄

ψ2dx ≤ Λ1/2‖ψ2‖1,2,

e assim ∫
D\K̄

cosh ψ̄2dx =

∫
D\K̄

cosh |ψ̄2|dx

≤
∫
D\K̄

exp |ψ̄2|dx

≤
∫
D\K̄

exp (Λ− 1
2‖ψ2‖1,2)dx

= Λ exp (Λ− 1
2‖ψ2‖1,2).

(4.34)

Além disso,∫
D\K̄

(cosh ψ̃2 − 1) cosh ψ̄2dx ≤
const(D\K̄)Λ√

π
cosh ψ̄2 exp

(
C4‖ψ2‖2

1,2e
2

Λ

)
≤ const(D\K̄)Λ√

π
exp

(
C4‖ψ2‖2

1,2e
2

Λ

)
×

× exp
(
Λ− 1

2‖ψ2‖1,2

)
.

(4.35)

Devido ao fato que∫
D\K

sinh ψ̃2dx ≤
∫
D\K

cosh ψ̃2dx,

à (4.32) e às estimativas (4.33), (4.34) e (4.35), (4.31) é bem definido e limitado para

‖ψ‖1,2 limitado.

Agora, do Teorema 2.1.3,

‖γψ‖Lτ (∂K,µ) ≤ C ‖ψ‖W 1,2
0 (D)

com τ = d
1−λ , 1 < d < 2 e 0 < λ < 1

2
.

Segue-se que∣∣∣∣∫
∂K

γψ dµ

∣∣∣∣ ≤ µ(∂K)1/τ ′‖γψ‖Lτ (∂K,µ) ≤ C µ(∂K)1/τ ′‖ψ‖W 1,2
0 (D), (4.36)

onde 1
τ

+ 1
τ ′

= 1.
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Colocando k0 = max{k1, k2} obtemos a estimativa∣∣∣∣k1

2

∫
K

|∇ψ1|2dx+
k2

2

∫
D\K̄

|∇ψ2|2dx
∣∣∣∣ ≤ k0

∫
D

|∇ψ|2dx

≤ k0‖ψ‖2
W 1,2

0 (D)
(4.37)

Com isso podemos estabelecer que A(ψ) é limitado para ‖ψ‖W 1,2
0 (D)

limitado.

Vamos mostrar que A(ψ) é fracamente coercivo.

Inicialmente, da desigualdade (2.14), se ψ ∈ W 1,2
0 (D),

‖∇ψ‖2
0,2 ≥ cD‖ψ‖2

1,2. (4.38)

Definimos k = min{k1
2
, k2

2
}. As desigualdades de Hölder e de Young

fornecem ∣∣∣∣4πeT
∫
∂K

γψ dµ

∣∣∣∣ ≤
k cD ‖ψ‖2

1,2

2
+

+
1

2

(
4Ceπµ(∂K)1/τ ′

T
√
kcD

)2

. (4.39)

Dessa forma

A(ψ) ≥ k‖∇ψ‖2
0,2 −

4πe

T

∫
∂K

γψ dµ

≥ k cD‖ψ‖2
1,2 −

k cD
2
‖ψ‖2

1,2 −
1

2

(
4Ceπµ(∂K)1/τ ′

T
√
k cD

)2

=
k cD

2
‖ψ‖2

1,2 −
1

2

(
4Ceπµ(∂K)1/τ ′

T
√
k cD

)2

→∞ (4.40)

com ‖ψ‖2
1,2 → ∞. Se supormos que ψ ∈ W 1,2(D), um argumento utilizando a

positividade de coshψ pode ser usado para estabelecer a coercividade de A(ψ),

portanto, essa caracteŕıstica é imutável no caso em que ψ é não nulo em ∂D.

Os resultados a seguir implicarão que A(ψ) é fracamente sequencial-

mente semicont́ınuo inferiormente.
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Primeiro reiteramos que A(u) é um funcional em V = W 1,2
0 (D) da forma

J(u) como em (2.19), onde,

a(u, v) = k1

∫
K

∇u1∇v1dx+ k2

∫
D\K̄

∇u2∇v2dx, (4.41)

j(u) = k2r
−2
D

∫
D\K̄

(coshu2 − 1)dx e (4.42)

L(u) =
4πe

T

∫
∂K

γu dµ. (4.43)

Claramente a(u, v) é uma forma bilinear simétrica e positiva em V ×V .

Da estimativa (4.37), é também limitada. Dessa forma, utilizando o Teorema 2.2.7,

a(u, u) é sequencialmente fracamente semicont́ınua inferiormente em V × V .

Através do lema abaixo vemos que j(u) é cont́ınuo. O lema decorre de

uma modificação em resultados de Cherrier [8]

Lema 4.2.3. Sejam M̄ ⊂ R2 compacto tal que ∂M é regular e (φi) ∈ W 1,2(M) uma

seqüência convergindo fracamente a φ ∈ W 1,2(M). Então a seqüência (exp |φi|) é

limitada em L1(M) e existe uma subseqüência (φik) tal que (exp (|φik)|) converge

fortemente em L1(M) para exp (|φ|).

Demonstração. Pelo Lema 2.2.1, (φi) é limitada em W 1,2(M). Dessa forma, o

Lema 4.2.2, bem como argumentos similares aos utilizados nas estimativas (4.32),

(4.33), (4.34) e (4.35), mostram que (exp (|φi|)) é limitado em L1(M).

Do fato que |∇|u|| = |∇u| q.s.,

‖∇ exp (|φi|)‖0,1 ≤ ‖ exp(|φi|)‖0,2‖∇φi‖0,2 ≤ const,

ou seja, (exp (|φi|)) é limitado em W 1,1(M). Do teorema da imersão compacta de

Kondrachov (Adams [2]) podemos extrair uma subseqüência (exp(|φik |)) fortemente

convergente em L1(M). Claramente, ‖ exp(|φik |)−exp(|φ|)‖0,1 → 0, com i→∞.

Finalmente temos de mostrar que 4πe
T

∫
∂K
γψn dµ é seqüencialmente

fracamente semicont́ınuo inferiormente. Isso resulta de propriedades de compacidade

decorrentes do Teorema 2.1.5.
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Para isso ser evidente inicialmente observamos que, se ψn ⇀ ψ em

V = W 1,2
0 (D), γψn ⇀ γψ em Y = M1, d

1−λ (∂K, |.|1−λ, µ). De fato, se γ : V → Y ,

podemos definir o operador γ′ : Y ′ → V ′ e assim, < ψn, γ
′L >→< ψ, γ′L >, o que

implica < γψn, L >→< γψ,L >, para todo L ∈ Y ′.

Assim sendo, pelo Lema 2.2.1 e (2.5), (γψn) é limitada em Y e em

L1(∂K, µ), respectivamente. Pelo Teorema 2.1.2 existem (gn) ∈ L
d

1−λ (∂K, µ) tal

que cada par (γψn, gn) satisfaz (2.6) para algum q < d
1−λ . O Teorema 2.1.5 pode

então ser aplicado para garantir que (γψn) converge fortemente a γψ em L1(∂K, µ).

A(ψ) é então sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente.

Devido ao Corolário 2.2.1, resta mostrar que A(ψ) é Gateaux-diferenciável.

Isso é claro se observarmos que em vista de (4.36), o funcional linear

(4.43) é cont́ınuo. A desigualdade de Hölder aplicada a (4.41) mostra que a(u, v) é

cont́ınua. Como já afirmamos, (4.41) e (4.43) são Gateaux-diferenciáveis.

Por sua vez, o funcional (4.42) é Gateaux-diferenciável em W 1,2
0 (D).

Com efeito, para valores pequenos de t, digamos, 0 < t < δ e para u, h ∈ W 1,2
0 (D)∫

D\K̄

∣∣∣∣cosh(u2 + th2)− cosh(u2)

t

∣∣∣∣ dx =

∫ 1

0

∫
D\K̄

|h2|| sinh (u2 + θh2t)|dxdθ

≤
∫
D\K̄

h2 cosh (u2 + δh2)dx

≤
(∫

D\K̄
|h2|2dx

) 1
2
(∫

D\K̄
cosh2 (u2 + δh2)dx

) 1
2

= ‖h2‖0,2 ‖ cosh (u2 + δh2)‖0,2,

onde u2 = u|D\K̄ e h2 = h|D\K̄ . Do fato que (4.31) é bem definido e que

cosh(u+ th)− cosh(u)

t
→ sinhu,

pontualmente em x ∈ D\K̄ quando t→ 0, o teorema da convergência dominada de

Lebesgue garante o resultado.

A unicidade da solução para o problema (4.20) segue do Teorema 2.2.5,

já que, de acordo com o Teorema 2.2.6, (4.21) pode ser caracterizado como um

problema da forma (2.16).
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4.2.2 Caso Tridimensional

Como já afirmamos, o método utilizado no caso bidimensional não se

aplica em três dimensões. Isso decorre do fato de que o funcional (4.42) pode não

ser bem definido quando u ∈ W 1,2(Ω) e Ω ⊂ R3. Entretanto, podemos restringir

o domı́nio de soluções, caracterizando o problema como em (2.19), (2.24) e (2.25).

A existência e unicidade de soluções são então garantidas pelos resultados da Seção

2.2.

É importante observar que a aplicação desse mesmo método no caso

bidimensional nos levaria a resultados mais fracos pois, nesse caso, restringiŕıamos

o domı́nio de soluções para o problema.

Iniciamos observando que o problema

− k1

∫
D\K̄

∇ψ′1∇ψ1dx− k2

∫
D\K̄

∇ψ′2∇ψ2dx+
4πe

T

∫
∂K

ψ′w+

− k2

∫
D\K̄

(r−2
D sinhψ2)ψ

′
2dx = 0,

(4.44)

onde K̄ ⊂ D ⊂ R3, pode ser caracterizado como da forma (2.32) com

a(u, v) = k1

∫
D\K̄

∇u1∇v1dx+ k2

∫
D\K̄

∇u2∇v2dx,

L(v) =
4πe

T

∫
∂K

γvw,

φ(u) = k2r
−2
D sinh (u).

Como no caso bidimensional, (2.10) permite uma estimativa similar a

(4.36). Também (4.37) é válida. Com isso, o funcional linear L(.) e a forma bilinear

a(., .) acima são limitados para ‖ψ‖1,2 limitado. Claramente φ(.) : R → R é não

decrescente, φ ∈ C0(R) e φ(0) = 0.

Consideremos agora o funcional j(.) : L2(D) → R como em (2.25), onde

Φ(v) = k2r
−2
D

∫ v

0

sinh (τ)dτ
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Como conseqüência do Corolário 2.2.2, j(.) restrito a V = W 1,2
0 (D) é

seqüencialmente fracamente semi-cont́ınuo inferiormente. Pelo Teorema 2.2.9, (4.13)

é equivalente ao problema:

Encontrar u ∈ V tal que u é a solução de

a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ L(v − u), ∀v ∈ V. (4.45)

O Teorema 2.2.8 mostra que (4.45) tem solução única em D(Φ) = {v ∈

V,Φ(v) ∈ L1(Ω)}.

Observamos que a desigualdade (4.25) em três dimensões requer que

ψ ∈ W 1,3(D) e não em W 1,2(D), garantindo que exp (kψ) é integrável, como no

caso bidimensional. Infelizmente, uma tentativa de trabalhar neste sentido leva a

problemas, os quais podem ser evitados com o uso forte de monotonicidade e res-

trição de domı́nio, como é visto em Glowinski [21]. Nesse mesmo trabalho podemos

ver também técnicas de elementos finitos para a obtenção de resultados numéricos.

É nossa intenção fazer uso dessas técnicas no presente contexto, utilizando dados

experimentais do Protein Data Bank.
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Birhäuser, Boston, 1994.

[14] EVANS, L.C., GARIEPY, R., Measure Theory and Fine Properties of

Functions. CRC Press, London, 1992.

[15] FALCONER, K., Fractal Geometry. Jonh Wiley, New York, 1990.

[16] FOGOLARI, F., ZUCCATO, P., ESPOSITO, G., VIGLINO, P., Biomolec-

ular Electrostatic with Linearized Poisson-Boltzmann Equation. Biophysi-

cal Journal, 76, (1999), 1-16.

[17] FOGOLARI, F., BRIGGS, J.M., On the variational approach to Poisson-

Boltzmann. Chem.Phys.Letters, 81, (1997), 135-139.

[18] FRANCHI, B., HAJLASZ, P., KOSKELA, P., Definitions of Sobolev

classes on metric spaces. Max-Planck Inst.Math.Nat.Leipzig, 11, (1998).

[19] GILBARG, D., TRUDINGER, N. S., Elliptic Partial Differential Equa-

tions of Second Order. Springer-Verlag, Berlin, 1977.

[20] GIRAULT, V., RAVIART, P.A., Finite Elements Methods for Navier-

Stokes Equation: Theory and Algoritms. Springer-Verlag, Berlin, 1980.

[21] GLOWINSKI, R., Numerical Methods for Nonlinear Variational Problems.

Springer-Verlag, New York, 1984.
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