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Resumo

Consideramos um potencial A a-Holder e uma funcao f: S — S, C? e
de grau 2 tal que a origem é um ponto critico (f’(0) = 0) e f é uniformemente
expansiva a menos de um intervalo [0, a 4 ¢). Neste trabalho mostramos que,
para um potencial genérico A, a medida invariante para f que maximiza a

acao dada por
/ Adp

¢ Unica e unicamente ergddica no seu suporte.
Estimamos também o comportamento assintético de integrais que depen-
dem de um parametro £ € R determinando cotas superiores para o limite

1
limsupglog/e@(w)dug(x),

§—00

onde yie é o estado de equilibrio para o potencial £A e as funcoes A e ¥ sao
a-Holder.
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Abstract

We consider an a-Holder potential A and a C? function f: S! — S! of
degree 2 such that the origin is a critical point (f’(0) = 0) and f is uniformly
expansive except for the interval [0,a + ). In this work we show that, for a
generic potential A, the f-invariant measure that maximizes the action given

by
/ Adp

is unique and uniquely ergodic on its support.
We also estimate the asymptotic behavior of some integrals depending on
a parameter £ € R giving upper bounds for the limit

1
limsupglog/e@(w)dug(x),

§—00

where f¢ is the equilibrium state for the potential (A, with A and ¥ being
a-Holder functions.
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Introducao

A acao classica surgiu na mecanica e é definida como a funcao que a cada
curva diferencidvel ~v: [a,b] — M associa a integral

S(y) = / Ly, t)dt

onde M é uma variedade e L: TM xR — R denota um lagrangiano. As curvas
v que minimizam a ac¢ao tém um interesse especial porque sao aquelas que
satisfazem a equagao de Euler-Lagrange. Esta equagao pode ser vista como
a generalizacao da Lei de Newton, pois para o lagrangiano L = Zv* — U(x)
esta equacao recai em F' = m a.

Mather definiu uma nova forma para uma ac¢ao tomando-a nao mais sobre

curvas diferenciaveis mas sobre medidas invariantes para o fluxo lagrangiano:

S(u) = / L du.
TM xSt

Usando esta definicaio Mané mostrou em [Ma2| que, genericamente nos la-
grangianos, a medida que minimiza a a¢ao ¢ Unica e unicamente ergédica.

Partindo desta definicao é natural pensar em uma a¢ao nao mais a tempo
continuo mas a tempo discreto. Para tanto fixamos uma fungao f: [0,1] —
[0, 1] que nos da a dinamica e tomamos p variando no conjunto das medidas
invariantes para f. Dessa forma a agao é definida por

S(M):/A dp

onde o potencial A toma valores reais: A: [0,1] — R.

Considerando-se f uma funcao expansiva de grau d e A um potencial a-
Holder, Contreras, Lopes e Thieullen provaram em [CLT] a versao discreta
do teorema de Mané, respondendo também a uma questao levantada por
ele sobre o suporte dessas medidas. Este resultado assegura que para um
potencial A genérico a medida que maximiza a acao é unica e tem suporte
em Orbitas periddicas. A principal ferramenta usada na prova deste resultado
é a existéncia de uma funcao sub-acao para o potencial A e para a funcao f.

Lopes e Thieullen mostram em [LT] a existéncia de sub-ac¢oes para os
difeomorfismos de Anosov e com isto também mostram que para um potencial



A a-Holder genérico e f um difeomorfismo de Anosov transitivo e de classe
C? a medida maximizante é tnica e tem suporte em uma érbita periédica.
Eles também provam, em [LT2|, a existéncia de uma sub-agao para o fluxo
de Anosov e para um potencial Holder.

Ja em [LT3] eles mostram uma relagao interessante entre medidas de
Mather para o fluxo geodésico em superficies de curvatura constante negativa
e medidas minimizantes para a acao da forma definida acima. A aplicacao
unidimensional f age no bordo do disco de Poincaré.

Estes trabalhos mostram que nos casos hiperbdlicos é possivel provar re-
sultados sobre a existéncia de sub-agoes e sobre a unicidade da medida que
maximiza a acao. Uma pergunta natural é se esses resultados continuam va-
lendo se a funcao f que define a dindmica deixa de ser expansiva (hiperbdlica).

Neste trabalho abordamos, no primeiro capitulo, o caso em que a dinamica
é dada por uma funcao f com um ponto critico na origem. Inicialmente
consideramos A sendo o potencial A(z) = log | f'(x)], que é importante porque
a acao tomada sobre ele nos da o expoente de Lyapunov de f, e mostramos
a existéncia de uma sub-agao Lipschitz. Depois tomamos A um potencial na
classe dos a-Hoélder. Mostramos que existe uma funcao sub-agao para f e
A e que esta fungao também é a-Holder. Com este resultado provamos que
genericamente em A a medida maximizante é tinica e unicamente ergddica.
Destacamos que a sub-acao esta definida em todo o intervalo de definicao de
f. Isto é util para analise de resultados sobre grandes desvios.

No segundo capitulo mostramos uma aplicacao para as sub-agoes, uti-
lizando-as para estimar o valor assintético de integrais que dependem de um
parametro £ que tende ao infinito determinando cotas superiores para o limite

1
limsupglog/e@(x)dug(x),

§—o0

onde f¢e é o estado de equilibrio para o potencial {£A e as funcoes A e ¥ sao
a-Holder.



1

f COM PONTO CRITICO NA ORIGEM

1.1 INTRODUCAO

Nesta parte do trabalho vamos estar considerando o espago F de fungoes
f: St — S! que sao de grau 2, de classe C? quando restritas a cada ramo
injetivo, tém x = 0 como ponto critico e que sao uniformemente expansivas
a menos de um intervalo [0,a + ¢) contido no primeiro ramo injetivo de f.
Na secao 1.2 vamos detalhar melhor esta classe de funcoes, explorando suas
propriedades e vendo exemplos.

Em um primeiro momento vamos fixar uma funcao f € F e o potencial
A = log|f'], que é de grande interesse pois nos dé o expoente de Lyapunov
de f. Este potencial pode nao ser continuo porque nao exigimos que f’ seja
continua no ponto em que ha a mudanca dos ramos injetivos. Além disso,
como f tem ponto critico, A tende a —oo quando x se aproxima de zero.

Definindo

m(4, f) = sup /Adu,
HeM(f)

onde M(f) é o conjunto das probabilidades invariantes por f, mostraremos
que, mesmo A tendo tais propriedades, é possivel determinar uma funcao
cobordo V1 : S — R de forma que A seja sub-cohoméloga & constante m(A, f),
isto é, que A < Vyof—Vy—A+m(A, f). E mais, mostraremos que Vy é
Lipschitz. Mais precisamente:

Teorema A. Seja f € F e A =log|f'|. Entao existe uma fungao Vs: S* — R

Lipschitz tal que:
AL Vyof—=Va+m(A,f).

Em particular, vale a igualdade no suporte de qualquer medida p que mazimize
m(A, f), isto €, A é cohomdloga a m(A, f) no suporte de .

Esta fungao V4 é dita uma sub-agao para (A, f) e é importante porque
nos possibilita mostrar que, se o potencial A admite uma tnica medida p



maximizante para m(A4, f), isto é, se p é a uinica medida em M(f) tal que
m(A, f) = [ Adu, entao f é unicamente ergédica no suporte de .

Em um segundo momento vamos novamente fixar uma funcao f € ¥ mas
vamos trabalhar com potenciais A: S! — R pertencentes a €%, conjunto das
funcoes a-Holder. Como agora o potencial tem mais regularidade podemos
mostrar resultados mais fortes.

Inicialmente mostraremos o teorema A adaptado a nova escolha do po-
tencial, isto é:

Teorema A’. Seja f € F e A € €% Entdo existe uma fungdo Vy: S* — R
também a-Holder tal que A < Vyo f —Va+ m(A, f). Em particular, A é
cohomdéloga a m(A, f) no suporte de qualquer medida mazximizante.

Em seguida, usando o teorema A’ e um resultado de analise mostraremos
que, genericamente em C¢, existe uma Unica medida maximizante para uma
fungao f € J fixada.

Teorema B. Seja f € F e a > 0. Entao o conjunto das funcgoes a-Holder
que possuem uma unica medida mazximizante para (A, f) € genérico em C“.
Além disso, para tais funcoes A, temos f unicamente ergddica no suporte de
tal medida maximizante.

1.2 AS FUNCOES f

Nesta secao vamos detalhar melhor as funcoes f: St — S! que formam o
espaco F que estamos considerando. Como ja dissemos, tais fungoes f sao de
grau 2 e de classe C? quando restritas a cada ramo injetivo, respectivamente
0=10,b) e 1 =1[b,1), onde b é o ponto onde hd a troca dos ramos injetivos.
Consideramos também que:

o f(0)=f"(0) =0;

e f/ 6 mondtona crescente no intervalo [0, a, onde a € 0 é tal que f'(a) =
L;

® [ |ja+e1) € uniformemente expansiva, isto é, existe § > 0 tal que | f/(z)| >

1+dsex>a+e¢e, para 0 <e < b— a fixado;

p1 > a + € é o inico ponto fixo nao nulo em 0.

Na figura 1.1 temos o grafico de uma funcao f que satisfaz estas condigoes.
Seguindo a notagao de 0 para o ramo injetivo a esquerda e de 1 para o ramo
injetivo a direita e como trabalharemos com pré-imagens, vamos denotar:



0 a P2 b 1

Figura 1.1: Funcao f € F
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e assim sucessivamente, como vemos na figura 1.2. Tais intervalos serao
chamados de cilindros.
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Figura 1.2: Cilindros

Lembrando que b é o ponto tal que 0 = [0,b) e 1 = [b, 1), observamos que
f" |5 (b) > py paran > 0 pois p; < b e p; é ponto atrator para f~!|5. Sendo



assim, como para todon > 0

00...00 = [0, f |5 (b)) D [0,a+¢],

(n+1) vezes

temos que o intervalo onde f nao é expansiva estd sempre contido nos cilindros
dessa forma.

Note que, se z € 10001 temos que z, f(2), f2(2), f3(z) e f*(z) estdao no
intervalo onde f ¢é expansiva pois nenhum destes pontos estd em um cilindro
formado s6 por zeros. Por outro lado, se z € 01100, entao z, f(z) e f2(2)
estdao no intervalo onde f é expansiva, mas f3(z) e f4(z) estao em cilindros
sO de zeros e portanto podem estar no intervalo onde f nao é expansiva.

1.3 POTENCIAL A(x) = log|f'(z)]

Como ja foi dito, esta escolha particular para o potencial A é de grande
interesse porque encontrar a medida que maximiza f Adp significa determinar
a medida que maximiza o expoente de Lyapunov.

Para fixarmos notacao salientamos que, quando ficar claro quais funcao
f e potencial A estamos considerando, denotaremos m(A, f) apenas por m.
Ainda antes de prosseguirmos vamos a algumas defini¢oes.

Definigao 1.1. Dados uma funcao f e um potencial A, dizemos que uma
fungao W é uma sub-acao para (A, f) se satisfaz a equagao de sub-cohomologia
Wof—-W2X>=2A—-m.

Definicao 1.2. Dizemos que uma aplicacao f é unicamente ergddica se existe
uma unica medida g invariante por tal f.

Estamos agora em condigoes de definir a sub-acao V4 para (A, f). Vamos
utilizar a mesma fungao V), definida em [CLT]:

n—1
Vatw)i= sup 3 [logly(y)l-m] (1.1)
y| )= 1=°

ou seja, para cada ramo com n pré-imagens de x — n qualquer — tomamos
a soma de log |f'(-)| — m aplicada em cada ponto de tal ramo excetuando o
préoprio ponto x. V4 nos da entao o supremo sobre todos esses valores.

A vantagem de a definirmos dessa maneira é que tal definicao ja nos
garante que V4 é uma sub-acao para (log|f’|, f). De fato:

(Vao f) (z) = Va(z) +log|f'(z)| = m, VzeS

= Vao f—Va=log|f'|—m.



Como V, é dada por um supremo, mostrar que esta fungao estd bem
definida significa mostrar que existe uma constante () > 0 tal que

n—1
Va() = sup > logl f/(fy)l-m] < Qs
yl fly)=z =0

para todo x € S'. Além desta limitacao superior, também mostraremos que
V4 é limitada inferiormente, ou seja, que existe Q1 > 0 tal que Va(x) > Q1
para todo z € S'. Essa ultima limitacao uniforme vai nos garantir que,
dado um ponto z, os seus ramos de pré-imagens que possuem muitos pontos
na regiao onde log |f'(-)| < 0 ndo vao ser considerados quando tomamos o
supremo. De fato, como

Cm< - / log | f'|d8,, = — log |f(p1)] <O,

mostraremos que a soma de log | f'(-)| — m em tais ramos sera menor que .

Proposicao 1.1. A funcio Va dada por (1.1) estd bem definida, ou seja,
existem constantes Q1 e Qo em R tais que

n—1
@1 < sup Z [log]f’(f"y)]—m} <@y VzeSh
n20 =0
Yl (y)=z
Antes de provarmos esta proposicao faremos algumas consideracgoes pre-
liminares:

a) log|f'(z)] < 0 sempre que z € [0,a) pois 0 < f'(z) < 1 para todo z neste
) log | pre q ,a) p p
intervalo;

b) existe e > 0, definido pela continuidade de log | f'(+)| em 0, tal que log | f'(2)| <
m se z € [0,a + €), pois m > 0;

c) f"([0,a+¢)) C[0,a+ ¢) para qualquer n pois z = 0 é ponto atrator para
f, isto é, uma vez que a orbita de um ponto entra neste intervalo ela
nao sai mais do mesmo;

d) f ’[a%’l) ¢ uniformemente expansiva, isto é, existe § > 0 tal que |f'(z)| >
1+ dparax € [a+e,1).

E natural que ainda tenhamos a propriedade da distor¢cao na parte das
orbitas que estao no intervalo onde f é expansiva. Provamos isso no lema
abaixo.



Lema 1.2. Seja f como definida anteriormente. Se x e y estdo no mesmo
ramo injetivo de f" e, se parai =0,..,n—1, temos f'(z), f'(y) € [a+e,1) -
intervalo onde f é expansiva — entao existem constantes C7 e Co em R, com
Cy > 0, tais que

Cilf"z = Myl <lo

g‘ (/") (@)
(/") ()
Prova. Como f é de classe C? quando restrita a cada ramo injetivo e f’ >
no intervalo [a, 1), existem constantes C; e Cy em R tais que:

~ inflg 1) f” f”( ) supg f” ~
C = ’ < - =C,y, Vrela+el).
SUD[q4e.1) |f| |f'(z)] ~ inflay [f]

Observamos que Cs > 0 pois, como f’ é mondtona crescente no intervalo
[0, a], temos f” > 0 neste intervalo.

Definindo h: [a + ¢,1) — R por h(z) := log|f'(z)| temos que h'(x) =
f"(z)/|f'(z)| e portanto: C1 < W(x) < Cs.

Por outro lado, como x e y estao no mesmo ramo injetivo de " e suas
orbitas até n — 1 estao no intervalo onde f é expansiva temos:

G L L R T

ondei=0,..,n—1eX=infl,.q)|f|>140.
Sendo assim, utilizando o teorema do valor médio, obtemos:

‘ < Golf"x = [yl

Anz

™Y@ | S o 7 — 1og | (£
1og)(fn),(y)]—zl 1) = g ()

n—1
= Zh’(z» (f'z = f'y)
1=0
(f”)’(:v)‘ EAT R Co i
) g\(fn),( | <Gl riY g < gl
@) < A pn oL Ci o e
log‘(fn),(y)‘ > Ci|f"'e— f yl;—M_i > —1_§\f z — "yl
E entao:
Cilf"x — f"y| < 108;'%:;23 Colf"x — "yl
onde Cl = —C’l/(l—%) 602 = ég/(]_—%) > 0. [l



Prova da Proposicao 1.1: Vamos dividir esta prova em duas partes.

Parte 1: Existe uma constante Q2 € R tal que Vi(z) < @2, para todo
reSh

Dados x e n quaisquer, fixamos um ramo de pré-imagens dado por y tal
que f"(y) = x. Vamos mostrar que existe uma constante ()2 € R tal que

n—1
> log £/ (f'y) —m] < Qs
=0

e assim teremos que V4(x) < Q2, para todo z € S*.
Se y = x temos um ramo periddico:
n—1
> g ()] = m] =n [ log |7 dsugs —
i=0
<mm-—-nm=2~0

ou seja, ja temos uma limitacao superior.

Suponhamos entao que y # x. De acordo com as observagoes sobre a
funcao f feitas anteriormente, vamos separar a érbita de y até x em dois
pedacos: os pontos que estdo nos cilindros da forma 0---0 e os que nao
estdo. Para tanto vamos denotar por f*y o primeiro 1terado de y que esta
em um cilindro s6 de zeros. Mais precisamente, definimos k := min{r|f*y €
0 Vs>r}

Dessa forma:

— k—1 n—1
Z log | f'(f'y) Z log [ '(f*y) +Z log | /'(f*y)| = m] .
1=0

=
N J/

'

A B
Note que, dependendo do ramo, podemos ter A =0 ou B = 0.

LIMITANDO O SOMATORIO A

Como fly € @1 ap—y # 0---0, para i = 0,..,k — 1, temos que
fity) > f %5 (b) > a+¢e parai = O7 k=1 Denotando por p o ponto
periédico de perfodo k que estd no mesmo ramo injetivo de y para f*, temos
que fiy e f'p estao no intervalo [a+e¢,1) parai = 0,..,k—1, ou seja, estamos
nas hipéteses do lema 1.2.

Entéo, lembrando que 31~/ [log |f'(f’p)| — m] < 0, obtemos:

k—1

A <Y [loglf'(f'y)l = log |f'(f'p)]]

W)

k, gk
(fk)’(p)’ < Gol ffy — f7pl < Co.

= log

10



LIMITANDO O SOMATORIO B

Como ja observamos, log|f'(z)| —m < 0 para z € [0,a+¢) e p; é o ponto
fixo ndo nulo do cilindro 0. Definindo j := #{fly > a +¢,i = k,..,n — 1},
temos j < n e:

B= > [oglf'(fy)l—m]+ > [og|f(fy)—m]

fiy€(0,a+e) fly>a+e
| kj—1 |
< > [loglf'(Fy)l=m] =Y [log|f'(fy)—m]
fly=a+e i=k
k+j—1

<" [loglf/(fiy)] — log| £/ (py)]] :log‘qﬂ)(f >‘
i=k

— (f7) (p1)
S ol F(fFy) = F(pr)l = Col 1My —pi| < Cy
O lema 1.2 pode ser utilizado porque f*y e p; pertencem a 0\[0,a + ¢),

parai=0,..,5 — 1, e ffy e p; estdo no mesmo ramo injetivo de f7.
Concluimos entao que, dado um ramo de n pré-imagens de x:

,_.

n—

[log‘f(fz )|—m} :A+B<CQ+C2:2022Q2

s
Il
=)

= Va(z) < Qy, VxeS (1.2)

Parte 2: Existe uma constante @); € R tal que Vy(z) > @i, para todo
reSh

Vamos mostrar que, dado z, existe um ramo de pré-imagens tal que a
soma de log | f’(-)| — m aplicado em cada ponto de tal ramo é maior que uma
constante uniforme ;. Dessa forma teremos que Vj(z) > @1 para todo
reSh

Como vimos acima )3 > 0. Sejam entao:

o M, := M;(Q2) > 1 tal que log(sup f') < M;Qq;

e ny :=n1(Q)2) o maior inteiro tal que n log(sup f') < 4M;Q>.

Dessa forma, dado um ponto x, vamos tomar o ramo com n; pré-imagens
sendo todas escolhidas no cilindro 1. Assim, garantimos que todos os pontos
deste ramo estao na parte expansiva de f.

Além disso, fixamos p como o ponto periédico de periodo n; tal que p
acompanha o ramo selecionado de x.

11



Como
ni—1

1 ! 7 !/
- E log |[f'(f'p)| = /10g|f | ddo(p) < m,
=0

existe um inteiro My := M(ny) > 0 tal que

ni—1

M |
n—f > log|f'(f'p)| >m
1=0

ni—1

= —mm > =My Yy log|f'(f'p)| = —log|(f™)'(p)|™"

i=0
Portanto:

ni—1

> [loglf/(fiy)l —m ] = —nym +log|(f™) ()|

=0
(™)' W) (™)' W) :
log————"2— =log —++—%— — (M — 1)1 e
iy ) M el )
> Oz — p| — ni(My — 1) log(sup f)
> Cilx — p[ — 4M1 MaQy
ni—1
= > [log|f'(f'y)] =m] > { (_f ]ﬂ]\ﬁfﬁ;@, N gi ig

=0

Definimos assim ()7 := min{C} — 4M; M>Qs, —4M1M5Q>} e obtemos

que:
ni—1

Va(@) =Y Qlog|f'(fiy)l —m] > Q

=0
= Q1 < Vu(z), VxeS (1.3)
Dessa forma, de (1.2) e de (1.3) obtemos que:

3 Q1,Q2 € R tais que Q; < Vu(z) < Qy, VzeS!

concluindo assim a prova da proposicao 1.1 O

Observagao 1. Note que Qo := 2C5 > 0 pois Cy > 0. Por outro lado, temos
Q1 < 0 porque Q; < —4M; M@, < 0.

Mostramos até aqui que V4 estd bem definida e que é uma sub-acao. Antes
de mostrarmos que também é Lipschitz provaremos um lema auxiliar.
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Lema 1.3. Eziste v > 0 tal que se x € [0,7) entao qualquer ramo de pré-
imagens de x que contenha o ponto 29 := f~l5(x) € tal que

n—1
> llog £/ (f'y)| —m] < @
=0

sobre tal ramo.

Prova. Como log | f'| é continua em cada ramo injetivo de f e lir% log |f'(2)| =
Z—>

—00, existe ¢ € [0,a] tal que log|f'(¢)| = 2Q1 < 0. Definindo v := f(q)
observamos que:

v €[0,7) = ) = [7'[5(x) € [0,q) = log |f'(z})] < 2Qu.

Entdo, para qualquer ramo de pré-imagens de z contendo o ponto
obtemos:

,_.

n—2

[log|f'(f'y)l = m] =log| f'(a)| —m+ > _ [log|f'(f'y)| = m]

<2Q1—m+Q2<2C§1+Q2<Q1,

n—

i\
o

onde a ultima desigualdade segue de:

Q1 < =AM MyQs < —Q2 = Q1 + Q2 < 0. ]

Observagao 2. Com este lema concluimos que, se x € [0,7), entdo os ramos
de pré-imagens de = que serao considerados na determinacao de Vj(x) s@o
aqueles que tém z} := f~!|z(z) € 1 na sua drbita. Ou seja, para tal z, s6 nos
interessam os ramos injetivos cuja n-ésima pré-imagem esteja em um cilindro
da forma a,a,_1 - - - as1l — o que significa que toda orbita de x esta no intervalo
onde f é expansiva.

Proposicao 1.4. V), € Lipschitz, isto €, existem constantes C, & > 0 tais que
v — 2’| < &= |Va(z) = Val2)| < Clx —2|.

Prova. Dados z e ' vamos supor, sem perda de generalidade, que V4 (z) >
Va(z'). E para esse x, dado € > 0, fixamos um ramo de n pré-imagens dado
por f"(y) = x de forma que:

3
,_\

Val(z) - [10ng (f'y)l —m],

N
Il
o
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onde o somatdrio é tomado sobre tal ramo.

O ramo de 2’ que vamos considerar é aquele que acompanha o ramo de
x fixado. Ou seja, y e y/, dados de forma que f"y = x e f"y = 2/, estdo no
mesmo ramo injetivo de f™.

Definindo £ := (1/2)~, onde « é dado pelo lema 1.3, vamos analisar trés
possibilidades para as posicoes de x e 2/, lembrando que estamos considerando
|z — 2| < &.

CAsoO 1: ou z ou 2’ é menor que
q

Nessa situagao temos que z, 2’ € [0,7). Logo, pela observagao 2, os ramos
fixados de x e 2’ tém todos os seus pontos no intervalo onde f é expansiva.
Sendo assim, pelo lema 1.2:

[Va(w) = Va(2")| = Va(x) — Va(a')
Z log | f'(f'y) =2 [log |7 (fy)] = m]

< € +log < E+4 Cylx — 2|

Fazendo-se £ — 0 obtemos:

|Va(z) — Va(2)| < Colz — 2’| para |z — 2| <&

CASO 2: ou z ou 2’ estd em [{,a + ¢) onde ¢ define o intervalo onde f é
expansiva.

Como p; é ponto atrator de pré-imagens em 0, existe ny > 0, dependendo
apenas da dinamica de f, tal que os ramos de pré-imagens de x e z’ vao conter
no maximo ny pontos no intervalo £, a+¢). Os demais pontos de suas érbitas
estao todos em [a+¢,1), isto é, na parte onde f é expansiva e, portanto, vale
o lema 1.2.

Sendo assim, o que precisamos é controlar a parte das 6rbitas que estd em
[€,a 4 €). Para isso vamos proceder de forma andloga & prova do lema 1.2,
utilizando que

fly—rf1y < Elx—x’\, para i > n — ng,

onde 0 < \ := infe ) | f'] < 1:
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n—1

f'(z) >

lo o8 | 7 = J'y—rf'y

B Z ) 2 () )

n—1 ng

supg: f” , 1 supg: f” , 1
< = T— — < = T — -
D Pl T S S P

" -1
e S (1 _ L) [/\ (1 _ 1)}
A "2 A

"
<M<1—~L> z — 2|
MA—1) e

onde z;, dado pelo teorema do valor médio, é um ponto do intervalo aberto
definido por fiy e fiy/
Entao:

[Va(z)—=Va(2")| = Va(x) — Va(2')

n—nmo—1 fl
<5+Zl Z

_ N supslf/< 1) ,
< e+ C Tbnz nn?l—f—— l——)|lz—2
Ay = oy s o2/

. f" 1
<g+[§'_2+M(1_~_)]|m_xf|
Az N\ —1) Anz

Fazendo-se € — 0 e definindo-se
_ % | sups f7 (1 _ L)
A2 /\()\ -1)

-1 /

T2
obtemos:

|Va(z) — Va(a")| < Cslx — 2’|, para |z —2'| <&.

Caso 3: z,2' €fa+¢e,1)

Neste caso todas as pré-imagens de x e de x’ estdo no intervalo onde f é
expansiva. Temos portanto a mesma situagao do caso 1:

|Va(z) = Va(2")| = Va(z) — Va(2') < €+ Colx — 2]
Ou seja, fazendo-se € — 0:

[Va(z) = Va(a")| < Colz — 2’|, para |z —2'| <&

Concluimos assim que, definindo C' := max{Csy, C5}:

|z — 2| < &= |Va(z) = Va(a)] < Clz — 2']. O
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Seja p uma medida maximizante para (A, f). Como Vyof—V4—A+m >0

/(VAOf—VA—A—i—m)d,u—m—/Adu—O

concluimos que V4o f — V4 — A+ m = 0 no suporte de u. Provamos assim o
teorema A enunciado na secao 1.1.

O que mostraremos no proximo lema é como a existéncia da sub-acao Vy
nos garante que, se a medida que maximiza [ log|f’|du é tnica, entao f é
unicamente ergodica no suporte desta medida.

Lema 1.5. Se ia € M(f) € a unica medida que mazimiza [ Adp entio f é
unicamente ergodica no suporte de jia

Prova. Como 4 é uma medida maximizante para (A, f) temos que Vyo f —
Vi—A+4+m = 0 para quase todo ponto x em relagao a medida p4. Lembrando
que o suporte de p4 é o conjunto fechado definido por

supp(pa) := {x € S'|V Vvizinhanca de z, ua(V) > 0},

temos que a equacao de cohomologia vale no supp(p4) a menos de um con-
junto B C supp(pa) de medida pa zero.

Como V), é continua e o unico possivel ponto de descontinuidade do po-
tencial A = log|f’| é o ponto b, onde ha a troca dos ramos injetivos de f,
afirmamos que tal conjunto B ou é vazio ou B = {b}. De fato, supondo
B # 0, seja x € B tal que x # b. Entao, como V4 e A sao continuas em z,
existe uma vizinhanga U de z tal que Vo f — V4 — A+ m # 0 para todo
y € U. Sendo assim, temos que

UC B = pusU)=0.

Mas pela definicao de supp(pa) temos que pa(U) > 0. Portanto, se B é
nao vazio entao s6 pode conter os pontos de descontinuidade de A, isto é,
B = {b}.

Como o caso B = () é trivial, vamos considerar que B = {b}.

Seja entao pu uma probabilidade invariante para f e com suporte contido
em supp(ua). Observamos que u({b}) = 0. De fato, seja W um aberto
contendo o ponto z = 0. Como este ponto é atrator temos que

FRW 2 W = u(f W) = w(W)

e, como b = f7!|70 temos que f~;W 2 {b}. Dessa forma, sendo p invari-
ante para f:

p(W) = u(f W)+ p(f W) 2 w(W) + 1 ({6})
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= p({b}) = 0.

Sendo assim, temos que:

/ (VAof—VA—A—i—m)d,u

supp(pa)

= / (VAOf—VA—A—I—m)d,tLqL/(VAof—VA—A—I—m)d,u
supp(p4)\{b} {v}
= 0.

Mas por outro lado, também temos que:

/ (Vao f—Vae A+m)du=m— / Adp.

supp(pa) supp(pa)

Portanto concluimos que

/ Adp = m.
supp(pa)

Entretanto, como p4 ¢ a Unica medida maximizante, temos que p = fi4,
o que prova que f é unicamente ergddica no suporte de fi4. O

Concluimos, dessa maneira, a analise do caso em que o potencial é dado

por A(z) = log|f'(z)|.

1.4 PoOTENCIAL A a-HOLDER

Nesta secao vamos considerar um potencial mais geral pertencente ao
conjunto C¢ das funcoes a-Holder. Nossa estratégia é provar a existéncia da
sub-acao a-Holder V (Teorema A’) e usa-la como ferramenta para provarmos
nosso resultado principal, o teorema B.

Observamos que o teorema B torna-se trivial quando a tnica medida ma-
ximizante é dada por p = dp — medida de Dirac no ponto x = 0. De fato,
se existe uma medida v tal que supp(r) C supp(dy) = {0} entdo v = dp e
portanto temos que f é unicamente ergddica no suporte de dy. Dessa forma,
vamos desconsiderar o caso em que a medida maximizante é dada por 0.
Temos assim que A(0) < m. Entao, como A é uma fungao continua, existe

6 >0 tal que, para qualquer x € [O, 5)
|A(0) —m|

:>A(x)—m<—T:: —a<0. (1.4)

1A(0) —m|

A(z) <m — 5
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Observamos que continuam valendo as caracteristicas gerais de f enun-
ciadas na secao 1.2, em particular o intervalo onde f é uniformemente ex-
pansiva. Ou seja, fixado € > 0, existe § > 0 tal que |f'(z)] > 1+ se
xr € la+el).

Trabalharemos com a mesma funcao V, definida anteriormente, isto é:

Va(z) == sg[[; Sp(A—=m)(y) (1.5)
y\f"fy):x

onde S, (A —m)(y) := S0 [A(f'y) — m], pois tal defini¢io ja nos garante
que V4 é uma sub-acao.
Vamos comecgar provando que, nesta situacao, V) estd bem definida.

Proposicao 1.6. A sub-acdo V4 dada por (1.5) estd bem definida, ou seja,
existem constantes Q1 e Qo em R tais que

Qi< sup Sp(A—m)(y) <Q, VreSh
n>=0
yl M (y)=z

Observamos que tais constantes () e ()2 nao sao necessariamente iguais as
constantes que servem como cotas para V4 quando consideramos A = log | f’|.

Prova: Esta prova sera desenvolvida de maneira muito semelhante a
prova da proposicao 1.1.

Parte 1: Existe uma constante ()3 € R tal que Vi(z) < @2, para todo
reSh

Para x e n quaisquer tomamos um ramo de n pré-imagens de  dado por y
de forma que f"y = x. Consideramos que y # = pois caso contrario teriamos
um ramo periodico e, portanto, a limitagao superior dada por zero.

Como fizemos na prova da proposicao 1.1 vamos separar a érbita de y até
x nos pontos que estao nos cilindros formados sé por zeros e os pontos que

nao estdo. Ou seja, definindo-se novamente k := min{r|fsy € 0 Vs > r}
temos:
k—1 n—1
Su(A=m)(y) = ) _[A(f'y) —m]+ ) _[A(f'y) —m]
i=0 i—k
E F

LimitaANDO E

Como anteriormente, observamos que f'y > f~|5(b) > a + € para i =
0,..,k — 1, isto é, tais iterados de y estao no intervalo onde f é expansiva.
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Tomando p como o ponto periddico de periodo k, tal que p e y estao no mesmo
ramo injetivo para f*, temos que seus iterados também estao no intervalo onde
f ¢é expansiva. Temos ainda que:

1

|fly — fp| <

onde X = infj,opy |f/| > 1.
Entao, como Sp(A —m)(p) < 0 e denotando a constante de Holder de A
por H,(A):

k—1 k—1
E <) [A(f'y) — A(f'p)] < HalA) Y If'y— f'pl®
=0 - 1 =0 -
< ‘HCV(A)|fky _p‘az W < Ha(A)m =: D
=0

onde notamos que Dy > 0.
LimiTANDO F
Lembramos que:
a) sez € [O,S) entdo A(z) —m < —a < 0;

b) f"([0,p1]) C [0, p1] para qualquer n, logo quando a érbita de um ponto
entra neste intervalo ela nao pode mais sair;

¢) flia+e1) é uniformemente expansiva.

Além disso, sendo p; ponto atrator de pré-imagens em 0, existe ng > 0,
que depende apenas da dinamica de f, tal que qualquer ramo de pré-imagens

de x contém no maximo n3 pontos no intervalo [5, a+¢e) C[0,p].

Definimos j := #{f'y > a+¢,i = k,..,n — 1}. Logo, adaptando (1.6)
parai =k,...,k+j7—1 e como A(p;) —m < 0, onde p; é o ponto fixo nao
nulo do cilindro 0, temos:

F= > [Afy)-ml+ > [Af»)—ml+ > [A(f'y)—m]

fiyE[O,S) fiye[g,aﬂ-:) fiy>a+te
k+j—-1 '
<ns (A= m) + 3 [AU) — ]
s
<ng (|l =m) + > [A(f'y) — A(p)]
i=k
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J
. 1
<ng (A = m) + Ha( Ay =Y 1
i=1
)\O{
<y (4] = m) + Ha(4)

Sendo assim, dado um ramo qualquer de n pré-imagens de x e denotando
Dy :=n3 (||A|| — m), temos:

Sn(A—m)(y) =E+F < 2Dy + Dy =: Qs

= Va(z) < Qy, VrxeS (1.7)

Temos que Dy > 0, pois m < ||A||, e D; > 0. Portanto, Q2 > 0.
Observacao 3. Chamamos a atencao para a constante D := Ha(A)% >0
definida acima pois tal constante voltara a aparecer no texto.

Parte 2: Existe uma constante @); € R tal que Vi(z) > @y, para todo
reSh

Mostraremos aqui que, dado qualquer z, existe um ramo de pré-imagens
deste ponto tal que a soma de A—m sobre tal ramo é maior que uma constante
uniforme @);. Segue disto que V3 > ;.

Como )y > 0, definimos:

M, = ]\/j\l(QQ) > 1 de forma que ||4]| < MQs;

e /1 :=11(Q2) > 1 como o maior inteiro tal que ;|| A < 4]\//71622;
° ]\//72 = ]\/J\Q(QQ) > 1 tal que inf A > —]\/4\2Q2;
o [5:=15(Q2) > 1 tal que:

— se inf A < 0, [y é o maior inteiro que satisfaz [y inf A > —4]\/4\2622;

—seinfA > 0, [, é igual a 1 pois neste caso a desigualdade acima
sempre € satisfeita;

® Ty = min{ll, lz}

Pela definicao de ny temos que ny||A|| < L||A|| < 4M1Q2 e nyinf A >
—4M5Q)s.

Dessa maneira, dado um ponto x vamos escolher o ramo com ny4 pré-
imagens sendo que todas sao tomadas no cilindro 1, isto é, todos os seus
pontos estao no intervalo onde f é expansiva.
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Seja p o ponto periédico de periodo ny de forma que tal ramo de p acom-
panha o ramo escolhido de x. Sabemos que

e portanto temos que

ng—1

—ngm > — M, Z A(f'p).
i=0

__ Observamos que, dependendo do potencial A, podemos ter ]\/4\3 > 1 ou
M3 < —1. Vamos analisar as duas situacgoes:

a)]\/4\3>1

Utilizando a desigualdade anterior, adaptando (1.6) para ¢ =0,..,n4 — 1
e pela definicao de ny temos:

n4a—1

Sui(A—m)(y) = —nym + Z A(f'y)
> |3 AUt - AU | - (1) Y Al
> —H,(A) Z | fly — fip\“] —na(Ms — 1)|| A

n4 1 P
> —Hy(A)|z —p|* Z ()\ai) — 4M M3Q
i=1

«

)\a _
> —D — 4]\/4\1]\/4\3Q2

> —H,(A)

= AN, M5Q,

onde observamos que —D; — 4]\/4\1]\/4\3622 < 0.

b)]\/fg<—1
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Novamente adaptando (1.6) e de acordo com as defini¢oes de ]\/4\3 e My
temos:

SulA—m)) = —mam + Y Al
> Y [AlF9)  AFD] — (1) Y Al

2 —D1 — (Z/\4\3 — 1)7’L4 inf A
> —D; + 4(]\/4\3 - 1)]\/4\2622

com —D; + 4(]\/4\3 — 1)]\//[\2QQ < 0 também.
Logo, definindo

Q1 := min{—D; — 4]\/4\1]\/4\:5@2, —D; + 4(1\//-73 - 1)]\/4\2622}

concluimos que Vy(z) = S, (A —m)(y) > @1, ou seja:

Q1 < Vu(x), Vo € S*. (1.8)
De (1.7) e de (1.8) temos que existem constantes ()1 e Q2 em R tais que
@1 < V4 < @9, concluindo a prova. ]

Como anteriormente mostraremos agora a regularidade da sub-agao Vjy.

Proposigao 1.7. A funcao Va definida acima é a-Hélder. Isto é, existem
constantes H,(Va) e p maiores que zero tais que:

|z — 2| < p=|Va(z) — Va(2')| < Ho(Va)|z — /|~

A dificuldade na prova desta proposicao é mostrar que V4 é a-Holder em
uma vizinhanga de zero, uma vez que temos f'(0) = 0 e a limitacdo que
estamos usando é dada pelo inverso da derivada.

Dessa forma vamos mostrar primeiro que V4 é a-Holder quando restrita
ao intervalo [a + £,1) onde f é expansiva. Na seqiiéncia provaremos também
outros dois lemas que serao utilizados na prova da proposi¢ao acima.

Lema 1.8. Sejam x e x' dois pontos do intervalo [a +€,1). Entao
|Va(z) = Va(2")| < Dyl — 2’|,
onde Dy € dada pela observagao 3.

Em particular este lema nos diz que V4 restrita ao cilindro 1 é a-Holder
e portanto continua.
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Prova. Suponhamos, sem perda de generalidade, que Vy(x) > V4 (2'). Assim,
dado &, vamos tomar um ramo de pré-imagens de x tal que Vy(z) — & <
Sp(A —m). E para 2/, tomamos o ramo de pré-imagens que acompanha o
ramo de x ja fixado.

Dessa forma, adaptando (1.6) para i = 0,..,n — 1, temos:

[Va(@) = Va(@)] = Va(z) = Va(') < &+ ] [A(f'y) — A(f'Y)]

1
<é+ Ho(A)|z =2/ :

<E+ Hy(A)|x — 2| ——
=&+ Dy|z — 2|*

Fazendo-se £ — 0 obtemos que |V4(z) — Va(2')| < Dy|z — 2'|*, provando
o lema. 0

Lema 1.9. Existe um inteiro ns > 0 tal que, se um ramo de pré-imagens de
um ponto x qualquer € tal que S, (A —m)(y) > Q1, entdo tal ramo possui no

mazximo (ns — 1) pontos no intervalo |0, S>, onde 0 € dado por (1.4).

Prova. Definimos n; como o primeiro inteiro tal que nsa > Q2 —@;. Dado um
ponto x qualquer, tomamos um ramo de pré-imagens tal que S,(A—m)(y) >

Q1

Lembrando que se z € [ > entao A(z) —m < —a < 0, temos:

Qi< Su(A-m)y)= Y [A(fy)—m]+ > [A(f'y) —m]
fi

ye[0,6) fiy>é

< Z [A(f"y) —m] + Qs

fiye[O,S)

<#{flyel0,6), i=0,.,n—1}(—a)+ Qs
Temos assim que # {f’y € [0,5 ,1=0,..,n— 1} (@) < Q2 — Q1 < nza

e portanto # {fiy € [0,5) , 1=0,..,n— 1} < ns. Ou seja, este ramo tem
0,

no méaximo (ns — 1) pontos em [ 5). O
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Lema 1.10. Eziste v > 0 tal que, se © € [0,7), entdo os ramos de x que
sao considerados na determinagao de V4(z) sao os que contém o ponto xi =

f ().

Observamos que, como z} € 1, qualquer ramo de x que contém tal ponto,
independente de seu tamanho, é tal que todos os seus pontos estao no intervalo
onde f é expansiva pois estao em cilindros que terminam por 1.

Prova. Definiremos v de forma que tenhamos vy < f758 onde ng é definido
pelo lema 1.9 e § é dado por (1.4). Sendo assim, dado z € [0,7), temos que
x < § porque zero é ponto atrator para f e parai=1,..,ns,

20 < b= A@d) —m < —a (1.9)

onde ¥ := f~'[5(x).

Por outro lado, como estamos querendo estimar sobre quais ramos de x
temos S, (A — m) mais préximo do valor de V4(z) vamos considerar apenas
os ramos de pré-imagens tais que S, (A —m) > @1 — cota inferior de V4 dada
pela proposicao 1.6. Entao, pelo lema 1.9, temos que os ramos que vamos
considerar nao podem conter o ponto 9525 porque neste caso teriamos mais

que ns — 1 pontos no intervalo [0, 5) Isto significa que vamos nos restringir
apenas aos ns ramos dados a partir dos seguintes pontos:

Ramo 1: x}

Ramo 2: 29 x}

Ramo ns: 2% 2§ -+ =z

onde estamos considerando zj := f~'|3(29_,), com j = 1,..,n5. Tais ramos
estao representados na figura 1.3.

A partir deste ponto vamos considerar o indice ¢ variando no conjunto
{1,..,n5 — 1} e o indice j variando no conjunto {1,..,ns}.

Como f~t|7 é continua e tomando-se ¢ := f~!7(0), afirmamos que para
todo & > 0 existe ¥ > 0 tal que:

@ =0 < f"*70F = |aj — ] < &, V.

De fato em cada ponto 2¥ a continuidade de f~!|; nos da a existéncia de
um 7; tal que se |27 — 0] = 27 < 7; entdo |z} — | < & para j =i+ 1. Fixamos
4 como o menor destes §; e tomamos |z — 0| < f(5~15 < 7 pois desta forma
garantimos que |z¥ —0| = z¥ < 4 para todo i e conseqiientemente |mj1 —c| <&,
onde j =17+ 1.
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Figura 1.3: Ramos do ponto =

Mas por outro lado temos que A é continua e, pelo lema 1.8, V|1 é a-
Holder, portanto também continua. Entao, dado & = «a/2"5:

existe &y tal que |:1c]1 —cl <& = |A(x;) —Alc)| <é= %
existe & tal que [z — ¢ < & = |Va(z]) — Valeo)] < € = 2;:;

Entdo, fazendo-se § := min{y, &} fica determinado um 4. Definindo-se
v :=min{ [, f"5"Y37} temos que:

|:E—O|<’y:>]a:]1~—c|<§, Vj =

1 (6]

|A(z;) — A(c)| < o (1.10)
Va(ah) = Va(e)| < 2i (1.11)

paraj =1,..,n5 — 1.
Assim, quando tomamos a soma de A(-) —m sobre cada um dos ns ramos
que estamos considerando até o seu primeiro iterado em 1 — isto é até os
11 1 )
pontos y, Ty, -+ ou x,_ — obtemos:

Ramo 1: por (1.10):

A(xi)—m>A(c)—m—%
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Ramo 2: por (1.9) e (1.10):

(A(2}) —m) + (A(z3) —m) < —a+ A(c) —m+ 2(:;

:A(c)—m—<1—2i5>oz

(A(@9) = m) + (A()) = m) + (A(a}) —m) < =20+ A() =m+ ——

Ramo 3: por (1.9) e (1.10):

E assim sucessivamente até o ramo ns, onde temos:

Ramo ns: novamente por (1.9) e (1.10):

ns—1

Z [A(x?) —m] +A(x,115) —m < —(ns — Da+ A(c) —m + @

=1

Ou seja, para j > 2 vale que:

[A(z]) —m] + A(z}) —m < A(c) —m — <1 — 1r> a (1.12)

s=1

e para j = 1 vale que
A(x7) —m > A(c) —m — a /2. (1.13)

Agora observamos que:

j—1

Z A(2Y) —m

s=1

Va(z) = + A(mjl) —m+ VA(x})

para algum j.
Mas por (1.11) temos:

Va(z}) < Va(e) + a/2" para j > 2 (1.14)
Va(zy) > Vale) — /2™ para j = 1. (1.15)
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Portanto, quando j > 2, temos por (1.12) e por (1.14) que:

j—1

Z A(2%) —m

s=1

+ A(x}) —m+ Va(z])

Il
I
&

|

3
+
=

|

VRN
—_ —
|

[\&)

3
U" —
N——

Q

< A(e) —m + Va(c)

B 2115—1 @

e quando j = 1, temos por (1.13) e por (1.15) que:

1 1
Ae}) = m 4 Va(a}) > A(e) =m = Za+ Va(e) = 5oa
1
= A(C) —m _'_ VA(C) - 21’15—1&
Logo:
1
Ala}) = m+Vale}) > Ale) = m+Va(e) = g0
7j—1
> 3 [AGY)  m] + Al) —m+ Valel), 5 > 2
s=1

= Va(z) = A(x1) — m + Va(z))

ou seja, se z pertence ao intervalo [0,7) entdo V4(x) depende apenas dos
ramos de x que tém o ponto i, o que conclui a prova. O

Prova da Proposicao 1.7: O desenvolvimento desta prova é semelhante ao que
fizemos quando provamos que V4 é Lipschitz para o potencial A = log | f'|.

Sejam x e 2’ dois pontos quaisquer de S'. Sem perda de generalidade
vamos supor que Vy(z) > Vy(2). Assim, dado € > 0, vamos fixar um ramo
de n pré-imagens para tal x de forma que tenhamos

Va(z) — € < Sp(A—m)(y)

sobre tal ramo.

Para 2’ vamos fixar o ramo que acompanha o ramo de x j& selecionado.
Temos assim que os pontos y e y' — n-ésimas pré-imagens de z e de 2’ — estao
no mesmo ramo injetivo de f.

Definimos entdo p := (1/2)y com v dado pelo lema 1.10. Dessa forma,
considerando-se que |z — 2| < p, vamos analisar trés possiveis situagdes para
as posicoes de x e z’.
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CAsO 1: ou x ou 2’ é menor que p

Temos aqui que z e 2’ estao no intervalo [0, ) e portanto, pelo lema 1.10,
os ramos fixados de z e 2’ possuem os pontos x! e (2/)! respectivamente.
Isso significa que todos os pontos de tais ramos estao no intervalo onde f é

expansiva.
Dessa forma, adaptando (1.6) para i =0,..,n — 1:

[Va(z) = Va(a")| = Va(z) — Va(a')

n—1
<E+ Y [A(f'y) - AUfY))
=0
< H(Ar Py D
~X « — )\Za
< E+4 Hy(A)|x — 2’| A"
“ A —1

onde D; é dada pela observagao 3.
Fazendo-se € — 0 obtemos:

|Va(z) = Va(2")| < Dy|x — 2'|* para |z — 2| < p.

CASO 2: ou z ou 2’ pertence ao intervalo [p,a + ¢), onde € define o

intervalo onde f é expansiva.

Observamos que, sendo p; ponto atrator de pré-imagens em 0, existe ng >
0 dependendo apenas da dinamica de f tal que os ramos de x e 2’ fixados

contém, cada um, no maximo ng pontos no intervalo [p,a + ¢).
restantes estao todos no intervalo [a + ¢, 1), onde f é expansiva.

Sendo assim, considerando que

i i 1 .
’fy_f?ﬂg X(”*i)|x_x,|’ 1=n—ng

onde 0 < A = inf[, ) |f'| < 1, obtemos:

n—1 e 1

ST [A(fy) = AUfY)] < Ha(Ale —o1° S <

1=n—ng =1
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Entao, pelas desigualdades acima e adaptando (1.6) para i = 0,..,n —
ng — 1:

[Va(z)=Va(2")| = Va(z) — Va(2')

<ét D [AUTY) - AUY) Z A(f'y)]

n—ng

< e ANy = =

1 1
Ho(A)z — o'~ - -
F (e -1 A)

1 1 1
<&+ Di|x — a:'|a% + Ho(A)|r — ‘a/\a — <1 - )\nga)

1 1 1
5 Di— + H,(A)= 1— = — 2@
< EH+ 1)\%—1— ( ))\a—l( )\nw)}\x |

Como anteriormente fazemos € — 0, definimos

1 1 1
Dy = Dy— + H,(A)= 1 _
3 1)\n6+ ( ))\0_1( /\n6a>

e obtemos:

|Va(z) = Va(2")| < D3|z — 2'|* para |z — 2| < p.

CAsO 3: x e 2’ estdo no intervalo [a + ¢, 1)
Estamos nas hipoteses do lema 1.8, ja provado. Temos portanto que:
Va(z) = Va(@)| < Dilz — 2|
Dessa forma, definindo-se H,(V4) := max{D;, D3}, concluimos que
|Va(z) = Va(2")| < Ho(Va)|x — 2'|* para |z —2'| < p

0 que prova a proposicao. ]

Dessa forma, como para o potencial A € C% também vale que V4o f —
Vi — A4+ m = 0 no suporte de qualquer medida maximizante p, concluimos
a prova do teorema A’ enunciado na secao 1.1.

Para mostrarmos que genericamente temos uma tinica medida maximizante
vamos precisar de um resultado de analise enunciado na proposicao abaixo,
cuja prova pode ser encontrada por exemplo em [CLT].
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Proposicao 1.11. Sejam X um subconjunto compacto e convero do con-
Junto de probabilidades em S* e (H, || - ||sc) um espa¢o de Banach denso em
CO%SY R). Entdo existe um conjunto residual R em H tal que, para todo

A€eR, se

m(A) = max/Ad,u e M(A) = {u € iK‘/Ad,u - m(A)}

pneX
entao M(A) contem uma tunica medida.

Como a funcao f que estamos considerando é continua em S! temos que
M(f) é um subconjunto compacto e convexo do conjunto de todas as proba-
bilidades de S'. Por outro lado, denotando por ||A| s a norma uniforme de
A e por [|A|la = Ho(A) 4+ ||A]|o como a norma a-Hoélder de A, temos que
(€|l - ||l«) é um espaco de Banach denso em C°(S!,R). Entao fazendo-se
K =M(f) e (H,|-|ls) = (€] - ||a) fica provada a primeira parte do teo-
rema B. Isto é, que o conjunto das fungoes a-Holder com uma tnica medida
maximizante é genérico em C“.

Como o lema 1.5 foi provado para A e V4 continuas, seu resultado continua
valido para o caso que estamos considerando. Logo, se 4 ¢ a tinica medida
que maximiza [ Adp, temos que tal medida é unicamente ergédica no seu
suporte, concluindo assim a prova do teorema B.

Destacamos ainda que, se restringimos a funcao f a um conjunto ade-
quado entao podemos mostrar que as medidas maximizantes para um poten-
cial genérico A: [0,1] — R s@o tnicas, unicamente ergédicas e com suporte
em Orbitas periddicas.

De fato, lembrando que p; é o tinico ponto fixo nao nulo de 0 e b é o
ponto onde ha a troca dos ramos injetivos da funcao f, definimos I como o
conjunto I = [py,b] U [c, 1], onde ¢ = f~' |7 (p1). Podemos observar na figura
1.4, que mostra o grafico da funcao f, que esta funcao restrita ao conjunto [
é conjugada a transformagao g: [0, 1] — [0, 1] dada por

3z se Oéxé%

_ 1 2
g(z) = 0 se 3 <T<3
3r — 2 se §<m<1

cujo grafico pode ser visto na figura 1.5.
Notamos que a funcao g restrita ao conjunto

1 2
Q0= 10, z1U =1
tem suporte no conjunto de Cantor, é expansiva e conjugada ao shift de

dois simbolos. Sendo assim, é facil mostrar que f satisfaz duas condicoes
importantes:
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Figura 1.4: Funcao f Figura 1.5: Funcao g

i) existe uma sub-agao definida em [p;, 1], basta tomar a sub-agao V4 restrita
a este conjunto;

ii) tem a propriedade do shadowing no intervalo I.

Dessa forma podemos aplicar um procedimento andlogo ao feito em [CLT]
mas agora para a fungdo f|;. Obtemos assim que, genericamente nos po-
tenciais a-Holder A: [0,1] — R , a medida que maximiza a agao é tunica,
unicamente ergodica e tem suporte em orbitas periddicas.
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2

APLICACOES PARA A FUNCAO
SUB-ACAO

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo vamos mostrar uma aplicagao para as funcoes sub-acao.
Existem varias maneiras de determinarmos tais fungoes. No primeiro capitulo
encontramos as sub-agoes através dos ramos de pré-imagens de um ponto x
por uma funcao f fixada. Neste capitulo vamos usar uma outra técnica para
determinarmos as sub-acoes utilizando o operador de transferéncia de Ruelle.

As sub-agoes definidas por esse método tém algumas propriedades especi-
ais e podem ser utilizadas para estimarmos o comportamento assintético de
certas integrais que dependem de um parametro £ que tende ao infinito.

Essas integrais, que serao definidas na préxima secao, aparecem de maneira
natural na Teoria dos Grandes Desvios e também sao de grande importancia
na mecanica estatistica.

2.2 DEFININDO SUB-ACOES

Vamos denotar por ) o espaco de todas as seqiiéncias indexadas em N e
tomando valores no conjunto {1,2,3,..,n}. Q é um espago compacto para a
métrica definida por

1 N
- T+
d(z,y) = (3> e

0 ser =1y

onde z = (x)ken, ¥ = (Yr)reny € N é 0 indice do primeiro elemento em que
as seqiiéncias x e y diferem.

Consideramos neste espaco o subshift de tipo finito o: {2 — €2 definido por
o(x1, 29,23, ) = (29, 23,24, -+ ). Temos que o é topologicamente mixing.
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Dada uma funcao a-Holder ¥: Q) — R, nosso objetivo é encontrar cotas
superiores para
limsupllog/ew(x)dué(x). (2.1)
§—o0 3
Dessa forma estaremos estimando o comportamento assintético de tal inte-
gral.

Para obtermos uma cota superior vamos, primeiramente, introduzir um
potencial A: € — R Lipschitz genérico e, em seguida, construiremos uma
sub-acao para tal potencial. Esta nova funcao nos permitird estimar o valor
da integral acima quando o parametro £ tende ao infinito.

Vamos abordar aqui um caso mais simples onde o potencial A depende
apenas das duas primeiras coordenadas de = € €, ou seja, A(x) = A(z1,x2)
onde z = (x1, T, T3, ).

Denotando por F o espaco das fungoes ¢: 2 — R que sao Lipschitz com
respeito a norma d, definimos o operador de Ruelle L¢4: F — JF por

Lead(a) = Y Wg(y)
oy=x

onde £ é um parametro positivo e A o potencial Lipschitz ja fixado.

Como cada elemento da seqiiéncia x € () toma valores de 1 a n, vamos
considerar Q¢ a matriz n x n tal que (Q¢)i; = ef40:9) - Sendo assim, podemos
reescrever o operador de Ruelle da seguinte forma:

n

Leag(x) = Z(Qs)mﬁb(ia x)

i=1

onde x = (x1, 9, - ).
Como todas as entradas da matriz ()¢ sao positivas podemos usar o lema
abaixo cuja prova pode ser encontrada em [Si] (lema 5.4).

Lema 2.1. Se Q)¢ € uma matriz com todas as entradas positivas entao existe
um unico numero positivo \¢ e vetores coluna lg e re unicos tais que:

o (Ig)j >0e(re); >0paraje{1,2,--- ,n};
o > i1 (le)i(Qe)ig = Aelle)j, 1<j<n;

o > (Qe)ij(re)j = Ae(re)i, 1<i<my

o > ii(le)i(re)i=1.

Seja 1e: @ — R a fungdo dada por ¢¢(z) = (l¢)s,. Observamos que tal
funcao sé depende da primeira coordenada de x. Dessa forma, aplicando o
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operador de Ruelle em ¢ obtemos

Leate(r) = ve(i, 2)(Qe)ia,
o (2.2)
= 2 (0i(Qe)ia, = Aclle)ey = Aeve(w).

Concluimos assim que a )¢ ¢ uma autofuncao associada ao autovetor \¢
do operador L¢4.

Por outro lado, podemos aplicar o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
(theorem 2.2 de [PP]) no potencial £A. Este teorema nos garante a existéncia
de um autovalor maximal )Tg para os operadores Lgy e L¢,, dual do operador
de Ruelle, além das correspondentes autofungao ¢, estritamente positiva, e
automedida v de forma que

Leape = Aepe, LEAVS = Al € /gpgdyg =1. (2.3)

Entretanto, de (2.2) temos que A\¢ também é um autovalor para o operador
Leg. Como A é maximal temos que g < Ag.

Se A¢ < A¢ entao temos que )¢ estd no complemento ortogonal do subes-
paco gerado pela autofuncao g, isto é:

/ws%d% =0.

Mas isto ¢ uma contradicao porque ¢ e ¢¢ sao estritamente positivas. Logo
concluimos que \¢ = Xg

Desta maneira, passaremos a denotar o autovalor maximal de L¢4 apenas
por A¢ e tomaremos como sua autofuncao

we(r) = (le),

que depende apenas da primeira coordenada de x.
Nosso objetivo agora é obter uma sub-agdo para (A, o). Considerando
Ve o @ — R a fungao dada por

1 1
Ve (2) = glog pe(z) = glog(lg)m

entdo, por [CLT] (proposition 29), existe uma subseqiiéncia de (V{) que

€0
converge para uma funcao V7, ou seja,

1 1
V7(x) = lim —logye, (v) = lim —log(lg,)s,, V x el

& —00 k & —00 k
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Esta fun¢ao V'~ é Lipschitz e também é uma sub-acao para (A, o) uma vez
que satisfaz a equacgao

V(@) = max {V7(y) + A(y) - m(4,0)}

oy

onde lembramos que m(A, o) = sup,,cyio) | Adp.

Observamos também que V~(z) = V(1) porque ¢¢ depende apenas da
primeira coordenada de .

Como o potencial A(x) depende apenas das duas primeiras coordenadas
de x, associamos a este potencial uma matriz n x n dada por (A);; = A(1, 5).
Da mesma forma, vamos considerar agora o dual A* do potencial A dado pela
matriz transposta de A, ou seja, A*(i,75) = A(j,1).

Notamos que um autovetor a esquerda de A é um autovetor a direita de
A* bem como um autovetor a direita de A é um autovetor a esquerda de A*.

Novamente estamos interessados no potencial £ A* mas desta vez tomare-
mos apenas os parametros £ da subseqiiéncia &, para a qual (V{) converge.
Para simplificar a notagao continuaremos a denotar o potencial por £ A*.

Fazendo para o operador L¢4+« um procedimento andlogo ao feito para L¢
obtemos que

LgA*gOZ = )\ggpz onde QOZ = (T‘g)zl.

Definindo a fungao V;": © — R por

%bg ot (x) = élogm)m

também temos, por [CLT] (proposition 29), que existe uma subseqiiéncia de
(Vg)§>0 que converge para uma funcao V' Lipschitz dada por

Ve (z) =

1 1
VFi(z) = lim —logyf (v) = lim —log(rg)s,, Vo€
& —00 gk k & —00 k
Asseguramos dessa forma a existéncia de uma sub-agao para (A*, o) pois
VT satisfaz a equagao

V*H(z) = max {V*(y) + A*(y) —m(A*,0)},

o(y)==

onde m(A*,0) = sup,cnyo | A*dp.
Notamos que, como a sub-acao anterior, V* também sé depende da
primeira coordenada de z € €. Isto nos permite escrever V= (x) = V().
Aproveitamos para observar que se o potencial A depender de um ntimero
finito de coordenadas podemos tratar de forma analoga. No caso de A de-
pender das trés primeiras coordenadas podemos definir uma matriz () como a
tomada anteriormente mas neste caso seu tamanho sera n? x n? e suas linhas
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terao ou os n primeiros elementos todos nulos ou os n ultimos. Notamos
que (Q? terd todas as entradas estritamente positivas, o que nos garante a
existéncia de um autovalor maximal 3. Pode-se mostrar entao que /3 é um
autovalor para () e dessa forma segue-se o procedimento analogo ao que foi
feito anteriormente.

2.3 ESTIMANDO COMPORTAMENTOS ASSINTOTICOS

Primeiramente observamos que a automedida vg, definida em (2.3) pode
nao ser invariante para o. Sendo assim, tomamos a medida pe = @ere que
possui tal propriedade.

Por [CLT] (proposition 29) temos que je converge fracamente para a me-
dida maximizante de A, que denotaremos por .. Além disso, como tomamos
um potencial A genérico, esta medida maximizante é tinica e tem suporte em
orbitas periédicas.

Observamos também que, sendo w um ponto periédico de periodo n e 6,
a medida invariante para o sob esta orbita, temos que

/ Add, =

% (A(w) + A(ow) + -+ + A(c"'w))

L (Ao, 02) + Alwn,) + -+ Al 1,00) + Alwn,1))

% (A" (wa,w1) + A" (w3, wa) + - -+ + A" (wn, wn-1) + A" (w1, wn))
1

= (A*(wbwn) + A*(wnawnfl) + -+ A*<w37w2) + A*(w%wl))

n
~ [ s,

onde W = (wy,wp, "+ ,ws,Ws, w1, Wy, -+ ) é um ponto periddico também de
periodo n e d; a medida sob sua Orbita.
Dessa forma concluimos que m(A, o) = m(A*, o).

Lema 2.2. Dado x € ayas - - - a, temos que

[\

VH(ay) — VT(as) = Y A(o’x) — (s — 1)m(A, o).

J

Il
=)

Prova. Seja y € a,a,_1---aza;. Lembrando que V' é uma sub-acao para
(A* o) temos que
Vi(oy) = V7T(y) =2 A*(y) —m(A", 0)
VH(o?y) = V*t(oy) > A*(oy) — m(A*, o)
= VF(o?y) = V*H(y) 2A%(oy) + A*(y) — 2m(A", 0).
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Repetindo-se esse processo (s — 2) vezes e substituindo-se m(A*, o) por
m(A, o), encontramos que

s—2

Ve ) = Vi(y) 2 ) A%(e7y) — (s — )m(4, o).

=0
Mas como
A*(y) 4+ A (oy) + - + A*(0°7?) = A(as, a5-1) + - - - + A*(a2, a1)

= A(as_1,as) + Alas_o,as_1) + -+ + A(ay, az)
= A(z) + A(ox) + - + A(c° 1)

obtemos que

s—2 s—2

Y A(oly) =D Alo'x)

7=0 7=0

E portanto,
s—2
VH(ay) — VT(as) = A(o’z) — (s — 1)m(A, o)
j=0
concluindo a prova. [

Antes de encontrarmos cotas superiores para (2.1) precisamos estimar o
comportamento assintético da medida pe de um cilindro C' = ajazas - as,
onde s > 1. Para tanto, vamos definir uma matriz estocastica P, também
n X n, cujos elementos sao dados por

(Qe)ij(re); _ e (re);
Ae(re)i Ae(re)i

Tomando 7; = (1¢);(l¢); temos pelo lema 2.1 que > | m; = 1 e portanto

ME(C) = UE(Gla? T aS) = Tay (?>a1a2 (?)azas T (?)as—ws'

Substituindo-se os valores da matriz P nesta equagao obtemos

(P)ij =

6§A a1,a2) (7“ ) GEA(as_l,as)(,r )as
ILLS(C) = (TE)(Z1 (lg)al A 6 e A 6
£(7¢)ay (T¢)as (2.4)
_ (le)ar (re)as £ T5T5 A0 (@)

s—1
)‘f

onde x € C' = ayay - - - .
Definimos a pressao de £A como

P(EA) = Sup { /éAdu}
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onde o supremo é tomado sobre todas as medidas invariantes para o e h, (o)
¢ a entropia métrica de o. Pelo principio variacional (theorem 3.5 de [PP])

PIEA) = (o) + [ €Adu = log

de forma que, para uma medida pu € M(o) qualquer temos

¢ [ Adw <t +e [ Adw<nin) +¢ [ Adue <t o+ € [ Ade
Tomando-se o supremo sob todas as medidas invariantes para ¢ obtemos
gm(Aa U) g P(§A> < h'top + €m<A7£)

onde hy,, € a entropia topoldgica. Entao, dividindo-se os termos por § e
fazendo-se o limite quando & — oo encontramos

lim @ =m(A, o). (2.5)

§—o0

Observamos ainda que existe uma subseqiiéncia &, de £ que define as
fungoes V*(z1) e V= (x1). Vamos tomar como hipdtese que tais limites e-
xistem para a seqiiéncia £. Esta condi¢ao nao é muito restritiva uma vez que
pode-se mostrar que toda subseqiiéncia convergente converge para 0 mesmo
limite.

Estamos agora em condigoes de provar a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.3. Seja C' o cilindro ayas -~ ag, para um s fixado. Entao,
1
glim Elog pe(C) < V7= (ay) + V7 (a).
Prova. Seja &€ uma seqiiéncia tal que
1 1
VH(x1) = lim =log(re)y, e V7 (z1) = lim =log(l¢)s,
£—00 & E—o0 &
entao de (2.4) e de (2.5) temos

1 1 1
Jim Elog pe(C) = i glog(lg)al + dim Elog(rg)aﬁ

s—2
S DU
+ Z A(o’z) — glggo i log A !
j=0
s—2
=V (@) + VT (a) = (s = Ym(A,0) + > _ A(o'x)
§=0

onde z € C' e C' é um cilindro qualquer de tamanho s para um s fixo.
Desta forma, pelo lema 2.2 temos

1
Elim Elog pe(C) <V~ (ay) + V*(ay) O
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Antes de passarmos para a prova do teorema que estima o comporta-
mento assintético de integrais que dependem do parametro £ faremos uma
observagao a respeito do sinal de V= (a;) + V' (a;).

Primeiramente notamos que para qualquer a; € {1,2,--- ,n} temos

V- (CLZ> + V+((Zi) = lim — 1Og(l5)a2 (7’5)

k—oo (g

1
= lim — logm,,
k—oo Cf

Mas pelo lema 2.1 temos que 0 < 7,, < 1 para todo a;. Entao concluimos
que V= (a;) + V*(a;) < 0.

De fato temos que V~(a;) + V*(a;) = 0 para todo cilindro @; tal que
loo(@;) > 0, onde p é a medida maximizante para m(A,o). Isto ocorre
porque jte converge fracamente para a medida ji,, portanto

0 < fioo(@;) = hm ug(az) = hm (l£) i(T¢)a,

e conseqiientemente

lim %log(lg) (r)a, = V(@) + V™ (a5) = 0

§—o0
Vamos provar agora o teorema que nos da cotas superiores para (2.1).

Teorema 2.4. SeV: 2 — R € uma funcao a-Hélder com constante de Holder
dada por H,(V) e

F(¥) =sup {U(z) + VT (21) + V (21)}

e

entao

lim sup — £ log/ Y@ due(z) < F(D).
§—o0

Prova. Fixado um s > 0, denotaremos os cilindros de €2 com s simbolos por
C75, onde j = ajay - - - as varia entre as n® possiveis combinagoes dos elementos
a;.

Definindo w$ como um elemento de C* tal que W(w$)+V ™" (w5)+V ™~ (w3) =
supxecjs_{\ll(x) + V*(xz)+V~(x)}, temos

L) _ & (T wi)) L¥(w5)

) —
eHamf)( > LU()
(G )
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Além disso, dado um ¢ > 0, a proposicao 2.3 nos garante a existéncia de
um M > 0, independente do cilindro e do s tomados, tal que para & > M
temos

1e(€) < (V@) + V7 (e) +0)

Entao:
/65\11(56)0[”E — Z/C V@) gy
Ha(T) U (w?
< Z(f ( go J))ug<c;>
< ZeﬁG(\I’)
onde H(U
G(0) = % + 0+ V(W) +VT(ar) + V7 (a).

Dessa maneira,

1 U (z G(V) — F(U
egF(\I})/eﬁ ()dﬂggzj:ef[ (V) — F(¥)]

1 1 (r 1 G(T) — F(T
o (g [ <>d%)<glog<zef[ (v) - F( >])

e portanto,
. 1 feg\lj(‘x)dug Ha<\I/)
Mg los <5F—<w> S (5 T 5 ) +
+ lim sup 1 log Zeg [\Ij(w;) + VT (ar) + V- (aq) — F(\I/)] )

§—o0

J

Observamos que W(w?) + V™ (a;)+V = (a1) — F(¥) < 0. Além disso, existe
ao menos um w; que realiza o supremo definido por F(¥) (e no maximo n*).
Sendo assim,

lim sup % logz ef [\If(wj) + VT (a) + V7 (a1) — FOP)] =0

§—o0 j

, 1 feglp(x)dug H, ()
hlgl_f;lp E lOg (W < (5 + 3sa ) .
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Fazendo-se s — oo ¢ § — 0 obtemos

f‘fﬂ}(x)dﬂs> <0

) 1
lim sup = log
g—oo €

e portanto
1
lim sup ¢ log/e‘y(z)dug(x) < F(9)

§—o0

concluindo a prova do teorema.
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