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Resumo

Estudamos o problema de Dirichlet para a equagao das superficies
minimas em dominios limitados do plano. Provamos a existéncia
e unicidade de graficos minimos sobre dominios limitados e nao
necessariamente convexos, com valores no bordo satisfazendo uma
condicao que denominamos condicao da declividade limitada gen-
eralizada a qual, usando cilindros no lugar de planos, generaliza
a condicao classica da declividade limitada. Com este resulta-
do, dado um dominio limitado e suave qualquer do plano, con-
seguimos obter cotas explicitas para a norma C? de dados no
bordo deste dominio que garantem a existéncia de solucao ao

correspondente problema de Dirichlet.

Abstract

We study the Dirichlet problem for the minimal surface equation
in bounded domains of the plane. We prove the existence and
uniqueness of minimal graphs over bounded and not necessarily
convex domains, taking on values on the boundary satisfying a
condition that we call generalized bounded slope condition. This
condition uses cylinders instead of planes and generalizes the clas-
sical bounded slope condition. Using this result we were able to
obtain explicit estimates for the C? norm of the boundary data
that guarantees the existence of a solution for the corresponding

Dirichlet problem.
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1 Introducao

Um dos problemas mais estudados em EDP, em conexao com a Geome-
tria Diferencial, é o Problema de Dirichlet para a equagao das superficies
minimas em uma variedade riemanniana. A equacao diferencial parcial asso-
ciada a este problema pode variar muito e depender do espaco considerado
e do sistema de coordenadas utilizado. A situacao mais conhecida é a da
equagao dos gréficos cartesianos minimos (graficos sobre dominios planares)
em R3. Embora esta situacao tenha sido muito explorada ao longo do 1ltimo
século, ainda permanecem algumas questoes naturais a serem respondidas.
Uma delas diz respeito a existéncia e unicidade de solucgoes para o proble-
ma no caso de dominios planos limitados e nao convexos. Em nossa tese
trabalhamos precisamente nesta situacao. Para melhor situar, dentro deste
tema de pesquisa, os resultados que obtivemos, fazemos no que segue um
breve histérico deste problema, enfatizando os aspectos e teoremas mais di-
retamente relacionados aos resultados da tese.

Lembramos que o Problema de Dirichlet para equacao das superficies
minimas em dominios planares do R? consiste em determinar a existéncia e

unicidade de solugoes do sistema

(

u € C?(Q)NCOQ)
, Vu B
Qo(u) := div (W) =0 , (1)

u|aQ =@
\

onde 2 é um dominio em R? e ¢ € C° (99) é dada a priori. Notemos que se

u e C%(Q)NCY(09) é solugao de (1) entao

S ={(z,y,u(z,y)); (z,y) € o},
é uma superficie minima do R? tal que 95 = Graf ().
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O primeiro resultado mais geral e, em certa medida definitivo, sobre o
problema (1), foi obtido por Tibor Radé em 1930. No trabalho [RD1], Radé
provou que se uma curva de Jordan I' em R? admite projecao injetiva sobre
uma curva plana convexa 7, entao I' é o bordo de uma tunica superficie
minima. Além disso, esta superficie é um grafico sobre o dominio convexo {2
limitado por v e tem a menor area dentre todas as superficies com bordo I'.
Em outras palavras, o problema (1) tem solugao tnica se 2 é um dominio
limitado e convexo. Adicionalmente, o préprio Radé em [RD2|, forneceu um
exemplo de um dominio €2 limitado por uma curva de Jordan nao convexa,
para o qual existe um dado continuo no bordo onde (1) nao admite solugao.
Este exemplo classico, conhecido por “exemplo do tetraedro”, esta descrito
no apéndice. Mais tarde, ja na década de sessenta, R. Finn ([FI]) mostrou
que para todo dominio limitado e nao convexo, existem dados continuos no
bordo para os quais o Problema de Dirichlet para a equacao da superficies
minimas nao tem solugao.

Com base nos resultados de Radé e Finn, pode-se concluir entao que:

O Problema de Dirichlet para a equacdao das superficies minimas
€ soluvel para arbitrdrios dados continuos no bordo de um dominio

limitado se, e somente se, o dominio € convexo.

Apesar deste resultado dar uma resposta bastante satisfatéria ao proble-

ma (1), a seguinte questao é muito natural e nao decorre dele:

Problema 1 Dado um dominio Q limitado e de classe C*%, e dado
p € C**(09), decorre do teorema das funcoes implicitas a existéncia de

d > 0 tal que (1) tem solugao para to comt € (—0,9). E possivel estimar

T :=sup {|t| ; Juy € C**(Q) solugio de Qo =0 em Q com w;|po =t}



em termos de alguma norma de @ e da geometria de €27

Apesar de encontrar-se na atual literatura sobre o problema (1) uma
quantidade muito grande de trabalhos, nao temos conhecimento de qualquer
resposta, mesmo parcial, ao problema acima, a nao ser o trabalho recente
[EsR]. Os trabalhos existentes, mesmo os mais recentes, que temos conheci-
mento (por exemplo [NI2], [CK], [ET], [KT1], [KT2|, [ER], [RT], [RI1], [JS1],
[JS2]), tratam unicamente de dominios ilimitados ou dados infinitos no bor-
do. Em [EsR], os autores tratam do caso particular da existéncia de gréficos
minimos com bordo em planos paralelos z = 0 e z = h, assumindo o valor
zero em 7y, e h em 7;, @ = 2, ...,n, onde {2 é um dominio multiplamente conexo
tal que 02 = U} v;, com ;, ¢ = 2, ..., n, contida no interior da regiao limita-
da por 7, com hipéteses envolvendo a distancia h entre os planos paralelos,
a geometria do bordo e a distancia entre vy; e as curvas v;, ¢ = 2, ..., n.

E interessante observar que a existéncia do numero ¢ mencionado no
problema acima constitui um resultado de 1910, devido a A. Korn (segundo
[NI1], p. 201). Korn assume que tanto o dominio quanto os dados no bordo
sdo de classe C**, o € (0, 1), e mostra que (1) tem solugao desde que a norma
C? relativa aos dados no bordo seja suficientemente pequena (porém nao
fornece nenhuma estimativa de quao grande pode ser esta norma).

Em nossa tese investigamos a questao acima e obtemos resultados que dao
algumas respostas a mesma. No que se segue explicamos alguns resultados

que obtivemos.
Descricao dos resultados da tese.

Obtemos inicialmente um resultado, Teorema 4, que é basico e funda-
mental para os outros resultados da tese. Este teorema estabelece a e-

xisténcia de solugoes de (1) para dados no bordo satisfazendo uma condigao
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que chamamos de condi¢cao da declividade limitada generalizada. A prova do
Teorema 4 é obtida usando esta condicao e aplicando uma técnica bastante
conhecida de EDP’s, conhecida como o método da continuidade. A seguir
apresentamos e discutimos este método bem como a condigao da declividade
limitada generalizada.

O método da continuidade, no caso do Problema de Dirichlet para equagao
das superficies minimas sobre dominios planares do R?, pode ser expresso

através do seguinte teorema.

Teorema 2 Sejam Q um dominio limitado de classe C** em R? e

o € C**(09N), a e (0,1). Seja
V= {t € [0, 1}, Elut € Cz’O{(ﬁ), Q(](ut) = 0, Ut|ag = th}

Suponha que exista M tal que, dado t € [0,1], se u € C**(Q) satisfaz

Qo(u) =0 com ulag = tp, tem-se
sup |Vu| < M.
o0
Entao V = [0,1]. Em particular, o problema (1) tem solugdo para .

Este teorema decorre de resultados conhecidos sobre operadores lineares e
quase-lineares elipticos e pode ser demonstrado a partir da teoria desenvolvi-
da em [GT], embora este enunciado ndo apareca 14 explicitamente. Fazemos
um esboco da prova deste teorema no apéndice. Uma prova mais completa
pode ser vista em [RI3].

Para melhor compreender a condicao da declividade limitada generalizada
é importante que antes apresentemos e discutamos a nogao classica da teoria
das EDP elipticas que a origina, a saber, a condi¢ao da declividade limitada.
Esta condicao foi muito utilizada nos trabalhos mais antigos relativos ao

problema (1) (veja [GT], secao 12.4).
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Definigao 3 Seja Q2 C R? um dominio limitado e p € C° (99). Dizemos que
Q e ¢ satisfazem a condicao da declividade limitada com constante M > 0

se para cada ponto p € 052 existem funcoes lineares afim

W;,W;:RQ—JR,

tais que
i) my (p) = ¢ (p);
i) m, (¢) < ¢ (q) < ) (q) para todo q € 0K;
iit) |[Vr| < M.

Esta condicao, além de ter desempenhado um papel fundamental na
histéria da teoria de EDP elipticas relativa a superficies minimas, tem si-
do também utilizada em trabalhos recentes que investigam o problema (1)
em dominios radiais, como em [FR], bem como no estudo do Problema de
Dirichlet para equacao das superficies de curvatura média constante, como
em [RI2].

Foi demonstrado por Hartman ([HA]) que se € é um dominio de classe C?,
limitado, uniformemente convexo (isto é, 0 < ki, := min kgg) e ¢ € C%(99),
entao ¢ satisfaz a condicao da declividade limitada com alguma constante
M > 0. Este fato, portanto, combinado com o método da continuidade (Teo-
rema 2) nos garante de imediato que o problema (1) tem solucao em qualquer
dominio limitado, uniformemente convexo, de classe C*®, para qualquer da-

do no bordo ¢ € C**(Q2) (basta notar que as fungoes 7 constituem barreiras

P
ao problema, garantindo estimativas a priori para o gradiente no bordo de
qualquer solugao que assuma o dado ¢ no bordo).

O defeito da condigao da declividade limitada é que ela s6 se aplica, fora

situagoes muito especiais, a dominios convexos. Precisamente: se ) e ¢

satisfazem a condigao da declividade limitada e ¢ nao é a restricao de uma
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fungao linear afim a 02, entao €2 é convexo (conforme [HAJ, p. 496).

Buscamos entao uma condicao mais fraca que se aplicasse a dominios
mais gerais. Encontramos de fato uma maneira muito natural de generalizar
a condicao da declividade limitada, que se aplica a qualquer dominio e que
pode ser enunciada como segue (veja Definigao 6 para maiores detalhes):
seja Q C R% um dominio limitado e seja o € C°(09Q). Dados M > 0
e 0 < R < o0, dizemos que 2 e ¢ satisfazem a condi¢ao da declividade
limitada generalizada com constante M e raio R se para todo p € 0S) e para
todo t € [0,1], existem troncos de cilindros circulares retos C,, de raio R e
bases ¢, ;1 € Cpyo, C’;t de raio R e bases C;,m e c;w, tais que:

i) (0.9 (p) € o

i) (2) Cpy e CF, sio transversais a C (9Q) em (p,te (p)),

o NC(Q)=0,C,,NC090) C [ty], C,,NC(09) C [te]”
e, além disso, se cim NC(Q) #0,

sup {z; (¢, 2) € ¢,,,NC (Q)} < tiglgfgp

inf {z; (q,2) € c;t’g NncC (ﬁ)} > tsupy;
o9

ii) O plano 1L, tangente a C,, em (p,te (p)) e o plano 1L}, tangente a
Cry em (p,te (p)) tém declividade menor ou igual a M.

20bservamos que C () denota o conjunto 2 x R, ¢~ denota o conjunto
{(z,y,2) €0 R; 2 < @ (2,y)}
e ot denota o conjunto

{(z,y,2) €A XR; p(x,y) < z}.
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Note que quando R — oo a condi¢ao da declividade limitada generalizada
acima da a condigao classica da declividade limitada.
Usando a condi¢ao da declividade limitada generalizada obtivemos entao

o seguinte resultado:

Teorema 4 Sejam Q C {z =0} wm dominio limitado de classe C** e
o € C**(09Q), a € (0,1), satisfazendo a condigao da declividade limitada
generalizada com constante M > 0 e raio R > 0. Se para todo p € 052, o0s

troncos de cilindros como na Definicao 6 tém altura hg tal que

2R

ho < —
0= sinha,’

(2)
onde xg ~ 1,19965 € a unica raiz positiva de coshx — xsinhx =0, e se
M1+ M?sinhz; < 1, (3)

onde T1 € a menor raiz de

2R
coshz — —ax =0,
0

entao, para todo t € [0, 1], existe uma unica solugao
u; € C** (Q)

de Qo =0 em Q, com ui|sq = tp. Além disso,

/sinh? 1 (M4+M241)+2M sinh zy +M2(2+M?2)
1—M sinh x4 :

sup |Vuy| <
Q

Nas demais secoes da tese obtemos aplicagoes deste teorema. Na Secao
3, provamos um resultado (Teorema 15) que estabelece condigoes para que
um dominio limitado e dados no bordo de classe C**, « € (0, 1), satisfagam

a condigao da declividade limitada generalizada (para alguma constante K

13



e raio R) e as condigoes (2) e (3) do Teorema 4 acima, com hipdteses envol-
vendo a geometria do dominio e a geometria do grafico do dado no bordo.
Precisamente, o Teorema 15 se enuncia: seja 2 um dominio limitado satis-
fazendo a condi¢do do circulo interior e exterior para algum raio Ry > 0 e
sejam a,b € R tais que

0<a< ———
=a= 2 sinh zq

\/4 — a?sinh?® z
asinh xg

\/a2+(1—|—a2)sinh2xo <b<

onde xq € a tnica raiz positiva de coshz —xsinhx = 0. Dada ¢ € C** (09)

com a € (0,1), se

(2 — asinhxgv1 + bQ) Ry
sinh zov/1 4 a2 (1 +02)

supsq |Vo| < a e a curvatura de Graf (tp) é menor ou igual a 1/Ry para

w (@) =sup{le(p) —¢(q)]; p,qg € 0Q} <

todo t € [0, 1] entdo, para cada t € [0, 1], existe uma unica solugdo
ue C*(Q) de Qo =0 em Q com ulopg = tp.

Obtemos também corolarios, a seguir enunciados, que dao cotas para a
norma C? do dado no bordo que garantem a existéncia de solugoes de (1),
contribuindo assim para uma melhor compreensao do Problema 1.

(Corolario 16): Seja Q@ um dominio limitado satisfazendo a condi¢io do

circulo interior e exterior para algum rato R > 0 e sejam a,b € R tais que

1 /1 — R2k2
0 <a < min _ , max
2sinhxy” R\/1+ k2.

\/4 — a?sinh® z
asinh xg

\/a2+(1+a2)sinh2mo <b<

14



onde xy € a unica raiz positiva de coshx — xsinhx = 0 e kya.x = max |kaql.
Dada ¢ € C**(99Q) nao negativa com « € (0,1), se

0ly00 < < a (2 —av1 +Psinhao) R
Plzon = & V14 a2(1+4b?)sinhzy [’

entdo para cada t € [0,1], existe uma tnica solugao u € C*“ (ﬁ) de Q=0
em €2 com ulpn = tp.

(Corolario 17): Seja Q@ um dominio limitado satisfazendo a condi¢do do
circulo interior e exterior para algum raio R > 0 e seja

1 1— k2, R?
K:min{ ax },

2sinhzy’ R.\/1+ k2.

onde kyax = max |kaq|. Dada ¢ € C**(99Q) ndo negativa, a € (0,1), se

K2R (2 —V1+ K? sinhxo)
(14 K2)*?sinh z,

’90|2;89 S

Y

entdo, para cada t € [0, 1], existe uma tnica solugao u € C* (ﬁ) de Q=0
em €0 com ulpn = tp.

Na secao 4 provamos dois teoremas relativos a graficos minimos com-
pactos com bordo em planos nao necessariamente paralelos. No Teorema 18
supomos um dominio multiplamente conexo 2 C {z = 0} de classe C%©, tal
que 0§2 = U ,7;, com v;, ¢ = 2,...,n, contida no interior da regiao limitada
por ;. Consideramos uma fungao linear afim 7, cujo grafico é um plano nao
necessariamente paralelo a z = 0 e tal que a intersecgao do grafico de 7 com o
cilindro sobre 7, esteja contida em um dos semiplanos fechados determinados
pelo plano z = 0. Provamos entao a existéncia de um grafico minimo assu-
mindo o valor zero em 7, e 7 (7y;) em 7;, i = 2, ...,n, sob hip6teses envolvendo

a distancia entre a curva y; e as curvas ;, ¢ = 2,...,n, € a altura
h = sup{|m(p)|; p € Uiy}

15



No Teorema 19 consideramos um dominio €2 e uma funcao linear afim 7 co-
mo descrito acima (retirando a hipdtese de regularidade sobre 2), utilizamos
hipéteses e técnicas semelhantes aquelas de [EsR] onde exigindo adicional-
mente que a curva y; de 9€2 = U' ;v; seja convexa, para garantir a existéncia
de um grafico minimo sobre {2 assumindo o valor 7 (7;) em v; e zero em 7,

1=2,..,n.
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2 A condicao da declividade limitada gene-
ralizada

Nesta secao introduzimos a nocao da declividade limitada generalizada e a
relacionamos com a nocao da declividade limitada. Provamos um resultado
geral relativo ao Problema de Dirichlet para as minimas para dominios nao
necessariamente convexos e dados no bordo de classe C%“ satisfazendo a
condicao da declividade limitada generalizada e, como corolario da prova
desse resultado, obtemos um teorema cldssico relacionado.

A nogao da declividade limitada conforme encontrada em [HA], p. 495,
ou [GT], p. 283 ou p. 309, é dada pela Definicdo 3. Observamos que, se
Q) e  satisfazem a condigao da declividade limitada com constante M > 0,
entao (2 e ty satisfazem a condicao da declividade limitada com constante
M (de fato tM) para todo t € [0, 1], ou seja, para cada ponto p € 92 e para
cada t € [0,1], existem duas fungoes lineares afim 7, 7/, : R*> — R tais
que w7 (p) =t (p) e 7, () <t (q) <7y (q), ¢ € Q, com |V | < M.

A importancia da condicao da declividade limitada é que os planos 7rff
que aparecem nessa condicao fornecem barreiras ao Problema de Dirichlet
para a equagao das superficies minimas associado. No entanto, como ja
mencionamos na introdugao, é possivel provar que se essa condicao ¢ satisfeita
(e p ndo é arestricao de uma funcgao linear a df2) entao o dominio (2 é convexo,
e isto impede que a usemos no estudo do Problema de Dirichlet relativo a
dominios mais gerais.

No que segue, procuramos estabelecer uma generalizagao natural da nogao
de declividade limitada usando cilindros no lugar de planos. Esta condicao

permitira a utilizacao de catendides como barreiras e, como veremos, pode

ser aplicada a qualquer dominio do plano. Antes de enuncia-la porém, ex-
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pressamos o que entenderemos por tronco de cilindro circular reto de raio R,

0< R <o0.

Definicao 5 Sejam II; e Ily planos paralelos e sejam Sy, o semi-espago
fechado determinado por 11y e que contém 1y e Sp, o semi-espago fechado
determinado por Ily e que contém I1;. Dado 0 < R < +00, chamamos de

tronco de cilindro circular reto de raio R e bases c1 e co, a superficie C' do

R3 dada por
C = €N S, N S,

onde:

i) se 0 < R < +o0, € é um cilindro circular reto de raio R cujas retas
geratrizes sao perpendiculares a 11y e Il e, se R = 400, € é um plano
perpendicular a I1y e Il e entende-se por retas geratrizes de €, as retas de €
perpendiculares a Iy e Ils.

ii) cp = C€NII e cy =CNTl.

Em particular, 0C = ¢y Ucs e, se h € a distancia entre Iy e Iy, entdo C

tem altura h.

A nocao de declividade limitada generalizada é dada pela definicao a

seguir:

Definigao 6 Seja Q C R* um dominio limitado e seja p € C° (02). Dados
M >0e0< R < o0, dizemos que ) e ¢ satisfazem a condi¢ao da declividade
limitada generalizada com constante M e raio R se para todo p € 052 e para
todo t € [0,1], existem troncos de cilindros circulares retos C,, de raio R e
bases ¢, , 1 € cy,q, Cpy de raio R e bases ¢, e ¢, ,, tais que:

i) (p,te (p) € ¢y

18



i) Cpy e Cf, sio transversais a C (9Q) em (p, g (p)),
o NCQ)=0,C ,NC(OQ) Cty], Cf,NC(0Q) C [te]”
e, além disso, se C;t,t,2 NnC (ﬁ) £ 10,

sup {z;(¢,2) € ¢;,,NC (Q)} < tié%fgo

inf {z; (q,2) € C;t,2 NncC (Q)} > tsupy;
09

ii) O plano I, tangente a C,, em (p,tp (p)) € o plano IL, tangente a

Cri em (p,to (p) tém declividade menor ou igual a M.

Se R = oo, a definicao acima é equivalente a condicao da declividade
limitada (com constante M). Observamos que neste caso, para cada

pedetel01], C,

.+ (respectivamente C; ;) é uma faixa de comprimento

infinito cuja largura ¢ igual a distancia entre os planos paralelos que contém
as retas c,, 1 € Cp,9 (respectivamente C;,t,l e c;m), e que esta contida no
plano IL,, (respectivamente H; ;) que é gréfico de uma fungao linear afim
7, (respectivamente W;f ;) tal que ‘Vﬂpjft‘ < M, cujo dominio é o plano que
contém (2 e que satisfaz as condicoes descritas na Definicao 3.

No que segue, supomos sempre 2 C {z =0} e, se Q e ¢ satisfazem a
condicao da declividade limitada generalizada com constante M > 0 e raio
R, 0 < R < +o00, para dado p € 99 e para todo t € [0,1], usaremos
K,; e K;f , para denotar a tangente do angulo que as retas geratrizes de

C,: e Cy; respectivamente fazem com o plano z = 0 e chamaremos K,
K, de “a declividade ” de C,, e Cy, respectivamente. Observamos que
decorre do item #ii) da Defini¢cao 6 que 0 < K;,'ft < M. Além disso, quando

nao houver possibilidade de confusao, se 0 < R < oo, usaremos C,; e C’; ¢
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tanto para denotar a superficie cilindrica quanto para denotar a regiao do
espago limitada por cada uma destas superficies e pelos respectivos planos

que contém as suas bases.

2.1 O teorema basico

Para a prova do Teorema 4 faremos uso de alguns resultados auxiliares
que veremos na seqiiéncia, sendo que neles esta envolvido o conceito de tronco

de catenoide, cuja definicao é a que segue.

Definicao 7 Seja K C R?® um catendide e seja r seu eizo de rotacdo. Sejam
ITy e Ily planos perpendiculares a reta r. Sejam ¢ = KNI, co = KN 1ly,
S, o semi-espago fechado determinado por 11y e que contém Ily e St, o
semi-espaco fechado determinado por Ily e que contém 11;. Se Il e Il forem

tais que ci e ¢y sejam circulos de mesmo raio, chamamos a superficie do R3
J =KnN Sy, NS,
de tronco do catendide K de bases circulares ¢; e cy.

O lema a seguir é um dos resultados necessarios para a demonstracao do
Teorema 4. Ele estabelece condicoes sobre a altura e o raio de um tronco
de cilindro circular reto para que seu bordo seja o bordo de um tronco de

catenodide.

Lema 8 Seja C' um tronco de cilindro circular reto de raio R > 0 e altura

2h. Se

Z Qo,

SH =y

ag = sinh xg, onde xy € a unica raiz positiva de coshx — xsinhxz = 0, entao
existe um tronco de catenoide J C C, cuja intersecao com C' sao os circulos

das bases de C.
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Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor que o plano T,
equidistante dos planos m e my das bases de C| seja o plano {z =0}, e
que os circulos das bases sejam ¢; C mp, com centro em (0,0,h) e ¢y C o

com centro em (0,0, —h). Lembramos que

z = acosh™ (M) :

Q@
no dominio 2 = R\ {(z,y) € R% 2% + y* < a?} é a equagdo da parte ndo
negativa do catendide cujo eixo de rotacao é o eixo z e cuja cintura ¢é a cir-
feréncia de rai t igem do R?. Assi ist t
cunferéncia de raio o com centro na origem do R”. Assim, se existe um tronco
de catendide cujas interseccoes com 7 e Ty sejam c; e ¢y respectivamente,
entao a cintura de tal catendide é um circulo de raio r, 0 < r < R, com
centro em (0,0,0), onde r é tal que

R h
— = cosh —. (4)
r r

Vamos analisar quais as condicoes sobre R e h para que a equacao acima
tenha solu¢do. Tomando x = h/r, temos R/r = cosh(h/r) se, e somente se,
—x = cosh x.

h
Consideramos as fungoes

fa(x) =az, a €[0,+00) e g (x) = cosh .

Entao é claro que se a é suficientemente grande os graficos de f, e de g tém
dois pontos em comum. Seja ag 0 menor a > 0 tal que os graficos das fungoes

fa € g tém ao menos um ponto em comum. Seja entao xy > 0 tal que
aogTo = cosh Xo.
Segue-se que, para a > aq existem exatamente duas solugoes para a equagao

ax = coshz, (5)
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e que f,, (x) = apx é a reta tangente ao grafico de g no ponto (zg, g (o)) -

Decorre dai que
sinhzg = ¢' (z0) = [ (x0) = ay.
Como g (z9) = fa, (z0), segue que
cosh xg = apxg

e, portanto, cosh xq = xgsinh xg. Logo zy é a Unica raiz positiva da equacao

coshx — zsinhz = 0. (6)
Uma aproximagao numérica nos da

xo ~ 1,1997

de modo que

ag = sinh g ~ 1, 5089.

Assim, como para a € [0, ag) evidentemente (5) nao tem solugao, concluimos
que (4) tem solugao se, e somente se R/h > ag, e isto prova o lema. ®
Se a altura do cilindro é h, entdo quando 2R/h = ay hd somente um

catenodide passando pelos circulos ¢; e ¢y das bases de C'. Se
0 <2R/h < ag

nao existe nenhum e se 2R/h > ap existem exatamente dois catendides
passando por ¢; e ¢z, sendo o mais externo estavel (ver [BC]). Suponha

2R/h > ay. Seja x1 a menor solugao positiva de

2
coshz — TRJ: =0, (7)
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e seja r = h/2x;. Como z; é a menor solugao, segue que r assim escolhido,
refere-se ao raio da cintura do catendide mais externo - portanto o catendide
mais estével - que passa por ¢; e ¢y (relembramos que, caso 2R/h = ag, x1 é
a unica solugao de (7)).

No lema a seguir levamos em conta as consideragoes feitas acima.

Lema 9 Seja Il um plano de declividade M e tangente a Cx, onde Cx C R?
€ um tronco de cilindro circular reto de raio R > 0 e de altura h tal que
2R/h > sinhxg, sendo K a tangente do angulo que as retas geratrizes de Ck

fazem com o plano z = 0. Se
KvV1+ M?sinhz, <1,

onde T1 € a menor raiz de
2
coshr — —x=0
h 3

entdo existe um tronco de catendide J, com 0J = ¢1 U cq, onde ¢ e ¢y $G0
os circulos das bases de Cy, tal que J é grdfico numa vizinhanca de 1T N J

de uma fun¢ao definida num subconjunto de {z = 0}.

Prova. Pelo Lema 8, como 2R/h > sinh x, existe um tronco de catendide
J tal que 0J = ¢ U ¢y e existem dois com estas propriedades se 2R/h > ay.

Denotemos por x; a menor raiz de

coshx — TI = 0.

Pelo que ja observamos anteriormente, h/2z; é o raio do circulo da cintura
do tronco de catendide J mais externo contido em Ck (se 2R/h > ap) tal

que

0J = C1 UCQ.
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Este sera o tronco de catendide considerado. Sem perda de generalidade,
consideramos C'i o tronco de cilindro obtido por uma rotacao de uma angulo
0, tal que tanf = K, a partir do tronco de cilindro circular reto Cy de
inclinagao nula, raio R e altura h, tal que 2R/h > ay, cujo eixo de rotagao é
0 eixo—x e cujas bases ¢; e ¢y estao sobre os planos {z = h/2} e {x = —h/2}
respectivamente. Uma parametrizacao do tronco de catendide contido em tal

tronco de cilindro é dada por

JO = fO (U,U) =
h 2.1'1 h 21'1 .
= | v, — cosh —wv cosu, — cosh —wvsinu | ,
21’1 h 2-iEl

onde —h/2 <v < h/2ewu€|0,2n].
Tomamos uma rotagao de Jy de um angulo # em torno do eixo y, com
0 <6 <7/2etal que K = tanf. O catendide Jx obtido com esta rotacao

tem uma parametrizacao dada por

cosf 0 —sinf v
= _h 2z =

fx (u,v) 0 1 0 52, COS Stvcosu

sinf 0 cosf I cosh 22y sinu

2x1 h
. Ty . h 211
= (vcos® — — sin 6 cosh —wv sin u, — cosh —wv cos u,
I h 21’1

h x
vsin @ 4+ — cos 0 cosh Tlv sinu).

L1
Temos
0 h 2
% (u,v) = (—2—9[;1 sin § cosh %v cos u, “om cosh %U sin u,
2
2 cosf cosh 22y cos u),
T h
e
0 2 2
% (u,v) = (cosf — sinfsinh %v sin u, sinh %v cos u,

2
sin 6 + cos O sinh ~Lv sin w).

h
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Segue que
I _ Ofk _
(% . W) (,v) =

h 21y . 21, . .
= o cosh —w(— cos f sinh TU — sin # sin u, cos u,
I

2
cos 0 sin v — sin # sinh %v)

Assim
21 . .
Ny (fk (u,v)) = (—cosf@sinh — v —sin 0 sin u, cos u,
2
cos 0 sinu — sin # sinh %v)

é normal (exterior) a Jg. Seja ug tal que fx (ug, h/2) = P =11N Jg. Como
0 <6 < m/2, temos que a parte do catendide Jx dada por ug < u < 7 — wy,

—h/2 <wv < h/2 é grifico se
(N (fk (u,v)),e3) >0, (8)
ou seja, se
. . . 21’1
cos 0 sin v — sin @ sinh TU >0,

o que sempre ocorre para v € [—h/2,0|. Basta entao verificar para
v € (0, h/2]. Para evitar confusdes, denotemos por I1%; o plano de declividade
M tangente a Cx. Note que, para 6§ = 0, ug tal que fy (ug, h/2) = 113, N Cy,

temos tanug = 1/M e, para 6 > 0, tanf = K e ug tal que
fK (uo,h/Z) = Hﬁ N CK =1InN CK,
temos tanug > 1/M. De fato, uma parametrizacao de Ck é

Uk (u,v) = (veosh — Rsinfsinu, Rcosu,vsinf + Rcosfsinu)  (9)
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—h/2<v<h/2,0<wu<2r. Como

1
cosf = ,
1+ K2
entao
K
sinf =

V1+ K2
Substituindo em (9) e calculando o vetor unitario normal a Cx em Vg (u,v)

obtemos que

1
VIt K?

Em particular Wy (u, h/2) é uma parametrizacao de ¢;, com

N (Vg (u,v)) = (—Ksinu, Vv1+ K2 Cosu,sinu) .

Uk (ug,h/2) = P. Seja w o angulo entre os planos TpCx = Il e {z = 0}.

Entao

sin ug

cosw = (N (Vg (ug, h/2)),e3) = Nirych

Como II tem declividade M, segue que

1
COSW = —————,
V14 M?
e, portanto,
. V1+ K2
SN Uy =

V14 M?
que atinge seu menor valor em K = 0 (ug = Ug) e seu maior valor em K = M

(ug = m/2). Assim, podemos afirmar que

1
V14 M?

para todo u € [ug, ™ — ug|, donde,

< sinwu,



Logo, como para v € (0,h/2) temos

2
sinh ﬂv > 0,

h

entdo, de (10), para todo u € [ug, ™ — uy), (8) ocorre se

. 1
I sin 6 o Ve
cosf ~ sinh 2%@7

ou seja, se
1
K< .
v/14 M?sinh 2%1)
Como
1
. 2x
sinh v

atinge seu menor valor em v = h/2, segue que (N (¢ (u,v)),e3) > 0 se

1
K < )
V14 M?sinh

De modo andlogo procede-se para o caso ug € (7,27). =

Com estes resultados preliminares, podemos passar a prova do Teorema

Prova do Teorema 4:

Prova. Dado p € 9Q e t € [0, 1], como 2 e ¢ satisfazem a condi¢do da
declividade limitada generalizada com constante M > 0 e raio R > 0, existem
planos I, e ITY, de declividade M, e M}, respectivamente, M, < M, e
troncos de cilindros circulares retos C},; e C’; ¢ de raio R, tangentes a II,,, e
I}, ao longo da geratriz que contém z,, = (p,t¢ (p)), de declividade K, e

K ft respectivamente, com K;t < MF

e of o ot
» ot Cujos circulos das bases sao ¢, 1, ¢4 o

€ Cp115 Cpro TESpectivamente, de altura h tal que h < 2R/ag, ap = sinh xg, e

que satisfazem os itens de i) a iii) da Defini¢ao 6.
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Como h < 2R/ay, segue que

< — 11
ao_h ( )

e, portanto, pelo Lema 8, contido em C,, (C’; ;) existird um tronco de cat-
s . . ’ — — + + . . « ~ .
endide cuja fronteira é ¢, , ,Uc,, 5 (¢, ;1UC, ;o). Em particular, existirao dois
troncos de catendide em C (C’;f ;) se a desigualdade (11) for estrita, e neste
caso, consideraremos o externo (conforme observagao feita na sequéncia do
Lema 8). Denotamos por o (J;f ;) o tronco de catenéide mais externo conti-
- + - _ - - + _ 4+ +
doem C,, (Cp;) tal que 0J,, = ¢, ,Uc, ;5 (0, = ¢, ,,1Uc,,; 5). Observamos
que decorre do principio da tangéncia (ver Teorema 28 no apéndice) que se

M, ¢ uma superficie minima dada como o gréfico de u; € C%° (ﬁ) tal que

ut|laq = te, entao
Mt N Jli:t = {xp,t} .

De fato. Suponha que M; intercepta J,; em um ponto diferente de ;.
Deslocamos entao J,, verticalmente para baixo até que exista um ultimo pon-

to de contato entre M; e [pr t]T que € o tronco de catendide J,; transladado.

Como M, esté contida no fecho convexo de Graf (ty) e

sup {z, (z,y,2) €c,;oNC (ﬁ)} < inftyp,
o0

segue que [cp’m}T N M; = (). Além disso, decorre do fato de termos

i NC(Q) =0,

que [cpvtyl}TﬂMt = (). Como ainda C,,NC (0Q) C ¢~ , resulta que o ponto de

T, . . . ..
contato entre M, e [J } é necessariamente interior a ambas as superficies.

p,t

Pelo principio da tangéncia segue que M; C [JI: t]T ou [JI: t]T C M; e ambas

as situacoes sao impossiveis. Se M; intercepta J; , em um ponto diferente de
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Tpt, cOM 0 mesmo argumento usado acima (somente que agora deslocamos
+ - - + _
J,; verticalmente para cima) chega-se num absurdo. Logo M;NJ,; = {x,.}.

Segue do fato que

M1+ M?sinhz; < 1,
que K;ftx/l + M?sinhz; < 1, onde x; é a menor raiz de

coshx — 71‘ =0,

Entao do Lema 9, segue que J,, e J; , podem ser representados em uma

vizinhanca de x,; como graficos de fungoes
- - + Lyt
Upt * Vot — Ry v Vo — R

respectivamente, onde podemos tomar V;,it C Q com p € 99 ja que Cpt €
C,}, sdo transversais a C' (99) em x,,,. Portanto se v, € C** (Q), a € (0,1),

é solugao de Qp = 0 em  com wu|gn = Ly, entao
v, <u < U;:t

pzt -

de modo que

[V, (p)| < max {|Vv,, (p)

) |VU;t (p)l} .

Vamos, no que se segue, obter uma estimativa por cima de ‘vaft (p)|, inde-
pendente de p, t e +.

Para tal, sem perda de generalidade, podemos supor que C,; seja o tronco
de cilindro obtido por uma rotagao de um angulo ¢ tal que tanf = K, em
torno da reta paralela ao eixo—y e contida no plano x = 0 na altura, digamos

2z = A\, a partir do tronco de cilindro circular reto Cy de inclinagao nula, raio

R e altura h, cujo eixo de rotagao é uma reta paralela ao eixo—z e contida no
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plano y = 0 e na altura z = )\, e cujas bases estao sobre os planos {z = h/2}
e {x = —h/2}. Uma parametrizacao para o tronco de catendide J,, relativo

a C,, ¢ dado por (ver Lema 9)

fpvt <u7v) =
h 2
= (vcosf — T sin 6 cosh %v sin u, T cosh %v COS U,

h 2
vsinf + — cos 6 cosh ﬂvsinu—i—)\t),

21‘1 h

onde

h h

—§§v§560§u§27r

Segue que (ver Lema 9),

Ny =

(— cos 6 sinh 2%1} — sin @ sin u, cos u, cos @ sin u — sin § sinh 2%1})

= . (12)
\/Sinh2 (2%1)) +1
¢ a normal unitdria exterior a J,;, em f,; (u,v). Pondo K, := K, entao
1
cosl) = ———
1+ K2,
e portanto
K
sinf = ——2L (13)

1+ K2,

Assim, substituindo cosf e sinf em (12), obtemos

Ny =
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<_ sinh 2%1; — K, sinu, /1 + Kit cos u,sinu — K, sinh 2%1})
\/1 + [(g,t\/s.inh2 (32v) +1

Observamos que f,: (u, h/2) = a,; (u), 0 < u < 27, é uma parametrizacao

para c,,; de J,, (bordo “mais alto” de .J,;, se # > 0, devido a escolha da
rotagao). Assim o vetor unitdrio normal (exterior) a .J,, no bordo

Cpi1 i= 0y ([0,27]) é dado por

(— sinhxy — Kpysinu, /14 K2, cosu,sinu — K, sinh xl)
/14 K2,/sinh® 2y + 1

Por outro lado uma parametrizacao para Graf (v; t), é dada por

gp,t (I’, y) = (:B7 Y, Up_,t (IL‘, y))

com (x,y) € V,,. Um célculo direto nos da

<_avp_,t(w’y) _avp_,t(:my) 1)
N, =

ox oy
g — 2
\/{va,t (17, y)‘ + 1

que ¢ a normal unitdria (exterior) a Graf (v,,). Em particular, no ponto

Tps temos
Ny = Ny,

onde 0 < up < 7 é tal que f,; (ug, h/2) = x,;. Logo, igualando a terceira

componente obtemos

sin ug — K, sinh x; 1

Mm \/\Vv,;t W +1

(1+K2,) (sinh® 21 4+ 1) — (sinug — K, sinh z1)°

(sinwg — K, sinh .:1:1)2

Vo, (0] = (14)
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Como jd mencionamos, uma parametrizagao de c,, ; ¢ dada por

foi(u, h/2) = apy (u) =

K,y coshaysinu, /1 + K2, coshz; cosu,
r14/1+ th
Ky iy + coshzysinu 4 2214y /1 4+ K2, (A /R)),

0 <u <2m. Assim,
h cosh x
o, e K, cosug, —/ 1+ K2, sinug, cos ug),
14/1+ th
e, denotando por p a projecao ortogonal sobre o plano z = 0, segue que
h cosh x
p(al, (up)) = et K, cosug, —/1+ K2, sinug,0).
14/1+ th

Entao, a tangente do angulo que a reta suporte de a;,’t (ug) faz com o plano

z =0 é dada por

Segue que
1 — sin? ug
Vit i W YA 15
| ¥ (p)| K}%’t + SiIl2 U D,t ( )
Logo,
1—K2,a?
sinug = —p’;.
I+ag,
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Uma parametrizagao de C,, (ver Lema 9) é
U, (u,v) = (vcosf — Rsinfsinu, Rcosu,vsing + Rcosfsinu + \;)

—h/2 < v < h/2,0 < u < 27 Substituindo sinf e cos@ pelas expressoes
dadas em (13) e calculando o vetor unitario normal a C,;, em W, ; (u,v)

obtemos que

1
N (\I’p,t (U»U)) I <_Kp,t sinu, \/ 1+ ngt cos u, sin u> .
1+ K7,

Em particular W, (u, h/2) é uma parametrizagao de c,,, com
Wyt (uo, h/2) = xp,;. Seja w o angulo entre os planos T;,,C,, = II,, e
{z =0}. Entao

sin ug

1+ K2,

cosw = (N (Wp,; (uo, h/2)) ,e3) =

Como II,; tem declividade M, ;, segue que
1
COSW =

\/ 1+ M2,

e, portanto,
1+ K2,
sinuy = ————. (16)
14 M2,
Assim,
JI+E 1= K2,
1+ M2, 1+ a2,
donde
2 2
2 Mpyt apyt (17)
PE a2, (M2, +2) + 1



Substituindo (17) em (16), obtemos

sinug = =

e, substituindo (17) e (18) em (14), obtemos

[ =

‘vvp_,t (p)

(1+Mp27t) (1+a12,7t> (l—l—sinh2 x1)—(\/1+a§7t—\/Mg7t—ai’t sinh x1)2
2

(\/1+“;27,t_<\/M5,t_a;2>,t) sinh xl)
(14M2) (1402, ) (1+sinh? 21 ) — (y/1+a2 ,—y/M?—a2 , sinh x1>2

- (\/1+a§’t7\/M27a127’t sinhglcl)2

Como M+/1+ M?sinhx; < 1, entao M sinhx; < 1. Além disso,

<

2 2
0<a,, < M*.
Entao

0 < 1—Msinhz, <4/1+a3, — Msinhz;, =
= \/1+a?, — VM?sinh®z; < \/1 + a2, — \/(M2 —a2,)sinh’z; =
= /1+4+a2, —\/(M?—a2,)sinhay,

2
(1 — Msinhz,)* < <\/1 +a2, — \/(M2 —a2,) sinh:z:l) .

Logo

|va_,t (p) } <

34



\/(1+M2) (1+a723’t) (1Jrsinh2 xl)f(\/1+a§’t7\/M27a§’t sinhx1)2

= (p,t)ES;QpX [0,1] V1+ag,—y/M?—a  sinhzy <(19)
V(U4 M2)% (14 sinh 21) — (1~ M sinhz,)?

= 1 — M sinh ;4 -
VJsinhay (M4 + M2 + 1) + 2M sinhay + M2 (2 + M?)

- 1 — M sinh x4 ’ (20)

Analogamente mostra-se que ‘Vv; + (p)| ¢ menor que a estimativa (20). Segue-

se entao que se u; € C%° (ﬁ) é tal que Qo (uy) = 0 em Q e w|pn = tp, entao
sup | V|
09

pode ser estimado por (20). A prova do teorema agora é uma aplicagdo
direta do Método da Continuidade (Teorema 2), observando que a unicidade
¢ imediata do fato que Qg satisfaz o principio do maximo para a diferenca
de duas solugoes (Teorema 26 - apéndice). m

A nocao da declividade limitada generalizada abrange de modo natural a
nocao de declividade limitada quando se trata de dominios e dados no bordo

suaves. Tal fato pode ser deduzido da proposicao a seguir.

Proposigao 10 Sejam Q C {z = 0} um dominio limitado e de classe C* e
p € C*(00) satisfazendo a condi¢io da declividade limitada com constante
M > 0 e suponha que @ nao € a restricao de uma fungao linear a 0S2. Entao
Q e ¢ satisfazem a condi¢ao da declividade limitada generalizada com raio
R e constante M, para todo 0 < R < +o0. Em particular, existem hy > 0
e Ry > 0 tais que os troncos de cilindros de raio Ry como na Definicio 6
tém altura hy < 2Ry/sinh xg, onde zq ~ 1,19965 € a unica raiz positiva de

coshx — xsinhax =0 e, além disso, pondo 1 a menor raiz de

coshz — (2Ry/ho) x = 0,

tem-se M+/(1 + M?)sinhz; < 1.
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Prova. Observamos que decorre do fato que 2 e ¢ satisfazem a condicao
da declividade limitada com constante M e do fato que ¢ nao é a restricao
de uma funcao linear a 02, que €2 é convexo (ver [HA], p. 496, ou [GT], p.
310) e além disso, para dado p € 92 e t € [0, 1], existem planos Hf,ft que sao

graficos de fungoes lineares afins
5 {z=0} —R
pit o
tais que ‘szzft} < M,

Toloa <t < mhilao (21)

ot (0) =t (p) =, (p). (22)

Como ¢ nao ¢ a restricao de uma fungao linear a 9, resulta que M > 0.
Assim, para todo p € 92 e t € [0, 1], em particular existem fungdes lineares
afins 7, que satisfazem (21) e (22) com 0 < |Vr,| = M. Seja v,, um vetor
tangente ao gréafico de tp em x,; = (p,t¢ (p)) e denote por ¢, a reta contida
em I, e que é a reta suporte de v, ;. Denote por I, ; o plano perpendicular
a IL,, tal que I, N1, = t,. Se Il ,; nao ¢é vertical, existe uma fungao
linear afim m,,, definida sobre o plano z = 0, cujo grafico é o plano Il ,

paralelo a I, ,, e tal que
< ] ft
s;pﬂ 12 < infte,

(ou tal que deixa Graf (t) entre I, e I, ,). Se I, é vertical, tome um
plano IL, , paralelo a L, ; e que deixa C (§2) entre [T, e I, ,. Considere
entao a reta r,; C I, que passa por x,; e ¢ perpendicular a ,, e tome o

ponto g = 1y NIL ;5. Seja R > 0 arbitrario e considere o circulo ¢, ; de raio
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R sobre 11, |, com xp,, € ¢, 1, Vps € T, ¢,y € tal que ¢, esteja contido
no semi-espaco determinado por IL ; e que nao contém Graf (ty) (no caso
R = 400, tomamos c,,; = t,). Considere agora o circulo ¢, , de raio R
sobre I, ,, com ¢ € ¢, , e concéntrico a ¢, ;(no caso R = +00, tomamos

Cp1o @ reta contida em II,, paralela a t, e que contém q). Por construgao,

temos que ¢,

1 € (o determinam um tronco de cilindro circular reto C,
de raio R e bases ¢, € ¢, 5, satisfazendo as condigoes i) a 7ii) da Definigao
6. De maneira completamente analoga construimos um tronco de cilindro
C’; , satisfazendo as condigoes i) a iii) da Definigdo 6. Resulta que Q e ¢
satisfazem a condicao da declividade limitada generalizada com constante M
e raio R para todo R € (0,+o0]. Além disso, pela construgao que fizemos

(afastando um pouco o plano H;; +2 do plano H;m se necessario), podemos

tomar

d(IL,41:10,0) = d (T, 1, 10, 0) = ho

paratodop € 02 et € [0, 1] e ter satisfeitas as condigdes i) a ii7) da Definicao
6. Como também podemos tomar R arbitrario, existe Ry > 0 tal que a altura
ho dos cilindros C;ft ¢ menor ou igual a

2R

sinh z’
onde xy é a menor raiz de coshz — xrsinhx = 0, e, além disso, pondo z; a

menor raiz de coshz — (2Ry/ho) x = 0,
M~1+ M?2sinhz; < 1.

Observamos que a ultima desigualdade acima, decorre do fato que, tomando
R suficientemente grande, temos x; suficientemente pequeno. m
Observamos que se ¢ é uma restricdo de uma fungao linear a 02, entao

¢ satisfaz a condicao da declividade limitada com constante M, que é a
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declividade do plano que contém o grafico de ¢, porém neste caso, o dominio
) pode ser nao convexo. Neste caso particular (desde que sob a hipétese
que € e ¢ s@o suaves), 2 e p também satisfazem a condigao da declividade

limitada generalizada para alguma constante M’ > M e raio
0<R< 1/max\k:ag| .

A prova deste fato, no entanto, como ficard bem claro, segue os mesmos
passos da prova do Teorema 18 adiante.

Vamos mostrar agora que o Teorema 4 inclui como caso particular um
resultado classico sobre o Problema de Dirichlet para graficos minimos de

declividade limitada (veja Teorema 12.7 de [GT)).

Corolério 11 Sejam Q C R? um dominio limitado de classe C e
p € C°(09) satisfazendo a condi¢io da declividade limitada com constante
M > 0. Entdo eziste uma tinica solugio u € C*(Q) N C° (Q) de Qo =0 em

Q, com ulgo = ¢ e vale
sup |Vu| < M.
Q

Prova. Consideremos inicialmente o caso em que  é de classe C*“ e
¢ € C**(99), para algum o € (0,1). Podemos assumir que  é convexo,
caso contrario, como €2 e ¢ satisfazem a condi¢ao da declividade limitada
com constante M, o dado no bordo ¢ seria a restricao de uma fungao linear
a 0f), e neste caso basta por u = 7l|g, onde 7 é a funcao linear afim cujo
grafico contém o gréafico de . Segue da Proposigao 10 que 2 e ¢ satisfazem
a condicao da declividade limitada generalizada com constante M e raio
R arbitrario. Dessa proposicao concluimos também que existem hy > 0 e

Ry > 0 tais que os troncos de cilindros C,, para todo p € 9Q e t € [0, 1],

p,t
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tem altura hg tal que

2Ry

sinh zg

>
=)
IN

M~1+ M?sinhx; < 1,

onde x; é a menor raiz de

2R,
coshz — =2 — .

ho

Segue agora, do Teorema 4 que existe uma tnica solucao u € C?*“ (ﬁ) de

0o =0 em Q, com ulsq = ¢ e vale (ver estimativa (19))

\/(1+M2)(1+a§ t)(1+sinh2 11)7(\/1+“;27,t*\/M2*l112,,t sinhx1)2
sup |Vu| < sup : _ v ’
Q (p,t)€02x[0,1] \/1+¢lp,t—\/M —az ,sinhay

onde a,; é como em (15). Em adicdo a isto, podemos tomar os troncos de
cilindros C:t de altura hg e raio R > Ry que estaremos nas hipdteses do

Teorema 4, e entao, pondo xx a menor raiz de

2R
coshz — —ax =0,
0

segue que, para todo R > Ry,

,\/(1+M2)(1+a§’t)(1+sinh2 :BR)f(\/H»aZ’tf\/M?fa% f sinh:pR)2
sup |Vu| < sup ’ .
Q

2 2_ 2 .
(p,t)€002x[0,1] \/l—i-ap’t \/M az ysinhag

Como M e a,; permanecem fixos e sinhxzzp — 0 quando R — oo , segue que

\/(1+M2)(1+a§,t)7(1+a§7t)

\/H»a?w5 =M.

sup |Vu| <
Q
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No caso geral, em que Q e ¢ sao apenas C°, aproximamos ) e ¢ por
dominios €, de classe C** e fungoes ¢, € C**(05,) satisfazendo a condigao
da declividade limitada com constante M + 1/n. Aplicamos entdo o que
obtivemos acima para garantir a existéncia de solucoes u,, € C>*(€,) de
Qo = 0 em €, tais que u,|gn, = ¢n. A limitagdo uniforme do gradiente das

Up:
1

sup |[Vu,| < M + —, (23)
Qn n

nos permite usar resultados conhecidos de EDP que garantem a existéncia
de uma subsequéncia w,, de u, convergindo uniformemente em compactos
de 2 a uma solugdo u € C*(Q)NC%(Q) de Q = 0 em Q com u|sg = . Além

disso, a estimava (23) nos permite concluir que
sup |Vu| < M.
Q

Isto conclui a prova do Corolario. m

40



3 Um teorema de existéncia e unicidade para
graficos minimos compactos em dominios
nao necessariamente convexos em termos
da norma C? do dado no bordo

Nesta secao provamos um resultado que fornece condig¢oes para que um
dominio limitado e dados no bordo de classe C** satisfacam a condicao da
declividade limitada, e as condigdes (2) e (3) do Teorema 4 da segao anterior.
Além disso, damos algumas respostas a questao colocada no Problema 1.
No préximo teorema, trabalharemos com interseccoes de esferas e planos

da maneira particular como esté descrita no Lema 12 a seguir.

Lema 12 Seja S uma esfera do R® de raio R e sejam a,b € R tais que
0 < a < b. Considere ¢ um meridiano qualquer de S, ou seja, c = S N A
onde A € um plano perpendicular ao plano z = 0 passando pelo centro de S.
Seja P, um ponto de c tal que a reta r, tangente a ¢ em P, tenha declividade
a com relacao ao plano z = 0 e seja 11 um plano de declividade b e que
contém r,. Entao IINS € um circulo de raio

RVD?2 — a2
VI+

Prova. Sem perda de generalidade suponhamos que P, seja um ponto do

plano x = 0, P, = (0,¥a, 24), € que o meridiano ¢ seja a interse¢do do plano
x = 0 com a esfera S centrada na origem e de raio R. A reta r, tangente ao
meridiano corta o eixo z num ponto (0,0,n) e o eixo y num ponto (0,m,0).

Por semelhanca de triangulos,

m_rt,h_ (24)



Para um ponto qualquer (7,0,0), [ > 0, considere o plano II que passa pelos

pontos (1,0,0), (0,m,0) e (0,0,n). A equacao de II é
4L 4o (25)

O plano II corta a esfera S em um circulo de raio r. Para encontrar r,
primeiramente vamos calcular a distancia do plano II até a origem e, para
tal, vamos minimizar a fungao f(z,y,2) = 2%+ y* + 2 sobre o plano II, isto

é, sujeita ao vinculo

r oy oz
9($79,2)27+E+ﬁ:1~

Este é um problema de multiplicador de Lagrange. Devemos ter V f = AVg.

Segue que
( A
2.’13':1
2y = —
2z = —
r oy "
=4 =1
N[ m n
donde

z
9727 m_2mzeﬁ on?’

f)\y_/\
l

Somando as trés equagoes acima e utilizando (25), obtém-se

% (l_2 +m 2+ n_2) =1,
isto é,
g = (l_2 +m2+ n_2)_

Portanto as coordenadas do ponto do plano II mais préximo da origem sao
=11 (l_2 +m 2+ n_2)71 cy=m"! (l_2 +m 2+ n_Q)fl
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z=n"1 (lf2 +m 24 nfz)

Seja d distancia deste ponto até a origem. Entao

& = P+ +22=01+m2+n?) (P +m 2 +n?) =

= (IP+m>+ n’Q)_l .

Por outro lado,

=R - =R~ (I +m ™ +n7) (26)

e de (24) obtemos que

2o 22
m2i4+n?= ﬁ; + EZ =R (27)

Combinando (26) e (27), temos que

2 _ 2 -2 -2y—1 _ p2 1 _
= RP—(R?+17%) =R T hReiirz
_ R2_ R2l2 _ R4
R24+12 R+
ou seja,
RQ
r=— (28)

1 m~!, n71) que é normal ao plano II. Temos

Consideremos o vetor N = (I
INP =12 4+m24n2=R2+172

ou seja,

VTP

N| =
[N 7
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Seja # o angulo do plano II com o plano z = 0, ou seja, o angulo de N com

es, entao
<N, €3> RI
cosf = = ,
|V nv R? + [?
VIR
sec) = ——
RI
e, portanto
n?(R2 + 12)

tan?0 = sec’ — 1 = —1.

R2[?

Consequentemente a declividade de II é

n2(R? + [2)

Falta apenas expressar r em fungao de a e b. Em (28) temos 7 expresso em

funcao de [. Mas

)2 n*(R? + 1?)

R
donde
+1 R24+1?
n? R
ou seja,
Rz(b2 +1) R?
n2 = l_2 1
Assim

=— (29)
Por outro lado, de (27) segue que
m? 4+ n? = m*n*R72,
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e, como de (24) obtemos que

Zq n

_ya_m

Y

isto é, n = am, entao R*(m? + a®*m?) = a*m?, ou seja

R*(1+a*) =n’

Substituindo (30) em (29), obtemos que
R*(b*+1)— R*(1+a®) R?

R2(1+ a?) 2
isto é,
V¥ —a®> R?
T
Entao
1+ a? 12
02— a2 R2
donde
1+a° P+R R
et T T T
ou seja,
1+ R?
02—az 12
e, portanto
RV —a?)
14
Finalmente,
RvVb? — a?
r=——
V1+ b2
[ ]
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Lema 13 Seja Cx C R?® um tronco de cilindro circular reto de raio R > 0 e
de altura h tal que 2R/h > sinh xq, sendo ¢; € ¢y 0s circulos das bases de C,
onde K € a tangente do angulo que as retas geratrizes fazem com o plano

z=0. Seja r, uma reta de declividade a tangente a ¢, em um ponto P,. Se

K\/a2 + (14 a?)sinh® 2y < 1,
onde T1 € a menor raiz de
coshe — —x =0,
x . T

entdo existe um tronco de catendide J, com 0J = ¢; U cy, tal que J € grdfico

numa vizinhanga de P,, de uma fungao definida num subconjunto de {z = 0}.

Prova. Como tanf = K, entao

1
cosl) = ——
1+ K2
e portanto
K
sinf =

VI+K?

Entao, procedendo de modo andlogo ao feito no Lema 9 (supondo Ck obtido
por uma rotagao de um angulo 6, a partir do cilindro Cy como descrito no
referido lema), uma parametrizagao de ¢; é dada por (ver Lema 9 ou também

prova do Teorema 4)
fr(u,hf2) = a(u) =

h
= ———(x1 — K coshzsinu, V1 + K?coshz cos u,

2$1\/1+K2

Kx1 + coshx; sinu),
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0 <wu<2m. Assim,

h cosh x4
2.271 \Y4 1 + K2

e, denotando por p a projecao ortogonal sobre o plano z = 0, segue que

o (ug) = (—K cosug, —V1+ K2sinug, cosug),

h cosh 21
2.1'1 \Y4 1 + K2

Entao, a tangente do angulo que a reta suporte de o’ (ug) faz com o plano

(—K cosug, —V1+ K?sinug,0).

p(a (uo)) =

2z =0 é dada por

h cosh x1
2r1vV1 + K2 _ |cos w _
(e (o))l V K2+ sin? ug

V1 — sin® ug
vV K2 —i—sinQuo.

|cos ug|

Segue que

s 1 — sin® u
K2 +sinug

. 1 — K2a?
SN Ug = W

Assim, para ug € (0,7) e v € (0,h/2], temos

a

Logo

2
sinh %v >0

1—K2a2< )
\| ———— <sinu
1+a2 —

para todo u € [ug, ™ — ug|, entao (8) ocorre se

0 /1-K2qa2
S1n 1+a?
K= <

cosf ~ sinh 2%7}’

€ como
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ou seja, se

h 1+ a?
Logo
K < ! .
\/a2 + (1 + a?) sinh® 21y
Como
_
sinh %Tlv

atinge seu menor valor em v = h/2, segue que (8) ocorre se
1
\/a2 + (1 + a2) sinh? 2

K<

e isto conclui o Lema. m
No que segue, para um dominio 2 limitado, entenderemos por “ exterior

de 2 7 o conjunto

{(z,y) € R (z,y) ¢ Q}

e por “ exterior de C'(2) ” o conjunto

{(z,y,2) e R (2,y,2) ¢ C (Q) } .

Observamos que para uma curva plana regular, fechada e simples «, o fato
de |ky| < 1/r, r > 0, ndo implica que em cada ponto p do trago de « exista
um circulo de raio r tangente a o em p e contido no fecho da regiao limitada
por a (o mesmo acontecendo em rela¢do a um circulo de raio r tangente
ao trago de a em p e contido no fecho do exterior da regiao limitada por
a). No préximo teorema que demonstraremos no entanto, faz-se necessério a

existéncia de tais circulos. Relacionado com este fato esta o proximo conceito.
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Definicao 14 Seja Q2 um dominio limitado no plano z = 0. Dizemos que §2
satisfaz a condicao do circulo interior com raio 1 > 0 se para todo p € OS2
existe um circulo de raio r1 contendo p e contido em Q. Dizemos que
satisfaz a condi¢ao do circulo exterior com raio 0 < ry < o0 se para todo
p € 0N) existe um circulo de raio ro contendo p e contido no fecho do exterior

de Q. Assim, ro = 00 se, e somente se, 0S) € uma curva de Jordan e conveza.

Agora estamos em condigao de enunciar e demostrar um teorema que
fornece as condicoes para que um dominio €2 e dados no bordo ¢ satisfacam
a condicao da declividade limitada generalizada e também as condigbes (2)

e (3) do Teorema 4.

Teorema 15 Seja (2 um dominio limitado satisfazendo a condigao do circulo

interior e exterior para algum raio Ry > 0 e sejam a,b € R tais que

0<a< ——
=a= 2 sinh xq

V4 — a2 sinh? xg

\/a2+(1+a2)sinh2xg<b§ .
a sinh g

onde xo € a tnica raiz positiva de coshz — xsinhz = 0. Dada p € C% (0R)

com a € (0,1), se

(2 — asinhzgv/1 +b%) Ry
sinh xov1 + a2 (1 + b?)

sup |Vo| < a e a curvatura de Graf (tp) € menor ou igual a 1/Ry para todo
o0N

, (31)

w (@) =sup{le(p) —¢(q)]; p.q € 00} <

t € [0,1], entdo para cada t € [0,1] existe uma tnica solugio u € C* (Q)

de Qo =0 em Q com ul|spg = tep.

Prova. Dado p € 09, ponha z, = (p, ¢ (p)) e considere v, um vetor nao

nulo tangente ao grafico de ¢ em z,. Considere o vetor n,, unitario, normal
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a C' (092) em z, apontando para o exterior de C' (§2). Como

sup |Vy| <a (32)
P

ea <b(a < 1/2sinhzg e b > \/ag—k(l—i—cﬂ)sinh2 zg), podemos tomar
um plano II,; de declividade b e que contém a reta suporte de v, e tal que
(N,n,) >0, onde N é o vetor unitdrio normal a II,; com (N,e3) > 0. O
plano II,; é transversal a C' (0€2) em x,, pois obviamente b < co. Além disso,

1
—sup |Vep| <1
b a0

devido a (32) e ao fato que a < 1 < sinhzy < b. Segue que a reta normal
a Il,; em z,, que tem declividade 1/b em relagdo ao plano z = 0, ndo é
ortogonal a n,. Assim ela passa do exterior de C (§2) para o interior de C' (2)

em uma vizinhanga de x,. Considere agora o circulo cg, de raio
Ry =min {r, 7},

tangente a 02 em p e contido no fecho do exterior de 2. Como IL,; é

transversal a C' (0€2) em x,, entao II,; é transversal a C' (cg,) em z,. Entao
& =1 NC(cr,)

¢ uma elipse que estd contida no fecho do exterior de C'(Q2), com z, € &,.
Além disso

V1+0?
Ry

k = max k‘gp =

De fato, &, é congruente com a elipse § obtida pela intersec¢ao de um plano
7 de declividade b que contém o eixo—y com o cilindro C (¢g,), onde ¢g, é

o circulo dado por 2? + *> = R2 no plano z = 0. Pondo 6y o angulo que 7
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faz com z = 0, temos tanfy = b e, portanto, cosfy = 1/v/1 + b%. Segue que

o eixo maior de & é

o Mo _ 2RoV1 + b2.

cos 6y

Como o eixo menor da elipse § tem medida 2Ry, temos &, e portanto &,

congruente a elipse de equacao

72 y?
RN
R§  Rj(1+0b?)
no plano z = 0, que, como ¢é facil verificar, tem curvatura maxima
V1+ b

k::
Ry

Sem perda de generalidade, podemos supor ¢ nao negativa com
info = 0.
o0

Neste caso a condigao (31) é equivalente a

(2 — asinh zgv1 + b2) Ry
supy < —— :
o0 sinh zov1 + a2 (1 + b?)

Considere agora o circulo ¢,; C 11,5, de raio r = 1/k, tangente a &, em z,

e contido no fecho da regiao limitada por &,. Seja ¢,1 = (x;, y;, z(}) € cp1,

onde

Z; = sup {Za (ZL’,y,Z) S Cp,1}7

e seja 7, o segmento de reta perpendicular a II,, 1, com um extremo em g, ; €
outro em g, 2 € {z = 0}. Observamos que 7, tem declividade 1/b em relagao
ao plano z = 0. Considere agora o tronco de cilindro C, de raio r = 1/k
cujas bases sao ¢, € ¢,2, onde ¢, ¢ um circulo concéntrico a ¢,; sobre o
plano I, » paralelo a II, ;, que dista

B 2
~ ksinhx
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de II,; e é tal que myo (z) < m,1 (z) para todo x € R?, sendo m,; e T, as
funcoes lineares afins cujos graficos sao os planos I, ; e II, ; respectivamente.
Por construcao, temos que:

i) C, tem declividade 1/b e raio medindo r = 1/k;

i) T, € C1p;

i1i) C, € transversal a C' (012) em x,,.

Além disso:

iv) ¢po € Cp, ou seja, d(gp1, @p2) < 2/ksinh z.

Para ver isso, observamos primeiramente que a distancia entre os planos
z=¢(p) e z= 2z, é menor ou igual a

ra
V1+a?

De fato, como a reta suporte de v, tem declividade 0 < a, < a e a < b,
rotacionando o plano II,; em torno da reta suporte de v, de um angulo
conveniente, é possivel obter o plano ﬁm de declividade a, (note que existe
um tunico plano de declividade a, e que contém a reta suporte de v,, que
no caso ¢ ﬁp,l). Denotamos por ¢,; o circulo sobre ﬁm correspondente a
rotacao de ¢,1. Entao v, € Ty,cp1 € v, € Ty, 0y €, pondo G, = (T4, 75, Z1)

o ponto de ¢, tal que
E; =sup{z;(x,y,2) €¢p1},

é imediato ver que z; < Z,. Seja 6, o angulo que ﬁp,l faz com o plano z = 0.
Entéo tanf, = a,, cosf, =1/,/1+ ag e consequentemente,

Qp

sinf, = ——.
P 1T+ a2
Assim,

A o)<t 1O
1 T V/I+a2 T Vi+a?
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Logo

ra

V14 a?

0< 2, —¢(p) <

como afirmamos. Portanto

—

2z < =
1+a2

2—asmhx0\/1+b2)R0 N ra
sinh x9v/1 + a2 (1 + b2) Vita®

90
B ( 2 — asinh zgv1 + b2 > ra

k81nhx0\/1—|—a2\/1+b2 V1+a? -
ra

ar
e R —
smhxm/l T2 V1+ a2) V1+a?
2
sinh 330\/1 + b2 ksinh zov1 + b2

Como a declividade de C), é 1/b = tan#6, onde 6 ¢ o angulo que as geratrizes

de C, fazem com o plano z = 0, segue que cos = b/v/1 + b2, e portanto

sinf = .
V14 b2
Logo
g ) = 0 < & VTP =
Tt %20 = 509 = \ksinhagv/1 1 02 -
2
"~ ksinhzo’

e isso conclui a prova de iv).

v) J& que ¢ é nao negativa, resulta de iv) que

sup {z; (2,9, 2) € ¢p2} <infe.

vi) A interseccao de C), com o cilindro sobre a fronteira de €2 esta contida

no conjunto
{((L?J,Z’) € R (r,y,0)€0Qez< cp(:v,y)} =,
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ou seja, C, NC (0Q) C ¢~
Considere a esfera ¢, centrada em um ponto O € T, C (09), tal que O

estd “abaixo” da reta tangente a Graf (¢) em x,, de raio

Vv 1+ b?sinh zq
kv/sinh* 2y — 1

e tal que x, € ¢, e v, € T;,&,. Denote por ¢ o meridiano de ¢, que esta

R:

contido em T, C (012). Entao z, € c e v, € T,,c. Como a reta suporte de v,
tem declividade a,, 0 < a, < a < b e o plano II,; de declividade b contém a
reta suporte de v, segue do Lema 12 que o raio 7, do circulo II,,; N¢g, é
T 2
b —ag

R—.
SV

Afirmamos que r, > 1/k. De fato, como \/a2 + (1 + a2) sinh? 2y < b, entdo

sinh®z¢ < b?. Além disso temosa® < 1/sinh? z, entdo

inh® g — 1 1
78111_ :1620 = sinh®zy — — — <
sinh” xg sinh” zq
1
< b — 5— < b —a?
sinh” xg
Logo
inh* zg — 1
TR
sinh xg
e, portanto,
o V1 4+ b2 \/1—|—b23inhx0:R
vV kv/sinh? zy — 1
Como

B2 _ o2 <

Vb2 —a? 1

V1i+6? ok V14 b2
ja& que Vvb* —a? < (/b* — a2 e, como R < R, segue que r, > 1/k como

afirmamos. Assim, II,; Ne, é um circulo de raio r, > 1/k. Logo ¢, esta

k
R
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contido no fecho da regiao limitada por II,,; Ne,. Seja C o tronco de cilindro
circular reto cuja base ¢ o circulo II,,; Ne, e de maior altura que esta contido
no fecho da regiao do espaco limitada por ¢,. Entao C' tem declividade 1/b
e C, é tangente interior a C'. Vamos mostrar que a altura de C, ¢ menor
que a altura de C'. Seja d um diametro de II,,; N ¢, e seja mq o plano que
contém d e a origem O de ¢,. Entao 74N C ¢ um retangulo com um dos lados
medindo d e diagonal medindo 2R. Denotamos por hy a medida do outro

lado do retangulo que é entao a altura de C'. Como

b — a2 V1 +b?2sinhzg /b — a2
d = 2r,=2R =2
V1+p? ky/sinhzg — 1 V1+0?
2sinh g, /b* — a2

kv/sinh? 2y — 1 7

segue que
hi = 4R*—d* =
4(14b?)sinh?z,  4sinh®zo (0% — a?) B
k2 (sinh4 Ty — 1) k2 (sinh4 Ty — 1) B
4 sinh? z (1 + af,)
= (sinh4 To — 1) ’
donde

" 2sinhxg/1 + a2
0= .
k+/sinh? 2y — 1

Como 0 < a, < aea < 1/2sinhxg, segue que

sinhzo/1 + a2 1
> — .
Vsinh? 2o — 1 sinh zg

Portanto

2
hog > ———.
0 k sinh x
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Logo a altura de C' é maior que a altura de C,. Entao C, esta contido no

fecho da regiao do espago limitada por €,. Por outro lado, o raio da esfera
€, ¢ menor que Ry = min{ry,r2}. De fato, como k = (\/1 + 62) /Ry,

R - V1+b*sinhzy  Rov1+ b?sinh g

kv/sinh? zy — 1 a V14 b2/sinh? 2o — 1 a

inh
~ R sinh xg < Ry

Vsinh* g — 1

ja que
sinh zg
Vsinh*zy — 1

Afirmamos que a interseccao de Graf(y) com ¢, é o ponto z,. Para

~ 0,73769 < 1.

tal, denotamos por 7 a componente conexa de Graf(p) que contém x,, e
supomos sem perda de generalidade que 7y e x, pertencente ao traco de v sao
tais que €, é a esfera de raio R centrada na origem O do R®. Denotamos por

D o disco aberto
D = {(z,y,0) € R’; 2* + y* < R*}

e por I' a curva £/ N C'(a N D), onde ¢ é o hemisfério norte de ¢, e a é a
componente conexa de 0f) que contém p. Observamos que a N D = 902N D
e isso se deve ao fato que 0f) satisfaz a condicao do circulo exterior e interior
de raio Ry e R < Ry. Pelo mesmo argumento, N D tem uma s6 componente
conexa. Inicialmente observamos que existe 6 > 0 tal que |y (s)|] > R para
todos s # s, em (s, — 9,5, + 0), onde v (s,) = z,. De fato, pondo

g(s) = 7 (s)], temos

[y $)° (17 () + (), 9" () = (1 (s), 7 (8))2_

[y ()

9" (s) =
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Como v (s,) é ortogonal a 7' (s,) j4 que g, estda centrada na origem, segue
que ¢’ (sp) = 0 e portanto
Y (sp)” + (7 () 7" (30)) _
7 (sp)]
1 2
= = (&I + ()7 ()

9" (sp)

Como

(v (59) 7" (5p)) < 107 (50) 7" (sp)) < 1y (sp) | V7 ()| = R (s)]

segue que

' ()" + (7 (5p) 7" () = 1Y ()" = Iy (sp)l 1Y (35)] =

= [ ()" =R (s,)| =

e (12 Bl
= W (s) (1 w<sp>|2)‘

Supondo sem perda de generalidade vy parametrizada por comprimento de

arco, e lembrando que

k., < L < !
m RN— —_—
=R R
temos
1 2 R (sp)]
1 / p
9" (sp) = S |(1-——7 | =
g R Y (sp)]”

1 1
= W P (= R () 2 3 1 () (1 = Rmaxks) >0,

donde s, ¢ um ponto de minimo local de g, de modo que podemos concluir
que existe § > 0 tal que |y (s)] > R para todos s # s, em (s, — 6, s, + 9).

No que segue, supomos « parametrizada por comprimento de arco,



com « (s,) = p e consideramos as parametrizagoes de v e I' dadas por

respectivamente, onde

2(a(s)) = VR = (a(s),a(s)) = /R~ |a(s)]".

Suponha agora que exista s; # s, tal que y(s;) = ['(s1). Sem perda de
generalidade supomos s; > s, e que s; seja o primeiro ponto s > s, onde tal

fato acontega. Ponha ¢ (s) = (poa)(s) e 2(s) = (z 0 a) (s). Entao

Considere a fungao f (s) = |y (s) —I'(s)|. Temos

<7/ - F/7/7 - F)
[y =T

f=

(Y =Ty =T)+ |y =P |y =T = (y =T,y = T)?

fl/ —
[y —TJ°

(33)

Como f (s,) =0 = f(s1), e f é positiva em (sp, s1), entdo f possui um ponto

de maximo sy € (s,, 51). Segue que em S,

(Y =Ty =-T)=(¢ =) (p—2)=0

e, como ¢ (sg) — 2z (sg) > 0, resulta que ¢ (s9) = 2’ (sp). Assim em sg, temos
também |y —I’| = 0. Por outro lado, f”(so) < 0, donde de (33) obtemos

que em S

(' =T",v-T) <0,
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Mas

(3 =T, 7 = T) (s0) = (" (s0) = 2" (30)) (p (s0) = = (0)) 0,

e como ¢ (sg) — 2 (sp) > 0 segue que ¢” (s9) < 2" (s9). Afirmamos ainda que

2" (s9) < 0. Com efeito, para todo s € (s, $1), como

2(s) = VR —(a(s),a(s)),

o — - <Oé, O/>
R? — (a, @)
o~ + (o) (B~ (00)) — (,a))?
(R? — <a,a>)3/2
_ R+ a) - R (o, ") + (a, 0) (o, ") — (o, o) —
(RQ _ <Oz,a>)3/2
_ (af =B (1+{aa”) _ ;
(B2 —fal®)"* 7
ja que

1
1+ {a, "y >1—|a|]o”| 21—R§>0
0

(lembramos que |a* < R? pois a|[(s,,s1)] € D e 1/Ry < 1/R). Logo

2" (s9) < 0. Por outro lado,

"1 " /)

,y/ % 7// — (90 y _ SOly/l’(p/x// _ S0//1,/7':1;]?/// —x y
e, portanto

/ //| _

[y %y
= (@) @)+ @]+ @) @)+ @] -
_290”%0/ ((L"ZL‘” + y/y//) + (:v’y” . x//y/)Q)l/Z‘
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Como « esté parametrizada por comprimento de arco, segue 2’2" +y'y” = 0,

()’ + () =1e (z")’+(y)* = k2. Além disso, como a é uma curva plana,

a curvatura de a é dada por

ko =

1o /|
Y

= |2'y" — 2"y

x’y" _ x”y’
3/2

[(@)* + (y)*]

e portanto,
/{72 — (Q?ly” . Cli//yl)Q.

Segue que

7 %7 = @+ (@ 2+ k2 = (0 + k2 (1+ ()?)

Logo, a curvatura de v em s é dada por

_ <y V@ 82 (1+())
Y |’Y’|3 (1 i (@/)2)3/2

k.

Analogamente, a curvatura de I' em s é dada por

JE+ 2 (1+(2))
(1+ ()"

kr =

Como
S0// (50) < S (30) < O,

entdo 2" (so)| < |¢” (so)| e, portanto, (2 (so))* < (¢” (s0))*. Decorre entiio
!

(

¥ (s0) = (") + ko (1 + 3(zf)2) _ () +ka 1+g<p')2)
(1+()%) (1+ )

(¢") +ka (L+(¢)°) _
(1+ @)
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Como I estd sobre a esfera ¢, de raio R, segue que kr (s) > 1/R para todo

s € (sp,51). Assim, como R < Ry, resulta que

1 1
R_D < E S k’r (SQ) S k,y (SQ)

o que contradiz a hipétese que kgra (o) < Rio. Logo a intersecgao do Graf ()

com €, é o ponto z,. Segue entao que
gNC 0N =¢,NC () T

e, portanto, C, N C (0€)) C ¢, e isto conclui a prova de vi).
Analogamente pode-se mostrar que existe um tronco de cilindro C’I‘f de
raio 7 = 1/k e declividade 1/b que satisfaz as respectivas condigoes de i) a

vi) como acima. Além disso, para todo ¢ € [0, 1], temos
sup [Vip| < sup [V,
09 09

w (ty) < w (y) e, por hipdtese

1
k ra < D
Graf(te) = RO

segue do exposto acima que para todo t € [0, 1], existem troncos de cilindros
circulares retos C]ft de raio r = 1/k e declividade 1/b que satisfazem os itens
de i) a vi) acima. O teorema agora segue do Teorema 4 (observe que para
este caso, ) e ¢ satisfazem a condicao da declividade limitada para uma

constante M tal que

a?(24+0%)+1
b2_a2

M >
o que pode ser deduzido diretamente de (17)). =

Corolario 16 Seja 2 um dominio limitado satisfazendo a condi¢ao do circulo

interior e exterior para algum raio R > 0 e sejam a,b € R tais que

1 /1 — R2k2
0 <a < min , , max (34)
2sinhxy” R\/1+ k2.
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. 4 — a?sinh®z
\/a2+(1+a2)smh2xo<b§\/ . 2

asinh zg
onde xg € a unica raiz positiva de coshx — zsinhx = 0 e kya, = max |kgql.

Dada ¢ € C**(9Q) ndo negativa com « € (0,1), se

2 —av1+b¥sinhxg) R
|§0|27aQ < {CL, ( a Sin IO) }7 (35)

V14 a?(1+ b?)sinh x

entdo para cada t € [0,1], existe uma tnica solu¢io u € C** (ﬁ) de Qo =0

em  com ulgq = ty.
Prova. Decorre do fato que 02 é unidimensional que
015,00 = sup o] 4 sup [V + sup [ D] .
o0 o0 0
Entao de (35) segue que

sup [Vg| < a
o0

(2 — asinh xgv1 + b2) R
supy < — .
o9 sinh zov'1 + a2 (1 + b?)

Dado p € 09, considere a(s) = (x (s),y (s)) uma parametriza¢ao da compo-
nente conexa de €2 que contém p, com « (s,) = p, e que supomos sem perda

de generalidade parametrizada por comprimento de arco, e

i (s) = (a(s),ty(s),

¢ (s) := (poa)(s), uma parametrizagdo da componente conexa de gréfico

de t¢ que contém o ponto x,: = (p,te(p)), para t € [0,1]. Procedendo
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de modo analogo ao executado para a obtencao de k,, := k, no teorema

anterior, obtemos que a curvatura de 7, em s é dada por
bl _ VR R 4 R
T 3 =

© (1+2 ()"

Consequentemente, para todo t € [0, 1],

(k) < @+ R (O] + R < (@ +R2 (9 + K2 <

2 2
< (sup !DQ@’) + k2 (SUP ‘VM) + ko <
o0 1)
< a®+ad’k3,, +kE, <
1— R%k2 1 — Rk
S o + o kr2nax + ernax =
R (1+ k3 \B? (14 k)
— 1 - R2kr2nax + kﬁaax — RQkfnax + RZk?nax + R2kmax — i
N R? (1 + k) R
donde
1
k% < E
Segue entao que
1
k?Gmf(tsO) < R’

para todo t € [0, 1]. O resultado decorre agora do Teorema 15. m

Corolario 17 Seja Q um dominio limitado satisfazendo a condi¢ao do circulo
interior e exterior para algum raio R > 0 e seja
1 1— k2, R?

K = min { 2sinhzy’ Ry/1 —l—m/i%;ax } ’ (36)
onde kmax = max |kaq|. Dada ¢ € C**(9S2) nao negativa, o € (0,1), se
K?R (2 — 1+ K2sinh xo)

(1+ K2)*?sinh z,

|90|2;39 < ; (37)

entdo, para cada t € [0,1], existe uma tinica solugao u € C* (ﬁ) de QQy =0

em  com ulgq = ty.
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Prova. Se K =0 entao ¢ = 0 e, neste caso, u = 0 é a Unica solugao de

Qo = 0 em ). Suponha entao K > 0. Temos

14— K2sinh?z,
K2+ (1+ K?)sinh® 2y < — .
\/ + (1 4+ K?2)sinh” x 7 < K i g

Assim, tomando a = K e b = 1/K, segue que

I<a< ———
“ 2 sinh xq

V4 — a2 sinh?® z,

\/a2+(1+a2)sinh2x0<b< ,
a sinh zq

Além disso, como

Y

|0ly.00 = sup @] + sup V| + sup | D*p
o9 o9 o9
segue de (37) e do fato que ¢ é nao negativa, que

K2R (2 — V15 K2 sinhao) _R(z—K 1+ s sinh o)
(1+ K2)**sinh z, a (1+ 75) V1 + K2sinhzg
(2 — av/1 + b?sinh mo)
< R .
(14 b%) 1+ a?sinhzg

Ainda, como

IN

sSupy
oN

2 — 1+ K?sinh 2 — sinh
+3/2 ém o < ‘sm o <0.3255 < 1,
(14 K2)”"sinhzg sinh zo

e K <1/R ja que
1— k2, R? 1

segue que
KQR(Q— 1+Kzsinhx0) < K(Q— 1—|—K281nha:0)<
(1+ K2)*?sinh zg B (1+ K2)*?sinhzy

% (2 - sinhx()) cK—a
sinh zq

(38)

IN
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de modo que de (37) concluimos que
sup |Vy| < K = a.
G)

Por outro lado, dado p € 012, denotando por « a componente conexa de 0f2

que contém p e supondo « parametrizada por comprimento de arco, temos

o (2 VR O P R )} + R ()
k G+l 6P

onde v (s) = (a(s),te(a(s))) = (a(s),te(s)) (ver dedugao da férmula

acima no teorema anterior). Entao, de (37) e de (38) obtemos
2 " 2 ’ 2 2
B (s) < [+ (1410 6)) K2 () <
2 2
< {sup ‘D2(p}:| + (1 + [sup|V<,0|} > k2. <
o0 o0
< K+ (1+K*) k]

max’

para todo t € [0, 1], de modo que de (36) obtemos

K, (s) < K?+(1+K?) k2, <

< 1 - kr%lasz + k2 + k2 1 — k?naxRQ _ i
T OR(+k) T AR (14 R, ) RY

donde k., (s) < 1/R. Logo, como p é qualquer, entao

1
kGraf(tcp) < E

para todo t € [0, 1]. O resultado segue agora diretamente do Teorema 15. m

3.1 Uma resposta parcial ao Problema 1.

Com o que obtivemos até agora podemos dar uma resposta parcial ao

Problema 1:
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Seja Q0 € um dominio limitado satisfazendo a condi¢do do

circulo interior e exterior para algum raio R > 0 e

1 1— k2. R?
K:min{ o },

2sinhzy’ R /1 + k2.

onde kpax = max |kaq| e seja ¢ € C**(99Q). Entdo, para todo

t € R tal que

< K?R (2 — /1 —|—K281nhxo)

] < f 7
|g0|2;(9Q (1+ K2)3/2 sinh xg

existe u; € C*® (ﬁ) solugao de Qo =0 em Q, com u|gn = te.

Uma estimativa mais geral para [t|, pode ser obtida diretamente a partir
do Corolario 16. Assim, damos alguma contribui¢ao em relacao ao Problema

1 relatado na introducao.
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4 Alguns resultados de existéncia e unicidade
para graficos minimos compactos com bor-
do em planos nao necessariamente parale-
los

Para um dominio multiplamente conexo € de classe C*, tal que

002 = U 7, com ;, ¢ = 2, ...,n contida no interior da regiao limitada por 7,
provamos nesta secao a existéncia de um grafico minimo assumindo o valor
zero em y; e T (y;) em 7y, i = 2,...,n, onde m é uma fungao linear afim cujo
grafico é um plano II tal que IINC (2) esteja contida em um dos semiplanos
fechados determinados pelo plano z = 0. As hipdteses presentes envolvem a

distancia d entre a curva ~; e as curvas v;, ¢ = 2,...,n € a altura

h = sup{|7(p)|;p € Ui_yvi}.

Além disso, se a curva y; é convexa, provamos a existéncia de um gréfico
minimo sobre € assumindo o valor 7 (1) em v, e zero em v;, i = 2,...,n,
com hipéteses semelhantes aquelas usadas em [EsR]. Em [EsR], os autores
consideram II um plano paralelo a z = 0, a uma distancia h, e provam que
se 7, © = 2,...n, satisfaz a condi¢ao do circulo interior com raio r; > 0 e
~1 satisfaz a condigao do circulo exterior com raio 0 < ry < oo, tal gréfico
minimo existe se

h—l /rj +d

T

h < rcos j=12.

Com hipéteses semelhantes a estas, supondo adicionalmente que a curva v,
seja convexa, e com a mesma técnica, provamos o Teorema 19. No teore-

ma a seguir, no entanto, a prova se baseia no fato que, sob certas hipdtese
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envolvendo h e d, pondo ¢ : 92 — R, dada por

m(p),sep €, i=2,...,n
¢ (p) = ,
Osepem

temos €2 e ¢ satisfazendo a condicao da declividade limitada generalizada

com alguma constante M > 0 e raio R > 0 e, além disso, as condigoes (2) e

(3) do Teorema 4.

Teorema 18 Sejam v uma curva de Jordan de classe C** no plano {z = 0},
a € (0,1), satisfazendo a condi¢ao do circulo exterior para algum raio

0 < Ry < o0 ell um plano de declividade 0 < M < oo tal que a curva
c =1INC(v) esteja contida em um dos semi-espagos fechados determina-
dos por {z = 0}. Sejam 1, ...,y curvas de Jordan de classe C** no plano
{z =0} tais que cada curva v;, i = 1,...,n, esteja contida no interior da re-
giao limitada por y e satisfaca a condicao do circulo interior para algum raio
Ry > 0. Suponha ainda que os conjuntos fechados limitados pelas curvas ;
sejam dois a dois disjuntos. Denote por €2 o dominio multiplamente conexo
limitado por 7y, v;, 1 = 1,...,n, ™ a func¢ao linear afim cujo grafico é o plano

I1, e por h o nimero real

h = sup{|m(p)|;p € U 7}
Pondo
d = d(ULv,7) =
= inf {|p1 — p2|ip1 € U1, P2 €7},

Ty a unica raiz positiva de coshax — xsinhz = 0 e R = min{Ry, R2}, dado

> 1, se para h # 0,

h? + o2 < 2
Rh  — sinhzg
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h< 1
o 2 2) cinh?
\/M + (1 + M?)sinh® x

onde 0 = min {d, uh\/M2 + (1 + M?2) sinh? a:o}, entdo eziste uma unica

solugio u € C** (Q) de Qo =0 em Q com ul, =0 eul,, =7, i=1,..,n.

Prova. Considere ¢ : 02 — R dada por ¢|, =0 e ¢|,, = 7],
1=1,...,n.
Se h = 0 entao u = 0 € a tnica solu¢ao. Suponha entao h > 0. Sem perda

de generalidade, suponhamos que ¢ = II N C () esteja contido no conjunto

{(:p,y, 2) € R* 2> O}.

Dado i € {1,...,n} e dado p € ~;, considere o ponto x, = (p, ¢|, (p)). Seja v,
um vetor nao nulo tangente ao grafico de ¢ em xz, e seja n, o vetor unitario
normal a C'(v;) em z, e que aponta para o interior de C (€2;), onde €; é a
regiao do plano z = 0 limitada por ~;. Seja H}O o plano passando por z, e
contendo v,, cujo vetor normal N, (N,e;3) > 0, tem declividade h/o e é tal
que (N,n,) > 0. Temos que II} ¢ transversal a C' (v;) em x;, pois h/o > 0 e,

CcOo1mo

h 1

<
o M’

ja que M < \/]\42 + (1 + M?2)sinh? z, segue que

h
-M<1
g

e, portanto, N nao é ortogonal a n,. Assim, a reta suporte de N passa do
interior para o exterior de C'(€;) em z,. Como II} é transversal a C (v;),

temos que

P
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¢ uma curva fechada simples passando por z, e que divide H}D em duas compo-
nentes conexas, uma delas limitada que chamaremos de U,. Como -; satisfaz
a condicao do circulo interior com raio Ry > 0, temos que ﬁ; satisfaz a

condigao do circulo interior com raio igual a 1/k, onde

k = max ke = M,
hR
sendo £ a elipse obtida pela interseccao de H;, (que tem declividade o/h) com
C (cr), onde cg ¢ o circulo de raio R = min {R;, Ry} sobre {z = 0}, contido
no fecho de §; e tangente a v; em p. Note que £ é congruente a elipse de
equacao
2 2,2

ﬁ%*?ﬂ%%?ﬁ_l (39)

no plano z = 0. Assim, existe um circulo ¢, de raio 1/k contido em U, e

passando por z, com v, € T,,c, ;. Além disso,

o1 CH{(@,y,2) 5 2 < (z,y)} (40)

devido a escolha do plano IT}. Seja a; o ponto de ¢, tal que a1 = (21,91, 21),

onde

<1 = Sup {Z ) (l’,y,Z) S C;;,l}a

e seja ay o ponto de {z = 0} que é a interseccao da reta perpendicular a Hzl)
que passa por a; com {z = 0}. Considere agora o tronco de cilindro circular
reto C de raio 7 = 1/k cujas bases sdo c,; e ¢,,, onde ¢, , é um circulo
concentrico a ¢, 1 e sobre o plano Hf, paralelo a H},, que dista

2

hg = ———
0 k sinh xq

de IT} e é tal que m,5 < m,1 em R?, onde m,5 e m,; sdo as fungdes lineares
afins cujos graficos sao os planos HIQ7 e Hzl) respectivamente. Por construcao

C, é tal que:
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a) o circulo ¢, esta contido em C (ﬁi);

b) a declividade de C, é menor ou igual a 1/\/]\42 + (1 4 M?) sinh? 2,

j& que a declividade de C é igual a h/o e por hipdtese
h 1
g \/M2+(1+M2)sinh2x0

c) o ponto ap pertence a C7, ou seja d (ay, az) < 2/k sinh xy.

De fato, suponha que o ponto a; dista h, do plano z = 0. Note que
h, > 0. Temos h, < h e isto decorre de (40). Seja d, a distancia entre a,
e o pé da perpendicular em {z = 0} tomada por a;. Como o angulo que as
geratrizes de O fazem com o plano {z = 0} tem tangente h/c, segue que a

reta Gyas tem inclinagdo h/o com o plano {z = 0}. Assim

ho h

o d

e, como h, < h, resulta que d, < 0. Pondo hy a distancia entre a; e ay temos

ho = /B2 + &2 < VA2 + o2

Como por hipdtese

2 2

h*+o < '2 |

hR  — sinhxg
segue
2h
h? + 0% < = R )
sinh zg

e portanto

——s 2hR 2
h2 + 0-2 < = - s
~ Vh%+o?sinhz, ksinhxg

donde ay € C'p’.
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d) Segue imediato de ¢) e do fato que ¢ é nao negativa que
sup {2; (z,y,2) € o NC (Q)} < iaangp.

e) Por 1ltimo, observamos que C” N C (952) C ¢~. Para tal, note inicial-

mente que
C, NC () C (¢ly)
para todo ¢ = 1, ...,n, pois

M <

91>

(note que M < h/o em virtude de ¢ = II N C (7y) estar contido em um dos
semi-espagos fechados determinado por {z = 0}). Vamos mostrar agora que
C,NC(y) C(¢ly) . Pelo que vimos no item c¢), o fato de h,, ser menor ou
igual a h implica que d,, < 0. Observamos que o pé da perpendicular por a;
em {z = 0} estd contida em €; e, como d, < o, segue-se que ay estd contido
no fecho da regiao limitada por . Raciocinio analogo nos diz que todo ponto
de C; N{z = 0} estd contido no fecho da regido limitada por v, de modo que
C; N C () C (o)

De maneira andloga mostra-se que existe um tronco de cilindro C; de
raio 1/k e declividade h/o transversal a C' (7;) em z, e satisfazendo a) a e)
como acima (condigoes respectivas - conforme Definigao 6). Note que basta
considerar o plano z = h no lugar do plano z = 0 e proceder de modo
completamente andlogo ao exposto acima.

Seja agora p € 7, e 1, o vetor unitario normal a 7,7y, (n,,e3) = 0 e que
aponta para o interior de €. Seja w, um vetor ortogonal a T, (w,,e3) > 0,
tal que (wp,7n,) > 0 e tal que, denotando por 7, a reta p + tw,, t € R,
tenhamos r, N {z = h} = {by} tal que [p(bs) — p| = o, onde p é a projegao
ortogonal sobre {z = 0}. Note que tal reta existe ja que T,y C {z = 0}.
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Considere o plano «,, determinado por 7,y e por r,. Note que tal plano tem
declividade h/o. Considere agora o plano a; perpendicular a «, e contendo

T

»7 (e portanto, tal plano tem declividade o/h, cuja reta normal N em p

tem declividade h/o). Como 7 satisfaz a condi¢ao do circulo exterior de raio
0 < Ry < o0, considere o circulo Cg de raio R = min { Ry, Ry} tangente a p e
contido no fecho do exterior de (2., onde €2, ¢ a regiao limitada por . Temos
entao que existe um circulo c;’l de raio 1/k tangente a p e que é interior a

elipse
Oézlj nc (CR) ,

sendo esta elipse, por construgao, congruente a elipse dada em (39). Con-
sidere agora o plano ai paralelo a oz;7 e passando por by e cz': , 0 circulo de

raio 1/k, concéntrico a ¢,

»1 € contido em af,. Denotamos por Cf o tronco

cilindrico de bases ¢/ e ¢,. Temos:
a) ¢, NC () =0 por construgio;
b) inf {z; (x,y,2) € 0;2 NnC (ﬁ)} > S{l).lngO por construcao;
c) CFNC(09) C " eisto decorre imediato do fato de |p (b2) — p| = 0;
d) a declividade de C;f" por construcao é h/c;
e) a altura hg de C;f é menor ou igual a 2/k sinh z,.

De fato, como by € {z = h} e |p(b2) — p| = 0, segue que
ho =V h2 + 0'2,

e a afirmacao segue agora diretamente da hipotese

h? + o2 < 2
hR — sinhzg

Por outro lado, ¢ evidente que para todo p € 7, existem cilindros C de

bases ¢, e ¢, de declividade h/o e raio 1/k que satisfazem a) a e) acima
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(condigoes respectivas). Além disso, para todo ¢t € [0, 1], como tM < M,
segue que

h 1 1

- < < .

g \/M2+(1+M2)sinh2x0 \/t2M2+(1+t2M2)sinh2x0

Assim, para

toly, = tmly,, 1 € {1,...,n} etpl, =0,

procedendo de modo andlogo ao acima exposto, segue que para todo p € 92
e para todo t € [0,1], existem troncos de cilindros circulares C’;ft de raio
R = 1/k e declividade h/o satisfazendo as condigoes de a) a e) como acima
respectivamente. Portanto, os cilindros C’;ft como na Definicao 6 tém raio
1/k, declividade K = h/o com

1

K <
\/M2 + (1 4 M?) sinh? z

cuja altura é menor ou igual a 2/k sinh zy para todo p € Q2 e t € [0,1]. Além
disso, 2 e p sao de classe C**, o € (0,1), jA que v, Vi, € T, 7|y, @ = 1, .., K,
o sdo. Segue agora do Teorema 4 que existe uma tinica solugao u € C* (ﬁ)

de Qo = 0 em Q, com u|sg = ¢, ou seja,

u|%. = Wlw

1=1,...,k =
Se supormos a curva 7y no teorema acima convexa, podemos em contra-
partida retirar a exigéncia da regularidade das curvas v e v;, © = 1,...,n,

e obter um resultado na mesma direcao. Neste caso, para a construcao de
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barreiras no entanto, nao mais usamos a técnica do resultado acima, mas sim

adotamos um procedimento similar aquele usado em [EsR].

Teorema 19 Sejam v uma curva de Jordan convexa no plano z =0 e Il um
plano transversal ao cilindro C' = C () e tal que a curva ¢ = 1N C esteja
contida em um dos semi-espacos fechados determinados por z = 0. Sejam
V1, - Y curvas fechadas no plano z = 0 tais que cada curva v;, i = 1,..., k,
esteja contida no interior da regiao limitada por ~v e satisfaca a condi¢cao do
circulo interior com algum raio Ry > 0. Suponha ainda que os conjuntos
fechados limitados pelas curvas ~y; sejam dois a dois disjuntos. Denote por 2
o dominio multiplamente conexo limitado por ~v,~;, i = 1,....k, ™ a fun¢do

linear afim cujo grdfico é o plano 11, e por h o numero real

h =sup{|7 (p)|;p €~}

Pondo

d=d (U§:17i>7) = inf {’pl —palip1 € Uf:ﬂ’i ep2 € 7} ; (41)

se h € tal que

h Ry +d
h— <
Cos R SR

entdo existe u € C* () N C° (Q) solugdo de Qo =0 em Q tal que

(42)

uly =mly e uly, =0,
i=1, ..k

Prova. Sem perda de generalidade supomos ¢ C {(z,y,2) € R? ; z > 0}.
Dado p € 0f2, provaremos a existéncia de sub e supersolugoes genera-

lizadas v,, w, € C° (ﬁ) para o operador )y em ) tais que
0<w,(q) <wp(q) <7(g)

75



para todo ¢ € Q, com

Sepefwaizla"?k’ie? sepeE”,

vy (p) = wy (p) =7 (p).

Para um dado p € v, nés definimos uma subsolucao v, de )y em €2 co-
mo segue: consideramos uma curva convexa « contida em {2 e que limita
uma regido que contém UF_,v; (sempre possivel ji que v é convexa). Con-
sidereramos agora a reta [, C II que é tangente a ¢ em (p,7(p)). Como
7 € convexa, ¢ ¢ também convexa e, portanto, {, divide o plano II em dois
semiplanos fechados, um deles contendo c. Seja II, um plano contendo [, e
interceptando o plano z = 0 em uma reta L, tal que L, N« # 0 e tal que
uma das componentes conexas fechadas de {z = 0} \ L, contenha « (sempre
possivel pois a é convexa). Temos que 11, é o grafico de uma funcao linear
u, ja que « estd contida no interior da regiao limitada por . Denotemos

também por u, sua restricao ao dominio 2. Defina
v, := max {uy, 0} .

Entao v, é uma subsolugdo de @y em £ satisfazendo 0 < v, (¢q) < 7(q)
para todo ¢ € Q e v, (p) = 7 (p). Caso p € v, i = 1,....k, nés definimos
simplesmente v, = 0 em Q.

Agora, para um dado p € ~;, ¢t = 1, ..., k, nés definimos uma supersolugao
w, de Qp em €2 como segue: seja ¢, o centro do circulo C), de raio R; contido
no fecho da regiao limitada por 7; no plano z = 0 e tangente a ; em p. No6s

observamos que o pedaco J, do catendide

Jp (¥) = Ry cosh™ {%} )
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com

h
Ry <|z —¢y| < Ry cosh —,
Ry

tem como bordo dois circulos: C, (quando |z —¢,| = R;y) e C,; (quando
|z — ¢,| = Rycoshh/Ry), sendo que C, ) estd no plano z = h e, em vista
da condigao (42), estd contido na regiao limitada por v + hez. Consequente-

mente, a curva
d=J,NII

estd contida na regiao do plano II limitada por c¢. Seja [ a projecao ortogonal
de ¢ sobre z = 0. N6s definimos a supersolucao w, para o operador )y no

dominio €2 pondo

@ Jy (q) se q esta entre e
wy (q) =
7 (q) caso contrario, g € €2

Temos entdo 0 < w, (¢) < 7(g) para todo ¢ € Q e w, (p) = 0. No caso em
que p € 7, nés simplesmente definimos w, = 7 [q.

Segue agora do método de Perron, que a funcao u : 2 — R definida por
u(p) :=sup{s(p);s é subsolugao de Qp, 0 < s < 7}

¢ de classe C?, satisfaz a equacio Qp = 0 em €2 e, em vista das barreiras

construidas em cada ponto p € 050, u satisfaz as condi¢oes no bordo
uly=mly euly,=0

paratodo:s=1,....k. m
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5 Apéndice

Neste apéndice tratamos da demonstracao do Teorema 2. Apresentamos as
linhas gerais da demonstracao, indicando os teoremas de [GT] diretamente
envolvidos.

Em nosso trabalho basicamente trabalhamos com o Problema de Dirichlet
(1) para a equagao das superficies minimas em dominios suaves e limitados
do plano e dados no bordo de classe C%*“, o € (0,1). Para investigarmos a

existéncia de solugoes neste caso, empregamos o método da continuidade.

5.1 O método da continuidade

O método da continuidade aplicado ao problema (1) para o caso de
dominios e dados no bordo de classe C*%, pode ser expresso pelo Teorema 2.
A seguir expomos os principais resultados que permitem concluir que, sob as

hipoteses consideradas no referido teorema, o conjunto

V= {t € [0,1]; Fu, € C**(Q) solucdo de Qp = 0 em € com uy|sq = t<,0}

coincide com [0, 1].

A idéia para mostrarmos que V = [0,1] é a usual, ou seja, mostrarmos
que V é nao vazio, aberto e fechado em [0,1]. Que V é diferente de vazio
¢ imediato, ja que t = 0 € V (up = 0). Temos que mostrar entdo que V' é

aberto e fechado.

5.1.1 Resultados necessarios

A abertura de V, como veremos, sera uma consequéncia do Teorema
da Funcao Implicita. Também veremos que a abertura de V é vélida em

qualquer situacao, isto é, seja qual for o dominio €2 de classe C** e seja qual
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for o dado no bordo ¢ € C%*(99Q). No que segue, consideremos Co® Q) o

conjunto das fungdes h € C> (Q) tal que hlypq = 0.

Lema 20 Seja Q C R? um dominio de classe C**. Entdo o operador
Qo : € (@) — C* ()

dado por

Qo (u) = dip— Y
1+ |Vaul?

é de classe C. Além disso, dada u € C** (Q) solugdo de Qo =0 em €2, o

Linerarizado
L, : C** (ﬁ) — " (ﬁ)
de Qo em u, a saber,

Ly (h) = d(Qo), (h),
¢ um homeomorfismo linear de Co* (Q) sobre C*(9).

Prova. A prova que Qg é de classe C! é feita diretamente a partir da

definicao de derivada. Vamos provar entao que
L= L“‘Cgo‘(ﬁ)

¢ um homeomorfismo linear. Inicialmente mostraremos que L é um operador
fortemente eliptico.

Temos

L) = Laiv V(utsh)

B\ IV @ st
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= {2hyuzuy, + (1 + ui) Py — 2Rty Uy — 2Ry Ugtyy — 2Ry Uy, +

F2hy Uy Ugg + (1 + ) heo } (1 + |Vu\2)73/2 —3{(1 +u2) uyy — 2uzuyug, +

-1

+ (14 02) e} (14 [Vu®) ™ (s + wyhy) (14 |Vul?)
Como

{(1+u2) uyy — 2uguyugy, + (14 u) ug} (1+ ]Vu]z)fg/z =Qo(u) =0,

segue que

L(h) =

= {2hpuztyy + (14 u2) hyy — 2Rtz — 2hyuptey, — 2hguu, +

2yt + (1 uhas} (14 [90f?) ™,
donde
L(h) =
(1+u2) B 2uguy (1+u3)
(1 N |Vu|2)3/2 Tz (1 N |Vu|2)3/2 (1 . |vu|2)3/2 vy
2 - 2 -

(gt~ tytey) -, 2t — Ul (43)
(1+ [Vul) (1+[Vul)

Decorre de (43) que a matriz dos coeficientes principais de L é dada por

1 14w, —uguy,

(1 + |vuP)™?

[ai;] = )
—Uzty 1+ uj

Notemos entao que det (A — A\I) = 0 se, e somente se

2
e (2+ |Vul7) ‘L 1

=0
1+ Va1 +|Va?)
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donde

\ 1
1 p—
(1 -+ \Vu|2)3/2
e
1
)\ =
: (1 + \Vu|2)1/2

sdo os autovalores minimo e maximo de [a;;] respectivamente. Como € é

limitado e u € C** (Q), existe ¢ € R tal que
¢ = sup |Vu|.
Q

Pondo 6 = 1/(1+ 02)3/2, temos que 0 < 6 < Ay < Ay < 1, donde podemos
concluir que L ¢ fortemente eliptico.
i) L é continua.

Da desigualdade triangular obtemos

(1+u2) 2uzu
L)y = o e Lt
4 (1 +uz) 2 (Ualyy — Uylay) I
on3/2 YY 2\ 3/2 z

(1 +[Vul?) sl (14 [Vul7) ol

n 2 (UyUypy — Uylyy)
72
(1+1vuP)” 5

Como €2 é compacto e u,, u, sao continuas, existem constantes ¢; € R,

1=1,...,5, tal que

1+ UZ 2u,u,
c1 = sup , Co = Sup y
a |(1+|vuf?)*? a |(1+|vuf)”?
1+ ui 2 (UplUyy — UylUy
€s = Sup on3/2 |0 G4 T SUP Lt 2y3/2y)
2 | (1+ |Vul) o | (1+|Vul)




2 (UyUyy — Uylyy)

(1 +|vu?)**

C5 = sup

Q

Logo

|L (h)‘agﬁ S 1 ’hxw‘agﬁ + C2 ‘hxy|a;§ + C3 |hyy|a;§ + Cq |h’m|a,§ + Cs |hy‘a;§ .

Da definicao de norma C*® e C'® obtemos

|hly 0 < sup|h| +sup|[Vh| 4 sup |D*h| + [DQh}a;ﬁ
0 Q Q
‘h$z|a;§ = ‘hx$|0,a;§ = Slip ’hl"ffl + [hzz]a;ﬁ S |h’2,a;ﬁ :
Q

Analogamente, vemos que |hyy|,q < [kl ,q € [hyyl,g < |y 00 Afirmamos
que |he g 1hylaq < [hly0q- De fato, como L é fortemente eliptico, podemos
aplicar o Lema 6.35 de [GT]. Tomando no referidolema j =0, =aek =1,
temos j + 3 < k + a. Como Q ¢ de classe C%® e h € C** (ﬁ), temos h, e

h, em C* (ﬁ) Entao, do referido lema, segue que para todo € > 0, existe

CeR,C=Cle],k Q) =C(e0,1,9Q) tal que
|h$|0,a;§ S C |h$|0;ﬁ te |h$|1,o¢;§ .
Como

‘h‘$|0;ﬁ = Slip ‘h‘m| S ‘h“2,a;ﬁ
Q

|h:c|17o¢;§ = sup |hw| + sup |Vhw| + [Dhar]a;ﬁ < |h|2,a;ﬁa
Q Q
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segue que |h.ly . < (O +¢€)|hly,.q. Analogamente,
|hy|07o¢;§ S (C/ + 6/) ’h|2,a;§7

concluindo a afirmagao. Portanto, existe C=C (6, €,0,1,|ul, a,§> tal que

donde concluimos que L é continua.
ii) L é injetora.

Lembramos que a forma geral de um operador linear eliptico é

Z aZ]D”ujLZbDu—l—cu (44)

i,j=1
De (43) vemos que L é um operador linear eliptico em 2 com ¢ = 0. Da-
dos hy e hy pertencentes a Cg® (Q), temos que se L (hy) = L (hy) entdo
L (hy — hy) = 0. Como (hy — hg) |9 = 0, pelo Teorema 3.3 de [GT] temos
que hy = hy em (), donde concluimos que L é injetora.

iii) L é sobrejetora.

Como L é estritamente eliptico (ja que é fortemente eliptico) em €2, com
¢ = 0 e os coeficientes de L pertencem a C' (ﬁ), pelo Teorema 6.14 de [GT]
concluimos que dada g € C* (ﬁ), existe um unico h € CS’“ (ﬁ) tal que
L (h) = g, donde L é sobrejetora.

iv) L™! é continua.

Sejam g € C* () e h € co (Q) tal que L (h) = g. Como L é eliptico e
¢ =0, aplicando o Teorema 3.7 de [GT], obtemos
9l
50
< sup [h] + + Iglog,

sup |h| < sup|h|—|—csup
Q
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onde ¢ = ¢ (2, ), sendo = %sup |b;|, b; com 0 mesmo sentido que em (44).

Logo, como hlgq = 0, segue que

|h|0;§ S C|g|o¢;§’ (45)

Como g € C*(Q) e L ¢ estritamente eliptico, pelo Teorema 6.6 de [GT],

temos

B0z < € (1Ml + 19la) (46)

onde ¢ = ¢ (o, Q, k1, k2), onde ky e ko sdo constantes positivas. Substituindo

(45) em (46), obtemos

|h|27a;§ S C |g|a;§7

onde C' = C (a, 3, k1, ko, Q). Logo L' é continua.
Concluimos entao que L é um homeomorfismo linear. m
Decorre do lema anterior e do teorema das func¢oes implicitas, o seguinte

resultado:

Teorema 21 Sejam Q0 C R? limitado e de classe C*, e seja ¢ € C** (Q).
Suponha que exista uy, € C* (ﬁ) solucao de Qg = 0 em Q tal que

Uty lo = towloa. Entdo existe 6 > 0 tal que, para todo t € (to — d,to +0) N
[0,1], emiste uy € C** (Q) tal que Qo (us) = 0 com w]an = tp|aq.

Prova. Seja
T :RxCy* (Q) — C*(Q),
dada por T (t,w) = Qo (w + tp). Se wy, = uy, — toy entio wy, € Cg° (Q) e

T (to, wto) = QO (Uto) = 0
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Pelo Lema 20, T é de classe C* e

T(t th) — T (t
DyT (to, wy,) (h) = lim (to, we + th) (o, we,) —

t—0 t
_ thO (wto + Pto + th) _ QO (wto + 901‘/0) _
t—0 t
th) —
_ PI%QO (ug, + t) Qo (ug,) —d (Qo)uto (h),

¢ um homeomorfismo linear.

A prova agora é consequéncia imediata do Teorema da Funcao Implicita.

[ ]
Com o teorema acima podemos imediatamente concluir que V' é aberto.
Vamos tratar agora do fechamento de V. Comegamos com o seguinte
resultado:

Lema 22 Dado 2 C R? um dominio limitado e de classe C*%, seja
ueC*(Q)ncC’(Q)
solugao de Qo =0 em ), com u|pq = @laq € tal que
sup |Vu| < oo,
Q
sendo o € C** (). Entao u € C**(Q).

A prova deste Lema, com todos os detalhes, esta feita em [EsFR].

Um outro resultado geral que necessitamos ¢ o que segue:

Teorema 23 Dados Q C R? um dominio limitado de classe C*% e

p € C*™ (ﬁ) Seja {t,} C R, t, — ty quando n — oo, tal que para cada
n existe u;, € C** (ﬁ) solugcdo de Qo = 0 em Q com uy, |ag = tnplon. Se
supq |[Vue,| < My entio {u,} contém uma subsequéncia convergindo uni-
formemente a uy, € C* (ﬁ) solugdo de Qo = 0 em Q com ug,|aq = toploa €

supgq |Vug,| < M.
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Prova. Defina, para cada n,

Lo (h) = (14 (ug,)?) hyy — 2 (wr,), (), Py + (1 n (utn)f,) B

Temos L, um operador fortemente eliptico. Com efeito, a matriz

ij] = 5
—(up,), (ue,), 1+ (Utnﬁ,
possui autovalores A\,; = 1 e Ao = 1+ |Vutn|2. Como por hipdtese

supq |Vug, | < My, tomando Ag = 1+ M2, temos que para todo n,
0<1= )\n,l S )\n,Q S AO'

Como estamos nas hipéteses do Teorema 12.4 de [GT] (estimativas de Holder
para o gradiente), decorre do referido teorema que existem § = 3 (92,1, M;) €
(0,1] e My = M (2,1, M;) € R, tal que |ug,|, 5, < M para todo n € N.
Assim, pondo v = min{«, £}, vem que |Utn|1,7;Q < M3 para uma certa
M; € R. Pelo Teorema 6.6 de [GT], segue-se que existe C' = C (2, 1, My, )
tal que

s < C (sl + gl + )

Como {t,} é limitada, existe M, € R tal que |t,| < M} para todo n. Como
¢ € C**(Q), existe M7 tal |ly.0 < M. Logo

|tn¢|2,7;Q = |tn| |SO|27'y;Q S M41MZ = M4‘

Assim, M, independe de t. Pela desigualdade do valor médio, dado py € 052,
para todo p € Q,

[t (p) = e, (po)| < sup [V, [p — pol < My,
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onde d = sup {|p — | ;p, ¢ € Q}. Assim, [uy, (p)| < Myd + |uy, (po)], donde
sup |ug, | < Myd + supp = Ms.
Q 0
Logo
|utn|2mg < C (M3 + My + Ms).

Por Arzeld-Ascoli, {u;,} possui subsequéncia {u,,} convergindo uniforme-
mente na norma C? para u € C? (Q). Como @ ¢ continuo, temos Qg (u) = 0

em ) com u|gg = tow|oq € supg |Vu| < M;. =

Teorema 24 Seja Q um dominio de classe C*® e limitado e seja
p € C**(99). Suponha que exista G tal que se uy € C* (ﬁ) € uma solucao
de Qo =0 com u|oq = ty entdo |Vu| < G, para todo t € [0,1]. Entdo

V={te[0,1];3u € C**(Q) solugio de Qo =0 em Q, com us|on =t}

€ fechado.

Prova. Seja {t,} C V, tal quet, — to € [0,1]. Entao, para cada n, existe
up, € C**(Q) tal que Qo (ug,) = 0 € uy, loso = top. Seja ¥ € C** (Q) uma
extensdo de p a Q. Entdo W|sq = ¢. Pelo Teorema 23, {u;, } contém uma
subsequéncia convergindo uniformemente a u;, € C? (ﬁ) solugao de @y =0
em € com uy,loa = toV]on = tow € supq |Vuy,| < M. Pelo Lema 22 temos
que uy, € C* (ﬁ), 0 que nos garante que ty € V, provando o Teorema. m

Observamos ainda que operador quase linear eliptico () satisfaz o principio

do maximo para o gradiente. Precisamente:

Teorema 25 Seja Q@ C R* um dominio e seja u € C? () N C' (Q) uma

solucao de Qg = 0. Entdo

sup |Vu| = sup |Vul .
Q o9
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A demonstracao deste Teorema pode ser encontrada em [GT], segao 15.1
e 15.2, sendo que 1a estao resultados que se aplicam a uma ampla classe de
operadores quase lineares elipticos além do operador ().

Juntando todos os resultados acima temos o Teorema 2.

5.2 Estimativas globais do gradiente a partir de esti-

mativas no bordo

Com o Teorema 25 acima, podemos reduzir estimativas globais do gradi-
ente a estimativas no bordo. Todavia ainda se faz necessario obter estimativas
a priori do gradiente de uma solucao no bordo. A técnica usada para tal,
fundamenta-se no principio do mdximo para a diferenca de duas solugoes que

é satisfeito pelo operador Q).

Teorema 26 Sejam u,v € C** (ﬁ) duas solucoes de Qo = 0 em 2 e supo-

nha que u|pg > v|gq. Entdo u > v em S.

Note que é imediato do teorema acima a unicidade do problema (1).

5.2.1 Sub e supersolucoes generalizadas

Observamos que se quisermos estimar o gradiente no bordo de uma
solugao de Qp = 0 em €2 que coincide em 9 com ¢ € C%“ (9N), entao dado
p € 09, é suficiente encontrar fungoes W~ e W pertencentes a C%2(09) tal
que:

a) U, <o <VUJ com ¥, (p) =¢(p) =" (p);
b) existem solugoes u,, uf € o2 (ﬁ) de Qp = 0 em € tal que

Uy loo = ¥, e ullon = U
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c) existe M > 0 tal que

Y

supmax {|Vu, (p)| .|V (p)|} < M.

o0

Porém, de qualquer maneira temos que saber resolver o Problema de
Dirichlet (1) para \IJ;[, embora agora tenhamos grande liberdade na escolha
das \I/;,t. Este problema pode ser grandemente facilitado utilizando-se a nocao

de barreira generalizada, ou de sub e supersolugao generalizada.

Definicao 27 Dizemos que uma fungio s € C° (ﬁ) é uma subsolugao ge-
neralizada para o operador quase linear eliptico Qy em S se, dado p € Q e
dado um dominio suave A C Q com p € A\, se u € C*® (K) ¢ uma solugao

de Qo =0 em A e se ulgp = s|on entdo u > s em A.

Para definir supersolugao generalizada basta trocar > por < na defini¢ao
acima.

Assim, por exemplo, para obter estimativas do gradiente de soluc¢oes do
problema (1) no bordo, podemos usar barreiras generalizadas no lugar de
barreiras, desde que exijamos que no ponto p € Jf2, ou seja, no ponto onde
queremos estimar o gradiente da solugao, as sub e supersolucoes generalizadas

sejam derivaveis.

5.3 O principio da tangéncia

O préximo teorema é conhecido como principio da tangéncia.
Teorema 28 Sejam S, e Sy superficies de curvatura média constante do
R3 e seja p € S; NSy um ponto de tangéncia entre Sy e Ss (1,51 = T,52).

Sejam Ny, Ny campos unitdrios e normais a Sy € Sy e tais que N1(p) = Na(p).

Suponha que S7 e Sy tenham curvaturas médias Hy e Hsy, respectivamente,
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com relacao aos campos N1 e No. Suponha que Sy esteja acima de S; em
uma vizinhanga de p com relagao ao vetor normal Ny(p). Entao Hy > H; e
vale a iqualdade se e somente se S e Sy coincidem em uma vizinhanca de
p. Se Sy e Sy sao completas (ou “completas até o bordo” e com o mesmo

bordo), conexas, e Hy = Hj, entdo Sy = Ss.

O exemplo do tetraedro

O exemplo fornecido por Rad6 em [RD2], conforme comentado na intro-
ducao, pode ser expresso como segue:

Considere um tetraedro regular de vértices A, B, C' e D, cujo triangulo
ABD esta contido no plano z = 0. Tome a curva continua I' dada pela

seguinte uniao de arestas do tetraedro:
''=ABUBCUCDUDA.

Seja C" a projecao ortogonal do ponto C' sobre o plano z = 0. Entao a curva
v:=ABUBC'UC'DUDA

é a projecao ortogonal (injetiva) de I" sobre o plano z = 0. Denotando por
Q2 o0 aberto do plano limitado por v e por ¢ a funcao continua definida sobre
v e cujo grafico é I', Radé mostrou como uma aplicagao do seu teorema de
unicidade (ou seja, se u e v sao solugdes de (1) as quais coincidem com ¢ em
02, entdo u = v em §2), que o problema (1) nao tem solucao para tal €2 e

dado no bordo ¢.
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