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Resumo

Este estudo buscar realizar um levantamento sobre as principais contribui¢des referentes aos
modelos de precificacdo de opcdes. O assunto € abordado a partir de op¢des de acdes por serem
os papeis mais negociados dentre a familia das op¢cdes. Em primeiro lugar, sio revisados os fun-
damentos matematicos que foram utilizados posteriormente, com destaque para os martingales
e para o Lema de Ito. Logo depois, apresenta-se a deducdo da equacgdo diferencial de Black-
Merton-Scholes e a solugdo desta equagdo, que gerard a formula basica. para precificacio de
opgoes. Por fim, sdo resumidas as principais contribui¢des para aprimorar o modelo, através de
relaxamento das premissas e de aplicagcdes para op¢des de outros ativos subjacentes.

Palavras-chave: Precificacao de opcdes. Opgdes. Black-Scholes. Merton.



Abstract

The purpose of this paper is to briefly exhibit the main contributions to option pricing theories.
This work is limited to consider vanilla stock options, facing the fact of being the most traded
kind of security within the options family. On first place there is a review on mathematical tools
that would be used later, with emphasis on martingales and on Ito’s Lemma. After that, the
Black-Merton-Scholes partial differential equation is presented and demonstrated. The solution
of that equation is proved to be the closed-form basic option pricing formula. Finally a brief
approach on the formula’s extensions is presented.

Keywords: Option pricing. Options. Black and Scholes. Merton.
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1 Introducao

Os mercados de derivativos tém assumido crescente importancia nos sistemas financeiros
internacional e nacional. A denominacao “derivativo” decorre do fato de serem papeis negoci-
ados com base em caracteristicas de outro ativo, ao contrdrio dos ativos reais, como as agoes,
que tém um lastro diretamente ligado a varidveis reais. As principais classes de derivativos
existentes sao os contratos futuros, os swaps e as opcoes. Esta dltima classe de derivativo vem
ganhando importancia por ter uma caracteristica especial. Uma opg¢ao € um papel que repre-
senta literalmente o direito da compra ou da venda de um ativo-objeto, ou ativo subjacente. De
forma geral, estes derivativos t€m um prazo de vencimento. Porém o que diferencia as opcoes
de seus "parentes” € o fato de atribuir poderes assimétricos aos dois agentes envolvidos numa
transacdo. O vendedor - ou langador - de uma opg¢ao se compromete a possibilidade de comprar
ou vender o ativo subjacente no futuro. Pelo outro lado, o comprador - ou tomador - da mesma
opc¢ao detém um direito de comprar ou vender tal ativo-objeto na data futura e dependera ape-
nas dele se o direito negociado serd exercido. Esta caracteristica assimétrica faz com que o
vendedor da opcdo deva receber um prémio por estar langando o derivativo. Para determinar
o prémio, contudo, é necessdrio saber que tipo de op¢do serd negociada e qual serd seu ativo

subjacente.

Em principio, uma opg¢ao pode ser langada com base em qualquer ativo-objeto. Inclusive ha
linhas tedricas que utilizam o aprecamento de opg¢des sobre ativos ndo financeiros para avaliar

custos de oportunidade!. Entretanto, a maior parte das opcdes negociadas sdo lancadas a partir
de:

e acoes;
e titulos de renda fixa;
e indices, principalmente indices de acdes ou ETFs?;

e commodities;

'Esta abordagem seré detalhada na pagina 54
2Exchange Traded Funds
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e contratos futuros;

o swaps>.

Ja o tipo da opcao determina se o ativo subjacente serd comprado ou vendido pelo tomador
na data de exercicio. Na op¢ao de compra, o tomador tem o direito no futuro de comprar o
ativo-objeto; e na de venda, de vendé-lo*. Outra classificacdo determina a condicdo terminal ou

5

condigdo de fronteira’ no exercicio da op¢do. Os principais tipos de opgdes estdao relacionados

na tabela a seguir:

Tabela 1.1: Principais tipos de opcdes

Denominacio Caracteristica
. Esta op¢ao s6 poderd ser exercida na data de vencimento com base na
Europeia ‘ ‘ .
cotacdo a vista do seu ativo subjacente.
) Opc¢ao dependente do preco a vista do seu ativo-objeto, mas pode ser
Americana ‘
exercida em qualquer ponto no tempo.
Bermudense Idem a op¢do europeia, mas com vdrias possiveis datas de exercicio.
Asidti O critério de exercicio ndo € o prego a vista, mas a média de precos em
siatica

um certo intervalo.

. . A op¢do s6 serd vélida, ou deixaré de ser, se ultrapassar uma certa
Barrier options

barreira.
Binéria Se o subjacente ultrapassa um certo nivel, pagard um valor fixo.
. Opcdes cujo subjacente € uma cesta de ativos e cujo payoff sera
Arco-iris _ .
determinado com base na rentabilidade dos componentes da cesta.
. O payoff é determinado pelo maximo ou minimo que o subjacente teve
Lookback options

numa janela de tempo.

Depois de ter as informagdes bdsicas que caracterizam a opgao, pode-se prosseguir para
encontrar um modelo que determine qual seria o prémio justo a ser pago na negociagao do papel.
O presente trabalho ird se delimitar quase que exclusivamente nas op¢des de acdes de compra
e de venda do tipo europeias e americanas, comumente designadas como vanilla options. O
payoff deste grupo de opcdes € simples de ser expresso matematicamente. Independente de
uma op¢ao ser americana ou europeia, no exercicio do papel este sempre pagard ao tomador

max (S — K;0) para calls ou max(K — S;0) para puts, sendo que aqui representa a letra S o preco

3Estas opgdes comumente sio denominadas de swaptions.
4Op¢oes de compra sdo chamadas de calls; as de venda, de puts.
SEm inglés: Boundary Condition
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a vista da acdo subjacente e K, o preco de exercicio. Nao obstante, antes da data de maturidade,

o preco do contrato € composto pelos seguintes valores:

1. seu valor intrinseco, sendo este o valor que o tomador da op¢do receberia caso exercesse
naquele instante. Portanto o valor intrinseco é max (S — K;0) para calls e max(K — S;0)

para puts, em qualquer ponto no tempo®;

2. seu valor no tempo, representando o prémio que o tomador assume por nao poder ou nao

estar exercendo o derivativo naquele momento;

3. no caso de op¢Oes americanas, um prémio vis-a-vis as europeias pela possibilidade de o

tomador exercer em qualquer instante.

Graficamente o comportamento do payoff das op¢des tratadas € simples de ser demonstrado. A

figura abaixo ilustra o exemplo de uma opcao de compra:

Figura 1.1: Diagrama do payoff (esq.) e diagrama de lucros para o tomador (dir.)

Valor da opcéo
100 4 Y, Lucro
a0

70
80
70
60 50+
50
404
30
20

bl P

Strike,

0 - — . v T T T 1
50 4 100 150 200
0 = 100 150 200 ] Ra 5 5
Valor da acdo v

Fonte: Wilmott (2006), modificado pelo autor

Nos gréficos da figura 1.1, o da esquerda descreve o payoff da op¢cdo no vencimento carac-
terizado pela reta; a curva € o valor da op¢ao em algum ponto no tempo antes do vencimento.
Para um preco fixo da ac@o-objeto, a diferenca entre o payoff no vencimento e a curva do preco
antes do vencimento descreve o valor no tempo da op¢do. Posto isso, fica evidente que a curva
se aproxima da reta com o passar do tempo. Ja do lado direito, o diagrama de lucros incorpora

o prémio pago pelo tomador, resultando numa saida de caixa no instante do pagamento do pré-

®No jargdo financeiro, costuma-se dizer que uma opgio estd dentro do dinheiro (in the money) quando o valor
intrinseco € positivo, no dinheiro (at the money) quando S = K e fora do dinheiro (out of the money) nos demais
casos em que a op¢do ndo possui valor intrinseco.
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mio. Um problema desta ilustracdo € que ela ndo considera o valor do dinheiro no tempo, pois

o prémio é pago na data da compra ou venda da opgio e ndo na sua maturidade’.

O problema a ser resolvido, dadas as caracteristicas supracitadas das vanilla options, € de
elaborar um modelo que inclua as varidveis necessdrias para precificar estes papeis da forma
mais acurada possivel. Segundo Neftci (2000, p. 38), todo modelo de precificacdo de opgdes

deve, mas ndo estd limitado, a incorporar os requisitos a seguir:

1. Obter um modelo que identifique a dindmica do movimento do preco do ativo subjacente;

2. Determinar como a op¢ao se comporta em relacdo ao ativo subjacente no vencimento ou

em outra condicdo terminal (boundary condition);
3. Obter probabilidades ajustadas pelo risco;

4. Calcular retornos esperados dos derivativos no vencimento, utilizando probabilidades

ajustadas pelo risco;

5. Descontar o retorno esperado a uma taxa livre de risco.

Como sera visto mais adiante, torna-se necessario recorrer a matematica moderna do século XX
para modelar trajetdrias de precos que se movem de forma aleatéria. A evolugdo do instrumental

para precificacdo de op¢des pode ser visualizada na figura a seguir.

Figura 1.2: Evolucao das linhas tedricas para aprecamento de opgdes

Teorias de Risco : :
Teorias de Arbitragem

e equilibrio
\
Desc‘omo Rg SEZS e
CAPM Martingales es(t:{?i;?tliczro
Integrais deIto Lema de Ito
| |

EquagcioDiferencial Parcial de Black-Scholes

Formulade aprecamento de opgdes de Black-
Scholes

Extensoes

7Existem contratos em que o prémio é pago no vencimento da op¢do, porém sio raros. Em tais casos, a
representacdo grafica dos lucros seria mais acurada.
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1.1 Objetivo deste Trabalho

Este trabalho tem como objetivo levantar a evoluciao do aprecamento de op¢des, com foco
nas opcoes de agdes, avaliando como o modelo de Black e Scholes (1973), referéncia hoje
na drea aqui tratada, foi criado e como s@o as principais abordagens do modelo. Além disso,
procura-se aqui evidenciar algumas das principais extensdes ao modelo recém citado e como

eles satisfazem melhor as necessidades dos agentes no mercado financeiro.

Objetivos especificos:

1. Fazer uma breve revisao da evolug¢do do cdlculo estocéstico, necessario para modelar

precos de ativos no mercado financeiro;
2. Explicar o contexto em que se encontra 0 modelo e porque surge nessa época;

3. Avaliar as deficiéncias existentes e desafios para as proximas gera¢des na modelagem dos

precos de opcoes.

1.2 Estrutura da Monografia

No capitulo 2 sdo demonstrados modelos mais simples para determinar trajetérias de precos
futuros de ativos financeiros e como podem ser incorporados posteriormente no modelo de
Black-Scholes. Também se realiza uma revisao do célculo estocdstico, comparando este com o

calculo convencional, o calculo deterministico.

No capitulo 3 é demonstrada a relevancia das equagdes diferenciais parciais para chegar a
condigio sine qua non® do hedge continuo, para depois concluir a férmula fechada encontrada
no artigo de 1973 para opcdes de acdes europeias de compra. Além disso, demonstra que €
possivel chegar a equacdo final sem a utilizacdo da equacgado diferencial parcial, mas através
da equivaléncia de martingales e at€¢ mesmo via 0 modelo CAPM. Finalmente, ¢ demonstrada
a visdo utilizada por Black, Merton e Scholes de que op¢des podem ser utilizadas da mesma
forma em outros assuntos, como na estrutura de capital das empresas, e também fora da drea de

estudo das Finangas.

O capitulo 4 busca evidenciar as contribui¢des mais importantes apds Black-Scholes e Mer-
ton, contribuicdes estas que aconteceram principalmente em duas frontes: (i) relaxamento das

premissas existentes anteriormente, como volatilidade constante; e (i1) aplicacdo do modelo

8Condigdo sem a qual nio seria possivel formular a teoria.
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para outros tipos de opg¢des, expondo aqui a aplicacdo no caso das opcdes do tipo americano.
Outrossim, procura-se encontrar as principais criticas a linha de pensamento utilizada pelos au-
tores supracitados, demonstrando a argumentagdo existente em outras linhas de pensamento.
Por fim, € feita uma breve andlise do mercado de opc¢des depois do estabelecimento do modelo,
demonstrando o crescimento exponencial que houve apds implantacio de uma metodologia

relativamente simples de aprecamento.

O capitulo 5 contém as conclusdes que podem ser extraidas do trabalho através de conside-

racOes finais e cita desafios no futuro para os atuantes na drea a ser tratada.
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2 Desenvolvimento tedrico antes do
modelo Black-Scholes

2.1 Premissas

Assim como na maioria das teorias em Finangas, os modelos de precifiacacdo de ativos,
e mais especificamente de precifiacdo de opgdes, partem de certas premissas. Uma das mais
importantes que rege em qualquer teoria na drea a ser tratada € a da auséncia de oportunidades
de arbitragem. Na literatura encontra-se esse termo denominado como arbitrage-free environ-
ment. Ha diversos autores que buscam expressar uma defini¢cdo formal de arbitragem. Todos
estes definem arbitragem como a oportunidade de que algum agente no mercado seja capaz de
obter retornos acima da taxa livre de risco, mas com risco nulo, agindo em dois ou mais merca-
dos distintos. Teorias modernas em financas j4 utilizam conceitos mais abrangentes, tais como
a dos mercados eficientes definida em Fama (1970)!. A premissa bdsica da auséncia de tais
oportunidades é necessdria por um motivo muito simples: a existéncia de retornos esperados
para um determinado nivel fixo de risco implicaria que inimeros agentes comprarssem um de-
terminado ativo por ser fracamente preferivel a um ativo de retorno esperado inferior mas com
mesmo risco. A lei da auséncia arbitragem determina que precos de ativos no mercado finan-
ceiro se equilibram de forma que oportunidades de arbitragem sejam inexistentes. Portanto os
precos dos ativos sdo tais que os agentes nao sdo capazes de auferir ganhos com tais oportuni-
dades®. Segundo Sharpe e Brito (1975, p. 280) , em “mercados eficientes, sejam de titulos ou
de bens, as possibilidades de arbitragem sao inexistentes; titulos com idé€nticas caracteristicas
devem ser cotados ao mesmo preco em equilibrio”. Por isso, o preco justo de um ativo € aquele
que ndo garante oportunidades de arbitragem. Segundo Neftci (2000, p. 13), a arbitragem pode
acontecer principalmente de duas formas. A primeira seria uma na qual o agente detém uma

posicdo liquida nula, como, por exemplo, comprando uma op¢ao de compra e se colocando

'Neste aspecto é pouco relevante analisar se mercados sdo eficientes da forma fraca, forte ou semi-forte. As
premissas dos modelos ndo se modificam significativamente para cada tipo de mercado assumido.

Na pritica, é possivel observar divergéncias entre os precos de ativos. Por exemplo uma acdo no mercado local
pode ter um preco diferente de seu ADR (American Depositary Receipt), convertido em ddlares. Da mesma forma,
é possivel observar retornos aparentemente superiores a taxa livre de risco entre um ativo “spot” e seu derivado no
mercado futuro. Isto se deve geralmente aos custos de transagdo para a operacdo de arbitragem, e, portanto, ndo
pode ser considerado uma oportunidade para tal operag@o.
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numa posi¢ao vendida na acao subjacente para financiar a compra da op¢do. Na segunda forma,
o0 agente poderia se situar numa posi¢ao liquida vendida para auferir ganhos nao negativos. Um
exemplo seria quando um agente toma recursos emprestados a taxa livre de risco e compra um
contrato futuro cuja rentabilidade € mais alta que a taxa de custo” incorrida. Ainda, conforme
este autor, ja € possivel elaborar um simples modelo de precificagdo de op¢des com a premissa
de ndo arbitragem. O modelo sugerido aqui € da seguinte forma: Seja R o retorno de um ativo
qualquer no caso otimista e Ry, o retorno do mesmo ativo no caso pessimista; e r, a taxa livre

de risco’. Temos que:

(I+r)=R)y1 +((1+r)—Ra)yr =0, 2.1)

onde Y e Y, podem ser interpretados como state prices. Em suma, estas duas varidveis com-
pdem a probabilidade neutra de risco?, tal que (14 r)(y; + w3) = 1, ou seja, a soma das proba-

bilidades no futuro devem igualar a totalidade.

Sendo yi, ¥, > 0, a equacgdo (2.1) s6 pode ser satisfeita se, e somente se, Ry > 1+r > R».
A expressao em (2.1) satisfaz a teoria da ndo existéncia de arbitragem, pois, a medida que um
ativo possui expectativas de retornos maiores no caso otimista, ele tem que estar intrinsicamente
conectado a possibilidade de retornos inferiores a taxa livre de risco. Claramente, no caso de
ambas as situacdes de retorno superiores a taxa livre de risco, constitui-se uma oportunidade de
arbitragem, pois sginificaria em teoria a possibilidade de tomar recursos emprestados a taxa de

juros r e auferindo na outra ponta retornos Rjou R;,sem possibilidade de perdas.

Estes pressupostos ja alcangcam para elaborar um simples modelo de precificacao de opg¢des.
Admitindo tempo discreto e dois possiveis estados do mundo no futuro, um deles em que se
espera um resultado otimista do ativo e o outro onde haverd um retorno pessimista, o seguinte

sistema de equacgdes simultaneas deve ser satisfeito:

1 147 14+r
s@) | = | sie+n) seen ||V (22)
C(t) C+1) Gty | B

onde C(-) representa o preco da opcao cujo ativo subjacente € S. Neste sistema, as incognitas
sdo Y1, ¥, e C(r). As varidveis Ci(r+ 1) e C»(t + 1) representam os precos nas duas possiveis
situacdes futuras e podem ser obtidos a partir dos precos futuros assumidos para o ativo sub-
jacente a esta opc¢do, recordando que, para op¢des de compra europeias, a condicdo terminal

vilida éCr = max(St — K;0), mas pode ser utilizada qualquer outra condi¢do terminal para

S(t+1)
S(t)
“Este conceito é explicado mais adiante.

3Sendo que R =
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outro tipo de op¢ao.

Os trés principais problemas deste modelo sao

1. aexisténcia de tempo discreto;

2. a existéncia de apenas uma etapa no tempo, isto €, as cotacoes dos ativos sé se alteram

uma v€z; €

3. aincapacidade de expandir o modelo para mais de dois estados do mundo no futuro. Isto
se dé pelo fato de que, no caso de haver trés ou mais estados, o sistema de equagdes levara

a uma indeterminacao no conjunto de solucoes.

No entanto, para o terceiro problema, a solugao € adotar o modelo binomial, que serd visto na

proxima secao.

2.2 Os primérdios da modelagem de opc¢oes

2.2.1 O modelo binomial

Como descrito no capitulo anterior, um modelo com apenas uma fase nao € satisfatorio para
modelar ativos de forma relativamente leal a realidade. Apesar de haver uma vasta literatura
sobre tais modelos e haver diferentes abordagens, a ideia de todos eles € a mesma. O modelo
binomial procura descrever um nimero finito de fases onde o ativo subjacente pode variar para
cima ou para baixo. Sendo assim, o modelo de drvores binomiais apresenta um custo-beneficio
mais vantajoso dado o seu baixo esfor¢o de implementacao. Descrevendo o espaco de tempo

ocupado por uma etapa discreta pela letra s, tem-se que:

S+ G\/E
Syin = 2.3)
S, —ovh

De acordo com Neftci (2000), este modelo € ressolvido de forma retroativa. A cada etapa

discreta de comprimento temporal 4, temos que:

5, = ﬁr (Bup(S: + GVI) + Bron (S — 5v/7)) 2.4)

onde f’uprepresenta a probabilidade ajustada pelo risco de a acdo subir e Piown=1—P, p€a

probabilidade de a acdo cair. Segundo Baxter e Rennie (1996, p. 120), probabilidades ajustadas
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pelo risco ou também neutras de risco sdo medidas de probabilidade onde o risco do ativo ndo
estd precificado. Isto significa que a expectativa de crescimento da cotagdo de um ativo qualquer
¢ idéntica a aquela de um titulo que rende a taxa livre de risco. Neste caso, P, € dado por:

5 erhSt — Sdown

up = (2.5)

Sup - Sdown

O conceito de probabilidades neutras de risco, no entanto, geralmente é meramente tedrico e

adquire pouca relevancia na pratica.

A férmula (2.4) nada mais é que uma média do preco esperado de uma acio, ponderado pela
sua probabilidade e descontado a taxa livre de risco. Se as probabilidades estao dadas, segundo
o autor, ndo seria dificil determinar o preco das op¢cdes com aquela agdo como ativo-objeto:

1 ~ -
C = 1_Jrr(Pu,,c,“fh + PiounCIoM™), (2.6)

onde C representa o preco da op¢cdo em caso que a acdo suba ou caia. Desta forma € possivel
encontrar a solucdo retroativamente, partindo da maturidade da op¢do, onde vigoram as con-
di¢des terminais do derivativo. Como pode ser observado na figura 2.1, é de se observar que
um movimento para cima seguido de um movimento para baixo equivale a um movimento para
baixo seguido de um movimento para cima. A equivaléncia é valida para qualquer etapa do
processo e diminui o nimero de nds a cada etapa comparado a um processo onde ndo houvesse

tal caracteristica. Esta propriedade costuma ser designada de drvore recombinante.

Figura 2.1: Representacao gréfica da arvore binomial recombinante do ativo subjacente em dois

periodos

ud§

a4

d-5

0 [ 2
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Na figura 2.1, u representa o multiplicador do valor inicial para o caso onde a acdo sobe e
d, para onde a agdo cai. E correto assumir que u é maior que 1 e que d é menor que 1 e maior
que zero, mas nao € uma condicdo necessdria. Levando isto em consideragdo, € interessante
descobrir o comportamento da distribui¢ao de probabilidades a medida que o nimero de etapas
tende a infinito, e, opcionalmente, a medida que o espaco de tempo entre cada etapa limita
a zero. A hipdtese dominante nesse aspecto € aquela postulada por Cox, Ross e Rubinstein

(1979), os quais afirmam que

u=eVh (2.7)
d=eVh (2.8)
1 r

p=5(1+5\/ﬁ) 2.9)

aproxima um movimento browniano geométrico a medida que tende a um processo continuo.
Podemos concluir que, no limite, a distribui¢do dos precos € normal em torno do prego inicial
e possui varidncia 62nh, onde n é o numero de etapas. Assim, podemos descobrir a fung¢io de
densidade de probabilidades apés um grande nimero de etapas, onde a distribui¢do se aproxima
da normal. Denominemos S o preco do ativo apds um grande nimero de etapas e Sy, o0 preco

inicial do mesmo ativo. A funcdo de densidade g(-) sera:

g(S—Sy=ys)= (2.10)

1 1 )
——exp| ———5" ).
\2molnh P 2no2nh
A arvore binomial recombinante justamente possui as caracteristicas acima citadas pois no pro-

cesso discreto ela segue a distribuicdo binomial, onde o preco da opcao pode ser determinado

por

I & ~ . .
C= 1+r Z n P'{PP:;(JM{n max (ujdnijSO —K; 0) . 2.11)
j=0\ J

Mas outras abordagens, como as de Jarrow e Rudd (1983) chegaram a conclusdes levemente
diferentes mas com o mesmo resultado de um movimento browniano geométrico. Além disso,
modelos propostos sdo os de Trigeorgis (1991), um modelo mais complexo onde sdo levados

em conta os logaritmos dos precos, € o de Hull e White (1988).

Existem diversas extensdes para estes tipos de modelo, tais como a implementagdo de agdes
subjacentes que podem pagar dividendos em valores absolutos ou em valores proporcionais a

cotizacdo da acdo. Além disso, hd modelos que pagam dividendos continuamente.

O modelo binomial é fundamental para entender processos estocdsticos continuos. Dado o

preco futuro de uma ac¢ado S, | e partindo das premissas em (2.3), podemos afirmar que:

E(Sic1-8)=p(ovh)+(1-p)(~ovh) 2.12)
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VAR(S, 11— ) = p (c%ﬁ)z +(1—-p) (—m/%)2 CE(Sis1 — S (2.13)

Além de podermos observar que a variancia € proporcional a h, temos quando p = 0,5 que
E(-) =0 e VAR(-) = 6%h. A propriedade de a variancia possuir o termo 4 como grau 1 em
vez de 2 se torna de extrema importancia quando este processo limita a um processo continuo.
Acontece que, se tivessemos S; variando em funcdo de & em vez de sua raiz quadrada, a vari-
ancia obteria o termo h?. Sendo esta a situagio, a variancia do processo tenderia muito mais
rapido a zero a medida que as etapas vao ficando cada vez mais préximas (2 — 0) uma da outra,
. z N . . N . . 5 . .« A .

isto €, a medida que vai tendendo a continuidade.” Isto faria com que sua variancia se tornasse

negligivel e perdesse a propriedade de ser um processo estocastico, como desejamos.

2.2.2 Calculo estocastico

Os primeiros autores sobre modelagem de ativos financeiros se situam no final do século
XIX e comego do século XX. Nesta época, a preocupagdo girava em torno de como prever as
cotacdes futuras dos ativos. Ficou claro que o calculo convencional, ou deterministico, ndo seria
aplicdvel para modelos financeiros; seria necessario desenvolver um novo ramo do célculo. Por
isso, o trabalho conjunto com diversos matematicos e até fisicos foi fundamental para alicercar
a base do que viria a ser a moderna teoria do portfélio. Bachelier (1900)° introduz modelos
em economia nos quais ja estdo presentes movimentos Brownianos. Segundo Poitras (2006, p.
226), o movimento Browniano é a versdo continua de um passeio aleatério discreto. E de se
destacar que a aplicagdo dele acontece quase simultaneamente com a aplicagdo do movimento
browniano por parte de Einstein na Fisica. Especificamente, Bachelier argumenta que flutuacdes
no curto prazo na cotacao de ativos ndo dependem de seu valor justo. Mesmo que o movimento
browniano fosse aplicado geralmente as ci€ncias naturais, como na reproducio de bactérias,
Bachelier foi pioneiro na aplicacdo desta teoria a campos alternativos, como Finangas. Nas
obras dele, assume também que estas flutuacdes possuem média e distribuicdo normal. Da
mesma forma, foi pioneiro em aplicar, talvez de forma inconsciente, a equagdo de Chapman-
Kolmogorov, em que as flutuacdes de curtissimo prazo nido dependeriam de valores passados.
Bachelier também fez uso informal de processos markovianos, desenvolvidos a posteriori, em
1906. Cadeias de Markov ndao dependem de valores passados; sdo séries estocasticas cujo

decorrer sempre depende de apenas um ponto ao longo do tempo. Formalmente, um processo é

>Como a varidncia é uma varidvel dependente do espaco de tempo e o espaco de tempo tende a zero, esta
varidvel levada a uma poténcia ao quadrado automaticamente serd menor que a varidvel em si assim que ela seja
menor que 1.

®Esta obra foi traduzida em Cootner (1964, p. 17-78).
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dito de Markov quando:
P(Xiys <Xpps | Xty Xi—1,005%1) = P(Xis <Xpps | %) (2.14)

Na matemadtica financeira, a cadeia de Markov é de grande utilidade, pois a teoria dos mercados
eficientes justamente define que o preco de um ativo reflete todas as informacdes sobre o mesmo,
em qualquer ponto do tempo. Das cadeias de Markov, surgiram os movimentos brownianos
como suas convergéncias continuas. Segundo Baxter e Rennie (1996, p. 48), um processo W é

movimento browniano se € somente Se:

e W, é continuo e Wy = 0;

e Sob o conjunto probabilistico P, os valores de W, estdao distribuidos de acordo com a

distribui¢do normal N(0,¢);

e O incremento dW; sob P € independente do conjunto de informagdes anteriores a W.

Além de usar o movimento browniano, Bachelier também faz referéncia a chamada equagdo do
calor, uma teoria derivada da fisica que descreve a difusdo do calor em metais, desenvolvida no
inicio do século XX por Einstein (1906), e que foi fundamental para entender o comportamento
futuro de derivativos dependendo do seu ativo subjacente. Courtault et al. (2000) argumentam
que a teoria de Bachelier se insere no mercado financeiro da Fran¢a na época, que lida com
opg¢oes européias e que, a principio, seriam fatores simplificadores pois ndo ha necessidade de
descontar o valor da op¢ao do futuro. Segundo este autor, Bachelier usara um axioma funda-

mental: a premissa que especuladores intrinsecamente estariam utilizando martingales’.

Bachelier passou despercebido pela comunidade cientifica, talvez pela falta de formalidade.
Osborne (1959) desenvolve um modelo igual ao dele, independentemente, 50 anos depois. A
redescoberta da obra de Bachelier € creditada a Samuelson (1965a). O pioneirismo de Bachelier
se destaca pela falta de formalizacdo utilizada na teoria dele, a qual ele acaba aprimorando em

obras posteriores.

Wiener pode ser considerado o primeiro autor relevante a tratar formalmente o calculo es-

tocdstico em tempo continuo. EmWiener (1923), verifica que, em todo movimento browniano,

7Segundo Courtault et al. (2000, p. 343): “Bachelier begins the mathematical modeling of stock price mo-
vements and formulates the principle that "the expectation of the speculator is zero.” Obviously, he understands
here by expectation the conditional expectation given the past information. In other words, he implicitly accepts
as an axiom that the market evaluates assets using a martingale measure.” A noc¢d@o de “esperanca zero” implicou
na estratégia especulativa hoje em dia chamada de método do martingale, utilizada na pratica em jogos de azar e
no mercado financeiro. A estratégia consiste na ideia de que o jogador ndo perderd sempre. Por isso, quando ele
incorrer em perdas no mercado ou numa aposta, ele deverd aumentar a exposi¢cdo nesse ativo ou aposta, fazendo
com que a esperanga de retornos desde o comeco permaneca nula. Mais informagdes em Ethier (2010).
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para um ponto fixo t, a pobabilidade de diferenciabilidade em ¢ € zero. Além disso, formaliza o
movimento browniano com distribui¢do normal e varidncia constante. Gragas as constatacoes
dele, o processo as vezes é denominado também “série de Wiener”. E comum o uso dos termos
“série de Wiener” e “processo browniano” como sindnimos. No entanto, hd uma diferenca sutil
entre os dois. Define-se um processo de Wiener W; como sendo um martingale®, logo tendo
incrementos futuros imprevisiveis. J4 uma série browniana B; € dita como tendo uma funcdo de
probabilides com distribuicao normal nos incrementos futuros, sendo sua média zero. Resulta
que os dois processos sdo equivalentes sempre e quando o conjunto de informagdes disponi-
vel seja completo até o tempo ¢, que € geralmente o caso. Isto significa que um processo W;

adaptado a I; terd incrementos com densidadade probabilistica normal.

Na publicac¢io de Wiener, ele formaliza a equacio diferencial estocéstica (SDE), da forma”:

dS; :a(S;,t)dt—i—b(St,t)dW/t (215)

Este tipo de equacgdo € o mais utilizado para expressar um processo estocdstico, cuja formulagao

genérica pode ser expressa da forma:

ou seja, uma equagdo diferencial estocdstica como em (2.15) € um processo onde a média e a
volatilidade dependem apenas do prego do ativo e do tempo, ou seja, a, = a(Sy,t) e by = b(S;,1).
Estas duas representacdes da média e da varidncia sdo deterministicas. Isto significa que a tinica
fonte estocdstica na representacdo por SDE € W;. Portanto esta equacdo basicamente significa
que uma varidvel aleatéria ao longo do tempo depende de um coeficiente deterministico, a,
comumente chamado de drift na literatura, sendo ela a média da distribuicdo que a varidvel
possui, em cada ponto do tempo. Na equacdo de Wiener, a varidvel a representa a média, e
W representa uma série de Wiener de média zero e variancia unitdria. Sendo assim, a varidvel
S; tem média a(S;,t)dt e varilncia b(S;,7). Ambos os termos estdo adaptados ao conjunto de
informacao disponivel até o ponto ¢, isto €, as duas varidveis estdo adaptadas a /;, representando
esta varidvel o conjunto de informag¢des disponiveis até ¢. Outrossim, € importante destacar que
solucdes de SDE e de integrais em ambientes estocdsticos sao, de forma geral, alcangadas por
métodos numéricos. Solugdes explicitas sao a exce¢ao. Ha diversos pontos para comentar sobre

esta equacdo que representa genericamente um processo estocastico.

Em primeiro lugar, as equacgdes diferenciais estocasticas decorrem de uma integral origi-

nariamente. De acordo com a demonstracdo de Neftci (2000, p. 205), equacdes diferenciais

8Definicdo de martingale na se¢do 2.2.3
%A notagio estd diferente que na obra de Wiener, com finalidade de manter uma notagdo padronizada
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estocésticas derivam de integrais de Itd, que serdo vistas mais adiante.

Em segundo lugar, cdlculo em ambiente estocéstico tem diferencas relevantes vis-a-vis o
calculo deterministico. Por exemplo Neftci (2000, p.58) afirma que a regra da cadeia em geral
ndo é mais valida no cdlculo estocastico. Além disso, a aproximag¢do de Riemann para Integrais
nao funciona nestes processos. A aproximacao utilizada no cdlculo deterministico usa retangu-
los, onde o resultado final ndo se altera se utilizamos como altura do retangulo o ponto inicial,
o ponto médio ou o ponto final em cada intervalo. Aplicando a aproximag¢do de Riemann para

calculo estocdstico, evidencia-se que, na maioria dos casos:

im £ (W3) (W, — W) # lim £ (Wi 1) (W — W), (2.17)

Isto é simples de ser constatado se € tirada a Esperanca dos termos nos dois lados da desigual-
dade. Pelo fato de W representar um processo estocastico, obteremos do lado esquerdo um valor
em funcdo de W; e do lado direito em funcao de W;_;. Essa € a prova da ineficiacia do método

do Riemann.!©

Em terceiro lugar, é de se destacar a unicidade de um processo estocdstico. De acordo
com a decomposicao de Doob-Meyer e segundo Baxter e Rennie (1996, p. 56): “... given the
process X, there is only one pair of volatility o; and drift u, which satisfies X; = Xo + fé Usds +
fé o,dW; (for all t). This uniqueness (...) given X comes from the Doob-Meyer decomposition

of semimartingales”.

Retomando ao cédlculo deterministico devemos levantar um ponto importante para a discus-

sdo de processos estocasticos. Costuma-se usar a seguinte equacao para aproximar diferenciais:

dF
dF; = ﬁdSt (2.18)

Esta equacdo € claramente uma simplificacdo da série de Taylor para uma varidvel, onde os ter-
mos de grau maiores que 1 sdo considerados negligiveis. Mas € possivel utilizar esta importante

ferramenta desta forma no calculo estocéstico? Nao. Para isto devemos resgatar a série:

F0) = F00) + o) (5 =50) + 3 fal0)r— 30+ 3 fea ) 1= 30)* . 219

— fx0)+ X = £V (x0) (v x0)' (2.20)

=1t

10A aproximagio similar de Stieltjes, como apontado por Neftci, também serd ineficiente.
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ou
1 . .
i 9 (x0) (x — x0)". (2.21)

gk

f(x) = fx0) =

i=1

Como nos interessam pequenos espacos de variagdo, devemos considerar que x estd bastante
proximo de xp e que, portanto, x —xp = Ax — 0. Mesmo assim, € importante ressaltar que o
segundo termo da série de Taylor € impossivel de ser negligenciado ja que ele € elemento essen-
cial da variancia. Relembrando que a variancia para qualquer varidvel X de distribui¢cdo normal
padrio é dada por E(X?) — E?(X) = E(X?). ' A aproximacio de Taylor dever ser reescrita de
outra forma, pois para obtermos um processo estdcastico € evidente que E ( (Ax)z) > (. Para
solucionar este problema, Neftci (2000, p. 160) sugere duas solucdes bastante similares. A
primeira é a de simplesmente inserir a esperanga de (Ax)?, de forma que a aproximagio por

séries de Taylor se torne:
1
f() = f(x0) = filox+ S fur [E (Lx)?]. (2.22)

A segunda solug@o € a de utilizar um limite para Ax no sentido de quadrados médios, como
definido pelo autor. Uma sequéncia de varidveis aleatérias Xp,Xq,...,X, € dita convergir no
sentido de quadrados médios'?, quando:

lim E(X, —X)?> =0, (2.23)

n—soo

onde X representa uma distribuicao ja conhecida. Desta forma, a série de Taylor, quando obser-

vada num espaco de tempo & — 0, faz com que a varidvel aleatdria x convirja para a expressao:

1
fx) = flxo) & filix+ Efxx o] (2.24)
sendo x* o limite no sentido de quadrados médios de (/Ax)?.

Importantes avancos na representacdo das equagdes diferenciais estocdsticas aconteceram a
partir da década de 50. Principalmente porque o modelo sugerido até entdo ndo observava dois

fatores muito importantes:

~ 9

e A funcdo observada como SDE “padrdao” considera mudangas no preco como um nu-
mero absoluto. Participantes no mercado ndo estdo interessados em variagdes absolutas,
mas sim em ganhos ou perdas percentuais (relativas) que acontecem com ativos, o que

representa o verdadeiro retorno financeiro.

e Este tipo de funcdo pode acarretar num grave erro, qual seja a possibilidade de existén-

Pois X é uma varidvel com média zero. Logo seu quadrado também ¢ zero.
12Em inglés: mean square convergence
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cia de precos negativos na cotagdo do ativo. Como a maioria das op¢des negociadas em
mercado tém como ativo subjacente acdes, € fora da realidade assumir que uma acao
seja negociada a valores abaixo de zero. Isto € um problema importante, pois movimen-
tos Brownianos assumem com probabilidade de 1 qualquer valor, positivo ou negativo,

quando ¢ — oo.

Os dois impasses ja foram percebidos por Samuelson (1965a), de acordo com ele (p. 13):

The anomaly apparently came because Bachelier had forgotten that stocks possess limited lia-
bility and thus cannot become negative, as is implied by the arithmetic Brownian Process. To
correct this, I introduced the “geometric” or “economic Brownian motion”, with the property
that every dollar of market value is subject to the same multiplicational or percentage fluctu-
ations per unit time regardless of the absolute price of the stock. This led to the log-normal
process for which the value of a call or warrant has these two desired properties: for short ti-
mes, the /7 law holds with good approximation; and for ¢ — oo the value of the call approaches
the value of the common stock.

O modelo de SDE proposto por Samuelson '3 é o mais utilizado por agentes de mercado.
Isto ndo € nada surpreendente quando se percebe que a equagdo diferencial pode ser derivada

para a expessao

1
S; = Soexp ((u — 502) t+ GW,) 0<t (2.25)
ou, equivalentemente,
1
ST:Stexp((,u—icz) (T—t)—i—GW,), 0<tr<T (2.26)

quee assume distribui¢ao log-normal dos rendimentos. Outra sugestdo dele em dita obra foi a de
incluir pardmetros o e 3 representando o retorno percentual esperado da ac¢do e da opgao, res-
pectivamente!. Esta sugestdo foi fracassada para o uso empirico de aprecamento de opgdes, de
acordo com o que € afirmado em Samuelson e Merton (1969), onde eles colocam que nio € pos-
sivel descontar os possiveis valores na distribui¢io de resultados para o presente. Em vez disto,
utilizaria-se uma fun¢do de utilidade para o investidor “representativo” com diferentes prémios
por risco para opgdes de acdes subjacentes diferentes. Isto ndo leva em consideracdo que, ao
incluir tais varidveis, o modelo também deverd incorporar o fato que o investidor carrega ou-
tros ativos, de forma que a taxa de desconto contenha implicitamente o risco nao-diversificavel,
ocasionando resultados indesejdveis Black e Scholes (1973). De acordo com Jarrow (1999, p.
231), the first difficulty is that risk premia shift according to changing tastes and changing eco-

nomic fundamentals in an economy, which makes modeling the risk premia and its estimation

Bvide ”SDE Geométrica” no Anexo A.
14Pode ser interpretado como a taxa de desconto
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problematic (...). The second difficulty (...) was that the valuation formulae offered no sense
of how to hedge an option using a portfolio of the underlying stock and riskless borrowing or

lending”.

De acordo com o grau de complexidade e de fieldade a realidade desejado, existem diver-
sos tipos de equacdes diferenciais estocdsticas para descrever mudangas nos precos de ativos

financeiros. As principais SDEs estdo descritas no Apéndice A.

Indo um pouco além dos modelos com presenca de parametros em fungdo de varidveis
deterministicas, encontra-se um modelo bastante utilizado no mercado financeiro, € de bastate
utilidade para precificacdo de derivativos. Trata-se de modelos com volatilidade estocéstica.

Fara-se aqui uma breve abordagem deste modelo.

A volatilidade estocdstica estd presente nestes modelos quando temos duas diferentes fontes
de incerteza. No mercado financeiro, a adicdo de uma varidvel estocdstica para a volatilidade
parece ser util, ja que ela, na maioria dos casos, ndo depende apenas do tempo ou de uma
fungdo deterministica do ativo em questdio.!> Segundo Neftci (2000, p. 272), um modelo de

volatilidade estocdstica segue uma distribuicao bivariada, da seguinte forma:
dSt - ‘Udl + thWh (227)

onde
do; = A(op — 6;)dt + oo, dWo, (2.28)

Os pardmetros 0y, & € A estdo para volatilidade de longo prazo, impacto da volatilidade atual so-
bre a volatilidade futura e velocidade de reajustamento da volatilidade, respectivamente. Note-
se que o primeiro termo do lado direito da equagdo € muito similar aos Mean Reverting SDEs.
Modelos com volatilidade estocdstica trazem diversos problemas. Em primeiro lugar, é de se ob-
servar que a volatilidade das duas varidveis aleatdrias podem estar fortemente correlacionadas.
Portanto, seriam necessdrias corre¢cdes econométricas para viabilizar o modelo. Em segundo
lugar, carteiras constituidas sob tais modelos teriam uma complexidade bastante maior, dada a
necessidade de um hedge na volatilidade que acarretaria num aumento substancial de custos,

como serd brevemente explicado no Capitulo 4.

SPara estimagio de volatilidade de precos, o método tradicional é o uso de modelos econométricos como o
ARCH e o GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).



2.2 Os primdérdios da modelagem de opcoes 28

2.2.3 Martingales e Submartingales

O fato de estar lidando com processos estocdsticos que, por sua vez, lidam com probabilida-
des, traz novos conceitos a tona. Harrison e Pliska (1981) e Harrison e Kreps (1979) formulam
seu modelo de precificagdo a partir de arbitragem usando martingales, e definem estes como

sendo processos em que
E(Sr|h)=E(St)=S,  0<t<T. (2.29)

Em palavras, um martingale significa que a esperanca do valor da varidvel, no caso o preco
de uma a¢do, num tempo 7" maior que ¢, € o valor da varidvel no momento, dado o conjunto
de informagdes sobre futuros estados do mundo em ¢. Premissas, portanto, sdo (i) que S; €
conhecido com probabilidade 1, dado I;, ou seja E;(S;) = S; com certeza; (i) que Iy C I} C
... €I, isto é, que todas as informacdes em ¢ englobam informag¢des contidas no passado,
implicando que o mercado ndo esquece quaisquer eventos anteriores, nao importando ha quanto
tempo aconteceram; e (iil) que essa esperanca € com respeito a um conjunto probabilistico

determinado.

E possivel reparar que a caracteriza¢io de um martingale é a de um processo que, na média,
nao possui tendéncia; ou seja, cujas flutuacdes sdo imprediziveis. A definicdo de um martingale
¢ importante para caracterizar a premissa da auséncia de arbitragem. Por exemplo, a cotagdo,
descontada adequadamente, de um ativo deve seguir o padrao de um martingale para demonstrar
que ndo hd informacdes que um arbitrador possa utilizar, e que futuras variacdes no preco
sdo aleatorias com o conjunto de informacdes disponiveis na data t. A premissa de mercados
completos, em que um ativo pode ser sintetizado por uma combinagdo de outros, é formalizada
por martingales também. Isso € demonstrado através da unicidade do preco de uma op¢ao, dado
o preco de um ativo subjacente e dada uma taxa livre de risco. Desta forma, a distribuicdo de

probabilidade do martingale € unica.

Na medida em que os precos de ativos ndo possuem a propriedade de um martingale, pois
a esperanca do ativo é render a taxa livre de risco mais um prémio, decorre o conceito de
submartingale. Define-se este como sendo um processo com tendéncia de alta, onde E;(S7) >
S;. A decomposi¢cao de Doob-Meyer parte de um modelo binomial onde a probabilidade de

queda é menor que a probabilidade de alta. Limitando esta série a um processo continuo,
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observa-se que'®

St == Ml‘ +Al‘7 (230)

onde os dois termos da direita representam um martingale € um processo crescente com respeito
as informagdes disponiveis em ¢. Esta formula num primeiro olhar parece intuitiva. Contudo,
traz uma conclusdo muito importante: € possivel converter submartingales em martingales,
descontando deste processo a esperanca de A;. O problema de utilizar este método € que este

elemento pode conter inmplicitamente prémio pelo risco do ativo que ndo desejamos remover.

Existe uma segunda forma de transformar submartingales em martingales: modificando o
conjunto e/ou a distribui¢do de probabilidades utilizada para a esperanca da mudanga nos pre-
cos. Girsanov (1960) introduziu o modelo mais utilizado para transformacdes das probabilida-
des. A grande vantagem deste modelo € a possibilidade de sempre poder retornar a distribuicdo
anterior. Portanto, € possivel utilizar probabilidades que gerem um martingale, e, depois, retor-

nar a outra distribui¢do desejada.

A intui¢do introduzida pelo método de Girsanov € simples, no entanto pode se tornar com-
plexa quando aplicada a prética. Acontece que uma fun¢do de densidade de probabilidade de
um determinado processo S; em um ponto fixo no tempo pode ser multiplicado por um termo
E(S;), de forma que a distribui¢do passe a ter esperanga de incrementos nulos no futuro, como
ilustrado em Neftci (2000, p. 334). Desta forma obteriamos um novo processo Si=f (W,),

sendo que W; estd em funcio de uma probabilidade B;:

dP, = E(S,)dP. (2.31)

Um exemplo ilustrativo mostrado é o do processo mais simples dS; = udt + cdW;, que
nao € um martingale, dado que u # 0 d4 tendéncia ao processo. Para tornar este processo um

martingale podemos observar que a funcdo densidade de probabilidade f; é

_ e
fs—\/ﬁem< 202;(5’ ut)). (2.32)

Neste caso, o valor de & (S;) é

1 1
E(S)) =exp (—; (ust - Euzt)) . (2.33)

Multiplicando ambas as densidades obteremos uma nova fun¢do de distribuicdo de probabili-

dade P, onde o termo u desaparecerd, tirando o viés do processo e se tornando um martingale.

16F curioso notar que, apesar do fato de ativos como agdes serem submartingales, as opgdes constituem, de
forma geral e ceteris paribus, supermartingales. Isto se dd devido a constante queda no tempo até maturidade e
com isso a queda do risco implicito do papel.
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2.2.4 Processos de Poisson

Na modelagem de precos de ativos financeiros nem sempre € suficiente assumir que as
cotacdes possam subir ou cair em uma unidade padrido a cada espaco de tempo infinitama-
mente pequeno, o espaco df. A premissa de comportamentos regulares € valida, mas apenas
para épocas “normais”, onde nao acontece algum evento raro de mercado. Por isso hé autores
que acreditam ser importante incluir no modelo uma varidvel que consiga replicar processos
anormais de mercado, onde as cotag¢des dos ativos possam mudar abruptamente. Merton (1990)
demonstra, utilizando processos discretos, que séries de Wiener ndo conseguem simular eventos
raros. Segundo ele, isto aconteceria porque, a medida que o espago de observagdo limita a zero,

17

o tamanho do movimento nos precos se torna cada vez menor ', mas a probabilidade de que

estes movimentos acontecam permanece constante € nao varia com o espaco de observagéolg.

No entanto, eventos raros nido sdo caracterizados desta forma. Estes movimentos, na ver-
dade, possuem movimentos independentes do espaco de tempo. E facil de ser visualizado
quando se pensa numa crise sistémica, onde cotacdes pulam de um nivel a outro. Porém, ao
contrario de movimentos “normais”, a probabilidade de acontecimento raros diminui significa-

tivamente a medida que o intervalo de observagao diminui.
Para tais eventos, o método mais utilizado € o modelo de Poisson. Seja N; o niimero de
choques extremos que aconteceram até t. Além disso,

dN; = (2.34)

0 P(dN,=0)=1—Adt
O simbolo A pode ser interpretado como a taxa ou frequéncia em que eventos raros acontecem,
num periodo fixo de tempo. Para incluir este processo numa SDE, € necessario considerar dois

problemas:

1. O modelo considera que a frequéncia de acontecimentos raros € constante. Na prética,
nos deparamos com periodos de termpo onde tais eventos sdo mais frequentes que em

outros;

2. O processo tem esperanga de incrementos diferente de zero!®. Para poder incluir “saltos”

numa SDE, é necessério que transformemos a equacdo em um martingale descontinuo?’.

7pois a varidncia é diretamente proporcional ao intervalo de observacio

8poderia pensar-se que choques extremos estariam precificados num série de Wiener, posto que este tipo de
movimento estd representado nas caudas da distribuicao de incrementos. No entanto, a medida que o espaco de
observacdo limita a zero, os incrementos nas caudas da distribuicao sdo negligiveis.

YPorque E(dN;) = 1(Adt) +0(1 — Adt) = Adt #0

20Significa que ndo é uma fungio suave.
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Como demonstrado na se¢@o anterior podemos substrair a tendéncia do processo. Como a

tendéncia possui o valor A e 0 novo processo modificado é
Mt :Nt —lt, (235)

e costuma ser denominado processo de Poisson compensado. Agora temos que E(M;) =0 e
que VAR(M,) = E(M?) = At.

Agora, juntando eventos comuns de mercado com “saltos” decorrentes de eventos isolados,

podemos escrever uma SDE mais completa que aquela da equagio (2.15):%!

dSt - a(S;,t)dt + Gl (St,t)dm + Gz(St,t)th (236)

2.2.5 Lema e Integral de Ito

Ito (1951) teve contribuicdes importantes na drea de equagdes diferenciais estocdsticas que
foram de muita utilidade principalmente na drea da matemadtica financeira. As duas principais
contribui¢des dele podem ser considerados a Integral de It6 e o Lema de 1t6. O primeiro € a ver-
sdo estocdstica das integrais que encontramos em cdlculo deterministico, ja que, a aproximacao
de integral por dreas de retangulos ndo nos ajuda neste ambiente. O Lema de Itd, pelo outro
lado, pode ser considerada a regra da cadeia para equacdes estocdsticas e € de grande valor para
aprecamento de opcoes, pois 0 preco delas € funcdo do preco de um ativo subjacente que, por

sua vez, depende de outra varidveis.

As SDEs foram desenvolvidas através de integrais. Na verdade, elas podem ser escritas da

forma
t+h t+h
Spin—S = / (S, )du+ / & (Su, 1) AW, (2.37)
t t

Quando se observa a equacao desta forma, podemos assumir que com 4 — 0, os parametros a
e 0o podem ser considerados constantes e levados para fora da integral. Além disso, a primeira
integral pode ser calculada pelo método convencional, sempre que esteja adaptada a I;. Nao
podemos, contudo, afirmar o mesmo sobre a segunda integral, ja que nos deparamos com uma

varidvel aleatéria e sem nenhuma previsibilidade.

Por isso, é necessario introduzir uma nova defini¢do para integrais estocasticas. A nog¢ao da

2IE importante que a correlagdo instantinea entre dW; e dM; seja insignificante. Caso contririo ajustes devem
ser feitos.
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Integral de Ito é a de um limite no sentido de convergéncia quadratica média®?, de forma que
n t
Y. oS-t KW= W) = [ o(S,a)aW, 238)
k=1

a medida que n — . Ou seja, quando particionamos a funcdo em intervalos infinitamente
pequenos, a soma limitard a uma varidvel estocdstica representada pelo integral de Ito. Esta
defini¢cdo a principio ndo parece ser muito diferente da de Riemann, mas ha quatro diferencas
significantes (NEFTCI, 2000, p. 214):

1. Aqui se usa a no¢do de limite no sentido de quadrados médios. Isto significa que o limite
deve ser pensando da seguinte forma: a soma discreta das partes infinitamente pequenas
tende a integral de Ito, pois a varidncia da diferenca entre a soma e a integral tende a ser

zero conforme os intervalos se tornam menores;
2. A fungdo o (-) deve ser ndo-antecipativa, ou seja, ndo pode depender do futuro;

3. A integral resultard em outra varidvel estocdstica € ndo serd um resultado deterministico.

Isto costuma ser chamado de equivaléncia estocdstica;

4. Integrais de Ito sempre serdo martingales.

No artigo de Ito, ele chegou a uma conclusdo bastante impactante através da integral recém
desenvolvida. Foi provada uma igualdade pouco intuitiva, que vale no sentido de quadrados
médios:

(dW;)? = dt. (2.39)

Outra constatacao muito importante foi o Lema de Ito. Esta teoria deriva de uma série de
Taylor para duas varidveis em uma funcdo que tenha diferenciabilidade em duas varidveis, no

caso F(S;,t). Usando um termo A que tende a zero, podemos afirmar que

F(Si,t) = F(S;—n,t —h) + Fs(-)[St — S;—n] + F(+)[h] + %Fss(')[st —Si—n)?

: (2.40)
‘|'§Ftt(')[h]2 ‘|’Fst('> [h(St - Sz—h)] +R,

onde R representa o resto e pode ser considerado desprezivel>> por constituir termos de
grau maiores que 2. Agora, descartam-se os demais termos negligiveis quando 2 — 0, sendo

eles 3F (-)[1]%, Fy(-)[1(S: — S;—1)] € certos termos de®* § Fy;(+)[S; — S;—4]?, conforme o critério

220u convergéncia de quadrados médios. Em inglés: mean square convergence

23Consideram-se negligiveis os termos que decrescem mais rapidamente que 4 quando 4 — 0. Isto significa que
uma funcio arbitraria G € negligivel quando a razdo % — 0 a medida que h se torna menor.

24340 apenas certos termos pois deve-se abrir a expressdo (S, —S,_1,)? = (dS,)? = (adt + 6dW,)? = a?(dt)* +

02(dW,)? +2acdtdW;. Apés isto, podemos observar que apenas 62(dW;)? = o2dt nio é negligivel.
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adotado o qual consta na nota de rodapé 23. Levando o primeiro termo para o outro lado e

utilizando a expressio de processos continuos, chegamos ao Lema de Ito, no qual®

oF oOF 1 0%F
35,45+ 5 di + ——— o2dt, (2.41)
t

dF, =
! dt 298>

ou abrindo dS; = a;dt + 0;dW; e rearranjando os termos, uma expressao mais confortavel:

oF JoF 10%F oF
dF, = | ——a,+ — + ~—— 07 | dt + —o,dW,. 2.42
' <8S,at+8t+285,26t> g, ot (2.42)

Nesta expressao € facil observar como a férmula de Ito constitui da mesma forma uma SDE
com drift sendo igual ao valor em parénteses, e a difusdo igual a féormula que precede dW;.
Também fica claro que esta férmula € de extrema utilidade para o mercado financeiro, ja que
F; pode explicar o comportamento do preco de um derivativo em funcdo do ativo subjacente (a

acdo) S;. Esta férmula possui diversas extensdes, como o caso multivariado.?6

2.3 Breve revisao da teoria financeira

Antes do modelo Black-Scholes, o estoque de pesquisa na teoria financeira propriamente

dita era bastante escasso. Como citado por Merton, Simons e Wilkie (1994, p. 452):

Finance theory was little more than a collection of anecdotes, rules of thumb, and shufflings
of accounting data. Mathematical models of finance were focused on the time value of money
and the most sophisticated tool of analysis was present value. Application of these models by
practitioners in non-financial firms was largely confined to staff who set guidelines for capital-
budgeting decisions.

Ainda, para os autores, a teoria financeira moderna comeca no final da década de 50. A
teoria de portfélio desenvolvida por Markowitz (1952) e importante para o desenvolvimento do
modelo Black-Scholes posteriormente determina que os investidores podem determinar todas
as carteiras “6timas”, no sentido de risco e retorno, e formar a fronteira eficiente a partir da
curva de indiferenca entre estes dois fatores para determinado investidor. A fronteira eficiente
pode ser descrita como o melhor conjunto possivel de carteiras, isto €, todas as carteiras t€ém o
minimo nivel de risco para dado nivel de retorno. Os investidores se concentrariam na sele¢ao
de uma melhor carteira na fronteira eficiente e ignorariam as demais consideradas inferiores.
Esta teoria levou ao desenvolvimento do famoso modelo CAPM, introduzido por diversos au-
tores independentemente, mas com maior destaque permaneceu o artigo de Sharpe (1964), e

que rendeu um Prémio Nobel de Economia a ele, junto com Markowitz e Merton Miller. A

23Esta equagio apenas vale para equacdes em ambientes estocsticos, evidentemente.
26Ver @ksendal (2000)
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1déia essencial da teoria deles foi a de criar um modelo no qual o mercado em equilibrio € tal
que a fronteira eficiente descreva as combinagdes de ativos que fornecem a melhor expectativa
de retorno, dado um determinado nivel de risco (desvio-padrdao do portfélio). A tangéncia da
fronteira com a Linha do Mercado de Capitais, que reflete o retorno esperado para cada nivel
de risco, determinaria a carteira 6tima. O modelo CAPM com fronteira eficiente constitui a
linha de pensamento neocldssico em financas mas também pode ser utilizado para derivagao
do modelo Black-Scholes, apesar de dito modelo seguir a linha alternativa a de auséncia de

arbitragem?”.

Paralelamente, foi desenvolvida a teoria de mercados eficientes como ja mencionada ante-
riormente. Pesquisas empiricas realizadas por Samuelson (1965b) provam que as cotacdes sao
compostas de martingales e submartingales, como sustentado na teoria anteriormente e forma-
lizado por Paul Lévy em 1934. Harrison e Pliska (1981, p. 5-6), em um breve resumo histérico
pré Black-Scholes, comentaram: “But these theories, developed between 1950 and 1970, all
contained ad-hoc elements, and they left even their creators feeling vaguely dissatisfied”. Com
1ss0, 0 autor provavelmente estava se referindo a falta de aplicabilidade no mercado financeiro

e, especificamente de derivativos.

Robert Merton foi o primeiro a conectar os cdlculos de It6 a estratégias de investimento.
Estes foram os primeiros passos ao modelo que mudaria a forma de pensar precificacdo de
opg¢oes. Contudo, segundo Davis (2006, p. 11): “Option valuers were (...) looking at utility
funcionts, economic equilibrium, the Capital Asset Pricing Model and so on. In the context of

‘complete markets’ - the Black-Scholes world — all of these are simply irrelevant”.

As contribuicdes pré-Black Scholes foram de extrema importancia para o desenvolvimento

de futuros modelos. De acordo com Jarrow (1999):

(...) These investigations, without the knowledge of their common lineage, separately influ-
enced the development of the Nobel prize winning work. Ito’s investigations generated the
fundamental theorem of stochastic calculus, known as Ito’s lemma, which provides an essen-
tial step in the derivation of the Black-Merton-Scholes formula. In addition (...) Samuelson’s
work was the precipitating source for Merton’s studies on option valuation and for the initial
derivation by Black and Scholes of the option pricing formula.

27Vide pag. 39 para a prova.
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3 O modelo de Black-Scholes e suas
abordagens

O final da década de 60 e toda a década de 70 representaram uma €poca muito marcante
para a teoria das finangcas em geral, inculindo a teoria de precificacdo de op¢des. Nao é coin-
cidéncia que esta época seja caracterizada por tal fato. A conjuntura econdmica dada na época
contribuiu fortemente para o desenvolvimento de novos modelos € um aprimoramento da te-
oria financeira. Desde a desregulamentacdo do Sistema Monetdrio Internacional que aconte-
ceu devido a crise do petrdleo nesta época, decorrente do ressurgimento de correntes liberais
e do chamado Novo Consenso Macroecondmico, a Economia experimentou um processo de
financeirizagdo, levando ao crescimento generalizado tanto do mercado monetario quanto do
mercado de capitais. Isto trouxe consigo igualmente um aumento da volatilidade nos mercados

financeiros, ocasionado principalmente pela desregulamentagdo na atuacdo dos mercados.

Os agentes se sentiam livres de se alavancar mais agressivamente e de securitizar ativos, ge-
rando mercados “ficticios”. Isto pode ser observado ao analisar o volume de negociacdes anual
nos mercados financeiros e comparar este niimero com o PIB mundial. A crescente volatilidade
dos ativos financeiros gerou forte demanda dos agentes por mecanismos que pudessem mitigar
o risco de futuras flutuagdes nas cotacdes dos ativos em questdo. Como exemplos podem ser
citados simples contratos agricolas, onde o agricultor ndo sabe a quanto vai poder vender sua
safra no futuro; ou operacdes de agentes que ndo querem perder dinheiro com a perspectiva de

desvalorizacdo de uma agdo. De acordo com Scholes (1997, p. 127):

The trading of financial derivatives on organized exchanged has exploded since the early 1970.
The trading of off-exchange financial derivatives on the so-called ’Over-the-Counter’ or ’OTC’
market has exploded since the mid-1980s. Academic and applied research on financial deri-
vatives, which was initiated by the Black-Scholes and Merton option-pricing research in the
late 1960s and early 1970s, also has exploded.(...) The Chicago Board of Trade and Chicago
Mercantile Exchange initiated the exchange industry by developing financial options and fu-
tures contracts on securities; they have spawned the growth of many new derivative exchanges
around the world.

Esta demanda por protecao junto com o processo de financeirizag¢do inevitavelmente levou

ao surgimento de mercados de derivativos. Apesar de haver registros de derivativos muito tempo
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atras, € neste periodo que a negociacao destes papeis cresceu exponencialmente.

3.1 Equacoes diferenciais parciais e a PDE de Black-Merton-
Scholes

Pode-se considerar que o divisor de 4guas para os novos modelos de precifica¢do de deriva-
tivos estd no artigo de Black e Scholes (1973). Nele, o modelo ainda assumia diversas premissas

explicitas e implicitas quais sejam o uso de:

e Opcdes de compra europeias;

e Opcdes de acdes que ndo pagam proventos;

e Volatilidade constante do ativo subjacente;

e Taxa livre de risco constante;

e Auséncia de oportunidades de arbitragem;

e Mercados c:ompletos;1

e Possibilidade de ter quantidades negativas de um ativo, via venda a descoberto;
e Auséncia de impostos e de custos de transagao;

e Possibilidade de dividir quantidades infinitamente.

A ideia bésica de Black e Scholes ao elaborar o modelo pela primeira vez € a de utilizar uma
perspectiva na qual o endividamento corporativo pode ser encarado como uma combinacgdo de
opgoes (p. 637). Para isso foi desenvolvida uma equacao diferencial parcial, cuja solugdo € a

férmula final de precificacao de opgoes.

3.1.1 PDEs

As duas principais maneiras de precificar derivativos na atualidade sdo (i) através da resso-
lucao de Equagdes diferenciais parciais e (ii) através da transformacao de processos em martin-

gales?.

"Mercados completos sido mercados onde é possivel replicar o comportamento de um ativo através da constru-
¢30 de um portfélio com outros ativos.
’Em inglés: Equivalent martingale meassures.
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E necessério definir o que é e como se tratam matematicamente as Equagdes Diferenciais
Parciais, ou PDEs.? Neftci (2000, p. 283) define as PDEs como equacdes onde a incdgnita, ao
invés de ser um escalar ou um vetor, ¢ uma funcao. Esta fun¢do incégnita € encontrada através
de uma equacgdo que utiliza combinagdes lineares de diferentes niveis de derivagdo da mesma.
Isso significa que a solucdo de uma equacdo diferencial parcial é aquela que soluciona uma
combinacao de diferentes derivadas da incégnita. Wilmott (2006, p. 101) afirma que tanto em
outras dreas de conhecimento quanto em finangas, as equagdes com uma derivada parcial de
ordem 1 e outra de ordem 2 sd@o muito comuns e receberam a denominacao “equacgdes de calor”

ou “equagoes de difusdao”, por ter muita presenca no estudo da termodinamica.

E importante destacar que a maioria das PDEs pode apresentar uma infinidade de solucdes.
Por isso, € necessario incluir uma boundary condition, condi¢@o terminal, para garantir solu¢ao
unica. Além disso, € importante ressaltar que na maioria dos casos, tais equagdes ndo possuem
solugdo fechada e, portanto, devem ser utilizados métodos numéricos. A PDE de Black-Scholes
padrdo tem a importante propriedade de possuir uma solucdo fechada e tnica. Sua relativa
simplicidade de aplicacdo na prética levou a ser o método preferido de precificacdo para o

aprecamento de opcdes.

3.1.2 A PDE em Black-Scholes

A PDE desenvolvida por Black e Scholes e demonstrada pela primeira vez em Black e
Scholes (1973) é uma PDE que pode ser interpretada como de reacdo-convec¢ao-difusao se-

gundo Wilmott (2006, p. 102) e expressa a igualdade®

ov.. 9V 19V ,,
Vil + 2l 22— 3.1
Vet o ta g =0 G-D

onde V € a fun¢do que soluciona a equagdo e portanto descreve o preco de equilibrio da acao-
objeto, exposto aqui pela letra S. Além disso, considera-se, para uma op¢ao de compra, que a

boundary condition

V(T) = max(St — K;0) T >t,Vt (3.2)

deva ser satisfeita. Qual foi o racional que Black e Scholes utilizaram para chegar a esta PDE?
O objetivo € elaborar um portfélio sem correlagdo com a trajetdria de precos do ativo subjacente,
ou seja, que nao tenha como fonte de aleatoridade o preco da acdo-objeto. Isto pode ser obtido

criando um hedge em que variacdes positivas de um ativo que constitui o portfélio se cancelem

3 Partial Differential Equations
4 A notagio é diferente daquela utilizada no artigo de Black e Scholes.
>Hoje costuma ser chamada de PDE de Black-Scholes.
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com variagOes negativas de mesma magnitude em outro ativo deste portfélio.

Para isso podemos assumir um portfélio P composto de acdes e de opcdes de compra lan-
cadas nesta acdo. O portfélio possui 0; opgdes e 0, acdes subjacentes, € nada mais. A partir
disto, € facil constatar que

P =0V, +6,5; (3.3)

e, portanto, que
dP, = 61dV; + 6-dS;. (3.4)

Utilizando a férmula de Ito para dV,®, como versio estocdstica da regra da cadeia, e substituindo

na equacio (3.4), podemos escrever da forma’

A% A% 1 9%V

dP, = 0y | 5<dS; + ——dt + - = 0°Stdt | + 6:dS,. 3.5

A T TR P To Rl I 3-5)
Para espacos de tempo pequenos, os ajustes serdo feitos nas quantidades, ou pesos, dos compo-
nentes do portfélio. Uma combinacao de resultados possivel seria 6y =1 e 6, = —‘3—‘;.8 Desta

forma, futuras variagdes no pre¢o da a¢do nao afetardo o patriménio do portfélio. Assim, vari-
acdes em espacos pequenos de tempo serdo previsiveis.” Por ter retornos previsiveis, devemos
lembrar a condi¢do de equilibrio na qual ndo ha oportunidades de arbitragem. Logo, a vari-
acdo do portfdlio descrita acima deve igualar-se a variacdo que o portfélio teria caso tivesse
rendimentos a taxa livre de risco. Nesse caso podemos substituir o lado esquerdo de (3.5) pela
expressao no lado direito da igualdade na equacgdo (3.4) multiplicado por esta taxa e teriamos,

com os parametros mencionados, que

oV 10%V oV
— A+ Ea—SszStzdt = {V, — a_ssf} rdt, (3.6)

onde r € a taxa livre de risco. Por isso rdt equivale ao retorno obtido num titulo rendendo a esta

taxa durante o periodo dr.

Na equacdo (3.6) podemos simplificar retirando o termo df. Rearranjando a férmula, obte-

mos a expressdao em (3.1).

Wilmott faz um comparativo da PDE de Black-Scholes com equacdes da fisica, decom-

. . ~ 2
pondo os diferentes termos. Segundo ele podemos interpretar a expressao %—‘t/dt + %%stzdt

6V, é um derviativo em fungiio de um movimento browniano geométrico do tipo dS; = uS;dt + ¢S,dW; . Por
isso, o termo ¢ = o(S;,7) na expressdo 2.41 assume aqui o valor de ¢'S;.

"Entende-se por ¢ o desvio-padrio do ativo (da acdio) subjacente para uma unidade de tempo. Geralmente
uma unidade de tempo compreende um dia na prética. A volatilidade anualizada é calculada multiplicando o
desvio-padrio didrio por /252, pois utiliza-se a convengdo de um ano com 252 dias tteis.

80u, mais genericamente, 6y =ne 6, = ,n%_ O coeficiente ‘3—‘; costuma ser chamado de delta da opcio.

Reiterando que estamos assumindo um processo que estd adaptado ao conjunto de informacio 1.
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Figura 3.1: Decomposi¢do da PDE de Black-Scholes em difusdo, convecgao e reacao
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Fonte: Wilmott (2006, p. 103)

como o componente de difusdo, por ser similar a expressdo da difusdo de calor em corpos
metilicos.!” O termo r‘;—gSt pode ser interpretado como o termo de convecgdo, parecido ao
movimento da fumaca de um cigarro. Por ultimo, —rV € a reagdo, onde pode ser comparado a

decomposicao de um material radioativo, e r representaria a meia-vida da radioatividade.

3.1.3 Uma abordagem para a PDE de Black-Scholes a partir do modelo
CAPM

Black e Scholes, ja no primeiro artigo, fizeram uma abordagem alternativa para o modelo
desenvolvido. Utilizando o modelo CAPM, que foi formulado por Sharpe (1964) pela primeira
vez, seria possivel descontar o valor da op¢ao na maturidade para obter o valor real da op¢ao no

presente. Deste modelo pode se estabelecer uma relacdo direta entre o beta da acao subjacente

com o beta da op¢io'! da seguinte maneira:'?
av S
= X — = APBs. 3.7
Pv 35 “ 7 < Bs = APBs (3.7)

Definindo o prémio pelo risco sistematico como a = E(R,,) — r, pode utilizar-se o modelo

10Este fato j4 foi observado desde 1900 por Bachelier.

"1Beta (B) é a covariancia do retorno de um ativo com o retorno de mercado, dividido pela variancia do retorno
de mercado. No modelo CAPM, a relagcdo de equilibrio entre retorno de um ativo e o retorno de mercado se da por
E(R)=r+B(E(Ry) —r), sendo R e R,, o retorno do ativo em questdo e o retorno de mercado, respectivamente.
Na situagdo demonstrada aqui serd usado o modelo CAPM multiperiodo.

2Para o simbolo A ver a préxima sec@o.
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em situacao de equilibrio para expressar o retorno esperado dos dois ativos como:

E (%S) = rdt +afsdt (3.8)
€
E (dvv) = rdt +aPydt. (3.9)

Multiplicando por V em ambos os lados da equagio (3.9) e substituindo By pela expressdo
em (3.7), obtemos 5
%4
E(dV)=rVdt+ aﬁsSa—Sdt. (3.10)

Além disso, podemos usar cédlculo estocdstico para expandir dV, negligenciando termos de
segunda ordem de ¢ e quaisquer termos de ordem maior que 2, obtemos, igual ao termo entre

colchetes na equacdo (3.5),

oV 10%V ,,. oV
dV = =<dS+ 55507 di+ = dt. (3.11)

Tirando a esperanca dos dois lados e utilizando a equacdo (3.8) chega-se ao resultado

A% A% 1%V 5, oV
E(dV) = ﬁl’Sdl + ﬁdSﬁsdl + EW o-S°dt + a—dl (3.12)

Juntando as equacgdes (3.10) e (3.12) e rearranjando resulta que o termo contendo o termo do

prémio pelo risco e Bs se anula, chegando a resultante (anulando os termos dr)

d vV 19%V
—rV—l——VrS+ 0°§% =

35 5 +2852 0, (3.13)

igual a equacgao (3.1).

3.1.4 Black-Scholes e 0 modelo Binomial

Nao € muito contraintuitivo que o modelo binomial tem um forte nexo com o modelo de
Black-Scholes. Esta evidéncia serd demonstrada nesta secdo. Em primeiro lugar, para fins de
notacdo, no Capitulo 2 foi utilizado u como o multiplicador para movimentos para cima e d
como multiplicador movimentos para baixo no ativo. Também denominamos p como a proba-
bilidade de um movimento para cima. Um portfélio em tempo discreto P pode ser construido
de forma a resultar em um hedge, onde terfamos que o valor do portfélio independe de um

movimento para cima ou para baixo na a¢do. Desta forma, pode ser expresso da forma

P=V —AS. (3.14)
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Para evitar confusio ser4 alterada a notagdo do Capitulo 2, de forma que C*? =V, e C%"" =
V_. Além disso, o multiplicador d serd descrito pela letra v. O portfélio P citado acima deve

satisfazer a condicao do hedge na medida em que

Vi—AuS=V_—AvS. (3.15)

Em palavras, significa que o valor do portfélio deve ser 0 mesmo tanto num movimento
para cima quanto para baixo. Resolvendo a igualdade para A, resulta que

V-V
 (u—v)S’

A (3.16)

um resultado pouco surpreendente, pois pode ser interpretado como a versao discreta do delta
mencionado anteriormente num processo continuo. Porém, ao conectarmos esta expressao na

equacdo (3.14), obtemos um resultado util qual seja

Vy—V_ V,—V_
v

P=V-
(u—v)S u—v

(3.17)

Agora, a condi¢ao de auséncia de arbitragem nos ajuda para obter um resultado importante,
pois P+ 6P = (1 +rh)P. A expressdo encontrada em (3.17) rendendo a taxa livre de risco deve
ser igual a férmula encontrada em (3.15), tanto faz se for a férmula do lado esquerdo ou direito,
que, no final das contas, é a mesma. Utilizamos aqui o lado direito de (3.15), e substituimos A

pela expressdo em (3.16). Assim, obtém-se que

Vi—-V_ Vi—-V_
u+ﬂoou-+ ):ﬂ/—Li——E, (3.18)
u—v u—v
simplicifando e resolvendo para V
Vi-V_ VoW
(14 rh)V = (1 +rh)——= 4 L= (3.19)

u—v u—v

A probabilidade neutra de risco mostrada na expressdo (2.9) € tal que a condi¢do de ndo-
arbitragem seja satisfeita na equacdo acima, que pode ser escrita como uma ponderagdo entre
V_ e V, da seguinte forma

(1+rh)V =pVi+(1—-p)V_. (3.20)

As duas ultimas expressoes sdo essencialmente iguais quando a expressao em (2.9) para p é
utilizada como probabilidade neutra de risco e se partimos dos pressupostos do modelo binomial

descritos anteriormente.

O modelo Binomial utiliza muito mais uma no¢do de média ponderada utilizando proba-
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bilidades neutras de risco, enquanto o modelo Black-Scholes ndo recorre a probabilidades de
forma direta!?. No entanto, o desenvolvimento dos dois modelos surge basicamente da mesma
expressdo. Na equacgdo (3.20), para fins de Black-Scholes, podem ser modificadas as expressdes
V=V(S,t),Vy =V (uS,t+h) e V_ =V (vS,t+h) junto com a expressdo da probabilidade neu-
tra de risco e & — 0. Desta forma pode-se chegar a uma PDE muito similar a de Black-Scholes.
Além disso, pode ser visualizada uma solugao discreta da férmula de Black-Scholes na equagao
(2.11).

3.2 A soluciio da PDE - a férmula de Black-Scholes'* - e as
Gregas

A PDE deduzida na secdo anterior agora precisa ser resolvida. Para isso existem diversos
métodos que sdo bastante complexos, € podem ser vistos por extenso em Wilmott (2006, p.

104). As formas de solucdo sdo as que seguem:

e Transformacdo a uma equacao de difusdo com coeficiente constante: Este método con-
siste na transformacao da PDE, de forma que ela se torne mais simples de ser solucionada.
A intuicdo € chegar a uma equacdo de difusdo, onde a derivada de uma funcdo U em re-
lagdo ao tempo se iguala a segunda derivada desta fun¢do em relagdo ao preco da acdo,
como acontece nas equacdes de calor. Esta fungdo U, por sua vez, seria multiplicada por

um coeficiente para resultar na fun¢do V que precifica a opg¢ao.

e Funcdo de Green: Esta é uma fun¢do do tipo Dirac delta. A denominacdo decorre do
fato de que, a medida que + — T, a funcd@o € zero menos no ponto S’ onde o valor tende
a infinito e a integral a 1. Trata-se de analisar a distribui¢do de possiveis valores para
um intervalo de tempo remanescente. Quando se chega mais perto da maturidade, a
distribui¢c@o se concentra cada vez mais num ponto, e no limite este ponto terd densidade

infinita, e os pontos restantes densidade nula.

e Solucgdo por séries: E comumente utilizada quando ha dois valores da acdo como boun-

dary condition. E o caso de op¢des com knockout" duplo, por exemplo.

e M¢étodos numéricos: E uma forma ndo-explicita de encontrar as solucdes, através de apro-

ximagdes em diversos pontos da funcdo. Por isso exige desenvolvimento de programas

130 desvio-padrio incorpora probabilidades de forma implicita.
4para opcdes de compra e de venda
p p¢ p
15 Knockout é o valor limite que o ativo subjacente pode assumir para que nio “vire p6”. Ou seja, apés este valor,
a op¢do ndo vale nada.
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para utilizacdo deste método.

A primeira vez que se solucionou com sucesso a PDE foi através de uma série de transformagoes
para chegar a uma equagao do calor da forma

u 2%u

5; B0 =55 01) (3.21)

com uma condigdo de Drichlet de forma que

%(x, 0) = 8(x), (3.22)

sendo & (x) uma fungdo Dirac delta. Originalmente, esta equacdo representa a propriedade da
dispersao do calor em metais, onde u € a funcdo de velocidade de difusdo do calor, ¢, o tempo,
e x, o metro de material. Gracas a pesquisa anterior na drea da fisica, tal tipo de equacdo tem

uma caracteristica importante que sera util:

/S(x'—x)g(x')dx' = g(x), (3.23)

onde x’ € uma constante arbitraria.

Transformacao de variaveis

Para transformar a PDE numa equacdo, sdo feitos diversos passos. Em primeiro lugar,
adota-se a varidvel T =T —t, que representa o tempo restante até maturidade da opcao. Tal
mudanca implica que'®

av 2A%

Em segundo lugar, serd necessario transformar o preco da a¢do na esperanca de seu preco

futuro
1
x=1InS+ (r— 502) T. (3.25)

Também € necessario levar o processo modificado V(x,7) para o valor no vencimento,
V(x,7)=e¢ ""H(x,1). (3.26)

Inserindo todas as transformagdes na PDE de Black-Scholes, deve ser ressaltado que!”

v vl IV <a2v av) 1

T xS ) = —=] =€
oS odx S’ 952 2 ox) &
16Como T é constante, g—‘; - ‘3—‘; - _%‘;.

7Para chegar nestes resultados foi usada a regra da cadeia univariada do calculo deterministico.
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IV, . IV v 1,
5.9 = G+ 5 e (7 30?)

para chegar na equacao de calor, apds varias modificacoes:

oH 1 ,0°H

5o =30 W' (3.27)

A soluc¢ao fundamental

Ap6s ter chegado na equacgado desejada, precisamos recordar a relacdo em (3.23). Precisa-

mos encontrar uma solugdo especial que satisfaca dita caracteristica. Esta solucdo tem a forma

x—x

H(x,T)= To‘f( B ) = Hy(x,x', 7). (3.28)

A fung@o desconhecida f depende apenas de (x —x')/ 78, termo este que passara a ser designado
por 1. Por depender de apenas esta varidvel, f deve ser uma equacdo diferencial ordindria.
Aplicando a expressao (3.28) nos dois lados de (3.27), resulta
_ df\ _1 5 g opd’f
1 _ 1 2 _a-2B
of —pn—|=-07 —. 3.29
A partir de diversas modificagdes da ultima equagdo exibida, Wilmott (2006, p. 112) de-

monstra que a solu¢do fundamental é

1 _ (xix/)z
e 2027 3.30
oV2nT ( )

Retomando a func¢do Dirac delta, ela pode ser utilizada para a solugdo (3.30) quando 7 limita a

Hf(x,x’,”c) =

zero. Nesta situagdo, a dita fungdo delta, por ter um valor ndo nulo apenas num ponto singular,

fard com que a relagdo

lim

—0 o\2TT

seja satisfeita, dado o payoff quando

(x— x)z
/ 20T g(W)dx’ = g(x) (3.31)

H(x,0) = Payoff(e"). (3.32)

Como estamos procurando a situacdo em que 7 — 0, a fungdo g(x’) pode ser substituida por
Payoff(ex/). Passos adicionais envolvem manipular o expoente para poder transformar o termo
contendo e na distribui¢ao normal. A soluc¢do final das manipulagdes é combinada com o payoff

caracteristico para cada tipo de op¢ao.
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Sendo assim obtemos os seguintes resultados, para calls:

Vean = SN(dy) — Ke " TN (ds), (3.33)
onde ¢ L
In(2 lo?)(T -
i — n(K)+(r—l—26 )( t)7 3.34)
ovT —t
) In($) + (r— 16?)(T 1)
dy = —K 2 (3.35)

ovT —t

=di—oVvT —t (3.36)

para todo T >t > (. Nesta nomenclatura, V¢, € o valor da op¢do de compra, S equivale a
S; e N(-), a expressdo da fungdo de densidade cumulativa da distribui¢ao normal, significando

a probabilidade de um evento ser menor que o valor. Para um x arbitrario, N(x) € tal que

N(x —29°4¢. (3.37)

1 X
=—— [ e
) V2T /—oo
Para puts, temos a condicdo limite V(7T') = max(K — S7;0), e a férmula se altera levemente:

Vour = —SN(—d) +Ke "TIN(—dy), (3.38)

com d; e dp assumindo as mesmas expressdes. Portanto, a equagdo € praticamente uma

versao espelhada da férmula para op¢des de compra.

Estas féormulas tiveram grande impacto tanto academicamente quanto na pratica. Todavia,
nao foram as equacdes propriamente ditas as que deram tanto destaque aos trabalhos de Black e
Scholes. A férmula j4 tinha sido revelada anteriormente por Sprenkle (1961). A revolugdo esta
na dedugdo de uma PDE independente de flutuagdes no ativo subjacente cuja ressolucdo seria

uma férmula que seja capaz de precificar um derivativo.

A premissa utilizada por Black e Scholes de que o mercado utilizaria derivativos com a
finalidade de realizar hedge trouxe extensdes na terminologia para aperfeicoar esta técnica. Sao
denominadas as Gregas formulas que expressam o comportamento da op¢cao com relacdo a va-
riacOes em algum fator especifico. Ja foi mencionado anteriormente que o delta (A) é a variagao
no valor da op¢ao (ou do portfélio) com relag@o a variacao na cotacio do ativo subjacente. Em
espacos curtos de tempo, o hedge de uma unidade do ativo subjacente € alcangado vendendo
A posicoes de acdes subjacentes a cada unidade de op¢do comprada. Desta forma, o delta do
portfélio se torna nulo. Por isso a estratégia costuma ser chamada de delta hedging. Para es-

pacos de tempo ndo negligiveis, devemos considerar que o delta de uma opcdo se altera com
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variacOes no preco do ativo subjacente e com variagdes no tempo até maturidade. Costuma ser

denominado hedge dindmico quando o portfélio é rebalanceado constantemente com o intuito

de manter a carteira delta-neutra. As outras Gregas entram em questao quando se faz necessario

0 hedge dinamico, onde sdo necessdrias derivadas segundas e derivadas com relacdo a outros

fatores para manter uma carteira livre de risco constantemente.

A seguir uma tabela com as principais Gregas: (WILMOTT, 2006, p. 121-129)

Tabela 3.1: As principais Gregas

Nome

Sim.

Formula

Descricao

Delta

Variacdo em relacdo ao ativo subjacente. Para calls e puts pode
ser aproximado por:
Acay =" TIN(d)) e
Apy = " T (=N(—dy)) = e T (N(d)) — 1)

Gama

Variacao do delta em relagdo a variacao no preco do subjacente.
Com ¢ fixo, sabe-se que o delta da opc¢ao nao € linear quando
varia o preco da acdo subjacente. E uma medida de
reajustamento do hedge. Na pratica, o gama hedging € utilizado
quando h4 altos custos de rebalanceamento.

Tcon =Tpu = f:;;;\)%fl), onde N’ ¢ a fungdo de densidade

nio-cumulativa.

Theta

A variagdo, geralmente negativa, do preco da op¢do com relagcdo
ao tempo. O theta de um portfélio em delta hedge deve ser igual

a taxa livre de risco, ceteris paribus.

Vega

c
A
SIS

E uma Grega mais tedrica que prética, pois mede a sensibilidade
em relacdo a volatilidade do ativo subjacente. Na férmula
original ndo entra sequer em questdo pois assume volatilidade
constante. Opcdes de puts e calls sao monotdnicas, de forma que
um aumento na volatilidade aumentard em todos os pontos o
preco da opcao.

Vear = Vpu = ¢ "TIN'(d))SVT —t

Rho

o)
I
YT

Mede a sensibilidade da op¢do em relacdo a mudancgas na taxa
livre de risco. Ha vérias extensdes para isto, ja que na verdade
r =r(t) e a curva de juros pode se deslocar em sua totalidade ou

alterar sua declividade.
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Outras Gregas existentes mas menos utilizadas sao:

2 . ~ s A
Charm: % = %, representando a variacdo instantanea do delta com a passagem do

tempo;

3 . .
e Color: %—1; = 3%2‘31, seria a taxa de decadéncia do gamma;

o Speed: % = %T‘; ¢ utilizado as vezes para otimizar o rebalanceamento de carteiras

quando ha varia¢des de grande porte no preco da acdo. A aproximagdo de segundo grau

da série de Taylor as vezes ndo € suficientemente acurada;

e Lambda (A): 3—‘5{ X %, ¢ a elasticidade no ponto da opcao, descrevendo a sensibilidade em

termos percentuais;

e Vomma, Vanna e Ultima medem sensibilidades de ordem maior que 1 com relacdo a

.1 _dJv __ 9%V _9A _ 9% . JVomma __ 33V
volatilidade, com Vomma = 96 = 9o2° Vanna = 96 = 9535 © Ultima = 9o — 903

3.3 Abordagem de Black-Scholes a partir de Martingales

As abordagens utilizadas anteriormente para chegar a PDE utilizam caminhos diferentes
mas métodos similares. Uma visd@o a partir de equivaléncia de martingales e de probabilidades
neutras de risco configura outra forma de se chegar na condicdo necessdria para precgos livres

de arbitragem em opgdes europeias.

3.3.1 Derivacao da PDE

Para derivar a PDE de Black-Scholes seguiremos a abordagem de Neftci (2000, p. 358)!3.
Para chegar na PDE final € importante destacar que a auséncia de arbitragem garante que o
conjunto probabilistico P e o processo W podem e devem ser os mesmos para a op¢do e seu
ativo subjacente. Tal afirmativa faz com que seja necessario partir do processo que modela a

acdo para depois prosseguir com a opcao.

O raciocinio comeca através de uma regra da cadeia da diferenciacao fundamental:

d(e7"S;) =d(e7") S +e""dS,. (3.39)

180 problema é que o autor utiliza uma SDE comum para a derivacio. Sdo feitas modificacdes para adaptar o
raciocinio a uma SDE geométrica.
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Substituindo dS; = uS,dt + 6S;dW; e sabendo que d (e~"") = —re " dt, resulta
d(e7""S;) = —re”"Sdt + e (USdt + 0S5, dW;) = e (U —r) Spdt + e S dW;.  (3.40)

A equagdo acima geralmente ndo é um martingale, pois o drift, e~ (u — r)S;, provavelmente
ndo ser4 nulo. Neste instante é importante inserir uma nova série de Wiener neutra de risco, W,
tal que

AW, = dW; +dX;. (3.41)

Aplicando em (3.40) e abrindo a expressao, temos

d(e7"S;) =e " (u—r)Sdt —e " S;,0dX; + e " S dW,. (3.42)
Fica claro que o valor de dX; tem que ser tal que anule o drift. Por isso!®
dX, = “;d, (3.43)

fazendo com que o preco da acdo descontado ndo tenha média e adquira a forma de
d(e7S) =e " 0S8 dW, (3.44)

sob conjunto probabilistico neutro de risco.

A manipulagdo para o processo que modela as op¢des ndo € muito diferente. Tendo a fungao

V(S;,t) =V, fazemos aqui o mesmo procedimento, qual seja
d(e™"V)=—re”"Vdt+e "dV. (3.45)
Fazendo uso do Lema de Ito para dV, a expressao do lado direito se torna

oV oV 107V
—re "Vdt+e " (Edt + ﬁd& + Emﬁzstzdt) . (3.46)

O termo dS; novamente pode ser substituido pela SDE dS; = uS;dt + 0S;dW;. Fazendo isto e

rearrumando a equacao, chega-se ao resultado

A% av 10%V 1%
5 + US,— S 25_52 c—S,dW,. (3.47)

0
d(e"V)=e" (—rV + = GZSIZ) di+e " 35

Agora podemos utilizar novamente W para tornar a expressdo neutra de risco. Aplicando a

1Note que dX; é muito similar com a férmula do Indice de Sharpe. Esta varidvel pode ser interpretada como o
prémio de rentabilidade a cada unidade de risco assumida por um investidor.
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expressao em (3.41), temos que

av
d(e™"V)=e" (—rv+a +u StaSjLMS2

0V . oV
) dt—e rtGﬁSde; +e rthS;dW[,
(3.48)
mas a conclusio encontrada em (3.43) ainda é valida. Substituindo o valor encontrado em dita
equacdo se anulam diversos termos, tornando a expressao da forma

v  19% v v, —
—rt o . 2 2 —rt
d(e"V) = ( VSt 55a 0 S+ aSSf) di+e"o=CSdW,. (3.49)

Mas o termo entre parénteses do lado direito da dltima equagdo deve ser zero para que d (e~ ""V)

acima se torne um martingale. Isto significa que

v 1V 5o AV
VS 5 OO S =0 (3.50)

deve ser satisfeito. Esta é a PDE de Black-Scholes.

Nesta perspectiva é importante notar como o termo U se cancela da equacdo apés feitas
certas modificacdes. Tal varidvel, por ser a que determina a média de incrementos futuros,
representa o prémio pelo risco da acdo. Por isso, ela carrega consigo implicitamente as pre-
feréncias dos agentes sobre esse papel’’. Sendo assim, se houvesse hipoteticamente o termo
u na PDE final, estariamos lidando com uma varidvel na qual se faria necessario incluir pre-
feréncias dos investidores. O desaparecimento posterior da média de incrementos demonstra
como o preco da op¢do é completamente objetivo sob a perspectiva das preferéncias. Kritzman
(2002, p. 128) explica a auséncia de preferéncias no hedge que € possivel criar com a opcao
e seu subjacente. Como, teoricamente, sempre serd possivel gerar um hedge perfeito com os
dois ativos, o retorno esperado de tal portfélio deverd ser uma medida neutra de risco, qual seja
r. Consequentemente, investidores poderdo avaliar op¢des como se eles fossem indiferentes ao
risco, independente do grau de aversdo. Conclui-se dai que o drift neutro de risco deve ser a

taxa livre de risco.

3.3.2 Derivacao da formula

A ideia por trés do raciocinio a ser demonstrado se baseia novamente em mudar o conjunto
probabilistico, de forma que o processo S; se torne um martingale. Depois, € possivel con-

cluir que o preco de uma op¢ao em qualquer data € a esperanca do seu payoff no vencimento

20Como p é uma medida sob probabilidades “reais”, os investidores atribuirdo naturalmente um risco a cada
retorno esperado.
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descontado continuamente a taxa livre de risco, de modo que
v=EP [e—’(T—’> max(S7 — K;0)] . (3.51)

No entanto, é necessario descobrir a medida de probabilidade P que torne o payoff descontado

um martingale. Para isso, assume-se um processo geométrico da forma
— Y
S; = Soe™, (3.52)

onde ¥; ~ N(ut,c?t), ou seja, a varidvel segue o processo d¥; = udt + cdW;. Utilizando Ito e

apos algumas modificagdes, podemos concluir que o processo de S; € definido por

1
ds, = <u5, + 5625t> dt + 6S,dW,. (3.53)

Como o processo € sob o conjunto “real” de probabilidades P, ele ndo € um martingale,
e devemos substituir i por alguma outra varidvel, digamos p, que torne o drift constante, de
forma que obtenhamos dS; = (pSt + %025,) dt + 0S,dW,. Dado que o drift da equagio (3.53)
e uS; + %GZS,, a varidvel p deve ser tal que o prémio pelo risco seja anulado e o processo varie

na média 2 taxa livre de risco?!. Portanto, o valor adequado é

) _r—%cz (3.54)

corroborando o que foi demonstrado na equacao (2.26). Assim encontramos uma SDE geomé-

trica e neutra de risco da forma
dsS; = rS,dt + ¢S, dW;,. (3.55)

Em Neftci (2000, p. 346) é demonstrado que se pode chegar a dP; através da funcdo gera-
dora dos momentos no processo geométrico de S;. Esta fungdo, chamada de M(A) = E <.er)L )

retorna, quando A = 0 e a distribui¢éio é normal, que??

_ Ay (L 2
dP:ﬁe 20‘2T(YT (r=30°)7) dYr. (3.56)

Além disso, a partir de (3.51), sabemos que??

V= / T max (St — K;0) dP. (3.57)

210 drift deve ser a taxa livre de risco porque esta taxa serd descontada a valor presente para que o processo seja
um martingale. Sendo assim, r € o drift neutro de risco.

22Para facilidade notacional, assume-se a partir daqui que nos encontramos no instante zero, de forma que
T—-t=T.

23Esta expressdo nada mais é que a média de cada payoff descontado ao presente, ponderada pela sua probabi-
lidade neutra de risco.
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Deve ser observado que o preco da opg¢do €, no vencimento, zero quando S < K. Utilizando
esta condi¢cdo e aquela na expressdo (3.52), conclui-se que os valores relevantes a considerar

sdo aqueles onde Spe'” > K. Resolvendo a inequagio para Y7 temos

0

Yr > In (SE) 5 (3.58)

fazendo com que este seja o novo limite inferior da integral. Com o novo limite, podemos

Yr _ K. Agora, juntando as equagdes (3.56), (3.57),

também substituir max (S7 — K;0) por Spe

(3.58) e (3.52), chegamos a seguinte solugdo, apds separar a mesma em duas partes, uma envol-
vendo o preco da acdo no momento zero, Sp, € outra contendo o preco de exercicio, K:

— —rT [ Yr 1

V=50 (5) ¢ Voot

2
i =4 g

e_ﬁ (vr— (’_%GZ)T)ZdYT
(3.59)

_ T [ 1
ke 1n(%> V2ro2T
A separagdo € til pois de cada expressdo no lado direito da equagdo surgird uma parte da
féormula final de Black-Scholes.

Comecando pela segunda parte da equagdo (3.59), serd utilizada a letra Z para simplificar a

visualiza¢do, de modo que
_Yr—(r—30°)T

Z= 3.60
oVT (560
Aplicando isto teremos a expressio”*
Ke='T ol £) (r- 12y ——e—%dz (3.61)
e ln<%>—(r—ja )T me . .

VT
Se a equagdo acima mencionada for observada atentamente, fica evidente que o limite inferior

da integral é muito parecido com o termo d» da férmula final. Por regra de logaritmo,

n(5)= (k)

Além disso, a simetria existente na distribuicdo normal permite trocar os limites da integral,
invertendo os sinais, de forma que o inferior seja menos infinito e o superior a expressao encon-

trada, com sinal invertido. As afirmagdes até aqui sdo suficientes para chegar a versao final

—rT b 1 _z —rT
Ke /_ \/ﬁe 7dZ =Ke " N(d). (3.62)

A primeira parte da equagdo (3.59) ndo utiliza um raciocinio muito divergente daquele

240 limite inferior da integral se modifica pois deverd ser feita a equivaléncia tendo em vista a mudanca de

> P 1 1 :
varidvel de Y7 para Z. Além disso, o o7 que estava em N foi passado para dZ.
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recém exposto. A manipualcio para a varidvel Z resultard em

Soe—rT/oo oOZVT+(r=30%)T 1 e—%ZZdZ:Soe—rT—‘r(r—%Gz)T @ 1 o3 (Z2420ZVT) 47

—dy V2 —o0 \/2TC
(3.63)
O ultimo expoente € deixado dessa forma para ressaltar que ele € quase um quadrado perfeito.

Soma e substrai 62T /2 para obter?

dy 1
—0 \/2TC

Tivemos sorte que todos os termos no expoente fora da integral de cancelam, ficando apenas Sp.

T4 (r—402)T+ %57 ~3(Z+202VT+0°T) 47, (3.64)

Soe e

Como o expoente dentro da integral resulta num quadrado perfeito, a expressdo se torna mais

simples. Refazendo a mudanga de varidvel, onde

L=Z+0oVT
a expressao final se torna
S /dﬁcﬁ ! “2llg =5 N(dy) 3.65
(4 2 = , .
0 —0o0 \/ﬁ 0 ! ( )

comd, =dr+oV/T.

A férmula final serd obtida aplicando os resultados obtidos nas equacdes (3.62) e (3.65) na

expressao encontrada em (3.59), corroborando a férmula final:

V =SoN(d))+Ke "TN(dy). (3.66)

3.4 Relevancia do Modelo em Financas Corporativas e em
outras areas correlatas

3.4.1 Financas Corporativas

O ponto de vista de andlise utilizado por Black, Scholes e Merton para elaborar o método
de aprecamento de opg¢des gerou forte impacto nas areas correlatas de financgas, como as de
finangas corporativas e assuntos ligados a estrutura de capital e divida de empresas e a andlise
de investimentos. Novas dreas de conhecimento surgiram a partir desta perspectiva, como a

Teoria das Opg¢des Reais dentro das anélises de or¢amento de capital de empresas, e a Teoria

2 Na realidade, multiplica-se e divide-se por P
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dos Ativos Contigentes.?®

A teoria dos ativos contingentes modela uma nova forma de pensar sobre os credores da
empresa. Esta abordagem ja foi pioneira no artigo original de Black e Scholes, mas também
em Merton (1973) e em Merton (1974). A teoria pode ser entendida quando se imagina que
uma empresa possui apenas um pedago de divida em circulacdo, sem cupom e com data fixa
de maturidade.?” Quando o titulo de divida chega ao vencimento, o credor tem a opgdo de
receber a divida ou de “confiscar” do patrimdnio liquido da empresa em caso de insolvéncia.
Black, Merton e Scholes reconheceram que esta caracteristica é parecida com a de uma opg¢ao
europeia cujo ativo subjacente sdo os bens e direitos da empresa, cujo strike € igual ao valor
presente da divida e cujo tempo até maturidade confere com o vencimento da obrigacdo. A
boundary condition da op¢ao pode ser definida formalmente como max(Ar — B;0), onde Ay é
o valor da empresa no vencimento da divida e B, o valor de exercicio, ou seja o valor da divida.
Sob esta perspectiva, os acionistas da empresa estariam detendo esta op¢ao europeia de compra.
Mas sob a perspectiva do credor, a condi¢do no vencimento serd de receber min(Ar;B) = B —
max(B — Ar;0). Esta afirmativa € muito forte, pois, antes do vencimento da divida, a empresa
deve valer o valor presente de B menos a cotacdo de uma opcao de venda europeia que vence
na data 7" e tem valor de exercicio B. Dita constatagdo nao € apenas importante para determinar
o valor da divida corporativa, sendo é uma forma de provar a paridade entre op¢des de venda e

de compra de mesmo strike e data de vencimento.”®

A nocdo de ativos contigentes € simples mas difere da teoria tradicional em financas que
afirma que o unico e verdadeiro dono de uma firma serdo seus acionistas € ndo seus credores.
Enquanto isso, esta abordagem confere a caracteristica de dono a estes dois tipos de stakehol-
ders. Dado que os credores tém prioridade na distribui¢ao de recursos da empresa, os detentores
do capital social receberdo o residuo” dos ativos que compdem a mesma. Esta perspectiva, por-
tanto, permite entender o problema de agéncia que se estuda na administra¢do. Pelo outro lado,
se olhamos os ativos de uma empresa como o ativo subjacente de uma opg¢ao, o modelo de
Black-Merton-Scholes indica que um aumento na volatilidade do ativo-objeto aumenta o valor
de mercado da op¢do. Como a perda maxima para o detentor de agdes € retorno nulo, hd um
incentivo a aumentar o risco do negécio da empresa, entrando em conflito com os interesses dos
credores. Estes por sua vez, antecipardo a atitude e cobrardo uma maior taxa de juros sobre a

divida. O problema aqui descrito € conhecido como os custos de agéncia da divida corporativa.

26Em inglés, teoria das opgdes reais e teoria do orcamento de capital chamam-se real options theory e contingent
claims analysis, respectivamente.

27Estas premissas podem ser amplamente relaxadas.

28 A paridade entre puts e calls serd vista no préximo capitulo.



3.4 Relevincia do Modelo em Financas Corporativas e em outras dreas correlatas 54

A abordagem discutida anteriormente permite novas formas de abordar a teoria financeira.
Olhando a empresa como um ativo contingente houve o desenvolvimento de tecnologias para
determinar a razdo divida/capital 6tima. Claramente é um contraste em relacdo a teoria de indi-
ferenca de Modigliani e Miller, de 1958, que enxergam a divisdo entre divida e capital como a
divisdo de um bolo, mas que nio alteraria o valor de mercado da firma®®. A abordagem intro-
duzida pela visdo de ativos contingentes fornece uma boa explicacdo de por que existe divida
conversivel em acdes. Mas o modelo de Black-Scholes nao ajudou apenas a entender os cus-
tos de agéncia com os credores de uma firma; também desenvolveu o pensamento referente a
problemas de agéncia com seus funciondrios, os quais muitas vezes recebem parte do saldrio
através de stock options do tipo europeias que podem ser exercidas apenas se estes permanecem
em determinado cargo por um prazo de tempo. Jarrow (1998) explica como uma abordagem
através de op¢des também pode ser utilizada para evaluar os ratings de crédito da divida emitida
por empresas, da forma que € feito por agéncias como Standard & Poors ou Moody’s. Atual-
mente a divida corporativa em circulagdo embute uma opg¢ao de compra a favor da empresa, de
forma que ela possa recomprar seus titulos. Uma metodologia para avaliar o preco da opg¢ao é

muito importante e estd intimamente ligado ao rating de crédito atribuido a este titulo.

E impressionante observar como a perspectiva de opcdes pode ser aplicado para uma vasta
gama de assuntos. Na andlise de investimentos que projeta fluxos de caixa descontados, pode
ser usada a Teoria das opg¢des reais, também chamadas gerenciais ou estratégicas. Estas opcoes
caracterizam decisdes tomadas pela administracdo de empresas, como a expansao de capacidade
instalada, introduc¢do de novos produtos no mercado, aquisi¢do de outras empresas, € muitos
outros. Aqui nos deparamos novamente com custos de agéncia, pois a teoria mostrou que 0s
detentores de capital estdo mais dispostos a carregar a op¢ao do que exercé-la. Um exemplo
banal € a introdu¢do de um novo produto inovador no mercado. Um administrador tem a op¢ao
de ndo introduzi-lo imediatamente para conhecer melhor a demanda que terd. Mas também pode
exercé-la para ndo correr riscos de que um concorrente seja mais rapido que ele. Muito embora
pareca uma andlise qualitativa, € possivel utilizar aqui também a tecnologia de precificacio de
Black-Scholes. Brigham e Ehrhardt (2008, p. 593) mostram que é possivel usar a teoria do
or¢amento de capital para obter todos os inputs na férmula fechada de precifiacdo. Assumindo

a opcdo de um projeto de investimento,

1. A taxa livre de risco € um titulo do governo de cupom nulo com mesma maturidade que

o projeto de investimentos;

2Uma extensdo desta teoria afirma que deve ser considerada a vantagem tributdria em relacio a divida. Isto
faria com que empresas procurem mais alavancagem.
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2. O preco de exercicio € igual aos custos necessdrios para implementar o projeto;

3. A cotacdo atual do ativo subjacente” é o NPV3C do investimento. As a¢des, como qual-
quer projeto de investimento, devem valer hoje a expectativa descontada de seus futuros
fluxos de caixa. Por isso a analogia é valida. Além disso fica claro que opg¢des reais sao
opg¢des de compra, pois a medida que o NPV for menor que seu strike, ou seja seu custo

de implementacdo, ela nao serd exercida;

4. O desvio-padrao do ativo subjacente pode ser obtido utilizando uma andlise de sensibili-
dade dos fluxos de caixa. Para isso, pode fazer uso de cendrios e atribuir-lhes probabili-

dades resultando em um NPV esperado com variancia e desvio-padrao.

3.4.2 Outras areas de conhecimento

Merton (1998) cita diversos impactos que a tecnologia de precificacdo de opcdes de Black-
Merton-Scholes teve na pratica. Setores como o mercado interbancdrio e avaliacdo de crédito
foram diretamente afetados por esta inovacdo. Bancos tiveram maior facilidade de implementar
estratégias financeiras através de derivativos, tendo custos de transagdo até 20 vezes mais baixos
que os custos em cash markets, sem mencionar as vantagens tributdrias. Além disso, empresas
obtiveram métodos mais eficientes de mitigar seu risco em posicdes credoras ou devedoras no
futuro. Uma vasta gama de aplicagdes pode ser encontrada no sitio eletronico da Escola de
Negoécios do MIT (1998), uma base de dados onde consta uma grande listagem de referéncias
para cada aplicacao possivel no uso de opc¢des e sua precificacdo. Por exemplo, opcdes de venda
podem ser utilizadas no ramo de seguros. Com base nisto, € interessante lembrar que o FDIC, ou
0 FGC no Brasil, representam um tipo de seguradoras no mercado financeiro, e, de fato, utilizam
modelos de precificagdo de op¢des para estimar o valor do risco que estdo assumindo. Mas nao
apenas a nivel institucional, sendo seguros de vida e fundos de pensdo fazem proveito desta
tecnologia. Mais amplamente, decisdes macroecondmicas, representam tomadas de decisdo e
portanto podem ser precificadas de forma similar as opgdes reais. Ainda em Merton (1998, p.
104), ele enumera atividades como a administracdo de diversos tipos de cotas, a exemplo de
cotas ambientais e de exploragdo de recursos escassos, de garantias minimas em contratos de
crédito e hipotecas, de distribuicao de patentes, dentre outros. Inclusive na teoria dos jogos, as

opg¢odes encontram seu lugar.

3Valor presente liquido: Descontam-se todos os fluxos de caixa esperados de um projeto para o presente, i taxa
livre de risco. Geralmente se aceita o projeto se NPV>0.
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4  Depois do modelo: extensoes, criticas
e impactos

O final da década de 1970 e comego da década de 1980 caracterizaram um interregno de
alta volatilidade na Economia e nos mercados. As duas crises do petrdleo e a decadéncia do
acordo de Bretton-Woods, marcado pelo padrdo ouro-ddlar, fizeram com que precos e taxas
se tornassem mais volateis e taxas de cAmbio passassem para negociacdo flutuante. Saltos na
volatilidade da taxa de juros se deviam a existéncia de taxas de inflagcdo com dois digitos levando
a mais incerteza. Nao ha controvérsias de que o contexto econdmico da época demandou uma
producdo académica que relaxasse as premissas do modelo original de Black-Scholes e que
criasse extensdes para outros tipos de ativos subjacentes, taxas de cambio e de juros. Além
disso, também € necessario incorporar propriedades importantes quando se trata de opcdes de

acgoes.

Mas ndo foram apenas as extensdes que tomaram lugar no mundo de precificacao de deriva-
tivos. Determinados fatores fizeram com que o modelo levantasse dividas sobre seu funciona-
mento. Isto se deve principalmente a dois acontecimentos. Do lado académico, testes empiricos
tinham demonstrado que distribui¢des apresentavam caudas mais pesadas do que se assumia no
modelo, mesmo utilizando distribui¢do log-normal. Assim surgiu uma corrente, cujos desta-
ques sao Mandelbrot e Taleb, que ndo acreditava que esse método de precificar opcdes fosse
adequado. Em segundo lugar, e de um ponto de vista pratico, o famoso hedge fund adminis-
trado por Scholes e Merton chamado de Long Term Capital Management (LTCM), que obteve
tremendo sucesso até o comego de 1997, entrou em crise um pouco antes que estes dois indivi-
duos fossem laureados com o Prémio Nobel. O argumento dos gestores, no entanto, foi de que
o modelo em si estava correto, mas que o fundo nao detinha suficientes recursos para colocar
margens de garantia, algo que € obrigatério em bolsas de derivativos. A inevitavel chamada de

margem fez com que o portfélio do fundo entrasse em colapso.!

'Para mais informagdes sobre o colapso do LTCM, ver Jorion (2000)
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4.1 Extensoes

4.1.1 Dividendos

Uma das mais importantes extensdes do modelo € a incorporacdo de dividendos. Esta
extensdo é considerada uma das menos complicadas a medida que se utiliza um dividendo em
propor¢ao ao valor da acdo. Os métodos mais simples pagam dividendos continuos e em fungao
do preco corrente do ativo subjacente. Como dividendos sdo eventos que diminuem o valor da
acdo, eles devem ser incorporados desta forma no modelo.> Wilmott (2006, p. 97 e 139)
explica de forma bastante concisa como devem ser tratados os dividendos. Voltando novamente
a equagao (3.5) e assumindo 6y =1¢e 6, = —g—‘; = —A, a equagdo agora deverd incorporar
uma taxa de distribuicdo de dividendos continua em fun¢do do preco corrente, o dividend yield

denominado pela letra D, para cada momento no tempo. Desta forma, obtemos:

d d 102
a—‘;dSt+—th+ 4 6282dt — AdS; — DASdt. 4.1)

b = 7t 3gs

O termo DSdt pode ser interpretado como a quantidade de dividendo por agdo por uni-
dade de tempo, multiplicado pela quantidade (pelo peso) de a¢cdes no portfélio, ou seja, —A.
Resolvendo de forma similar ao capitulo passado e destacando que o outro lado da equagdo
permanece constante pois espera-se retornos livres de risco, chegamos a uma PDE bastante

parecida:

—rV-I—(r—D)a—VS +av LoV 028? =

25> o Taae =0 2

Resolvendo a PDE, acontecem apenas mudancas sutis na férmula final:

Vear = Se PTIN(dy) — Ke " TN (dy) (4.3)

Vo = —Se PTIN(—d)) + Ke " TIN(—d,), (4.4)

onde os parametros d; e d, se alteram nos termos onde aparece a taxa livre de risco, passando a
ser (r-D):
S 12
In(g)+ (r—D+50°)(T -
ovT —t

dy = 2 =dy+oVT —t. 4.5)

Assumir, porém, dividendos continuos e relativamente constantes apenas pode ser consi-

derado realista em raras situagdes, como quando se lida com op¢des de indices cuja cesta €

2Na pritica podemos observar, porém, que, quando acontece distribuicio de dividendos, o strike desta opgdo é
diminuido no mesmo montante que o dividendo por agdo, algo que a maioria dos modelos nio considera. Em vez
disto, assume-se um prego de exercicio fixo.
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bastante diversificada, ou com op¢des de commodities onde se paga constantemente o custo do
carregamento. Para opc¢des de agdes especificas deve haver algum tipo de sofisticagdo. Na pra-
tica, dividendos sao distribuidos (i) em termos absolutos, independente do preco da acdo na data
ex-dividendo; (i1) de forma discreta, algumas vezes por ano e (ii1) o valor ndo € conhecido muito
tempo antes, além de depender dos resultados da empresa. Para que ndo aconteca arbitragem,
o preco da acdo deve cair no valor do dividendo imediatamente apds sua distribuicdo. Logo,
0 que acontece na pratica € um “salto” na cotacdo de um ativo subjacente. Como o detentor
da op¢do nao recebe dividendos e a distribuicao ja tinha sido anunciada, a trajetoria do prémio
da op¢do ndo deverd ser discontinua. Apenas hd um deslocamento no gréfico que descreve o
comportamento da acdo com o da op¢do, como demonstra a Figura 4.1, onde o ponto B € a

situacdo antes e A depois do evento.

Figura 4.1: Comportamento do preco de uma op¢ao antes e depois da data ex-dividendo
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Fonte: Wilmott (2006, p. 142)

4.1.2 A paridade entre Puts e Calls

Que as opg¢des de compra e de venda de mesmo ativo subjacente e mesma maturidade tives-
sem uma relacdo nao € novidade. De fato, ha obras muito anteriores as de Black-Scholes que
jé estabelecem uma relagdo entre os dois tipos de derivativos. A obra de Nelson (1904) mais
voltada para o mercado da época e com intuito pratico ja descreve uma relagcdo, apesar de nao
haver uma formalizacao do assunto. O primeiro autor conhecido a formalizar a paridade € Stoll
(1969). Hull (2009, p. 208) deriva a paridade de uma forma simples. Dado um portfélio A con-

tendo uma opg¢do de compra e titulos livres de risco, rendendo a taxa constante até vencimento,
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no montante de Ke "(T—1)

, € outro portfélio B com uma estratégia protective put, na qual esta
d a0 de vend a0’. N i d 5 b foli
comprado numa opc¢ao de venda e numa acio’. No vencimento das opgdes, ambos os portfélios
terdo um patrimonio de max(S7, K). No portfélio A porque se a opgdo estiver no dinheiro, ele
vai exercé-la, desembolsando o valor do titulo e comprando a a¢do; caso contrdrio, nao exerce
e terd o valor do titulo livre de risco. No portfélio B, se o preco da acdo estivesse abaixo de K
no momento 7, a op¢do de venda serd exercida, e o indviduo venderd a acdo em troca de K em

dinheiro; caso contrdrio, a put ndo terd valor e a acdo permanecera na carteira do portfolio.

Como o valor no vencimento € o mesmo, o portfélio como um todo em qualquer ponto do

tempo ¢ tem que ter o mesmo valor. Por isso
Vear +Ke ™) = Vpy + 5, (4.6)

para qualquer ponto no tempo. A paridade ndo somente nos mostra a relacao entre os precos
das duas opg¢des; também demonstra como a volatilidade implicita* de puts e calls com mesmas
caracteristicas devem ser iguais. Tal fato € simples de ser mostrado: a paridade mostrada na
equacdo (4.6) € vélida para qualquer preco de opcdes. Nao foi utilizado nenhum artificio de
Black-Scholes para chegar a esta conclusdo. A tnica premissa € a inexisténcia de arbitragem.

Partindo disto, fica evidente que a equacao
C+Ke T =p4s§, 4.7)

deve ser satisfeita, onde C e P sdo os precos de mercado dos papeis de compra e de venda,
respectivamente. Diminuindo (4.7) de (4.6), obtém-se V¢, — C = Vp, — P; ou seja, o erro de
precificacdo de BS com relagdo ao mercado deve ser o mesmo. Como a volatilidade implicita
faz com que o valor da opcdo segundo BS se iguale ao valor de mercado, isto também de-
vera acontecer do outro lado da equacdo. Portanto, o outro lado também deverd ter a mesma

volatilidade implicita.

Quando hé distribui¢do de diviendos dentro do periodo de vida da opgdo, a esséncia da
paridade ndo se altera. No vencimento, os dois portfélios terdo valor de max(Sy 4+ D,K).> A
equacao se torna

Vean +Ke "7 4D = Vp, +5,. (4.8)

O lado direito ndo contém o termo D pois ele ainda estd ”dentro” do preco da agdo. Por-

tanto no momento em que houver a distribui¢do do provento ele permanecerd como dinheiro no

3Nesta situacdo, todas as op¢des devem ser europeias.
4Ver secio 4.1.4.
30s dividendos, apés distribuidos nao sio reinvestidos
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portfélio B.

Como descrito no capitulo anterior, a paridade também pode ser utilizada na teoria da es-
trutura de capitais corporativos. Foi demonstrado que o valor junto aos acionistas é o de uma
opc¢ao de compra cujo ativo subjacente é o valor da empresa (A7) e cujo strike € o montante
de divida (B) no vencimento. Além disso, o valor da divida é min(Ar;B), o que equivale ao
valor presente da divida menos o valor de uma opg¢ao europeia. Como o valor total dos ativos
da empresa na data atual é dado pela soma de suas fontes de financiamento, quais sejam o0s

acionistas e os credores, pode ser estabelecida a relacdo:
A; =Vea +PV(B) — Vpu. 4.9)
Arranjando a férmula de outra forma, fica claro que a expressao € muito similar a equagao (4.6):

Veati + PV (B) = Ve +A;. (4.10)

4.1.3 Opcoes americanas e exercicio antecipado

Um problema importante a ser debatido € de que forma o valor de uma opgao € afetado
quando ela pode ser exercida antecipadamente. O derivativo mais conhecido com essa propri-
edade € a op¢do americana, que se iguala em todos 0s aspectos a op¢ao europeia, exceto pelo
fato de poder ser exercida em qualquer pregdo até o vencimento. Um resumo das abordagens
referentes a precificacdo de op¢des americanas pode ser encontrado no artigo de Browdie e
Demple (1996). O problema das op¢des americanas € chamado de free boundary por ndo saber

um ponto fixo em que haverd o exercicio.

Hull (2009, p. 211) demonstra como o exercicio antecipado de calls americanas de agcdes
que nao pagam dividendos nunca serd uma estratégia racional. Esta constatacdo se deve a
dois fatores. Em primeiro lugar ao custo de oportunidade, pois a quantia que o detentor da
op¢do pagaria antecipadamente, equivalente ao valor do strike, poderia estar rentabilizando até
a maturidade da opcao, onde ele pagaria o mesmo valor para comprar a acdo mas teria auferido
juros sobre tal montante. Em segundo lugar, o exercicio antecipado do derivativo acarretaria na
perda de protecdo para o investidor caso o preco do ativo subjacente chegasse a uma cotagdo
inferior ao preco de exercicio. Isto significa que até o vencimento o investidor ndo vai querer
carregar uma agao na qual possa correr o risco de perder patrimonio se tem a possibilidade de
se proteger com o derivativo, onde a perda é limitada. Um argumento aparentemente plausivel
seria que o detentor da opcdo queira exercer seu ativo para imediatamente vender a acao a valor

de mercado e, com isso, auferir o ganho da diferenca entre o preco desta e o preco de exercicio.
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No entanto, tampouco configura uma estratégia 6tima a medida que o ganho serd maior com a
venda da prépria op¢do, pois devemos lembrar que o preco da mesma € constituido por seu valor
intrinseco além do valor no tempo. Desta forma, s6 haverd um eventual exercicio na data de
vencimento. Formalmente, esta afirmacao € simples de ser demonstrada. O preco de uma opgao
europeia de compra dentro do dinheiro deve satisfazer a inequagdo Ve, > Sy — Ke™" (1) caso
contrério, o retorno de um titulo de renda fixa seria mais vantajoso. Além disso Ucy;; > Ve,
onde U denota o prémio para uma op¢ao americana. A opc¢ao americana deve valer igual ou
mais que uma opg¢ao europeia dado o prémio pelo exercicio antecipado. Juntando as duas
expressoes resulta que Uy > Sy —Ke ™" (T=1); como a taxa de juros € positiva, K é multiplicado
por um ndmero menor que 1 e Ugy; > Sy — K. A dltima expressdo mostra como € mais rentdvel

vender dita op¢do a exercer e auferir S; — K.

Se a afirmacdo acima vale para op¢des americanas de compra, o raciocinio inverso pode ser
aplicado para puts americanas de a¢des que ndo pagam dividendos, porém ha certas ressalvas.

r(T=1) _s, de modo

O limite inferior de uma opg¢ao de venda europeia no dinheiro € Vp,; > Ke™
que para opgdes americanas satisfaz-se Up,, > K — S;°. A diferenca com estas opgdes é que
a taxa de juros positiva ndo torna o preco da op¢ao estritamente superior a expressao do lado
direito, como era o caso anteriormente. Dita particularidade faz com que o exercicio possa ser
antecipado, tendo em vista que, quando Up,; = K — S;, ndo haveria motivos para ndo exercer a
op¢do. Desta maneira, o valor da op¢do se iguala a seu valor intrinseco, como mostrado no ponto
A da figura 4.2, onde o grafico do preco no tempo ¢ tangencia a boundary condition da opg¢ao.
Como citado pelo autor, tais caracteristicas geram um fendnemo em que uma opc¢ao europeia
com mesmo strike tenha um valor inferior a seu valor intrinseco, ja que, se Upy;, = K —S; e U

deve ser maior que V por haver prémio dada a possibilidade de execicio a qualquer momento,

V terd de ser menor que K — S;.

As afirmacdes recém mencionadas ndo sdo validas quando a acdo subjacente distribui di-
videndos. Hull (2009, p. 300) mostra que de forma geral uma opcdo de compra americana
com dividendos provavelmente € exercida imediatamente antes da ultima data ex-dividendo até
o vencimento do derivado. Além disso, é provado que uma op¢do de compra americana me-
rece mesmo tratamento que uma europeia no caso em que D} < K(1—e™”" (T’“)). O problema
da demonstragdo é que hd uma severa perda de generalidade e assume também que o dltimo

dividendo a ser distribuido € relativamente grande e o prazo até maturidade € curto.

Para precificar opcdes nestes casos, ndo € mais possivel elaborar uma férmula fechada.

Os métodos tradicionais envolvem o modelo binomial, com respectivas extensdes, ou métodos

©A possibilidade de exercicio a qualquer momento faz com que o termo e (7"~ ) suma. Isto é evidente porque

o valor de uma opg¢do de venda in the money deve valer pelo menos a diferenca entre K e S para evitar arbitragem.
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Figura 4.2: Comportamento de uma op¢ao americana vs. a agao subjacente

A American
put price

e o

K Stock price, S'O

o S O

Fonte: Hull (2009, p. 213)

computacionais recursivos. Estabelecendo a restricao de que haverd apenas uma distribuigdo,
ha uma férmula de aprecamento de opcdes americanas de compra que utiliza a aproximagao
de Black’, chamado de modelo Roll-Gheske-Whaley (RGW)®. A equacio utilizada em dito

modelo é:

Ve = (S~ D1e™ DN (b1) + (8, ~ Die~ =M (ar, —by: — /44

T—t
o - C (4.11)
—Ke "1 M(dz,—bz;— Tl_—> — (K =Dy)e”"IN(by),

t
sendo:

In[(S;—Dye™"171)) /K] +(r+62/2)(T—1) |
oVT—t ’

e ay=a;1—0o+\T—t,

In[($;—Dye "171)) /Sx]+(r+062/2) (1) |
O\/11—1 ’

® d| =

.blz

b, =by—o0+\/t] —t;

e 1| a data de pagamento do dividendo;

"Esta é uma aproximacio na qual se utiliza a férmula de opgdes europeias tanto na data do vencimento quanto
na ultima data ex-dividendo, e o prego final seria o maior dos dois. Para mais informagdes, vide Black (1975).
8Ver Roll (1977) e Barone-Adesi e Whaley (1988)
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e D; a quantia de dividendo distribuida em #y;
e o a volatilidade do preco da acdo ajustado pelo dividendo;

e M(a,b;p) a densidade bivariada cumulativa para a distribuicao normal bivariada de a e b

e cujo coeficiente de correlacdo € p, de forma que

e §* 0 valor da acdo no momento ex-dividendo, satisfazendo a equacao
Vear(Sx;K;ty —T) = Sx+Dy — K,

onde os parametros nos parénteses de V¢, sdo o preco da agdo, o strike e o tempo a ser

utilizados.

O método aqui utilizado é mais genérico do que aparenta. Na existéncia de diversos dividendos
antes do vencimento do papel, um método largamente utilizado é o de descontar os mesmos
a valor presente e diminui-los do preco corrente da acdo. Tal metodologia € possivel, pois,
como acima mencionado, o inico ponto no tempo em que exercicio antecipado fosse 6timo

seria apenas imediatamente antes da tltima data ex-dividendo.

Além do modelo HGW, Browdie e Demple (1996, p. 1238) listam os métodos recursivos
para solucionar o problema do prego. Eles partem do modelo binomial ou trinomial® e utilizam
um tipo de extensdo. Em Wilmott (2006, p. 289), um modelo binomial utiliza a auséncia da
arbitragem, de modo que, quando o valor tedrico da opcdo americana cai abaixo do payoff
naquele mesmo ponto no tempo, o derivativo deva ser exercido. Formalmente, uma agdo S =
Su/v"~J, onde j é o nimero do né numa etapa, contado de baixo para cima, e n é a n-ésima
etapa de tempo no modelo. V]” 10°¢ o valor teérico da opgdo para S;?. O método procura ir da
maturidade até o ponto inicial V(? de forma retroativa. Nos nodulos em que o valor encontrado
da op¢do € menor que seu payoff, ela serd exercida, de forma que o payoff seré igual ao valor
da opc¢do para evitar arbitragem. Formalmente, pode-se dizer que, para qualquer no6:
yntl _yntl 1 uan—l—l oyl

V= ARSI It payoff(s” 412
j T max u—v 14+rh u—v ayo (]) ’ ( )

lembrando que o primeiro termo inteiro nos parénteses foi deduzido na secao 3.1.4.

20 modelo trinomial se aproxima da realidade 2 medida em que também é possivel que o ativo-objeto mantenha
seu preco constante. No modeo binomial recombinante isso pode ser apenas sintetizado com um movimento para
cima seguido de um movimento para baixo.

10para fins notacionais V;’jll equivale aV, e V}”l, aV_.
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Outro método muito utilizado é o de tempos 6timos de parada!!. Define-se um tempo de
parada T como uma varidvel aleatéria tal que t < 7 < T'. Sendo assim, T serd o ponto de parada,
e com isso o tempo de exercicio de uma op¢ao americana. Evidentemente, a varidvel aleatdria
T terd a propriedade

P(t=T)=1 (4.13)

sempre e quando se lida com opg¢des europeias ou op¢des americanas que nao pagam dividen-
dos. Numa perspectiva de martingales e de probabilidade neutra de risco, o preco de uma op¢ao
com exercicio antecipado € da forma

V(S,,t, %) = sup ET (e—r“—’)V(St,r,r)), (4.14)

’L’Gg},r

onde ¢ é o conjunto de valores possiveis para 7, T* € o tempo Otimo de parada, e sup € o
supremo da func¢do, ou seja, 0 menor valor em T que maximiza a esperanga. Esta tecnologia
pode ser embutida dentro da teoria do processo binomial. Desta forma, € possivel encontrar um

T, através de algoritmos, tal que
TH = mkin (k: S, > B(k,Sk)) 4.15)

de forma que B(k,S;) é um limite!'? varidvel a ser determinado. Para a varidvel B, um método
bastante utilizado € a férmula de Dynkin. Em suma, esta férmula admite B como um processo
estocdstico

e f(B) uma fun¢do duplamente diferencidvel de B onde

EP(f (B2)) = f(B) + ET ( / rAfueu)du) @.17)

e A é o gerador infinitesimal do processo B; tal que

s—0 S

Também podemos notar que a férmula de Dynkin € passivel de interpretacdo como sendo a

versdo estocdstica da teoria fundamental do célculo.!3

"do inglés: Optimal Stopping Times.
12 Free Boundary
13Vide Peskir e Shiryaev (2006) para uma abordagem completa sobre tempos Gtimos de parada.
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4.1.4 Extensoes na volatilidade

Uma ferramenta muito utilizada desde que Black-Scholes espalhou-se como método de
aprecamento de opg¢des € a volatilidade implicita. Basicamente, a volatilidade implicita é
quando a férmula de precificacdo € resolvida para a o desvio-padrdo, em vez de resolver para
o preco. Para isso uma premissa é de importancia, mas ela ndo retira de forma alguma gene-
ralidade da andlise: para haver solu¢do dnica de volatilidade implicita, o valor de mercado da
opgdo deve ser maior que max(S; — K;0) e menor que S;. Ela pode fornecer boas informagdes
sobre as expectativas de volatilidade futura no mercado'#. Outra vantagem da volatilidade im-
plicita € que ela ¢ um dado que contém mais informacdes que o proprio preco da op¢do. Ela
permite comparar op¢des de diferentes prazos de maturidade, precos de exercicio e até mesmo
de diferentes ativos subjacentes. Op¢des de acdes e de moedas costumam ser cotadas por sua
volatilidade implicita anualizada e ndo por seu preco. Testes empiricos tem mostrado resultados
mistos sobre a eficdcia da volatilidade implicita; porém hd consenso que ela € mais ttil que a
volatilidade histdrica, através do desvio-padrao (JARROW, 1999).

Ao utilizar a volatilidade implicita, € possivel verificar que a volatilidade de jeito algum ¢é
constante. Tal constatacdo derruba a premissa de Black-Scholes de utilizacao de volatilidade
exogena e fixa, ou seja, o uso de volatilidade histérica. Primeiras extensdes neste sentido ja
sao encontradas em Merton (1973) sugerindo a varidvel o(S). Porém, os dois métodos mais
utilizados sao os de volatilidade dependente do tempo, através de métodos econométricos, e de

volatilidade estocastica.

Métodos econométricos

Quanto a volatilidade dependente do tempo, hd metodos econométricos bastante usados: o
GARCH e 0 EWMA!3. Por ser uma drea muito vasta, serd abordado aqui brevemente. Os méto-
dos econométricos citados também sdo encontrados em dreas correlatas, como as de otimizagdes
de portfélio por Value-at-Risk (VaR). Sem muitas explicacdes, 0 EWMA ¢ uma estimativa da
volatilidade que utiliza pesos, sendo que os mesmos sdo atribuidos de forma descrescente para
dados mais antigos'®:

62 =Ac> +(1—2A)R2. (4.19)

14Wilmott (2006, p. 835) argumenta que a volatilidade implicita nem sempre é um bom indicativo de expectati-
vas, pois meras condi¢des de oferta e demanda alteram a volatilidade, dentre outros fatores.

ISGARCH: Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity; EWMA: Exponentially Weighted Mo-
ving Average

16Pode ser demonstrado que a equagio (4.19) é uma expressio simplificada de 67 = (1 —A) Y7, AT~ !R?

n—i+1°



4.1 Extensoes 66

Um modelo particular GARCH(1,1) que ganhou destaque para estimacdo da volatilidde em
financas € aquele que insere a equacdo (4.19) no modelo ARCH(1,1) e desta forma simulando

um mean reverting process, simlar ao que foi feito no Capitulo 2. Sendo assim, a equagdo
n
62 =ao’+( Z
tipica do ARCH, incorpora pesos para informac¢do mais antiga, de forma que
62 =06"+(1—a)(Ac? | +(1—A)R%), (4.20)

sendo G~ a variAncia de longo prazo!” (HULL, 2009, p. 495).

Superficies de volatilidade deterministica

Ao assumitr fungdes de volatilidade do tipo 6 = ¢ (S,7), deixa de existir uma solugéo fe-
chada para o problema de Black-Scholes. A ideia neste caso € a de achar, via métodos nu-
méricos, uma estrutura a termo da volatilidade que resulte em precos de opcdes consistentes

com 0s pre¢os encontrados nos mercados para diferentes prazos. Na formula de Black-Scholes

\/% /Tc(f)zdr.

Em palavras, isto nada mais significa que a raiz quadrada da varidncia média observada via

devemos substituir o termo ¢ por

Black-Scholes. O principio de encontrar a volatilidade real a partir da volatilidade implicita
nao é muito complicado. Dado que a volatilidade implicita é uma medida cumulativa, logo
a variancia implicita em qualquer ponto no tempo é a média ponderada das varidncias reais
até este ponto. Se sdo conhecidas variancias implicitas para maturidades anteriores, entdao €
possivel interpolar a volatilidade real para o dito ponto no tempo (WILMOTT, 2006, p. 837). O
mesmo autor utiliza superficies de volatilidade, cujos eixos sdo o preco da acao e os diferentes
vencimentos, plotados num gréfico tridimensional. Utilizando o teorema de Fokker-Planck,

chega a uma equacio que relaciona opcdes de compra com a volatilidade local, qual seja'®

Y+ (r—D)KY + DV

o= . 4.21
1 K2 2%V ( )
K2
1762 pode ser calculado através da média de variancias nos tltimos 7 periodos. Muitas vezes também ¢ atribuido
=2
- =0.

18Esta férmula é conhecida como Férmula de Dupire.
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Volatilidade estocastica

O conceito de volatilidade estocéstica ja foi abordado anteriormente. A dedu¢do da PDE de
Black-Scholes para uma op¢ado V (S, 0,t) com volatilidade estocdstica segue 0 mesmo racioci-
nio, mas € um processo bastante mais complexo que quando assumida constante a volatilidade,
pois a mesma agora representard uma nova fonte de incerteza, havendo duas. Ao contririo
do que foi mostrado no Capitulo 2, é mais conveniente usar aqui uma SDE geométrica sem

tendéncia no longo prazo que satisfaca a equagao

do = p(S,0.,1)dt +¢(S,0,t)dW;, (4.22)

Wilmott (2006, p. 854) conclui desta forma que a PDE final serda

%—‘; + %0252‘3% —|—pGSq;;—a‘; - %ngic‘; + rSg—‘; +(p— Aq)g—‘; —rV=0. (4.23)
A solugdo desta PDE serd mais acurada para determinar V. Obviamente o termo p — Aq € o drift
neutro de risco da volatilidade, equivalente a taxa livre de risco (r) para o ativo subjacente. O
componente A também € chamado de preco de mercado da volatilidade, 2 medida que ajusta
a volatilidade para se tornar um martingale. E como se a volatilidade em si fosse uma op¢io.

Além disso p representa a correlagdo entre as duas “opgoes”.

Para modelagem de volatilidade estocastica existem diversos modelos bastante conhecidos,

relacionados na tabela a seguir (WILMOTT, 2006, p. 904):

Tabela 4.1: Modelos para determina¢do de volatilidade estocéstica

Nome Modelo
Modelo de Hull e White do?* = by c%dt + byo2dW,
Modelo de Scott, Taylor e Xu dlogo = b (b — o)dt + b3dW;
Modelo de Stein e Stein 0 =| Z |, onde dZ = by (by — Z)dt + b3dW;
Modelo de Heston-Ball-Roma do? = b, (by — Gz)dt + byodW,

Modelo de Ravanelli do? = by(by — 6?)dt + b362dW,;
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Volatility Smiles

O mercado costuma chamar de Volatilty Smile'® a relagio que existe entre a volatilidade
implicita da op¢do e seu preco de exercicio ou também o preco corrente do ativo subjacente.
”Sorriso” pois possui uma forma parecida a uma parabola. Apesar de encontrar esta figura de
forma mais clara em op¢des de moeda, elas também estdo presentes em outros tipos de opgoes.
Nas op¢oes de a¢des costuma ser chamado de Volatility Skew, e foi primeiro mencionado apenas
em 1996. No caso de acgdes, a volatilidade implicita ndo aumenta como uma pardbola simétrica.
De forma geral, a volatilidade é maior quando as calls estdo mais dentro do dinheiro e as puts
mais fora do dinheiro. Uma explicacdo a isso é que a alavancagem de uma empresa € maior
quando o valor de seu patrimdnio liquido diminui, de forma que tornem as a¢des mais volateis.
O contrario vale quando a¢des aumentam de valor: hd mais margem para alavancagem e o

mercado ndo reage tdo nervosamente.

4.1.5 Taxas de juros

Outra generalizagdo necessdria € a da premissa na constancia da taxa de juros livre de risco.
Apesar de ndo ser utilizado em opg¢des de acdes, € necessario modelar a estrutura a termo da

taxa de juros para opcoes de titulos e de swaps, dentre outros.

Define-se R(t,T) como a taxa de juros no tempo ¢ composta de forma continua pela curva
até o tempo 7. Pode ser provado, através de precificacio de titulos de renda fixa que
1 P ,—F(T—t)
R(t,T)=———InE" (e ) (4.24)
T—t
sendo que 7 € a média da taxa entre t e 7, determinado pela estrutura a termo. A equacdo

(4.24) € relevante pois demonstra que € possivel obter toda a curva de juros se o processo para

r foi determinado, a partir da taxa spot.

Geralmente uilizam-se processos estocasticos para determinar a trajetoria de . A SDE toma
forma de
dr =m(r)dt + s(r)dW;. (4.25)

Nos processos mais simples, chamados de fator inico, os modelos principais para drift e difusao

estdo relacionados na tabela 4.2. (HULL, 2009, p. 674)

19°Qorriso de volatilidade™
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Tabela 4.2: Principais modelos single factor para determinacao da taxa de juros

Nome Modelo
Modelo de Rendleman e Bartter dr = byrdt 4 byrdW,
Modelo de Vasicek dr = by(by — r)dt + b3dW,
Modelo de Cox, Ingersoll e Ross dr = by(by — r)dt + b3+\/rdW;

Quanto a modelos mais complexos para determinacdo de estrutura a termo, ha destaques
para dois. O modelo de Hull e White (1990) pode ser interpretado como uma extensdo do
modelo de Vasicek. Também caracteriza um processo de reversdo a uma tendéncia de longo

prazo. Ele toma a forma através da equagao

dr = (0(t) — byr)dt + bydW;. (4.26)

A diferenga entre este modelo e o de Vasicek é o pardmetro 0(z), fazendo com que a re-

versdao para a média seja dependente do tempo, onde, no tempo ¢, a taxa reverte para %t) com

velocidade b;%°. 6 (t) pode ser descrita como (aproximadamente) a taxa a termo de vencimento

t. Mais especificamente,

_ JF(0,1) o2 Y
0) = =5 +bIF(0.0) + 3 -(1— ) 4.27)

assumindo que hoje € data 0 e F(0,t) é a taxa a termo para t. O terceiro termo do lado direito da

equagdo pode ser considerado desprezivel.

O modelo de Heath, Jarrow e Morton (HJM)

Heath, Jarrow e Morton (1992) desenvolveram um modelo usando uma linha de pensamento
bastante distinta do que foi apresentado anteriormente. Nos modelos supracitados, a ideia € a
de determinar as taxas de curto prazo para entdo modelar a curva de juros. Neste modelo, no
entanto, a abordagem ¢é a de modelar a curva inteira a partir da estrutura a termo atual disponivel

de dados do mercado. Sendo assim, o0 modelo de um fator € definido por

T
dF (t;T) = —%G(I,T} (/t —%G(I,s)ds) dt — %G(t,T)dVV,. (4.28)

7sto fica claro se reescrevermos: (0(t) — byr)dt = by (%t) - r) dr.
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Uma observagdo importante deste modelo € que ele ndo € Markoviano. Significa que ele € path
dependent; as informagdes na data de hoje ndo sdo suficientes para obter um modelo confid-
vel. Portanto, seria necessdrio recuperar uma série de dados do passado para calibrar melhor o
modelo. Além disso, pode ser observado claramente que o drift da SDE recém mostrada con-
tém parametros apenas da volatilidade. Portanto, pode ser descrita uma relagdo entre média e

volatilidade tal que
T
m(t,T) = v(t,T) / s(t,u)du,
t

sendo m(t,T) e v(t,T), a média e difusao instantaneas, respectivamente.

4.2 Criticas a precificacao por Black e Scholes

A teoria desenvolvida desde 1973 para aprecamento de opc¢des que foi demonstrada aqui €
a mais utilizada globalmente. Apesar de ter fundamentos sélidos e haver extensdes que consi-
gam relaxar as premissas de forma satisfatéria, isto €, de forma que elas se adaptem de forma
significante as observacdes na pratica, nos deparamos com algumas correntes de criticos, que
podem levantar deficiéncias do modelo tanto na teoria, com inconsisténcias técnicas, quanto na

pratica, através de testes empiricos que demonstram desvios entre o0 modelo e 0 mundo real.

Diversas criticas ao modelo puderam ser resolvidas de forma satisfatéria através de exten-
soes como as que foram apresentadas na sec¢do anterior. As principais delas sdo a existéncia
de volatilidade inconstante, de taxa de juros livre de risco varidvel, de dividendos que podem
ser tanto continuos quanto pontuais no tempo, de custos de transacdo e de descontinuidades
no processo que determina o preco do ativo subjacente. A tecnologia desenvolvida até os dias
de hoje encontrou diversas formas de solucionar todos estes problemas e cabe ao gestor de um
portfélio decidir qual delas, ou qual combinagdo delas, é adequada para adaptar o modelo de

forma fiel.

As principais criticas em debate na atualidade giram em torno de trés pilares. O primeiro
questiona a capacidade de poder realizar um hedge perfeito, dado que, no mundo real, tempo
¢ continuo mas as negociacdes em pregdo acontecem de forma discreta e em quantidades de
lotes, ou seja, a quantidade de ativo subjacente ndo € infinitamente divisivel. O segundo gira
em torno da distribui¢io dos retornos das acdes, ja que estd sendo usada distribui¢do normal
ou log-normal nos retornos do ativo-objeto, algo que ndo foi sempre verificado dessa forma em
testes empiricos. Finalmente, o terceiro trata de problemas na liquidez, ou na falta da mesma,
ocasionando hiatos entre o preco de compra e de venda, denominado de bid-offer gap. Desde

logo que, embora sejam trés problemas separados, eles sdo dependentes um do outro. A falta
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de liquidez de uma acdo-objeto, por exemplo, acarreta em distor¢cdes nos precos, levando a

problemas em realizar um hedge como desejado idealmente na PDE de Black-Scholes.

A exemplo de Neftci (2000), as premissas de Black-Scholes e as Gregas podem falhar em

certos mercados principalmente pelos seguintes motivos:

1. A falta de liquidez em determinado mercado gera fortes diferencas entre a ponta compra-
dora e vendedora, elevando consideravelmente o custo de realizar um hedge e, portanto,
diminuindo as quantidades de operacdes desta natureza. Provavelmente, nestes casos,

haverd um viés no preco das opcoes.

2. As vezes ndo € possivel comprar e vender ativos nas quantidades necessarias por haver

negociagdo em lotes.

3. As vezes, quantidades necessarias para realizacio de uma operagio de hedge podem ser
fatias considerdveis de mercado ou até mesmo maiores que o mesmo. Em tal caso, ao
vender ou comprar determinado ativo estard se modificando a cotagdo dos ativos conco-
mitante a compra e venda dos mesmos. Quando a quantidade necessdria € maior que o

tamanho do mercado, se torna impossivel realizar a operagao.

Outra critica do mesmo autor gira em torno da deriva¢do da PDE que originou a férmula final.
De acordo com as premissas expressas nas equacoes (3.3) e (3.4), as varidveis 0; e 6, devem ser
constantes para poder diferenciar da forma exposta. No entanto, utilizamos para o coeficiente
0, o valor de —A = —A(S,1), que evidentemente ndo é uma constante. Se ditos coeficientes sdo

inseridos antes da diferenciacio, obtendo um portfélio de forma?!

P =V, —AS; (4.29)
e sO depois acontece a diferenciacdo, o resultado difere de (3.4), sendo ele agora

dP, = dV; — AdS; — dAS; = (Eq. (3.4)) —dA,S;. (4.30)

22 na maioria dos casos, diferentemente das conclusdes ante-

Tal portfélio ndo se autofinancia
riores. Utilizando o Lema de Ito para dA; e igualando a zero, a propriedade autofinanciadora
acontecerd se e somente se

ST, (6dW, + (u — r)dt) =0,

2IE conveniente passar a utilizar a notacio A, por ndo ser mais um termo constante.

22Define-se que um portfélio se autofinancia quando o mesmo nio necessita de entrada ou saida de dinheiro ap6s
seu comego, isto é, a compra e venda dos ativos € financiada a partir do patriménio incial e dos ganhos obtidos ao
longo do tempo. Formalmente significa que dP, = Y\, 6;;dA;;, onde A representa os ativos do portfélio.
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manter a condi¢do necessaria de Black-Scholes. Sob probabilidade neutra de risco € possivel

sendo I'; a grega definida por A implicagdo deste resultado é que haverd certos custos para
assumir a condi¢ao recém mencionada. Mas esta expressdo € a explicacdo de por que ndo € tao

simples manter um hedge dinamico perfeito.

Um critico que teve bastante repercussio apoés a crise financeira subprime de 2008 foi Nas-
sim Taleb. Baseando sua linha tedrica a partir da teoria dos fractais de Mandelbrot, a critica do
autor € bastante profunda por acusar uma premissa bdsica do modelo, qual seja que o desvio
padrdao é uma medida adequada para mensurar volatilidade em mercados financeiros. Apesar
de ser renomado por seus livros destinados ao publico em geral, explicando a teoria do ”Black
Swan”, ha publicagdes cientificas. Em Goldstein e Taleb (2007) e Haug e Taleb (2009) descreve
como o problema das caudas pesadas na distribuicao de Gauss e eventos raros de mercados ndo
sdo levados em consideragio no modelo??. O argumento utilizado por ele pode ser sintetizado

como descrito pelo proprio autor em Haug e Taleb (2009):

The Black-Scholes-Merton argument and equation flow a top-down general equilibrium the-
ory, built upon the assumptions of operators working in full knowledge of the probability
distribution of future outcomes — in addition to a collection of assumptions that (...) are highly
invalid mathematically, the main one being the ability to cut the risks using continuous trading
which only works in the very narrowly special case of thin-tailed distributions. But it is not
just these flaws that make it inapplicable: option traders do not “buy theories”, particularly
speculative general equilibrium ones, which they find too risky for them and extremely lacking
in standards of reliability. A normative theory is, simply, not good for decision-making under
uncertainty (particularly if it is in chronic disagreement with empirical evidence). People may
take decisions based on speculative theories, but avoid the fragility of theories in running their
risks.

A visdo de Taleb é que uma forma muito mais eficiente de precificar opcoes € utilizando a
teoria de auséncia de arbitragem, abrindo mao de um modelo concreto?* (DERMAN; TALEB,
2005). Assumir distribui¢do normal ou log-normal e o desvio padrao como medida de volatili-
dade seriam medidas inadequadas na observacao de retornos de mercado. Tais medidas seriam
uteis para medir peso e altura de individuos; contudo, em mercados financeiros, eventos raros,
chamados de ”Black Swans”, t€m impacto muito maior no retorno esperado de um ativo do que
se imagina. O problema gira em torno do fato de que ninguém conhece esse impacto a priori,
fazendo com que agentes de mercado acabem ignorando outliers que reduzem drasticamente o

retorno esperado de qualquer ativo.

Tendo em vista tais problemas, a teoria do cédlculo estocdstico utilizada no ambito de Black-

Merton-Scholes € equivocada por ndo levar em consideracio momentos de ordem maior que

23Um modelo que incorpore saltos também no é satisfatério na versio do autor.
24Com respeito a auséncia de modelos, Taleb costuma fazer referéncia ao mercado de derivativos na primeira
parte do século XX, citando, dentre outros, Keynes e Bachelier.
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2.2 Assumir esta propriedade para inimeros pontos no tempo e quaisquer momentos de ordem

superior a 2 seria algo que ndo acontece no mundo real. Por isso, a alternativa sugerida € a
de utilizacdo de fractais. Esta visdo parte do principio de enfatizar a precificacdo de eventos
raros ao invés de assumir os eventos futuros como tendo distribui¢do conhecida. Um artigo
seminar sobre precificacdo de opcdes através de fractais € o de Mandelbrot (2001), assumindo
uma distribuicdo tal que

P(Z>z)~z7 ¢ (4.31)

onde Z e z sdo os retornos percentuais do ativo. O fator o € tal que 1 < ¢ < o mas testes

empiricos tém mostrado que 2 € um valor adequado.

4.3 Impactos

Independente de concordar ou ndo com a metodologia utilizada no modelo de Black-Merton-
Scholes, o seu impacto tanto na pratica quanto na teoria € irrefutdvel. Uma andlise abrangente
feita por Alexander e Marby (1994) que utiliza os jornais mais renomados nos Estados Unidos
demonstra que o artigo original de Black e Scholes (1973) é o segundo mais citado na drea
financeira, utilizando uma amostra bastante ampla que vai até as publicacdes em 1991. Merton
(1973) fo1 estabelecido como sexto colocado, dentre outros artigos que constam no ranking.
Além disso os autores Merton, Scholes e Black aparecem como quinto, sétimo e oitavo mais

citados nesta drea de conhecimento, respectivamente.

Outra andlise mais atual feita por Arnold et al. (2003) coloca o artigo original apenas em
décimo lugar mas tem uma amostra bastante menor quando comparada com a pesquisa ante-
rior, colocando um impacto maior em revistas de primeira linha. Os autores afirmam porém
corretamente que existem muitos artigos que apenas citam o autor como referéncia, ao invés de
crticar ou desenvolver a teoria utilizada pelo artigo anterior, como, por exemplo, artigos econo-
métricos. Sendo assim, o autor subdivide o ranking em diversas subdreas. Na categoria que se
encontra o artigo original, ele obteve a terceira colocagdo, demonstrando a importancia que o

mesmo teve.

Olhando de um ponto de vista pratico, os resultados do primeiro modelo que precifica

analiticamente opgdes também sdo observaveis. De acordo com Scholes (1997, p. 127)

The academic industry has produced myriad innovative research papers following the funda-
mental insights of Black and Scholes (1973) and Merton (1973). The Chicago Board of Trade

2 Como foi visto anteriormente, o Lema de Ito negligencia momentos de ordem superiores que 2 pois estes
convergiriam a zero em espacos infinitamente pequenos de tempo
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and Chicago Mercantile Exchange initiated the exchange industry by developing financial op-
tions and futures contracts on securities; they have spawned the growth of many new derivative
exchanges around the world. The first was the Chicago Board of Trade’s sponsorship of the
Chicago Board Options Exchange in 1973. Moreover, some exchanges such as the Options
markets in Stockholm have transported the technology used to trade derivatives to other mar-
kets in Europe and Asia.

O surgimento do modelo de forma concomitante ao surgimento da primeira bolsa de deri-
vativos, a CBOE, ndo é coincidéncia. Negociacdes em mercados de balcio?® eram escassas e
customizadas, ocasionando altos custos de transacdo e perda de eficiéncia. Com os avangos na
tecnologia para precificar opg¢oes, os agentes exigiram um ambiente que pudesse mitigar riscos
de contraparte e onde a liquidez consiga ser aprimorada via padronizacao dos contratos a serem
negociados. Recentemente o volume de op¢des negociado tanto em bolsas quanto em mercados
de balcdo organizados contém um notional’>’ que supera o PIB mundial, demonstrando o peso

que estes mercados tém.

Figura 4.3: Notional negociado em mercados de opc¢des contra PIB mundial (Valores em tri-

Ihdes de ddlares correntes)
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Fontes: BIS (2010) para volume de opg¢des e FMI (2011) para o PIB mundial, grafico gerado

pelo autor.

Isto demonstra como o surgimento do modelo pode ser tanto uma causa quanto uma con-

sequéncia da financeiragcdo das economias. A década de 70 é marcada pelas crises do petroleo,

26 Qyer-the-Counter (OTC) markets.
2 Notional é o preco de exercicio do contrato multiplicado pela quantidade de contratos.
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onde os agentes necessitavam protecdo, algo que gerou muita demanda por instrumentos que
possam ser utilizados por praticantes para avaliar op¢des de forma rdpida e relativamente sim-
ples. A informatiza¢do nascente na mesma época contribuiu para que atores de mercados pos-
sam enxergar cotacoes através do modelo em tempo real, concedendo melhores oportunidades

para tomada de decisdes aos gestores de portfolios.
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S Consideracoes Finais

O presente trabalho buscou fornecer uma introdugao a metodologia para precificar opcoes,
com um foco na evolugdo do pensamento sobre dito assunto. A abordagem aqui utilizada co-
locou énfase em opg¢des de acdes, mas podemos encontrar muitos aspectos em comum com a
metodologia utilizada para opc¢des de cambio, de juros, de comodities, de indices e de swaps,

dentre outros, embora certos ajustes sejam necessarios para cada caso.

Tornou-se evidente que € possivel chegar a férmula fechada de precificacio através de mo-
delos de arbitragem, ou seja, através dos métodos de equivaléncia de martingales e de cal-
culo estocdstico; mas o raciocinio € igualmente valido na abordagem neoclassica do CAPM,
constituindo, portanto, uma revolucao paradigmadtica na drea das Financas. Consequentemente
conclui-se que, na teoria, a formula satisfaz as condi¢Ges necessdrias para gerar precos justos
e livres de arbitragem para quaisquer tipos de opcdes. Porém no mundo real nos deparamos
com mercados que podem ter baixissima liquidez, impossibilitando rebalanceamentos conti-
nuos; mercados que tém distribuicao de retornos com caudas pesadas, as quais, apesar de ser
utilizada a distribui¢do log-normal, ndo sdo consideradas; e mercados em um mundo dinadmico

que faz com que a volatilidade da volatilidade seja cada vez maior.

Estes e outros complicadores fazem com que o panorama tedrico nesta area de longe nao
esteja completo. Problemas como a existéncia de fins de semana e feriados, custos de transagdo,
pregodes que ndo estdo abertos 24 horas, mercados muito pequenos, irracionalidade dos agentes,
dentre outros, constituem um desafio tanto para académicos quanto para gestores de portfélio e

outros interessados no assunto.

Demonstrou-se também brevemente neste trabalho como as op¢des podem introduzir uma
nova forma de pensar outros assuntos nas dreas financeira e econdmica. A precificacdo de
projetos e até mesmo de agdes através da metodologia das opcdes reais pode ser encontrada
na pritica. Também a abordagem da estrutura de capitais provou como uma empresa pode ser
enxergada de um angulo distinto daquele na visdo tradicional, onde se considera que o detentor

o patrimdnio liquido € o beneficiario final de uma firma.

Uma concepgao bastante espalhada na sociedade é a de que o mercado de op¢des € muito
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arriscado e que seria um “cassino”. Se bem é verdade que é um mercado alavancado! e que
exige margens de garantia, algo que acarretou problemas na prética para os proprios fundadores
da férmula no LTCM, é comum esquecer que derivativos ndo servem apenas para alavancar ga-
nhos, mas também para amenizar perdas. Os mercados financeiros necessitam dos trés agentes -
especuladores, arbitradores, e hedgers - para seu funcionamento correto. O mito dos riscos ine-
rentes aos derivativos decorrem de fatos isolados, uma observagdo ja notada por Merton (1998,
p. 340):

One cojecture atributes this uneasiness [among managers, regulators, politicians, the press and
the public over these new derivative securities] to the frequently cited instances of individual
costly events that are alleged to be associated with derivatives, such as the failure of Barings
Bank, Proctor and Gamble’s losses on complex interest rate contracts, the financial distress
of Orange County, and so forth. Perhaps. But (...) derivatives are ubiquitous in the financial
world and thus, they are likely to be present in any financial circumstance, whether or not
their use has anything causal to do with the resulting financial outcomes. However, even if
all these allegations were valid, the sheer fact that we are able to associate individual names
with these occurrences instead of more numers (XYZ company’ instead of *475-500 thrifts’
as the relevant descriptor) would suggest that these are relatively isolated events - unfortunate
pathologies rather than indicators of systemic flaws.

A mesma situacao € valida para o mercado financeiro brasileiro, onde sao encontrados casos
isolados como o da Perdigdo e da Aracruz. Olhando de um ponto de vista agregado nenhuma
das situacdes mencionadas constitui uma verdadeira perda por si s6. Economicamente as perdas
de um agente ocasionam os ganhos de outro, resultando no conhecido jogo de soma-zero. Da
forma que a literatura econdmica e financeira cita, as verdadeiras perdas sdo encontradas nos
pesos mortos, perdas estas que acontecem quando ha incidéncia de impostos e outros custos de

transagdo.

Como resultante final, conclui-se que o crescimento explosivo dos mercados de opcoes
mostra a grande procura para atender necessidades complexas de firmas e de investidores in-
dividuais, tanto nos mercados de bolsa quanto nos de balcdo. A crescente demanda por ditos
papeis assegurard que no futuro haja a incessante busca pelo método ideal para precificar op-

coes.

'A variagdo percentual do prémio de uma opgio é, de forma geral, muito maior que o retorno percentual do
ativo subjacente.
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