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LISTA DE SIMBOLOS

Car acteres Romanos
a;, &; € ay : coeficientes das expansdes de deslocamentos
A : dreadasecdo transversal dafibra

A tensor de localizagdo das deformagoes

b: vetor de forcas de volume

: matriz de func¢des de interpolacéo para as deformagoes

Il

B : tensor de localizagéo das tensdes

G, - coeficientes das expansdes de deslocamentos

el

: tensor de rigidez elastica microscopico

o

: matriz de rigidez el astica microscopica

c ec: matrizes de rigidez eléstica da fibra e da matriz

c,: matriz genérica com as propriedades de simetriade ¢

C ,C_,C_ec :matrizesquerelacionamc ec
=gl =g2 =g3 =g4 =f =m

C,,: vetor h dos coeficientes das expansdes de deslocamentos periddicos

C,,. - vetor com os todos coeficientes das expansdes de deslocamentos periodicos
concatenados verticalmente

CY, e C'. : vetores h dos coeficientes das expansies de desl ocamentos viscosos periodicos

C.C eC: matrizes h dos coeficientes das expansdes de deslocamentos periddicos

C"™: tensor de rigidez elastica homogeneizado ou macroscopico

C"™™: matriz de rigidez elastica homogeneizada ou macroscopica

gj“’m: termo (i, j) de C™"



d : modulo de flexibilidade

d : tensor de flexibilidade el stica microscopica

D"™™: tensor de flexibilidade homogeneizado ou macroscopico
E : moédulo de elasticidade do elemento Maxwell

E, e E, : paréametrosde E

E. : modulo de elasticidade da mola do elemento Kelvin i

E, e E,: modulos de elasticidade da fibra e damatriz

E, : termo ij do vetor de deformagdo macroscopica

E: vetor de deformag&o macroscopica

E: tensor de deformagdo macroscopica

E; e E, : parcelaviscosa das deformagdes macroscopicas nafibra e na matriz
h: nome genérico para os eixos coordenados

H (t) : funcéo passo unitario (Heaviside) no tempo t

i : variavel contadora

| : matriz identidade

11—

: tensor identidade de quarta ordem

=~

. grau das expansodes de deslocamentos

K : matriz do sistema de equacoes

ﬁij : submatriz ij de K

K : matriz do sistema de equagGes pelo método dos elementos finitos

L : aresta da célula elementar

L., : dimensdo caracteristicados modelos EF 1, EF 2 e EF 3
L : operador matricial
m: variavel caracteristica do polinbmio associado de Legendre

X



M, , M, eM,: submatrizes parao caculo de M

=1
M : vetor do sistema de equacdes
n: variavel contadora

: vetor normal

(=}

n, e n,: variaveis relacionadas as dimensdes de vetores e matrizes

N : variavel referente ao nimero de elementos finitos dos modelos EF 1, EF 2 e EF 3
N : matriz de funcdes de interpolacéo

P™: polindmios associados de L egendre

R: vetor do sistema de equacdes pelo método dos elementos finitos

g : varidvel deestado i

O © Q. . Variaveis de estado i da parcela macroscopica dafibra e da matriz
q,, €49, :vaidveisdeestado i das parcelas periddicas dafibrae damatriz

Q : matriz auxiliar das varidveis de estado no caso tridimensional para elemento Kelvin i

Q eQ :matrizesQ paraafibraeparaamatriz

=i =m
r : dimensdo caracteristicadafibra

S: superficie externa da célula elementar
t: varidvel detempo

T: tempo final de relaxacéo

T, eT,: fator de composi¢éo dos deslocamentos macroscopicos Viscosos
u,, : componente h do vetor de deslocamentos

Uy s Uy € U, - componentes h dos vetores de deslocamentos periodicos

ph *
u: vetor de deslocamentos

u,: vetor de deslocamentos periodicos
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o, Uy €U, componentes polinomiais dos vetores de deslocamentos periodicos
U : deslocamento aplicado nos modelos EF 1, EF 2 e EF 3
U , : vetor de deslocamentos nodais associadosa u,

V : volume da célula elementar

V, eV, :volumesde fibrae damatriz

V , : vetor de deslocamentos nodais associadosa u ,
X: vetor de posicéo espacial

X, Y, Z: eiX0s ortogonais de coordenadas espaciais

Z matriz de zeros com elemento unitério em (w, s)

Caracteres Gregos
a : extremo de integracao referente ao tipo de fibra

Dt : pequeno interval o de tempo

0, €9,: parametrosde E eh

Ge L :matriz auxiliares

e e e, deformacdes especificas na mola e no amortecedor do elemento Kelvin
e": deformacdo viscosa unidimensional

e : vetor de deformagdes especificas

e,, €, € e,,: vetores de deformagdes especificas periddicas

e : tensor de deformagdes especificas

e, : tensor de deformactes especificas periddicas

e’: parcelaelasticade e

e": parcelaviscosade e
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e} e e’ : parcelaviscosa das deformagdes na fibra e na matriz

e}, € &,,: parcelaviscosa das deformagOes periddicas nafibrae namatriz

€ . €, €€ :componentespolinomias das matrizes de deformacses periddicas
h : coeficiente de viscosidade do elemento Maxwell

h, : parametro de h

h. : coeficiente de viscosidade do elemento Kelvin i

n : coeficiente de Poisson

n, en_: coeficiente de Poisson dafibrae damatriz

q, : variavel querelaciona E, eh,

S : tensdo no elemento Kelvin

S es, : tensdes namolae no amortecedor do elemento Kelvin

S : vetor de tensdes

: tensor de tensdes

1@

S: vetor de tensdes macroscopicas

S: tensor de tensBes macroscopicas

t : variavel de integracéo no tempo

t,: instanteinicial do carregamento unitario

u . vetor de deslocamentos periddicos qual quer
Y : potencia elastico microscopico

Y "™ potencial eléstico macroscopico

Y : potencial elastico microscopico com aformulacso em taxas
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RESUMO

KOVAL JR, G. Aplicacdo da Teoria da Homogeneizacdo em Materiais Compdsitos
Viscoeldsticos, 2003. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pos-Graduacéo
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Materiais compdsitos séo empregados nos mais diversos tipos de estruturas (Civis, mecanicas,
aeronauticas, etc.). A possibilidade de otimizacéo de suas propriedades, frente as solicitacdes
consideradas, representa uma grande vantagem na sua utilizagéo. A teoria da homogeneizacéo
permite a avaliagdo da influéncia de detalhes microestruturais nas caracteristicas do composto
através do estudo de uma célula elementar. Os deslocamentos periddicos dessa célula sao
aproximados com expansdes ortogonais polinomiais. A exatiddo dos célculos elésticos esta
associada a0 grau dos polinbmios utilizados. O procedimento numérico no modelo
viscoeldstico é incrementa no tempo, utilizando-se de varidveis de estado, cuja
implementagdo proporciona grande economia computacional, pois evita o clculo de integrais
hereditarias. A influéncia de diversos parametros fisicos na constituicdo dos compositos de
fibras unidirecionais estudados é discutida e comparada com resultados obtidos com modelos
em elementos finitos, tanto em el asticidade, quanto em viscoel asticidade sem envel hecimento.
Para 0 caso de envelhecimento, no qual as caracteristicas dos constituintes sdo varidveis com
o tempo, € mostrada a resposta dos compdsitos sob relaxacéo para diferentes instantes iniciais
de carregamento em situagtes de “ softening” (ou abrandamento) e “hardening” (ou endure-

cimento).

Palavras-chave: viscoel asticidade; envelhecimento; compdsitos; séries assintoticas.
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ABSTRACT

KOVAL JR, G. Aplicacdo da Teoria da Homogeneizacdo em Materiais Compdsitos
Viscoeldsticos, 2003. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de Pos-Graduacéo
em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Composite materials are applied in many types of structures (civil, mechanics, aeronautics,
etc.). The possibility of optimization of their properties related to the considered solicitations
represents an advantage in their utilization. Homogenization theory allows the evaluation of
the influence of microstructural details in the composite by the study of an elementary cell.
The periodic displacements in this cell are approximated using orthogonal polynomial
expansions. The accuracy of the calculations is associated with the degree of the polynomials
utilized. The numeric procedure for the viscoelastic model utilizes a time-step procedure,
using a state variables approach, that provides computational economy, because it avoids
hereditary integral calculations. The influence of the many physical parameters in the
congtitution of the one-direction fiber composites studied is discussed and compared with
finite element results, for situations with elasticity and non-aging viscoelasticity. For the
aging case, when components properties show age dependent behavior, the results of the
relaxation with different initial times are shown for hardening and softening situations.

Key Words: viscoelasticity; aging; composites; asymptotic series.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOESINICIAIS

A utilizacdo de materiais compOlsitos € crescente em estruturas aeronauticas,
mecanicas e civis. A vantagem esta no controle das caracteristicas de seus constituintes e de
sua distribuicdo de modo a otimizar 0 seu desempenho de acordo com a necessidade. Muitas
aplicacbes avancadas exigem o0 projeto de materiais com caracteristicas especificas,
envolvendo conceitos de materiais multifasicos, 0 que conduz ao desenvolvimento de técnicas
de micromecénica no sentido de prever propriedades ou compreender o efeito de detalhes

microestruturais. Essas técnicas sdo usual mente referidas como métodos de homogenei zagao.

Pela abordagem da homogeneizacdo, sob uma perspectiva macroscopica, um meio
heterogéneo pode ser representado por um meio continuo homogéneo. O processo de
homogeneizacdo pode ser de natureza experimental, por meio de ensaios de caracterizacdo ou
experimentos nos quais as dimensbes sgjam suficientemente grandes para serem
macroscopicamente homogéneos. Entretanto, muitas das propriedades efetivas séo (na
prética) de dificil afericdo. Desse modo, toda uma area da Mecénica dos Solidos vem sendo
desenvolvida nas Ultimas décadas como alternativa para se obter teoricamente as equacdes
congtitutivas macroscopicas de materiais compoésitos. Sobre essa questdo, importantes
avancos se deram desde os primeiros trabalhos de Hashin e Shtrikman (1962) e Hill (1963)

parafases el&sticas lineares.

Além das propriedades efetivas de silidos compdsitos, a determinacdo dos campos de
tensbes e deformacBes locais em escala microscopica € essencia para o entendimento de
alguns fendbmenos observados em escala macroscopica ndo compreensiveis com a simples

analise de tensfes e deformacdes.

Com o interesse por compdsitos com microestruturas periddicas, significativos
progressos foram feitos na busca da substitui¢do de um meio heterogéneo por um equivalente

homogéneo com o desenvolvimento da teoria da homogeneizacdo (Tartar , 1977; Bensoussan
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et al. , 1978; e Sanchez-Palencia, 1980). Essa teoria considera que arazéo entre o tamanho da
célula elementar (que caracteriza a estrutura periédica) e o tamanho do problema em estudo
segja tédo peguena que tende a zero. Os campos locais sdo determinados com a introducdo do
conceito de tensores de localizacdo de tensdo e deformacdo. Varias técnicas mateméticas
utilizando-se de expansbes assintticas para a convergéncia de funcionais foram
desenvolvidas para determinar esse limite. A énfase inicial foi para materias com
congtituintes lineares, porém o método foi estendido para incluir comportamentos néo-
lineares, como plasticidade (Suquet, 1982).

Muitos materiais compoésitos de base polimérica apresentam comportamento
dependente do tempo, como viscoel asticidade. Sobre esse assunto, pode-se destacar o trabalho
inicial de Hashin (1966), utilizando-se de um modelo cilindrico de compdsito unidirecional.
Os avancos da teoria da homogeneizagdo para 0 caso Viscoel astico S8 menos sistematicos se
comparados a0 eléstico. Recentes trabalhos tedricos estenderam a teoria matemética da
homogenei zac8o para formular as equacdes constitutivas macroscopicas em viscoel asticidade
(Sanchez-Palencia, 1978; Francfort et al., 1983; Suquet, 1985; Francfort e Suquet, 1986).

A grande maioria dos trabalhos existentes sdo voltados para compositos com
constituintes sem envelhecimento. Nesse caso, 0 comportamento viscoelastico periddico dos
materiais € investigado com a utilizacdo da homogeneizacdo por expansdes assintéticas no

tempo ou no dominio de Laplace, como o trabalho de Shibuya (1997).

Para corpos ndo homogéneos envolvendo materiais como concreto e aguns
compositos de matriz polimérica, nos quais a ocorréncia de envelhecimento traz efeitos
consideraveis, a situacdo é mais complicada, ndo sendo aplicavel, por exemplo, processos
baseados em transformadas de Laplace. Nesse contexto, Maghous e Creus (2003) apresentam
uma solucdo analitica para o caso de termoviscoelasticidade com envelhecimento em

compaositos de multicamadas.

1.2 OBJETIVOS

Os principais objetivos desse trabal ho s&o:
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- Apresentar a teoria da homogeneizacdo como ferramenta tedrica slida para o estudo de

materiais multifasicos;

- Para 0 caso eastico, estudar as peculiaridades do processo de determinacdo das
propriedades de materiais heterogéneos por meio de séries assintéticas periddicas,
utilizadas na determinacdo dos deslocamentos (consequentemente das deformagdes
especificas e das tensbes no interior do compdsito). Comparar os parametros de

convergéncia, bem como expor as potencialidades da formulacéo abordada;

- Estender os conceitos vistos em elasticidade para a situacdo de viscoelasticidade com
envelhecimento das fases, determinando a matriz de relaxacdo do compdsito a partir das

propriedades de seus constituintes;

- Aplicar a teoria e as solugcbes numéricas desenvolvidas em compdsitos com fibras

unidirecionais,

- Apresentar e comparar resultados numéricos utilizando modelos em elementos finitos e

solucdes analiticas.

1.3 EVOLUCAO DO TRABALHO

Apos o estudo da teoria da homogeneizagdo em elasticidade, a primeira etapa pratica
do trabalho foi desenvolver-se uma formulacdo computacional para a analise das propriedades
de compdsitos com fibras unidirecionais, utilizando-se o programa MATLAB (2000). Foram
utilizadas séries de Fourier como expansdes assintéticas para os deslocamentos e 0s

resultados obtidos comparados com Luciano e Barbero (1994).

As curvas obtidas eram suficientemente coerentes, apesar da convergéncia dos
resultados n&o ser perfeita, visto que o trabalho de Luciano e Barbero (1994), e mesmo os de
outros autores, tal como Tsai e Hahn (1980), apresentam aproximacdes para a obtencdo da

matriz de el asticidade macroscopica.

Prosseguindo-se nos estudos, buscou-se acelerar a convergéncia dos célculos, tanto
com a diminuicdo do nimero de termos nas expansdes, quanto no tempo computacional. Ao

testar-se a utilizacdo de séries polinomiais como a de Chebyshev e as de Legendre, percebeu-
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se uma grande diminuicdo na quantidade de termos necessarios para a obtencéo de resultados
razoaveis e um ganho computacional consideravel, posto que a integracdo de termos
polinomiais € mais rapida que a de termos trigonométricos.

Paralelamente a melhoria da convergéncia, desenvolveu-se a formulacéo para o caso
viscoelastico, inicialmente sem envelhecimento. De modo a se compararem os resultados

obtidos, foram desenvolvidos modelos em elementos finitos, no programa ANSY S (1998).

Inicialmente, foram comparados os resultados em elementos finitos com os resultados
elasticos. A coincidéncia apresentada entre as curvas foi muito melhor do gque a até entdo
obtida com resultados de outros autores, em vista de um melhor controle da exatiddo na
convergéncia das aproximacdes. De forma equivalente ao caso eléstico, 0 caso viscoel astico
sem envel hecimento apresentou coincidéncia nos resultados.

A comparacdo dos resultados em elasticidade com os modelos em elementos finitos
permitiu a avaliacdo dainfluéncia dos parametros el asticos e geométricos, na convergéncia da
el asti cidade macroscopica dos compositos. Foi compreendida aimportancia das rel aces entre
rigidez e quantidade dos materiais. Esse estudo comparativo motivou a aplicacdo de mais uma
série para compor os deslocamentos ha regido da fibra, de modo a melhorar a convergéncia
em determinadas situacfes. Foram finalmente adotados os polinémios associados de Legendre

por se adaptarem ao problema sem quai squer modificagdes ou perda de ortogonalidade.

A fasefinal do trabalho foi aimplementacdo das situacdes de envel hecimento.

1.4 DESCRICAO GERAL

Apbés a introducdo, no capitulo dois, sdo apresentados os fundamentos da
homogeneizacdo periddica, caracterizando-se diversos conceitos utilizados no estudo de

materiais heterogéneos em el asticidade.

No terceiro capitulo, € mostrado o procedimento de andlise de materiais compositos
com fibras em uma Unica diregdo, bem como a configuracdo das células unitéarias adotadas e a
utilizacdo de expansbes assintéticas para os deslocamentos. O quarto capitulo expbe os
resultados em elasticidade.
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No capitulo cinco, ampliam-se os conceitos de homogeneizacdo para 0 caso
viscoel&stico. Sdo estudados 0s aspectos tedricos da andlise de materiais heterogéneos em
viscoelasticidade e associadas as resolugdes incrementais para as Situagdes de

envelhecimento. O sexto capitulo exp8e os resultados em viscoel asticidade.

Apobs os capitulos sete, de conclusdes, e oito, de referéncias bibliograficas, aparecem
trés apéndices. No apéndice A, é deduzida toda a resolucdo computacional para 0 caso
elastico do estudo de compdsitos com fibras unidirecionais, inclusive com a aplicacdo de uma
série adicional naregido dafibra. No apéndice B, sdo vistas as resolucdes incrementais para a
situacdo de viscoelasticidade com envelhecimento. Finamente, no apéndice C, é descrita a

modelagem em elementos finitos utilizada para fornecer dados comparativos.
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2 FUNDAMENTOSDA HOMOGENEIZACAO PERIODICA

Neste capitulo, € feita a descricdo dos elementos fundamentais da teoria da
homogeneizacio periddica para materiais elasticos lineares. E apresentada uma série de
conceitos que possibilitam de forma analitica relacionar as caracteristicas microscopicas de
um material heterogéneo a suas caracteristicas macroscopicas, conforme Suquet (1985).
Como base tedrica indica-se Sanchez-Palencia (1974,1980).

2.1 CELULA ELEMENTAR

Considere-se um material heterogéneo que apresente em escala microscépica uma
estrutura periddica. A correspondente célula el ementar, indicada por V, representa o menor

volume capaz de descrever a estrutura completamente (Figura 1).

<)

Figural—Materia periodicamente heterogéneo e a célula unitéria associada

2.2 ESTRUTURA DE CAMPOS

Sgja s um campo de tensdes estaticamente admissivel (E.A.) e u um campo de

deslocamentos cinematicamente admissivel (C.A.):

s ta que div(s) =0 e s >n antiperiodico (2.2)
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u tal que u=E>xx+u,, u, éperiddico, conforme aFigura2 (2.2

p

Up(X)=Un(X)

Figura 2 — Periodicidade do campo de deslocamentos U ,

A antiperiodicidade de s >n significa que o vetor de tensdo tem sinais contrarios em

lados opostos de V, onde n é o vetor normal exterior (Figura 3).

T=-T

Figura 3 — Antiperiodicidade do vetor de tensdo

O tensor de deformagdes é representado por

(gradgp + (gradgp)T) sendo a parcela periddica (2.3

Il D
"
hm
+
Il D
8
3
Il D
"
N[~

onde e €0 campo de deformagdes associado a u .

A periodicidade de u, implicaque amediade e, na célula elementar se anula, logo

(e) :E+<9p> =E (2.4)
1 hY

onde (.) = v (v (2.5)

representa a média volumétrica sobre a célulade volume V.
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A expressdo (2.4) indicaque E representa o tensor de deformagGes macroscopicas do
carregamento aplicado na celula unitaria. O tensor macroscopico de tensdes S € definido

comoamediade s

S=(s) (2.6)

2.3 LEMA DEHILL

Seglam u e s campos de deslocamentos e de tensOes cinematicamente e estaticamente

admissivels, respectivamente, a média do trabalho virtual microscopico € igual ao trabalho

Macroscopico

(s:e)=(s):(e) (2.7)

onde (:) indica contragdo sobre dois indices. Para o caso de tensores de segunda ordem
(como s e e)tem-seem notacdo indicia: s :e =s e, . Paramaiores detalhes com operacoes

vetoriais e tensoriais, ver Spiegel (1966).

2.3.1 Demonstracéo

Considerando-se (2.3), tem-se para a média trabalho virtual microscdopico

<s :e>:<s>:g+<s ‘e > (2.8

= = = == =p

e conforme (2.4)

(s:e)=(s):le) (s e, 29

Pelo teorema dos trabalhos virtuais
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av =1t
p V

11D

s ) xu,dS (2.10)

S

1.
s:e >:— ;
onde S é asuperficie dacélulaunitédriaeV, o seu volume.

Como s >n e antiperiddico (sinais opostos em faces opostas) e u,, € periddico (mesmo

valor em faces opostas), aintegral sobre a superficie da célularesulta
gfs ) u,dS=(s e )=0 (2.12)
S

Logo, a expressdo (2.9) resume-se a(2.7), que pode ser escrita como
(s:e)=S:E (2.12)

onde s e e sdo 0s campos microscopicos de tensdo e deformagéo, enquanto S e E sdo os

respectivos campos macroscopi cos.

2.4 PROBLEMA DE LOCALIZACAO
Assume-se que alei constitutivalocal sejalinear e expressa como

s (X)=c(x):e(x)" xI Vv (2.13)

onde s e e sdo os tensores de tensdo e deformagao, respectivamente, e o tensor de quarta

ordem ¢, arigidez elastica. A equagdo (2.13) e escritanaformaindicial como s ; = ¢;,€,

jjol ~al *

A determinacdo da lel eléstica macroscopica do material periodicamente heterogéneo
reduz-se a resolucéo de um problema de condices de contorno, chamado de problema de
localizac&o, definido sobre a célula unitaria. Existem duas abordagens que séo equivalentes: a

abordagem por deformacdes e a abordagem por tensoes.
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2.5 ABORDAGEM POR DEFORMACOES

Segja E um tensor simétrico e constante dado, o problema de localizagdo consiste na

determinacao dos campos de tensdo e deslocamento (s e u) de modo que

tal que div(s)=0 e s antiperiodico

= ||©

i
I -
i tal que u=E>x+u, e u, periddico (2.19)
|
i

S_:

0
Il D

onde a dependéncia espacial ndo aparece por simplicidade.
Uma vez resolvido o problema de locaizagdo, a lel constitutiva macroscopica

relaciona S a E (definidos em (2.6) e (2.4) respectivamente), como aparece a seguir.

O problema (2.14) € definido por E como parametro de carregamento. Tomando-se
que s e e sgam os campos microscopicos de tensdo e deformagdo solugles de (2.14) e

considerando-se sualinearidade, observarse a proporcionalidade entre e e o carregamento E

IID

:A:

lm

(2.15)

onde A= A(x) representa o tensor de localizagéao das deformagdes. A(X) depende somente de
parametros geometricos e mecanicos do meio, sendo independente de E. Substituindo-se

(2.15) em (2.4)
(e)=(A:E)=(A)E=E (2.16)

conclui-se que <A> =1, onde | € o tensor identidade de quarta ordem. s e e se relacionam

através da equacdo constitutiva local

s =cie=c:AE (2.17)
A médiade (2.17), dada por
(s)=S=(c:A:E)=(c:A):E=C"":E (2.18)
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conduz a expressao da el asticidade macroscopica
cm =(c: A) (2.19)

A simetria de C™", que ndo é aparente pela expressdo (2.19), pode ser obtida

utilizando-se o Lema de Hill. Sejam s e e as solugdes do problema de localizagdo cujas

respectivas médias sdo S e E. Substituindo-se (2.18) naexpressdo S:E

S:E=E:C™:E (2.20)
Considerando-se o Lema de Hill, de acordo com (2.12), (2.20) equivale a <s= :g>,
entéo
<s=:<=a>:<<=a:g:(=a>=<5:AT ‘C: A:E>:E:<AT :Q:A>:E (2.21)
Partindo-se daigualdade entre (2.20) e (2.21), asimetria se torna clara
cm=(A":c: A) (222)

2.6 ABORDAGEM POR TENSOES

Nesta abordagem, ao invés dos deslocamentos serem prescritos, tém-se as tensdes S

dadas.

O problema (2.14) € definido por S como parametro de carregamento. Tomando-se
que s e e sgam os campos microscopicos de tensdo e deformagdo solugdes de (2.14) e

considerando-se sua linearidade, observa-se a proporcionalidade entre s e o carregamento S

(R

=B:S (2.23)

onde B =B(x) representa o tensor de localizagdo das tensdes. B(x) depende somente de

parametros geometricos e mecanicos do meio (assim como A(x) ), sendo independente de S.
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Substituindo-se (2.23) em (2.6)

(s)=(B:5)=(B)

(2.24)

ln
1
lln

conclui-se que (B} =1, onde | éo tensor identidade de quarta ordem. Sendo d =¢™* (tensor

de flexibilidade elastica) e e s serelacionam atraves da equagdo constitutiva local

e=d:s =d:B:S (2.25
A média de (2.25), dada por
(e)=E=(d:B:5)=(d:B):S=D"":S (2.26)
conduz a expressdo da flexibilidade macroscépica
D™ =(d:B) (2.27)

A simetriade D™", tal qual ade C™", pode ser obtida utilizando-se o Lema de Hill.
Sejam s e e as solugdes do problema de localizagdo cujas respectivas médiasséo S e E.

Substituindo-se (2.26) naexpressao S: E

S:E=S:D™:S (2.28)
Considerando-se o Lema de Hill, de acordo com (2.12), (2.28) equivale a <i :g>,
entéo
<s£:g>:<s£:g:s£>=<§:l~3T :g:5:§>:§:<5T :g:g}:g (2.29)

Partindo-se da igualdade entre (2.28) e (2.29), finalmente, a simetria se torna clara

D™ =(B":d:B) (2.30)

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



13

2.7 EQUIVALENCIA ENTRE ASDUAS ABORDAGENS
A equivaléncia entre deformages e tensdes impostas é garantida pela expressao
ghom Dhom - L (231)

onde | € o tensor identidade de quarta ordem. Para a sua dedugéo, sd0 necessarios dois

desenvolvimentos preliminares (2.7.1 e 2.7.2).

2.7.1 Relacdoentre Ae B
Segjam

- s asolugdo de um problemacom S dado (s_ edtaticamente admissivel com S)

- € asolucao de um problemacom E dado (e cinematicamente admissivel com E)
A partir do lemade Hill, (2.12) pode ser escrita, utilizando-se (2.15) e (2.23)

S:E=(s :e)=(S:B":A:E)=S:(B": A):E (2.32)

(B":A)=(A:B)=1 (2.33)

onde | € o tensor identidade de quarta ordem.

2.7.2 |dentidade: <AT c:d: B>:<AT :c>:<g :B)

Sgjam:

- e, es solugdes de um problema com E dado, sendo cinematicamente e estaticamente

admissiveis com E, respectivamente.
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- e, e s solugdes de um problema com S dado, sendo cinematicamente e estaticamente

admissiveis com S, respectivamente.

Define-se

<s :e>:<E:~T:c:g:l~3:§>:5:<AT:g:g:I§>:§ (2.34)

(s178,)=(s.):(e,) =(E: A" :c):(d:B:S) (2.35)

<AT:g:g:B>:<AT:C>:<g:B> (2.36)

2.7.3 Equivaénciac™:D"" =]

A partir das expressoes (2.19) e (2.27), pode-se escrever

(;hom : Dhom - ghomT : Dhom :<AT 9><g : B> (237)
Aplicando-se (2.36) sobre (2.37)

(;hom:Dhom:<AT:9:Q:B>:<AT:B> (238)
vistoque c=d*.

Finalmente, utilizando-se (2.33), (2.38) resume-se &(2.31) (C™": D™ =1 )

2.8 POTENCIAL ELASTICO MACROSCOPICO

Localmente, para" x1 V (V representaacéulaunitéria), alei eléstica se escreve
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Ve (2.39)

Te

(R

onde define-se Y como sendo o potencial elastico (convexo emrelagdo a e).

2.8.1 Principio da minimizagdo em deslocamentos

Seglam u, e e s solugdes de um problema de localizacdo para uma dada deformagao

macroscopica E e sga u' um campo de deslocamentos qualquer, cinematicamente

admissivel com E

u'=E>x+u’',,comu’, periodico (2.40)

De acordo com (2.2)

Exx=u-u, (2.42)
Dessa forma, expresséo (2.40) pode ser escrita alternativamente

u'=u+du’ (2.42)
onde du'=u', - u, (periédico) (2.43)

Por meio da condicdo de convexidade de Y , estabel ece-se a desigualdade

(e(u)- e(w)) (2.44)

Y(eu?)- Y (e(w)? %

gue pode ser escrita como

(du) (2.45)

vewy- vew: e e
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Ty (e(u))
Te

onde =s e solugdo do problema de localizagdo para dado E e constitui um campo

estaticamente admissivel. Extraindo-se a média dos termos de (2.45) e aplicando-se o lema de

Hill na parte direita da desigualdade

(¥ (e(u)- Y (ew))? <—“Y ) :g(dg')> (2.46)
New) N\
(9 ) < e (s et e

Como (e(du’)) =0 devido a periodicidade de du', tem-se para (2.46)

(Y (euy)? (Y (ew)) (2.48)
para ™ u' cinematicamente admissivel em E.
A partir de (2.48), torna-se valida aigual dade

<Y(g(g))>:min{<Y(g(g'))>|u' C.A com 5} (2.49)

aqual indica que a solu¢éo minimiza o funcional <Y (g(g))> do problema de localizagéo.

2.8.2 Caso dastico linear

No caso de elasticidade linear, o potencia elastico Y € definido por

Y(©)=

N
1D

:g:ezls ‘e (2.50)
= 2= =
O conceito de potencial eléstico macroscopico Y ™™ é estabelecido como
hom — —_ H ' 1
Y (E) =(Y (e(W)) = mln{<Y((=-:-(g ))|u' C.A com E} (2.51)

gue pode ser escrito, substituindo-se (2.50) em (2.51)
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hom — 1 C A — 1 .
Y ™" (E) —<§g.g.g> —§<s e) (2.52)
e aplicando-se o lema de Hill sobre (2.52), tem-se
hom — 1 . — 1 . — 1 .
Y (E)—E<S=.g>—z<s>.<e>—5§5 (2.53)

Em seguida, ao definir-se o tensor C™", que relaciona S e E daseguinte forma

S= chm: E (2.54)
e substituir-se arelagio (2.54) em (2.53), obtém-se Y "™ para 0 caso elastico linear
hom 1 hom
Y™ (E) :EE:(; 'E (2.55)

Observa-se que o conceito introduzido satisfaz a relagdo equivalente a (2.39) para

campos macroscopicos

T[Y hom _ Chom
fE ~

E=S (2.56)

Portanto, € correto afirmar que o potencia elastico macroscopico € igual ao valor

minimo da média do potencial microscopico sobre a célula unitéria, ou sgja

m

Y P(E) :% . chom Ezmin{<Y(g(g'))>|u' C.A com 5} (2.57)

2.9 ELEMENTOS FINITOS (CONDICAO PERIODICA)

A homogeneizacdo pode ser aplicada via método dos elementos finitos (MEF),
contanto que sejam aplicadas condi¢bes de contorno periddicas para os deslocamentos.

Supondo-se que u, e e s sgjam solugdes de um problema com E dado e para um
deslocamento periodico qualquer u, associe-se uma deformagéo gp(g ») - Aplicando-se o

principio dos trabalhos virtuais (PTV) sobre s e e . u,), tem-se
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@:Sp(‘ip)d\/ = pou,dVv + s ) ,dS (2.58)
\% \% S

sendo b asforgas de volume.

Para u, periddico e s >n antiperiédico, aplicarse (2.11) sobre a dltima integral. Na

auséncia de forcas de volume, (2.58) reduz-se a
C‘i:gp(lip)dv =0 (2.59)
v
Desenvolvendo-se (2.59), de acordo com (2.3) e (2.13)
(£.:e,,)dv =E+e ):cie (u,)dv =0 (2.60)
v v
A expressao (2.60), divididapor V, pode ser escrita como

av (2.61)

lm

¢, U,):ce dv=- \%(‘zp(gp):gz

\%

1
\Y
Dessaforma, (2.61) corresponde ao principio variacional

<gp(up):9:gp>:- <ep(gp):9:5> (2.62)

Considerando-se a notacdo do MEF e a representacéo vetorial das grandezas (ver item

A.2.2 do apéndice A), tem-se

u=NU,
u =NV
= (2.63)
gp _E L—Jp
gp(up):é \lp
onde

U, eV, sdo os vetores de deslocamentos nodais dos elementos, associados a u, €

u, respectivamente;
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N ématriz de equagdes de interpolacdo dos elementos;
eparae=L(u), B=L(N).

Aplicando-se a notacéo (2.63) sobre (2.62), obtém-se

® o ® o
VicCB'cBAV-U,=-ViceB'cEdV-
ev @ ev %]

(2.64)

Com K=¢p'cBdv e R=-¢p'c EdV, (264) constitui 0 seguinte sistema de

\Y \%

=R (2.65)
no qual tem-se U ; como incognita.

Finalmente, aplicando-se as equacbes de interpolacdo sobre os valores dos

deslocamentos nodais, determina-se U, e consequentemente as soluces U, e e s do

problema de localizagéo.
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3 AVALIACAO DA ELASTICIDADE MACROSCOPICA DE
COMPOSITOSCOM FIBRASUNIDIMENSIONAIS

Em seguida, € mostrado o procedimento de andlise de materiais compdsitos com fibras
em uma Unica diregdo. As configuragcdes da células unitérias estéo descritas na Figura 4.

2L 2L

| |
| |
Al | A
| |
{ } \X & } . H - -
‘ aJ ‘ ‘ ‘ o
b=l —h=t
e S

Figura 4 — Células unitérias dos compdsitos com fibras
unidirecionais estudados
Para se solucionar o problema de localizagdo (2.14), o campo de deslocamentos
periodico u, € aproximado por fungdes periodicas (de acordo com a condicdo exposta na
Figura 2). Observa-se que ndo existe variacao das heterogeneidades (fibra, no caso) ao longo

do eixo de z. Portanto, e suficiente que u, = f (X, y), sendo independente de z espacial mente.

3.1 APROXIMACAO DE u, PELOS POLINOMIOS ASSOCIADOS DE
LEGENDRE

Apbs uma série de estudos com séries de Fourier, polindmios de Chebyshev e

Legendre, optou-se pelos polindmios associados de Legendre, conforme Spiegel (1968), para

se aproximar o campo de deslocamentos periodicos U, .
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A convergéncia dos resultados obtidos com polinbmios é mais répida que a obtida
com séries trigonométricas. Para séries de mesmo nimero de termos, os resultados das séries
polinomiais aproximam-se mais do resultado final do que os das séries de Fourier. Outra
vantagem € que o calculo com séries polinomiais € computacionalmente mais répido do que

com séries trigonométricas.

3.1.1 Utilizagéo de séries simples

Entre as expansdes polinomiais estudadas, a Unica que se adapta ao problema em
guestdo sem nenhuma modificacdo que altere a sua ortogonalidade é a expansdo com 0s

polindmios associados de Legendre.

Trata-se de um grupo de polindmios ortogonais obtidos pelaférmula

m _ y2\ym/2 m+n
m/2d_P(X):(1 X) d

P™(x) = (1- X?
n (%) =( ) dx™ " 2"n!  dx™"

(x2- 1)" (3.1)

onde P, (x) sdo os polindmios de L egendre, dados por

1 d", ., N
P (x)= X -1 3.2
()= (¢ D) (32)

A série ortogonal composta pel os polindmios associados de Legendre para a descricéo

de funcdes é escrita como
F(X) = AR (%) + Ant P () + AP () . (3.3)
onde A, A..., A, ... S30 as constantes a serem determinadas.
Escolhendo-se o valor conveniente de m=2, tém-se 0s seguintes polindmios

Py (x) =3(1- x°)
PY(x) =15x(1- X°) (3.4)

PO =2 (T - )
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Observa-se que P*(- 1) = P*(1) =0.

De acordo com a aplicacdo de séries mostrada por Filonenko-Borodich (1968), optou-

se pela seguinte configuragao para as séries de deslocamentos periddicos de duas variavels

= g m m ﬁ(o J g m m alo

a ah(|+m)0 |+m8 ++ a ah0(1+m) l+m8L

i= (3.5)
irig-em pn X Opm &y 0

+ a ah(i+m)(j+m) |+m8L J+m8|_g

i,j=0
para k3 2m e m=2 (k representao grau do polinémio), onde h=x,y, z
A ortogonalidade dessas fungdes fica garantida pelo critério geral

O.R"(XR"(X)dx=0 sentk

(‘iéﬁm(x)gzdx __2 (n+m)

2n+1(n- my!

(3.6)

cujaformulacéo se encontraem Spiegel (1968).

3.1.2 Utilizacéo de séries compostas (fibras quadradas)

Para melhorar a convergéncia dos resultados devido a mudanca de comportamento dos
deslocamentos na interface dos materiais, € acrescentada uma série auxiliar para compor 0s

deslocamentos naregido dafibra

O deslocamento relativo entre a fibra e a matriz deve ser nulo na interface dos dois
materiais. Utilizando-se os polindmios associados de Legendre, esse comportamento pode ser

facilmente reproduzido.

Sejam as seguintes expressoes para 0s desl ocamentos periodicos

i=k-m j=k-m

_ 8 pm X0, o pm aeyo

uplh_ a a1h(|+m)0 |+m8 =t a a1h0(j+m) ]+m8
i=0 j=0

(3.7)

+i+]§2mai pm X Opm &Y 0
h(i+m)(j+m) |+m8L— J+m8|_
1]

i,j=0
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i+j=k-2m . .
o m a(o m alo

Upoh = @ ongamy(jom Pom g +Pemg T = (38)
p < i+m)(j+m |m8rg]m8rg

para k3 2m e m=2(k representao grau do polinbmio), onde h=x,y, z

Os deslocamentos periddicos u,,, ficam definidos como

u, =u para aregido damatriz
ph plh (39)

on = Uy tU,, paraaregiao dafibra

Ofatode u,,,(-1,Y) =U, (r,y) =U,,,(X,- 1) =U_,, (%) =0 garante a compatibilida-

de dos deslocamentos na regido de interface entre os materiais.

A aplicacdo computacional dos desenvolvimentos vistos nos capitulos 2 e 3 esta4

descrita detalhadamente no apéndice A. Os desenvolvimentos apresentados tém como

objetivo determinar os coeficientes das expansdes de deslocamentos mostrados em (3.5), (3.7)
e (3.8) através da minimizacdo do potencial eléstico, descrito no item 2.8. Dessa maneira,

tem-se a solucéo do problema de localizagéo (2.14), que permite a determinacéo do tensor de

rigidez el &stica macroscopica C™ do compdsito.
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4 RESULTADOSPARA O CASO ELASTICO

Neste capitulo é apresentado um conjunto de exemplos de modo a mostrar diversos
aspectos da aplicacdo da teoria da homogeneizacdo em elasticidade para compdsitos com

fibras unidirecionais.

Os exemplos apresentados nesse trabalho sdo todos tedricos. De modo a ndo ocorrer
nenhuma incoeréncia pratica com dimensdes, propriedades dos materiais, carregamentos,
tempo, etc., ndo adotou-se unidades especificas para as grandezas. E utilizada a notac&o
vetorial para a representacéo das grandezas tensoriais, conforme o item A.2.2 do apéndice A.

A representacao de (2.54) naformavetorial pode ser vistano apéndice C em (C.1).

4.1 COMPORTAMENTO DO DESLOCAMENTO E DA DEFORMACAO
ESPECIFICA PERIODICOS

No momento em que sdo conhecidas as constantes das expansdes para O

hom

deslocamento, além do caculo de C™, conforme desenvolvimento no apéndice A, s
determinados automaticamente o deslocamento periddico u, e a deformagdo especifica

periddica e, . Ambos sdo fungBes da deformagdo especifica macroscopica E.

Para se visualizar a convergéncia do processo a medida em que se aumenta o grau k
dos polindmios das séries, sGo apresentados dois exemplos (um de tracdo e outro de

cisalhamento) nos quais as componentes ndo nulasde U, e e, s3o representadas.

4.1.1 Pardmetros geométricos

Adota-se para todos os casos apresentados o valor de L =0,5 (ver figura 4), de modo
que o volume da célula unitéria sgja V =1. Para os exemplos contidos em 4.1.2, utiliza-se

uma célula unitaria de um compdsito de fibra quadradade r =0,3873 (V, /V =0,6).
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4.1.2 Propriedades dos materiais

A matriz tem um modulo de elasticidade E_, =1 e um coeficiente de Poisson n_, =0,3.

De maneira a comparar a influéncia da razéo entre a rigidez da fibra e a da matriz, séo

mostrados paralelamente resultados onde a fibra tem modulo de elasticidade E, =10 e

E, =50. O coeficiente de Poisson dafibraéden, =0,2.

4.1.3 Exemplos

4.1.3.1 Tracdo unitarianadirecdo X

A célula unitéria é submetida a uma deformacao especifica macroscopica nadirecéo X
de valor unitario. Os demais graus de liberdade ficam restringidos. O tensor de deformacéo

macroscopica, na suaformavetorial E € escrito
E'=[1 000 0 0

A partir dessa condicdo, surgem deslocamentos periédicos nas diregdes x (figurab) e

y (figura 6), e deformacdes periddicasem x, y e xy (figuras 7, 8 e 9 respectivamente).

4.1.3.2 Cisalhamento unitério nadiregdo xz

Neste caso, a célula unitaria é submetida a uma deformacéo especifica de cisalhamento
macroscopico unitéario em xz. Os demais graus de liberdade ficam restringidos. O tensor de

deformac&o macroscopica, nasuaformavetorial E € escrito
E'=[0 0 010 0

A partir dessa condicdo, surge o deslocamento perioddico na direcdo z (figura 10) e

deformagdes periddicasem xz e yz (figuras 11 e 12 respectivamente).
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k E; =10 E; =50
5

¥ A5 06 . ¥ 15408 .
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¥ A5 06 . ¥ 15408 .
9
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¢ 05 05 . 05 08

Figura5— u,, - tracdo macroscopica unitariaem X
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Figura7 — e, - tracdo macroscopica unitariaem X
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Figura8-— e, - tracdo macroscopica unitariaem X
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Figura1l0— u, - cisalhamento macroscopico unitario em xz
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Figurall - e, - cisalhamento macroscopico unitario em Xz
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4.1.4 ObservacOes sobre os exemplos

Os exemplos apresentados permitem a fécil visualizacdo de algumas formas que os

deslocamentos e as deformacdes periddicas podem tomar.

Os resultados para fibras mais rigidas sdo mais evidentes, visto que 0 maior contraste
entre os materiais que formam o compdsito conduzem a um maior grau de heterogeneidade.
Em todas as figuras observam-se maiores deslocamentos e deformacdes nos exemplos para

células com fibrade E, =50.

O contraste entre os materiais também influencia a convergéncia dos célculos.
Polindmios de mais alto grau compondo as expansdes de deslocamentos (e consequentemente
de deformagdes) aproximam melhor os resultados. Maiores contrastes entre fibra e matriz
tornam necessarios graus mais altos para boas aproximacgdes. Comparando-se as deformagdes

especificas, percebe-se umamaior diferencaa cada aumento de k paraasituagéo de E, =50.

4.2 UTILIZACAO DE SERIES ADICIONAIS NA REGIAO DA FIBRA

Conforme ja foi exemplificado anteriormente, a convergéncia dos deslocamentos
periédicos influi diretamente na convergéncia de todo o problema. Considerando-se 0s tipos
de fibras estudados (secOes redondas e quadradas) os principais fatores que tem efeito sobre a
convergéncia dos resultados em geral, sdo a razéo entre a rigidez da fibra e da matriz e a

quantidade de fibra.

Quanto maior o contraste entre as caracteristicas dos materiais, maior € ainfluéncia da
parcela peridédica na mecanica do compdsito. Para se obterem resultados acurados, as
expansoes devem modelar suficientemente bem as funcbes que representam. A regido de
maior dificuldade de representacéo € a interface entre fibra e matriz, onde as caracteristicas
mecanicas mudam abruptamente. A presenca de descontinuidades dificulta a convergéncia.

A guantidade de fibra modifica proporcionalmente as caracteristicas do compésito.
Pequenas guantidades, mesmo onde existiriam dificuldades de convergéncia devido aos altos
contrastes de rigidez acabam por ndo prejudicar significativamente o resultado. Entretanto,
para uma densidade alta de fibras, a descontinuidade das propriedades dos materiais se reflete
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na aproximagao dos deslocamentos da fibra, e ainda mais severamente na presenca de grandes

contrastes nas caracteristicas mecanicas dos componentes.

Para se combater esse fendbmeno, aplica-se uma série adicional na regido da fibra. Por
existir em grande quantidade na célula unitaria (no caso de altas densidades de fibra) e ter
rigidez normalmente muito maior que a da matriz, a influéncia da fibra no balanco de energia
€ majoritério. Melhorar a aproximacao feita pelas séries nessa regi&o otimiza, automaticamen-
te, a busca do resultado.

As figuras 13 e 14 mostram um exemplo com o deslocamento periodico u, e com a

deformacdo e ., respectivamente, em y =0, devidos a um carregamento macroscopico

px ?

idéntico ao utilizado no exemplo 4.1.3.1 (tragdo unitarianadiregdo X) .

As fungbes em cinza correspondem aos resultados obtidos utilizando-se somente uma

série para 0 deslocamento em cada direcdo (x,y e z) , conforme a equacdo (3.5), enquanto

as em preto correspondem a formulacdo com uma expansdo adicional para cada direcdo na

regido dafibra, conforme (3.7).

A melhor representagdo da inflexdo do deslocamento u, com séries adicionais
corresponde a melhor representacdo da descontinuidade na deformacéo especifica.

A principal aplicag@o de expansdes adicionais na regido da fibra se d& realmente para
altas concentracoes de fibra em conjunto com altas razdes entre a rigidez da fibra e da matriz,

conforme pode ser visto na figura 13, comparando-se 0s deslocamentos para a fracéo

volumétrica V, /V =0,9. Nesse caso, é perceptivel amaior dificuldade em aproximar-se com

somente uma série 0 deslocamento para a condi¢do apresentada.

Da mesma forma, na figura 14, a melhora na representacéo da deformagéo, tanto na

regido da fibra, como na regido da matriz, conduz a uma melhor convergéncia do potencial

eléstico, e conseguentemente da matriz de elasticidade homogeneizada gh"m conforme sera

Visto nos exempl os posteriores.
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V, IV E, =10 E, =50

0,3

X

0,6

X

09

X

Figura 13 — Comparagdo entre U, calculado com expansdes simplese
expansdes compostas em diferentes configurages de células unitérias

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



37

V, IV E, =10 E, =50

0,3

X
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Figura 14 — Comparagdo entre e, calculado com expansdes simples e
expansdes compostas em diferentes configurages de células unitérias
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4.3 CONVERGENCIA COMPARATIVA DOSELEMENTOS DE crr

4.3.1 Descri¢ao dos exemplos

A matriz gh"m correponde ao tensor C™™ da seguinte maneira

A hom hom hom N
SCW Clm cm 0 0 0 :
hom hom hom
&y Gy Cpz O 0 0
hom ;«:g);n C:zc;/r; C:zgrzn O 0 0 l;'
g = ? 0 0 Chom 0 0 l;‘l (41)
& vy {
% o o o0 Cce oo U
? 0 0 0 0 Chom L:I
& vave

Os gréficos desta secdo exemplificam a convergéncia do termo gh"m (Ll) =Cr
= ,2) = evido a simetria da célula elementar). Os demais termos tem
(C™"(11)=C™"(2,2) =C,,,, devido & simetria da célulael ). Os demai

um comportamento similar quanto a convergéncia.

Nas abcissas tem-se a variagdo da fragdo volumétrica de fibra V, /V engquanto sio

tracados os valores correspondentes de gh"m (Ll) para os polinémios de grau k que

compdem as expansdes assintoticas. Paralelamente € comparada a evolugdo dos valores para

diferentes modul os de elasticidade dafibra (E, =10 e E, =50).

Tem-se para 0 modulo de elasticidade da matriz E, =1. Os coeficientes de Poisson

parafibra e matriz sdo respectivamenten, =0,2 en, =0,3.

A formulacdo computacional descrita no apéndice A, € direcionada para fibras de

formas redondas e quadradas, apesar de toda a generalidade da teoria descrita nos capitulos 2

e 3. A figura 15 expde a evolucéo de g“’m (J,l) para fibras redondas, enquanto a figura 16,

para fibras quadradas. Na figura 16, ainda pode ser vista a influéncia da utilizacéo das séries

de deslocamentos auxiliares na convergéncia da el asticidade macroscopica.
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6
Q
: o
fibra redonda 5 4 —— ks
L”> — k=7
fan —A—k=9
— o2 —%—k=11
E, =10 :
KS)
0 — ——
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Vil V
30
Q
, o
fibraredonda g 2 ——kes
<|-|> —®— k=7
S —A—k=9
— - 10 —%—k=11
E;, =50 =
©

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
v/ V

Figura 15 — Convergéncia de ghom (11) e ghom (2,2) - fibras redondas

4.3.2 Observagdes quanto a convergénciade C™"

A convergéncia dos calculos para as formas das fibras estudadas € bastante

semelhante. A medida que a quantidade de fibra aumenta, 30 necessérios polindémios de

hom

graus maiores para que se al cancem bons resultados para os coeficientes damatriz C™.

A dificuldade na aproximacao das fungdes periddicas em situacfes nas quais a razéo
entre arigidez dos materiais € maior se traduz macroscopi camente na convergéncia mais lenta
da matriz de elasticidade homogeneizada. Para o caso em que o modulo de elasticidade da

fibraé E, =10, observa-se uma menor diferenca entre os resultados cal culados com séries de

grau k=5 e k=11 do que para E; =50.

Na figura 16, também pode ser visualizada a grande eficiéncia na utilizac8o de séries
auxiliares na regido da fibra. A variacéo dos resultados obtidos para os crescentes valores de

k apresentados é bem inferior aos correspondentes para séries simples.
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Figura 16 — Convergéncia de ghom (L1) e g‘om (2,2) - fibras quadradas
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4.4 INFLUENCIA DA FORMA DASFIBRAS

Na figura 17, € mostrada a evolucdo de g““ (Ll) com a fracéo volumétrica de fibra.

S80 comparados resultados para fibras redondas (FR) e fibras quadradas (FQ), nos quais séo
variados 0os modulos de elasticidade da fibra (E, =2, E,; =10, E, =50). O modulo de

elasticidade da matriz e os coeficientes de poisson dos materiais s&o 0s mesmos dos exempl os

anteriores. Os polindmios utilizados para os cdlculostem grau k =11.

Pode-se observar que para fibras pouco mais rigidas que a matriz (como é o caso de

E, =2), aforma ndo modifica consideravelmente os resultados. A medida que se aumenta a

rigidez das fibras e a sua densidade no compésito, a forma passa a ser uma variavel
importante.

—&— FREf=2
—®— FREf=10
~— A FREf=50
—4+— FQEf=2
—B— FQ Ef=10
—A— FQ Ef=50

Figura 17 — Comparativo entre fibras redondas e quadradas

4.5 INFLUENCIA DA RIGIDEZ DASFIBRAS

Nas figuras 18 e 19, é mostrada a influéncia da rigidez das fibras em todos os termos

damatriz C™". Para estes exemplos, foram utilizadas fibras quadradas analisadas com séries

compostas de grau k=11. As propriedades dos materiais sGo as mesmas do exemplo

anterior.

hom

Na figura 18, o termo C™(3,3) tem um comportamento linear. Aumentando-se a

rigidez da fibra, tem-se um aumento proporcional da rigidez do composto na direcdo em
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guestdo. 1sso ocorre, pois na direcdo longitudinal as fibras, o médulo de elasticidade do

compdsito € praticamente a média volumeétrica dos médul os dos seus constituintes.

N
o

15

Chom(Z,Z)

10

Chom(l,l)

o

/ —8— FQEf=2
—a— FQEf=10

/ A —e— FQEf=50
&

1

o
=}
=}
=

| [~m—FoEm2
—&—FQEf=10
—@— FQEF50

e

—8&— FQEf=2

// A FQEf=10
—@— FQ Ef=50

\

—&— FQEf=2

A FQEf=10

— @ FQEf=50

00 01

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Vel V

Figura 18 — Influéncia da rigidez dos materiais nos termos C M (1,1),

ghom (1’2) , ghom (1’ 3), ghom (2’2) ’ ghom (2’3) e ghom (3’ 3)
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00 01 0,2 03 04 05 06 07 08 09
Vil V

Figura 19 — Influéncia da rigidez dos materiais nos termos ghom (4,4),

ghom (5’5) e ghom (6,6)

Para concentracBes muito grandes de fibras, o comportamento do compésito se
aproxima do comportamento do préprio material da fibra. Dessa forma, um aumento na

rigidez dafibra produz um aumento direto narigidez do compdsito.

Entretanto, observando-se proporgdes volumétricas de fibra V, /V menores que 0,7,

observa-se que 0 aumento narigidez do compdsito ndo é proporciona ao aumento da rigidez
dafibra. A rigidez das fibras comparadas nos graficos esta relacionada por razées multiplas de

cinco (2, 10, 50). O ganho de rigidez nos termos de gh"m nascurvasde E, =10 para E, =50
tende a ser menor que o ganho de E, =2 para E; =10.

Aumentos sucessivos conduziriam a um patamar no qual novos aumentos do médulo

de easticidade da fibra ndo produziriam efeitos adicionais no compdsito em orientacdes

diferentes da longitudinal a fibra. Um exemplo disso é o que acontece com g“"m L12), na
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figura 18. Caso fosse aumentado ainda mais o modulo de elasticidade, ndo se produziriam

mudancas no gréfico para proporgdes volumétricas V, /V menores que 0,8.

Esse comportamento € explicado pelo fato das fibras passarem a se comportar como
corpos indeforméveis comparados a matriz quando o contraste entre a rigidez dos materiais €

suficientemente grande. Observando-se as figuras 18 e 19, visualiza-se que esse fendbmeno

hom

ocorreria em diferentes niveis de rigidez para cada uma das componentesde C ™.

4.6 COMPARACAO DE RESULTADOS NUMERICOS

4.6.1 Modelos comparados

A verificacdo da metodologia empregada e seus resultados, realiza-se através de um
pequeno conjunto de modelos simplificados em elementos finitos para simular as condicoes

de periodicidade dos compaositos. Os model os estéo descritos no apéndice C.

Para os termos C™"(11) e C™"(2,2) (figura20), C™"(1,2) (figura21), C™"(1,3) e

C™(2,3) (figura 22), e C™(3,3) (figura 23) é vélido e suficiente 0 modelo EF 1. Os

resultados de EF 2 e EF 3 sdo idénticos. Os resultados mostrados correspondem a N =9,

correspondendo a 6561 elementos lineares (ver item C.1 do apéndice C paradefinicdo de N ).

Para os termos C™"(4,4) (figura 24), C™"(55) e C™"(6,6) (figura 25) sio

necess&rias algumas camadas de células para ssimular os efeitos da periodicidade de um
compdsito. Expondo em um mesmo grafico os resultados dos trés modelos. EF 1, EF 2 e EF
3, busca-se mostrar a tendéncia de convergéncia do resultado. O nimero de elementos para os
testes sdo: EF 1 (N =9- 6561 elementos), EF 2 (N =3- 6561 elementos) e EF 3 (N =2-
9000 elementos ). Obs.: Parao modelo EF 3 é mostrado apenaso valorem V, /V =0,6.

Quanto aos resultados em séries, s80 comparados os valores correspondentes
utilizando-se séries simples (FQ 1) e séries compostas (FQ 2) para fibras quadradas. O grau

dos polinémios das expansdes é k =11.
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Para melhor visualizar as dificuldades de convergéncia dos modelos utiliza-se a

comparagdo entre diferentes valores de rigidez para asfibras (E; =10 e E; =50). O mddulo

de elasticidade da matriz permanece E_ =1. Os coeficientes de Poisson da fibra e da matriz

também permanecem como n, =0,2 en_ =0,3, respectivamente.

4.6.2 Comentarios sobre as comparactes

A convergéncia mais lenta para situagdes de maiores razoes de rigidez entre fibra e

matriz jAfoi exposta varias vezes ap longo desse capitulo de resultados para a metodologia de

Séries assintoticas.

30
~
N
o
E 20
f:’o —=®—FQ1
E, =10 I s roz
f :'? —@—EF1
— 10
Z
£
2
()
0 F+—F—t—+—+—F+—+—+—+—+—+—F+—+—+—+
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N
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Figura 20 — Comparagéo de C m(11) e C hom(2,2) calculados
por séries e pelo modelo em elementos finitos
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Figura 21 — Comparaggo de C™"(1,2) calculado
por séries e pelo modelo em elementos finitos
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Figura 22 — Comparaco de ghom (1,3) e ghom (2,3) calculados
por séries e pelo modelo em elementos finitos
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Figura 24 — Comparagéo de C "M (4,4) calculado
por séries e pelos model os em elementos finitos
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Figura 25 — Comparaggo de C hM(5,5) e c "M (6,6) calculados
por séries e pelos model os em elementos finitos

N&o foram mostradas as peculiaridades sobre a convergéncia dos modelos em
elementos finitos para as mesmas condigdes por ndo se tratar objeto desse trabalho, entretanto
ainda cabem algumas observacfes sobre esse assunto, presentes no capitulo 6 de resultados

em viscoe asticidade.
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5 HOMOGENEIZACAO EM VISCOELASTICIDADE

A seguir, € apresentada uma metodologia para determinacdo da matriz constitutiva
homogeneizada de um material compoésito cujas propriedades mecanicas séo dependentes do
tempo. Para a determinacdo do comportamento viscoel astico macroscopico do compdsito de
fibras unidimensionais, representado na figura 4, os conceitos de homogeneizacdo em
elasticidade, apresentados no capitulo 2, sdo associados a métodos incrementais em
viscoel asticidade. Os métodos e a teoria podem ser consultados no trabalho de Creus (1986).

5.1 LEI DE COMPORTAMENTO VISCOELASTICO LINEAR

A lei congtitutiva local para materiais viscoel asticos lineares, que relaciona tensdes a

um determinado histérico de deformacdes, é dada por

s(t)= Oc(tt ): ﬂ—()dt
¥ (5.2)

O~ ﬂg%’t ) re(t)dt

-¥

= c(t.):e(t) -

Ao tensor de relaxacdo C Se associam as mesmas propriedades gerais de simetria

existentes em elasticidade
Cial (tt)= Ciiol (tt)= leo(t!t )= Coli (tt) (5.2

Observa-se que arelacdo inversa de (5.1), também é verdadeira, da seguinte forma

ﬂs (t)

et) = Od(t t):
(5.3)

=d(tt):s (1)- o%:i(t)dt

-¥
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O tensor de fluéncia d também apresenta simetria
dijol (tt)= djiol (tt)= dijlo(t!t )= dolij (tt) (5.4)

O argumentot em ¢ eem d relaciona-se a resposta instantanea, enquanto t , atodo o

histérico de deformacdes e de tensdes, respectivamente. A dependéncia com t caracteriza

respostas defasadas no tempo.

No caso particular de materiais sem envelhecimento, a dependéncia com o tempo se

apresenta

oltt)=c(t-t) ed(tt)=d(t-t) (55)

5.2 PROBLEMA DE LOCALIZACAO

Seja E(t) o historico do campo de deformagdes macroscopicas iniciando em t=0. O

problema de localizacdo definido sobre a célula unitaria e cujas solucdes sGo 0s campos

mi croscopicos é definido como

i
: divs (t) =0, s (t)>n éantiperiddico
%
!
i

u(t) =E(t)»x+u,(t), u,(t) éperiddico (5.6)
s(t)z%c(t,t):ﬂg—(t)dt
=

onde e € definido para t30. As condicOes iniciais sd0 estabelecidas associando-se valores

nulos para os campos em t<0.

Uma vez solucionado o problema de localizacdo (5.6), alel constitutiva macroscopica
relaciona S a E atraves darelagéo

LE(t )t (5.7)

§(t) = ghom (t,t) E(t) - éTI(;Tt('t’t)

¥

onde C™"(t,t ) é o tensor de relaxagio macroscopico.
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Pelo mesmo principio

1St )t (5.8)

E(t) = Dhom (t,t) §(t) - éﬂ[)ﬂit(t’t)

¥

onde D™ (t,t ) é o tensor de fluéncia macroscopico.

5.2.1 Determinacdo de C™"(t,t)
Para determinago de C™"(t,t ), utiliza-se como carregamento
E(t)=EH(t-t,) (5.9)
onde H(t-t,) éafuncdo passo unitario (Heaviside) definida como

IH(t-t,)=0 para t£t,

i (5.10)
fH({-t,)=1 para t>t,

Aplicando-se (5.9) em (5.7) obtém-se
S(t)=C""(t.t,):E (5.11)

onde t, € o instante de aplicacdo do carregamento E(t) e pode variar de acordo com o

intervalo de tempo de interesse.

5.3 CASO PARTICULAR: ENVELHECIMENTO POR SOFTENING

A formulagdo de envelhecimento por softening (ou abrandamento) busca modelar
situagcdes nas quais o0 material viscoel astico sofre uma degradacdo de suas propriedades pelas
mais diversas razdes: variacfes de temperatura, intemperismo, exposi¢cao a agentes quimicos,

raios solares, etc.
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5.3.1 Resolugdo Aproximada (softening)

Narelacdo constitutiva (5.3), a deformagédo pode ser dividida em duas parcelas

ge (t) =d(t,t):s (t) parcelaelastica de e(t) (5.12)

<=-:-V (t)=- t(‘)‘l%:i (t)dt parcelaviscosa de e(t) (5.13)
De modo que somadas

e(t) =e°(t)+e’'(t) (5.14)

Da parcela elastica (5.12), tem-se para s (t) (considerando-se t como variavel de

integracao)

s()=d(tt) ()

5.15
=cft t):(e®)- e'0)) &1

Para se resolver o problema de localizago (5.6), divide-se o intervalo de tempo [t ;T]
estudado, em subintervalos de duracdo Dt. Supondo-seque s (t) e e(t) sdo conhecidos para

todo t1[t,;t], no intervalo t T]t;t+Dt], (5.15) pode ser aproximada para um Dt

suficientemente pequeno
s (t) @t +DLt+Dn):(eq) - e'(1)) (5.16)

onde SV (t) jaé supostamente conhecida.

Dessa maneira, sobre um subintervalo ]t;t + Dt], tem-se formalmente um problema de

el asticidade com deformagZo inicial dada. Para " t 1]t;t + Dt]

L divs (1)=0, s t)>n éantiperiodico
.}.g(t):g(t)xg+gp(t), u,(t) éperiddico (5.17)
%s=(t):g(t+Dt,t+Dt)i(g(t)-gv(t))

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



53

Observa-se que (e(t)) =Et) =E (5.18)

E é constante no tempo, enquanto e" e as solugdes u, s e e podem ser

coerentemente consideradas independentes de t durante o intervalo considerado para um Dt
suficientemente pequeno. ApOs essas consideracOes a relagdo constitutiva (5.16) pode ser

reescrita como
s=(t+Dt):g(t+Dt,t+Dt):(S(t+Dt)- Sv(t)) (5.19)

Conforme o item 2.8, referente ao potencial elastico, a solugédo e de (5.17) e

determinada sobre o valor minimo do funcional <Y> O potencial eléstico Y fica definido

para esse Caso

v (et +Dv)

3o 0] =5 (t+Dt) =c(t+Dtt+Dn): (et +Dr) - e'(1)) (5.20)

Integrando-se em relagdo a e(t + Dt) , tem-se aexpressdo de Y (S(t + Dt))

Y(S(”Dt))=%S(t+Dt):9(t+Dt,t+Dt):g(t+Dt)+ o

-e’(t): c(t+Dt,t + D) :e(t + Dt)

Como solugdo da minimizacdo de Y , sdo obtidos e(t + Dt) e s (t +Dt) (por (5.19)).

Para o calculo de SV (t) sdo utilizadas variaveis de estado, conforme o item 5.3.2.
Finalmente, o calculo de C™™ (t+Dt,t ) é realizado de modo que
(s (t+Dr))=C™(t+Dtt,):E (5.22)

Estando determinado o tensor de relaxacio macroscopico C™" para o instante t + Dt
O processo se repete para 0 subintervalo ]t+Dt;t+2Dt] tomando-se e'(t) @' (t + Dt)

determinado para o final do subintervalo anterior. Os incrementos se sucedem até o término

dointervalodecélculo T.
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5.3.2 Representacdo de e” através de variaveis de estado (softening)

O cdculo de (5.13) nasuaforma original conduz, a cada passo de tempo, a solucéo de
uma integral ao longo de toda a histéria de tensdes. O esfor¢go computacional aumenta a

medida que se avanca no tempo, sendo proporcional ao nimero de incrementos.

Representar <=-:-V através de variaveis de estado elimina esse problema, como serd

demonstrado. Para o caso unidimensional, conforme Creus (1986), aproxima-se - ﬂdﬁ:’t)
por meio de séries exponenciais (também chamadas de séries de Dirichlet-Prony)
Mdtt) & 1 G°
] e (5.23)
Tt %ho)
onde g :m. (5.24)
E)

A expressao (5.23) correspondente fisicamente a modelar o material como uma cadeia

de elementos Kelvin (com elasticidade E, (t) e viscosidade h, (t) , conforme a figura 26).

hat)  hat) hia(t)
Il
Eot)  Eut)  Eof) Ex(t)

Figura 26 — Modelo Kelvin Generalizado

A aproximagao pode ser tdo exata quanto seja necessario de acordo com o nimero de

termos incluidos. Para n elementos pode-se considerar

-(t-t)

e’(t) @éi q (t) :é‘ q(% 9 s (t)dt (5.25)

A variavel de estado g, tem a seguinte expressdo integral para um tempo t - Dt
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t- Dt -(t-Dt-t)
q(t- Dt)= (‘)me Yos(t)dt (5.26)

Integrando-se a partir do instante inicial t, até um instante final t a expresséo (5.26)

pode ser reescrita como

t-E)t 1 -(t-t) t 1 - (t-t)
q(t) = Oh(t)e % s (t)dt + Ome % s (t)dt (5.27)
to 1 t-Dt7 I

ﬂ
A primeira integral € igua a e® g (t- Dt), enquanto a segunda, assumindo-se que

s(t)

—= sgjaconstante no intervalo detempo Dt torna-se

h;(t)
S @ Nt SOB O
hi(t)e t_ge dt = E 1) 1-e B (5.28)

Dessa forma, a equacdo (5.27), para um Dt suficientemente pequeno, simplifica-se

para

o o)
g(t)=e% g (t- Dt)+E()§ el i (5.29)

Para o caso tridimensional, ver o desenvolvimento no apéndice B, item B.1.2.

Obs.: A determinacéo dos parametros do modelo Kelvin generalizado (E (t) e h (1))

para aproximar uma determinada curva de relaxacéo ou fluéncia € chamada de identificacao.

Este procedimento pode ser visto em Creus (1986).

5.4 CASO PARTICULAR: ENVELHECIMENTO POR HARDENING

No caso de envelhecimento por hardening (ou endurecimento), o interesse € simular o

enrijecimento dos materiais viscoelasticos, que ocorre em processos de solidificagdo,
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consolidacéo, cristalizacéo, etc. O fato do endurecimento se dar sob a configuracdo deformada

da estrutura do material quando em carga, deve ser considerado na formulacéo.

Os materiais s80 modelados por amortecedores e molas associados. Tome-se como

exemplo o envelhecimento de uma mola (unidimensional) com a seguinte relacéo constitutiva
s (t) = E(t)e(t) (5.30)
Derivando-se a expressao (5.30) com relacdo ao tempo obtém-se
s (t) = E(t)e(t) + E(t)é(t) (5.31)

Enguanto que se isolando e(t) de (5.30), a derivada desta com relacdo ao tempo

resultaem

S () s(E()
e(t)—E(t)- £ (5.32)

Durante um ensaio a deformagéo constante e positiva (é(t) =0 e e(t) >0), em uma

mola de material com endurecimento ao longo do tempo ( E(t) >0), de acordo com (5.31),

ocorreria um aumento na suatensdo (s (t) > 0) a medida que arigidez aumentasse.

Em um outro ensaio, onde a mesma mola fosse submetida a uma tenséo de tracéo
constante (s (t)=0 e s (t)>0), de acordo com (5.32), sendo que no material ocorre
endurecimento ao longo do tempo (E(t) >0), haveria um encurtamento (é(t)<0) com o

aumento de rigidez.

Ambos os resultados sugerem, por exemplo, que uma lgje de concreto carregada
durante o seu processo de cura teria suas deformacdes reduzidas a medida que sua rigidez
fosse aumentando. Tal comportamento € incoerente, visto que a lgje se consolida na forma

carregada, ou sgja, em uma determinada condicdo de deformacéo.

Na redidade, a tensdo permaneceria constante (s (t) =0) para 0 primeiro ensaio,

enquanto para o segundo, seriaa deformacéo (eé(t) =0).
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Analisando-se as equacoes (5.31) e (5.32), observa-se que os termos dependentes de
E(t) geram o0s comportamentos de incoeréncia fisica Portanto, para adequar o

comportamento da mola com a condi¢do na qual se da o seu enrijecimento, sua equacao

constitutiva é de fato escrita
s (t) = E(t)e(t) (5.33)

A utilizagdo desse principio pode vista nas formulacdes para fluéncia de concreto de
Masuero e Creus (1995).

5.4.1 Resolugéo Aproximada (hardening)

Para que a mudanca nas caracteristicas dos materiais seja corretamente representada
nos model os de molas e amortecedores, € conveniente que o problema seja abordado naforma
de taxas. Portanto, derivando-se arelacdo constitutiva (5.3) com relagéo ao tempo, utilizando-
se aregrade Leibniz, obtém-se

&(t) = tq%(qa,t ):s(t))dt +d(t.t):s ()

t (5.34)
=d(t,t):s () + d(tt) st )dt
A taxa da deformacéo (5.34) pode ser dividida em duas parcelas
e°(t) =d(t,t):s (1) (5.35)
e'(t) = t(;gl (t,t):s (t)dt (5.36)
De modo que somadas
ét) =e"(t) +€" (1) (5.37)

Partindo-se de (5.35), tem-se para s (t) (considerando-se t como variavel de

integracéo)
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S()=d(t.t) e

5.38
=c(t t):(e@)- €'0)) >3

Para se resolver o problema de localizagcdo (5.6) agora na forma de taxas em

configuragéo deformada, procede-se dividindo o intervalo de tempo [t ;T] estudado, em
subintervalos de duracdo Dt. Supondo-se que s (t) e €(t) sdo conhecidos para todo
t1[t,;t], nointervalo t T]t;t+Dt], (5.38) pode ser aproximada paraum Dt suficientemente

pequeno

s (t) @c(t+Dut+Dn): () - (1)) (5.39)

onde g“ (t) jaé supostamente conhecida.

Dessa maneira, sobre um subintervalo ]t;t + Dt], tem-se formalmente um problema de

elasticidade com deformacao inicial dada. Para " t T ]t;t + Dt]

Ldivs (1) =0, s (t) éanti-periéico
}.g(t)=;E(t)>g(+gp(t), u,(t) éperiodico (5.40)
PS)=ct+Dut+Dy:(e)- €'()

Observa-se que <<=-i-(t )> =Et)=0 (5.41)

E € nula, pois E & constante no tempo. e’ e as solugdes U, s e & podem ser

coerentemente consideradas independentes de t durante o intervalo considerado para um Dt
suficientemente pequeno. Apds essas consideracdes a relacéo constitutiva (5.39) pode ser

rescrita como
s =c(t+Dt,t+Dr): (g(t+DN)- €' (1)) (5.42)

A demonstracdo para o Lema de Hill (item 2.3) é similar para a formulacéo em taxas,

assim como o que se segue até o principio de minimizacdo em deslocamentos (item 2.8.1).
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Através de uma analogia direta do processo em taxas, a solugdo € de (5.40) é determinada

sobre 0 valor minimo do funcional <\7 > . O potencial elastico Y ficadefinido para esse caso

M=S_'(t+Dt):g(t+Dt,t+Dt):((_—i-(t+Dt)- e’ (1)) (5.43)
fle+Dy) = = =

Integrando-se em relacdo a €(t + D) :

\7((:L(t+Dt)):%g;(t+Dt):g(t+Dt,t+Dt):g(t+Dt)+ (5.44)

-€'(t): c(t + Dt t + D) : (t + Dx)

Como solucdo da minimizagdo de Y , sdo obtidos e(t+Dt) e s (t+Dt) (por (5.42)).

Parao cdlculo de gv (t) sdo utilizadas variaveis de estado, conforme o item 5.4.2.

A derivada da relagdo macroscopica (5.11) em relagdo ao tempo para E constante,

associada a solugéo s (t + Dt) éescrita
$(t+Dt) =(s (t+Dt)) =C™"(t +Dtt): E (5.45)

ApGs a obtengdo de C™"(t+Dtt,), integrando-se para cada passo de tempo

determina-se
C™"(t+Dt) =C""(t) +C"" (t + DDt (5.46)
Obs:: g“’m (t,) éobtidaem elasticidade parao instante t .

Estando determinado o tensor de relaxacio macroscopico C™" parao instante t + Dt
O processo se repete para 0 subintervalo ]t+Dt;t+2Dt] tomando-se €°(t) @' (t + Dt)

determinado para o final do subintervalo anterior. Os incrementos se sucedem até o término

dointervalodecélculo T.
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5.4.2 Representacdo de ¢" através de variaveis de estado (hardening)

Para a utilizagdo de variaveis de estado, € convenientemente adotado o modelo de
Kelvin generalizado (figura 26) pararepresentar os materiais, o que possibilita aproximar-se a
funcdo de fluéncia com a precisio desegjada de acordo com o nimero de termos utilizados na

série.

Tem-se as seguintes equactes para 0 modelo de Kelvin (mola e amortecedor em
paraelo)

s (t) = E(t)e(t) (5.47)
s, () =h(t)e(t) (5.48)
e:(t) =¢, () (5.49)
s(t)=sg(t)+s, (1) (5.50)

onde E e h indicam amolae o amortecedor, respectivamente.
Somando-se (5.47) a derivada de (5.48), tem-se a derivada de (5.50)
S (t) = E(t)e(t) +hi(t)e(t) +h(t)é(t) (5.51)

Reordenando-se (5.51), tem-se como equagao diferencial

. E(t) +h(t) . S (1)
e(t) + e(t) = 5.52
(t) ) (t) ht) (5.52)
Utilizando-se a solucéo para a equacdo diferencial de primeira ordem em é(t)

(e(0)=0)

CREOHO) g SES)H(S)

e MO P e s (t)
e(t)=e F ) dt (5.53)

tO

Assumindo-se que
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E(t)+H(t) _ 1

h) = q_ =cte (5.54)

A expressdo (5.53) setorna

. t\ -(t-t) t
et)=¢ce * h((t))

o

(5.55)

A funcéo de fluéncia pode ser aproximada pela expansdo em séries exponenciais

- (t-t)

d(tt)@ah()e 4 (5.56)

onde a série corresponde a n elementos Kelvin com parametros dependentes do tempo.

Dessa maneira, para um tempo t- Dt, as varidveis de estado sdo escritas na forma

integra
t-Dr - (t-Dt-t)
(t-Dt)= )——e % s(t)dt 5.57
q(t- Di) tf)hi(t) t) (5.57)

Desenvolvendo-se o calculo das varidvels de estado até um tempo t tem-se

t -(t-t)
g (t)= q%e W@ s ()t

-Dtt-pt - (t-Dt-t) t -(t-t)

1
=el 9 gt)dt + )——e % s (t)dt 5.58
Ohp® SO opne SO 559
oDt Coq e
=e% q(t- Dt) + Oh—e 4 s (t)dt

s®

Ao considerar-se que sgja constante no intervalo de tempo (t - Dt,t), (5.58)

pode ser reescrita como

o LSO &

(t)=e% q(t- Dt - 5.59
q()=e" q( h() g (5.59)

(0]
ﬂ
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que é aformulaincremental do calculo de €' através de variaveis de estado pois

&'M=4 a (5.60)

i=1
Para o caso tridimensional, ver o desenvolvimento no apéndice B, item B.2.2.

Para outras referéncias sobre a utilizacdo de variaveis de estado em hardening, ver
Masuero e Creus (1995).

A aplicacdo da metodologia vista nesse capitulo € mostrada completamente no

apéndice B.
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6 RESULTADOSPARA O CASO VISCOELASTICO

O conjunto de exemplos deste capitulo tem como objetivo mostrar diversos aspectos
da aplicacdo da teoria da homogeneizagdo em viscoel asticidade para compésitos com fibras

unidirecionais.

As consideracOes referentes a ndo adogdo de unidades especificas e a utilizagdo da
notacdo vetoria para os exemplos, feitas no inicio do capitulo 4, continuam validas.

6.1 COMPARACAO DE RESULTADOS NUMERICOS (SEM
ENVELHECIMENTO)

6.1.1 Modelos comparados

A fim de verificar a metodologia utilizada em viscoelasticidade, sdo feitas
comparacOes entre os resultados de relaxacao obtidos por séries e por model os em elementos
finitos. Os modelos sGo 0os mesmos citados no item 4.6.1 e detalhados no apéndice C. S&o

utilizados elementos finitos lineares com viscoel asti cidade sem envel hecimento.

Paraostermos C™"(t), C"(t), Clo(t), Co"(t) e (1) continua sendo vélido e
suficiente o modelo EF 1. Para ostermos C™"(t), C™™"(t) e C™"(t) utiliza-se 0 modelo EF
2 devido a boa relagéo entre coeréncia do resultado e quantidade de elementos.

Nos gréficos a seguir, ficam indicados o nimero de elementos dos modelos

indiretamente através da varidvel N (ver item C.1 do apéndice C para definicdo de N ), para

gue sgja possivel avaliar-se melhor a convergéncia dos resultados dos model os.
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Os resultados em séries sdo obtidos utilizando-se séries simples em fibras quadradas

deraio r =0,3873 (ver figura4) o que corresponde a V, /V =0,6. Sdo utilizados polindbmios

degrau k =17 nas expansdes.

O intervalo de tempo para os calculos foi de Dt =0,05 para os model os estudados.

6.1.2 Materiais

A fibra € elastica com médulo E, =10, enquanto a matriz € um material do tipo
Standard (mola de médulo de elasticidade E, =1 associada em série com elemento Kelvin
com modulo de elasticidade E, =0,25 e coeficiente de viscosidade h, =1,25) , conforme

esquemanafigura27.

h1
Eo E:

Figura 27 — Materia Standard

Os coeficientes de Poisson séo n, =0,2 e n_ =0,3 para a fibra e para a matriz,

respectivamente.

6.1.3 Resultados para o exemplo

A coeréncia entre os modelos na representacdo do comportamento viscoelastico do
compdsito € muito boa. De uma maneira geral, 0 aumento na precisdo dos modelos conduziu

aumamaior proximidade das curvas.

A representagZo dos termos C'™'(t), C(t) e CX"(t) (figura 28), e C"(1),
C"(t) e C"(t) (figura 29) é feita adeguadamente com o modelo EF 1, de uma célula (ver

apéndice C). Observa-se uma maior dificuldade na convergéncia de g‘;’m (t) pelo modelo em
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elementos finitos, entretanto observa-se que os resultados se aproximam dos obtidos através

de Séries.

Para os termos C"(t), C"(t) e C"(t) (figura 30), utilizou-se o modelo EF 2

devido aos melhores resultados se comparados com EF 1 e ao menor nimero de elementos do
que EF 3. Porém, mesmo o modelo EF 3 se trata de uma aproximagdo para a condicdo de
periodicidade presente no tipo de compdsito estudado. Logo, as curvas obtidas com EF 2,
mostradas na figura 30, so aproximagctes de exatiddo inferior as obtidas com EF 1, mostradas

nas figuras 28 e 29. Isso explica o afastamento relativamente maior entre as curvas de

comparago para C™"(t) e C*"(t) .

4
~ 7
N
N 3
£
EU T —&— k=17
m 2 — & EF1-N=15
~
= 1 —@ —EF1-N=5
—
SNt
£ 1
2
[}
0

t

— & k=17
— A EF1-N=15
—@—EF1-N=5

0.0 +—+—t—+—t+—+—t——t——t——t—
00 10 20 3.0 40 50 60 70 80 9.0 10.0

t

Figura 28 — Comparag&o de gz’m (1), gr;’m () e gzzm (t) calculados
por séries e pelo modelo em elementos finitos
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Figura 29 — Comparagzo de g:;m (1), gzzm (t) e ggzm (t) calculados por
séries e pelos model os em elementos finitos
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Figura 30 — Comparago de gzzm (1), gg;’m (t) e gzzm (t) calculados
por séries e pelo modelo em elementos finitos
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6.2 EFEITO DA QUANTIDADE DE FIBRA E DE SUA RIGIDEZ NO
COMPORTAMENTO VISCOELASTICO HOMOGENEIZADO

O objetivo desse exemplo é visualizar, da mesmaforma que em elasticidade, os efeitos

darigidez e quantidade de fibra narelaxacéo dos compdsitos estudados.

A matriz continua sendo o0 mesmo material standard utilizado no exemplo 6.1. Para

efeito comparativo, a fibra apresenta modulos de elasticidade E, =10 e E, =50.

Dasfiguras 31 a 36 é mostrada a evolucéo com o tempo dos termos da matriz gh"m ()

para fragdes volumétricas V, /V variando de 0 a0,6.

oo

~ 1
N
N 6
Nt
5 1 —e&— ViV=0
2
O —®— VfIV=0,2
E. =10 4
f = —%— ViV=0,4
- % —e— Vi/V=0,6
£ 2 A
2
O
0O+—+——+—+——+—+——F——F"F—"F—"TFTF—F—F—F—FF—F— 11
00 10 20 30 40 50 60 70 80 9.0 100
t
8
~ 1
N
N 6
[
E \ —e— ViIV=0
2
O —®— VfV=0,2
E. =50 I
f = —%—ViV=0,4
) \ —8—ViV=0,6
Z
£ 2 =
2 N
> -

0 +———F————
00 10 20 30 40 50 60 70 80 9.0 100
t

Figura 31 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
na evoluc&o de gﬁ’m (t) e gzzm (t) com o tempo
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Figura 32 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
~ hom
naevolucdo de C - (t) com o tempo
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Figura 33 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
na evolucéo de gr;’m (t) e g;:m (t) com o tempo
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Figura 34 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
na evoluc&o de ggzm (t) com o tempo
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Figura 35 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
naevolucdo de gzzm (t) com o tempo
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Figura 36 — Influéncia darigidez e da quantidade de fibras
na evolucgo de g;‘;’m (t) e gzzm (t) com o tempo

6.2.1 Comentérios sobre o exemplo

Nas figuras 31 a 36, percebe-se um comportamento similar quanto a influéncia da

matriz na relaxacéo do material homogeneizado, com excecdo da figura 34 onde g;‘;’m (t) tem

um comportamento diretamente associado a quantidade e rigidez das fibras, similar ao caso
elastico.

hom hom

Nos termos da matriz C ™ (t) (com excecao de C. (t) ), o comportamento residual,

apos a relaxacdo se estabilizar, € bastante proximo comparando-se os exemplos para médul os
de elasticidade da fibra distintos. I1sso se deve ao fato de que, nestes exemplos, O
deslocamento, a deformacédo e consequientemente a tenséo na fibra caem a proximo de zero no
final do processo. Nao havendo mais solicitacOes significativas na fibra, sua rigidez perde a

importancia que teve nos momentos iniciais. Esse comportamento pode ser facilmente
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visualizado na figura 37 que mostra o deslocamento u, , a deformacéo e,, eatensdo s ,, para

umatragdo nadiregdo X.

Em analogia ao que foi discutido em elasticidade, no item 4.5, o termo g:;’m (t) (figura

32) apresenta resultados muito proximos para todo o processo de relaxacdo em ambos 0s
exemplos com médul os de elasticidade da fibra diferentes. Da mesma forma que no exemplo
apresentado no caso elastico (figura 18), a fibra se comporta de maneira indeformavel,

fazendo com que aumentos na rigidez da fibra ndo modifiquem os resultados obtidos para

Chom (t) .

=12

6.3 CASO DE SOFTENING

Inicialmente, para verificar a formulacdo utilizada para materiais homogéneos, sera
comparada a resposta numérica com uma resolucdo analitica de um exemplo simples para
relaxacdo. Em seguida, aparecem os resultados com a presenca de fibras.

6.3.1 Material homogéneo unidimensional

O materia utilizado segue 0 modelo de Maxwell, com 0s seguintes parametros

dependentes do tempo

e 10
E(t)=E, - E,¢l- e* +

o (6.2)

t

h(t) =h e%
Conforme afigura 38, para duas células Kelvin formando o modelo de Maxwell

IE,0)=E®)  hy()=0

i (6.2)
1E®)=0 h, () =h(t)
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t =10
uX -IZII:I 1 -IZII:I 1
i 11 [n}] 01
02 a2 02 a2
a3 Lk ] a3 13
04 o4 o 04
6 16
I:lg-lZIE 1} o5 ng 5 1] as
e, D; | ' ‘ | '
i
S X
Figura 37 — Representagdo de u,, €, e s, paraV, /V =0,6
e E, =10 noinicio eno final darelaxacéo
A condicdo (5.24) estabelecida pararesolucéo em varidveis de estado € satisfeita pois
o = hO((?) =0
S (6.3)
6=
1
E 1)
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B h()
SRVVY — T
ha(t)

Eo(t) Ei(t)

Figura 38 — Correspondéncia entre modelo de Maxwell
e 0 modelo Standard

A resolucdo analitica desse sistema € obtida combinando-se as equactes

Se(t)=s,(t)=s(t) Equilibrio

e(t) =ec(t)+e, (1) Compatibilidade

S £ (t) = E(t)ec(t) Constitutivadamola

s, () =h(t)e, (1) Constitutiva do amortecedor

onde osindices E e h indicam amolae o amortecedor, respectivamente.

Isolando-se e (t) de (6.6), e derivando-se com relagdo ao tempo

Se(t) se(E()
E(t) E(t)?

ee(t) =

Isolando-se €, (t) de (6.7)

S (t)
h(t)

& (0=
Derivando-se (6.5) e substituindo-se (6.4), (6.8) e (6.9) determina-se

ey=SO SMEM SO L0 it 4o Modelo Maxwell (softening)
Et) E®)?* h()

73

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
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Resolvendo-se a equacéo diferencial (6.10) para s (t), para um ensaio de relaxacéo

(e()=H(t-t,)), obtém-se

e o o Blw) o

1 g 52 g 0 : e &
ha(gl - gz)gEa' Eb)(9192‘ sz)gegz PN E+glgzge H9%2 o %% :Eb +ha(gz- N )InEE(t 0)$
g 505§ ; {

(6.11)

& Lo
onde E(to):Ea- E, Cl- e® +

& b

6.3.2 Resultado para o material homogéneo unidimensional

Tomando-se como parédmetros do material os seguintes valores. E, =1, E, =0,5,
h,=20, g, =1 eg, =15, tém-se para E(t) e h(t) as representacdes nas figuras 39 e 40,

respectivamente.

10
038 \
0,6
—
fa
w 04
02
0,0 +—+—+——+—+—+—+—+—F—+—+——F—+—+——+—+—
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t

Figura39- E(t) parao materia homogéneo em softening

30,0

20,0

h(t)

10,0

00 +—+—+—+—+—+—+—++F T ———t—+—+—+
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Figura40 - h(t) parao material homogéneo em softening
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A figura 41 mostra a comparacao entre os resultados numéricos, através de variaveis

de estado, e os obtidos pela fungdo analitica descritaem (6.11) parainstantesiniciais t , de0,

2,4e6.

AN
N

0.0 T S R S S S R s 4 & &
. "ttt A&

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Analitico

s(t)
/

4 Programa

Figura 41 — Resultado para o material compésito
unidimensional em softening

O intervalo de tempo utilizado para o célculo computacional € Dt=0,01. A

convergéncia dos resultados é perfeita.

A influéncia do médulo de elasticidade nos instantes iniciais de carregamento € visivel

ao comparar-se os valores de s (t 0) na figura 41 com o comportamento desse na figura 39.

Enquanto o decréscimo rapido da viscosidade com o tempo (conforme figura 40) justifica a

queda cada vez mais acentuada da tensdo para crescentes t |, mesmo com a estabilizaggo do

modul o de el asticidade.

6.3.3 Resultado para matriz viscoel astica com softening e fibras el asticas

6.3.3.1 Caracteristicas do exemplo

No exemplo a seguir aplica-se ao compdsito de fibras unidimensionais envel hecimento

por softening na matriz, enquanto as fibras se comportam el asticamente.
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As caracteristicas da matriz sdo as mesmas do material homogéneo do exemplo

anterior, com coeficiente de Poisson n. =0,3. A fibra tem um modulo de elasticidade

E, =10 ecoeficiente de Poissonn, =0,2.

Os graficos das figuras 42 a 47 estéo dispostos de maneira a mostrar 0 comportamento

hom

de cada um dos termos de C ™ (t,t) com ainclusdo de fibras no materia da matriz. As

fracBes volumétricas V, /V mostradas sdo 0, 0,2, 0,4 e 0,6. Os processos de relaxacéo

apresentados para cada uma das fragdes volumétricas tém instantesiniciaist , de0, 2,4 e 6.

6.3.3.2 Resultados do exemplo

A influéncia da matriz viscoelastica em uma condicdo de relaxacdo em softening €

hom

visivel em todos os termos da matriz C™'(t,t). O comportamento dos termos com o

acréscimo de fibras € semelhante a0 do material homogéneo, somente com diferencas de

escala.

O termo g;‘;’m(t,t) como em todos os exemplos apresentados apresenta maior

independéncia da matriz, entretanto os resultados apresentados na figura 45 sdo apenas
tedricos. Eles supdem que as fibras sgjam continuas e independentes da aderéncia da matriz
para sua integridade. Na realidade, na condi¢éo de relaxacéo apresentada, as fibras iriam se
descolar e escorregar da matriz. A rigidez seria extremamente diminuida, porém esse trabalho

ndo tem o objetivo de analisar esse fenémeno.

Observando-se as curvas, percebe-se que nos processos iniciados em t_ =0, nos

instantes iniciais, onde a viscosidade era maior, o principal responsavel pela reducdo na
rigidez € o médulo de elasticidade. A medida que o seu valor estabiliza, a viscosidade passa a

influir mais na relaxacéo.

Devido as propriedades adotadas para o material da matriz, esperava-se que, a

hom

principio, todos os termos com excecéo de 233 (t,t) (conforme ja foi explicado) tivessem

seus valores tendendo continuamente a zero.
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Figura 43 — Evolucdo de C
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Entretanto, para o termo gg’”‘ (t,t) (figura 43) ocorre uma discreta mudanca no seu
sinal. Fisicamente, para um ensaio de relaxagdo por tracdo na direcdo X, esse resultado
significa que chega a ocorrer compressao no sentido transversal.

Esse comportamento pode ser melhor observado na figura 48, para uma matriz com
um modelo de Maxwell sem envelhecimento (E=1, h =0,2) e coeficiente de Poisson
n,=0,3. As fibras sdo as mesmas do exemplo anterior, com uma fragdo volumétrica de

V, IV =0,6.

1.0
\
0.8

0.6

programa
a EF1

0.4

0.2 \\
0.0 P ———e——e———
0p0 1.0 2.0 3.0 40

Chom(l,Z)

-0.2

t

Figura 48 — Inversio de sinal emg:;m (t,t)

O fendbmeno é andisado em Shames e Cozzarelli (1997) para materiais com
comportamentos de variagdo volumétrica e cisalhamento distintos ao longo do tempo. Nos
compésitos estudados, a inclusdo de fibras na matriz provoca a modificagdo das propriedades

do material em cada direcéo, possibilitando ainverséo de sinal exemplificada.

6.4 CASO DE HARDENING

Seguindo o mesmo principio utilizado para o caso de softening, para verificar a
formulacdo utilizada para materiais homogéneos, serd comparada a resposta numérica com
uma resolucdo analitica de um exemplo simples. Em seguida, aparecem os resultados com

presenca de fibras.
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6.4.1 Material homogéneo e unidimensiona

O materia utilizado segue 0 modelo de Maxwell, com 0s seguintes parametros

dependentes do tempo
e 1o
E(t)=E,+E,¢l- e +
2 (6.12)
t
h(t) =he*

continuando vélidas as equagdes em (6.2).

A condicdo (5.54) estabelecida para resolucéo em varidvels de estado fica satisfeita

pois
_ h(®  _
TR0
' (6.13)
g = h® _
© OB+,

A resolucdo analitica desse sistema € obtida combinando-se as equacdes
Sc(t)=s,(t)=s(t) Equilibrio (6.14)
e(t) =ec(t)+e, (1) Compatibilidade (6.15)
S (t) = E(t)ec(t) Congtitutivada mola (hardening) (6.16)
s, (t) =h(t)e, (1) Constitutiva do amortecedor (6.17)
onde osindices E e h indicam amola e o amortecedor, respectivamente.

Isolando-se €. (t) de (6.16)

. Sc(b)
e.(t)=—F—= 6.18
{0=F5 (6.18)

Isolando-se €, (t) de (6.17)
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s (1) = 6.19

& (D) h) (6.19)
Derivando-se (6.15) e substituindo-se (6.14), (6.18) e (6.19) determina-se

e)=S0 4SO 0 bif. do Modelo Maxwell (hardening) (6.20)

E@®) h(t)

Resolvendo-se a equacéo diferencial (6.20) para s (t), para um ensaio de relaxacéo

(e®)=H(t-t,)), obtém-se

(6.21)

& Lo
onde E(to):Ea+Eb§1-e91+

& 5

6.4.2 Resultado para o material homogéneo unidimensional

Tomando-se como parametros do material os seguintes valores. E, =1, E, =4,
h,=5, g, =2 e g, =3, tém-se para E(t) e h(t) as representagdes das figuras 49 e 50,

respectivamente.

50
4,0”
R
2,0” /

10

E(®)

00 +—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t

Figura49 - E(t) parao materia homogéneo em hardening
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140,0
120,0 /
100,0

80,0

h(t)

60,0

40,0

20,0

00—+
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Figura50 - h(t) parao materia homogéneo em hardening

A figura 51 mostra a comparacdo entre os resultados numéricos, através de variaveis

de estado, e os obtidos pela fungdo analitica descritaem (6.21) parainstantesiniciais t , de0,

2,4¢e6.

5.0

o] N
3.0 [ \ \\

201 el

1.0

Analitico

%

4 Programa

0.0

00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Figura 51 — Resultado para o material compésito
unidimensional em hardening

O intervalo de tempo utilizado para o cdlculo computacional € Dt=0,01. A

convergéncia dos resultados é perfeita.

A influéncia do médulo de elasticidade nos instantes iniciais de carregamento € visivel

ao comparar-se os valores de s (t 0) na figura 51 com o comportamento desse na figura 49,

de maneira similar a0 processo de softening. Com o rgpido aumento da viscosidade com o
tempo (conforme figura 50) o nivel de tensdo residual se mantém cada vez maior para

crescentes t ;. Com o passar do tempo, o materia tende a se comportar como um sdlido de
modulo de elasticidade E(t)=E, +E,, dado que a viscosidade tende ao infinito nesse

modelo simples.
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6.4.3 Resultado para matriz viscoel astica com hardening e fibras el asticas

6.4.3.1 Caracteristicas do exemplo

O exemplo a seguir aplica ao compésito de fibras unidimensionais envel hecimento por

hardening na matriz, enquanto as fibras se comportam el asticamente.

As caracteristicas da matriz sGo as mesmas do material homogéneo do exemplo

anterior, com coeficiente de Poisson n. =0,3. A fibra tem um modulo de elasticidade

E; =50 e coeficiente de Poissonn, =0,2.

Os gréficos das figuras 52 a 57 estéo dispostos de maneira a mostrar o comportamento

hom

de cada um dos termos de C ™ (t,t) com a inclusdo de fibras no material da matriz. As

fracBes volumétricas V, /V mostradas sdo 0, 0,2, 0,4 e 0,6. Os processos de relaxacéo

apresentados para cada uma das fragdes volumétrica tém instantes iniciais t , de0, 2, 4 e 6.

6.4.3.2 Resultados do exemplo

hom

Observando-se o comportamento dos termos de C™(tt) para o exemplo de

hardening, percebe-se a influéncia da matriz viscoeléstica mesmo com fibras relativamente
rigidas. O comportamento de todos os termos com o acréscimo de fibras € semelhante ao do

material homogéneo, somente com diferencas de escala.

O termo g;‘;’m (t,t) (figura 55) apresenta os menores efeitos de envelhecimento, visto

que se trata da direcdo longitudinal as fibras e conforme ja foi visto em elasticidade seu valor
depende principalmente darigidez e da quantidade de fibra existente no composito.

Como o material vai adquirindo rigidez e aumentando sua viscosidade, 0s principas
efeitos do envelhecimento se ddo nos primeiros momentos apés a aplicacdo da carga. A
medida que o tempo passa, 0 materia da matriz (e conseqlientemente 0 compdsito) vai se
transformando em um material elastico com propriedades constantes no tempo.
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Figura 52 — Evoluc&o de gz’m (tt) e g;m (t,t) em hardening
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Figura 53 — Evolucéo de g:;’m (t,t) em hardening

Aplicacdo da Teoria da Homogeneizagdo em Materiais Compdsitos Viscoel asticos



90

o

©

o o o o o

[Te] < ™ N —

(€' woyd=(€ T woyd

e
<)

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0,0

o

©

e Q9 <9 <° <9 9
o

[Te] < ™ N -

(€D oy d=(E' Doy

2’
o
I

> | >

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0,0

e
©

e 9 <9 <9 < 9
o

[Te] < ™ N -

(€' woyd=(€ T woyd

<
oS
I

> | >

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0,0

o

©

o o o o o

[Te] < 32} N -

(€D woy2=(€ T woyd

©
o
I

> | >

<
<)

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0,0

23

13

Figura54 — Evolugio de C™"(t,t ) e C™"(t,t ) em hardening

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



91

40.0
30.0
~~
= |
Vi -0 2 200
- - S
V S 1
10.0
4 \
0.0 : : ‘
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
40.0
30.0
—
v S oo
m
f < 200
_20’2 £
V O 1
10.0
0.0 ; I | f | |
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
40.0
30.0
—
v S oo
m
f C 200
=04
V 0 1
10.0
0.0 } t
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
40.0
30.0
—
v S oo
m
f C 200
_20’6 £
V 0 1
10.0
0.0 ¢ t ;
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t
hom .
(t,t) em hardening

Figura 55 — Evolucédo de 233

Aplicacdo da Teoria da Homogeneizagdo em Materiais Compdsitos Viscoel asticos



Figura 56 — Evolucéo de C

44

(t,t ) emhardening

10.0
8.0
—_
< 6.0
V, 0 <
= £
- o
V 3 4.0 \
2.0
0.0 T T s T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
t
10.0
8.0
—_
< 6.0
V, <
o £
_0’2 2 40
V &)
2.0
0.0 t t t t t t t t i
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
t
10.0
8.0
—_
< 6.0
V, <
- -04 5 40
V o
2.0
0.0 t —t t
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
t
10.0
8.0
~ \
< 6.0
V, <
—=0,6 5 40
V o
2.0
0.0 t t t t t t t + t t
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
t
hom

92

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



14.0

12.0

10.0

Chom(G,G)

8.0

6.0

40
L \

2.0

Chom(5,5)

00 +—tH—F—"F+—FT"TFT F—F—T— T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

14.0

12.0

10.0

Chom(G,G)

8.0

4.0

Chom(5,5)

2.0

0 +——++—F—F+—F+—+—F—F—F—+— 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 100

14.0

12.0

10.0

Chom(G,G)

8.0

6.0

4.0

Chom(5,5)

2.0

0.0 t t t t t t t t t t t t t t t t t t
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

14.0

12.0

10.0

Chom(G,G)

8.0

6.0

4.0

Chom(5’5)

2.0

0.0 ——+—t—+—+—t—t——t—t—t—t—t—t—tt

Figura 57 — Evolucdo de g;‘;’m (tt) e gzzm (t,t) em hardening

93

Aplicacdo da Teoria da Homogeneizagdo em Materiais Compdsitos Viscoel asticos



7 CONCLUSOESE PERSPECTIVAS

7.1 CONCLUSOES

Explicacdes e comentéarios estdo dispostos ao longo dos capitul os de resultados.

A solugdo apresentada € eficiente; a rapida convergéncia € demonstrada nas
comparacOes feitas com modelos em elementos finitos (capitulo 4). A utilizacdo de séries
apresenta a vantagem de representar continuamente os campos de deslocamentos, de
deformactes e de tensdes. O nimero de parametros utilizado para descrever esses campos,
representado pelas constantes das expansdes, € inferior ao nimero de valores nodais no

processo por elementos finitos.

O método € versdtil, pois aplica um processo numérico para materiais com
envel hecimento, tanto por hardening, como por softening, semelhante ao empregado no caso
eléstico. A utilizaco de séries compostas aumenta a eficacia do processo de homogeneizacdo

visto que acelera a convergéncia dos resultados.

Quanto ao esforco computacional, o fator de maior relevancia no cllculo com séries é
aresolucdo de integrais na determinacdo das médias volumétricas. A sua quantidade depende
do nimero de constantes a serem determinadas e da distribuicéo dos materiais na célula. A
metodologia apresentada permite que a resolucdo das integrais seja feita em diversos
computadores simultaneamente, o que possibilita andlises de grande complexidade em um

tempo relativamente curto.

7.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A adaptacdo da formulacdo computaciona a0 caso de heterogeneidades
tridimensionais permitiria a andise de inclusdes ou poros. Vazios na microestrutura poderiam
ser modelados como materiais de baixarigidez em relacéo a matriz.
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A pesquisa da influéncia da forma e da distribuicdo de heterogeneidades em uma
matriz possibilitaria o projeto de materiais com caracteristicas especiais quanto a rigidez,
variagao volumétrica, etc., tal qual o trabalho de Kikuchi et al. (1998).

A hipotese de aderéncia perfeita entre a fibra e a matriz, considerada nos célculos, é
uma simplificacdo. Em condi¢des reais, onde a aderéncia pode estar prejudicada devido a
fissuracéo, defeitos na fabricacdo do compdsito, etc., € importante avaliar-se sua influéncia.
Uma maneira de se considerar essa situagcdo seria introduzindo-se um outro material no
contorno da fibra. Variar-se suas caracteristicas e suas dimensdes tornaria possivel a

verificacdo dainfluéncia dessa regido no conjunto.

A implementacdo de plasticidade em homogeneizacdo permitiria a determinagéo de
superficies de plastificacdo para 0 compdésito. Como referéncias, consultar Suquet (1985) e
Maghous (1991). Para andlise limite em materiais heterogéneos ver Suquet (1983).
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APENDICE A - DETALHES COMPUTACIONAIS DA APLICACAO DA
TEORIA DA HOMOGENEIZACAO EM UMA CELULA ELEMENTAR
CUBICA COM FIBRA PRISMATICA QUADRADA OU CILINDRICA -
ELASTICIDADE

Neste apéndice, aplicam-se os desenvolvimentos apresentados nos capitulos 2 e 3,
para 0 caso elastico. E mostrada detalhadamente a aproximagdo da parcela periddica dos
deslocamentos da célula elementar por meio de séries polinomiais com o objetivo principal de

homogeneizar o comportamento el éstico do compdsito.

A configurag@o geométrica da célula é descrita nafigura 4.

A.1 CARACTERIZACAO DOSMATERIAIS

Os materiais (fibra e matriz) sdo caracterizados pel os seus correspondentes modul os de
elasticidade e coeficientes de Poisson

1 E;: modulo de elasticidade dafibra
i n,: coeficiente de Poisson dafibra

+ E,, modulo de elasticidade da matriz
{n_: coeficiente de Poisson da matriz

(A.1)

- considera-se que exista aderéncia perfeita entre fibra e matriz

A.2 RESOLUCAO POR SERIES SIMPLES (VER ITEM 3.1.1)

A.2.1 Dedocamentos

Os deslocamentos nas direcdes (X, y, z) sG0 compostos por duas parcelas: uma

macroscopica e outra periddica
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u=Ex+u, (A.2)
onde
&,
u= gu 3 deslocamento total
&u. g
e, E, E.U
_é a
E=g, E, E, deformacdo especificamédia
gEXZ E EZZH
i

- vetor de posicéo

I
]

@ D D> D>
<

o oo C

25
éu_u
é "
U, = au,, (; deslocamento periddico
&,
A.2.2 Notagdo

Para facilitar o desenvolvimento dos calculos sera a adotada a notagdo vetorial para
grandezas tensoriais e a notagdo matricial paratensores de quarta ordem devido as conhecidas

condi¢des de simetria dessas grandezas

i e®e
! s; ®s
| EoE (A3)
! c®c
Lo
Essas mudancas implicam obviamente em algumas mudangas nos operadores
mateméti cos.
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A.2.3 Expansdes utilizadas para os deslocamentos periodicos

Os deslocamentos periddicos sdo representados como

j=k-m

i+j=k- 2m X - (A-4)
2 m Osm 0
+ _a ah(i+m)(j+m)R+m8L— J+m8|_g

i,j=0
para k3 2m e m=2(k representao grau do polinbmio), onde h=x,y, z

Entretanto, devido a simetria do problema, os deslocamentos obtidos sdo de natureza
impar, 0 que torna desnecesséria a existéncia de elementos pares nas séries. Desse modo, ha

expressao (A.4) os polindmios pares podem ser retirados.

O nUmero de termos n para a expressao (A.4) fica sendo
1
:Z(k- 1)(k +1) (A5)

para k impar.

A.2.4 Deformacdo Especifica

Decorrentes dos deslocamentos, a deformacdo especifica tera uma parcela média e
outra periédica. Ainda em notagdo tensorial

A .. Ay T
e:i%ﬁg+@9 U=E+e :E+ %Tgp 0 %TU 0 U (A6)
= 28xg &Mxpg = 0 - 2@ TX g Y

Prosseguindo-se, tem-se para e , (em notagao vetorial)
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é u_, u
é ( p ) G
é fix U
é a
¢ Ib)
éeu € iy u
& u € 0 u
Swy & G
ée_u € "
e,=é pzza:élan(upX)+ﬂ(upy)$ (A.7)
&y i §2§ Ty ix Zu
6 U & g
e™u ¢ qag(u )6 U
€l € = M“ U
e 26 x = u
¢ 2
é 5 U
e 1A(w)S
g W5
ondejafoi considerado o fato de u, = f(x,y), descrito no capitulo 3.
A.2.5 Operador media
Mostrado em (2.5), o operador média é escrito para a célula el ementar como
1 1 L L L
<.>==d.)dv=—5 OO ()X dxdydz (A.8)
\Y 8L" T T

A.2.6 Resolugdo do problema

A.2.6.1 Médiado potencial elastico microscopico

O processo de minimizagdo do potencial elastico, visto em 2.8.1, possibilita que os
coeficientes das expansdes para os deslocamentos periddicos sejam determinados. Através da
relacéo (2.54), reescrita como

S=C™"E (A.9)
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onde S=<s >, obtém-seamatriz C™".

Dessa forma, supondo E dado, o principio variacional que permite a solugdo do

problema é a identidade da energia de deformacao (ver item 2.8.2 para 0 caso elastico linear)

1ETC“°mg£l<ch e> (A.10)
27 = 2 — =
onde
é-n n n 0 0 0 u
é a
an 1-n n 0 0 0 i
E én n 1-n 0 0 0 U
c=—— & i (A.11)
= (@+n)@-n)g0 0 0 1-2n O 0 g
go 0 0 0 1-n o0 U
u
60 0 O 0 0 1-nyg

E: modulo de elasticidade (Ern ou Ef)

n: coeficiente de Poisson (nm oun, )

Aplicando-se o operador média volumeétrica, tem-se para a média do potencial eléstico

mi croscopico
<eTc e>:\%dng g)dv:\%dgﬂgp)Tg (E+e,)av (A.12)

Deve-se ter atencdo ao fato de haver dois tipos de materiais ocupando regides
diferentes, portanto (A.12) se desdobraem

E+e,) ¢, (E+e,)dydxdz+
E+e,) ¢ (E+e,)dydxdz+ (A.13)

=m

r(‘)‘ E+e,) c (E+e,)dydxdz
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onde a =r - para o caso da fibra prismatica quadrada

=yr?- x* - parao caso dafibracilindrica

O primeiro termo apods a igualdade em (A.13), se refere aregido da fibra, enquanto o

segundo, a da matriz. Reescrevendo-se (A.13) de umaforma mais adequada

(e'ce) :g—isfc‘)r(‘)})(ﬁwpf (c,- c.)(E+e,)dydraz2s
€-L-r-a 17
Rt 5 (A.14)
i3g(‘)(‘)(‘)(E+§p)TQm(E+§p)dydde+
- B

1%}

pbre Lroa
(e'ce) =8%i _9{39‘? (< - ¢, Eldyabaaz+ 20¢ g;ET (¢, - c.)es Adydxdzg
+8_:|L_3,i E\)r(‘)a\geipT (gf - C ) Udydxdz + E‘)Z‘);‘)( E'c )dydxdzi; (A.15)
I-t-r-a -L-L-L

I, NN\ T L\L\ hY
8L31200 E gmgp)dydxdz+ 00 gp ce )dydxdzk;
I -L-L SL-L

Como as expressdes ndo sao funcédo de z, ssimplificam-se asintegrais

008 c E (A.16)

onde A, =2r? - para 0 caso da fibra prismatica quadrada

=pr? - parao caso dafibracilindrica

Para ser possivel determinar-se isoladamente cada um dos coeficientes das séries, é
conveniente representar-se 0s deslocamentos periddicos como um produto escalar, da seguinte

forma (por exemplo: para uma série polinomial, na direcdo x, com k =3 e somente funcdes
impares)
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6,0l

e u

ea3<03u

a’o 2 aX 20 2 XOpa&YO0 23XO0 za/weaxso
RE0 p P& % P22 % (A.17)

58Lz "5 8L 285 Ll osﬂ

%5(32

eaxzs u

ou em umaformamais geral

écxlu
é u
e
_€ ,aX0 a0 28K0 28y 0 8028y 0 28X Oy ey OUEC, ;U
AP2ED pRetl p? o= P, & 0 (A.18)
"E°8Lg ‘ELg “&Lp ngsgL &Ly “ELg gl-ajuécmu
éCXSU
e u
&Ce
E estendendo-se, ainda, para u,, e u,
AT
upx_gpgx
_ AT
u, =u,C, (A.19
_ AT
upz_gpgz
E conveniente dividir-se e, em parcelas
¢fu,) u ¢ 0 ¢ 0 v
é ua é a é a
e T g eluy) e O 4
¢ 0 ué q ué o0 u
é ua é a é a
~ 0 = Z . A .
e,=¢ Uy € 0 Uy e 0 u (A.20)
1 T(uy) U €1 9(u,) Y €19(u,,)u
5 u &—20 & a
& ‘ﬂyl;.§2 ™x g & x g
e o uve 0 u e1‘|T(upz)u
é u é a
& 0 aé 0 ge& fyaq

De modo que, substituindo-se (A.19) em (A.20), obtém-se
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équya € 0 o é 0 wu
e u e A u e u
&6 x g &l@)ag & 9 g
€ 0 U €& q U & 0
_e = u e Y U é U~ _
gp_ém(aT)@Q”é (@ 99y+é1ﬂ(w)u9z ecC +eC,+eC, (A.21)
et 18y 17U,y
€2 My d €2 qx U e2 'ﬂxu
e u e u AT
é 0 G ¢ 0 ¥ Al‘ﬂ(u )u
e 0 n € 0 ¢ g2 Ty H

onde 0 € umalinha de termos nulos, com 0 mesmo nimero de colunas de QL :

Observe-se que as derivadas em relagéo a z séo nulas pois as equacdes sdo funcdes

unicamentede x e y.

Prosseguindo-se o raciocinio, considere-se o conjunto de matrizes Z,,,, definido de

modo que

(IN
I

(A.22)

€0 1 0 0 0 Ou

& a
éoooooa
PorexempIO'Z—@oooooogJ
- £,7é a
—12@000000[:J

€ 0 0 0 0 ou

é a

@ 0 0 0 0 Op

Observando-se, entéo, os elementos de (A.21), pode-se escrever € , (=§y, €, como

€, =Z,8 T 2.8,
g _zzzey +§44_ (A-23)
éz = £556;z +£66éz
Aplicando-se (A.21) sobre (A.16), a expressdo <<_—:-Tg (_a> se desenvolve (equacdo
(A.24))
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Tee) =t 2A éETc EN+2ETc | A6 )dydxiC, o+
<§ ¢ g>_ﬁg fe= ggl—u = ggl,:\ 0 SX) ! XE; XE
1 £T ‘I,r\a\ . r\ O
+fgﬁ Egl}_qo(sy)ddeKQﬁE c.i OO(E,)dyox CZ,:;
1£T|r\a\'\T N L,’I T\I,r\a\/,\T N (0]
"z ] 008 Sl fVHYE 201 O0F. S, HVHYC,2*
1&3T|f‘a‘AT : Udvd Tlr\a‘AT v O
+Eg2_x’:‘ Oogx gglgzu y XF\;CZ +9y% Oog;y gglgyu Y/ XF\;CYE-'-
16eZTi’r‘a‘AT S Udydxy C CTi'r‘a‘ 37¢ é Udvd C(.j
+Eg —y}:\_oogy gglgzu y XF\; z+_z’:\_008~;2 gglgzu yaXx ZE-'-
18 15 s Ve e b A i 6
+-5¢E .1 O0E,)dydxyC, +E'c,i OQ\E, |dydxyC, ++
2L2g _QZT—L-L_) g _QZT—L-L _y) g Yb

T A~

1 & i 1] [ R R u_ o
62 Sl OO(E JavbC. +CIf OE 8 vy o+
l-L L-L

U i1
ggzgy)dydxkggﬁgx % (L)

Analisando-se os produtos de matrizes a serem integrados em (A.24), aplicando-se

(A.23), tem-se, utilizando-se uma matriz c, genéricaparaotermo é 'c é

=X =g=X

é,=(2,8,+2,8) ¢ (2,6,+2.8,)
- H (A.25)

E considerando-se que
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Z,8,Z,=5,(10)Z,
zllgg z44 éMgg éll = 9 (A 26)
Z,cZ (44)z,,

A expressdo (A.26) &, de fato, escrita como

6/c,6,7¢c,(LYE/Z,6, vc (44)€12,6, (n.27)
Aplicando-se 0 mesmo principio atodos os outros produtos de matrizes em (A.24)
AT A AT ~
6, ¢,€, ¢, (12)€ 2,8 +¢, (44)€.Z,¢€,
€ cé =0
=X =g=z =
AT o~ _ AT
=y gggy _(=:g (2’2)2y£22gy+c (4 4) Z44=y (A28)
€'cé =0
=y =g=z =
é,'cé, =c, (55,26 +c (66)¢Z,¢,
Devoltaa(A.21), percebe-se que gfy e gfz podem ser representados por
é0 0 0 0 0 Ou é0 0 0 0 0 Ou
é a é a
g0 00 2 0 0 g0 00 0 0 0y
. €é0 0 0 0 0 0u, . €0 0 0 0 0 0u, A
€, = ¢ €, =L € =e o€, =G, (A29)
(?1/2000009 éoooooog
€0 0 0 0 0 ou €/2 0 0 0 0 ou
é a é a
g0 0 0 0 0 Og g0 0 0 1 0 Op
Aplicando-se (A.29) sobre (A.28), obtém-se
AT ~ AT ~ 1 AT ~
€, ¢, =2, (12)g,2,8 +5c,(44)E, 2,8,
=2¢, (L2)€] 2,6, +5¢,(44)(€12,8,)
. 2 (A.30)
AT ~ AT ~
€,'c,8,=7¢,(44)€,2,8, +4c,(22)€,Z,€,
AT ~ _1 AT ~ AT ~
€, ¢,8,=75,(55)8,Z,8,+¢,(66)8,Z,¢,
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Organizando-se as integrais de matrizes a partir de (A.30), denominam-se

_<
QD

— N NAAT 2000
El(nlx n) 0] &x éllgx dedX
— N NAAT 2
EZ(nlx n) - OO&X £442x dedx
— N NAAT 200
E?,(nlx n 00, élASx dedX
e (A.31)
N NAAT [
Ql(nlx n) - ? N X éllgx dedX
L L
N NAAT 2
Qz(nlx n) 99&)( éMSx dedx
L L
— N\ \ A~ T
Ba(nlx n 99@:x =14= dede
E ainda
é(e X ny) = Oo(gx)dydx
. (A.32)

Hoy = OOE)dric=0
-L

Reescrevendo-se (A.24), aplicando-se o desenvolvimento concluido em (A.31) e
(A.32), obtém-se (equacdo (A.33))

<eTce>:i2(Afé.ETc EU+2E'c AC, +2E'c LAC,+2E ¢ GAC )+Ec E+
= == L e =g1—U =g1=—"X =gl==—"Y =gl==—""7

| 1 -
28 SERCRIRS: (44)52}9+2§Iizggl<xz)§3+5ggl(4,4>z;gsy++

a9
11 BUc sctl U~ O
4L28 T 49 1(4’4)214-46 % { C (5 5) g EZECZB-F
e, (LD, +¢,(44)D,}c, +2cTl2c (12)D,+1c (44)D Yc, %+
g o % ++
1 a%ul D Ye Tl D Uc ©
4,4)D, +4c ~¢ (55)D, c,?
* 2z 2% (440 + 42, (22)D,5C, +C.15c,, (59D, +e,, (6.6)D,5C. -
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A.2.6.2 Sistema de Equagdes (minimizacao)

Retornando-se a expressdo (A.10), tem-se que
E'C""E=min(e'ce) (A.34)

Para se obter o valor minimo da média do potencial elastico microscopico, procede-se

aderivacdo com relacao aos coeficientes das séries, da seguinte forma

1((e"ce))
W= =2 g (A.35)
C
1€,
OndeQIWZQCI C; CzTH:é::xl Co Cs Cyl Cy2 Cy3 v €y Gy Cp H

Agrupam-se como (A.36) asderivadasem relagéo a C,

f({ece))

= 2(ETc A)T +
1C, 212 \T =a1=
2 ] 1 . 0
o (M8 2, (0B JC. |25, (L2)B, + e, (40)E YO, o
- 1 1 0o O
far e (DR e, (44)D,}c, +}2¢,,(12)D, +7¢,, (44)D] e, 2=0
Emrelacioa C,
TM(e'ce
le'ee)) (ETe |_A)T ¥
1c 212 \T ===

)
ggl (4’4)51 +4ggl(2’ Z)EZEQ §+

c,(44)D, +4c (22)D, ggy 2: 0

= =g2
(%)
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= (ETC GA)T +
ic, o\t Su==
2 @1 0. 11 i 6_
+E8}Zgg1 (5’5)21 +ggl (6’6)22%92 }Zg (5’5)21 +gg2 (6’ 6)22 %92 B_ 0

Reorganiza-se (A.36) e concatena-se as matrizes naforma de um sistema

K¢,=M (A.37)

O

Xyz

onde K, C,, € M s3o dados por

gﬁn £12 £138 g;xﬂ
ﬁzgﬁﬂ ﬁzz ﬁzsg QXYZ :293’3
AK31 éaz £33a3nlx an,) @Qz q%x 1)
, \ (A.38)
€ Alc U
e = =9 q
__énT ¢ U
M= éé L Eglﬂ E(le)
eA G c U
€= = =da L{ X 6)
K e composta por
—112291(11)21 (=: (4 4)_ g (:Ll) (=: 2(4’4)22
1 1
LAY Zggl (1’ 2)23 +Eggl (4’4)22 + 22g2 (1’ 2)23 +Eggz (4’4)213-
K.=0
=13 =
=2 ﬁzz
1 1
=22 22291(4’4)21 +4(=:g (2 2) B (=: 2 (4’4)21 +4ggz (2’ 2)22
K_.=0
=23 =
K. =0
=3 =
=0
=3 =
-1 55)B + 66B 1 55)D + 6,6)D
=33_Z(=:gl( )_ tCh ( ) 22( ' )=1 (=:2( ' )=2
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Ao resolver-se (A.37), sGo determinadas as constantes das expansdes, bem como as

expressdes para os desl ocamentos periddi cos para uma dada deformagdo macroscépica E.

Observa-se que

gx(nlx 1) = gx(nlx G)E(e x 1)
gy(nlx 1) = gy(nlx 6)E(6 x 1)

gz(nlx 1) = gz(nlx G)E(G X 1)

(A.39)

hom

A.2.6.3 Determinacéo de C

Para a determinacdo da matriz gmm, recorre-se a equacdo (A.9) e sendo um caso

eléstico, tem-se

(s)=(ce)=(c (E+e,))=(c E)+(ce,) (A.40)

Desenvolvem-se as parcelas de (A.40) como

(c E>:1a/ c +V.c UE=_1 éa ¢ +(a2- A, )c UE (A.41)
= Vv e =i =m(= g4|2€ f=r =m(=
onde
V =V, +V,: volumedaceélula
V, : volume de fibra
V,,: volume de matriz
A, aeadefibra
1€ & &
ce) =y &0 Odfe,)dvx=re, goofe, k- ofe, )iy
e r-r 4] e-L-L
=1L (AC LAC +GAC)+c (H C +LH C +G C)EJE (A.42)
8 e=1== = =y = =z =m \— =X = =y = =zJ/U—
=1L (Ac, +LAC +GAC JUE
8 e=gl\= =x = =y = =
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ondec =c -¢

Finalmente, utilizando-se (A.41) e (A.42) para se resolver (A.40), determina-se,

partindo-se de (A.9), que

Chom 2 |—

=(6x6) g8 é eA & +(4L2 A )(=:

(A.43)

+—4c
8L3 (=) =f

A.3 RESOLUCAO POR SERIES COMPOSTAS (VER ITEM 3.1.2)

A.3.1 Expansdes utilizadas para os deslocamentos periodicos

Na resolucdo por séries compostas, tem-se as seguintes expressdes para 0S

deslocamentos periddicos

i=k-m i= k m
_ 9 pm X0 pm a?,yO
uplh =a a1h(|+m)0 |+m8 +* a a1h0(]+m) ]+m8
i=0
i+j=k-2m (A44)
+ é a, pm X O0m aeyo
% h(i+m)(j+m) |+m8L— J+m8L
i+j= k 2m
ae<o m aeyo
U = 8 By Pl = (A .45)
p o (i+m)(j+m) I+m8 J+m8r &

para k3 2m e m=2(k representao grau do polinbmio), onde h=x,y, z

Nas expressoes (A.44) e (A.45) os polinbmios pares devem ser retirados pelas mesmas

razdes aplicadas a (A.4).

O ndmero determos de u ,, e U, , respectivamente fica sendo
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n, = (k- ) (k+1)
(A.46)
n, = (k- 1)(k- 9

para k impar.

Os ded ocamentos sdo representados de forma equivalente ao exposto em (A.19)

(A.47)

A.3.2 Deformagéo especifica

A deformagdo especifica e, continua sendo definida pela expressdo (A.21), mas

adaptado ao fato do deslocamento ser composto por (A.44) e (A.45).

Sejam (agrupadas em (A.48))

éf@y Uy ¢ 0 u e 0
e u e ~ u e u
e ™ g &T@Dg & 2 g
e 0 u & q U & 0
¢ o U & 0 & oo

gpl:g ﬂ_AT ng-'-g _AT L;Iugy-'-g ﬂ_"T L;Ingz:glxglx +§1ygly +élz£lz

ot 1le) ™ a1 9@ g LT
2 Wy g e U & fxd
e u e u e 3 u
e 2 e 2 u ey
e 0 g e 0 g 86 ¢
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éq@) U € 0 U e 0 u
é u é_ 1.0 é U
e ™ g el g & 2 ¢
€ 0 u é Ty u € 0 u
¢ o U & 4 e  u
gpz:g _'* L;Ingx+g _AT L;Iugy-i-g u(:z g2x=2x +22y(=:2y 222222
é} U G gl (U52) 1 ﬂ(uPZ)
2y G e U e
é u é u é ~T U
e 9§ & O § gli@y
e 0 g @& 0 g e W a
De modo que
e =e naregido da matriz
€ =€ eglen tama (A.49)
e,=e,+e,, naregidodafibra

p

Aplicando-se (A.48) sobre (A.16), a expressao desenvolve-se (equacédo (A.50))

e e LB ars e T Yavado ©
(€' e)=rgh & B+ 28 2, OIS, )by st

1£T Tr‘r"\ T ir\r\" 1;' O
+E E 2931!{_(2(#6 X)dydngz +E 991’}_9(rigly)dydx]\§91v E+

1&T i‘r\r\ [ T l\Ir\r\A U O
+E E ggs{‘?dg )dde%C +E Egl%-(r)-(riglz)dde%glz ;+

1 T i r\ r\ U
+EE Cg3-1|; cr)de Z)dydx?gc2Z +

&Ti.r\r\"\T Au "u O

+— 2 §Cu ! o0&, &8 dydx%C +2C;, 00221 c.é, dydx% C, ;.,_

N

AN A T 1
X| OO& c.8, dedx%c +C,,

+1882Ti‘ AdeC+Cir
22 O&lygl—lzdyg

C
=2X =g

g :
& fayc. v,

o]
My T =t
%)

N\
oay

=gl=ly

c é Udydx%

1z =gl1=1z |

\r\”\ T ~ Uddy 0
| OOL,, C..&, ndydxyC,, ++
-r-r 4]

rr
N VA2 T ’\ u

T OO&ZX —gS—Z udde%
-r-r

- T O

i Ooé-.eZy —93—2y Gdde%
r-r ﬂ

— T(\)(\)e:n =g3=. A2 Udde%
ﬂ
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2 Tl o e & Udydic, +CL] oo e & Udyadjc, o+
412 g—lxl (r)(r)e:lx C.:E, 0 YA X% 2x 1x+_(?_Cr)e:lx 2939 Ay X% ZyE
ZwTir\r\"\T ~ l:l ];'l TT,.r\r\"‘T ~ l:l 1;] O
E glx%(r)(r)e:lx 293221 Gdydxggn +Qly+ Cr)(r)g‘zly 29322)( I’dedX%QZX g"'
2%Ti,.r\r\”"l— ~ u ];'l T‘Ir\r\”\T ~ u ];'l O
+E gly.{;_(r)_%:ly ggSSZy ﬂdydxggzl/ +Q1Y.Tl_cr)_(r&ly 293222 Gdde%QZZ 34-
Z%T‘Ir\r\,"T ~ U T;] Ti'.r\r\/,\.r ~ l:l T;] O
E 912%_99@:11 29322)( [’:]dydxggzx +glz{;_(r)_r =17 ggSSZy Odydxggz)’ §+
v 2ol anés o g Ugyaxic, +ETc E+
a2 =} 008 ZyeSan ™Y %—22 EC.E
1% ‘L\L\A .u ‘L\L\A U O
+_2 Engz{ Odglx)dydxlglx +ET292{ O Sly)dydx'gly i+
2L T % [ % (7]
1 T 1 L\ L\ ~ T T L\ L\ ~ T ~ 0
+— 626 e 1 008, vy, +CLT OQlE, ¢, 8, )by, i+
41° ng_L L_l) % T-L-L_l =0z= % 17}
2 &1\ s 4 il TN s 1. A il 0
+ 2 Gt 0dle, o8, )vye, +Cl o8, ¢, 8, vy, o+
T-L-L % T-L-L % 7]
1%TTL\L\’\T ~ 1;] T‘IL\L\"T ~ E O
nE Cy } _(L)_CL{SM €. )dydxigcly +2C,, % _942” ngglz)dydx}\gcu !:;
1 T 1, L\ L\ ~ T ~ U
+Eglz 1'{ _(L)_CL{SH gmglz ) dydxgglz
=C -€C,C =Cc eCc_=cC
gl =f =m’ =g2 =m =g3 =f

Conforme (A.23), évdido escrever-se € , €

,€ ,é ,é eé_ demodoque
=ly =2y =2z

=1z' =2x’

€ =Z € +Z €
=1x

=11=1x =44=1x
Sly = éZZSly + éMSly
8 =Z é +Z €
=2X =11=2x =—=44=2X
8 =Z € +Z €
=2y =22=2y =44=2y
A = ~ + ~
=2z £55222 éGGSZZ

E da mesma forma que em (A.29), gfly, €., ézy e € podem ser escritos como
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€ =Lé

=ly ==1Xx

élz = ;lx

=z =1 (A.52)
e =Le

=2y ==2X

€ =G

Aplicando-se (A.51) e (A.52) sobre as matrizes a serem integradas em (A.50), obtém-

Se paraas néo nulas

e, cé, =c (L1)¢e Z € +c (44)¢ 2,8

=lx =g=Ix = =1x=11=1x =1x=44=1x

5 Tc é

=1x =g=ly =1x=14=1x =1x=14=1x

2 (12)é, 2,6 +;c (44)(ez.8)
1.

A

(44)e Z 6 +4c (22) Z é

C e = 4 =1x=44=1x

=ly =g=ly

é 'cé =19 (55)¢,2,.8, +c, (6.6)¢, 2,8
z =g=1z 4=9 =

€bnsu SN
8, 68 =G (LD, 2,8, +c, (448,28,

6,8, =2, (12)€, 2,8, +>c (44) (€ 2,8,)

e, c8, —%c (44)€),2.8, +4c (22)€) Z,¢, (A.53)

é "cé :%g (55)¢€,,Z,.8,,+c, (6.6)€,

=2z =g=2z 2x=11=2x

é 'cé =c (L1)é Z é +c (44)é Z ¢

=1Ix =g=2X =g =1x=11=2x =g =1x=—=44=2x

=2x _44 =2X

" ~ ~ ~ 1 "
elegggzy = 229 (:L 2) glrxémgy +§g (4 4) Z,€

e =1x=41=2x
AT A 1 .
glyTgQEZX (:L 2) glxzzllez + 2C (4 4)_1le4e2
é 'cé :19 (4,4)¢ Z é +4c (22)é 2 é
=1y =g=2y 4=9 Ix=11=2 =g Ix—44=2
é 'cé 59 (55,28, ¢, (66)¢ 2,86

=1z =g=2z 4=9 =Ix=11=2x = =1x=44=2x

Organizando-se as integrais de matrizes a partir de (A.53), escreve-se
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El(nlx ”1) @1 _1l§1x Udydx
_2(nlx “1) O&l Z dedX

—3(nlx nl) (El Z1461 udde

-r
Lt ZA

=1(nxn) = (‘)be=1xT éllglx udde
L

Qz(nlx n) = éc‘)e;leéMélx dedx
LL _LL )

=3(mx ) = ?(:)e;le £l4élx dedx

ror
— N NAA T Py
El(nzx n) O@Zx leez udde
-rer
5 U
_2(n2x nz) @2 ZMSZX udde
_3(n2x nz) CEZ ZlAez udde
ror
91(r11>< nz) (Elx —11e2 udde
_2(nlx n,) Ocﬁl —44e2 udde
—3(n1x n2) c&lx ZlAeZ udde

r

94(n1x nz) c&lx —41e2 udde

E ainda
é(e X ) = _ré_aélx ) dde

L L
Hiocn) = OIE, Jovex=0

L ny = 08, ) dyix=0

119

(A.54)

(A.55)
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Reescrevendo-se (A.50), aplicando-se (A.54) e (A.55), tem-se (equacéo (A.56))

—
1D
—
o
D
~—
1

iz(Af €'c EU+2E'c AC,+2E'c LAC, +2E c GA glz)+
41 € =917 Uu =gl= =gl== —Y =gl==
0,

gCT{ggl(ll)B +cgl(4,4)52}gx+2g c,(12)B, +1c 4)B! \Z
B\

i1
c,.(44)B +4c, (2,2)8%C +CLL152,(55)B, +¢, (6.6)B,

?_
gi: {E (l'l)F +C ( ) }C2x+2C2x1 (lZ)F +;C (44)F;§C E+
£

R 1 (] 0
é%_;{gg?’ (1,1)21 + 293 (4, 4) 22} QZX + glrx i 299 (1' Z)ES + Eggs (4’ 4) 2429 2

2y ~
(%]
2y

(=:93 (5’ 5)g1 + ggs (6’ 6) 22 ggh + ET ng +

1S, (L1)D, +c, (4,4)D}Clx+2C1X1 gz(l2)23+i(_; (4.4)D] t\;cly?

1
412
1
412
2
412
2 i 1 i
* gy | 20,,(12)8, + 5¢, (4 )e%c I (448, + 42, (228 yC,, =+
2
412
1
42 &

llsii

ggz (4’4)21 +4(=: (2 2) ggly +QI izggz (5’5)21 +(=:gz(6’ 6)22§leé

z

A.3.2.1 Sistema de Equagdes (minimizacao)
O procedimento é o mesmo visto no item A.2.6.2.

Para se obter o valor minimo da média do potencial elastico microscdpico procede-se a
derivacdo com relacdo aos coeficientes das séries, da seguinte forma

M o (A.57)

onde C,, =¢C;, Cy C, Gy C; Cuf
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Agrupam-se como (A.58) asderivadasem relagéo a C,,

e e

T
YK Eglé) *
fC, 20\ =

TR ,(12)B, +c_(44)B }C +12‘3 (]’2)234-5291(4’4)23%9 +

1y =~
a

2
4|_2 8 (]’1)21 +gg3(4’ 4)22} 92x + l

2 (12)G + c z %
=3 ﬂ

42L23 (11)21+592(4,4)22}le+ ;22 (1L2)D, + 12 4D, %’ Z_
Emrelacdoa C,,
'"(<191T9i9>) 21L2 (—nglié )T ¥
+4_2|_za? 2291(]12)23*%291(4,4)E;g C, +Hgg (4.4)B +4c g
P28 (1206, + 25, (19s fe. +| Lo, (495, +ae, 2218 Jo. O
6l 22, (12)D, * 3¢ (44)2§§T91x+i%ggz(4,4)2 +dc Dg
Emrelacdoa C,,

Mle'ce)) o

= Z(ETC GA )T+
fic,, 25\ ===
2al g U Us 0
+E8%Z(=:91(55)§1+99 %C +| c 55)21+c EE;
231 b Ve =
+ ) 28 (99)8, +e \5
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Emrelacdoa C,,

ﬂ(<:9=(:xg>) ) 42|_2{ ga(l’l)E *C 3(4’4)52} Cact

2 & 1 u T.0
a2, (12E, +3e (AAEC, +{e, (198, e (44 C.x
2] 1 uT _
+E{ 2293(1'2) 22 (4’4 gs% —ly =0
Emrelacdoa C,,

ﬂ(<ng §>) 2 ‘l (12)£3+1 (4,4) Ezg

ﬂEZy 4L2I - (=:
2 % 1c: (44)F +4c_(22)F JC, +12c (12)G +=c (44) i O,
4L2§1 ) T T2\ e =2k;_zy {=g3 2293 4% Mix x
2
211 0~ _
+E%Zgg (4.4)G, +499 2%
Eemrelagdoa C,,
T(leTce )
(e'ee)) _ 2 LR (55)F, +c_(6.6)F yC,, +
1C,, A2 4=e\ /=1 S\ =)=
+ 211 (55)G +c (6,6)G U -0
421 420\ 027 2 =2 =12
Reorganiza-se (A.58) e concatena-se as matrizes naforma de um sistema
KC,=M (A.59)

onde K, C,, € M sao dados por
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éK K K K K K U p N
é=ll =12 = = =15 =16 ﬂ gglx 3
gﬁzl ﬁzz =23 £24 =25 ﬁzﬁ 3 égly u
éK. K. K. K.  K_ K. €c U
_ A—31 =32 =33 —34 =35 —36 -, —_e=zy
ﬁ =-e u gxyz — A ¢
= &K K_ K. K K_ K. &, Y
é=4l =42 —A43 =44 =45 —46 L’,l e_ u
&K K K_0 &C,, U
~—51 =52 =53 =54 =55 =56 . e u
e u &C.. 6
&K, K K § 22Y3(n, +n,)x 1)
61 =—62 =—63 =—64 —65 —66 &gm +ny)x 3(ny +n2))
é Alc U
é = =01 L’j
eA'L"c U
Q‘F = =glu
éAT T C l:l
€ o u
e = u
e 0 q
€ o U
e = L{3(nl +n,)x 6)
E K écomposta por

K=, (L1)B +c,(44)B, +c ,(L1)D, +c ,(44)D

=2

T

1 1
=12 = 2ggl (1' 2) ES +Eggl(4’ 4) E;— + 2292 (1' 2) 23 +§gg2 (4’ 4) 23
ﬁls :Q
=14 :(=:g3 (:Ll)gl +gg3(4’ 4) 22
1
LASP 2(=:93 (1’ 2) 23 +§g§13 (4’ 4) 24
=0
=16 =
£21 :ﬁzz
1 1
K, :_291(4’ 4)21 +4gg1(2’ 2)22 +Zgg2 (4’ 4)21 +4gg2 (2’ 2)22
ﬁzs :Q
1
£24 - 2= 3 (:L 2) G4 +E(=:gs(4’ 4) Gs
1
ﬁzs = Zggs (4’ 4) 21 + 4293 (2’ 2)22
K. =0
=2 =
=0

123

(A.60)
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=3 :9
1 1
£33 :2291(5’ 5)21 +gg1(6’ 6)22 +Zgg2 (5’ 5)21 +gg2 (6’ 6)22
K, =0
K. =0
=3 =
1
£36 :Zg 3(5’5)21 +gg3(6’ 6)&2
K =K'
=41 =14
K =K!
= =2
Ke=0
K. =S, (L1E, +c . (44)E,
K =2, (L2)E +5c (44)E]
£46 :9
=51 :ﬁ-lrs
K =K
=52 =25
=0
=53 =
K =K'
=54 =45
1
ﬁss = Zgg3 (4’ 4)51 +4gg3 (2’ 2)52
=0
=56 =
£61 :9
=0
=6 =
K =K'
—63 =36
K =0
=64 =
Ke=0
1
ﬁea :Zggs (5’ 5)51 +gg3(6’ 6)22

Resolvendo-se (A.59), ficam determinadas as constantes das expansdes, bem como as

expressdes para os desl ocamentos periddi cos para uma dada deformagdo macroscépica E.

Observa-se que
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le(nlx 1) = glx(nlx G)E(e x 1)
Qly(nlx ) = gly(nlx G)E(e x 1)
le(nlx ) = glz(nlx G)E(e x 1)
(A.61)
92x(n2x ) = EZX(nzx G)E(e x 1)
92y(n2x ) = gZy(nzx G)E(e x 1)
922(”2X 1) = gh(nzx 6)E(6 X l)

A.3.2.2 Determinag&o de C™"

Para a determinacéo da matriz g’c’m, recorre-se a equacao (A.9) e sendo um caso

eléstico, tem-se

(s)=(ce)=(c (E+e,))=(cE)+(ce,) (A.62)

Desenvolvem-se as parcelas de (A.62) como

(cB)=

1 . ) .
TR o] +(4- A )c UE (A.63)

é\/g =

e f +Vmg

o

f m

<|k

V =V, +V,: volumedaceélula
V, : volume de fibra

V,,: volume de matriz

A, aeadefibra

onde

A
1 y
= E 8-l 1X 1y = 2y = Q_ (A64)
1 v
+§g=cm(i glx * Li gly +G= glz)gE
_Lle¢ v
_Eg:(:gl(é glx + Lé gly +G= glz)aE
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ondec =c -cC

gl f m

Finalmente, utilizando-se (A.63) e (A.64) para se resolver (A.62), determina-se,
partindo-se de (A.9) que

hom _ 2|— A Y
g(a x 6) _ngfgf +(4L2 ) Af)EmHJ’

. (A.65)
+=fc -c )(ac, +LAC +oac Ju
8L e\=f =m /] \= =Ix = =1y =1zJy
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APENDICE B - DETALHES COMPUTACIONAIS DA APLICACAO DA
TEORIA DA HOMOGENEIZACAO EM UMA CELULA ELEMENTAR
CUBICA COM FIBRA PRISMATICA QUADRADA OU CILINDRICA -
VISCOELASTICIDADE

Apbs o desenvolvimento mostrado apéndice A para €elasticidade, aplicam-se os
fundamentos demonstrados nos capitulos 5 e 6 para viscoel asticidade.

B.1 HOMOGENEIZACAO EM VISCOELASTICIDADE (SOFTENING)

B.1.1 Caracterizacdo dos materiais

Os materiais da fibra e da matriz sdo considerados, por simplicidade, isotrépicos.

Sejam para o caso de envelhecimento as matrizes c(t,t) (¢ (tt) ouc (tt))

él-n n n 0 0 0O u
é 0
an 1-n n 0 0 0 i
E én n 1-n 0 0 0 U
c(tt)= é ( (B.1)
= (1+n)(1-2n)g0 O 0 1-xn O 0 4
€o 0 0 0 1-.n o0 U
e u
60 0 O 0 0 1-2yg

E: modulo de elasticidade (E,, (t,t ) ou E, (tt))

onde . coeficiente de Poisson (n,(tt) oun, (tt))

De modo que aresposta elastica instantanea c(t) ( c (t) ou gm(t)) pode ser escrita
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<:§-1- nt) n() n(t) 0 0 0 u

en) 1-n®) ne 0 0 0

_ E(t) ént) n{t) 1-ntt) O 0 0 0
b= (1+n®)(1- (V)& O 0 0 1-xnt o0 0 H(B )

€ 0 0 0 0 1-n() 0o u

&0 0 0 0 0 1 ;g

E(t): modulo de elasticidade instantaneo (E,, (t,t) ou E, (t,t))

onde
n(t): coeficiente de Poisson instantaneo (n , (t,t) oun; (t,t))

B.1.2 Representacdo de e" em varidvels de estado

Conforme o item 5.3.2, " (e, ou e}) pode ser representada de forma incremental

através de um somatoério das varidveis de estado

Kk
t
i

gv,t :gv(t) - é 9 —

g (t) (B3

- Qox

iy

1

Obs.: parafacilitar avisualizacdo, a notagdo de tempo tera seu tamanho reduzido.

E que s&o definidas como

N & -206
q=e ”"+§1 e Qs (B.4)
(%]

onde

i: é0oi-ésimo elemento Kelvin da cadeia

/B YE® YE® 0 0 0§
QE™ YEM YEF 0 0 0 ]
o =YE® YEW YE® 0 0 0%
=i c; 0 0 0 YE® 0 0 -
¢ 0 0 0 0 YE® 0
g 0 0 0 0 0 ]/Eiq3t+
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h. (t
=— ( ):éotempo de retardacéo de cada elemento Kelvin

"TE(

E*': € 0 modulo de elasticidade da mola associada a cada elemento Kelvin

Eiql,'[

q2.t
Ei - nt

Eiq3‘t _ Eiql,t
(1+n !

)

S—|

s' =

—

no
1D

130

Obs.: para cada material existem parametros correspondentes para o calculo, sgja de

\ \%
. oue;.

|(D

B.1.3 Cédlculode e"

A deformagfo viscosa e’ (e, e e} ) divide-se de forma andloga a e, de modo a ser

escrita como

V _ Vv v
e _Em+§r‘rp

=m

e; =Ei +ej,

Tem-se para a parte periédica de (B.5)

< _I§CD<
I

11 D>
(@)

|(D
©

11
|| (D>

t t _ Eq
Smi=m g9t =(6 x 6)
mi

t

Q’[ (_:’[f —

f
I
= E?il,t =(6 X 6)

onde I= é amatriz identidade

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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Aplica-se (B.3) e (B.4) sobre (B.5) e (B.6), e organiza-se adequadamente, de modo

s - v ,
que para a parte macroscopicade e, obtém-se

e o) 0
e i qot D[ 1 e qm _%(E_ E\rlr,lt-D[)_ (B8)

QJ%

vt g
E.=ad

I:l i

—mEi

1 1] 'mi B

Observando-se que E!;' pode ser escrita como T'E, determina-se T, simplificando-
se E em ambos lados da igualdade, o que resulta
e ® -206

k E 0
= é q:nEl a e qm gl" e s o (1 Tt Dt): (B.9)
i=1 =1 z mi ﬂ

Em analogiapara E;', T, secalculacomo

$ & . t- Dt & q 2 0 Et t- Dt 0
=a 9 =a e "dp +§1- ¢ iEQIt (1' T ): (B.10)
i=1 i:lg i P

Para a parte periddica, tem-se inicialmente, por exemplo, para e\,

é,(C\-cu D‘)O (B.11)

Considerando-se que g2 ™ é funcéo de gfx, € possivel simplificar-se esse termo em

ambos os lados da equacao. Portanto, de (B.11) escreve-se que

ae.qE e 2o (

k 0
ace™ g’ +§1 e i -th C- g““)T (B.12)

1]

Em analogia a (B.11) e (B.12), para as demais componentes de e calculase

(equagles (B.13))
Cvt _ Ok t _ é( &'% t +&i ig Em Ct vat_u 9
i=1 |-18 ﬂ m 2
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~fz

B.14
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k Kk 2.2 RYs) =
_ 9o t _o© Lt e v,t- Dt
_algmzi_aléeq q ,+§1 eq .qut(_z-gmz )T
1= 1= z
_é(t_é(ga_qgtot_'_l igEf t vtDt?
B q-lgfxi B alge 9, t&l-e ;E?lt (—x Y )+
1= 1= g i g
m s
S _ 8 ée'a +&i gy 9 = cl . v o 9
_algfyi _alge 9 ¢l-e L oLt (—y =ty );
1= 1= g fi z
K e o] o]
_L2 t _2R ge% tDt+(;1 eQn;Ef ( _CVtDt)
_qgfzi _Q 9 'qut ~z fz -
i=1 |—18 ) fi P

Expresséo para potencial eléastico

Conforme (5.21), a expressdo a ser minimizada para 0 caso Vviscoelastico é

(considerando-se o calculo incremental no tempo)

y o (gwm) :%(eH-D[ ) Qv't )T

onde

Unicas

t+Dt (§t+Dt ) gv,t)

:I-(gtmt)T t+DE 4Dt (gv,t)T SR

o

(B.14)

o

¢ =c(t+Dt,t+Dx)

As integrais para a resolucdo de (B.14) ja foram definidas em (A.31) e (A.32). As

diferencas estéo no fato de (=:(t,t) ter um valor diferente para cada passo de tempo e

e’ ser conhecida considerando-se 0 processo incremental. Desse modo, (B.14) pode ser

reescrita como

1 o gl
a2 fglgggE +2Ec E+

o,

<% (gt+Dt )T 9t+Dtgt+Dt ) (gv,t )T t+Dtgt+Dt>

+i2(ETC Agt;Dt_'_ETC L Ct+Dt +E'c GAQt;Dt)_'_
4L =o1= =91=

— —_— =gl=

+8_]|;2 (Q;Dt )T {ggl (1) B te, (4.4) 22} C™+

+4—:IL_2(QX+Dt )T %1 2

c, (12)B,+ 52, (44)BLYC;” +
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1 [ wo\T]1 .
+W(9§D‘) izg (4,4)B +4c_(2,2)B yC'™
1 Til u t+Dt
Egz {2291(5’ 5) 21 +ggl (6’ 6)22%92 +
1 o \T .
+=7(C) {e,, (19D, ¢, (44D} €% +
1 o\l 1 U ~ts
o7 (C7) 122, (12)D, +5e,,(4.4) D,yC,"
1 [ wo\T]1 .
oz (C7) {72, (441D, +4c,, (22)D,yC)" +
1 + Tll u +
*ar(c”) 12 (558, +¢,,(6.6)D,5C.™ +
4_1|_2(4L2' A) n:gg gngU ATE c.E+
'iz(ETC ACY+E"g LACY +E'c GACH |+
41 =g3= =g3== =Zg3==
+%(ET9 AC +E'c LAC) +E'C GAC“)
4|_ =g2=— =g2== =g2==
%(ETE AC®+E'c LAC™+E'c GACI™ ]+
41 =g4= =g4==
1 vit\T .
E(Qf):) {CS(ZLl)B +c (4 4)B}Ct ™+
1 vit\T | 1 T U ~t+Dx
_E(Qfx) {2=93(12)Bg+5293(4 4)B,yC,” +
1 v\l TUT Dt
E(QW) {ZQ (1L2) c (44)B % C'™ +
1 vi\T11 .
e (Gh) {7 (498 e, (228 40" +
1 vi\T] 1 .
e (eh) 1698, ve (s6)Bgei” +
1 vi\T .
-z(en) {e,. (o, - B)+e, (44)(p,- B )} +
1 v, T‘l 1 u .
g7 (Cn) 12¢,,(12)(R,- B,)+ 5, (44) (D) - =§)%C;D‘ +
1 v, T‘l 1 UT .
i E(Qm;’) {Zggz(lz)(ga_ 23)-'-5(::92 (4’4)(2; ) EZ)% thDt +
1/ w\Ti1l 0
oz(en) 172,49 (2.- B)+4e,, (22)(2,- B )jc;™ +
1 (~ve\T11 0
g (Cn) 1508921 B+, (65)(2, - B )yc”
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onde C.=C -¢, ,C€,=C, ,C,=C  ec =T,c -Tnﬂg:u

B.1.5 Sistema de Equagbes (minimizac&o)

De maneira similar ao caso eléstico, para cada passo de tempo, deve ocorrer o
processo de minimizacdo. Para se obter o valor minimo da média do potencial eléstico

microscopico, procede-se a derivagdo com relacdo aos coeficientes das séries, da seguinte

forma
ﬂz; (QHDt )T (=:t+Dt§t+Dt ) (gHDt )T (=:t+Dt§v,t > 9
e 2-0 (B.15)
=xyz
onde

o \T @&~ \T e \T o \TO_ g i D 4Dt D Dt .
(9 ) _ggx ) (9 ) (C ) g_g:xl C,, o C C - Cy C,, H

vz y =z yl y2

Conforme ja descrito em (A.39)

Cv,t+Dt — Cv,t+Dt E

vt+Dt _ AV, t+Dt
)" =C"E (8.16)
Cv,t+Dt — Cv,t+DtE

Pty 4

Agrupam-se como (B.17) as derivadas em relacéo a QX“)

1) to\T e temt e \T t+0t vt \ O
ﬁ(g ) ¢"Pe™- (&™) ¢ g’>+
2 = =
8 1-|-C'[+U g:
_ 1 T T T T0
= rQE c.A) - (E'g,.A) o
+iafc (L1)B, +c, (44)B}C™ +l2c (12)B +Le (448 Ycr o
4L28=gl =1 =gl =2) — | =gl =3 2=gl =3%_y g
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1 t+Dt 1 Tl t+Dt0
+4L2§ ,(L1)D, +¢,,(4.4)D,} C! +|2(: (12)D, +3¢,,(44)D] yC)" 2

a7 8% (1B g, (448} ClE+} 20, (12)8,+ Je, (44)BIYCT ECH

Rk =n= e = 92 =p="Y" g
e, (2, B)ve,(49)(0,- B} clE+
a1 2.02)(2,- B )+ 5e, (44 (2 - B e e =0
Emrelaggoa C, "
t+Dt +Dt_t+ o \T t+or vt \ O
ﬂ% 2t Dt_tDt (gtDt) gt Dtgt>5_
1.[gty+Dt -
1 T
= e LA - (Ee,La) &

t+Dt

1 1 i 0 oot O
+E§2291(L2)§3+§ggl(4,4)g;\z ct i c,(44)B +4c (2,2)82\69;D‘++

1
4 =1 =g1 = %

X

13 1 0 oo 11 0 o O
*ar g 5 (490, + 56, (ALY 7+ e, (441D, +4g, (22D, 4T 5+

T N T

L2
1% T | U i
-Eg}z_s(u)g +>c.(44)B)y C tE*uSQ (4.4)B, +4c_(22)B, ¥ gfy‘g;
13, 1 0
T V.t
712, (122, B)+3e, (442 - B )y CE
131 0 ~vip
'E{Zggz(44)(D B )+4c,(22)(D,- 52)\6 Cl'E=0
Eemrelagioa C'™
ﬂﬁi el (_:t+Dt_t+Dt (§t+Dt)T9t+Dt§v,t>9
— B g _
ﬂCHDt -
_ 1 T o)
=2 QE ¢uCA) - (ETc,Ga) 2+

"7 g 2% (558, ¢, (668 gc“%}%ggz(s,s)gng (s:6)D.yc:* &
c,(55)8, ¢ e, (55D, +¢ ¢

135
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T

i%ggz (5’5)(21 ) E1)-'-(—:92 (6’ 6)(22 ) Ez)u C\r/T;LE:O

K™ C =M™ (B.18)

K D t+Dt Dy LD
"'ﬁll =12 =13 l:l é(:_x 3
5t+Dt — (E:‘K;Dt _:;Dt _’;;Dtg Ct):;,ZDt — @t;ul:l
- §Et+Dt ;HDt _t+Dt l:I e t+Dt l;l
&31 =3 =33 &3n X 3n) @(;Z qe’” x 1) (B.19)
emM tlm u
6 U
t+Dt A t+Dt -,
M =- gﬂ H E(e x 1)
AM t+Dt -
&3 Et3n X 6)

K" & composta por

KD = ggl (:Ll)El +ggl (4, 4)E2 +(=:gz (1’1)21 +ggz (4’ 4) D

=11 = =2

K™ =2c (1,2)B

12 g1

T (4,4)§;+2292(L2)D e (4,4)D

T
=3 2=gl =3 2=92 =3

t+Dt
=13

t+Dt
K

I
o

=
N

[

T

9
N—
-

N
=
I
—_

t+Dt
K

=22

(44)B +4c_(2.2)B +ic (4.4)D, +4c ,(22)D

= =gl =2 4=92 =2

o
Q
=y

t+Dt
=23

t+Dt
K

=31

t+Dt
K

=32

I
IO o 10 N

K =5c,(55)B, +c,,(6,6)B +1e (55)D, +¢c,(6.6)D

=33 4=91 =1 = =2 4=¢2 =1 =2

M"™ & composta por
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= A (e, - o )-fe, (LB, +c (a4)B) Cr ¢

Yoc (12)B, +2c (44)B]YC! +

) =g3 2= = %:

) {292 (13) (91 ) E1) tC, (4.4) (22 - B, )}T g\rlmt( +

120,020, B)+ e, ()02 - B e

o 1 1 U v,
M =AL (¢, c,)- i 2, 3(12)§3+5293(4 B}y €+
11 u
1 2% (4408, 45, (22)B,y Cy+
1 LT .
126,,(12)(2; - B)+ 56, (44)(25 - B Jy <+
i1 T v
B izggz (4’4) (21 ) El)+4(=:92 (2’2) (22 ) Ez)g gm;[/
11 g
t+Dt _ AT AT v,t
M%=A'G (g, ¢,) 172,(55)8, +e, (66)B,y Ci+

Resolvendo-se (B.18), ficam determinadas as constantes das expansdes, bem como as

expressdes para 0s desl ocamentos periddicos para uma dada deformacéo macroscopica E.

hom,t+Dt

B.1.6 Determinacéo damatriz C

hom,t+Dt

Para a determinagdo damatriz C™ ~, recorre-se a equagao
S =c"™E (B.20)
onde
S = <S_t+Dt> _ <gt+Dt (gm i gv,t)> (B.21)

Prosseguindo-se no desenvolvimento de (B.21) tem-se que
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<gt+Dt (§t+Dt ) gv,t)> - <gt+Dt (1_ Tt)E> + <gt+Dt (g:rDt ) g\,/),t )> (B.22)

(¢ (L T)E) =g & (1 e v, (1 e e

1 4 t) t+Dt 2 t | A0 (B.23)
:EgAf(l- Ti)e ™+ (a0 - A )(2- Ty )™ iE

V =V, +V,: volume dacélula
V, : volume de fibra

onde
V,,: volume de matriz

A, areadefibra

E 0 segundo
t+Dt t+Dt v,t _ 1 ? t+Dt é‘ r‘ t+Dt d;l
<2 (€5 - e )>-\7§2f cooler” ) dvebeg+
e €-r-r
1 é t+Dt é_\ L\ t+Dt I’\ I’\ t+Dt d:l
t—& “c00e, )dydx- gQe, )dydxsg+t
V€ qu P ) rer P ) A
6 a0
- lé}:?tf Dtg(‘)dgp’t)dydx_;g+
v e €-r-r 48]
SR e ol
- 1@‘:’tmm9(‘)(‘)(@E't)0|y0|><- oole;’ ) dyaxg (B.24)
v e eL-L et a
-1& (Acr™+LAC™ +GA c®UE+
gL° €9t \= =x = =y = =z
_iaécnot (A CU+L AC" +G Cv’t)E‘IE+
8L e=f = =i = =y = =fz u—
L eg (A C" +LAC" +GA cvvt)gE
8|_ e=m = =M = =ny = =mz/U—

onde c,.=¢

Finalmente, utilizando-se (B.23) e (B.24) para se resolver (B.21), determina-se,
partindo-se de (B.20) que
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G = (TG (e Ao T

is. (A Ct+Dt+LACt+Dt+GA Ct+Dt)u+
8L e=gl \= =x = =y = =z
L. \ (B.25)
& (actHLAC voACY Jur
8L e=f = =1fx = = = =fz JU
1 4o vt vt vit\(
& (acteLAC +oACH )l
g3 em \= =mx = =ny = =mz /|

B.2 HOMOGENEIZACAO EM VISCOELASTICIDADE (HARDENING)

B.2.1 Caracterizacdo dos materiais

Os materiais da fibra e da matriz sdo considerados, por simplicidade, isotropicos.

Sejam para o caso de envelhecimento as matrizes c(t,t) (¢ (t,t) ouc (tt))

él-n n n 0 0 0O u

é 0

an 1-n n 0 0 0 i
o(tt)= én n 1-n 0 0 0 d (B.26)
=T @n)(1-n)g0 0 0 1m0 0 g '

€o 0 0 0 1-.n o0 U

e u

60 0 0 0 0 1-2y

E: médulo de elasticidade (E,, (t,t ) ou E, (tt))

Onde . coeficiente de Poisson (n,(tt) oun, (tt))

De modo que aresposta el astica instantanea c(t) ( ¢, (t) ouc (t)) pode ser escrita

él-n t n(@) n(t) 0 0 0 u

g nt) 1-n{t) n() 0 0 0

B E(t) én(t) nt) 1-n(t) 0 0 0 4u
o) = (1+n®)(1- 1) O 0 0 1-2@) O 0 3(5'27)

e 0 0 0 0O 1-xmnt o0 U

& 0 0 0 0 0 1-:(g
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E(t): mdulo de elasticidade instantaneo (E,, (t,t) ou E, (t,t))
n(t): coeficiente de Poisson instantaneo (n,, (t,t) oun, (t,t))

B.2.2 Representacdo de ¢" em varidvels de estado

Conforme o item 5.4.2, €' (€, ou €}) pode ser representada na forma incremental

através de um somatoério das varidveis de estado

Kk

g-v,t :gv(t) — é glt —

(t) (B.28)

Qo

q

iy

1

Obs.: parafacilitar a visualizag&o, a notacéo de tempo tera seu tamanho reduzido.

E que sdo definidas como

o P
q

=edq "+ §1 =, 2 (B.29)
a

onde

i: é0oi-ésimo elemento Kelvin da cadeia

_n
YT [0+, (1

ayh™ Yh* ™0 0 00
h® th® ghe 0 0 0 I
Q- ‘?J/hth e
= c; 0 0 0 1h® 0 0 -
¢ 0 0 0 0 Yh® 0

0 0 0 0 0 ]/hiq3t+

h %*: é o coeficiente de viscosidade do amortecedor associado a cada elemento Kelvin

hiql,t
et =- 2
hq3,t — hiqn
)

S_'IZC (e_evtDt)
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Obs.: para cada material existem pardmetros correspondentes para o calculo sgja de

\' <V
. Ou €.

|(D-

B.2.3 Célculode ¢’

A taxa de deformagdo viscosa &” (€, e e ) divide-se de formaandogaa e, de modo

que € escrita como

e’ =E +e’
I (B.30)
g\; :Ef +g.\;p

Tem-se para a parte periddica de (B.30)

€rp =€ Cr +€ Coy +€,Crr
(B.31)
e —eC +eC +eCfZ

= —X_

Sabendo-se que

t

Q’[ Ct:

Smi=m ot l(e x 6)
" (B.32)
t t _ Etf
Qc = |

=t h?il't =(6 x o)

onde | é amatriz identidade

Aplicarse (B.28) e (B.29) sobre (B.30) e (B.31), e organiza-se adequadamente, de

modo que para a parte macroscopica de €, obtém-se

Ly K Kk P- b O t . . Vit- 0
Er=ade=dge" fntE.Dt et (e B (833
i=1 i=1 ﬂ mi ﬂ

Obs.: E=0parat>0
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Considerando-se que E. pode ser escrita como TIE, determinase T!,

simplificando-se E em ambos lados daigualdade

8

K Kk oe- 2 by t
T=8de=agce™ ‘D‘+ et g, (- T (B.34)
i=1 i=1 z mi ﬂ
Em analogia para ;Evf’t , T; secalculacomo
_8 8 &'% Dt & qf.(-) Etf t-Dt 9
- a Oig = a Ge Qg g _qn R Lt (' T ); (B.35)
i=1 |:18 ﬂ fi ﬂ

K e e -2y t o)
Vit o V.t _ o ot _ 9 mi o,t- Dt o ~ -t - vt- Dt by
€n=eCn=a .= q +d-emm, 26 (C-CL%): (B39
i=1 i=1 '] mi 2

Considerando-se que g™ é fungdo de gx, € possivel simplificar esse termo de

ambos os lados da equacao. Portanto, de (B.36) escreve-se que

T E [t -v,t—Dt(._j
e g +§1 e m«nm. ,(Qx-gmx )= (B8.37)
Q

Em analogia a (B.11) e (B.12), para as demais componentes de e" calculase

(equacdes (B.38))

vt & & $'qg R q 0 E:n it vt-Dt 0
gmy:agmyi:a(;e mgmyl +cl- e "‘-thqlt(g 'me ):
i=1 =1 p

y K K .- & e e\ O
Cn=Ad =4c™qd" +§ eqm-0|m qut(gtz-gniu)j
i=1 |=18 ﬂ

& K et & -20 g, o\ 9
Ch=8d, =8 %" d +ql-e" g, (¢l ¢%):

i=1 |:18 8 P f 5
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vt & & ae.(% t- Dt & '(%6 Etf .t - v,t- Dt 0
ny :agm =a ‘e f'gfyi +Cl- e f':qfihqn (gy-gfy ):
i=1 i=18 P i p

e e 20 S

- N Vit-Dt\ L
-~ +Cl- e%ZQﬁW(gz'gfzt )_
g )

B.2.4 Vadorinicia parag’ (t=t,,)

O sistema estudado se encontra em seu estado inicial sem tensbes ou deformactes

iniciais, portanto € correto afirmar que €' (to) =0. Imediatamente apdés o momento de

aplicacdo da carga, considerando-se como exemplo um caso unidimensiona (e um elemento

Kelvin), tem-se paraataxainicial dadeformagdo viscosa
gVt =S (B.39)

E para o caso tridimensional (modelo standard)

Et0+
g-v,to+ — 9’(0+S_to+ — et0+ (B.40)

- hqutm -

O desenvolvimento de (B.40) com uma cadeia de elementos Kelvin para cada um dos

materiais conduz avaloresiniciais para (equacoes (B.41))

Ko & E
tor = o0 =
Tm a 9mE| hqlt0
i=1 =1 mi
k Etm
to - [o) to - [o)
Tf a ngI a R 9to
i=1 i=1 fi
Cv,to _ CI)( tor _ k %E:T? t0+¢
=mx T a_ gmxi - a_ gh alte, —X <
i=1 = mi [}
CVIO = g for — $ wE:T:H to+c.)
—my 2_9”'}" ia_ighql'tm y _
= = mi (]
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Vige _ & to, _ & &E:ﬁ* to,,c,)

L A 9 =a qitg, =2 =

i=1 i=1 hm- 0 [}

te, ..

CVIW _2 tor — $ LES tmg

~fx = a gm - a qlty, —X +

. . 1t O 0

i=1 i=1 ¥h ¢ p

e ..

Cv,to _ & tor — = t0+9

=Ty a_' gfyl a_' hqlvto =Y =+

i=1 i=1 fi z

K k Lo o)

Vilor _ 8 o, _ 0 f tor -

sz - a qf; - a qlt _zm -
— Lo

i=1 i=1 hﬁ I}

B.2.5 Expressdo para potencial elastico

Conforme (5.44), a expressdo a ser minimizada para 0 caso viscoelastico com

hardening € (considerando-se o calculo incremental no tempo)

¥ v (g-HDt) :%(e.tmt z )T gt+Dt (e-t+Dt ) e.v,t)
(B.42)

2

==(e e e e

o
o

_ 1(-t+Dt)T t+Dt . t+Dt (.v,t)T t+Dt . t+Dt

onde ¢ =c(t+Dt,t+Dt)

As integrais para a resolucdo de (B.42) ja foram definidas em (A.31) e (A.32).
Comparando-se com o processo de softening, a diferenca se da apenas no fato de se utilizar a

formulacdo em taxas. Desse modo (B.42) pode ser escrita como

<%(e.t+u)T(=:t+Dte.t+Dt_(e.t+Dt)TCt+Dte.v,t>:iA éETE E%"'%ETE

D[+ET9 EéC:ty+Dt +ETC GACI+DI)+

X =gl==— =gl=="17

- t+Dt

(

2 (e0) {e, (0B, e, (44)B ) 1+
(
(

TU - t+Dt

REALN 1
Qt Dt) {12 (1’2)234-5291(4’4)23%23’ *

"1 -
) izggl(“"‘)él +4c (2,2)B \Zc‘ ™

=2y =Y
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=+

+

t+Dt

(4’4)21"'429 (22)D, EC +

=+

y

t+Dt

gg2(5’5)21+g (6 G)D%ICZ +

=+

+—E'c ACh +— E'c LAC +iEc GAC” +

4L2_ =g2=—""Tx 4L =g2==—"Y 4L g2=—=——""me

- E e MG L LA L Ec GAC"

-4—1L2(C§) {gga(Ll)§l+c (4 4)B}CtX+Dt+

- 4—1L2(Q?’§ )T {l 2c ,(12)B, +%ggs(4 4)B; %’g;“ +

() |25, 0208 L, (e 0ger €7

- 4—1L2(Q“)Ti:;11g93(4,4)§1 +4c (2,2) Bzgc‘y*” +

(i) Pae 698, +c, (eom.ger +

(e (e 0n(e, B) e, (49 (0, ) €

len) e, 0(0- ) S, (a0l )

(e 122, 02)(n,- B)+3e,, (44)(2) - g;)g "
|

- len) el - B) e, 22)(0,- B)E

e (C) Higa(e9)(n- B) e (68)(2, - BJjC”
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B.2.6 Sistema de Equagdes (minimizacao)

De maneira similar ao caso eléstico, para cada passo de tempo, deve ocorrer o
processo de minimizagdo. Para se obter o valor minimo da média do potencial eléstico

microscopico, procede-se a derivagdo com relacdo aos coeficientes das séries, da seguinte

forma
T T 0
ﬂii(gwu) gt+Dt§-t+Dt_ (Q-HDI) gt+Dt§-v,t>2
0D 2-0 (B.43)
1,
onde
+ + T + <
”) gc”) _tD‘ (Ct Dt) SEELT T e ™ e
Conforme ja descrito em (A.39)
\)/(,t+Dt :g\)/(HDtE
¢, =¢"E (B.44)
QZ’HDI _gvt+DtE

Agrupam-se como (B.45) as derivadas em relacéo a Ct+Dt

ﬂz; ((_éHD[ )T gt+ug-t+tl i (g.wtx )T gt+Dr gvt>9

ﬂ:
e

1 "0,

4|_28E99£\) (E(—:gé)g

1 D] 1 o0
* oz q o (DB, (44)BfC7 4120, (12)B,+5c, (44)Bgc;
1 St+Dt | 1 +D‘0
+4|_2§T ,(L1)D, +¢,,(44)D,} ¢, +i2e,(12)D,+ ¢, %_‘y %
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4L2
1 T vt
} E{Egz (:Ll) (21 ) 21)+g 2(4’4)(22 ) Ez)} gme-l-
1 3

l
) E% 2(=:gz (:L 2) (23 ) Es)

=g3

ET (LB, +c (44)B) ¢ E+120 (12)B, %g (4,

1 U -~v.
2% (44(D;- BJyC, E=0

~ - t+Dt
Emrelacioa C,

ﬂ3< t+Dt Ct+Dt 4Dt (e-t+Dt) Ct+Dtevt>0

ggl (4! 4) El + 4C

=3 2:

EemrelacioaC,

ﬂz; (g-t+Dt )T gt+Dt§-t+Dt ) (g.t+Dt )T gt+Dt§-v,t>9

t+Dt

fic

z

,(6:6)D

2

4)B] gg

e

<, (4.4)D, +4c (22)D,yC

i

fy

c

E.

o
e
2

t+Dt6
z =+

+

147
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|

el 2e. (690 ) e (eol(o, B )f clemo

Reorganiza-se (B.45) e concatena-se as matrizes na forma de um sistema

ﬁﬁ'D{Q MH’EI (B.46)
v CY e MU sdo dados por

éKt+Dt Kt+Dt Kt+Dt u éc-:t+Dt u
é:ll =12 =13 L’J é_x |:|
Kt+Dt — éKt+Dt Kt+Dt Kt+Dt l:l Ct+Dt — éCHDt l]
= é=21 =22 =23 l.,] —Xyz é—y |:|
Ay t+Dt t+Dt t+Dt ~, ~AAUDE
K™ K K &
31 =32 =33 Usnx Sn) e L(gn X 1)
(B.47)
éM"™u
t+Dt _:- Dt -, u
+Dt _ +
M =- ?ﬂz U E(e x 1)
U
t+Dt -
8&3 Ek3n X 6)

K" & composta por

=11

K& = (1,1)5 e, (44)B, e, (1L1)D, +ggz(4,4)22

K™ =2c (12)B +ic (44)8) +2¢,(12)D, +2¢,, (4.4)D]

=12 =gl =3 2=gl =3 =g2 = 2=g —

t+Dt
K

t+Dt
K

=21

I
o

=
N

I
—_
[

¥
Q
~—~——
—

o =2c (44)B,+4c (22)B,+>c (44)D, +4c (22)D,

N
NS
Il
Q
=y

t+Dt
K

=23
t+Dt

=31
t+Dt

=32

Ko™ =Tc (558, +c,(66)B,+c,,(85)D, +c,,(66)D,

=33 4=gl =1 =g 4=gz

I
|~ IO IO 110 N
]

M"™™ & composta por

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



149

M= A" (c e ) fe, (LB, +e (44)B) Cl+

fx

-lac (12)B, +;c (4.4)B]YC" +
|

e, (0o, 8) v, (4o, -8 ) ¢+

J2e,(L2)(0,- B,)+ 2, (44)(] - EZ)%Q:L

12, (12)(D §)+—gg2( (- gy e
N .. T
LD, B)+ac, (22)(2,- B €
N . T
M =8 (g, 8] {58 698 g (600E) )+

Resolvendo-se (B.46), ficam determinadas as constantes das expansdes, bem como as

expressdes para os desl ocamentos periddi cos para uma dada deformagdo macroscépica E.

B.2.7 Determinag&o de C™™™

hom,t+Dt

Para a determinagdo damatriz C™ ", recorre-se a equagao
§t+Dt — ghom,HDtE (B48)
Derivando-se (B.48) com relagéo ao tempo, considerando-se que E seja constante

ghomt+Dt (B49)
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onde §"%=(s"*)= <g+m (e g“)> (B.50)
Prosseguindo-se no desenvolvimento de (B.50)
(e (e e ) =(c™ (- T)E)+ (e (e - €F)) 55
De modo que o primeiro termo apds aigualdade seja

<=t+Dt( Tt) > 1&/ Ct+Dt +V Tt t+DtuE

Ve (B.52)
=- ieA T (47 A )Trc P UE
42 ¢€ =m u-
V =V, +V,_: volume dacélula
V, : volume de fibra
onde
V,,: volume de matriz
A, areadefibra
E 0 segundo
1€ x|
CH’D g-t'H) _ g~V,'[ :_g:'[*'u é\ e'[+|1 dde_u+
(" <) Ve 30( ) ol
€ o & [t
+iéA(=:tthg(‘)(‘)(gtpD‘)dydx- de‘u)dydx_u+
v e €e-L-L 2
1 é t+Dt é\ r\ A OJ
-—& 00\€, )dydx=g+
Ve g.r.cr{ /) o
é + % L V, j V. d:l
i \%éé;tm“gc‘)dgpt)dydx o er') dydx (B.53)
e e-L-L r-r a
_ 14 t+Dt t+Dt At
EE ggal(é € +LAL +CA gz )QE+
1 t+Dt vt v,t v,t u
-8L3 &f (égfx-i-l_égfy-'-(;: gfz)gE+
1 &4 t+Dt( vt A v,t)u
+—¢& + + :

onde ¢ =c¢™-¢
=g1 =f
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Utilizando-se (B.52) e (B.53) para compor (B.50), determina-se, partindo-se de (B.49)

que

- hom,t+Dt — 12 éAfotCt+Dt+(4L2_ Af)TrLCHDt';‘I"'
4 =m

=(6 x 6) 12 € =f a
1 ;4 A t+Dt DX Aty
ok (ACT A LAC vea C

(B.54)

e (At sLAC +aACY U
BUET \EZn =2y T L

s 2 éc““(A C+LAC" +GA C”)U
gl Em \B=Zm "0y TR

Finamente, para determinar-se C"™™"™ , integra-se (B.54) de acordo com 0 passo de
tempo

homt+Dt __ Chom,t + = hom,t+Dt

=(6 X 6)

Dt (B.55)

1o

Sendo que gh"m’“’ é obtidaem elasticidade paraoinstante t =t .

Aplicacdo da Teoria da Homogeneizagdo em Materiais Compdsitos Viscoel asticos



Apéndice C — Modelo em elementosfinitos

para compar acao deresultados



153

APENDICE C - MODELO EM ELEMENTOSFINITOS PARA
COMPARACAO DE RESULTADOS

De forma a serem verificados os resultados obtidos pela formulacéo apresentada no
presente trabalho, foram realizados testes em modelos simplificado por elementos finitos do
composito unidirecional. Assim, foram obtidos os termos de sua matriz constitutiva, tanto em

€l asticidade como em viscoel asticidade sem envel hecimento.

C.1 GEOMETRIA DOS MODELOS

Buscou-se compreender o efeito da periodicidade das células elementares em um

composito real, de acordo com a geometria dos seguintes model os

EF 1 — A célula bésica é diretamente submetida aos carregamentos e vinculagdes necessarias
para a obtencdo dos termos da matriz. A maha é estruturada e 0 nimero de elementos é

definido a partir de uma varidvel N. Na figura 58, como exemplo, o valor de N é 2. Isso

significa que cada um dos elementos destacados s30 divididos en N°® =8 elementos finitos.

Para esse modelo, o nimero de elementos finitos é 9N>.

motriz

fibra

Figura58 —Modelo EF 1
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EF 2 — Neste modelo (ver figura59), a célula basica é cercada por uma camada de células. As

tensdes sdo medidas na célula central, entretanto, os carregamentos e vinculagdes sdo feitos na

superficie das células exteriores. O nimero de elementos finitos é 243N°.

% 77

-

Figura59 —Modelo EF 2

EF 3 — Conforme a figura 60, a célula bésica é cercada por duas camadas de células. Como no
modelo EF 2, as tensdes sdo medidas na célula central, enquanto o0s carregamentos e vincula-

coes sfo feitos na superficie das células exteriores. O nimero de elementos finitos € 1125N°.

Figura 60 —Modelo EF 3
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C.2 DETERMINACAO DOS ELEMENTOS DE gh"m

O acréscimo de camadas de células ao redor da célula central permite aproximar-se o
efeito de um carregamento periddico sobre esta ao aplicar-se um carregamento macroscopico
na superficie das células externas.

A fim de se obter a matriz de rigidez do compésito, sdo impostos deslocamentos

unitérios adequados nas faces externas de cada modelo.

Observando-se a equacédo (2.54) naformavetorial

€S,0 &Crm CcPm o chm 0 0 0 UEE
€ u S hom hom hom ue, u
&Swu oo Com Con 0 0 0 g,
&s,u & Coy Cp 0 0 0 U u
e “u=é hom ué_"u (C.1)
ey @ 0 0 Gy 0 0 Ry
&S.U D0 0 0 0 Coe 0 USE U
€& U € hom Y€ U
@SVZQ @O 0 0 0 0 Cyzyz Q@Eyzg

hom

E simples perceber-se que os elementos de C™" serfio as tensdes macroscopicas

medidas para as correspondentes deformagdes macroscopicas unitérias.

- Para E,, =1 e as deformagOes restantes iguais a 0

Cl=Cly =C™ (1) =C™(22) =S,
Cpm=Clon =C™ (21)=C™ (1.2) =S, €2)
Com =Cpm =C =Cm =C™" (31) =C™" (1,3)=C™™" (32) =C™" (2.3)=S,,

- Para E,, =1 e as deformagdes restantes iguaisa 0

Cltp =Cliy =Gy =Cly =C™ (1.8) =C™ (31)=C™ (2,9 =C™" (32) =S

N (o%))
Chm=c"™(33)=S,

- Para E,, =1 e as deformagOes restantes iguaisa 0

Cpm=C""(4,4)=S (C.4)

Xy
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- Para E,, =1 e as deformag0es restantes iguais a 0

C;]Z(::: — C;;yrg - Chom (5’5) :ghom (6, 6) — sz (CS)

C.2.1 Cdculode s

Conformejafoi visto em (2.6), S éamédiavolumétricade s nacélula unitaria. Essa

meédia pode ser calculada a partir dos valores da superficie dacelula. Seja s

s =div(xAs) (C.6)
Pois
div(>_<As) grad (x)>s +xA div(i) (C.7)

Como grad(x)=1 e div(s= ) =0 a equacio (C.7) corresponde a (C.6). Para <s= >

através do teorema de Green

<s=>:\%(‘}:liv(1<As=)dV:\%dl<As)m ds (C.8)

Na figura 3, pode ser visto pela antiperiodicidade de s >n que s (X)n=-s (x')>q’

para cada uma das faces da célula elementar.

Aplicando-se  (C.8) & faces perpendiculares a x (X' =[L y z] e

xT=[-L y Z])

1 1Lt eLi L€ Ld
le(Ai)m e (‘)Oéy“A (s ><n)dyd2+ = (‘)Oe uA (s ><n)dydz
N X -L-LAa 7 z
8zf e g (C.9)
1 L L él 0 Ol;]
_ 1 U
et g0 0 0g
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Resolvendo-se por similaridade para as faces perpendicularesa y e z, <s= > pode ser

finalmente escrita

L 9n 0 0d L L€ s, Od
<s>:— AC 0 OYdydz+— OO0 s, OYdxdz+
= ar Q0gE e ez 00 7
] S
?13 \g g) 23 g (ClO)
1t L €0 0 s,50
+?@‘go 0 szsgdxdy
_L_Lg) 0 sz
ou sga
1 L L
S, =—— QCP u dydz
11 4|_2_L_L 11
1 L L
Sy =—— OCF » Uxdz (C.11)
SL-L
1 L L
Si == OCF s dxdy
33 4|_2_L_L 33
1 L L L L
§12:E OCF 1 dydz > OO 1. dxdz
-L-L L-L
1 L L L L
S13 7 008 1s dydz > OCF 15 dxdy (C.12)
4L L-L L -L-L
1y 155
223 =2 (L)(?s 2 Oxdz B _(L)_L 2 Oxdy

Para fins préticos, deve-se ter atencdo ao fato das tensdes de cisalhamentos
macroscopicas serem calculadas com modelos que somente aproximam as condicBes de

periodicidade. Desse modo, as igualdades mostradas em (C.12) ndo ocorrerem perfeitamente

(exceto para S;, devido asimetria).

As expressdes em (C.11) e em (C.12) representam as médias, nas faces externas
correspondentes da célula central, das tensbes indicadas. Esses valores sdo determinados

diretamente pela média dos val ores nodais das tensdes cal culados.
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C.2.2 Carregamentos macroscopicos

Como foi visto anteriormente, os modelos s@o submetidos a quatro tipos de

carregamento: dois de tracéo (ou compresséo) e dois de cisalhamento.

C.2.2.1 Tragdo unitarianadiregdo x (E,, =1) enadirecdo z (E, =1)

De acordo com a figura 61, somente o deslocamento macroscépico nadirecdo x deve

ser diferente de zero. As demais direcdes perpendicul ares as faces sdo restringidas.

Figura61 — Tracdo unitarianadirecdo X (E,, =1)
onde E_ = V- 1
Lm

Para atracdo nadirecdo z, o carregamento unitério é aplicado na diregdo longitudinal
as fibras de maneira andloga ao mostrado na figura 61 para a direcdo transversal.

Georg Koval Junior. Dissertacao de Mestrado — Porto Alegre: PPGEC/UFRGS, 2003



159

C.2.2.2 Cisalhamentos unitarios (E,, =1 e E,, =1)

Lm

- U Ln

Lm

<

onde E,, =£:1 ou E, =
Lm

Obs. 1. As figuras 62 e 63 sG0 coerentes somente para a Situacdo de pequenas

deformacoes.

Obs. 2: Como aspecto prético, utilizou-se um material muito rigido solidarizado ao

model o para se aplicar os deslocamentos nos cisal hamentos.
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