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RESUMO 

Uma quantização consistente da cromodinãmica num gau 

ge axial completamente fixado é realizada usando o procedimen 

to de quantização por parênteses de Dirac. Os resultados cen-

trais são: A translação de parênteses de Dirac a comutadores 

a tempos iguaiS é possível, sem ambigüidades, devido ã ausên-

cia de problemas de ordenamento. Todos os comutadores a tem 

pos iguais são compatíveis com os vínculos e condições de gau 

ge valendo como identidades operatoriais fortes. Todos os co-

mutadores a tempos iguais são compatíveis com os campos cromo 

elétricos, cromomagnéticos e fermiõnicos anulando-se no infi 

nito espacial. Os potenciais de gauge coloridos A ° 
 ,a , A l m a e  

A 2'a  apresentam um comportamento fisicamente significativo, 

embora do tipo gauge puro, em x 3  = ±-,conforme exigido pela 

presença de um conteúdo topolõgico não-trivial. A invariança 

de Poincaré é satisfeita sem introduzir potenciais quanto-meã 

nicos "extras" no Hamiltoniano. O determinante da matriz de 

Faddeev-Popov não depende das vari-a- veis de campo. 



ABSTRACT 

A consistent quantization of chromodynamics in a 

completely fixed axial gauge is carried out by using the Dirac 

bracket quantization procedure. The main results are: The 

translation of Dirac brackets into equal-time commutators is 

possible, with6ut ambiguities, because of the absence of 

ordering problems. All equal-time commutators are compatible 

with constraints and gauge conditions holding as strong 

operator relations. All equal-time commutators are compatible 

with chromoelectric, chromomagnetic and fermionic fields 

vanishing at spatial infinity. The colored gauge potentials 

A o,a , A
l,a and A 2  'a  are seen to devei op a physically significant, 

although pure gauge, behavior at x 3  = ±=, as required by the 

presence of a non-trivial topological content. Poincare 

invariance is satisfied without introducing in the Hamiltonian 

"extra" quantum mechanical potentials. The determinant of the 

Faddeev-Popov matrix does not depend upon the field variables. 
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I. INTRODUÇÃO 

1.1 Motivação  

Existem duas maneiras alternativas 	para quantizar 

uma certa teoria: o método operatorial ou o formalismo da in-

tegral funcional. Consideremos em primeiro lugar alguns dos 

problemas com que nos defrontamos ao quantizar uma teoria de 

campos de gauge não-Abelianos pelo método operatorial. 

I.1.1 Problemas da quantização operatorial  

a) Problema da escolha de um gauge confiavel - Para ilus 

trar este problema consideremos algumas das condições de gau-

ge mais utilizadas na literatura: 

- O gauge de Coulomb [1] -Hoje em dia sabemos que a condição 

de Coulomb não fixa totalmente o gauge no caso não-Abeliano. 

Este fenameno é conhecido como ambigüidade de Gribov [2,3] 

e indica 	a presença de campos intensos na teoria 	(p. ex., 

instantons [4]) os quais por sua vez refletem o conteúdo to 

polõgico não trivial da mesma [5]. 

- O gauge de Lorentz -A nosso conhecimento não existe uma quan 

tização operatorial consistente neste gauge para campos não-

-Abelianos. A única quantização consistente no gauge cova-

riante tem sido feita através da integral funcional. Algumas 

indicações de como proceder a nível operatorial foram dadas 

por Fradkin e Vilkovisky [6]. Entretanto, o gauge de Lorentz 

também esta afetado por ambigüidades de Gribov [3]. 

- O gauge temporal -A condição de gauge temporal não fixa com 
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pletamente o gauge; a fixação completa do gauge temporal é 

incompatível com a -álgebra dos comutadores básicos a tempos 

iguais. Além disso, no calculo de certas quantidades inva-

riantes de gauge tais como o loop de Wilson, o resultado que 

se obteve para esta quantidade a nível operatorial não coin 

cidiu com o resultado obtido a nível da integral funcional 

no gauge covariante [7]. Esforços tem sido realizados para 

melhorar a situação dentro do formalismo operatorial e a ni 

vel perturbativo [8]. Por outro lado, o Hamiltoniano em ter 

mos de variãveis independentes o..-titio por Goldstone e Jackiw [9] 

para a teoria SU(2) de Yang-Mills é de duvidosa utilidade de 

vido ã sua grande complexidade. Além do mais, o tratamento 

de Goldstone e Jackiw sia vale para o grupo SU(2). 

- O gauge axial  -A quantização neste gauge tem sido realizada 

com uma condição (A 3'a  =0) que não fixa totalmente o gauge. 

Isto levou a inconsistências as quais foram detectadas por 

Schwinger [10] em 1963. Este problema é discutido no item 

1.2, logo adiante. 

b) Problema da escolha de uma prescrição de ordenamen-

to -Em primeira quantização, o tradicional problema de orde-

namento  que em geral ocorre dá-se ao nível do operador Hamil 

toniano que descreve o sistema. Por exemplo, o Hamiltoniano 

clássico que descreve uma partícula livre em coordenadas cur-

vilíneas arbitrárias é rs(r."
), 

s
Além disso, o fato de tra -  

balharmos em coordenadas curvilíneas exigem a presença de um 

potencial adicional quanto-mecanico de ordem M 2  no Hamiltonia 

no. Este é o chamado problema de cartesianidade  estudado com 

generalidade a nível operatorial por De Witt [11] em 1952. 

Em teoria de campos, o problema de ordenamento pode ocor 
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rer não somente a nível do operador Hamiltoniano mas também a 

nível dos comutadores básicos a tempos iguais (CTI's). Neste 

caso o problema é mais delicado porquanto para se construir 

os geradores das simetrias (externas e internas) que a teoria 

possui é necessário escolher, com algum critério, uma prescri 

ção de ordenamento ao nível dos CTI's. Por exemplo, no caso 

das teorias não-Abelianas no gauge de Coulomb [1] os CTI's apre 

sentam problemas de ordenamento, exigindo assim ã adoção de 

uma prescrição definida. Claramente, a forma do Hamiltoniano 

quântico e do termo de potencial adicional (pois as coordena-

das no gauge de Coulomb não  são cartesianas) dependem dessa 

prescrição. E claro, espera-se que os resultados físicos inde 

pendam da prescrição de ordenamento escolhida. Não é demais 

ressaltar, entretanto, que seria altamente desejável encontrar 

um gauge confiãvel e livre de problemas de ordenamento e car-

tesianidade. 

c) Problema da obtenção de um formalismo perturbativo  - 

Na situação não-Abeliana, a construção de um formalismo per 

turbativo para o cálculo das funções de Green da teoria não é 

simples em termos de variáveis vinculadas. Deveria ser simples 

em termos de variáveis independentes. Entretanto, a inexistên 

cia de um gauge natural  característica das teorias não-Abelia 

nas, complica em muito o problema de formular estas teorias 

na representação de interação. 

1.1.2 Vantagens da quantização operatorial  

a) Detectar diretamente os problemas de ordenamento 	e 

cartesianidade e, quando possível, resolvê-los. 
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b) As condições de contorno satisfeitas pelas 	coordena 

das da teoria aparecem como um resultado da formulação. 

1.1.3 Problemas da quantização funcional  

a) A quantização funcional não detecta diretamente 	os 

problemas de ordenamento e cartesianidade. Em geral, para ob 

ter uma quantização funcional correta devemos começar utili-

zando coordenadas cartesianas. Caso se deseje utilizar coorde 

nadas curvilíneas, deve-se realizar cuidadosamente, conforme 

mostrado por Gervais e Jevicki [12], a transformação canõnica 

de ponto ao sistema de coordenadas desejado. Em conseqüência, 

na formulação quãntica de campos de gauge não-Abelianos pela 

integral funcional devemos estabelecer inicialmente qual e o 

gauge no qual as coordenadas da teoria são cartesianas. O pro 

blema é que não existe critério a priori para saber se as co-

ordenadas definidas num determinado gauge são cartesianas. A 

filosofia prãtica de anãlise da teoria não-Abeliana em di e-

rentes gauges exposta por Christ e Lee [13,14] leva em conta 

este problema: Os autores partem de uma integral funcional es 

crita sem ambigüidades no gauge temporal no qual se supõe que 

as coordenadas são cartesianas; outros gauges são alcança 

dos mediante uma transformação canCinica de ponto. Note-

-se que o problema de ordenamento estã embutido na integral 

funcional através da particular regra de ponto (ou discretiza 

cio) que se utilize. Christ e Lee [13], bem como Gervais e Je 

vicki [12], usaram a regra de ponto médio a qual corresponde 

ao esquema de ordenamento de Weyl. Entretanto, conforme mos-

tramos em dois trabalhos [15,16], podemos utilizar igualmente 
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uma regra de ponto arbitraria. 

b) As condições de contorno satisfeitas pelas coordena-

das da teoria não aparecem como um resultado da formulação. Co 

mo se sabe, na integral funcional as condições de contorno es 

pecificam a coleção de funções sobre as quais é feita a inte-

gração. O problema é que não ha forma de saber, a nível da in 

tegral funcional, quais são as condições de contorno adequa-

das ã teoria num certo gauge. As condições de contorno são co 

locadas "ã-  mão" na teoria, usando-se a intuição física. 

1.1.4 Vantagens da quantização funcional  

A principal vantagem é a simplicidade e automaticidade  

na obtenção de uma forma perturbativa para as funções de Green 

da teoria. 

Com base no exposto, a razão de optarmos por uma quanti 

zação operatorial das teorias de gauge não-Abelianas prende-

-se ao nosso desejo de detectar e resolver os problemas de or 

denamento e cartesianidade da QCD (cromodinâmica quântica) co 

mo parte integrante de um programa de obtenção de uma formula 

cão quântica consistente. Este programa de obtenção de uma for 

mutação consistente liga-se organicamente ao problema de en-

contrar um gauge confiavel e implementavel a nível quântico. 

Neste sentido, a escolha do gauge axial completamente fixado 

que denominamos superaxial decorre do fato que este gauge, o 

qual não é compactificavel [3],permite uma eliminação completa e 

sem ambigüidades da liberdade de gauge e, além disso, é imple-

mentãvel a nível quântico. No proximo item, colocaremos o pro 

blema da quantização operatorial das teorias de gauge não-Abe 

lianas no gauge axial. 
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1.2 Quantização Operatorial de Teorias de  Gauge Não-Abelianas  

no Gauae Axial  

A proposta de quantizar a teoria de campos de Yang-

-Mills acoplados a férmions massivos com grupo de gauge SU(N) 

(a cromodinãmica, para simplificar) descrita pelo Lagrangeano 

de ordem 

ce   ̀1 	
( ifrf 

onde 

2 

Utr 	141r 
I) 	E 	2 — 	/ A41  \ A a".  

 

no gauge axial A
3 
'a =0, foi levantada em 1962 por Arnowitt e 

Fickler [171. Como é sabido, as equações de Euler-Lagrange que 

seguem de (1.1) podem ser agrupadas em duas categorias distin 

*
Os A

a 	 2 
(a =1,...,N -1) são os potenciais de gauge na representação adjunta 

V 
de SU(N); os 1Pu(u=1,...,N) são os campos fermi6nicos (de massa m) na re 

presentação fundamental cujos geradores, os Xa/2, satisfazem [X
a
,X

b
] 

= 2ifabcX
c
. As 

fabc's 
 são as constantes de estrutura do grupo e g e a 

constante de acoplamento. Nossa métrica espaço-tempo õ g = -g =-g = 
o o 	1 	22 

= -g33  =4-1, guv  = O se u v. Índices de Lorentz gregos (latinos) vão de 

O a 3 (de 1 a 3). Soma sobre índices repetidos de Lorentz e/ou de cor 

sempre implicada. 



rrt)1f= o  

o 
2 

7 

tas (Tra  E ab/â(A P'a) = 
1.1 

(i) Equações de movimento 

(ii) equações de vinculo 

71" 	o 
o 2 

	

D1413-17- 	o 0- 

	

J 	j  = 

0.5.4) 

a 

(/.5 ) 

(1.6) 

(?.4a) 

(1.7 b) 

onde 	(Tr 	E â17/“ 
o 	

= iTY() ) 

(4.8) 

A idéia bãsica de Arnowitt e Fickler [17] foi a de, lançando 

mão das equações (1.7) e da condição de gauge A''a  = O, elimi 

nar as variãveis (dependentes) A °'a  e Tra  e trabalhar apenas 
3 

com as variãveis independentes restantes. A simplicidade do 

tratamento da ref. [17] transparece na estrutura cananica pa-

drão dos comutadores a tempos iguais (CTI's) não nulos da teo 

ria 



'

A. 	A 
4‘73 "aj 

v- 	7 	(. 1.41)- 	3 ) 
14-  ( 	-TT 	) 	 d 

onde o "chapéu" denota operadores de campo quãnticos. 	Entre- 

tanto, conforme assinalado por Schwinger [10] e mais recente-

mente por Mandelstam [18], esta quantização apresenta o proble 

ma de que a eliminação de -,Ta3  a partir da Lei de Gauss (1.7b) 

e incompatível com a condição de energia finita 

Ti C A-°x1  x 2  X 3  ) 	 O 
3 

/ 

que deriva da expressão do correspondente Hamiltoniano quãnti 

c o 

=-""j C 	
•?, 

eex L (?..5) J -t- losil-ivo (1.12) 

De fato, tomando (1.7b) operatorialmente para A
3 
'a =0 e supon 

do que, com x3a --, 0, 11) -)-0er O suficientemente 

rãpido, encontra-se [10,18] 

n0. 	 ^a too 
o( 	j 	Oi  A. 	■■ a" 

"ar()X140) 7Thrt5/^ ce) = 3Lb (1) 71-̂  tol 	 (5113) 
o 	.z ; 	 / 

3 	 3 
—00 

A incompatibilidade de (1.13) com (1.11) decorre da impossibi 
O 	1 	2 

lidade de tomar e (x ,x ,x ) =0 como identidade operatorial 
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neste caso de fixação incompleta do gauge. Realmente, 	calcu 

lando a ação do operador s2 =11 dxidx oa(x°  
,x1,x,\ 

witx  
R,"0,x1,x2, 

) 	 ) so 

bre os campos bãsicos (ver (1.9) e (1.10)) 

[I A 	A  ] 	
a 

A c(;,,," 	= 	(x) e(XxX 2.) 
, 	, 

07  

C 7T (x) 	= ac12 colz e(),-,x,A)7T (x) 

tA 	 a_ 

[ 1)1' 	
2 	

— 

,:xit ir A V 

(x) 

n  

.17r [ 	tt()-5) 

	 `L o 1 	/I V- 
= 	e(X j X", X ) 	(X)( 	64.  

//1"-  

vemos que os operadores Q
a 
 (x

o 
 ,x

1 
 ,x

2 
 ) são exatamente os gerado 

res de transformações de gauge independentes de x 3  os quais 

representam a liberdade de gauge residual da teoria [10]. Exis 

tem duas maneiras alternativas de tratar este problema: 

(i) Pode-se tentar quantizar a teoria em um gauge 

axial completamente fixado, i.e., completar primeiro a fixa-

ção do gauge e então quantizar. Obviamente, a eliminação da 

a 
liberdade de gauge residual permite impor 151 x

o 
 ,x

1 
 ,x

2 
 ) = O de 

modo consistente. Os trabalhos de Yao [19] e de Chodos[20] apon 

tam nessa direção mas eles não resolveram o problema. Na fixa 

ção de gauge de Yao [19] a condição de gauge axial A''a  =0 é" 

relaxada para pontos localizados em x 3  = ±= e lã substituída 
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por uma condição de gauge do tipo Coulomb*. Entretanto, como 

jã assinalamos, as ambiguidades de Gribov [2,3] que permeiam o 

gauge de Coulomb tornam insegura esta técnica para teorias de 

gauge não-Abelianas (no gauge de Coulomb, as condições de con 

torno não são suficientes para fixar completamente o gauge [2,3]). 

Por outro lado, a fixação de gauge de Chodos [20] leva a CTI's 

que não são compatTveis com intensidades de campo anulando-se 

no infinito espacial. Como conseqüência, a existência do con- 

junto inteiro de geradores de Poincaré não pode ser estabele 

cida
**  

(ii) Pode-se optar por desistir da condição 	(1.11) 

como uma identidade operatorial e substitui-la por (ver (1.13)) 

[22,18] 

A AL 

Tr , 	 4 Z 3 

3 x,x,  

,,o, 

	

( xe'xix') / 	() 

Neste tipo de formulação, com a condição (1.15b) 	pretende-se 

separar o setor fTsico do espaço de Hilbert. Entretanto, esta 

condição coloca imediatamente em pauta o problema não-trivial 

[18] de encontrar o estado de vãcuo físico 10> da teoria, com 

energia e norma finitas (o vãcuo "vestido"), que de fato exis 

ta satisfazendo 

* 
Um procedimento similar, porem com a condição de Coulomb num ponto pró- 

prio, foi seguido por Christ, Guth e Weinberg em sua formulação de gau-

ge axial da teoria de Yang-Mills clássica acoplada a campos escalares 

de Higgs [21]. 

** 
Chodos, entretanto, sugere a possível necessidade de um termo tipo po- 

tencial adicional semelhante ao obtido por Schwinger no gauge de Cou-

lomb [1]. 
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Gl. 

£xoxix2)10> 	o 
, 

e a partir do qual se possa calcular valores esperados de ope 

radores [23,14]. Conforme discute Mandelstam [181, este problema, 

ao nível não-Abeliano no gauge axial*, ainda não foi resolvi 

do. Desta forma, fica em aberto o problema critico da invari-

ança de Poincaré da cromodinãmica quântica (QCD) no gauge axial 

dentro de uma formulação quântica consistente. Além disso, na 

situação não-Abeliana em qualquer gauge, precisamos também de 

consistência da teoria em relação a seu conteúdo topol6gico 

não-trivial. De fato, como bem o ressaltam Marciano e Pagels 

[24], a carga topolõgica surge da dinâmica e topologia das con 

figurações de campo não-Abelianas não sendo, portanto, coloca 

da "à mão" na teoria [24]. Especificamente, a existe-ncia de 

uma carga topolõgica não nula exige um comportamento assintõ-

tico não trivial dos potenciais de gauge axial em x 3  = . Em 

bora a necessidade deste comportamento assintõtico tenha sido 

reconhecida pelos autores da ref. [22], tal comportamento não 

aparece como um resultado em sua formulação da QCD no gauge 

axial. 

Pelas razões levantadas e motivados por trabalhos re 

centes relativos â quantização da eletrodinâmica em 	gauges 

Na situação Abeliana, o problema tem sido resolvido em diferentes gau-

ges [18,8]. Ao nível não-Abeliano em teoria de perturbações e no contex 

to da formulação de gauge temporal, Dahmen, Scholz e Steiner propuseram 

recentemente uma construção explícita para o vácuo vestido 10> [8]. 

**Assinalamos, como também o fizeram Bars e Green [22], que o problema das 

condições de contorno foi ignorado em investigações anteriores da QCD no 

gauge A3'a  = 0[25] (ver item I.1.3b atrás). 
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axiais completamente fixados [26-28], o objetivo 	básico que 

buscamos com este trabalho foi a obtenção de uma 	formulação 

operatorial consistente para a QCD no gauge axial 	segundo a 

idéia apresentada em (i), ou seja, mediante a fixação comple-

ta do gauge. O particular gauge axial completamente fixado aqui 

introduzido foi denominado gauge superaxial, conforme adiantado. 

Em resumo (ver cap. VII), a presente formulação da 

QCD no gauge superaxial tem como resultados explicitamente pro 

vados a consistência interna da teoria quanto aos requerimen-

tos primordiais de: 

a) Invariança relativistica (com todos os geradores de 	Poin- 

care finitos, bem definidos matematicamente e transcritos 

diretamente dos análogos clássicos); 

b) conteúdo topolOgico não-trivial, como exigido pela 	presen 

ça de fen6menos não-perturbativos do tipo instanton [4]. 

Além disso, a teoria nesta formulação apresenta os atributos 

de: 

c) contar com um espaço de Hilbert, em principio, bem defini 

do (sem restrições sobre os vetores de estado, em particu-

lar, sobre o vácuo 10); 

d) simplicidade quanto a problemas de ordenamento 	(evidencia 

da pela estrutura dos CTI's); 

e) ausência de partículas fictícias (fantasmas) 	de Faddeev- 

-Popov [29,30,6] ao nivel da integral funcional. 

Ao tratarmos com um sistema físico vinculado, 	con 

forme vemos desde (1.7), é natural que usemos como método de 

quantização o procedimento de quantização por parênteses de Di 

rac (PQPD) 	[31,6] para os sistemas vinculados. O 	PQPD 	está 

baseado essencialmente na observação de que os vínculos de pri 
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meira classe, característicos de teorias de gauge, junto com 

as condições subsidiãrias (de gauge) formam um conjunto de vTn 

culos de segunda classe [6]. 	Então, pode-se quantizar a teo- 

ria abstraindo os CTI's bãsicos dos correspondentes 	parênte 

ses de Dirac (PD's) [31] com os vínculos e condições de gauge 

transladando-se, naturalmente, como relações operatoriais for 

tes. Com  este método de quantização não é necessãrio distin-

guir entre graus de liberdade dependentes e independentes. O 

PQPD tem sido usado para quantizar sistemas tanto relativTsti 

cos quanto não-relativisticos [21,27,28,32-35]. 

O material foi organizado da seguinte maneira: come 

çamos no capitulo II especificando as condições que definem o 

gauge superaxial. Apôs, o formalismo Hamiltoniano clãssico de 

1 ordem para a cromodinâmica é construido. O formalismo de 

ordem resulta especialmente adequado às condições de gauge 

em questão. No capitulo III determinamos a inversa da matriz 

de Faddeev-Popov. Ficamos então aptos a calcular os PD's bãsi 

cos e a executar a transição à teoria quântica. Apresentamos 

os CTI's no capitulo IV onde também discutimos o comportamen-

to assintõtico das vari5veis canônicas. O tensor energia-mo 

mentum quântico simétrico é construido no capitulo V onde tam 

bem determinamos a ação dos geradores de Poincaré sobre cada 

campo basic°. Ainda neste capitulo, demonstramos a invariança 

de Poincaré da teoria, verificamos a validade da ãlgebra das 

cargas de cor e determinamos a ãlgebra de correntes no gauge 

superaxial. No capitulo VI, analisamos a dependência da ma-

triz de Faddeev-Popov em relação aos campos com vistas a uma 

possível quantização da teoria através do formalismo funcional. 

Nossas conclusões e comentãrios finais encerram o trabalho, no 

capitulo VII. 



II. FORMULAÇÃO HAMILTONIANA CLÁSSICA DE 1 	ORDEM DA CROMODI- 

NAMICA NO GAUGE SUPERAXIAL 

II.1 O Gauge Superaxial. Implementação do Gauge Superaxial na  

Forma Padrão de Dirac Através do Formalismo de 1 	Ordem  

O particular gauge axial completamente 	fixado que 

implementamos nesta tese, e que denominamos gauge 	superaxial 

(ver Introdução), é definido pelas seguintes condições: 

3 a 
tx o .x, 1 x  2. x  3 .) z..  0 

/ 	1 	,, 	 ) 

/ a. 
A s  ( 11.'" .r x3  ) = o ; ; ) (o) 

A'''''l  ° (x xi xt
X

3
) = O 

7 (0) 7  ) (0)  

O ct. 	 3 	 (:) a. 
At (xo x ) =jati h (.)‹ )F ' (x°, Ê ) ) -lo) 	k - ' ''''''') 

A ' 

/ 	1 	2 	 3 	\ 
Aqui, x(0)  = kx(0),x (0),x (0)) é um ponto arbitrário fixado e 

as r
k
's são distribuições arbitrárias mas regulares 	de 	z e 

x(0). Tais condições definem um gauge confiável 	no 	seguinte 

sentido: 

a) O gauge esta completamente fixado (é claro, a menos de uma 

transformação de gauge global) e, portanto, livre de ambi 

güidades de Gribov [2]; 

b) o gauge é implementável efetivamente a nível quántico. Com  

isto queremos dizer que as condições de gauge (2.1) e (2.2) 
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são compatíveis, como identidades operatoriais, com a álgebra 

de comutação a tempos iguais. 

Prova de a)  

O gauge estará fixado a menos de uma transformação 

global de gauge se a imposição das condições (2.1) e (2.2) so 

bre configurações de campo relacionadas ãs configura-

ções AP'a  por uma transformação de gauge não-Abeliana local 

A/44, 	//4- 4 	/ I O 	A /4.  o 	1 ft O (.e, x) 	A 	vlx/  x t.k-, e9 oe, 	thx:x) ?td;Afx) 

, o „d.o r- rxex) 	 x) = v(x x )  r orox) v (x°x) ,  (2.10 

onde 

A te
=  -4- ' 41-  

F'". ?fr" /4')  - P'/ 4 /".  + C Agi, A') ] 

u()(:).c.) 	.e..476L.:. 

implicar que as funções de gauge oal s são constantes indepen-

dentes de x°  e x. Ora, a condição (2.1a) implica desde (2.3) 

230 oexix1x3)= 	U=U (A-°)(/)(2) 	(2.8) 

O resultado (2.8) junto com (2.1b) conduz a 
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e) 
I 

(e°)(1A- 2-) 	 = 	
1. 

cx °À,  
I ) 

Por sua vez, (2.9) junto com (2.1c) implica 

aZ (x°ix 2-) = o 	U-t(x°) (2.40) 

Finalmente, (2.10) e (2.2), através de (2.3) e (2.4) conduzem 

a 

Ai° 	 A  o 	 O 

	

(X:Xto)  = 	(X°° (  A/c; X10)  ) 	(X°) 	U(X e)? 	(X°) 

OIC 

= d 	X )(U(x°) F 	ut k 	~to) 	 (")) + Uo:°) a° u be(9 

3 1°4  

	

di 6".  ( -2- • x 	
e, -■ O fi 

(Ai e) 	utx, y v iro) 

,9° U (x0) = 

Como se vê desde (2.11) e (2.7), oa  é uma constante e o gauge 

esta fixado (q.e.d.). 

Observar que a operação de fixação de gauge poderia 

ser completada, em principio, com (2.1) e com a imposição de 

[36] 

(X°  X ) = 
(0) 

conforme vemos a partir da primeira linha da expressão (2.11). 
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Entretanto, o gauge definido por (2.1) e (2.12) não é imple-

mentãvel no sentido que indicamos em b) atras (ver também o 

capitulo IV). Isto explica nossa escolha da condição (2.2) ao 

invés de (2.12). Ã diferença do gauge especificado por (2.1) 

e (2.12), o gauge superaxial é implementãvel como demonstra-

mos no capitulo IV. 

Em nossa opinião o gauge superaxial é superior a ten 

tativas anteriores realizadas no sentido de fixar completamen 

te o gauge axial [20-22]. Em particular, é mais fãcil desen-

volver uma formulação matemãtica rigorosa da teoria quando a 

fixação é feita num ponto próprio x(0)  do que quando o ponto 

de fixação de gauge é localizado no infinito [21,22]. Além dis 

so, não estã provado, a nosso conhecimento, que o gauge axial 

definido por (2.1a) e por uma condição da forma [21] 

O = '1,2 

está livre de ambiguidades de Gribov [2]. 

Encerramos esta seção modificando a forma das condi 

cães (2.1) e (2.2) com vistas a obter uma formulação Hamilto-

niana da cromodinãmica (o Lagrangeano de U,  ordem da teoria 

foi introduzida em (1.1)). No tratamento de Dirac dos siste-

mas vinculados [31], a forma padrão em que as condições de 

gauge são introduzidas é xP'a(x ° ,x) = 0, valendo para todos os 

pontos espaço-tempo [37]. Isto não se verifica no caso do gau 

ge superaxial. O que se deve notar é que, dentro de um forma-

lismo padrão de Dirac [31], ainda não sabemos como tratar con 

dicães- do tipo (2.1) e (2.2), que valem apenas para alguns 
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pontos do espaço, usando apenas variãveis de 	ordem
*
. Entre 

tanto, partindo da expressão do tensor intensidade de campo 

F"'a  em termos dos potenciais A ij 'a  pode-se obter, de forma 

única [36], as fórmulas de inversão A =A[F] (isto e feito no 

Apêndice A, ver expressões (A.7), (A.11), (A.12) e (A.18)) pa 

ra o gauge superaxial. Tais fórmulas, por seu turno, permitem 

substituir (2.1) e (2.2) pelo seguinte conjunto de condições [27] 

a- 	 A1,4. 	
x 3 

3 31a, 
tx°  x) - 19 .  ()c x ) j cix i c 	1 1_ 3 

= 	 r 	x x x' , 
X 3 
(0) 

x3 2a 	Zpa 	 -23 tx 
(X°X,, ) =— A x°x) — 	4' 3  F rxi dx 1),-

e
xi

3
) -I- 

/ ".• 	 !' 	, 	.) 

.5( 3  
(0) 

1 

.f 	fe o- 

dx

i  x 
1 r— 	4 .1. 3 	, /-1 

x 
+ 

4 	r ( x° X
i 

3 X  3 X(0 ) ''' 

(.2.43(x) 

(2.13 h) 

3,44- 	3," 
x (.0x )  = 	( x°x) ,..--. o 

2 
(2.13 c) 

No caso da eletrodinãmica, Kiefer e Rothe propuseram recentemente uma ge 

neralização da noção de parjnteses de Dirac de modo a acomodar as condi 

çOes não usuais que especificam um gauge do tipo do superaxial, em um 

formalismo de 2 ordem [28]. 
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X14a  o )= 	
cs,r,  

( X X 	 o 

	

— 	e/ 
3034" 4 1 .2 

dr I  f -  ( , ° X 
3 

 

to) 

2 X 	 X
4 

— 

	

	efx

, 2 r— 0.2, a- 

r (x°x,-1  x l-xl) - 	dr i4  F ol: 	e 
i t 0.) ) i  (ev 	 ( X' X X X ) 

.1' 	 4 	 ' 	, , (0) 

e o) 	 k.10) 

.1  3 	 0( a. 1-- 	; 
d i k.'iç ( t ; ?( to)) I—  ( X ° -t ) Z O (2.4301) 

as quais valem para todos os pontos espaço-tempo, conforme de 

sejado*. As relações (2.13) mostram o formalismo canónico de 

ordem, no qual os Ali'a  e as FI"'a  são tratadas como variã-

veis independentes, como especialmente adequado para a imple 

mentação do gauge superaxial na forma padrão de Dirac. 

11.2 Vínculos Primãrios e Secundãrios e o Hamiltoniano Total.  

Vinculas Irredutíveis de 1 e 2 Classe. Redução do  Espa  

ço de Fase  

Com o propósito de estabelecer a formulação Hamilto 

niana clãssica de 1 	ordem da cromodinãmica segundo o método 

Neste trabalho o sinal de igualdade fraca ":", cujo significado e dado 

na p. 22, e" definido como em [31]. 
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sistemãtico*  de Dirac [31, 6,37,38], introduzimos o Lagrangea 

no de 1.? ordem correspondente 

011,C 	h 	r 	 4‘" 	̂171a' Ah  A ) 

+ 	.7-(7/L-...s/y.- 	/-71 "1"— A-t- 

onde FPv'a  é somente restringido a ser um tensor antissimétri 

a oi, , F12,a, F 23,8 
co nos índices de Lorentz. Escolhemos Al-"'a, F 

	
, 

c31,c
1 e tP como as coordenadas can-Onicas e 

moa , 
 ua oi , -u

a 
, 	-ii

a 
, 

P 	 12 	23 

e u
4) 
 como os correspondentes momenta canonicamente conju-

gados, respectivamente. Estas variãveis canEnicas geram o es 

paço de fase r' do sistema. Reescrevendo (2.14) na forma 

0.1. 	OA: 	 Ck o 	a 

- F j.)4  F — 	 F (a - 
44 0 A 

-é- 

C 

atc ,t c 
_LF :r(a-14,Y5LaifT+ / -4- 

* 
No restante deste capítulo seguimos os passos deste método procurando: 

a) discutir os pontos relevantes e b) facilitar a compreensão onde julga 

mos necessário. Desenvolvimentos detalhados podem ser encontrados nas re 

ferjncias [31, 6,37,38]. 
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encontramos*  

a 
-7r 	P. 	o 	 (-2.16) o - 	=  

267°4°)4) 

2t 	O 	 (2 18) 0,4. = 
2(?  0.4.5  

(2.13) 

lr u  21,  

„ 

A -1/4Ft`i  

o 
• (2.20 

As expressões (2.16)-(2.19) são os vínculos primários  da teo- 

ria (surgem apenas da forma funcional do Lagrangeano) que res 

tringem as possíveis trajetõrias no espaço de fase r' 	a uma 

hipersuperficie 	(-- Cr') de dimensionalidade menor. Denotamos 

tais vínculospor 

Para simplificar a notação omitiremos, sempre que possível, os argumen 

tos espaço e/ou tempo dos campos. 
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4 	a 
2,- 0 	r/.. 77 az O 	_ 77- 	77" 	0,2/ e3,4, c/d) 

a a 

.e 	01 	) 

• 

— 61'4 	 03 

a
o 	a 	ia _ 7T 	ça 	-/T 

- o • 77.?;t z- (2.21 ej,) 

et 	G1 	0/4 	 a 	6,2 
Cf 	7/ 	 ((a- 77-  — F ' o 

7 2  
4a 03,4  

o, ("z."zi 

utilizando o conceito de igualdade fraca (=) de Dirac 	[31]*. 

As igualdades fortes (2.16)-(2.19) s6 valem sobre I. As igual 

dades fracas (2.21) podem ser vistas como extensões (continua 

çaes analíticas) a todo o espaço de fase r' de funções defini 

das sobre 

O hamiltoniano definido sobre 	é 

R = dIK E 71-4  d°  /1'1' 4‘  + 	a'Y - 
J 

=jolx-{ 	-17- 17- 	F .Pa  r 
J 

. oa. 	Aic a6 

+ 	F 	 À, a. .4.9?!  4  CA  

-+ 	x k A a  1' 41̂/-  

* 
Duas funçoes arbitrarias do espaço de fase F' são ditas fracamente iguais 

se forem iguais apenas sobre 7. Uma função arbitrária fracamente nula em 
F' pode ser representada por uma combinação linear arbitrária dos vil-l-

ios (2.21) e será fortemente nula (=0) quando tomada sobre 7. 



23 

Utilizando o fato 

	

4  = 	3  A",o,117 ° 
	

(2..2.3) 

que surge de integrar por partes, assumindo que 	tende a ze 

ro assintoticamente (o que será justificado a posteriori), po 

demos reescrever (2.22) na forma 

%_faix { -1- 71-17T: - 114°̀ ( 	y A P̀ 7T, --  

4x 	Alc 	., 
ri:P4(24A-i''-pJA'' 	#11  A 

9 	 2, 	 V 

	

y,ÓÔ ° 	(1-y-e,z 	11; d."- j =  

=Jdix P.--TF:734 71-t f F 	7T:tí- 	O- 

A°' 41( b j' AL  F 	-f-) F't[F"i' D:p.i14‘—?:Ail:17fAcl.  

(2.2 Lt) 

Desde H, define-se [31] um Hamiltoniano total, H
T'' 

sobre 	o 

espaço de fase total r'. Isto é feito adicionando os vínculos 

(2.21) A=1,...,10) a TI através de multiplicadores de La 

grange arbitrários nA: 

	

/0 	3 	a 	a 

í/ 	17 	 x 	 (z. .2.5) 

-74 	A=1 	tA — x ) 
A 



[ 

bF 

 

(X) 

j_n„ 	(477-, h  ) 05".n_ a_ 

	

a 	 1 	/ 

	

. 	) 	
°,), 

d 	(x) oJ  
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O parentese de Poisson (PP) de dois funcionais regu 

lares quaisquer, 21  e 22 , das variãveis canônicas é definido 

por [6,38,39] 

pp sid,341" 	 
, 	

;41-5) 

à11, 

 

ya ;Ai  1+ SLCió /, iro n 	
r  /•• 	au"(?!) 1 	dA 	

/1/4 
77-4e.,y,,, 

+ 4[ (5-(11 k( Tin n 	4-(1z 
• k 

áFj(ic) 57T.k 	
Â 	 •i(  a 

2- 01F4,'( )  

c74  

e  

+ [ -(11° 	d 	 orlai7Tn 

c) bit 1-2') 	 -(; eri-7 4/.20 

onde (5/34) e (5/61 	denotam derivadas funcionais pela direita e 

pela esquerda, respectivamente, enquanto ns?  e igual a O ou 1 

dependendo de 2 ser um b6son ou um fermion. 

Os vinculas secundãrios da teoria surgem exigindo- 

-se persistencia no tempo dos vinculas prim-ários. Assim, 

Hri PP 

( 	O 
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g°99 	= (7r..(x) H 3 	A.-. o 
Aj 	7' PP 

ia 	 a4c À 	C • 	• A 	.s I A 4 a. ==> 	J 	- ( A,Pt.z) - 	 Adoti (x)) O (2.28) 

As condições de persistência restantes, 	.e.,
2 3 	- O 	e 

 4 

o a  
(i) 	- O, não implicam no aparecimento de novos vínculos. 

8 , 9 , 1 o 

Em continuação, deve-se exigir persistência no tem-

po dos vínculos secundários até esgotar o processo de geração 

de vínculos (i.e., até obter: (i) O - O ou (ii) condições so-

bre os multiplicadores de Lagrange naA). Ao fazer isto (ver Apên 

dice B), encontramos que não surgem outros vínculos além da 

lei de Gauss não-Abeliana (2.27) e dos vínculos (2.28). Na rea 

lidade, recaímos imediatamente na alternativa (ii). 

Neste ponto, devemos distinguir quais dos vínculos 

da teoria são de 1@, classe e quais são de 2Q. classe*. A impor 

táncia desta classificação prende-se ao fato que os vínculos 

de •1 classe são típicos de teorias de gauge (são os gerado-

res de transformações de aauge locais). Por outro lado, um La 

grangeano que implique apenas vínculos de classe não apre-

senta liberdade de gauge, definindo um sistema não-degenerado. 

Numa analise superficial estaríamos em problemas pois, de nos 

so conjunto de vínculos (2.21), (2.27) e (2.28), apenas ua  
o 

parece ser de 1 	classe. Isto na realidade reflete a necessi- 

Um vinculo é dito de 1 classe se tiver PP fracamente zero com todos  os 

outros vínculos da teoria. Caso o vinculo não satisfizer esta condição, 

é dito de N classe.  
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dade de descobrir os vínculos irredutíveis das duas 	catego- 

rias. Ou seja, devemos encontrar todas as combinações linea- 

res diferentes de vínculos de 	classe que sejam vínculos de 

classe. Como fazê-lo? De nossa experiência com esta teoria 

e com modelos não-relativisticos, descobrimos que o próprio 

algoritmo de Dirac fornece, na etapa final de consistência,as 

combinações lineares apropriadas de 1 	classe (ver Apêndice B). 

De fato, ver (B.24) e (B.25), as (N2-1) combinações 	lineares 

de vínculos de.2Q, classe 

(2. 9) 

são vínculos de 1.? classe. Não existem outras combinações 	de 

vínculos de 2 	classe que sejam de 	classe. Após transferir 

OS T
a,
s ao conjunto de vínculos de 1 classe ficamos com um 

número par de vínculos de 2 classe na teoria, como deveria 

ser [31 ,32,37] (ver (B.27)). 

As diferenças e semelhanças entre os formalismos de 

e de 2 ordem devem ser notadas. Por um lado, quando a cro 

modinãmica é formulada usando o formalismo de 2 ordem [35], 

encontramos somente vínculos de 1 classe. Estes vínculos são 

Tr
a 
 = O e a lei de Gauss (2.27) (ver (1.7)). Poder-se-ia argu-

o 

mentar que os vínculos de 	classe que surgem em conexão com 

o formalismo de 	ordem apenas indicam a presença de graus 

de liberdade sem importãncia física os quais, 	eventualmente, 

se poderia eliminar [31]. Entretanto, esta eliminação 	não 	é 

possível, no presente caso, devido ã estrutura não usual das 
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condições de gauge (ver (2.1) e (2.2)). Por outro lado, desde 

(2.24) seque que A°'a  atua como um multiplicador de Lagrange 

para a lei de Gauss e, como tal, seus valores não são encon- 

trados integrando-se as equações de movimento de Hamilton. Na 

realidade, A°'a  será determinado em termos das restantes va- 

riáveis canonicas. Correspondentemente, Tr
a 

está diretamente fi o 

xado pela condição de vinculo uao 	O sem referência no que se 

gue ás equações de movimento, como deve ser, pois 7ó 	0 é um o 

vinculo primário. Como resultado, lia  desaparece do problema 

enquanto A°'a  permanece como um multiplicador de Lagranae[31]. 

Designaremos, então, por r o espaço de fase obtido eliminando-

-se A
o,a 

e u
a 

de r'. As mesmas razões possibilitam esta redu-

ção do espaço de fase, pela eliminação do setor A °'a, -rr, no 

formalismo de 2 	ordem [21,31]. 

11.3 Introdução das Condições de Gauge e o Hamiltoniano Com-

pleto. Equações de Movimento. Matriz de Faddeev-Popov.  

Parênteses de Dirac. 

Devemos agora introduzir as condições de gauge na 

teoria. Em principio, isto poderia ser feito incorporando-se 

essas condições ao Hamiltoniano HT  via multiplicadores de La-

grange [6]. Entretanto, tal procedimento direto não funciona 

para o problema em questão devido á que os vínculos e condi-

ções de gauge não formam um conjunto de vínculos de 2 classe 

irredutível em r [27]. De fato, as condições de gauge (2.13a,b,c) 

junto com a identidade de Bianchi temporal [36] (A.24) 

29 4  - I CklhaAF.1441 	atcl-  119 	zi c 	2 	31c 

4-01 J 	F' 	A 	_7 =  so,  (230 



28 

por si sõ jã implicam (2.28) (ver Apêndice A). Portanto, cons 

truiremos o Hamiltoniano completo H
c
, descrevendo a cromodinã 

mica no gauge superaxial, da seguinte maneira: Adicionamos 	a 

H
T1 
(dado em (2.25)) a identidade de Bianchi temporal (2.30) 	e 

as condições de gauge (2.13a,b,c) e retiramos de HT, os vTncu 

los (2.28) e 	
a 

7T 	= 0. Portanto, H
c 

resulta igual a o 

1 	( 14 ,1..- 4. z___527 	
A. 

H 	, 

3 	

40  q3 
TrA 

(2.31) 

onde 

H 	{17tY 	 ri-  00-4.5(-- mi)A)-1 
- 	2. J 

O 0 2: .93-4-- 
7T 2.- 41- O 

j  25245  1° 
7T 
2 	3 	03 

5 	z-. o 	
3 	

O 
23 	 6 	1 

(2.32) 

(2.33 

(-2-33 aliei) 

 

41 	*2 	

*es 
1T - F 	O F °44;,- o 	(-2.31(7,Á,A) 

ílo = Ba.  2: O 

 

(233j ) 

Aqui, seguimos o chamado formalismo do Hamiltoniano total [31]. g equiva 

lente, neste caso, usar o formalismo do Hamiltoniano extendido [31]. Esta 

equivalencia resulta trivial devido á particular forma funcional simples 

do vínculo primário 7-30-  . O. Entretanto, recentemente provamos a equiva-

ljncia de ambos formalismos, admitindo a forma funcional mais geral pos 

sivel para os vínculos primários da teoria [40]. 
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4. 471- I/ 	 V 14  

x ''o  2 
/3 	 vy 

e 

a 	o1, A. 	 O 2
■ 	

a 
k, 5 7 	bt  At°

3
) 

a- 

, 	 ..- 	 12, 	a 
- 	

Z3, 4- 	J4 a 
r— 	14‘ = s-  

"" 	

a 	a. 
z 	 ==. L4 

4 
 

et 
14 = + 

oa. 
 . 

11 

(-2.31 

E claro, ua
O 3 	1  

u 	u 	e u 	são os multiplicadores de Lagran a 2 	1
a 
	1

a
4 

ge associados com B 	
l,a , y2,a e x 3,a ,  

a 
x 	

respectivamente, como se po 

de ver desde (2.31), (2.33j) e (2.33 l,m,n). Os vínculos (2.33) 

formam um conjunto irredutível e completo de vínculos indepen 

dentes de 2 classe [30,6]. Os vínculos (2.33) definem uma 

hipersuperficie em r que denotamos por Y. (ar). Note-se que a 

condição de oauge (2.2), ou equivalentemente (2.13d), não en-

tra na construção do formalismo Hamiltoniano. Conforme vere- 

*
(I)
a 

é definido por (2.33k) no que segue, ao invés de (1)
a 

= D
j
'
ab
F
oj
'
b 
- 

11 	 li 
- igrr -(V1/2)1P = O, para fins de definir ua 	por (2.34k) ao invés de l 
ao,a 
u, 	= -A 	(ver (2.24) e (B.1)). ,1 
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mos, (2.2) proverã condições de contorno no processo de deter 

minação dos multiplicadores de Lagrange A''a  

O Hamiltoniano clãssico da teoria jã-  foi construido. 

O desenvolvimento temporal de qualquer funcional regular 2 das 

variãveis canEinicas pode agora ser encontrado pela integração 

das equações de movimento de Hamilton 

a°x2, 	 I 
C PI' r  

(2.36) 

onde o par-entese de Poisson é o definido em (2.26) (mas com a 

troca do :índice p por j devido ã-  eliminação do setor e'a,Tra). o 

Em particular, para os campos bãsicos da teoria encontramos 

    

a A Pe) = E AJ,; ),i-ic  a 
= 77: (,;b: ) 	 ) 

7. 

(,?-364) 

  

  

a ° F° j i 41  ( x ) = [ F '''.1.1  ' ) , bic.] 	= 51.1c -. 	. (,/).5(.  ) z a nr 1X I. 
col - 

*Á I Fv(xi 	Pio(' 
q. 

c PP 
J .44- 

= 
E á 

 

(.2.36c) 
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 i 	54fc 
= [^140, c 	=lá   

PP F Al-lp crp/ L st7t15) 

13) 	it)(..4 5 C 	. 	 A o]  a  
Z) 	 ) ■1  h%) t .P + 	ct) 

e 

o 4 	 — 0,9 — rn 	x 

	

4- À. u-o[2  AP-  (11, A;,,.7) jo A°14' 	41' 
v 	

2  (2.36 al) 

  

,?ep):::{(op Hjppir  

 

  

fd,. rie(u)-°(2 ,111(  —is.) 
g 1 g 

are -x) 
V 14 	e 

IP 

h 
= 	!fros)jd. 

o ck, 	jc  h, a. 	o A0,4' 
1/ 04' ) (1 [2 	À' 	+ 11 (.:,'() 

2 mi 
( 236 e) 

Os multiplicadores de Lagrange que aparecem em (2.36) e os res 

tantes poderão ser, todos, determinados a partir da imposição 

de persistência no tempo dos vínculos (2.33) {]; J = 

os quais são de 2,?, classe. De fato, por (2.35) 

• a. 

(;_c) -z o => 	[g5A.  (x) 
.1 	3  c ] z  PP 

o 	 (2.3) 

a qual, levando em conta (2.31), conduz a 
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1 	141 	3 	1, 
í et(,?_() , +Z { 	i?5), 	(2)] -/A, ( A ) 

V J PP 	 PP K V 
K=1 

~. 0 

O sistema de equações (2.38) terã" solução para os uaj's 	se 	o 

determinante da matriz de Faddeev-Popov  [29,30,6], cujos elemen 

tos são definidos por 

(::(,;j1)  = E ,fc'-( 5), E W) 
v -] PP 

(x.39) 

for diferente de zero, i.e., se 

Q= de-11É,;(x))4-1 

A solução de (2.38) é então dada por 

Lc 4. tx).— 

't il 	3 n  LJd— 	 (?;.4. ) { 41' w),1-ii 
v 	- 	PP L 

onde R denota a inversa da matriz O, ou seja, 

14 r 	ac 	 cb 
jor% R (?(;?) Q ctid) 

K=1 	JK 	KL 
(.2.42  o) 

f 
419 

I  3  d 	ac X, 

	

ci; ) 	á 
 

Sk 	KL - 	 JL 	él. 
k=i 

(e.42 6) 



33 

Voltando com (2.41) em (2.38), obtemos 

r  .ra 	 141 	jjil 	0. 	I) 	i2c. 	c 
L T (?..c), Hc J = E cc.))  Hi — 114 iiifet), i-t..tijRct; È'{(E1), Ri z: O.  

3" 	4' 	KL 	1- 	PP a 	PP 	,7 	PP 1c,L...-.1 	 PP KL 

 ) 

Portanto, se definirmos o parêntese de Dirac  (PD) de dois fun 

cionais regulares das variãveis canônicas, 21  e 22 , por [31] 

Ca? , 	E -a, -az Jpp  PP 

	

fdi jaelkI 	 R Atil.t;v)L 4(?9,11_,] 	(.zoo 
kr1 	 PP Jk 	k 	PP 

poderemos reescrever (2.35) na seguinte forma compacta 

ão_a = -n- ) if.D %. • 

Mesmo para campos compostos de bOsons e fermions, i.e., com a 

definição do PP dada em (2.26), mostra-se [35,39] que os PD's 

apresentam as propriedades gerais dos PP's: 

(i) Estatistica  

= r fl 
PD --,  1 PD (2. a) 



)4 

(ii) Linearidade  (a e í são constantes) 

a31
' 
 ri.,] 4- e  La 	42.1,4) 

PD- 	PD 

(iii) Lei do produto  

.arn n 
EA-1,112-Cl. 31= 	1 112  11 	1). 	n ft] 11 

PD 	 2. 	V 3 pD 	PD 3  j 

(2. V6 c) 

(iv) Identidade de Jacobi  

arn Ina:1_31 rn. .(2.3 +2 	 3, 1 pD1  pj) {f11 -1)1" "a I) 3  jP pD 

iirn 	
-n-a tu -a, 	

zI _n [n..072.] 	= 0. 
PP 

(2. 11dd) 

Estamos agora em boa posição para ilustrar, em ter 

mos gerais, a base do PQPD. A correspondência clássico-quánti 

ca e garantida pela abstração dos CTI's básicos dos correspon 

dentes PD's, como se pode ver comparando (2.45) com a corres-

pondente equação de movimento de Heisenberg. Além disso, dado 

que o PD envolvendo qualquer dos vinculos é zero*  [31],con 

clui-se que todos os CTI's serão compatíveis com {,Da  = O} como 

identidades operatoriais fortes. O cálculo explicito dos PD's 

Por exemplo, tomar 	= (1)e
L
(x) em (2.44) e usar (2.42b). 



35 

básicos constitui, então, a pedra angular do PQPD. Por seu tur 

no, para o cõmputo dos PD's devemos conhecer os elementos de 

R como funções das variáveis canõnicas (ver eq.(2.44)). Este 

Ultimo problema será resolvido no prõximo capitulo e nos Apên 

dices C e D. 



4 (c 1,4,1.v4) 
À 10) 

III. DETERMINAÇAO DA INVERSA DA MATRIZ DE FADDEEV-POPOV 

III.1 Determinação dos Elementos da Matriz Inversa que Contro-

lam os Comutadores Básicos da Teoria Quántica  

Desde (2.33) e 	.39) encontramos, para os 	elemen- 

tos não-nulos de Q, as seguintes expressões 

„.Rip 	 06 J4 (3) 
(nN) 	(?5,;) 	 ell,j-.) 

V 	 j#6,k+11 

(x.) 
11 

i)7
6 
 á (3)  

j/  

At 
—; 411°  efOr:1;9 4) 	2) 	2  A' 3  • A1 -3) = &J. 

Q
44 
7„,,,(c ;d) =f 	g ix 

abc .23,c 	(.0 

(3.4 a) 

(3.4 

(3.4 c) 

(3.1 ot) 

(3.1e) 

(3.11) 

(3.107) 

(34i) 
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44  
ãpoic, ( ,),;e) =if 	Fcx) 	2  

j+ 6,11 	v 

ot h c 	31, c. 	(j) 

onde, sempre que possível, escrevemos os índices de vinculo J 

e K em termos dos índices de Lorentz espaciais j e k, respec-

tivamente. Aqui, introduziu-se a notação 

LI (x9).R) 	du Stu-i) = G ( 1) - eco-x) 	(3.2) 

onde e é a função degrau de Heaviside: 

  

(3.3) 

   

1 , 	x > O 

Para ilustrar como surge a função definida em (3.2) apresenta 

b
413 

na 
mos abaixo o cãlculo de ' 
	

Os demais elementos da matriz 
 

(3.1) são também obtidos de forma direta. 

Prova de (3.1f)  



3g 

= 
1 	"I 2 	

1 
at 

I 4 	2- 2. 
p 71- 	dê,  F 	 p p  = -164i 	 )orA-3-A-03))= 

O) 	
X

IO) 

AL ar(x.--z)orix-1,(fe2)illfx4 .x4) 
) 	, to) 

O passo seguinte consiste na substituição das eqs. 

(3.1) em (2.42a) para a obtenção de um sistema de equaçoes di 

ferenciais que governam os elementos da matriz inversa R. 	De 

forma direta mas um tanto longa (ver Apêndice C), obtemos 	o 

seguinte sistema de equações diferenciais acopladas: 

!C a 

J;4+0 	v 3;11 

- 	á
3- 

41-) 
44 

ti (3.11 a) 

„,-3  At 	
4-et, 40o 	

Gb 

(?..(;) - ã( x(0) ),falt1  ch i  R (k ; t 

V .7;10 	 3:13 

a4 J/ (-31 
= cC á§/x- (3114) 

1 1)C 	aC 	 a' 3;5",i31 
D'12) R (.,5 ;r 	jd? 3  R os ;,,I ? ,2.3).!!,(è 1,x„-' ) ; 3),_- -á of d 	) 

v 	3,10 	- 	.7"1 3 v  

C 3 Li c) 

Nc 	-ta° 44 	 3:4 /3) 

D'2, R p5  ;d ) -Ide) R 	1--1( -420);8
3 	

a  
v .110 	_ 40 	J; 

(3.11c0 



(3.11e) 
c161 .4,t1 Ac 

F R 
aL j 44.4 (.0 

= 	á 	(3 	) 

3 	 1 íc 	ac 

R (2,5 ; ) + D'2) R (.5;d) + 
J, y v 	v 

at J44  44 (3) 
(c é ' 	(t( 	(3.`12) 

	

hAC D.0 	cathi oh 01 4" Q)  R (?,,e;p) #(71 	F ) R ()(; 

	

J",k 	 v 	7,4-éb 

3.1i h) 
4 "4"4' 13 

R ((;d) + 143  
J,3 	

c47 

414 
	43 
	

:23 	
ah j12 

R t., 40,e) á 	(1,9;i) 
 

 —ã 

ad 

R (x 
3;ti 

41, 
R (,?5;d) 	de' 
7,e 	— 4142  

39 

L 
05;;p+ R:),(1) 

v  

42 31.,d 	aC 

+p-  (c) F 10 )* 5 F id ) ) R Os ;d,) 
J;lo 

‘c ot 	X/ 23,01  

c.101 	2 3 et A  c 	31,4 o, c 
—$9/ (F 1) R (fs)p) + Fr)) ) R(À,: ( )).= —5 1 ' JA,-g) 

3;3 " 	v ,r,g 

; aLJ;13 (3) 
(cp 

3
x/o) r 	

s 
à 	4.).c-) 	(3.11 i) 

(3.  

eit J10 '31  
n 

aL 2- 411 (3) 
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(0) 

+ 

cf 	(x - 
J 
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A integração do sistema acoplado de equações dife-

renciais (3.4) e extremamente enfadonha mas, a despeito disso, 

conseguimos realizã-la totalmente. Nesta seção, 	apresentamos 

o cãlculo detalhado dos Rab
11 
(x-yrs e, em particular 	(para, 

J =k+11), dos elementos de matriz inversa R
a
k
b 

1 1 1 1 
(x;y) que con 

trolam os CTI's bãsicos da teoria quãntica. Os restantes ele-

mentos de R, alem dos obtidos logo abaixo, são calculados no 

Apêndice C. Substituindo-se 
RJbk+6 

 desde (3.4 h,i,j) em (3.4a) 

chegamos, respectivamente, a 

„1,tc 	 al) 	1  ,1 	J;42. ,(3) 	*4' 	Ql. 
(/) K(,),!; t4) = + 	(c - 5 ) 	—ide.' (f5;c74,1,4JVA-2  .,z 3) , 

J, 11 v 	 v 	co 7,6 

(3.sa) 

	

-+ °o 	/ 
et 	r  j 	.1/3 ,P) 	, 3 3 

	

)ã 1-1( 	 R(x • 4 I 3   X . 3 
(0) )  

ur  

.2,1c 	0.c. 

D (;3,) R cx • 

— 	ji  

Desde (3.5a) e (3.5b), obtemos (ver (B.16)) 

cic ac 

( 	1 	

4 	2- 

	

) D 	- .1) tê) 1)(d)) N( x ; 
u.,11 

C 

F) 	(,:r 	= 
V 	J, 4 1 V 
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, 71 	. 71 ,N -e da- (3) 
= ã - 	)D ' ') cçíx-d) 

ã i( .70)3; 	(D2  idid)L  Re% /; ; , .1 e 

J16  

1,1d. 	4 4 
+ 	4 53) 

v 3, 5  v V  

J 12* 	13 	V4k 
“ji  ).1) ) 5) 

x  ..1.4) 	‘,3 1),6 si, 	„4 	2.1) 

	

I N I., 	̂10) 	di 44U )4/0) ‘. 
-ao 	47) 11 

( 3. O 

Por outro lado, usando (3.4f), podemos escrever 

ett 3 	3 3 	 "I? 	e"' 	3 	dh 	414 	1. 3 ) ã(,1 x 	)(1)0 ) R (;'(;c1,3 	o) R ("..'" ;,(7 	= v  
_02  

aut J10 
= —S ã 	Jexl-d1).k.f.j*'. 2) 	3  

tric)  

a0(, 	 ad 
+ 	(?..5;3.)— R os  ; 1 1,2 2,"x,c3) )+ 

v 	, 	I 

4 .0 
c.ae 	 e 3, e 	ac 

+d 	dê  3 ã x(30); .3.) Ff 2  i3) Roe.a 
31,C 	aC 

) 	1 	I )-t3) F 	I  R (X. 	54  (77  04  4  	) 
J,g v v 

 

a C 

c),5w)t.i 

-3; 5  

2,e 	2,e-  ( 	r1 
a.C. 

4'64 -4 cfv;t3)) 

(3. 

onde levamos em conta que A(y
3 
 ,x(o);+—) = O. 	Substituindo 	a 

expressão (3.7) em (3.6), encontramos 



, 	3 dc 	 de c 23,e 
[D(j),1)1)] R os;d) 

a C 

4 ,) 

( 
3'1 J42) 	

dez. O) 
á  

+ ãA 
 et 5

3'1°  1(x1  

de c  /2,e ac 
4)/(K1sa )áljA-3  ;,,e 3) ♦ 	Ft(y 	g_e;) 

eo, 	 v 

;Z.3 ) 
.23,e 

F( 
a C 

1-.ê3 ) R( 41- ;c), 
31,C 	ac 

31 /4- Ffil 52) ROW1iiii )-f- 

V 	jse 

De forma similar, desde (3.5c) e (3.5b), obtemos 

-1-{
dec 41€ 

d A t )  

	

+ao 	exc. 
I c  t í1  R ( Lr.  • -i-4  81.  x 3  ) 10) 

	

-CO 	3-2 11 

á x  1 ?4) 

I (0) / 

deCi+ 
d.e 3  4311  id 3  X 3  
■ (0)  

_00 

a c 

10 ).  edo 	 r (a?   
1;6  

) 
,i3) 

ãJ;1z91)  (3) 3),dek. < 

3 

— d?.3  R (x; 	It3)? á( j )( o3p È- •') =) 

2,01a  131 

	

(x 	
-3 
 ix) 

	

gel 	 2, 	/3 	C 13)  

	

dec. 	23,e ac 
f 	F() R (x 	 (3.9) 

,x,r1 



43 

e, desde (3.5a) e (3.5c), 

r 3 	1 _,01c ac 	 dec 	31,e ac 

1. 19y; D I(pj 	4:!;#) =j 	F w R (k-w) 
.9,11 v 	 v _3,41 V 

jdk  (-V 	
+40 44,/ 	3 2  

D 	 — dê 2 	4 k3)? 41,1 / )50) ; -) — 

—a, 7,6 (7' 

d4  r 
D'e) d 

ad 	 A 	 J,3 	1,141" (2)  R ( v) 	`w( 	a-7 '‘); s 	) 	ã 	-b - 	- 
3.; 

dec 31,e ta C 
÷(7  

T,11 

(3.10) 

A idéia agora é retornar com (3.8)-(3.10) em (3.5a,b) de 	for 

ma a obter um sistema desacoplado de equações diferenciais par 

ciais para os elementos R
ab „(x;3L)• Calculamos primeiramente a 

integral que aparece em (3.5a): 

4-0 

jd23-á ',7 )(3 ; i3) ,5 j'-i  $ .5119),DVI,074.11- e3)(( 4_.(Yoe? lj ,orsi,t,J..ê 3) 

hd 3 .1 3 	e 	tf 	a c 
2- 3\ 

dv,  
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dit 3,/ (3• 12- e .1 	r 	ç 3 2 	a 	3 á ( - d 	JOIX-a )J/k-e? )La(r-.5.)1-  ( 4- 	)1 

-CS ;3-  s."  ) Lbljtail4;c7:- X j) 1k/4l)] W 4--"?2.) á (j,''(;0) ;) 

o  I 	(Ia .1111  ) (.1r;4w,t. 	 + 07,X/49;i ) Rs ;he) 
Ldc 4-'122 1 el s. 3  ac 	1_ [5 	) 3 	.1 

- 	

3  3 3 è 
ac 

-Tm ✓ 

cy(ziavi4.1_ 2)[j(Xx(20))--1041539.3 

4t 	3-3 	3-ig r 	4 (cç d .k)e-1 )1 	L111,7A23) ; x3)  

+j 
,Lalc i 4 	ac 

A() R cX  (,) 
( 3.11) 

3 	3 
Aqui, fizemos uso de A(y ,x(0);±-) = O, de (2.1b) e da 	equa- 

ção (3.5c). Levando (3.11) em (3.5a), obtemos a seguinte equa 

ção 

1 	 od2 	I 	5, 1.2 
2  R (x ;) = á (ó -á 	)0.5-(.r - 	(3-4e 1"- 2")(5-(. 2-x(20 ) _ 

(1 JÁ; QY  

012 	3-  3 	Jlit 	1 	1. 	J 3 — á 	( ) á ) )1-9,1  J.  (.4' -P JY/X 	ã Xio) ; X . 

(3.12) 

Analogamente, a primeira integral que aparece no lado direito 

de (3.5b) é (ver (3.9)) 



A C 

A ( (14  11 2-  X 3  ) R(x 	aL  x ) 
, to) 	

, 	, 
/.) 

.7,// 

2,1 ac 

J,14 

7/ 
 
ui  2,d 

(3.13) 

4-40 
ett 143  R (4  3) p3  4,3  • 

-40 

45 

3
)  

+40  
=lb; á ( 3 )(  3 e.3 	i [ sa ( s  J, .2_ 

a i to' 
— 

3  
3"13) 5-(xtil)Gix 	; J(X,-

3  
43) — 

V   

e La 	
( I 1 

3,3 

—(5 	
311ii) N 1 , t3) o' (x-

4
I 

 

3 3 	bdc 3 2,et 	ac 

1.) 5.1%4) 	('? (c ) R ct 

5 .112( c y,l,r1,13)ifix,121git2) 

- 53,3
á 3''`1) hvi1) vi )L 2( )  

r 3 3 	c 
to (,y-x ) 	43(x.2 

6Ic + 3  2,1 .9r 	3 3 e 3 3.1 
-d 	(071,a,1z3) R(x;a4,di, LáR-x )- d(al )j+ Att )e

3 
?
3
) 9

e k()( • 2"

J 	

(

0) 	 g) 	3 
- 

	

á 51")a0(4--04) 	á (x j... x( 30) ) 5 (( 1 3 3)] 

311 JIN 
5  1 	1 S 	( á 	)(1-0 '4  ) 	7C(.1( 	0( I20 ); Xj  ) 

usando_ novamente A(y
3 
 ,x(0);4--) = O e (3.5c). Desde (3.8), 	le 

vando em conta A(x
(o),x(0) 	

O e (2.1b), calculamos a se- 
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gunda integral no lado direito de (3.5b) como segue 

44 	a 

,f — cP1 	()541 
L. 
	) 

A (ii )( 4 i 1 )  

(--1 	, /0) i 	' 

— tv Jy 

"é W 
-12.) 	4 	3 	4 i) 	a_ 1) 

 (

(...)( Li tf x1 .24 ) (57,14 ,A DtI L:", 	) 	3 110))  
10) 1 	 I a 10) 

-40 

á 5/13  )V21  Jix1.41(x'--0 2->ãoe,r(3 )) 
hdc, .2c1 	aC 

÷al (4(1••'4,01:lite3));i4i■ix 

J,41 

2 .174. 
311  -5 44 1 	 4 	) 

( 	-é ' 	àt 	),Dcx 4  Lx i  )§1x'--3160?-xf„) sa, 

tb 
	(

b 
 Jp 2.... á  .7i1.3){.  á 0(4_ xlio2  _ i()( _.471)] 05"(x 19  2-) 01(2-x:0d 

6cIc *+.12  .2,t1 	ac 	,_ 3 	4  1 	4 4 
-;1 j 	(144 AR4d,a)( 3 )[Re; á:x(0) )1;tè-x )-05(-01  )1 4. 

i  
)0 P (o 	 10) 

u 	_co 	 5,11  

	

+ á ( 4  x  . 	R (-(i W))(10)  

	

d .  14" 	1  .1)41 

OLC 4  , 

it 	at 
-1- 	,1 	A ((); c 2;) ( i) 	• 3» 

onde, no último passo, usamos (2.1c) e a equação (3.12). A so 

+ co 

(3.1 i ) 



Integrando (3.12) 

e  2 3 

-C)'1)°( 
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ma das expressões (3.14) e (3.13) levada em (3.5b) nos 	deixa 

com a equação 

JI -112, 	4 4 	
4)C 	1" 2.1 	3 3 _ e5 (ey /_ (5 	.x ) 	dtr--el 	- 	 -r to) 10)' 	05 

44  ( ~ J,z5131 44-1 xl ) tt 2) 
r
0( tv 	

3 3 

44 	J3 3.1,̀  
(á 	á 

(3.15) 

As equações (3.5c), (3.12) e (3.15) constituem um sistema 	de 

a 
sacoplado para os elementos R,

b 
 

De fato, integrando (3.5c) 

cuja integração ë direta. 

3 

nt 
fely' 3  07, R 

3 	V v J:11 
x 3  
,o)  

gi -3"1 
7  S -J lerfri_d 1)1(sri) 

obtemos 

	

44 	 44 

d) 	R;a4,(7 2",x 3  (69 

	

J, 11 	,7,11 

44 jv, 	3 
+ g (á g 	

.1 
 ) 4113)(3  .)(3) 

/ 140/ 	• 

(.3./C a-) 

+ á 

d(X-
I 4 r 
d)1_?(7.)(x 

1. _ 3-)1  tásicy3/13,0  ; c  
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obtemos 

	

h 	
-T 	 3 3 

at 44  J, 12" i/  N 	4 4 1)1( 	2)//x-x ), R tx = R ( 	03   
11 V 	

Kixio,;)( 3; 	 m/ 	
a  

(3.14 ) 

Integrando (3.15) 

At a R ( _ ' ).1(x4-101) )(icaeciii-kAi x-x écr 
c5 4 1 	 3 3 

1. 	5,1/ 	
o) to) 

obtemos 

011, 	 b 	4 	 Ai)  313 J. 2- 	4 

R (?,( ;A) = R ( ; )X '13  ) 4- 5 (é - á )(‘Clxix )idp 2-  .,xz ) 

") 	
ey 	(0)) 

3 3 
d (X — x ) 

(o) 

(3/16c) 

Usando (3.16b) para expressar Rab11  (x.yi  v2 x'(o)  ) 	em 	(3.16a), 

encontramos 

:$ 

	

z- 3 	qL, 	 1 4 	4 X' 	1.1ç .1  "3  

712  ‘";/. 	 Xic) 	( 	)ã 	 )+ 
C9 , 	(0) 

J11 

s 4L  s319 
— 	 ' 

/2  f(.4,_'...-)4á fY.x-,5 	(3.1w 4e.) 

Através do uso de (3.16c) no lado direito de (3.16d) somos le 

vados a 



23
1 
 c 

F t ) + 

o4,d 
-g" f Fr) R i.5;d 

um) 
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4kL 

R (x•x )  
■•••• 	iv (o) 

J,11 

53,12 <J1 4 A 	3 
iLV x .,(1)àlx? )d (x 

3  
-x )+ 

(o) 

c 3 3 ( (5.1,13 5- J, ) 	A, /e_ x140)  ,/s 	x,0)  x  .1) of 	- co ) 

+ (ó 311L1_ 53,3) a 0,11(94) 	(7' )X ;30); x 3) 	(3 .11) 

onde a presença das funções Rib11(-;(0)) deve ser notada [27,32] • 
 

A determinação de Rajb 	esta terminada. Como sub 

produtos, determinamos também os elementos R
ab 

(x•y) e R
ab 

6 (x•y) 

	

J 3 	'- 

	

(ver (3.9) e (3.10)). Para os demais elementos da matriz 	in- 

versa R encontramos (ver Apêndices C e D) as seguintes expres 

soes: 

ab 

R ; 

3,4 

4-1-6 (3) 

5 	a!,-■":-Ê) +di 

s 4z. F"` ã( ,/ (74)ii,•-:"-f) tyx • 3 3  mu, 

"1" 
— 



qbG 04,c 
r (x) á í-,',1x,40,V4) 61( X2-7 2)  ii-rie3) 

.Ác 
ÁLF +7 f. ci 	2,A L  ( 2) 

5 5' - [.1) bootr-,) 
1 1)44 1 2.)ã(A.,,rí 	).] 

3 .? 

(3. —á 	ci Llix,1,y,:,;(7 4)11x 1 )ó/.4;10)  

9 
  

-(
2 ) A , 

;03, 
3) 

j41"/ 4; 4  
J 	 (3) 	,ic .31,4 

, á E 	 F) 

(3.23) 

	

3; 6 	.7 (3) 	 '1'4( 	61 19c 1,c 

" 1  jkl-:35(11-4?-a2) " 1" + ã 	21.1  ã ( x-ã) 	ã 	L 0 fr ivi ) 	(,v_ )à,  ( 4,x 10) ; c  ) 

v  

	

7,3 	a4 	Z 	 tC 2  

+ 	L á i2,1  o5"/ 	4- (7 	/1;,; ) ápi_t.,,2-)J A (A,,14- 4 	Px 3  — /0),(7  e 

as 44 2 (3) 	jg 
+ ' 	(x-p + 5 ' 	J(-r,o) 

+ a3' • ã 	 J(A-3 
/ó) 
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13) 
)(d ) (,..,-;j) (3.20) 

2. 
(x-ê4)//,r- eA' X 	• 	

31 
 10)  (3.-2'1) 34 

á é 



At tc('(; c F  o 4, C 	 3 
41x 	3) imo;  

3M 

4- á
J,If 	At c. 42,c r 

• A

, c-- a- 	A 	3 	3 ) 	á-J.5  
F 	o I 	d 1 x-ri.-1/41, x/e, 	 I 

1:  )■4 (xix 
sT, +6 (,;(t)  1 ••1

/ 	
3/ LA 1  

o5  (c:1.∎19 e 

• 

z) , x • 
A. 

r- ;

V 	

( 3.210 

.371,7) 
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Dentre os elementos da matriz inversa R, dados em 

(3.9), (3.10), (3.17)-(3.24), devemos analisar detalhadamente 

aqueles que controlam os PD's básicos da teoria (e conseqüen-

temente, os CTI's básicos), ou seja, os R
a
k
b
11,11(x ;y) (ver(E.26), 

(E.29)-(E.33)). Particularizando, então, (3.17) para J = k+11, 

obtemos 

	

c41, 	 .01 4  

	

(,;,( 	
412 [ 	 r 	c .? r (x ; X ) 	5 	á 	4  X .  .xl)à (x- a)J(-4- -.)(10) ) -i- 

10) 	 , /0), 

4  á 
ia

eFf.4-4_xl ) ,dv 2  .t‘ • ,(2) iftr .!'x 3  ) 

	

to) 	to/ 	to- 

-4_ 	311-11-)4) 	 (d3,  '(/0); '(3) ( 3. -2 5 ) 

onde denotamos, para simplificar a escrita, 

at9  
(3.2  &) ___ 

R 
k 

( x ' ,-;(0)) - 	k4-14,-// 



)( • ,‘ 	 x ) = r(ao / • x ) 	)4- (— 	• 	) e(xl-x4) 
—to) 	 I 	(0) 	/o) 	1  

r 00).- 
" —1°) 	10) 

4i 
-1-jdí1 	•xl)L 	(z-1.7( a> 	) — 	ZIX — Og' •  X )1 /0) ) 

 
CO) 

; 

(3.28) 

r(X; x(0).) 
- 4(2 

= 	( ) 	 o )

) 	
—
x3 ) i^ ( ,„ 

Z 
 x 

 /O) (3.-29) 
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Conforme mostramos no Apêndice D (ver (D.21)-(D.26)), a 	exi- 

gência de antissimetria Rab (x- ) - 	R ba ( • ) n JK 	- - Kj  y,x 	nos leva, na 	no 

va notação (3.26), a 

cki) 	 t 
r 	3 .? 

(x ; x 	) .=.- 	( _k- —A o) ) k' 	. 	) 
1 --(°) 	

„ _10) 
' 	1 

(3.2-3) 

COM 

COM 

2. , 
x 2-. ,‘ ) 

▪  

,5
614 

[E 9( — 	 + r cx ; • (o) 
x) (o) 

„,a-t) 	 .mo a 

I. 	(x-  ) - r (-0t2-.x )] 0) 	 I 10) 
1 	 1 

-éco xZ 	
c719 

3  Étoo• 	 ao • x )1 
, 	 , 	 .,(o) 

3 
co 

	

a L 	0,12 1, 2 .1 

	

 
r (X••••• 	

) = 	((11X,x' X ) 9 	(o) 
+- r (À À x 10)91.

l
?
o) 

x3) 
• 3   

3 	 3 

(3.30 ) 

(3.3-0 
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ab- 	- 
Além disso, as funções r1  , r

ab 
 e r

ab 
vinculam-se pela 

3 

ção (ver (D.20)) 

condi 

1 ‘ 4 t  
k c x ; xo)  ) ....-. j(4-:' -cio  ) ) fr-- (4xt 1%1: x ) 4.. 

x ‘ - - 	 x 1 • • , 10.1 

Z. a ‘ 	 3 a t 	at  /3) 
4. 441 4  )01( 	) P í-.- z  x ) -t d k.  ( - -1-,0) 	-.1--- -1,40  x 

4.. 
(-1'; to) , 	. . x ; X ) = g hr-x ) (3.3Z) A,  	10) 

3 	 -- —(0) 

como se pode constatar facilmente a partir de (3.27) -(3.31). 

Na praxima seção, veremos que restrições adicionais sobre as 

funções rab i .izab e 
 r

ab 
serão impostas pela condição de gauge 

3 

(2.2) a qual ainda não foi utilizada. 

111.2 Condição de Gauge sobre A G'a. Conteúdo Topolõoico Não-

-Trivial da Teoria 

Lançando mão dos elementos de matriz da inversa R, 

desde (2.41) calculamos facilmente o multiplicador de Lagran 

ge A°'a  encontrando (ver (E.5), Apêndice E) 

X 	 x 
2. 

0 41- 	
R. 

/ 	 011a 	l 	
0.z, 

A ex) -,..- 	441  F(v  -a-, ) -I- Jet2- F („1 e l ,x,3  2 4- 
,x (0) 	 /4,/, , /0 

X 2. 

X1 10) 
149 

X
3 	

03  A. 	
3 	L4., 	o 4 

r- 1  
2-2.3,) 11 I  è i ( 't ; )1/0) ) F ( e) ( 3.33) 

X3 
/0 

Claramente, (3.33) implica que A °'a  deve obedecer a 	condição 

de contorno 
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o a 3 	12 4 •• 

A 	= f4, 	te ; x
`0
,)F (È )  ‘3.34) 

De forma a compatibilizar (3.34) com (2.2) (ou, 	equivalente- 

mente, (3.33) com (2.13d)) estamos forçados 	a 	escolher 	(ver 

(3.27), (3.29) e (3.31)) 

a1  

1 

aL 
- z 

t> 	GI 
r_ á 	r 

3 	 3 

cv 4  a É,  — 
==-.) 	= 	in1 

= 	r 

(3.35a) 

(3.35h) 

(3.35c) 

onde as funções ri , r 2 e r 3 devem satisfazer 

3 	1 h- 

? 
	y_ (x x  ) 	3 

 ) 	 ;,„)) 4  

	

K, o) 
c' 2 

_x 
2  ) ) 2)(  ri(x; 	) 

13 )  

-fr 93( 1" ( k: 	= 	—x10) )  (3.36) 

de modo a levar em conta (3.32). Portanto, (2.2) restringe to 

das as funções rab  a serem diagonais nos índices de cor. 	In- 

formação adicional pode ainda ser obtida desde (2.2). 	Referi 

mo-nos ao comportamento assintotico das funções 	r 2  e 	r 3 . 

Para ver como surge tal informação, listamos primeiramente os 



4o #." 

A6  ki 
%

a ( X ) = 	(x) F 
X-4-11 

41 ) 41 
4 ) A o, 

( = 9 ft Po 
atc A A / J,  

/7 /X) pl éx 
2 

42 a,  
A' (%2x ox-3) F 	,( 2,- -23) , 
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restantes multiplicadores de Lagrange da teoria calculados no 

Apêndice E: 

a 	.j,41 	4, 12 	a Cl o C 
gr) F tx, 	 )  

ot o 41 
F(x )  -I- A: gi 72-  (Jim 	

c- ) 	.33.a) 

i,4 h 04 IP 	441, 	o; 10 

H:2) 	-1)  ix) r 	— 	J(e) F x  
4 tC, 

F.  I 	
0, C 

X) A (x) , (3.330 

4 4G 41 23,c 	ice 31,G v 	(f 	b Frx, á Fix,),Jalè'ã( j j x foi 	 • 

--o 

(3.37 e) 

Agora, combinando (3.37c), (2.36a) e (2.33 g,h,i) obtemos, con 

forme esperávamos, 

(X) 

o 	• ea- 	 +D 	° j) C  
2 	— 	442'4. 	 (x) 	(x) (r (3.32) 

A substituição de (3.38) em (3.34) (com (3.35), depois de 	in 

tegrar por partes, leva imediatamente a 
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4 co 
3 /4. 	 0, a" 	2. A °  

(X(0) )= 	ex ) + joixt [ 	)(; x ) A ( -4p,x/ xto) ) — ~ 
od, 

a. 
— 	X?  ;X O ) /4 (00„3/4-: 	+ 7  

O, 43-  "..• 	 3 
r (-00.X ) 	(A-1 - )(

3 
) — 	 (x,40) , 602  X(0) ) + 

(0)' 	(o) 	2 

A o,a- 2..  
i 4. 141  drt [r (À',4,_-°;X0))1`1 c 4-'4 ' , - co ) — 

3 

i- 	/ 1- 

o a. 
—(A- 1 	' • x 	A 

3 	(0/ 	fr:IX200) 	(3.33) 
■ 

Para chegar a (3.39), levamos em conta (3.36) e 

'Z 
-̂ 2 

.) 	
4 L 	1, 

)— ; 	)4 'ex )_, d(-r- 	) 	x x ) 	(x) + /(2 	 /0; 1 

	

2,4t 	 A-3,4  
3 2  P:1( -4" 	)4. frs(X)X10))/11X) =() + art4-1-x1„)o 	) 	; X 	€25 .z. 	 3 

que segue diretamente das condições de aauge (2.1). Evidente- 

mente, os termos de superfície na chave em (3.39) 	devem 	se 

anular. Dado que o gauge está-  totalmente fixado por (2.1) e 

(2.2), qualquer suposição sobre o comportamento assintõtico de 

A''a  vai além da fixação do gauge. Por exemplo, se supusermos 

que 

A ' 
A. 	 O/ a- 	 O, 

x X 3 	= A 	A' 1 4" c3/4,  .3/4') 	A ( 1  -r -t; -4- (10 	O 
; 

0, 4' 4° 

GO 
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estaremos eliminando efeitos não-perturbativos tipo-instanton, 

como se pode ver a partir da correspondente expressão da car-

ba topo - ógica no gauge axial [2:] (ver Apêndice F) 

7 
' = 4 co 

pi a 	e,4 	1,c 
A(x,°,,,)AL,.x ) /1(,,,o,y) 	( A L 	A 	(341) 

CP 

Então, a anulação da chave em (3.39) exige o comportamento as 

sint6tico 

  

( -4-  ao; ), (6,,)-= ti 	

t  x'; x/0)) = O 

 

   

41.),,c) 

Por seu turno, as condições (3.42a,c) levadas em (3.28) condu 

zem a (ver (3.35)) 

Ca-1X1-  ;:5/49) = O 
	

( 3. 1/3) 

Além disso, (3.42c) substituída em (3.31) implica 

ri (;.'..c £tod = O 
	

(3.,14) 

Agora, os resultados (3.43) e (3.44), desde (3.30) e 	(3.35), 

implicam 1.: 2  diferente de zero e dada por 

2. 	2. 
(0)- 	 . x ) 10) , _10) (3.4'ç) 

3 
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onde temos uma aparente indeterminação representada pela e(0). 

Esta indeterminação é aparente pois, conforme veremos, é eli 

minada pelo termo r2(x2(0); (o)). Observe-se, por outro 	lado, 

que os resultados (3.43) e (3.44) combinados com (3.36) 	nos 

colocam o problema de procurar uma*  solução ã equação 

2_ 
(x

L
.x ) 	( 4--xo,  ) x 	(CO —  

( 4/6) 

tal que satisfaça (3.45) e (3.42b). Logo abaixo provamos que, 

respeitada certa prescrição, existe de fato uma solução para 

2 
(x2-x

( o ) 
) satisfazendo (3.42b), (3.45) e (3.46). 	Tal solu- 

ção e 

— E (x—x(o) ) 	

(3. lf 7-) 

com a seguinte prescrição: Tome-se o limite e_ ›-0± 	na 	ultima 

etapa dos cálculos exceto nas situações em que se precise tra 

tar com integrais imprõprias envolvendo a função 'r 	as quais 

definiremos, sempre, pelo valor principal (V.P.). Nestas 	si- 

tuações, o limite que define a integral deverá ser tomado por 

último. 

Prova 

Mostramos aqui que (3.47) satisfaz (3.45), (3.46) e 	(3.42b), 

Lembremo-nos que a função de Green do operador
x 
não esta univocamente 

definida. 
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respeitado o prescrito. Desde (3.47), obtemos a expressão 

—E. O 
( 0)  ; (o) 	= 	

- ere9 e 	= 
6  O ÷ 

a qual, levada em (3.45), nos deixa com 

2. 	2.  

iz  CX „ • ,k/ 	 xlc)  

que é essencialmente (3.47). Conforme adiantado, a indetermi-

nação 0(0) em (3.45) é cancelada pelo termo -1;2(x2(0);x(0)). A 

solução (3.47) também implica 

I 1. 

— 
2_ 	

) 

?A. — 
	 r 
; X 	= 	". 	d/x....v ).12. 	

,0 
+ 6- e90( 2- A-t  )„e_ 

,10) (o) 
0 4" 

Z. Z s  
•■• 	••••• (10" - X

(0) 
1 

o que reproduz (3.46). Além disso, é direto ver que (3.47) sa 

tisfaz (3.42b), i.e., 

k- 	X 
) 	

o 

(o) 

O motivo da ressalva que fizemos em nossa prescrição pode ser 

explicitado ao analisarmos a compatibilidade 	de 	(3.46) 	com 

(3.42b). De fato, numa consideração superficial da função r , 
2 

poder-se-ia concluir desde (3.46) que 
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or 

.74  1- 

x zC 	1- 	4 
Z

( • X ) = 	Cia0;'(/‘,2) — ir-  e x ).= oix z  
/0) 

em contradição com (3.42b). Agora,a prescrição introduzida sig 

nifica definir (-L<x(0)‹+L) 

jaKri-  ? 	) = 	 )__ 2_ 	- -101 

	

2,  R. 	,-"(0) — 
X — 	 X rwl 

_ 	[ }%-- (4-L;x(0)  ) - 	x/(0))1 

+L, 

clxz ? r ~X x , to 

-L 

16--)0+ 
 _ e  -E(L-xt.2-0)

) .1 =  /‘ (-e°)=  

Desta forma compatibilizamos (3.46) com (3.42b). 

A análise das implicações de (2.2) estã 	terminada. 

O caráter diagonal dos elementos de matriz R,
ab 
	no espaço 

de cor 

ai 	 a" 
	

( 3.1a ) 
n+11,11 v 

segue diretamente de (3.25) e (3.35). Uma condição 	de 	diver 

géncia da forma (3.36) para as funções Rk, i.e., 

/3) 
p7 i?h  
1 

pode ser facilmente obtida combinando (3.25), (3.22) e (3.21). 

Além disso, (3.43), (3.44) e (3.47) implicam 



R 
L 

ti 
x 1  •: /1) S (A- 
to) • 

J j 
— /o) ) 

„ 	 3 3 , 	 a 	 t. — CX---X10)) 

	

+ b PA= x MA,-x 	(7 	) Ãht 

	

/0) 	' 	
E- e(x-x. ) 

(o) 
6-4 o 

+ L3 
Soe:111) .2) 
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(3.50) 

como se pode ver desde (3.25), (3.35) e (3.21). 	Note-se 	que 

as funções R k  dadas em (3.50) exibem o comportamento assinta-

tico (para y fixo) 

(3.51) 

Tomaremos (3.48) e (3.50) como as expressões finais 	para os 

elementos de matriz R,ab
-1-11 11 

. Completamos assim a determinação 
IC  

da matriz inversa R. C fãcil mostrar que (2.36), (3.33) e (3.37) 

formam um conjunto de equações inteiramente equivalente ãs 

equações de Lagrange que surgem de (2.14). 



IV. TRANSIÇÃO À TEORIA QUÂNTICA 

IV.1 Os Comutadores Básicos a Tempos Iguais Não-Nulos da Cro-

modinâmica no Gauge Superaxial 

No contexto do PQPD a transição ã teoria quântica e 

feita através das substituições formais 

A 	A. , 
L 	 L 8 bs),  B V 

L 	, F(?)] PD 	
E âix 	10,) ] 	(4.1) 

[ j 

onde B(x) e F(x) referem-se a b6sons e férmions, 	respectiva- __ 

mente, com o "chapéu" indicando operadores de campo quânticos. 

Uma vez conhecida a matriz R, o cõmputo dos PD's é 

direto (Apêndice E). A expressão (3.50) combinada com os re-

sultados (E.26), (E.29)-(E.33), através de (4.1), nos diz que 

os CTI's básicos não-nulos da QCD no gauge superaxial são da 

dos por 

a. 	 j.‘ 

L

[

j, 	13) 

A 0,5 ), Tri, 	J I 	+1) (;,,(,) 	( 	.)J ,  2 	(4' 2a.) 

/...jf,ck 	L 	 eA 4  
LF 	j= ,z[á D cx) — 	D(x) S 	-f- 

.; , 
÷ V- 	

T) (x 
	•x) 



(x),--w4 (1)1 J  

63 

ne 	 nc 
L 71 (y), 	(1).j = £07 	--n- ( fs) 	 („1.;4() + 1T riv R (x;4) 	(Li.zc) 

4  (7 	 "v 	(T  

L 	gs) , 	 = 	Yl..5) R (..I•x) 
cl 	 (7.   

• 
A 

itha,r 3 = g 	g ;,5) 

Estes CTI's merecem vários comentários. Para o gau 

ae superaxial a translação iPD CTI é possível, sem ambigüi-

dades, devido á ausência de problemas de ordenamento*. Obser 

ve-se que as funções Rk(x;y) (3.52) não dependem das variá-

veis cano-nicas e são, portanto, funções "número-c". Esta não 

ê a situação no caso da quantização canOnica da QCD no gauge 

de Coulomb, onde a transição 

sê é possível depois de se adotar uma prescrição de ordenamen 

to [1,35,42]. 

Por construção (ver (4.1)), os CTI's (4.2) são 	com 

Um estudo relativamente completo do problema de ordenamento ao nível da 

Mecânica Quântica pode ser encontrado nas refs. [41,15,16]. 
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patTveis com todos os vTnculos (2.33) valendo 	como 	relações 

a 
operatoriais 	fortes, i.e., 	{4),.]  = 0}. 	Recorde-se (p.32) que 

1- 4,a( x) 2, 	= O, para 2 um funcional qualquer 	das 	variaveis L j■/, J IDD  

de campo. Nenhuma restrição é imposta sobre o espaço de Hil-

bert dos estados físicos. A translação de (2.33) ao nível quãn 

tico é direta exceto para a lei de Gauss (2.33k), devido 

- 
não-comutatividade de Ãj'c 

e  Fok,b (Fok,b = ub
). O modo mais 

simples de assegurar hermiticidade para o operador lei de Gauss, 

bem como para qualquer outro operador composto na teoria, 	é 

exigir simetrização ou antissimetrização nos produtos de cam- 

pos de Bose e Fermi, respectivamente. Então, por exemplo, 	a 

lei de Gauss a nível quãntico é 

B:pat ^zil 	̂ 	a ,1 	j ^̀ ),//c‘ 	' ICh  A • G ""h r 	.2--/Y-r.-_DF +l./ /1J)  .F (/' — 
c nk 

'7-11 '')41  ^4'‘  -0 
t 

01.0 

onde 

A j'e. F 	-- 	Â'  P°j/41 	- a te_ 	 (if) 

Desde (3.53) segue que os CTI's (4.2) são 	compatT- 

veis com os campos cromoelétricos, cromomagnéticos e fermiõni 

cos anulando-se no infinito espacial e, em particular, em x3 = 

= t, portanto, consistente com as regras de quantização 

(4.2) supor que, com Hl 

/ND' 	 4 

7r. (x. x )  -) O 	F (.y° 	--> o 'Lr( x) 	o 7r (x° x) o (9.5) 
J 	

,~ 
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IV.2 Outros Comutadores Relevantes. Comportamento Assintõtico  

dos Campos As''a , Ãl,a e  A2,a.  

Existem outros CTI's que merecem nossa atenção. Uma 

vez que A °'a  foi obtido em termos das variáveis canOnicas ele 

mentares segundo (3.33), podemos pensá-lo como um operador de 

campo composto que pode aparecer como um dos termos de um CTI. 

Não é difícil verificar que (3.33), (3.35), (3.44), (3.45) e 

(4.2) nos levam a 

.■ o, a. 	,1 	r - L 	c ,„5), A (d ) 	á LR.W;Le + (2,)  
J v 

/o) 

Gd  A'' A''' 	 ) ,--, _to) á a-) 

xl  

+.1 d 4  
10)  

4 I A/2.  

io) 

X
3 3 
ai  K 

J4/ 3 
t o)  

n c 
1

3. 4
XX ) ZT (2

4 
 x

1
i x /

3  
01

) 	-+ 
1 

4 	t_ 3 	.x-- 	
/
4 	2- 

X 	 ) // 	 x 
/O)) 2 /0) 	 0) ) 	/0)

) +  

c 

,
X t

3) 	r4 	3) •i" 
3 

	

3n 	 ^ C _] 

fai 	/c 	 1--  (-?.; L(io) ) 	(2) 

	

J* 	 e 	 2 
6 h) 
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ex A 

19) 

onde 

Z. 4 
.... 	 A' 

X ) ..... j X  dê4 R (Q^,x 2  4,3  • ) 4- idè 4  R (Kl , 
"-to 	 -1 	' 10) 

• 

	

I 	 „- 

	

, 	, 

	

xi 	 X 

	

10) 	 lep 

1 

4. 0(2 3  /R (x4x4. 23;j) 4- , 	(;Y3  /^ ( 2 • x ) R ( e x 
I 	 . (11- ) 

3 ” 	
— ., -10) 

J 	a 	 .e 

Podemos agora discutir em detalhe o comportamento das 	varia" 

veis  Ãi,a(x),  A2,a(x) e  Ao,a( x) nos limites x' ,±- (ver (3.41)). 

Desde (4.2a) , (4.6a), (3.52) e para x ', x
2 
 e y fixos encontra 

MOS 

A II& 
4 z 3 	

C 

{ A 
(xx,x .±42),77,1;71j 

k 

-14 	44 
= 	á {á 1/4-4-74)//x):_diz) 1(4'3  — (  

V (0 

X.r 
/0) 

4 	1 .3
s  [a (x_:74)] (le 1---e5 to) 1 

f 
L 21/1c 

A 	3 
( x x X a"--  ± ) 

1 	.1,  

R 	 ; 	 ac„ )  

0. eia) 

‘c) 

(2/ d) 
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= 	ã â Á■ 1 44 ; 4 

(zi. g 1,) 

/X 
-021  J(/20) 3) — 

10( - s 	or(2,./40)  Ri4.2  

,f 
3 h 

fe  A-. I  j1) 	'- j(4-tz)j L1 ( 3
= ± 

3 	3
) 
 

G4 	
, , 3 4-  „vs../ 	_ 

.. n O 4, 	 rt,),b 	 AL 
1 A '(yd,x2-,x2,--- ±cv) A (

V
) 3 = - . - g 	Ri  (, ; x ,4  ),-; x3= ± 02) -4- 

a Ci A ; c J 	 3 + 9_, _(2. (ê x4 A-lie - ± ao - x ) + v i AJ,' , , , 	, ,.... io, 	 ê  

Os termos número-c nos lados direitos de (4.8) claramente in 

Bicam que 	-A-2'a  e Ã''a  não se anulam em x
3 
= - x". Assinala- 

mos que este comportamento assinto- tico não-trivial, 	exigido 

pela presença de uma carga topolCiaica não nula 	(ver (3.41)), 

surge como um resultado dentro da presente formulação da QCD. 

Este não é-  o caso na ref. [22] onde, entretanto, a necessidade 

de tal comportamento foi reconhecida. 

Portanto, tivemos exito em obter um conjunto consis 

tente de regras de quantização para a QCD no gauge superaxial. 

Concluímos o capitulo mostrando que estas rearas não permitem 

00 • X ) (11.4) I 	- 	(0) • 
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a implementação de (2.12) como uma identidade operatorial for 

te. De fato, por exemplo para x = x(0)  e j = 2, a equação (4.6a) 

se reduz a 

ah 
 1. 

X L r' r• 	- ro,:1  
' 	/ e 	

,to) 	 10 ,....9 Ç • x
/c 
 ) 

• 
.7 

3 
(R d  r(2.; 	; 

L 	moo, )f? 	d) t 	- 

a qual não e compatível com A''a(x(0)) = O. Conforme antecipa 

do no capitulo II, p.17, A o 'a (x(0) ) = O e descartada pela à1- 

gebra de comutação a tempos iguais. 



V. INVARIANÇA DE POINCARE 

V.1 Os Operadores Densidade de Energia e Densidade de Momen-
tum da QCD no Gauge Superaxial e a Relação Fundamental de  

Schwinger da Teoria Quãntica RelativTstica de Campos  

Iniciamos este capitulo, propondo como candidatos 

para as componentes do tensor densidade de energia-momentum 

quãntico simétrico c31" os seguintes operadores hermiteanos 

	

/X 00 	 ," O 0 	 ". 0 0 

C) 	00 8 -0-  eF 

onde 

	

O O 	 4 	Ct 	 4 j4, 41- 
__. 	TT.A77- 	 F 
""'" 	,/ 

(5.2) 

 
G Fo = 	;77'1" 	 nl°1-4 

„ cx. A 	h, a.. 
• 

o 	

A 	— írn 777-4, • ° 
(5.3)  

4 0h 	noh 	ok 
G = 	13 	4;) F 

onde 

(5°4  B 

A  4. 	; 
( s. s) 
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O k 	 4 
4  ) 

Li 

Ai 4 	"i4 	4 J 4 
e = 	+ F  

onde 

(5.7-) 

a "a 	 GL 	 ,4 e ht  et, 

F F
K 	 1-  

+ ã 	—IF F 

(5-.8) 

, Lir  [-rAr 9 4  ase- — 	) 01  + 	J,)12  _ 

—(171‘  ) 	 [ fr‘ elaka 	A j 	iTc_ 	j‘l (5 43)  z 	1 	2 

1 	 _o o 	- o k 	- 
com ojk

j
,y

k
]. Estas expressões para 0 0 e 0

jk 
 , 

por conveniência divididas em partes puramente bosanicas e par 

tes fermianicas com acoplamento, foram obtidas por translação 

direta desde suas ará- locias clãssicas correspondentes. 

A seguir, calcularemos o comutador [(5 °° u) -(7) (3  ° /.
U

.
C

1
I
\ 

Desde (5.1), é evidente que 

C 

 

- oo 	00  1 	 ^ on 

L 	(fle) CD 	j - 	 ( x  ) LO 
8 

0 0  . 
/s. 0 0  o0 

1,())] L 1;1(4 (,,5 
8 a F" 
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+  [
Aoo 

F 	
(x")] 

8 

00 
+ 	ix) 

F 	) 

A 00  

F 

= A. 00 
(t.) 	(x P).] 

8 L 	

o o 

L
F 
 (:`,!) e (X)] 

00 	A oo 
+ L O (x) e (x ))-1 

8 	F 

—(x4-->x') 
	

(5.10) 

onde a notação (x 	x'), daqui por diante, significa o termo  

adjacente anterior (ou ã esquerda) com a troca de  x  por  x' e 

vice-versa. A partir de (5.2), usando os CTI's (4.2), computa 

mos inicialmente 

° 4  
.0 

L 0 © (.01 © 0, 
3 - 

'1 
4 a.  „" 	 b ^ L, 

[ Ti 0,,j (x) 	(x')Ir( xi)] 
J 

+_1{-ift,c)11.1(x), J J 
 

F (x ,) F (x,)1 —( x HX')  (S.11) 

Claramente (ver (4.4)), 

na "% A 	4 6 	AC 
I 177- 	 (A- (x)/7" fx) 7T 	1)77-  (x))i J _' 	- 	_ 1 

^Q 	4 6 	1 4, 
(~x Tri i_x'j 	( ,...x)) 

A et = 

/■ 44_ 	A 4 
7T (A-). 1 TT (x ) 71 	IT (p11 

J 	,e- 

4 	A a- 	A h 
.x") E 71, () 77 pe,;) 

J 

A 04 	A /2 

Tr(x')1 

.■4  nc 4  c 	 A C 	 ,x 

= Tr.(;'` ).1[40 (f  7T(ie) 	())1-71- cx )) R. cx ; "(À. 
J 	 ,e £  
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a 	 acb 	 1  c 	A  t, 	 a c h 4 c  A b 

[V E — 
R (-k-'; ,() 7T.(x).7T 	÷ 	R (À/  • lt,:y 	77"/A'9. = 7T " (.y). 

a,ct, 	 n C v 	rx); .x) 
2 -  - 

7T 	TF (x). 7T (x) 

J 	- 

eN ct 	 4 C A 	A 4 r. 

R 	) 	) . 7T 	7T (xP) 	2[L 77-(,v) -n—LI‘s2 ./  

4,44 	 A d 
=-- 	f 	R (5 )  ; ) :4(1 (I 	0,9 71-  70] R

2 

 (x);,,)
i 

1 "c 
pe l), 77.  (x)] 

J 

	

44ct) aaii 	 ,x d 	A c 
J.= 	 R (xl.x)g (x•x1) i 77-  (X )) "Ir (x).1 

--d-1 2-1  I 	,, . ,,,..„ 
,  	

ie  ,.. ) 
ui 
 _, 	== 

ac4 adi, dec , e  
(,(:; ') R (;,-;x')/ 1 	J 

	( 77 (..r,  ') R .(x;,,( )) + 

	

1 	 2 i 

+ 1̂T e(x) 	(X'; x) = 
- x  

( S.12 ) 

devido à-  antissimetria das constantes de estrutura. Na deriva 

ção de (5.12) usamos a identidade operatorial válida para b6-

sons A, B e C 

A.(s.c) = 	g). c -i- y [ EA,C] ) Rj 	(s.-73) 

De modo similar, 

f",b 
F rx9 r

8 L 
 „cru (x) 
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7T.  (s)  J . 

1 71—  45e)„ 
J 

a 	
,. 491,,,b „,?.,.,6,  
Ft,,( ,)F,„,) i .,_ f 	.--‘- T o() I  

J 

A,4 	A,. 	o  -, ...,,,,,_ 
F,,,,,, . E u. (-,,,-.), F,„9  1) 

J 

= I 7T.  (,2-).  
4 

J 
 /)

à/1—x) 

c 

ao,  

• n  
= 	

{ 
77—  (x). 
J 

."..e • a. 	2 (3) 
F (,( ,) 

rt,,,x 	h, 13) 
F 	? á /xl--x) 

xl  

" 	Ai c f 3  

F f.Y A 0:-9 ‘,,—,(1) 

ca 

A. 	(3) 

A 7T. ()e). F (X)) 69  ' (A---x 1) 
J 

. 	
/ 	7,h ^ c 

+ (7 	7T(x).i F "A-9* 1,(i) 
J ~ 

Logo, 

h 	A 
F/x;) 	— x 	= 

8 L 

hi.A• x  (V kj 	x ; 1.32 	 n 

F (X) 9 (5.  /4.-  A. 	7T pc') F(x) 9, d/x—x9 
- 	 - 

(5.15) 

Levando os resultados (5.15) e (5.12) em (5.11), 	encontramos 
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A 00 	n O 0  -7 	 4  ". 	 ,, 	4, a. 	)( (-1) 

ef.Y9J. i(77-.(x). F (xl) 7r 	F-(,(2)09x  
13 	8 

(.5.10 

Agora, usando a seguinte propriedade 

X (3) 	,N 	 4 

StX"..X 	. /1(4) 	tx9. A (x )  

(3, 	
il 	

/1. 

X . 	tX „ 	 X' . 	X -11 	(Aix9  A(x)) -1- 	 ( 	/1( ) 	_n_(),P). A 	) = 

x c i.?) 	[ 
- d (x-x ) /1 iLe • /"'. (x) 	(.vi). 	(x))..] 
- - 

	

valida para operadores arbitrarios.-Q(x) e Ã(x) [43], 	podemos 

reescrever (5.16) na forma da equação fundamental [1,43] (ver 

(5.5)) 

00 	00 _1 	 04 r 	o 	 13) 

[©(x,
e(X0i •-• 1 	= 	( 	,>,‘ ) 	© (,(9) 	Si') . 	(5.18) 

8 	a 

Em continuação, computamos 

A 00 
O (x )  • 7  F 

r- 
[ 	7T: 	71-00 	r o() r rx 

	

.2 J 	- 00  j (x9 

∎ 	n Gì = E 	(x)Tr (x) 
-1 o o 	 4. •^ a 	̂ O ° 



75 

n a 	
r 	 , a 	" 	 o  h 

= 7r- (fs.( 	L7T (,e),  r? 	(x '9 iifj AI-1,(9j_L77:(,r ) 	117x . ke 	(xj- 
J 	J 	 - • V 	- 	J 

	

(xi)•fi 	
, 	

(x')A (x,)] - 	
.2^ 
tid 

	

.06 	 1-  

(s.1 ) 

de acordo com (5.3). Utilizando (4.2), é direto obter 

(x. 

[ir ( x ) 
J 

, 	 4 .2 .2_ (a, 7T  (x9).7réd- 
ft 	 v 

O 	X 

77-  (x9. a" o 	rx'). 	(X;  ,r') 
— 	 ' 

Cs--20) 

r_Jt 4 	 x' 	 .4 a 	x l  
L71. (x) -I ff /x1 )n- 	 te:). 	̂1-1:9 dk  g 

Á 
2 14 	

z_ 

77 IX) E 	• 	3 

J 

" 	o  Á 	4, 
A (x9 

v 

‘31 
1T (x')./dl iàa 

-hz ') á (,(—.< 9 
u 

4 A _Q7  71" 	') - À 	,,j--c.1) .9 	(4 • ,e /) 
2.- 

r7T áx)71.-1  ,(Jc1).j°±(xid = (S.-23) 

J 

Substituindo (5.20)-(5.23) em (5.19), ficamos com 

„ 	o. 
(x) g (x ,)].._. 

E 8 	F 

a 	j, (1. 	(3) 
Véx). 3--  (x9 S (x-x9 

24) 
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onde introduzimos (para u = j) a versão quãntica da corrente 

fermi6nica (1.8), i.e., 

J r4.)& 	
o fr- 

CX) - 	 77 (x). x 	r __)‘:. 	fx)  
U   (s-..zs) 

O lado direito de (5.24) é uma função simétrica de x e x', lo 

go 

o, 

- 

	

e )(1).7 - ( x .4--> x9 	o 	 (5'..26) 
8 	F 

Por outro lado, desde (5.3) e (5.25), segue que 

L .A.00 	00 	 „. 	 ^ 	 x 

	

(x) e-.4) 	- [ :._1  (; Tr x)) y4A-4  4-1( .() 	77 lx).xà- +o( 
F 	F 	 2- 	 ." 	— 	- (1  A  

4 , A. A k, A. 

0,5  ) A (X) — 	o( 	 . 	_ 
2 
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 -  

0,4, 	 ';i:/,...,e9 -+- 
1, 

3 (1<x ,) A rx ,) 

....] 

_ip„ 7 ( 4- 1).)•° f<x0 1...=  
-I-  - a 

Cor), L 

.13 
 

— 	L.  (X) i) ( 2( )).j 	(X 1,)j 	()(4-i)(1) 4 	ex,A(x) J or'.) A (x5.1- 

kit. 	a 	A 

L. 	 ) A exy, Tr)‘ ( -21'). if 	 (x4-21)( j ) 

A 

L 	 —Ti exi). 6.°Ai—(x, (5 2 ) 
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onde definimos 

o 	 o  1(a; 7%é?.()i-d- 

Com o uso de (4.2), calculamos, no que segue, os 	comutadores 

no lado direito de (5.27): 

C L ,x Looj , 

-Y)) () d 
27 

.e,)--) 	').] 

_ 1  
r  77:1Kr .r h  7-I), ?),) 	

91 — (x ")e') 
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( s. 23) 

3 

	
L rx) 	 - l x .+x') = 
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A/A. 	 o - 

(,f) A er, 71-  (.x• 44 xi ) = O 	 (5.33) 
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[ —IrAfr( Le). Af ) IT rx'). 6°  ^1.-/:..,e1 =." O (si 3 '')  

onde, na obtenção de (5.30), utilizamos (5.17) e o fato que 
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Antes de voltar com (5.29)-(5.34) em (5.27), reescreveremos o 

resultado (5.29). E direto encontrar a partir desse resulta-

do, usando as propriedades da distribuição 6 (3) (x-x 1 ), 

CL (2-) , 	
x (3) 	

A 	h - 	A 
..... 	(.07 01  (r--..(') 	" (X ). F-1

• 
'T-(24-9 + 777x ). Y6 	"fixj- 

Li h — 	" " 	 ./ 

,Jr,..„u) ã  7 (f.  ) 	õ-kff 

-f- 	 9'77-A cx,)) ( 	 it 
4 	

-e-  E6-1 a 3) 't (x) 

+ 	"ffi,y9.(j6 4 .);-'(?,)] 

- 	 J 11- 	 J 

x  13) 	 k j 
= 	(a alx_x9 7r 	à- a. 

^ 	X n )
— 

7*I'-'-` 1)* 	f-r  

,f 	'V d 	J 	" v v 

, 
- 

— 

- z_ (,) 	v 	
) 

 

1, 
7.4( ) 	 711-2,(). 	sP:r. 	) (3) 

ir • 	
/ 	• 	1 

(7 i?-:74 	 j   

+ 	 (Px.)-i0e). 	I( 	a), 	Á ^ 

id "t(,)-9+ ( 	(5.35) 



- 

(47 :( 4)(  • I '71 (X 

✓ 

ti) 
- px slx_x»){ — 

fji 

( 	• X I  )) (S.36) 

uma vez que 
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Prova de (5.36)  

O lado esquerdo de (5.36) ê igual a 

,r) /3) 
(-3 Ill---#32 )( 	2))) 

j 	1•71i- j 'i, T(x)  
/3) 

(31 	 " 
= 	St x'>(i 	7f/x/)) h  A 	j. 	) 	( a a 	Ix1 /ri 	= 

j  

= 	
12, 	

( 9X 2 X 7 )). )14 	 I  (I .7r  lix-1),J1. 	= 
,) A 	 Á J. 

f3) 	 4 ^ 	x 	,_x 	je4 
(5  (X-xi) (a'-Y7( 	 1̂- 	= 	( f(x-xly(d. 11 ,..)).,}- 77_ ) . - 	.] 	 v 

Por seu turno, a expressão (5.35) ê idêntica a 

A 	 13) 	n a k 	 n o 

L ()1)3 	P'FAX-x')(© ‘-T) 	e rX J d) 	(5- 3) 
1:skt 	1,71-.1 

onde a densidade de momentum fermiênica livre (ver (5.6)) 	ê 

dada por 

oh 	

"4 

1 	4  
e 	= 	- -Ti ( f 	— 	( 7T-1  . r 	) 	(s.38) 

1-   likr.4e  
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Prova de (5.37)  

Mostramos abaixo que o lado direito de (5.37), atra 

vés do uso de (5.17) e das propriedades da
( 3 ) (x-x' ), é idén 

tico ao lado esquerdo dado por (5.35). De fato, (5.38) implica 

13) 	n 0‘ 

álX--)( 1)( 09 ('() 
P.4101,42 

4 	 4 	 ^ 
,í,(? )(  tx:- x')) 	 ^41.2 ) 	7r (,,o. 	— 

j_ p 	,x)). 	_ 
-Z. '71' 	 •L 7-  

k•i 

j‘ — AL/ 2:1-4-(0.cr /, 
+ PA-Ti 0,-))47 j y-ce) 

A 	• / 

71-  411 (%:). (x)) r l̀ ())(1-  "/)) 	= J 

X (3) 	 h 
5 (X--X9 	 (X).? "t1À1 ) 	7r (.1,9. 2.-/-/x) _ 4 (X‘  

x 	 x 	 x -14  

,L̂ 
- 	/.20 "1- (1() - A: L(dX  r 1X1). 

i‘ 
/X I ) 	 ,t- 	txv). 	- ix)÷  

x' T  

-1- 7? x crj‘ 	tx' 
-74  — 

+ 71; 	. 	6!)).] 

i Pi tx). .Z 4- /-)L '
' '' 

ki/^1-17x) 

— (8'r7  /3)). 	 — 
■ 

(,:y-k: :X>). 
`. 1/4./ 	• t 

, 
e J 

Ld-
(agi 	(,,,c ) ) ')4 



8c 

• 	"N 
+ rf(,!).[> (rijPx/41x') + 77—(x').Q"44J1 9A1(x)1 v ' 	

1/41 1 
(3) 	 00 / 	4 ji 	4 

8 

1 

a 1--  rx') -t-
J 

—(a.,)/iii)('21-4J1 — [(f h,PJ 

  

 

(..C:39) 

 

  

Usando as seguintes identidades 

-t- 	d-J] 	-2 J td J  

'41  " hi?-‘ )1 —  Ed k JJ ]  = 	+ 'Eas) J kJ '{i;r11 

em (5.39), obtemos 

11-(x). 	j. /7 x9 + lx).
O

4jj al^09 

4 
- (21:  71-±  ir ). j Li 12  (1' 1) — (,)1-'71,5;1e9ikdi't ("4-)] 

t —t-Sãljtx 	771;1 (1-1- ã'l,ir.11.3,:i'11l:,r'i -4- 7-7:1- o,s 1). 1 d, ,)-ii d .AINI-(Y) 	..... 
(1 	J 
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- (yb." rx)) tio 
J

• 

	

A propriedade de antissimetria da aks(3)(x-x 1 ) permite 
	rees- 

crever o termo da chave em (5.40) como segue 

4 • 	x'A 	 x i 	 Á • 

	

(-9 5<,5-x),9 tx y )-11 -hxl) 	a fir—x5) n'e5 	kj.} ' t/A' - 

cS) CU  

x 	 I 
Á

,  st;i:_x)9 . rítx 913 y.A• 	x ) 

h 4 x 	) 1 +04  cl 	 ( 

A 

= 	(13))e- x9 ( 9x 12,Q ). 	2)‘'  (x1) _ (21 3(  f .4' '9. á4  
k 	 Á 	' _f e - J 

f 	.)/ ' 	 / K' 	)( /.3 jdA 	d x  

	

boi aVA. .} 	141.0 — c .9.  ir 	). x 	h  j 	. eu  vo 	j 	u  

13, 
(94x/ 	"(1/4,))). 	ix a-1(x)] 

- g 	L J 	 J 

Á [ 	2 ./1(3).),-x9)I-Y)) 
ON. 	

• 	

J u -2,  

(7X  ic-‘)-- x')) ( )x 6  o`' )). Pid-h  J 

13) 	-‘ 	
A 	 Á 	1 

.2.  I 'A,5%....r--_,(')1{(â'l 714 	d'jj'h-'17;;- ') + (2. 71 (:■-.. 9). 	 (5".`l'1) 
J 	v 



84 

Substituindo (5.41) em (5.40), obtemos (5.35) o 	que 	conclui 

a prova de (5.37) (q.e.d.). 

Levando agora os resultados (5.37) e (5.30) -(5.34) 

em (5.27), encontramos (ver (5.38) e (5.6)) 

"ao 

CO (x )  

F 

00 

(x )) - 
a 

^04 

-A r® (X) "4-  

Ok 	,k 13) 

) adi  S (x— x )) (. 5". 9 .2) 

F k — 

Por sua vez, as expressões (5.42), (5.26) e (5.18) substitui-

das em (5.10) conduzem â relação fundamental de Schwinger da 

-reoria Quântica Relativistica de Campos [1,43] 

S OO 	00 Ee cp, e (?0] 
„á, 	 (3) 

-2 (f3 	e c x')) ?A, e) 0,,f—.5') ( 213 ) 

Portanto, os candidatos (5.1) e (5.4) são aceitáveis como den 

sidades de Poincarê da formulação de gauge superaxial da QCD. 

A diferença da situação no gauge de Coulomb[1,35,44, 

13,45], a relação (5.43) não exige "potenciais" quantc-Fecani 

cos adicionais [11,16] quando a QCD ê formulada no gauge su-

peraxial. Isto se deve, em instância básica, a ausência de pro 

blemas de ordenamento em (4.2). O potencial quanto-mecânico 

[11,16] a que nos referimos pode também ser calculado, em prin 

cipio, usando-se os procedimentos de Christ e Lee [13] e de 

Falck e Hirschfeld [45] os quais não se baseiam na exigência 

de invariança de Poincaré. Entretanto, não e claro para nõs 

se tais procedimentos podem englobar condições de gauge como 

as que especificam o gauge superaxial. 
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V.2 A Ação dos Geradores de Poincaré sobre cada Campo Bãsico.  

Equações de Movimento Quãnticas.  

Passemos ao problema de definir os geradores de Po-

incare e de determinar a ação desses geradores sobre cada cam 

po básico da teoria. Os geradores de Poincaré são definidos 

como segue: 

(i) momenta: 

 

„ 

H 	 (s-. 44)  

(5.-.‘15.) 

(ii) rotações espaciais: 

A ke 
J = %a,

' 4 

 )2° 	., 'A (x ) _, e (4-) ) (s Y6) 

(iii) rotações espaço-temporais ("boosts" ou transformações de 

Lorentz puras) 

4  h 	' t  ‘ 
-_ -. • 

 
1( o  P - k 

r 
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Note-se que todos os geradores de Poincaré são quantidades bem 

definidas matematicamente, dado que o comportamento assintõti 

co (4.5) implica (ver (5.1)-(5.9)) 

 

O • 	 (s.i/s) 

 

A ação dos geradores de Poincaré sobre os campos básicos pode 

ser encontrada pelo uso de (4.2). Assim, o operador Hamilto-

equações de movimento (Apé.ndi 

(G.7), (G.9) e (G.11)) 

a0 Á% 
	E /V/1 = 7r 

„ 
+ 	A 

06 
. 	.bd 	.  

9?ika.^  j 	• 	6 	4 
=A:P-1,F " 	L') 	 ifIc• F 

--j4 AoL i, 
— 	 • • -1-aj- 	A 	(S.Ço) 

4907 4 	rgi 4:4 	 achA, o,c77 +254,4
,4  

jA4‘ 

(5.50c) 

niano (5.44) 	leva 	"ás seguintes 

ce 	G, expressões (G.2), (G.5), 

h 	'1 	o 

= 
o 

‘?-t.à1 Cd (--0- 4 /Vc`Lt 
3 

(5.5o d) 

9°7?  - • EA 	J -/-- 	= 
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A correspondência entre as formulações quántica e clássica da 

cromodinámica no gauge superaxial ê evidente (ver eqs. (2.36), 

(3.33), (3.35) e (3.37)). Desde (4.2), (4.6) e (5.50) também 

segue que os vínculos (2.33) são preservados no tempo. Os re-

sultados da aplicação do gerador de translações espaciais in 

finitesimais sobre os campos básicos são (ver (G.16), (G.20), 

(G.25), (G.27) e (G.29)) 

r  4  4 A  ti/ ‘‘ 	
4  / 	 • C 	44 A 

L 	4 ( )r) 	= 	à /I (x) 	tx) 	(x) 

• f 	 C‘  1  iêC 4  4 I)  
[ P  

x 
 Ey 

A 4 „1/44 	 h -1 c' 	cx c h 	c 	4  
[ P 	_ 	 (x) g /x)  rr.(x)] 	-- À  a 77. 	— 

U 

[ 	 ' P, "t-(x) 	 -1-(x) ÷ 	Àii-ex ) :e hi a  x ) 
3( 

A 	A 	4 - p 	(x)] 	a 7T 	_ rr (x) Lk-2 8 (X ) 
X 	 z  

(S. S/ a.) 

(s.si L) 

(s...51c) 

( s. $-1 d) 

(5. s./ e) 

onde 

h,o,  
8 (29 S d) ,E) 	((7) • 

( S. 5-2) 

Por outro lado, os resultados da aplicação do gerador de rota 

ções espaciais infinitesimais sobre os campos básicos são (ver 

(G.33), (G.37), (G.39), (G.42) e (G.45)) 
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Aji(a-x)] 	A- (i"; -  
x4?-0 

A ai) A h,e,i) 
A lx, 	.. ,-1(x) c (x) 

pk,A. 

E J F-4 x ( x e; - x d'e) 

11 04  
4(b tx)- 

'‘'t 	-e , mka 
F -1(x)-J J  r 	+$"

(?..() 

, c 
Fv ( ,() C (x ) (s. 53 1.) 

r  /.41 na 

L J 	TT j‘ 

ac‘, 	c 	A 4AL, 
f -7-T.(x).0 (x) 

- A'd TI (x)+ 
Á 

 

r  AlLe 
, -.1-(x)j ,e1 	 h 

()! O X 4n 	
) 	a- 

i 
 7-‘x, 

_ 

Q. 
	 A h,(; 

z 
ri 

C t X ) (5.53d) 

A 
(x) a- 	-t- -/- 

7-?"- l X )  

('-`) (5.53 e) 

onde 



4 

89 

j)-(ipe54_p 	jt 
(7-  

A mz  a. 

Finalmente, a aplicação do gerador de transformações de 	Lo- 

rentz sobre os campos bãsi cos conduz aos resultados (ver (G.46) 

e (G.48)-(G.51)) 

-)( O 7 g 	
%pai' 

4' X 	÷ A (;_v.) 8 z'x 2 ) 

4 b4 

4. 	IT. o() + Á Du tx). E ix) 

J 
(5".5"54t) 

ok 	•,e 
[J. 	F j(,/r ) F 

act 

h 	~,AS 	h 
+ 4. X ( 	(X).77 1X) — 

ciL 
."1"T.(x) 

J 

ACh  4 IC 
Fjeri) 

s .5S 6) 

Aolc ^ot 
, 1T i =  

h 11,4 Ai/Á 

** 	
t, 

1 	
ac 

 f,r ulf 	. 

a■Gt c 	A ‘, A 
)

v

°i j-J ri  7̂/1' 	VI 	17. i)() • E ix) 2  

( 5.5"S c) 

AOít 4  
4.7 	Y(X)1 = 	X (a9 --Y'fX)  
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A.  .5 I 	 ‘ o I  . 	o ‘ ,ix A. ir 0 -y-fx) — 4 A.--1. "71--/X) ..4- ol■k-  IA' A °‘--1--(X)4 e xi  ).-1- 
.-- 	V 	.0 	'--- 	.JU (f 	 (/ 	.2., 

o 4 + h. ,k,- d- r‘ti... (,:..1.(  ) 

401‘ 
17- (xy- 

x 	( 

4. 
(1,) ) _ 

-z- 

"  — 	 — 	77,-; 	0 0( 4 	X 177-.  ( ) 	
,e 	

— 

A' h 71,?j ) ° E () v 	 .53 e) 

onde 

A4a 	 .3 	4 r, 
(5.56) 

- 
A presença dos operadoresB

k
'
a  ,Ckl ,a eE

-k
'
a 
 em (5.51), (5.53) 

e (5.55), respectivamente, assinala a falta de invariança sob 

translações, rotações e transformações de Lorentz das condi-

ções de gauge que especificam o gauge superaxial. Entretanto, 

provaremos na prOxima seção que a QCD no gauge superaxial é 

uma teoria totalmente invariante de Poincaré. 

V.3 Algebra de Poincaré. Algebra de Correntes no Gauge Super- 

axial. Algebra de Cargas. 

''''' 	,-1 
V 

__':" -.i 
, k, a 

). E (x ) ) 
(ÇJ5g4t) 

A n 

Para completar a ãlgebra das densidades de momentum 
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-01.1 
precisamos calcular, em adição a (5.43), 	os 	comutadores 

[(5 01((x),500(x , )] e [0ok(x),(502,(x , )]. 
 Calculemos primeiramente 

o comutador [V k(x),Õm(x')] fazendo uso dos resultados (G.12), 

(G.17), (G.24), (G.26) e (G.28). Desde (5.1)-(5.3),  obtemos 
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A partir de (5.57), por conveniência, tomaremos separadamente 

os termos puramente fermionicos (t.p.f.), os termos fermiani- 

cos com acoplamento ao campo de °auge (t.f.c.a.) e os 	termos  

puramente bosanicos (t.p.b.) do comutador [ook(x),-
(500(x,)]. 

As 

sim, é direto ver que 
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Para analisar o lado direito de (5.64) precisamos usar (3.50). 
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Prova de (5.67)  

[ direto provar que o colchete em (5.67) é identica 

mente nulo. De fato, se: 

a) 	x
2 
 > x,

2  

° , temos que 

e 	( 	-+ e (X I -2-  X1) - e 	x" (s.6vi 

2- 

	

/ 2_ 	 . 

	

(4, _ 	) — (59(x _x 2. 
 ov(A,  _ '10 ) = e0-'y,( 2) e éx x 2") 

=-_ ) -= O 

a 25) 	< x101

• 

 =) 

2 

°) 
b) 	X

2 
< x
( 	

,temos que 

E 	_ e (A--- 
	

) 9 (4- -A-
(0)

• ) 
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so resultado final para o comutador [o
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Conforme procedemos em relação ã expressão (5.57), tomaremos 

separadamente os termos puramente fermionicos (t.p.f.), os ter 

mos fermianicos com acoplamento (t.f.c.a.) e os termos pura- 

mente bosiinicos (t.p.b.) da expressão (5.70), i.e., do comuta 
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Por último, da expressão (5.70) com o uso de (G.19) obtemos 
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onde fizemos uso de (5.13) e (4.2). Assim, ficamos com 
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Os resultados (5.71)-(5.73) somados  constituem nosso resulta-

do final para o comutador [o x ,0 x )]. r direto mostrar 

(ver Apêndice H) que esse resultado pode ser convenientemente 

escrito na forma 

Tendo computado a álgebra das densidades de momen-

tum O-0P  (ver (5.43), (5.69) e (5.74)) é direto obter, levando 

em conta (5.49), a correspondente álgebra dos geradores defi-

nidos em (5.44)-(5.48) (ver Apêndice I): 

C P/', P9  = o 
	

(S. 7 Sa) 

Esta é a álgebra de Poincaré. Portanto, por construção expli- 

cita, demonstramos que a QCD no gauge superaxial é uma teoria 



totalmente invariante de Poincare. 

Como teste final da consistência da formulação 	de 

gauge superaxial da QCD verificamos a seguir a álgebra 	das 

cargas de cor. Com  esse propõsito, introduzimos as definições 

das componentes temporal e espacial da densidade de corrente 

de cor total 31-1'a , respectivamente, dadas por 

.,10 	 cLgc 4i,4 	c 
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. es c 
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Conforme esperado, ju'a  obedece a lei de conservação local 

t. 	atc.,OL A  4, 	atc. 	 c  

(5-. ?to 

A prova de (5.78) envolve um cálculo extenso 	cujos 	detalhes 

são dados no Apêndice J. Por outro lado, podemos encontrar fa 

cilmente a relação que define a álgebra das densidades de cor 

rente (5.76) no gauge superaxial 

40, (; 
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Prova de (5.79)  

Desde (4.2c) é evidente que 
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Notando que (5.76) permite escrever a lei de Gauss (4.3) como 
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de onde obtemos (5.79) (q.e.d.). A relação (5.79) mostra que 

possui um caráter localizado em relação a comutadores a 

tempos iguais. E instrutivo comparar tal relação com o corres 

pondente resultado no gauge de Coulomb, onde 
[30,a(x) ,30,b(y)]  

exibe uma dependência não-local em relação ãs variãveis espa-

ciais [1]. Agora, integrando (5.79) sobre y em todo o espaço, 

encontramos 

r -1 	4- 0, 
/() 1.1v; ° ?"1t) 41I 

C C °./ 
1,X) 

,ac 	I. 1 c 
,0),1 7r (x) 

a qual, desde (5.81), conduz a 

"1-4  = , 	/
, C E 	(,) 	(X) 

1 
(.5-:<?.2) 

onde 

(.5-.e3) 

são as cargas de cor. Uma integração adicional sobre x, 	em 

(5.82), confirma a álgebra das cargas de cor 

^ 	 ,Ac .1 a E -r , 	 . ( c.84t ) 

Por outro lado, desde (5.55c) e (1.8) ê claro que 
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Integrando ambos lados de (5.87) sobre x em todo o espaço, le 

vando em conta (4.5), obtemos 
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o que expressa a invariança de Lorentz das cargas de cor. 



VI. O DETERMINANTE DE FADDEEV-POPOV 

Embora tratemos nesta tese da quantização operato-

rial da cromodinamica no gauge superaxial, consideramos neste 

capitulo o determinante da matriz Q tendo em vista uma possí-

vel quantização da teoria através do formalismo da integral 

funcional. 

Tem sido repetidamente enunciado na literatura que 

no (não-completamente fixado) gauge axial Ã''a(x) = 0, o de-

terminante de Faddeev-Popov não depende das variaveis de cam 

po [46]. De fato, a ausência de fantasmas de Faddeev-Popov é 

considerada uma das vantagens da formulação de gauge axial das 

teorias de campos de gauge não-Abelianos [25]. No presente ca 

pitulo investigamos se o mesmo vale para a QCD no gauge super 

axial. Este é um problema não trivial porque da simples inspe 

ção de (3.1) vemos que alguns dos elementos da matriz Q depen 

dem das variaveis de campo. 

VI.1 Calculo do Determinante de Faddeev-Popov pelo Método de 

Discretização  

A partir de (2.39) e (3.1) segue que a estrutura to 

tal da matriz antissimétrica Q é a seguinte: 
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onde lembramos que os índices de vinculo (J,K) vão de 1 a 14 

enquanto os indices de cor vão de 1 a N 2 -1. Como se vé-  em(6.1), 

denotamos por QJ,K 
 a submatriz associada aos índices de vincu 

lo J e K. Com  a finalidade de definir precisamente o produto 

matricial de submatrizes e de aplicar o teorema de Laplace 

(ver adiante) no calculo do determinante de Q, discretizare-

mos os indices espaciais contínuos (x,y) com o auxilio da se 

guinte rede espacial: 
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ki 

1,.. Tf 

" --) "i' ... --=1 J.] 
Eco 

- 
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X (x,1À/1".k 3) 	 . 	 3h 
	

(ó: .2 a) 

=Vfr 
	

C O 4, j, 	3h 

sendo que 

1 

 

f x 331. do 
• 

 

  

Com isso, teremos por exemplo 

3 h 

e;r-e 	 fr's- 	-7T- 	L'exi- 

-i O 

( C- 4) 

subentendendo (6.4) idêntica a 

Para calcular o det Q lançaremos mão do seguinte teo 

rema devido a Laplace [47]. 

Teorema: Todo determinante ê igual g soma dos produtos obti- 

dos multiplicando-se todos os menores de ordem h que se podem 

formar com h filas paralelas, pelos seus adjuntos respectivos. 

Aqui, por menor de ordem h queremos dizer o determinante da 



A 
A 0 0 0  

obco (‘.6) 

   

d o oi 
o e cl  o 
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submatriz de ordem h obtida a partir da escolha de h linhas 

(colunas) paralelas das quais retiramos m-h colunas (linhas) 

paralelas quaisquer, onde m é a ordem da matriz total. O ad-

junto  correspondente a um menor é seu menor complementar mul-

tiplicado por +1 (-1) se a soma dos índices de ordem das li 

nhas e colunas deste menor complementar for par (impar). Isto 

é, o adjunto  é o menor complementar com seu respectivo sinal. 

Exemplo:  

Calculemos o det da seguinte matriz 4 x4 onde, evidentemente, 

a,b,c,d,e,f,g são números-c. 

a) Escolhemos, por exemplo, as duas primeiras linhas para ex 

pandir det A por menores de ordem 2. 

Menores que se podem formar com essas linhas: 

1 avo 
 b

I 	
aO C 	• 

Seus menores complementares, respectivos, 

9  €0) 

Os sinais, respectivos, destes últimos são 

( 	17f) t  ( 3 -t- Lf ) 	1 4( (r, 	( -t- 	( 3 + 21) ( -4- 	13 (14,/ b 4 k) ) 	) 



Logo, 

= 	olr41 	o  i cij i -="4?‘ 0 I, • 3 c, 	0 c - eo 	./ -1-4tcef (43-) 

b) Uma escolha melhor é expandir det A pela 2,? e 	colunas de 

onde obtemos diretamente (6.7) 

dd A .= ( 46; ;I) = 
	

- ec).(-q1)= j‘21.  ÷ e c af. (6.g) 

Por outro lado, para verificar o teorema, se 	expandíssemos 

det A desde (6.6) pela 1 	linha (expansão de Laplace), obte- 

ríamos, aplicando a regra de Sarrus, 

i) c o 	 bc o bc 
-1+1 

ded-  A 	t't - o 	 = °L 	
>?' ;{ 

o o f 
' 
o o = 

e 3  o 	 e q 0  e 

= 4%- (cie - 	 cie - 

Claramente, (6.9) reproduz (6.7) e (6.8). Do exposto, 	vemos 

que o teorema acima reduz o desenvolvimento de um determinan-

te ao de outros de ordem inferior. Para fazer o desenvolvimen 

to pelos menores de h linhas (colunas) é conveniente escolher 

aquelas em que apareça o maior número de colunas (linhas) for 

madas por elementos nulos pois todo menor em que figure uma 

destas colunas (linhas) é zero. 

Calculamos então o determinante de Q desde (6.1) ex 

pandindo o mesmo pelos menores das últimas (3n) linhas. Con-

forme pode-se ver em (6.1) o único menor diferente de zero cor 

ftla 
responde a submatriz -Q

b 
4
, o qual denotamos por 

_ 
Is<9

b
14 I. Seu 9,1 

correspondente menor complementar seque diretamente de (3.1). 



Para calcular o sinal respectivo teríamos de fixar um dado va 

lor para n. Entretanto, como veremos a seguir, os sinais dos 

adjuntos não serão necessários em nossa análise da dependên-

cia de det Q em relação aos campos. Por outro lado, para tor 

nar clara a aplicação do teorema enunciado, fixaremos n um nú 

mero par. Assim, expandindo o det Q pelas Ultimas 3n linhas 

cute= 1Q4' I . ,9,14 

' eiL" 
O 10 	 p $ o 	7 o 1  01,Ç 1 0 1 010 
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1 	 1 	

• 	
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0 1 0 O O O 010 . 010 T4t7 101 0 1 0  

1 	1 	 -;-41 	-4141 o l o 010 ; 0 0

• 1
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- - - - -1 - -1 -  	 471- 	- o () l o t o 	°lio ololcv6:/0 	foz' o o 
- 	- - - - ► - -1 - - I - - -- 	-‘1 441  - 1 o fo () o I O O O 	)% 7 	° I ° 
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1-- 	,46; 	1,01.61 L-Qzei o o I o ; o o o Iwo 	O .(tp.)  O 

o 	--61--1 -1- 	-1 	TO-41 	1 17-14  lo 1-49 ) 0 101 01 0 1 0 1  0  0 1 01 4,71 01 o _ 1 4,5, 
- 1 - 	 1 	- 	I 

o l o o 1-k„,,,k20, giorvi,ick-,01 _o 1 _o _o 1 

	

i71  o 	0 O 
Vi r, 4717 0;°;111 	-- 	1 	1 	,-pfR4' ai oi or 010 

,,, o , o , 0 1 o O 1 0 -‘40 
_I 	 I , 

O 10 l Orcti" - 	010 -e i 	Di 0,010 
_ 	4 - 	I 

t 	e 	et/3:-5/31 	I 	14:73i 	lege 

(6.1o) 

a menos do sinal. Apliquemos o mesmo teorema ao segundo deter 

minante no lado direito de (6.10). Expandindo tal menor pelas 

ultimas (3n) colunas vemos que o único menor diferente de ze-

ro na expansão corresponde ã submatriz Q
ab 
9 , 1 4 • 	

Logo, 
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(6.11) 

 

 

 

Expandindo agora o menor em (6.11) pelas 3(3n)-2(3n) 	linhas 

entre as linhas de índices 2(3n) e 3(3n) incluindo a 	última, 

encontramos 

etel Q =1411'411' 4  .1Q3 

1 	t 	a 
O 1 0 1  0 1  O 1  O 0 1 	1  d  1  0 1  0 1  0 
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Podemos continuar o processo, expandindo o 39 determinante em 

(6.12) pelas 3(3n)-2(3n) colunas entre as colunas de índices 

2(3n) e 3(3n) incluída a Ultima, e obter 

40=1C7(11.1X371i. 

O n 1 on 1  ngHolo! o 

/lar, 
O o i o  lo lo 	O 	o In !o 

O 00noncí:-4-1 r,  12-1̀' 

	

10 	11;13 
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(6.1.3) 

   

Expandindo o determinante em (6.13) pelas primeiras (3n) 	li- 

nhas, ficamos com 

at 	44 z 	.1 
dd42.ia,191.1Q3111.1v1

4
,!1. 
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(6.14) 

  



Expandindo o Ultimo menor no lado direito de (6.14) pelas pri 

meiras (3n) colunas, obtemos 
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Desenvolvendo o menor em (6.15) pelas primeiras (3n) 	linhas, 

encontramos 

41Q= (4):7//12-1Q344111Q1'4411.1P:8i 

t, 	1 	 „C, 
o Ho lo f o i 	o 4:13  
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Expandindo agora o último menor em (6.16) pelas primeiras (3n) 

  

colunas, ficamos com 

L. r., 
1 1(t 16tbl  de'0= Q,2,/zi 1Q,7/ 	í 	2,8 

(6.17) 
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Agora, expandindo o menor em (6.17) pelas 5(3n)-4(3n) 	linhas 

que se localizam entre as linhas de índices 4(3n) e 5(3n) in-

cluindo esta ultima, obtemos 

I 	I 	4 
O I  _ 	o _ 4,10 o_ 

-  z - oo fs% o I 
I _ 	SI3  

ij• I o )00 	4121 
1416,/0 I Q6,,z, 

--1" --  
11-4?rmo 1 pio 

- 
,4 	

O O ' o 
't,13  I siu I 

Desenvolvendo o Ultimo menor em (6.18) pelas 4(3n)-3(3n) colu 

nas que se localizam entre as colunas de índices 3(3n) e 4(3n) 

incluída a última, chegamos a 

‘‘‘' e 	 44 z 	Z 
dar Q=1‘951L,11Q3migi,911a,gli(496,-721. 

2 	41, 	AL 	a() Z.  1473:lityilq7111 Q7,311(2241 1Q6)12  
ql gb 	2  

149,, /3 

q6 1  qb 
 
I 5;10 	5,13 

(‘ 19) 

a menos de um sinal, o qual conforme adiantamos não é relevan 

te. Dado que por definição (ver eq.(2.39)) Q é uma matriz to-

talmente antissimétrica seu determinante pode sempre ser es-

crito [48] 

= 	J z 
	

(6  20) 



onde pf Q é o pfaffiano associado ã matriz Q. Note-se que o 

lado direito de (6.19) é da forma (6.20). 

	

Como se pode ver a partir de (3.1), somente o 	últi 

mo fator no lado direito de (6.19) poderia eventualmente de-

pender pender das variãveis de campo (através da submatriz 	
b 

  

c 	— 
Qivo - Qt13.(ès;73.Qs,m) I 

c 6 
Qs / o 	I s

)
/ 3 

/..,) ah  /..) 

4'4,10 I w41,13 

	

61c 	

—1 4C 
14 :(Q1d) /3 .  Q543)  

_r. a C 

U 	I 	-1-  

/14‘ 1 at 
WS;40 I 47

n
5;/3 

   

    

(6.21) 

onde I é a matriz identidade (3n) x(3n) do espaço de Minkows-

ki. Note-se que, pela discretização adotada, os produtos de 

submatrizes no lado direito de (6.21) estão bem definidos ma-

tematicamente. 

Prova de (6.21)  

Mostramos aqui que o lado direito de (6.21) é 	idén 

tico ao lado esquerdo. Para isso, definimos 

Q5 I. O ) 	
Ire 

mos, então, focalizar nossa atenção sobre esse fator. 	Não é 

difícil verificar que 

Q 	
a C 	 ac 
, 

	

y 13 - WS3 ,1 	 E. 	A_ 
31, A-34 

[Q 	
-1 

,,,,„-W4,13. 4)5,73 Qs41:.1 	6  3k J 3n 
3)r3,1/4 

7 

de modo que o lado direito de (6.21) pode ser escrito como 
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Tomemos, por exemplo, o elemento 
	

) 1 1 da matriz produto des 

de (6.24) (índices de cor repetidos ===> E): 

( )11 = 

6,13 	3h a c 	c 
+ 

A1 	
) 

	

tr, 	-5,1° - ),1  

Mas, de acordo com (6.22) e (6.23), o lado direito de (6.25) 

é igual a 

C 
( )11 	[ Q 	M IQ 13 •C4,13 • 

( 64, 13 42s; 13 

c b  

o4 	3h. 
-/ 

) 	+ 	Q,/,13 • 	„,((?s-,1,2 

l› 

7,

c 

  

L14,12 (4/-1;12 .(4/5)1°.} 41 

(6.26) 
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que coincide com o elemento ( )11  da matriz no lado esquerdo 

de (6.21). De modo similar, pode-se provar que todos  os 	ele- 

mentos da matriz produto no lado direito de (6.24) 	coincidem 

com os elementos da matriz no lado esquerdo de (6.24) (q.e.d.). 

A importãncia da igualdade (6.21) ê a de fornecer 

diretamente (det(A.B) = det A. detB) 

4 51  1 / det " v" 	10 	3 	Qs;-70) 

onde usamos duas vezes o teorema de Laplace anterior e leva-

mos em conta o fato que det((s
ab

I) = 1. Fazemos notar que qual 

quer dependência nos campos em (6.27) pode somente 	proceder 

dos elementos da submatriz 	(ver eqs. (3.1)). A obtenção 

de (6.27) encerra nossos desenvolvimentos no discreto. Na pró 

xima seção tomamos o limite continuo nas variãveis espaciais. 

VI.2 O Determinante de Faddeev-Popov  no Limite Continuo  

Passando ao limite continuo nas variãveis espaciais, 

i.e., tomando os limites n -, E O (ver (6.2)-(6.5)), -é-  evi 

dente desde (6.27), (3.1c), (3.1d), (3.1f) e (3.1g) que 

At 

■=1 	 - 1 
{ a 4.  -( Q41,10 - ( 4244,13. 42s,13 
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ac -1 c G1 110  

#(-d(Qt7o Qto • (CÃ& . Q;40 

,4 
de:ft 	 (6.28) 

onde o operador diferencial M
ab
(x y) é dado por 

41.qb 3 Ly 

+1 titile or(xf:u') 
1 	1 

(14 x • 
, 

-1 	I, ct 	/3) 
2  7 	I - 

fx-X ) (24 z) JD (z)à(z--d) (620 /0)  

COM 

1<(14, 	= Ja41- 	•Z a) á 23x3)  t.(3) 	(6.3o) 

A presença da derivada covariante D
i,ab

no lado direito 	de 

(6.29) parece implicar que o operador M
ab
(x,y) depende da va-

riãvel de campo A i'a. Isto não acontece. Na realidade, depois 

de calcular a inversa de K*, 

3 
(k ( 2t 	— 	41- 2-'9 I ( 	z)

3 
ed 
(--

(4— 	) 31) 

obtemos 

É imediato verificar que (6.31) =---) 

J. d iz 
	1  
 K 	(u,z)K(u t ,z) = (3)

(u—u'). 
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I 3 	r 	 I& 	3 
d(4'u 2-) 2( 14 	01) ; 	hl'"? 	) )/ 11 1- .3 1) j(tt a- 	( - 3).  

3 

41t) 	(3) 

é ) f( 	= o 	3e) 

devido ã integração sobre u
3
. Portanto, Mab

(x,y) se reduz a 

eit 	 4á J X31  

(X 	
x._ 

. 

33) 

Desde (6.33), (6.28), (6.27) e (6.19) concluímos que o 	deter 

minante de Faddeev-Popov correspondente ã formulação de gauge 

superaxial da cromodinãmica não depende das variãveis de cam-

po. 



VII. CONCLUSÕES 

Os resultados obtidos nesta tese mostram que nosso 

prop6sito de conseguir uma formulação consistente para a Cro-

modinãmica Quãntica no gauge axial foi alcançado. Conforme vi 

mos, nosso tratamento desenvolveu-se a partir da idéia de fi-

xação completa do gauge. Assim, elaboramos a formulação de gau 

ge superaxial da teoria lançando mão do método operatorial sis 

temático para quantizar teorias de campos de gauge criado por 

Dirac [31]. Aqui, com base em nossos resultados, sumarizamos 

as conclusões centrais do trabalho: 

1) Para os campos básicos a translação iDB 	CTI é possível, 

sem ambigüidades, devido ã ausEncia de problemas de ordena 

mento [41]. Esta é uma das feições mais atrativas da forrou 

lação de gauge superaxial de teorias de aauge. Fazemos no-

tar que para a QCD no gauge de Coulomb os correspondentes 

CTI's são afetados por problemas de ordenamento [1,35]; is 

to vale mesmo para o setor de carga topolõaica nula, onde 

a condição de Coulomb torna-se uma condição aceitável 	de 

fixação de gauge [2,3]. 

2) Todos os CTI's são compatíveis com os campos fermiõnicos e 

intensidades de campo anulando-se no infinito espacial. 	E 

claro, o limite x 3  -± ± 	está incluído aqui. 

3) Da inspeção dos correspondentes CTI's segue que os poten-

ciais de gauge desenvolvem um comportamento assintõtico não-

-trivial fisicamente significativo em x 3  -5- ±-, como exigi-

do pela presença de fenômenos do tipo instanton [4]. 

4) Todos os CTI's resultam compatíveis com os vínculos e con 
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dições de gauge valendo como relações operatoriais fortes. 

Com  isso, o correspondente espaço de Hilbert dos estados 

fTsicos estg, em principio, bem definido (sem restrições so 

bre os vetores de estado). 

5) A QCD no gauge superaxial e uma teoria invariante de Poin-

caré. Conforme demonstramos, nesta formulação não surgem 

"potenciais" quanto-mecgnicos extras do tipo encontrado por 

Schwinger [1,11,16] para a QCD no gauge de Coulomb. A cons 

trução do conjunto inteiro de geradores de Poincare é dire 

ta e a existência desses geradores, como entidades matemã-

ticas bem definidas, e garantida pelo comportamento assin-

t6tico das variãveis can6nicas no infinito espacial. A va 

lidade da correspondência clãssica-quântica para os gerado 

res de Poincare deve-se essencialmente g ausência de pro 

blemas de ordenamento ao nível dos CTI's. 

6) Para a cromodina-mica no gauge superaxial os 	elementos 	da 

matriz de Faddeev-Popov [29,30,6] resultam dependentes dos 

potenciais de gauge. Entretanto, mostramos que o determi-

nante desta matriz é, como esperado, independente das 	va- 

riáveis de campo. Assim, o gauge superaxial está livre de 

fantasmas de Faddeev-Popov*. 

Para finalizar gostaríamos de comentar brevemente so 

bre dois projetos de importância para pesquisa futura: 

Note-se que Basseto et al.[49], notando as inconsistjncias da formulação 

de gauge axial A3'a(x) = O, propuseram recentemente a substituição desta 

condição em favor da condição de gauge planar. O preço a pagar, entretan 

to, é a inclusão de fantasmas. 
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19) Obtenção das regras de Feynman da QCD no gauge superaxial: 

a) Pelo método funcional [29,30,6], levando em conta 	nos 

so resultado 6 (ver capitulo VI desta tese); 

b) pelo método operatorial cananico, comparando os resul 

tados obtidos aqui com os encontrados pelo método a). 

Exatamente este problema de comparar regras de Feynman, 

obtidas por ambos métodos, em diferentes 	gauges, foi 

bem recentemente considerado por H.Cheng e E.C.Tsai para 

o campo de Yang-Mills puro [50]. 

29) A nível do formalismo can6nico, construir o espaço de Hil 

bert da teoria, em particular, o estado de vãcuo físico 

da QCD, com norma e energia finitas, no gauge superaxial. 

Em conexão com este ponto, além do tipo de construção pro 

posta por Dahmen, Scholz e Steiner [8], surgiu recente-

mente uma construção modificada proposta por Zeppenfeld 

[51], para a QCD no gauge temporal. O estudo de tais cons 

truções, no contexto da formulação de gauge superaxial, co 

loca-se, portanto, na ordem do dia. 
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APENDICE A 

FORMULAS DE INVERSÃO A = A[F] PARA O GAUGE SUPERAXIAL. CONDI-

ÇÃO NECESSARIA E SUFICIENTE PARA A INVERSÃO ONICA A3  = A3[F] 

Começamos escrevendo as intensidades de campo F"'a  = 
g fabcA u,bA y,c = 	 em termos dos potenciais A u'a  

sujeitos às condições que definem o gauge superaxial. 	Usando 

(2.1a), obtemos 

a o 41,4 2 1 4 0,0, 	if 	o,t i c_ 

	

aonZ'a — 

4  0,4- 	a. íc A  o, 2, c 

F
03, a 

-234 °I ct  

= D14 2) 	2 4 
	abc ci. 	2.. 1/ a.

-÷ 	
6A  27  

A 

.931,1  z, a 

3 (2- 	3 1 CA. 

F  = 	/4 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(A.4)  

(A.5)  

(4.6) 

Integrando ambos lados de (A.6) sobre a 3,? variãvel espacial, 

segue que 	E 	Xj) 
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X 
3 

31," 
dri 3  F(4,021," 1 il t,13) 1 

) P / 	
= 	

r3 / iet i 	/ 1. 2 
- dr 1

3 
; 4(4' °A-  À' ki ) 
.3 	i  ' 1 	

"1 1 2- 3  = 4 ( X ik,xi x
f)

) 

X 3 	 x 3 les) 	 (o) 

1a 
- 	 (X°  XIXI- 3

) 
 

A fixação (2.1b) nos permite escrever, consistentemente, 

ex 
A/(x°x4x )2 x3) •••=1, 

3 	o. 

F • r 	o  x,  x i3) 
 

Agora, integrando (A.5) sobre a 3Q. variãvel espacial, 	encon- 

tramos 

X3 lo) 	 (o) 

x
3 

i4i 	
.23, a- 

13  F ( A• .r1  .r I.  .11 I 3) / / 1  

3 

dri 	4 2-  -3) 	A 2, a" 1 	3 	A 2161; 3 / 2) a- 
Kx x 	_(( õ% XX)— ri(x x x 3 	 /o) 

42- 2/ a' 	4
al 

1 

70) 
3 44 	o 	1- 	) 	d 

/ (x x X = 	( X
o 
 X 	) /  

3 

	

, 	a3 4- 

	

/ 	lo 	13) (x xxx 
3 

lo) 

09.f) 

Substituindo as expressões (A.7) e (A.8) para A l'a  e A
2
'
, 	

res 

pectivamente, no lado direito de (A.4), ficamos com 

Ma 	 2 6,- 
F (.10,x,ix,1- x 	= 	1  /41 )( x x 4  )( 2' .)e ) , 

x
3 j x3 

) 	rcx°. x1  )(2- Xj3) 

i3  

/ 3  i .2 3-1/ 
+ 	dx'

3 
 i9 F (x-° 4  x x' x' 3) ,  

x 3 
(o) 



Clz a" 4 	3  
r-  (x, x' " 	 ( 0 ) ) )  

X 4 
/0 	 /0) 

x1  

1 	, 	, 
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3 
c;‘)c  

3 	34/6 	
x 3 

dx1 F 	I 2. 13 	 3 

(?( 
O 
')( 	X ) A cx°,x,.; x-  )+ dx' fr 	r( 

3
) ) 

X
3 

to) 	
x3 
(o) 

de onde obtemos 

4.2)41  

F(X ° x 4x 1  x 3  ) 
o) 

? A (,,e,P X 4i  X; X(49 ) (A 

Integrando (A.9) sobre a 	variável espacial e 	introduzindo 

a condição (2.1c): 

(x X  /4 
2, ot

(x 'X /
X ) 2 

1 /0) 
X X 

À /O)
) 	

) 

X 
10) 	-A ;x 4'  X 1  X

/
L  Xl 

o) • 
) 	(AJO -  

Voltando com (A.10) em (A.8), temos que 

.2,A- 	
X

3 
3 23,4 	2. 	

x l 
2,4" 

(x°  .411X 2  X 3) 	dx' F (x0x1x x°3)—Idxi F 
1
(x °

/4
x

2
X

3 
) 

1 	
) 	 I 	I 	(0) 

X 3 x 
(o) 	 /o) 

(A.44) 

Obviamente, a equação (2.1a), i.e., 

15L 3 A 	 o (4.12 ) 

é sua prapria inversão. Por outro lado, desde (A.3) podemos es 



J/( 
j 	(2.7 (A  

4/..k) k"-/;°x1y4v1-3) , 	).-•... 
.3 

/o) 

0i  a' O A4L  I 1 3 
x ) 

A 
lx xxxi 	01, X

4 X2/3 ) 4- 
/ 	, 	 e).) 

2. 3 F ,_0_, I X, 
x i 

/0) 

X 1  O I,  ex. 

crever 

3 

1 38 

O P- A ti A" o 	• b 	A I o 	2- 2 = 	(x,x,x ,x 	r1 (x 

fx
3 

032 a.  o a 	a- A 	0 1 3, 3  ) 
11 (X X X 	 A°  i(x°x4xLx-7  ) + fd4-13  F o 	2 1.1) 

	

(X X X X 	 (MO 
/ ) 	 / 	(0) 	 À À 

%) 3 

/0) 

Levando (A.13) e (A.7) no lado direito de (A.1) 	e 	colocando 

3 	3 
X 	= X( 0), ficamos com 

° 	
3 

FO 	
/ 

(XX.X 	) = / 	vA 
1 o ex 

— d A  X X 
3

) (4.11í ) 

depois de usar (2.1b). Desde (A.14), -é direto encontrar 

o 1, 
-11 c- 	,4 	

3 
 

t4x• r- 	,y X A' ) 
■j  (o) 

Y 4 
O a 

de 1  a A ;,,(°,(11  
4 

10) 

1 	
' 	.1 

a- 	 O 4- 

(x°,y1 x2-  y 2  ) - 	(.r° 	yl 	) 
/O) 	 .1 	r 	) 

que, em (A.13), fornece 
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3 
X 

fdx13  

X 3 
(0) 

3 0 
F 

4. 	
a / 3) (A.1s) 

As expressões (A.15) e (A.11) substituídas no lado direito de 

(A.2), conduzem a 

0.2 ta- 
) á 1 	3 , 	 A °) 4" 	4 

r 	x 	x ) — 	n 	x xl  X 3  ) 
) (.) J (0) 	 AV ) 	(0) 

(4.10 

1 

 o) depois de fixar x l  = x ç. ,ex
3 
 = x 1(0). Esta última expressão 

implica 

x 2. 	

ir 

 
A / 	.2. 

 
(X .x'/- X X , 	. c:), 	.i lo 

02 4 	 i 0 0,- 

(0 	
.1 A,Z. x z 

10) 

O a 	 O a = 	I, 2. 3 
1 /O) ) 	AM) 	 (X, 

X,1  X 2-  X j  ) 
I 	) 	140) J 	) 

a qual, junto com (2.2), leva ao resultado 

o a
/*// v
■   " 7o). 

a. I 
X X 

/O) 

.■( 

) 	 (x , x/0 ) X ,, X,0) , -é- --= 411  F °2', 4 	i z 3  ) 

a )( 
/o) 

3 	 r-ok a 
ali. h C t'x ) t-  )je °, „t ) + 	I( 	,...) „...(0 )  I 

Substituindo (A.17) em (A.15), encontramos a formula de inver 

são que faltava 
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X 3 
3 	o3,A- 	2. 	x 2 0,a A ,0,,,,,,,,,,Y)  ..... dr , r 	,. 4 	rh ..t. dxi . 2 . F0.2 )°10 4 	,2, 2.  

r-  (x:',X,X,X -) I I 	 ( 'I( X  1 0) ) X  ) )542) ) + l 
io) 	 -'1 x 

to) 

xl  
..t.  f acti F- 04 a 	 J3 	

0 a r— i 
1( x° x'i X.2 X.2 .) _i_ ja 	;1'(2 . )e ) r" ( x ° .t. ) 	(14.1g) 

1 	g)) 	 k  -,,..) 
X 

 10) 
Dado que a condição de gauge (2.11d) (ou, equivalen 

temente, a inversão (A.18)) não entra na construção do forma-

lismo Hamiltoniano clãssico, conforme discutimos nas oãgs. 27 e 29, 

precisamos considerar a condição necessãria e suficiente que 

nos leva, de forma única, ãs inversões (A.7), (A.11) e (A.12), 

i.e., Aj  = A3 [F]. Como mostrou Halpern [36], tal condição é a 

"identidade de Bianchi temporal" que surge da imposição de con 

sisténcia F{A[F]} = F. Explicitamente (ver (A.7), (A.11)e (A.12)), 

devemos impor 

-'37 r F Alej j= r2.3/e', F -"IlAjg‘ 4=11 I  ,a  F711;f1fil=F42a  

(4.1g 	c ) 

A validade das relações (A.19a,b) não exige condições 	adicio 

na i s . 

Prova 

Desde (A.11) e (A.12), segue 

E 	
. 	

,)  

3 
434. 	 X 

 

- 
	25 4  

t 	.1 
23,

e

4  
,I 4j[F/a7  = -9  3 [f(ri  f(x   x7  x /3 ) = F(xo . v ,1  x1' x 3);  (4 z°) 

,r ieo 



dx '3 
a1 F2

(.(0
/ Xi 

/x 
) 

3 
2̀. 	XX(0)  X ) 	 x- F 42A- )( 	 " À 

X
3 

x3 

..1 	2. 31,44.  

4" 4' 3  a f(xx1x 4x' 3) .., 	,  

„Itc 

j -1  alx /  

3 
/o) 

3 

3 X (o) 

31, h. 

1  x 4.  X13  
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desde (A.7) e (A.12) 

31,& • 	a 
F rF 

3 
11 a- 

3 - 1- IX 13  f(x0x1x
1

X12) 3  

)(09) 

31,4 

F(x° x1/( -)( 3) 	(A.21) 

Por outro lado, usando (A.7) e (A.11), o 	lado 	esquerdo 	de 

(A.19c) e igual a 

l 	 / 

F
e 

AJ "F k(jj 
°*" 

1C 	- ,44c  A i I. 	-e,` 
CF-.] +171 ri ji-FJ „ [Fj= 

3 
(0) 

x xl  

‘0) 
113 	 ,1 	2.. 3 

. 3, C 	 12 C 
eixn F 	x 	— id,t1 	x x ) j".„(

"j) 

	 X10) 

(A.22) 

Notar que o lado esquerdo de (A.19c) (a expressão (A.22)) 	jã 

é manifestamente igual ao lado direito de (A.19c), 	i.e., 	a 

F  1 2 a(xo ,x), 
 tomado no ponto x 3  

(A.19c) deve valer para todo x 

3 
0) 

= x 	Mas, por consistência, -(  

o que nos força a impor 

i X 

3 
a 

d 	•A-13  ;IF 2.( 3:( ôx/x '-' X j 2  . / 

X .3 
 

/0) 

t- o 	3 
+ 	(x -x x 	, 

/ /0) 
)  

. 31,A  
- J 409 F 
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x 

r edo 	k l  
J 3 

23, c 
F4(,°--)0  

1 

da 
12,c 

/0) 

Z 3 
( X )4  X 	X )( foi ) 

a F. 
12 / A 

(.4-0x) 
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3 

	

A t X 	31‘ 
A,J 3 	( o 	3  

	

d 	 ) 
x X .‹ 

/0 

x 
2.3c 

dx  3  F(x oxi,,t.,,,, 

/0) 

I. 	r" 	/1 
12c 

x 	) 
1 3 

/ / /0) 

12,4- 
F (x°x1A-Lx i ) 	. 

A condição (A.23) é essencialmente 

temporal" [36]. De fato, sem perda 

ferenciar ambos lados de (A.23) em 

(4.-23) 

a "identidade 	de 	Bianchi 

de informação, podemos di-

relação a x
3 
 e obter 

1 234.. 	 2 .31a 	 citc 	37 L  
o x ) taF (x°  X) — 	 (,Y°x d  

a qual, depois de usar (A.7) e (A.11), pode ser escrita*  

/ 	Aj4  4;'• Fj4)61. 	6tt/c  r 	23,c 	.2 	..?1 c 

- 	 A EF.7 F 	A 'cra F ' _o 

A condição (A.24) é a identidade de Bianchi temporal que asse 

pura a unicidade da inversão Ai  = Aj[F]. 

* 
c
ijk - - 

e o tensor totalmente antissimetrico de Levi-Civita. 



APÊNDICE B 

PERSISTÊNCIA NO TEMPO DE TODOS OS VINCULOS DA TEORIA. 

DETERMINAÇÃO DOS VINCULOS IRREDUTIVEIS DE 1.? E 	CLASSE. 

Desde (2.25) e (2.24), tendo em vista o 	aparecimen 

to dos vínculos secundários (2.27) e (2.28), definimos um no-

vo Hamiltoniano total, H
T' 

sobre F', na forma 

ao, 
Os multiplicadores de Lagrange 

n 	
n
0j,a 	

n
ij,a (= _nji,a

) e  

n
j,a 

associam-se aos vínculos primários ua 	0, ua 	O, 	- O oj 	uli 

e ua -F0,j,a 
- O enquanto os multiplicadores na e 	(=-T-1-a -) as ij  

rociam-se aos vínculos secundários (2.27) e (2.28), respecti-

vamente. 

A seguir, mostramos que a persistencia no tempo de 

todos os vínculos obtidos ate aqui (ver (8.1)) não implica em 

novos vínculos mas estabelece relações entre alguns dos multi 
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pl icadores de Lagrange: 

• a. 
(r )  2: 0 

[

7T(:".-) H -1 ti  O 
o ' TiPP 

O o - (8.3) 
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t 	/3 	k. 47 P 41) 2r A, 4 ) 
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(8.6) 
A chave em (B.6) é igual a 

A.0 i 	11,c 	‘c4 t 	‘ci 
{ );€ At:tea  0.f) - ,? .: ;1; (1.0 	ji 	A-  7  - . ,)£) 4 (X) + 	-y (5)/1/?...,-) 

tjx  
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2 ei i  /x) .f.,(, si 	I.j.‘  ty.  ) 4 (~x) ,..._ D ,,, 7. t  ,,, ) 
).- (j jk -- 

J 

4 a h 	4J., = 7 .D 'pe) 

onde usamos (B.5). Levando (B.7) em (B.6), obtemos 

h 	4 	 icd A h/ c f,d 

444 	4,,4 

I°J.( ) 	 F ,J;_x )  z q tri?..,-)d-°‘ 
Z 

Ac-t b 
F oidc . 

(8.8) 
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= (rd ?t,s Igxts (2(. )  — 	(rd ?t, cL-::) At; 

b ("IA' 	k l 

	

1)) 	 At:t  (?C ) 	 (8.13) 

Levando (B.1 0)-(B.13) em (B.9), encontramos 
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Fazendo uso da propriedade 

[ Di„D, rLs. fitcL c. 

e do resultado (B.4), podemos escrever 

	

L 	• 4‘ 	. 	 .4 	.. 4 j, 
j) 	roP 	4) 

	

( () 	— L) (r) 	= — 	7(?..e) 

(8.16) 

(8.1?) 

o qual, levado em (B.15), fornece 

^t, 	jia4L 	ext:PC. c 

4,11(,)*() 	DA'(x) Trj. (x) 	x) TT:(x) - 	F 4- 4,!) 	, 	le 

Observar que a relação estabelecida por 	(B.14) 	en 

tre os multiplicadores n cj'a  e na  é idêntica ã-  relação entre 

os mesmos multiplicadores estabelecida por (B.8). De fato, 	é 

simples provar que aplicando-se a derivada Dj'
ab(x) 	

sobre 

n'i'b(x) 	definida por (B.8), encontra-se (B.14). 

Prova 

Desde (B.8), segue imediatamente que 

71;4, 	/4_ 	)) 

ic,c/ 	ckc.t 7  --j1/471 	(;.,x)(q  r X F v(x)) , 	(B.19) 

Comparando (B.19) com (B.14), resta provar que 
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) 
 1x)) 
	

„ 

I 4 (X) 

icd .t 
= 	..b‘bi,.y..) 	 Fy,„i`,) 

que coincide com o lado direito de (B.20) (q.e.d.). Nesta pro 

va, fizemos uso da identidade  de Jacobi 
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ic cie 

+ 

adc c e 1, 	cae 

f 	÷f o 	a.R1) 

para as constantes de estrutura de SU(N). 

Substituindo (B.18), (B.8), (B.5) e (B.4) em (B.1), 

ficamos com 

= 	+ , 

oa 	

F 	"V ir̂terd /3 	/1/  
tç  

4"-L 	°J) c) 7T c‘. 	(1)*74 17 	j'412Tr i2 	atC£  F 
7 1 	F 	0,j + 	—1) 	-V 7 ri-; 

	

o . a 	o,  

	

— Dj' 7b)( – 
a 

F-P ) 	(.7y1 r
.
vi 

Integrando por partes como em (2.23), podemos escrever 

Logo (com (B.23) em (B.22)), 

. H 

DJ'h( 	U) (R.z3) 
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aGt o/ 	0 	 o'Ci2  4/ 1-÷L 1.f.` ..t _f 	̀i 77-  	_471 	F ,4 	)j • 

(B.Z11) 

Note-se que em HT  ainda temos dois  (na real idade, 2(N 2 -1)) mul 

ti pl icadores de Lagrange indeterminados, ,a e os quais 

representam a liberdade de gauge da cromodinãmi ca. A combina-

ção linear de vínculos que multiplica a ria  em (B.24) , ou seja, 

a "lei de Gauss generalizada" 

b 	
aCh 	c.  L 

a'c  FatPc77 -  t  .1 F7r.. (B.25) 
fi 

e, de fato, um vinculo de 1 	classe. 

Prova 

A expressão (B.25) implica: 

a. 	a. 

 PP 

I?) [3 i), 	c .1 	...._ oC -6,?„( ) 	dcthc 	c 	a) 
----,---(2 r 	31. 	77.  c .- ) (S.  (.. k,  -) ,25  o 	( 8 .2  6 1:).) 

PP  S i 	(5"  
F5'  

c) [ 7,$),-Tr(,)..] ..._ á z`(`)() 
Aiv PP — árAib ---: 

16t)  

nc C 	(3) 

(x)S0,c-dn,,' O 	(8.2‘ 



= - à '& (x) 	5c),) 

5,442 	51r l  ) 
1/4 

a 	I) 
et) [Zoo 

J 

(d )  

1 52 

0 .bc
) 	

a) ct,C 

( 
d 

= 	r•tr).5)—  F(1/4Le .9 	O 

0, 	• 6, 0; c 	

1PP 

(

- 	"G;1,,) 
t" 

Jc J.  V 

F°Jác)+ A- I 	— 5 
v 	v J 

j f;,)  

_ 	)( 	ic1(  
tid ) 	 Suirry 

+ 	̀)0, / c 	) 
e 	oj,e 

71- C ) 	)1r14 
 
)121P-) 

(—Z-1 
1 ff %)(e-i"V"-w-Atr.,,,, 	/43,1-67-) 

± p ' 

..(727, a c g F 	e?ij 	
F.,21` .?1  .5)3( 

idc Gt‘aqi  Ckd (cld 	r£ 	 ,s/(34,)  / 	) 	é.() r 



7(4y  

.,c 
A

.•pt 	+ 
—S-7/7r .,". 

f 

3/ 
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z  „A  gc 
/ 	 ) ílj£ 

ni,c d  
(x) r ,i(x) 

1 

(3) 
17-(..t) i_c_ t(x) 5(e0) 5:5 C2 

2' 

(8.26 e) 

onde usamos novamente (B.21); 

h 	• 12 	• L. 	bc 	A•C 	i d  1 Q. 	 A I/ 	 j, 	• A, 
-0 [Te), ''r(d A id)-,09JA fd) vf A A ;)J 

PP 
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/ 13 C et et 4? 4it 	 ,de ,,cet 

(( .I 	1 	tf 	f 	) A '''' (!) A-1,(7) 

cttc.i 
=jj 	F44)—(7`A-1'` 	jil'c (x) ._? 	,,,, 

x 	, 	.. 

( 8.- 2 61 ) 

40.0  
a.a.,. 

[ za,,), zi,),11 = 
v p, 
1, 

a 	
; c c 

Lz ,,$), _D-, ) TF ( )- - - 	Tr 
0 ) ---2:

AI 
.1 	é '  

. 	l locel, [ 	(;k t 	 (,,) , F  

-= df'''( IY ) Le/IX) 
- J 

—  c.  4:1-
g 

71
"I- 

 ( x ) A ^h x ) 
' 	-- --,- 	- 

(3) 
à ( x— ) ± 

..t- j 1c41{ 
\ 	57 T-"-( ) 

°J.  V 

CC 	°L 'I' fc  1 ( "cí.(a; 	4 (-5'6 (x) - 	71 lá) "t 
et. 	d 

5 0)+ F  d sFeP,?) :2:  alf- `.0) JV 
At/ (t- 

onde usamos o resultado (B.26e) 	Por outro lado, a chave aci 

ma e igual a 

) -4- 
C- 

dcat ( 	ace 
d/ 	01 	

F•e 
i 	s̀ ) i'4  Ir.?! c 	e. 	(3) 

,i 	r v: ) ir iA),14,_Ln)-+ 
. 	

1 	C:i ~ '.- 
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o,c 42 	4•/, 
/ F(X) 

t/ 	41.de 	• c 	e 

I 	" 

abG { 	 ¡coe acC 	ipec 

= 07/ 	(J 	tf F °,1".(x) 

til, cif  ,ice 161c. j asai) ri:/;(je.) 1,7(„)7 

atc(- 	e 
ji FJ'( 

ceei 	* e  
Fi '(x) po 

en) 
d 

usando (B.21). Logo, desde (B.25), temos que 

atc 	( tv 

[ 
15 cx), 15 ()..] 	JI 	d x 	.) 	() 

PP ç 

As expressões (B.26) mostram que os Ta is dados por (B.25) são 

vínculos de 	classe (q.e.d.). Com isto, os vínculos irredu- 

tiveis de 1Q. classe são ua 
	

O eTa  ----- O, os restantes são 	os 

vínculos irredutíveis de 2.? classe: 

71-
4

O 	r"."1.-.O 	if:41- 	0 
(/ 

( a 	-AI  A; ,x+ a 4c 4 ,;4 i)  , ) o  
(827, e1) 

• 
( 

Note-se que o número de vínculos irredutíveis de 2 	classe é 

par  (12(N2-1) = número par), como deveria ser [31,32,37]. 



APÊNDICE C 

OBTENÇÃO E RESOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇOES DIFERENCIAIS 

ACOPLADAS PARA OS ELEMENTOS DA INVERSA DA MATRIZ DE FADDEEV-POPOV 

Começamos este Apêndice pela obtenção das equações 

(3.4) através da substituição de (3.1) em (2.42a), i.e., em 

cx; 
ct 

Q ce ; w 
kL 

04  71_ (s, 
= ó S 	 (c.1) 

a) Fixando L =k em (C.1), as expressões (3.1 a,b) implicam 

ac 	c4 	ck c 
Rle;e.)Q (t;W + 

j+ 	J.46,1c V 

aC 	GL,  I ( 2 	bC 7 3 	a. C 	iy 
kix ; f,) á 41 (3 	felt 
J - +b 

+ 	' 
el c 

t1 4  J4 (2) 
/A) R 	;) 	

e.‘,_ 

-r-áv 	v 	3,11 v 

(C. 2a.) 

de onde segue (3.4 ). 

b) Fixando L =4 em (C.1) e levando em conta (3.1 c,f) 

i64  
aC 	 Chi 	 aC 

R (x ; #)Qcè ; d) 	R éx ; È. )  QC 
3,10 	10,1i 	 /3,Lf 

j 0■■••• 
•••■• 
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.ac 	13 ) 	T 	QC 	dt ) 	1 4 R (.1- ; i) 	i(ti) -t- dit R (L 	 ) 41;0;a 2áli,x0„);
4 

 ).:: 
T,10 

de onde segue (3.4b). 

c) L =5 em (C.1) e (3.1 d,g) 

3 	ac 	cb 	 e c 	cL 

	

jd [ R ( 	Q ;iv) 	‘.,e; È)  Q ;;?) 
•-• 

X0,5 (./ 71.? 	13,5 V 

ac 

3." 

1 ie 
1(4) R (;.).C, ; ) 
V 	J.,10 

00 	,51 

d23  Rosf  

7,13 

at J;s- 
Y)Q(i,Y9)13 ) S ó (x- 

( C .2 c) 

que implica (3.4c). 

c 

d) L =6 em (C.1) e (3.1 e,h) ===> 

6 	,C 	CÁ)  

R ; Q ;d) + R ; Q (t; 

J.10 	10,4 	 6 



= 	) R (,t. 
sf,'70 

ôt) 	I 

f 2 c' 
aê 

lo 
 (x ; 

eitJ 6131 i.;.(-(y) ,  .r) = 01 , /o,/  
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ama.. 
•Mm• 

.2,4:,( 3 	AC 	4V -Dy dè R (;..‹ ;E)f(e--) 
AC 	‘,C 3 

R(Jc ; ) á cl '-dl)fee...':7 ')4(2-,ii;„,; 
TEZ 

que implica (3.4d). 

e) L = k+6 em (C.1) e (3.1a,i,j,k)---)  

id: .‘ 	ct 
R Qc;t) Q (t. .77) 

j,C#4,v 

c..‘ 
+  of..;VQ(E)1A) 

j .4.11, X4‘ 

c ,, 
cki

1,  

v
tE;Iv+ 

#1.34÷4 

Cc").5 ; 	) 
.1,17 	114.4.6 

--r--. de. Ré., ; k 5 Sg S 1/-29.  - 	+ R41-: • ) a.  (f )  6 f (êv) 
I 3 [ ac 	44 i‘ 	 t,e '‘ 13) 

) 	
- 	) 	' / - ' .. j; J.+ i 1 

AC 	 t Á 

3,10 
ac 	 01(4 (3) 

R ()‹ ; v 	F ts 7) S( t-d) 

3,11 

nal) 	naa4 	 c‘‘if 	Á/ z3,1 	..11d 	ac 

 

4 v 	J.,10 

3,j 

s ki F 23,71)+  5  ke 

c44 (Ái 

v 3;17 v 
á

a d f ,T4-#.6 c /-1) 

a 	o ( —9) (C.2 e) 

que coincide com (3.4e). 
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A) (te. ; 	Did) J(È--d) 
,T6  +d 

31,1 uc 
F ) R (),s• 

J;9 

at sio 
á 
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f) L =10 em (C.1) e 

jelj [R Atx ; i)Qct • ) 
v 

(3.1c,d,e,i,j)==> 

	

ac 	c.19 
4- R tx • ±) ("k) 

	

Tis 	.5,/0 v 

c(' 
Ri;1.(;Ê)Q(a;,#) + 
gg 	410 v 

4. R (x;.) Q 
v 

c.b 
+ 	(X ;,t) YCt; 

J8 	.8:70 V 

a.0 

J 

	

2 	ac 	44 3  (3) 

	

=dê 	R cie ; t) 
1" 

Ri(t;„t)D ;1) 
J;S. 	

0 
 

‘4d cl c 	'43.1  (3) 	c.td ac 

1 	R ‘ix ; „t) F ã "t 9) +11 R (...! Fui ()_-Vi= 
V V 	v  

_ -P3 k71) . 
v  

/Ipc ac 	.z,L4 n c,c 

)R ( .(.;r - 	() Ks/ c6<; 3;   

ct2e;t 	„c( ac  
F LÁ) R C,;_'(;

V
) 

V 	3-J 4  

de onde segue (3.4f). 

g) L =11 em (C.1) e (3.1b,k)------) 

14? 
ac 

R (x, 
a c. 	 c() 

R (K rz) 	(• 
cj,h6 

•■•• 
11.••••  

f 	
I(  á, i3) 

= cit ERG'ccx; 2-) D Iti)ãwv.) 
T,4 

c‘'41
R

az" 	04 4/  (3) 
( :5;Ê) 	() S‘ è 
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ic ac 	 c 	oi,41  aC 

-1) jiP R (-5 ) +i? 	) 	(A- 
V 	V 	 j).4, 

que coincide com (3.4g). 

h) L =12 em (C.1) e (3.1a,h)---> 

3 	ac

,:.. 	
o
,
t
. 
	 aC.  cL 

dr [ Rcc;t) G t,
v

) + R (<;) C‘ê 
 ,v

) 
J, 	9,12 	J,‘ 	6,12 

I [ Ac. 	 á 

1:14i -R ('!3..) à g(t•-.) R' 
AC 

— ".k: 	à hèlf)(1(idI) 	x  4/d 
	1) 
I 

.3; 1" 	 1,4 

aC 	
+ 

D ato 
tx • 	de IN (A- ..11  

J;9. v 	J-00 
.),) L1 02E 

que nos leva a (3.4h). 

	

i) L =13 em (C.1) e (3.1a,f,g) 	> 

L
" ac cL aC cis AC G6

1114 1? ; ) + R(Lc; t)Q (t ; ,v) + ! (!;)] 
j-,g 8,13 J, Li 4,43 V J,5 5',13 

3 	AC 	6c (3) 	aC 	É•C 
jat[ R(r;,Va C (..tj) 	(x ; ¡-)6s.  

J,S; 

o, c 	6c 
/0) 

3,5 

Li 111 A(011  ) 1 
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+°0  at 	 Ah 
(0) 	 /0) 

	

-- -R (A-  ;) - fclti 	c.z ;  z.4 a 2-X 3
) ádix4  • él) 

	

—4° 	9 

ot
' 	

e 13.1 
=á g à 

que implica (3.4 1). 

j) L =14 em (C.1) e (3.1a) 

2 	ac 	ct 	 Gt C 	 6 c 01) 
ide R (x•u Q (È ;y - -1612. 	ã S(t-,) 

cti ai> 	 (3) 
; 	= 5 	 ci (A- — 

3; 43 

(C.-2 j) 

que fornece (3.4j). 

Continuamos agora a integração do sistema de equa 

ções (3.4) (ou (C.2)) iniciada na seção III.1, p.35, com o cã-1 

culo dos elementos R,
ab 
 , R,

ab 
 e R,

ab 
 (ver (3.17), (3.9) e 

■J,11 	k15 	L1,6 

(3.10)). Notar que, desde (3.17) e (3.4a), j-à-  podemos 	encon- 

trar expressões explicitas para os elementos Raj  
b k+6 

41 	qt J‘ (3) 
R (?so)--- 	s six- 
s(+‘v 

tc ac 
+ 	) 47  (x4) (c.3) 

a 
Com os elementos conhecidos até aqui, calculamos R,b4'  De fa j  

to, usando (C.3), começamos o cãlculo da chave  em (3.8) compu 

tando a seguinte integral: 
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tio 
á c d/ 	 23,d 	ac 	 31/ 	a C 

3 3  3  F--/ 	1-13) R(K • 4/•41  ? ) + FIO Lt1) R(  
jf  id"b71  21(0/ .  E 	 -"1-"' 	 i -42 

g
34,1 	 .1 4 	r. 3 .3 	.2, Ce.. 	ot. 

)hr-t) b( 2-bi) R ; 	2- - 

.7,11 (7  

/ 411)c, 
=.1p kk-1.?4)/(leilp3  .A-3) 

/0) 

ji t 3 t 	j; 
(á Fc + á g 	+ 

fdf 	deJliee3x3.3Ria 
teotf ifti 

10) , 	3 	11 

ce 	a e. 

	

D V.:0,t3) R ),5 	t.3) 

v 

	

7\  2, ce 	a e 
e 3  n (07 4,f, e-) 	v1,(7 ; 

J,11 

Levando em conta que A(y
3 
 ,x(0);±-) = O, calculamos por partes 

a integral no lado direito de (C.4) como segue 

f 

bed 1" 	,i,d 	2) Ce 	Cte- 	\I 	3 2 	3 

J1  i c&  A  if *:23)  CD t.lis  1" 1(1;4i132(5—)1(0))—'51?"-d39 + 

cie 	a. e 

+- Já( 3 x3 3) 	R x 	è3 ) df 	A I 	1)R(x. 1. 3) 

(0) 	3 	_1 J11 v 
„ <A  

3:11V 

(c. 

-a0 



1 63 

e, 	4,c-g 	3 	aue 	 3 , - 4 ,.".3-,3) ( D v4vt) , )1? (,,,,, ;0: p;c9)
(

síê-l--x,30) ) - ii è—d )) + 
v c( . 	 _1;41 T  

ac 	 cie 1,f 	cxe 

4 1 í A,' ; -2-3) o' (.9 R (;.4'. ; ?,(7 ê - 9 + f A( 4  '-e3) R 0,s ; ")1(  7 ,' ê 3  )i + 	
) 	N' 10) 	3 j 	 1,4 1 

-7,11  

1)4Á 1  d 	2,ce. ae 

= 	A id) -1) () R e ;',5 
v 	v 

11~ 

ied a e. 
ihy .1)  i c es 	(A. 4 

Q1(1' o) 	-VV1 R
a-e. _1 
()...<;) 

4-14 

	

i,e04 / 4..° 	4,1 

	

f ?t3 	7  i3) 	2'42) 
1 /0)) 

ck 	 f 
4if (R(x.c7'-t 3); 	i l-t3)-y- /fp ./3 )? 2  d,Q  , 	, 	3 

4" 	 J;11 

A 321(a R (À.:-; 4,1.,z9) -4- 

cfe 	at. 	4,1 	1,f 

( R I''..,,(71;t1) 9 A` 4,d; + Ap'è2))
t
i?(X.d 4  

Y 	 J.:// 

AG 

de, R 1).5;4.) 
( I 	tI 

3 



aL c / ,, 2 s C 	, +cif 	( 	(j ,̂72;x1:91 
-2, C 	j 1 3,12. ç 	r 	, r, 	3 

A () ) á c. 4( 	/,t- idix_19 -2 	) 

A 2 
C 
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bcd cfe 	1 f .2,d 	4,d .2,f 	A, e 
+d 	1 10 ) A id) - 	A (â ) ) R (),,c,;) 

V 	441 v 

foi9 
	d 	 2 d 	4, f 

41d2x 2  .t3 )LA (1 t Z1)/9/ le3)—' 4('4, 	3-t1)] 

1(7i 	 471 
101, cie r 

_00 

a.e. 
- 

3,
J ) 

4  
orbr-p (x.i 1) ? 01/x1  21 + 

z, d 
— viva;?,)[—a C-(a 513-611/1.1 )(?(I) S.((t(74))1( - 7011(31 

Illemme• 
•■•■ 

gac 4,c r 	 d's?, 

A 	-- dt (a 	9 	
x r 	3 

ioix-
3  x,c9 ) 

'71 135 , (9,!,( 1 	 ) e)) /0),  
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ebc c-ict 	1,f 	.2,cd. 	cte 

	

A (u) A ?) 	i?s ;p 
J,11  

n/1 .1/ 1  011)c .f 	 Ct e 
da.3  á i( 3■1(3  ;19 1R(' .(d1-3)  A% ‘,e) A(â,'.2.3 )-A'k?)' 1V:()+3)  , ,0) 	 .3 	 3 

cfot tx-p)-  
tf 	.e,cl 

3 .x3) 	(x) A(N) .59) 

710 	 2-  r 	,1 v 4 	( ff );3— d'; 	4( _d if) d 	 x • x) 

etic 
A

Z' 
  	:x3)  ( 	ji-m) dif(41.-f)fr-r--? 1) 10,1A5-10)  x 3) , (C.5) 

Para completar o calculo de R
abJ4 devemos ainda calcular a in 

tegral (ver (3.8), (3.11), (3.13) e (3.14)) 

a C. 

9:lit3)  (( ;9(111 l'è3)  .5;6, 	Q7I 
-J 

4. 0  
blie 	3 	1 01 

Z1 ( 3 3  • e3) A ; 4 1.t3)[5 44(à4"aji13);(1--,4)C(.4 2)(4( Al?'" è3) 
ehr 

1 to) 	 3  

2 ca. 	 c fe 	è. .2,f 	a. e. 

— 0  J ' 9(1k-111v s( ,(i, èJd xplik—i) +, f ( Ar  2.ii?)?(11--i-> -f Ar 
	' ' ' 

	

.13 ..114N 	1 ..A. ) i  , 3 % ti  1. . , ) 	2, 

-2 	 .3:11 

2,1 	Lote- 0,1 ,.1,12., r  ,I 	r a- 	t( 1 

+ A (a1,7,1-r 3) ? (t —à p(x-ror,r- )( 023  d(.4,--1)) •+ 



166 

cfe z  1,f 	a e 

2.  die cfe. 
= -071 	dz já 

ale 	1,e1 	.2,-F 	.2,d 	e  1,f 
33 2)1?()(;#1 ¥3) 401>3)2 A '1,2;e3) -A/1,I 	j (7, 
(0); 2 	- 	3 tiv 	

12 ) rit " 3).1 
_7;17 

d 3  zi ca r 	\ , 	. x3) 4(61p) 
toic 3,2 3, 1L1) fm,!_ '2( t2,1A) 	)1"( ) foi f 

.2, 41  , ( 7,3 aJ, 1 (1) (JA f57(x4_ ,1 0144. 4,1) ,ãpfx102, ")) v,a.2,x.) 

alie 	4,c 	 .7 7 	
. 4  

+ 	A (ai (71 x 3)(px -,t;) ) - f4r3p ( á -os 	ex(i ) 

- ê A e 	-x )-kx4_,7 -5) 
s,1.2.),(5; 	.1)(f 2 i C, 	, 	e, 3 	7  , 

c. (4  2( '1, C 
.+ I 	3  A (, ) .  6r-714— S7' 41) Sex '9,174,1* 2-) 41 	. x 3 ) 

a 

1, 	 g/2- 	( 4 ,1 	2., 
( 23  A (,).(,)çd ic 	 )(A 

3 ,r ) •x3 ) 
■ 

egc 

J 

ale. 

c(1.34, 13)(-1  • 	A. 1  

2:11 

4 tc 	3 lè,7,3_ "s7)1) ii,(1-,4)21e''1g 2.) A ("troça  4( 34 j  • 
(/ 	/ 

1  f(4,1-f) 01(.r?') 	c(,)(170,; )(3) 
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4°° 	 aL 

lu/ 	j 3  • e.") 	( ; 

-1; 5  
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(c.zi) 

ab 
14) 
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Substituindo (C.24) em (C.12), obtemos o resultado parcial 
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onde definimos (ver (C.32)) 
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Substituindo (C.42) em (C.2b), encontramos 
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As equações (C.38), (C.41) e (C.44) constituem o sis 

a 
tema desacoplado de equações, para os elementos R,bio  , que bus 

,i  

cãva-mos. Passemos ã integração dessas equações. Desde (C.41), 

segue que 
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 Usando (C.46b) para expressar R3
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Por meio de (C.46c) e de (C.46d), chegamos a 
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aL 
R (f ;d) = R (X;X ) /0) 
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De posse do resultado (C.48), podemos concluir a de 

terminação de todos os elementos da inversa R. Por exemplo, in 

serindo (C.48) em (C.25), chegamos a 

Inserindo (C.48) em (C.34), obtemos 
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Além disso, (C.48) em (C.20) fornece 
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APENDICE D 

RESTRIÇÕES DECORRENTES DA ANTISSIMETRIA DA MATRIZ R SOBRE AS 
ab 

FUNOES R
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J,11
(x
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 (o) 	r J(10)°_(_;YI E  rJ(k+11)()(;Y)  

Os resultados obtidos para os elementos da matriz 

inversa R foram calculados a partir de (2.42a) (ver capitulo 

III e Apêndice C). Entretanto, dado que R é a inversa de uma 

matriz antissimêtrica, ela também deve ser antissimêtrica. Exi 

gindo, então, antissimetria  

at‘ 	 La 
R (x-; 	- R .; 

K,Y 

para todos os elementos de R, obtemos condições a serem satis 

ab 
	

ab 	 ab 
feitas pelas funções Rj,11(x;x(0)), rj(10)(x;y) e rj(k4.11)(>_(_;y) 

que aparecem nos referidos resultados (ver (3.9), (3.10), (3.17), 

(C.3), (C.11), (C.48) e (C.50)-(C.55)), onde J = 1,...,14. 

Consideremos inicialmente as funções R
ab 

	

- 	). J11(x'x  (0) 

para J =14, (3.17) nos cra" 

a(' 	 ab 
R 	;(?) = 	; xpv) 	3  '4  

1%11 	X4,14 

Por outro lado, (C.52) implica a igualdade 
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A relação (D.1) nos leva então ã seguinte relação 

(D.3) 

De forma similar, J =13 em (3.17) conduz a 

44 	 I I 	 2 
fi 	; ?S(0) 	õr orfr- x,„,) 4 	A,' .1) 	 ) 

1 , 	 10) 

13,11 

enquanto (C.51) implica 
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/)4F/ ,t 
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Para J =12, (3.17) fornece 
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enquanto (C.50) implica 
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Para J =11, (3.17) da por um lado 

 

t) 

v = 41,41  

e por outro lado 

ha 
;x)t...., 

a 
R ( x ; to) = 

11,11 

;'c io;) = C  
11,11 

Consistentemente com a antissimetria de R (e com a pr6pria ex 

pressão (3.17)), tomamos a constante acima igual a zero, i.e., 

( .D. 6) o 

Para J =10, (3.17).) 
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enquanto (C.48) ===.) 
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; X ) 
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De maneira análoga, levando em conta (D.6), obtemos 
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.D.3) 

Para J =2, (3.17) --=> 
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4dc Á 41 txc 
) R cx • x 	= • 

-bom 

Á 

Tendo em vista (D.6), (D.8) e (D.9) cabe investigar se outras 

funções R
ab
J,11 (x;x(0) ) são também (ou poderão ser tomadas como) 

nulas.  Isto, de fato, é o caso. Por exemplo, desde (C.2a) (ou 

(3.4a)), obtemos para J .10 

O< a c 

b 2) R (.k: o) . o 

40,14v 

13) 

Usando (3.17), (0.13) se reduz a 

o que fornece 

AC 

o 
10,41 

A expressão (0.14) implica, por sua vez, desde (D.7) 
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( j). 45) 

Por outro lado, a situação é diferente no que se refere ãs fun 

a 	 a 
çoes Rkb11,11() (0)) 	-Rk

b
1(x;x(0)) (ver (D.3)-(D.5)e(D.10)- 

-(D.12)). Note-se que (D.4) e (D.5) junto com (C.35) e (C.26), 
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Observação: Logo abaixo mostramos, usando as definições (C.32), 

(C.23) e (C.24), que a dependência em y 	no 	lado 

direi to de (D.16) e (D.17) desaparece 	realmente, 

conforme indicado no lado esquerdo dessas equações. 

Particularizando a equação (C.16) para J =11, teremos 

pid 
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(x 	 L) 

DIt' 	 (3) 

-(1  i'c ) R ij; x ) = -á 	 /g) 

O parêntese em (D.18) pode ser cal culado desde (3.17) levando 

em conta os suportes das funções R 13
ab 

 11  e R12
ab  

11  expressos 	em 

(D.16) e (D.17) , respectivamente, junto com as condi ções 	de 

gauge (2.1b) e (2.1c): 
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+ (Sdha 27 	f dcb  A 21:7))[ R"  4a 5." # 	4 .A. 1-1— 211/ 3  3 ; _x10) ) + 	_ x 	x 	 )3+ 10) 	, (0) , 10) 
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Substituindo (D.19) em (D.18), obtemos a equação 

C.b.IS)) 

da 
R (67, ; ?...( 1.2) )  

k.4.11,11 

da. (3) 
-x ) 

que implica na impossibilidade de tomarmos todas as funções 

ab 	 ab 
o )) (e R k,11 (y'

'x_(0) ) iguais a zero. 	Entretanto, 
R k+11,11(r,?(_( 	 _  

a partir das definições (C.21), (C.32), (C.23) e (C.24) 	pode 

mos calcular explicitamente os lados direitos em (D.3), (D.16) 

e (D.17). Desde (D.3), (D.15), (C.21), (C.18) e (C.19) 
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Na obtenção de (D.21) usamos a antissimetria de R, (3.17) e os 
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suportes  (0.16) e (D.1 7). De modo similar, desde (D.16) e (C.32), 

segue que 
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14/,11 	 14,71 00 
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 qb 

ex"1-x 2  
1,1,11 

4 ,. 

( t; X ,--- ot2 

VII  11 

 
c 	

3 i` 	ijk 	,z ;( 4 4 -f, 
/3,/1 

CO 1L.

C 	.2C 

+ 10 41143 	
O4 	

J /0) ; 	/ ) •-•• 

• • • • 00 (1 

a.t 
R (x • x 

to) )  

12,11 

a (X3- .r
i0  
3  ) 

) R C A- /1  ,rt;  x 

12,11 

(D. ,210 

onde 

Na obtenção de (D.22) e 

antissimetria de R e os 

R
ab 

(x;x, 	Al-em disso, usando (D.24) em (D.23), obtemos 
13,11 --_k0) 

(D.24), é" claro, usamos 	novamente 	a 

ab 
suportes das funções R12 ,11

(X;X(0))  e 



13,11 	 13,11

ti 4 	 ,.... A t)  

/2,i 

À 	À ,.../0) 	

- 	

(- 	i2". X ) 

42,11 

 ‘40) 
- 641  L R ( 00 it ye ) 

/-0) 

at 	 at t 
R (XL;  'e" ) = d" [070)— 	_rio); 	4_ R ( 	x  

,„), _10),  

-JA:7;h2.- 
-H,11 

QL 
— R (i.1z3-,--0,;)( k,di 

1%11 

,o,) 

ot, y 

-4° i'0") 

))) 

(1)..210 

(0 )  , (D..2 e) 
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(D.26) 

Em continuação, analisamos as funções r
ab 

J(k+11)()_(_;Y) 
ab 

começando pelas rj(12)(x;y). A partir de (C.50) encontramos as 

seguintes condições de consistência que garantem a antissime-

tria de R: 

ai' 	 j,ic 23A/  ac 	acd- oh, bc i 	F v ) ; j) -1-  5 	F ( f.x... ) R9. ; 
4(7 z ) 	 400 	 12,41 

ati. 	c,cat ,
r.) R i
1.2,, bc 

=JJ 	
t ;)e) 	bdc .23, a C Y ( X ; 

(D.14-4) 

)Y ( X i) 
402) 	 @lã) 

,113c .2 3F  (- 11 	 3 2 
4- ' f 	alt - x/a) ),4.-1-x l  )(4 ,2%;0);  A/) 

- À ) 3  A53  ;Y/0) )4- á (4') .Y 011• ly 

r 	(4( ;0.) 
5-712.) 

0  acd 	23/11  _4, 
Foe) 	;2() 

	

/2,11 	

+(71. 
h4 r-23, 

G--  () (1).21c) 

acd 31,(/ 	 ef,dc 3" 	C 
IX) 	forr;t1) 	F 

v 	6(/491' 

‘,Á -23,1 .91.C. 	 ac01 k,c1 1c. 
(4,  ; p,) ,j1 	(„5)R( ; 

444,(10 

= 

k cti;x,  
= 

kl. 6(12) 



23,q1  aC 
) r(x. 

/000) 

oL (x;i0) 

14(1.2.) 

r ab (X ;  

+11(92) 
d j 	rio.) rix ,  ) 

) 

— R ; x lo) ) 
4e,14 

2-1,d 
F 

,a 	 uca 	1,, c  
t-  I., 	; X ) 

111 ( 13) 13,11 

a c 	_34,41 1,c 
(x) kcv• (.) 

13,11 

f  tdC 	3'1, Á 	.(.4 
x; 

,(40 
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De forma similar, analisamos as funções 

(C.51), encontramos: 

ab 
rj(„)(>(;y). Desde 

4ez 	acat o4,I Lc 
)5) + (.71 	Rtj;() 

1.3(7.2.) 	 13,-11 

6a/c 211 a c 
F/ réx• (p.284. ) 

61 c 31,1 4,c  

	

k (. ; 	 Fid)r(.-v) 

	

13(1.1) 	 13,11 	 z(101 

a.cG1 	3,‘11 

 

(p.2 59 

F
o
,x ) R 9 ; X )  

13,11 

6,11 c   
I 	) 

J1,1 
 Y" 	; ?) 	(1).28c) 

_30 

ac ‘,.dc _34,41 

+d 17) r ( ;:x.-;,j) ( 
( 	4(*)) 

C / '1 	1- 2  / 	3 .1 	 3 3 	7 	 1 2 	3 .) 
+d/ 	Fid) j" 	1/4 -X 1 )1 Z1 (421/  '‘//0); X) —411 Aio); )(/0) )+ 41/.1; %0) ; 7 ) 	(1) 92841)  

	

4-,c 4  23j bc 	 La' .31 6( ‘,, c  

(
f 

	F (;_y ) R 1 , ) + ,I f 	F i ,; )  k-( z„.;,v 	(b.2.8 e) 
13,4i 	 (I 	5(10)V 

, 
 

(D.28 Ç) 

,,cgt 4 i 

	

Cf 	
)41C .., _11,1 as c  

(71 	
A j'i) R v; ,() 	1  

-4- 	
r ( -, ,1 ) 	, 	(D•2 8  g) 

137/ 	 -/-i/Ou  



acd 2 

A „" 

311 qC 

I 
	Y x ; 

9,1.1e0  

o a.. 
; 
	

f
6 alc 

13 (1o) 

19  
y

4 	
) 
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6d c 34,d A (. 

v 	0,  .710 
(D.2 8 k) 

(b.28 i) 

3.1)/ a c 
) 	; 

90/l o)  

e24- 
7  

25)  #. 	X10)  ; 	R ; 	4 

/3,11 

(D.28 j) 

2; :4 	• 
10,  

r  ‘alc 31 a' 	a c 
+ 	r 	) 	X ; ) 

11(10 

L, 	 L,dc 	at c 

	

;3.) 	el 	t-  14) r(-.1- ;3..) 

	

4+11(13) 	 k+11(0 

Por outro lado, desde (C.52), obtemos para 

as seguintes condições: 

(D.28 4) 

(D.28 i) 

ab 
as funções r

J(iL))
(x

"
y) 

)Cdc 121 d ac 
/- 	;À) 	+ 11 	r(x;  
41 (Á+11) 	v 	 '<tio) 

6alc 42,0(  ac 

j 	F3
) ) 	( ; 5y.) 

v 

„L,c1 
k.v 1p01) 2 (1).23 01,) 

accl 	1:Pc 
—I. 	rfx, 	+ v  

vim 

^LC ---42 / C 	7 	) 	2- 
r 	) (X- -rio)) (4-  - A;

) 
 )(à •À -A , ,)1

3
)4 A 	3  3 2 	I 

/ 4,"/()) • /o) 	(À, 	,)) (D..236) 

ac4 23,(i  bc 
Rv;x 

al 31,d 13 C: 

F /x) R 14;x) 

141 

(P.23c) 

bdc ,1z,1 ne 
-4. f 	r- 	71( ;d) 	(i). 2 9 4) 

6/1 o) 

t)dc 42,d a c 
L. ) 

SiioY 



b. 

(2‘;y =
a'

<x1) —  R ; 

11(10) 	7y,11 

qv 	 hdc 12,1 L.0 

10,10 /0) 
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rA6N; ) 

Á-4-11(1) 

12Á 421 aC 	
caca kd 10c 

-4- 3J 	(,$)krx14,) 

b#6(1.0) 
4. 	 hdc 
	a C 

14(10) 
	

-7(f(lã 

/2, j 	ck c 
() r 

Á4-11 cio) 

(D.23 e) 

(1).29 f) 

(D..298) 

(D.23 k) 

Concluímos este Apêndice analisando em detalhe as 

a 
funções restantes r,b,io) ,(x;x) desde (C.48). Veremos que prati „j   

camente todas estas funções são nulas  (ou poderão ser tomadas 

consistentemente iguais a zero) ã diferença do que acontece 

com as R
k+
ab 
1111

(x;x(o)) (ver (D.20)). Como conseqüência, as re 

"ações (D.27)-(D.29) tornam-se mais simples. Por conveniência, 

começamos fixando J =10 em (C.48). Por um lado, obtemos 

R 	; ) 	 • 

40 Ho) 1010 

e por outro lado 

ha- 	 ba 
R ( ,,,e) = 	r 1 ; _?.5) 

10,40 	 -Tomo) 

• 

ba 
0(10) Logo, ri

aob 	
= -r1(10) (x;y) 	 (yf,xj, ou seja, 

Z. 

,er 	ti 4C  

id"ê 1 	(•X )  
3/) 

1 
/0) 



.6 
R (j ; X/0))  — 	kl 	xz  , 
10,/. 	 /0) 	70(i0) 

x 3 bA 
4.. ti7.= I  

PP 

/ O) 
	

10(1,0) 

2- 	 ) 
x 
/or.  /0) 

0).30) 

x a3) 

-;X)  

d
3 

_Idaj  
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A expressão (D.30) possibilita tomar (ver (C.37), (C.40), (C.43), 

(C.45) e (C.48)) 

ao) 

o, 1 o 

o que significa 

	

At 	4h 4" 	 /// 

r c';') 	k. "1-1' s) = r 

7o(1o) 	'Io/To 	To/1o,  

(0.31) 

= o 	R rx ; x,0 ,) = 0 	(0.32) 

709 0 

As relações (D.32), por seu turno, implicam 

,3/4‘ 
R (x;,) = o 

10,10 

(.D.33) 

o que é consistente com (D.31). Levando em conta (D.33), obte 

mos imediatamente desde (C.48) e 	(C.50)-(C.52) 

ba 
—;x) 

40 (44-11) 

• 
( .1).31i) 

Além disso, fazendo uso de (0.14), encontramos 
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Y x 	o 

4# c(10) 

 

2 
(D.35) 

(D.36) 

(1D-3V 

     

 

4 ti  ; d.) 
filio) 

   

     

1,  
()5 	) = 0 

S (io) U  

 

Entretanto, para J = 4, (C.48)=> 

±- L ) 41,7 3 3 	- I 4  

o 
X/0) ; 	-+ 	 ;e) 

41i0 

enquanto (C.10) =5 

1°, 

aL r' X ) 	 s  A  

O (X —d 
r 
(a'? ) li X/01/ 

A 

Ì" ( X; 
4//100 

ah 
-1 f/x:1-.4- 1  )61/,r 1x 2-  [Au' x") -41 3  I 3  ) 	(44 j  /0) 	/o) )‘„ 	• x 	 -( • 2( , 10, 	 , io)  

/0) 

(D.38) 

Por Ultimo, é direto obter desde (C.53)-(C.55) 

a ( x ; 11) 	 ; 
	 (D.33) 

hlgo) v 	1011-41) 
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Consideremos agora a equação (C.16) em conexão com 

ab 
as funções rj(10)(x;y). Para J =10, levando em conta (D.14) e 

(D.28), obtemos 

cd 	

(D. zio) 

lo,‘4-11 

Usando (C.50)-(C.52), reescrevemos (D.40) como 

,4 et, 	aá 	.e,ct. 	aí, 	3 	ac 
D 	r 	+ 	) 

70(13) 	 -.7o(141 

Tendo em vista os suportes das funções rab 	e rab 	(ver 
10k12 / 	10U_3) 

(C.26) e (C.35)) e as condições de gauge (2.1b,c), esta ulti-

ma equação se reduz a 

A C 

,e 

10(.4-11) 

(D.111) 

A equação (D.41), à diferença de (D.20) em relação às funções 

R
k+
b  a
11 11 (x;x-(0) ), nos permite colocar 
, 	-  

( D4.2) 

o que, por sua vez, implica (ver (D.39) e (D.34)) 

174- 

?5 ;e.) zr- 	( 	• ix) 	= 	.1 )  "--"- 
A(10) 	 (A-I-11) 

(.1).1/3) 



212 

ab 	 - Deste modo, a única função rj(10)(x;y) não  nula 	e 	r (b  10)(x;Y)  

(ver (D.38)). Conforme antecipamos, este fato simplifica mui-

to as funções n, ab (x;y) (ver (D.27)-(D.29)). Em particular, 

desde (D.27h), (D.28 1), (D.29h) e (D.43), obtemos 

••••■••• o 

ab Além disso, uma vez conhecidas as funções rj(lo)(x;y), 	pode-se 

aa reescrever os elementos de matriz RJ
b
k' RJ

b
10 e RJbk+ (ver  

(C.48) e (C.50)-(C.55)) o que fazemos no capitulo III (ver 

(3.18)-(3.24)). 



Por conveniência, calculamos em primeiro lugar o multiplica-

dor A''a(x) da lei de Gauss, ou seja, o uall(x) (ver (2.34k)). 

Desde (E.1), (3.17) 

/9 ( 3 	0,1 
 

‘k 	
1) ktc 	E sk 	

H] 
o  

" 

3 	6' r 	w; ) Lfk(ê), 
i<=1 	O 	1<;-144 

E 

APENDICE E 

OBTENÇÃO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE E DOS PARENTESES 

DE DIRAC BÁSICOS DA CROMODINÁMICA NO GAUGE SUPERAXIAL 

A determinação da inversa (R) da matriz de Faddeev-

-Popov possibilita, por sua vez, calcular todos os multiplica 

dores de Lagrange ul(x), J =1,...,14, dados por (2.41) 

3 	412 	1, 

= 	7
K^11 (

i d R P,f;d)E 	
v 

	 (E.10 

J 	 / 	 k 	PP L. 
com H definido em (2.32), i.e., com 

C 	C 	 !pC 

	

H = 14/;[ _1. 17-  (I) P: (t) + _1 F á) F1'í) — 
9 	

(i)1(7)( 4  d l.+Áis,_)*) 

	

- 	
v  v   

	

o 	c- 	
,c 

7- /..! )j- i?4 A 	ei) (t) 	 (E.z) 

	

ha 	 La 
_ 	R ; 	(2) Hi + R d;Lc) L,í,g ) Hij 	= 

e 	4,1 	 Lifyi 	4141 
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17  a" 	 4 
ci5 R 	• ?i) 

4- 	
15d),HJ 

11,41 

tl  to, 	r_ oh C 
=1.01/  	r 	= 

60, 	L 

bl;vEi971;) /-14 
+0,14 

=1,0e 	(7. ; (0) 4. 454 11)á (4:/x,/) ;(47  

ba 
( 

13,i/ 

AIO 
) + ã 4!) 	,1.1 ) (4'‘1( 2"  'V X 3  ).] 

'"/ 	0P 	0 

1)  [ 4 

	4 
id 2(1.0) ) 	j je44' 

1 f,19 

o3, L,  
l) LA 	/0)  - 

A 
 O; 3Xj 	f() 

dA 
0. 

= f 	? ; 
4-1.11,41 

o1, 4- 

0 2, ` 1-  
2" ) f 4 (x 01 

,rfe;?)  ) + 4/ 3  Z/  (Ã, jx/ 07)  ;1)F 4  L  3  )  (E .3,1  f 	
03,4- 
(xx,,,, 

Mas, desde (3.2), segue que 

f 01 a _., 1 A (xix
i • 

  41 4-- , / 1 x3 \ 
"0 4".1 i  /01 i i i  ( (7, 4/ /0) ' 

x 

141  4èle,(ê1 1  r°1'41 4  3  
. j 	 x/0) ) = 

10)  

delem 
••■■• 

x 4-  

fdal F C 2'1 x X-3  ) ( E. ‘i4.) 

(o) 



/M/ 4  
3d (43  . 4--()  F(4-1  )(- 

x
J 

1è Idi3 	A-613/4  -r ,r 
V vti,1 

/0) 

Jia 
(E.  c) 

x 
03, a- 

- de' r (.3/4-1x1  *3) 
.3 

J. 

è 	ê ) 
z 

1 
(° 	/0) 

) F( Je 
x. 3 

rjr, 
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,r 
/o) 

ee2 t F
.2 

cyl 	7-  3  J /0) X 2 
0,4  

/4) 

3 x/0) 
 

Substituindo (E.4) em (E.3), obtemos 

xl 	
f)( oz,a 

A (ix)= de' F( e 4 X X3  ) 	idèt  F (x0l èLx 3  ), .1 10 ) ) + 
X/ 
	 / 

X3
3 	

a 	 i( 

+ (3 (x:x,i3) + Ia C 	( R 2 ; X icv ) F(i ) 
J 3  h-f11 14 
X(0 ) 

. 

(F.5) 

A seguir, calculamos os multiplicadores n
ok
'
a
(x) (i. 

e., uk(x)). Desde (E.1) 



Ok,a 	 A 

7(,X' 	iR éx 
‘k 	PP L -' 

111 	7 	to,  

(4, 1  R(,(4,,),$),[1(0),i-ljpi)  
iczi u v  K;k 

r  
j 3(1, 	a ' J( 	

Cai 	f3 	41 
c  tr(y) +07i (F-1.)4S- 	FoeS oi 	 o5 

k=1 	

• 

ã 1<, 4ark-(74  liwi.r-3-2)46r)3)110)3 k.3) + 

6a 	ui 
— RA ;•25) j.L 	(d), rij 

k(,‘-t-i? 

adc 0 ),(7/ óc 
F(x) 	; dy. 

1 	

A á 23,e 4i 	‘, 

= [ 	), + ,71 (F/Le) I 
06 	PP V 

adc 0‘,01  / J 	ic 

t 	F(X) d R( ;&[ 
i
p, H 

j+//,// 	<i+ti fP 

(E é) 



72,1  
1  1 .3 	2 

X •'X ) r(X,4X, 
/0)1  

wb 

+ R 	) r 

4- R 	) 

í'y,) , 0 ] 	.R((• ;) 
k+11,431 

4 
HJ 

PP 
J + 4 

PP ÷ 

E.10) 

Mas 

E. 

CE.2) 
he 

l?(?;),0 	d),Hjrni 
j+11,11 	

r  Z 

o c 
A '(z ) (E.0 
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de acordo com (E.3). Calculemos o último termo de (E.6) 

— 	61■ 	(A,;?5 )  LI 
t 

k"." / 	C,4 cri 	l< 

I=AD. 
■■•••■•• 

= 	dit  
k:-.1 

	

3 	44 	6 	ab 	6 	g‘ 

R 0,.5; 	-Try7 	÷ R ; ffl) [ 727,), Hj + R (?3 	Hj 

	

u 	Á#11, 	12- 	PP 	411Á 	.25 	PP  ‘-t-'11 	' PP 



4/ .2i4 

Ln: 9),H) 
rp 

hz 1h /J) 
§ D ) 

/ 

Desde (3.19) 
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4.2.471  ac 

F c 	R4,54) 

‘414Yii 

42at 	41 z bet (3) 
= 	1) ) (56x 

4hic /, 23,c 	á 31
. 	3!3 di 	Fx))f4141,;:'w2/,() 

Z 7 6 G (3) 

atc h/ 23,' 	‘2  31' 

(45  rix,) -+J f(x").)ép,_' 

Desde (3.9) 

z ,4.da (3) 12? 

0e ;4) [TF /A Hj 	"" Frd 	á" ,5 (9 35 /A. 	g .1)p) 	+ 

...,4111s 	2 3 v 	Pp 
01 	wG 

÷cif 	F 	R )57,11; 1-).),1 

i2 	2, 3, Ir;‘• 	3 (3, 

$ 	 5/4_67) _ 
3 	á 	I, ,32  
t- 	) 1) /1) 	;fx 

orr (E.1.2) 

Desde (3.10) 



pp 	L (./ 

Jt ,7rip'? 

1-i 
PP 

.11••■•• 

(E. i5) 
• 

.ffileb 

e 

5 
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R (is d)tr (i4)
'  44-11,6 	31 u 	PP 

31/C 	/(31 	‘3 

F() 	á J ?2S/4c- ) - 5 1). 

—? 	p )  -11)  

óg G/C 31, dl  AC 

4-671 	/11 ) A? "S; ) I (

V  A.ip 
L1 

31/ a  3 3) 	 k-3  311, 	(3) 
F/13 ) d 	+ ã -F 	D éd,) (E.13) 

Desde (3.20) e (E.7) 

b
v 
 tc exc 

.(.1)y R (,f, • 

J+ 6 	PP 	 ‘t///11 

Desde (2.33k) e (E.2) 

Prova:  

(d.))  H j =fijj' 
 

PP 	L 	d)  'd/ 	b71 -1- 	1 ,1)At 
II 2, 	f 

1, c4 
= J./ fd, 

C 0. 	. 

ltcp,¶,(vjF?,  
P 

Yry)Y h 	A 	 /t/i))  
57T(x, ) 	5 	Y 	) 

^1-  



‘‘,1
4 

c 
- 	F J/x, F:1(1 _,) 
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o  11('i,—.4.)v-"r"'kj) 

it. 	e  _ Á 	o 
kr- 	4 ,o1.. Itr-t4 

(41r3q (1) // 

14 	í 	tmAr wr 
olk L -  

d 	6 	G-1)  
24 c a 

Àc 

	

D 	A p-oj h 

	

k 	
( 	

'14  

Desde (3.22)-(3.24) e (D.48) 

 

)L 	>, 
jif 1 

■••• 
a1.1••• 

    

a 	 02,12 	AL 
(EM 

12)4+iieízo 4 +11(13) 

Substituindo os resultados (E.11)-(E 16) em (E.10), 

014 

obtemos 
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- 	61

3 
	;  

141   

K,1,111 

1,2 ) 1, 	1, ti 	( 3) 	it Z 
F(67) ia .D (d) 	- 	

1\ 
) 

a4c 	icl 
Z3,c 	I( 	.31,4 , 

FC?.5 	F C:r) 4x1) Je.2-:Q7 

4 	t■ 	ipa (.2) 
42. 	23,4- 3 iv 

+ 5 F icr  a  	Fíê1) 

1(1 	2ta 3  /3) 	 j<  3 31)19 	64- (3) 

Lc 
-1)) ) R 

+11, 1 

) — 

Z 

Notar que, se admitirmos T (y), “y)  	O o que será justi 

ficado no capitulo IV, podemos integrar por partes 	o último 

termo de (E.17) e obter (b <--c) 

444-yi 	

..9 d) 4054(d)d' ic L.  

fd i fe L 4' • .... ■ 

J ( ,4c a C 

'O) 
R4.(1.(  1-).P 

\ 	

4 	

4/ 

(E.18) 
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Levando (E.18) em (E.17) e o resultado obtido, junto com (E.7)-

-(E.9), na expressão (E.6), ficamos com 

oh 
) 

0.  „i„.. ir I x) 	 ) 
V V  

13  ÁJ 1,e103); -1 42.,‘ 
	3

)F(À-7 ,e;? ) 
0,4 c 	23, C kl r _31, C t. k2 1 

( .7< ) (5. 	i" 

	

1° 6`F 
	O C. 

÷v7 	r- 	A '0( ) 

c 	42 31,c 

1
n c 

(1  Fpf
43
:) + s ro,,_ )ilv 

ix e 
eS 	rix) — 

1 

" 	F lz,i' x • x 	 1 3 ) 1" 10) ,  

kl at, 	6 
S d) (x) F rx) 

ice 	 h/ 	(2  ,...3/ / 4- 

D ('() 	ti:?") 

	 .2 3 
— 	1) o() F lx" )  — á Dix, t-  (x) 

3 	 e 	 3 

,At 	31 i L 
d DO() ex) 

1 

D-ck 	 -4 12 	a c(9 A 	r_ 	19 , 	41. 
(9 ri ( x — 	 1°'(,-y) r °(?..,/) 	 . 

CE./9) 

Na segiencia, calculamos os multiplicadores nj'a  (ou 

a 
+ 6 

u. 	, por (2.34 g,h,i)): 
j 

(X ) = -L  R 	;;9.)L 	1-1] 
PP 

   

ci- 
= 	foi l  R ( ;,25) 	ilj 

K=.1 	K,i+G 	 PP 



J 	PP 

cc ( 3 

.1)Pc.c) ja? 

L 

h4/1,// 

)r 	.ht1),1-1] (e 	PP 

(E.-21) 
411 

= L j 
k r.1 
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IL 	41> 	(3) 
cS.  á 	5 r, 

k=1 

• 

J 
ac 

+ D (x) 

L c 

, 41 	k 	PP 

 

etc 	0 
Dul(x) 

4 
 (x) 

  

onde usamos (3.20) e (E.9). Logo, 

  

 

),(4-  L tx) 	,9
%
j 	0)a- 	

ek..c hc 0, 	) 
i f 	A (x) 	()() 

 

( E. 2 o ) 

Por outro lado, para os n
jk

'
a 

(ou u
a 

+3
) encontramos 

j 

 

	

a 	 f 	 12 
(x) = — 	R ( 	 , HJ 

	

J+3 	 PP E 

a qual , para j =1, fornece (ver (3.19)) 

1:sa 

a 	fct, 	;_à:)[ op,,, H  

	

3 	 4 
(x) 	ix) 

4 	 1<v 	—' PP L 

	

2,a(" 	 13 	/,0t:. 	13) 
cS 	.1) 1,-10 	 + a 
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a 

14  lx)=-.. 
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(16 	k,i0e  -I i sc, 	z1 	3 3 
	 CaÁ '? d ác 

X ) + 

K,11 

¡vate t<12 z3, c 

4-01.1 (á 	Fie ) 
F(,13 31c 

4- Fel, 41,1 .13 3)i / bvi? 

••■•••■• 

ah 
D 	[ (x) 

PP 

3 +Ido, 11.4,1- j i)i/x1(7 294/x3,,,)  
1 /MJ 

dc 12 d 
+ 	F d"?  

b c 
R/ 21; 	[ 	 (,), 1-13pp  

44-1i,11 	t:÷-71 

R. C Lo idd. -04)  ZI/X3  X 2  / op 

3), 

U 	lz 	PP 

31 C 
+ F (j )  

b 

-13Á PI> 1 

  

/2, 41- 
/.7 / X ) 

/2  a 	02,i 	2,4h o 	e;:t 	42, 	4c  

	

fx)F (x) 	/x) F tx, -1-ji / - he) 4/x) 

onde usamos novamente (E.9). 

(E..-2?c) 

VI 	3  

14  
Ic=1 

j =2, (E.21) fornece (ver (3.9)) 

/y 	 .ç 
= 	 d 	R ;x) 	) H 

ic-=1 

k'13 	(A-- 	(3) [ 	5  , 	(,,-) 	tx-) 

PP E- 

<
' 
Vi 2 n 4  a) 
D '0-) á 
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+ 3 	eic F 2136t: R l'(c  .f 	 ;)J .[. [ 	(), 11 
ff.  

3,14 	 z ‘21 

	

HJ 	t 	'1)()E 	(K) 
13 	PP 

	

adc 23,d 	3 	I) c 

	

4-1j 	f-  Pç) 	 ;,t) § /;7) En 
I (I- 	P (,-11,11 	K4-1-1 	

P  

2.3,a 	q1' r— o3, ' 7 	3, `i 	 Ác 23,') 0,C 
( x ) = D (x) r ofx) — 1). ( x) t-  (x) + 1 F 	A 

usando (E.9). Para j =3, (E.21) e (3.10) implicam 

iy,f 	6 4.  a 	3 1 a. 
x 	) = 

-14 
k,12 	 1,1 	qC 	tal 

J61  h á 	.1) /A-) 	- 	 b k t; 

a&fc 31,1 b c 

F(;) 

/c, 'ti 
z) 

31,4t. 	3/4t' 	
° 	

03, 
1

1e 	31C o, c 
( X) F(x) 	1x) F(x) +7   1-"Ix) Arx) CE.220 

Claramente, as equações (E.22) podem ser compactadas em 

04,L 	ic  
(x) 	 F (x — 	-I- 11'4F-jc; . (6.23) 



4C 
Eí

r 	1 
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PP L  A+11,k- k 

r  E 
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O multiplicador de Lagrange associado ã identidade 

de Bianchi temporal é obtido como segue 

1 11 / 2 	‘2  
/0 	

j,-k; 	Hiep  

	

id 3a 	E k, ( ), Hi p.),( I  
K,10 

loa 

= 	 . x) l-  J.hvi),HJ 

	

ti, 	 'i 	PP(L. 
(613/ R 

6ilj 1 ci...rvi 1,2)ab;7„;3.);,,3) F992,:t 

4-0 	 /24- 

14 A  /X) = 	dZ. 3 	 3) dr2 	,‘,3) F 	2" 1 3 0)i 	 Ix 2  , 

10 
• 

E.2L1) 

Por último, os multiplicadores ua  
k+ 11 

diretamente de (E.17) e (E.18), dado que 

(x) são obtidos 

Desta forma, os uak+1 	são dados por (ver (E.19) e (E.6)) 
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ni> 	J k,b 	41 e. %1 23,C 
u () = 	(x) r rx tcy/ ( a FI;5 )  

Á-1-11 

 

12,19  k z  31,c 
+ á 	F" 	olz 3  ãíz'i 	x 31 F(.y4xia3) I 10 ) 	 I 	• 

(E. 2.5) 

Obtenção dos Parênteses de Dirac Básicos da Cromodinámica no  

Gauge Superaxial  

A partir da definição (2.44), i.e., de 

C (L fl j 	== [ XI 	j pb 	 pp 

'(2- )_] 	R(Ê;') [ 

J PP 

onde o PP e definido por (2.26), calculamos em primeiro lugar 

o PD 

Trã).-i PP 

3 Ì3 	 ct 	 L 
— L fdt 	EA j;:) 	 R ;t')  [ sc.t5 Ir, Ti 

k 

13) 	

` 

 

J
. 	 J*1<-' 	K 	 PP  

L c 
-Jdzjj 	L A ix) ..(z)_1 	R (,-4 	[ 	(e) 

PP 
6 	14 , rf 11 	 ' 	g )  

—411-11  (414)  
k.-1 

PP 

_ l'i j4tx), 
PD 

19 
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228 

,2‘  (3) 
e PE.?) 

( 

64 ti ã ã ,5 (_x)Rit;t9 
i1/4p3 	j 	(3) 	C d 

/46,4n 

ba. 
( 	 =-- 

411,frâ 

4,1 )7;) 	 j 
	) 	j,ac 

Pb 
	

4+1/,/i 

(E.26) 

De modo similar, 

c 	cd 	4 	1,  
(,)_] 	R (J;,t)) [ 	(•') ir 	— 

PP 	 (V 

13 -1 • ,e C4' 

F 	) 	( (xt.) j 	R 	;V)  E 
2 )43 PP  ,e+3,10 	lo 

+ 	Fi;; e, 5' 	t,t,) 	R 	L 	(R)) Th (,V__1 
c 	cd 
	L 

V PP 
.e )-1- 3 PP  )24:3 11 

4- [ 
c 	cd 
( )_.] 	t((.;;e-,) 

€13 PP  2+3,4-411 

[ L 	(3-') 2  7T,I,vj 

P+11 	k 	-PP 

F J;(2,'‘a) , f`(z-j 	R d(d,c  ; ) 

'43 FP 

olhe 14 23,C 	24 31, 4e 
(c 

.fc- 
+ I FJ,'„,) , 

• 
(e)i 	• 

PP 
(E..21) 

10 
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F 	) R (A'-i.; 

11,11 

t3)  ,-2.h 3,4h   IV 
— 	( x ) 	) z3,ct 

LT-
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 ()c) , 
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de onde, para j =1, 1 =2, obtemos 

r_ 	le,ct 	C. 	 d‘e ,1 	2.3 •e 	.1 /, e. 	da, 
L F(x), Trb  r71).,,, = (7i (á F p') +S 	( ) ) 	( 

h ,t 
4- 1? 	 = 

.1-14, 

ez‘c i‘ 23 c 	24 31 c 	, ,, 
á 2.- 	(4' 3 )( 3  • 	) —  , to, 

ki 2,41 4  (J) 	 hz i, ,t 	132 	 „. a( 4 z ,d h c 

— ã .0 (x)5,-0) + i .1) fx)11/.!•:-.) -i-. 	I 	c()e)1?)9-1- 

‘4..fl,i1 

	

b." 	kl 23c 	kz- 31,c 
-VI (.5 Ft, +5 Fc )) x-t)Lii-r•  ,  

.3 2 	3  

41* E E 
P.D. 

.24 	1, 41' 
(5 X 	/X-02) •-• à 	 ) d /X 

AdC 72,1 Lc 

	

-éjf F 	 ) R 	- () 
h+.1,11 

( E. 2g a) 

usando (3.19). Para j =2, 1 =3, (E.27) 

.2 3, 4. 	6 	 6a 

E--  "c) , 7-1Á 	= 	R ( 	x) 
ki PD 

ue_n_ 	.3 .9) .) 

• X ) 

o, 



	

/4 3 R4 13) 	 r 3‘ 	4  n- /32 
D 	c /)(- 	- c) 19 /X) 

4,41 c 34,d 1)C 

(x) R 1 _;,-1') 	( E. 28 ) 

‘4-11,4 1 

cd 
k(;V) E 	(,) 7i 

6
/2) 
V 'PP 

0. 

-77- . 0e) 
J 

5 k ) 
11 
	P p 

+E 
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Para J = 3, 1 = 1 , (E.27) 	) 

31, a 

F(5_), 7T(ê )-1„ 

(7 	( _3 .40) ) 

As equações (E.28) podem ser compactadas na forma 

k9 PD 

i • i, 	o 
S.)  ,D 

2 
 '(
a  
	()- ) 

"ic • 	c9c 
FJ (1

ed 
  R x ) 

14 /14 

E., S) 

A seguir, calculamos 
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PP 
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A 	c 	ed 	d 
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k•=1 1 
cd 

(ni 	R ít;t 

10 	PP <lok" 
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PP 

a 	c „ 
PP 

c 
R (2-  ; t i) 

117-
a 	C
.(X) )J c

(i ; i') 	 71-i(à)..3 
- 	11 	PP 	 i+-// 	PP 
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c 	c.a( 	d 
+ 	71-  ,x(Ê;11) L 	

ITÃ (3 ,} ,e1-11 	PP 
A.+// // 	14 	 Y" „  

O , 	/3) 
f (4.ì 

(3) 	cal 
á 	t_x) R (t.,.pi) 

,e+11, 11 

jd‘ j f‘j /(3,?):_ )  

,e4 //// 

f ale h cÁ, e 	/3) 
E (P) 

cae 

oqf 
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a. 	I, 	 cad 	01 bc 	dct, okc ace 

f(rj 	 F ( x) Nr) -+- 	Fyp R(,y; 
J 	1'D 	 4 11,11 	v 

( E .30) 

Por outro lado, 

-efLe), 77v)i 
"t-  v PD 

d L- 	()] t.!;  p L (#') Tr ir] 
11,11 	11 

• 	 E.31) 
P.1),  

13) 
1 (x-d) 

1T (9)3 	= 
h 64  PI) 

313 	u 
— j(2- 	L-)fr(x) 

1)C 	 C 

(-,e_,)] 	(z.,z-9 L 	(,t5 Tr V)] 
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A 	
;t /3) 

141."-..,_ v 	°V 	c 1, 
) 	(z-)5(k—x) Fec2/;) 	ó's  5 e/— 

J.4_11,11 
=") 

kc 	c 
=fa è 	 tx 711 	= 

,c( 

11 PP 	
Pp ' 	 41 

 
7 	3 	 13) 	 0, 

(5.  1 	R-01,9 
c j‘ f 	1 iru 

J+11,11 

•  (E •  33) 

Todos os outros PD's dos campos bã-sicos (Aj'a, ' a  rii 3 	5 ire  e Fjk  'a ) 

entre si são nulos,  o que é direto demonstrar. 

Nota:  Os PD's de F'j'a  com todos os campos b-a-sicos 	coincidem 

com os PD's de u8.' acima calculados. De fato, os PD's bã 

sicos são consistentes com todos os vínculos 	e 	condi- 

ções de gauge, i.e., com - ,,a](x), J = 1 ,... ,14}. 

3 



APENDICE F 

CARGA TOPOLÕGICA NO GAUGE AXIAL 

A carga topologica é a quantidade invariante de gau 

ge definida por [4,5,24] 

_ 1  .2.  d-y 	F 
1i 
 ti) 

onde 

r.1.2 - z 	A.„/ 
	 (F. -2.) 

e 

Levando (F.2) e (F.3) em (F.1), obtemos 

IPV-2. 

3•Z 

it" 1.? 

/4)  

. 
usando Tr(xaxb) = 

26ab Como bem se sabe [5,22], o integrando 

em (F.1) (ou F.4) pode ser escrito como uma divergência to-

tal â Klj  onde 

kt.  = 	/t'l)(r)G 	( >41i  É- 3- AApil) . ( . 5") 
c=-Q . 	3 

Prova 

Desde (F.3) e (2.6) segue 
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7T- F t4j 	,frii)/-0- 

o< 	) /44 )1  

cfr,ifcr_rt  Lu/c__ Gr 	1,0, ,0 1 ,12  )1)  Ar    

11 E 	 p) (,;(0 4, )(;), 41j — 	1 + 

(“)(?41") ( ?/0 4)L4.,11P2 	£ 71r„ 

+ C4, Ar ] 	— [ /1,-Ap  1?), Ar  4- C 4,Àe2LAt, 40Ji 

:= 1-11()( 7r ( ,;to  AaM f" i) ) 	(d_ "1)( 3, /grs.) + 

0 

= 2 -6.P")e.  7--r. L( 2 47.)(02 Ao ) + -2(.? Acr )4 A 	. (F6) 
/""  

Por outro lado, é direto verificar que 

— Ao. 	Av) , 	(r. 

E (? Ac ) 	vj 

( F ) 
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Os dois últimos termos em (F.8) são iguais entre si 	e ambos 

iguais ao lado esquerdo, logo (F.8) implica 

1)ri- 	 aficr 
-n-E(? 4,-)4 Ap— 6"1 	 A J. (r9) 

e (I  

Substituindo (F.9) e (F.7) em (F.6), encontramos 

F 	= 

= .z 	 ( 	Ai)) — Aur  le?,?, Ao) + 

( A 4 14, ) 
3 	(o 	 v 

•■•••• 
••••■ 

(4  41) A°r 	 Au-) -I- 
3 r' 

+ A
to 
lad o.  h ) 

  2' 

= o 

= 2 Êr'9/°°f--7—r I 2 a ( A A ) 	9 (A1)  Acr )i . 

(F.10) 

Desde (F.10) segue que 

, 1) 

'ri- F) F
7- 
	/". 

/ - 

(Fm) 
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onde 

=2 C‘-/4 	Ao '210 	+ 3 Av  fle  A d (F.1.2) 

Para completar a prova, mostramos que (F.12) 	coincide 	com 

(F.5). Pela antissimetria de EP"G, e evidente que 

6`)/°' -rfr- 2 A, A e- 
	

Ali  2 Aio  Acf ] 

ei-')("1  7r-1-  Av  (?/0 4 - 	) 	(A( Ao- Acrde)] =- 

41)  r 	14(,) + 	,140-.3]) 

+ z A v  
e-iT 	e 

2 A F 	1 Av ( ?(.. A - A + 	, 46-2)  
3 	ecr 

e'. £PL)(3° 	( 42) recr- -A AI Ad 	 (F.-13) 3 	11  e 	e d. 

Note-se que KP  e dependente de gauge mas B K 	não e. 	Desde 

(F.11) e evidente que q poderã ser escrita como uma 	integral 

de superfície 

dS kt C FIO 
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o 1 1°  cl 
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Se supusermos que F 	O sobre a superfície suficientemente 

rápido, então no gauge axial A 3'a  = O a equação (F.14) se re-

duzirã a 

3 
ce 

0, a 	2) 	,4,C 	 r  6404;42- I A ii,o),,),40°,0 (x.° )!) I 	—ri- (À 	, c.J) 
3 - or, 

Prova de (F.15)  

Tomamos, na forma usual, os elementos de hipersuper 

ficie 
dS1.1 

 dados por 

iS o  = a1,4-1  dr adx 3  

d s = 64-.9 
	

(F 10 

d ,sz  = c(À-° d 1-3  

d S3  — dr°  dA-1  d A/ 2-  

Com isso, desde (F.13) e (F.14) teremos 

2 

3 E A F (-Gr- 
Az  A, /1,1 E 

02..(ocr 
-ri- 

o 00 

ri- E c-1 3 feG,  —/4(, Ar f 

1, o  



zaecr 
Tfr- 	Ao 

I- A  
o e(r 	 -+ 

.e 2- 
 + 4/2  

C 72- 	 3021 

40 4-7 42) ÷ E 	z 4 9 4)+ 
— co 	+ 1 
	 -1 

/d k' 2_ £: 
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o fo- 	 F_ 	
_2: II 

0e 
A,- 

.,00- 
+ E 	-ri- E ti, Fr  

1.1.0Cr 
+6 r 	 — 

i-co 

A3 4f  A(fj 
X _ 

la 
3 

[ 	o- 
E 

30p 	
Ao  F;<„, 	Ao A,. ACI- 	+ 

c1 
+ 	

.? ?(3 "7"). r A r 
o-  3 

—2, A, Ae 	+ L_ 	f 

32 pd 
-+ 

7)-  E, Az recr 	A, Ar  Mo- 1 
(F1V 

E imediato que os únicos termos que sobrevivem na situação de 

gauge axial são os seguintes, procedentes da Ultima integral, 

4. .37 

3720 3 -  02 
4 	 -7--)_(-:1 A1 4, 40) -+ - 

-7- 	- 2- 
■_ 3 

A t, 	+ 
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3204 
+- E 	-7"--)-( —2- A

2- 
 110  ) 

—1  

32.70 	 X 
( -2 Az 4/ AG) 

+ 	 2 

4's" ( 

1 	1,, 
z 

-1477 J ao  
7-1-  ( Ao  L- 	/12 ) — 

3 

""° 

Ai L Ao, 42_ ,JJ —3 
— - TI- ( A.21, PictVj • 

F. 10 
Introduzindo agora nossa parametrização (2.5), teremos 

Tr livC/11,A,J) Trs 	.,71à) + Tr ( A ,r. A, A.J) 

-Fr ( 	AcJ) + 

rfr- 	L-  Ah, ,)..3) 

1$ 1  
rl aç) ‘2,)C. 	cfr ?6■eA c  

d 11, 	/ 

A A
b 

A
c 

o 

A c 
 

3 a 
ã eA L'A 	e) C4,1 	) 	 A 

/ 

c 
2 ?,1,A`19, (F1') 

onde usamos a ciclicidade do traço. Assim, levando (F.19) em 

(F.18), obtemos (F.15), i.e., 

c£7  a à /„ C 

,2 idfroacidrt 
V  2. 

192 ff 

2 X 

2 X - or> 

  

(F2o) 

I e  cl 

 



(G.1) sobre 	x 

Aat 

em 	todo 	o 	espaço, 	obtemos 

• oit ,t 

) 

Jd 
í; J.' g  

(ver (E.3) 	e (3.50)) 

Integrando 

uma vez que 

=--) 

(G.-2) 

APENDICE G 

AÇU DOS GERADORES DE POINCARE SOBRE OS CAMPOS BASICOS 

A partir de (5.1)-(5.3), fazendo uso de (4.2), 	cal 

culamos em primeiro lugar a ação do operador Hamiltoniano 	111 

sobre os campos básicos. E direto obter 

OC) 

[ 	,f_ o, AJ;).] 7T )7Tix )  

Ab 
= 	1x). L-77-(x 

á (3) 
cs.  

Á -  
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1̀1  R GY• 	nxi 
- (eV  

. (G1) 

idx Ã2A  
0,0. 
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De forma similar, 

•h c, 	á 	2J1,41 

	

E e?) 	= 7/-  (X). 	 ioy 

	

•••- 	(y) 

de onde, por integração sobre x, encontra-se 

usando (G.3); 

oo n. 	 ck- la 	i n "I 	 J 
7T (x). [rr f 	-TT + 	, (x). 	f f!), 

-z 	 4v 

k 	L 	ix 
t 

( °O2)),5 	Eli /x), 	(4,)  J. 
-fe   

d'(  'II: 4  x fi h( )] 
s 	k' 

X 	A 	h, 
(a.df.)1.5 	 (9,;( 1,4.:4f9).[-)z,Lctr, ír‘101 
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-40  Tt&z:claf r̀  
r 	k. AL ._, 	Ir- 	 Ir- 	h 	A 1,4' 
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Calculemos o efeito de P
k 
 sobre os campos 
	

bãsicos. 
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e onde usamos o fato que (ver (3.52) e (2.1a,c)) 
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Desde (G.17), usando o fato que (ver (G.13)) 
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A segunda chave no lado direito de (G.21) é 
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Levando (G.23) e (G.22) em (G.21), encontramos 
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Por último, 
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De forma semelhante, computamos 
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onde realizamos uma integração por partes usando (3.49) e (3.51) 
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Por Ultimo, 
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Substituindo (G.44) em (G.43), ficamos com 
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Por outro lado, a partir de (G.25) e (G.6), encontramos 
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APENDICE H 

PROVA DAS EXPRESSOES (5.69) E (5.74) 

Provaremos (5.69) da seguinte forma. Mostraremos que 

o lado direito coincide com a soma de nossos resultados (5.68), 
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; IP • 13) 	ÁN,o, 	 n`` 
„t."..(71SN-.),Xe vfx, +Q_ 	 F (x )  - ir (xl7T tx)-+ 

.1 A 	 •••, 	o  • 	4 

+ 	Tr(x,""/T/A-) - 	F (x) F /x ) 	+ .477-0(q,g2,  --1-1x)...prrix)).2or„,94. 
e 	,e  

ti /Av° 	I 	 I 

••∎ 	 a_ 	 , 	 '1  j. 	42- 	4 a. 
+

v 	4_ 
_yty ,,) 	F 	F 	- 7T /-(1) TT. A ,04 

 

+ si (t7T" 174 	
a 

 
4 	 4 	 Á 	 • 

)(1 	x) 71.  

+17-1 i.r).7/ 	1fr rx4) -?-1 R-/x9.x1"(i 
... 

'(%,) o k•-. 
 

À' 	
X *-71. 	

vt [71- - 

(3) 	 .ajN a 	k ■ 	." ' 	 n a- 

-- A- .? fx-x1 ) F tx) 	F f.4.1) 1--(2,) — 77" )77-.  ()ri) 

— 2. )( 	
Á 	/ 

A  a 	A A 	 ,l' s. /41- 

S 	( TI (x)77 (,■(.1) — 1 F 	F 	) _ e  

— 72-  (2e) ff  (x,+ 
Á 



266 

4 j 	A 	° 
	4^ 

() -à. k 	,Afix,) + 71 Ix)•à-x a 	) 	1//x)). y?.'"""rfe,9_ 
•••t - (lu 

a" 	414' 	4  / O 	t-1.4 	
•k 

	

aPp!£_-/-ix; A oe) 	-77-  ). tY 4 	'14  /X /  A :x) + 	(x ).).°J 4 ___A's--?-̂(x)4̂J;„)),#. 
2 

4- *//- /x1) . ) .- °À- h  A £ : 1/4  

----2--  
( 42  IXI

' 	- 
1  iij%:)] 

--  
i (H.1) 

onde usamos a propriedade (5.17). Desde (5.1)-(5.3) e (5.17), 

segue também 

a_ .., • 4 1.2) 	400 	"00 	 I. (31 	 . 	 ,-J 
álx-x l ){01x)+ e (x.)].... 	ã- 	I_ Tr.  x ; ,TT. 	_,. 	fx) r

4

▪ 	

)( 	 2. "4- 	--- 	J 

• y/-1 
° J2 -/x) (x),7,1. 

-74 vv J 
/x) — 	fx 	 ; ; x

• a

; — 
• ,1 

(/ 	— v t  

jg o,.. 	 • 

- 	ix).11,-(x) 	"Tr. 	-+ 	F 	 -1 ffirqpitêxil+ 

	

-4  J 	j 	Lt 

„ 
i(a.7r 	ed-i);"(x') 2, J "fr 

(.1=.f11"/VP41j1);")  - 

	

4 	. 	x /.4 4 (31 	 -',./1'41 4 .111c  4at 	''‘' 
--

- 

 L4.1 a S(.4,-x')  -77-. /x) -ir t x') -+ 2. F cx, F" cx') - -1.7fix)./xJ; "1- ( xt) -
x ,    	- 	.2.. •-i- -  v if 

..] 	j 
	

Z. 	 d 

. „ 

(A-V.03.-°(pà. 'Vetx) + ( .72 tx) 	/.r,) + _1_(,9*(Six't).1d-j r51 /x1 
- -)4" 	j 	 , 

4 	
o • 4.4 	4 

.4. 	 , 	n ;, 	 1 	A 

/ 	
O ^  

"141,47ri 	Api-74/Y 	,k_d_. ,747,e)/3`)  x 	fx/.,7r 	- .7"1".4 	k (H2) 
.z. 	 - 	(/ 	 I u 	 — • 



267 

Além disso, (5.1)-(5.3) e (5.7)-(5.9) implicam 

Á DO 	x 	 (3) 	 k ia 	A Jia 

	

4x-x5[ 9 ad)(A)-1- 9. c) ,.)7_ _Á 	rx ) TH x 	 r4 x 
." 	X 	 J 	 r 

i fak;„).,kodiifrAi,, _ / n-ILK )6136j(dV7i■x9-1- 21-P?)41. 7lb()yfej'il;.9 + 
"727Ç X -+ 	 ✓ 

	 x j 

• 4  Vradfd'IM, 74/Y/) j/.4')/1j/:I - 
,r4 	• 

„ a Á 	,/`k 771x );IL1-7,3 74-tx/4 fr-
it 	x 

/..(1/. 	 / 

	

!)L,QC ).4y e-W-7-  I XV /14 ,X 	4.  1).,(a 11-740( . :3+125 ) 	i'1%. Tyj 	. 	)) 4. 
2- 	""' 	- 	A 

-f-( 0 
J 	t'L)) 	

.4. 
:pei

)  a 
	ht,` 

ex - 

 (
P:%-171" (x)) íi4;)( ) P.K7i a-tx 

1 - 

A 	.1,  
+ 	

(

e)9 
/).01-  

 
1" (e) - FF x ) j 	 A 	•+- p.  

o  h 
77. 	 — (f(tPi/T/x )1 ° h--/2 	

• al 

1 	jx 	 74 	 (.-(.) 	 7°È.C?;:';'/V 

Á /1 
(Pf tf/ 	 x ) 7ft  )c), ?"(7:1 	r? rip.10,) ).  

•NA" „,--4 	h a. 1 	*1  ji a  ) 
/?..y}-}. 4:  -129/1 ix)  
" 

cY • 11 	kirj 	"11 	AA  4/x) )ji 
(1 	̂- 

(3) Lk  0 O 	x "jh 

,2 	x 	Jl 

O) 	Ia ..., , , 	‘ ..., •,1a J , r  A- ,x, -I- ,.. ..,.. 	- 
- 

•dcx x •k 	j 	•'4,3 	• '`/1 	'‘ 4 	.1 4 
(?: FJ fx  )F,,x, 	?. (x, -I-O‘1 77../xiPrix, 	7T,(V?v7rx Ix) 

J — 
 

✓ k 	J 



2b8 

z)X. 	
A 

 olÁri 	11 

1 ~i a 	
ft tX "" 

?.11:( 71.73,;. yorj —3  (0 h 71/% 1 ). 	
•-1

?-iP.r1C/x) 

v  

• 	 • h4 
o • '1,72/49 4.  (?.?4,‘-1 

lx 	. 
it 	 ,j x 	 LI J 	 14 

-1-LtrJgrx). od.hax?j; 
 

o() 	•â- 	or) 
Jx 

n 	o 
(ri/xLv-loxj. (hUO 

O lado direito de (5.69) é igual á-  soma dos resultados (H.1), 

(H.2) e (H.3). Vejamos inicialmente se os termos puramente bo 

s6nicos nesta soma coincidem com o resultado (5.68). Desde (H.1)- 

-(H.3) segue que 

t/b•‘• 

(4- 1)7T. 	Ir ex) 	(,t'') --1-FeA)F ix'))+ a. 	A 4- 	 4. 	 4,„4- 

j* 	 — 	E 

7T (x5 	Fm  7É i;:; 
:2": x 	J 	J 	

Z_ 

e 
jcr—x')  
a; 	[ F 	) Fst, 	(.) 	) F x + Fíxy) F/x)-r- 

1  ./ 	.4" 	, j,,c. 

J 

( 	r• /X 1 ) r 	i.x -t- 	tx 	77-  ->r 

J 
	 X 

..04 
E c). /Lc), 

O O 

t x1)] 

	

hsi 	
- 	a_ . 	(1) 	 4.. 	• 	4- 

	

adj /,,,,t )  F l x , 	 F rx')F (x) — 
x   

•••••• 
4W.* 

ti F 	
,
t  (xl) 	

,r 	‘ 	
( 2  • F 	)F(A') 

J 	 J 

Q 	n 
+ 1) /x 1) ) Trix y+ 

J x 



269 

▪ aifi-  (x) 4  yni-4" x . 	( ) r 	r•-• 

h/I a 
— 	(x') ? 	(x) — 	/x)) 7T. ( x9 - 

X  ,e 	 j 

4 • 	 A 	a- 	, 

- Fdi x, 2. F J / x — (941  F-Jtx' ) ) fx, 
1  

j,e, a. ,r  ‘49 a. 
F- 	2 • F

, 
— 

i i- X))77 I X)  X 	- 

.∎a 	q  a  
7rex);oi-i7T (x) 

= 	4: 
(3) 	 . a 	(3) 	r.r.1 ). -e a (V A  i  
!x- x' ) 7T • (x) 02  7r. ( ) 	ir-A' ) 	tx, 	F.-  (x) 	(RIO 

J ' 	e 
•■••■ 

coincide com (5.68). Nesta prova, é claro, usamos o fato 

r;a.fx.',;akfx"7  = O (ver (4.2c)). A seguir, 	olhemos 	para j■~/ 	k 	ij 

os termos fermiiinicos com acoplamento. Desde (H.1)-(H.3), ob-

temos 

r  oh 	oo 
(x) 

• IP 	A 
49j  al•r•-•X 1){2.• 77-  )4i  r 1" IX)A ~x ) -t. 

	

x 	 v 

que 

que 

-4- 4  Til  (x1 ) y°}-irl‘/-  -1:-/)(1 ) 	( 7)  
• -f. 	(/ 

+ 1 
4. 	A • 4. 

VV 

d 5/.t--x )) 	 +tx, 
v 

i+ 714 (x').(rd-j_r_lr"--,2  1.4') ,41  -11.1:, C 1 ) 

O /X--,e 1) 
••••■ 

. . j_f_)  -1-1, ) 	,)  [ 	4 	 - 41 	n • A 

-4? 
X 
 ( 

.71,-11
O 

 



270 

/3) 
- 	IF/x-x') -._I-•( (.06 

e x 	• 

t4' ^ 	
, • 	4 	_/.3, ct 

'14.(x)14 ( 4 ,3  — 	 j -d-1-2_)<7;5:1),J4( 
Z 

	

1 	 4-  4 	-ij)a 	

1 

a' (7/10.,r,} 	 f.(9 - 	d-? — ' 	e4 	21.ÂJ; ) 

	

.7‘ 	V (/ 	 e 

-1 	tk, 	 4.4t . 

?,y 12"IdJ  ±V(5)A ji 	- 	( 	 ai) ? 4/) 

y- 1,0 dx 	4 ( 	̂ 	 I 	̂ 	"1  ,a- 
- 	

" 	I 

X 	■••14 

A 	k ,1C7' A 
\ 	• A  

0 k  2 -11- 1x)ds' (x + 
2 x 

+.1-.93(7rix, (5i,14-4 	
l‘a 

x 	
--12')/4 ix, 

.er 1 
	 • 	 4. 

4- 	 -)1.-(x) 	A ( x  
z. 	-  

( ,t).O

O 	)i4xA)) 	- x 	 - 	 — 

,‘ 
IA"). 	

A  A. „tiitix  ) 41she  

t)4' 	z. 

que coincide com (5.59). Finalmente, desde (H.1)-(H.3), os ter 

mos puramente fermionicos no lado direito de (5.69) são os se 

guintes 

0 	oo 
re C:1' 2,  O(x /)] 

C74./ 
= 	?J /(13x)—ri) 4 	(x)..5102‘14-(x)) 

.)( 	 u 

' Á 4 	Á 4 	 1 	o , 
77- 	)).(át G? is/1%-Y ) — 	r 	.slí-'(,)(1) — 	L (ri)) 

v 	
"fr 	• 

4 	) 	 . 
4̂  75. 	1.y; .14- /,±' /)  4- ,r1: 	.jcb- 	— 	74,(0). ` ‘,"74liCY 	— 



271 

- 174  fr)dv 
(2) 

-t 	? 
-̂ 1*" — V 	j 

+ (9:774(x)) 2Pit:/ ,)/-(2') 	7/-/x/9 d-k
✓

iY"Ifx) 
✓ 

— v v 	• 

— 	7r, (4'1 2'4'14/4 1 ) — J.4., zr 
T UU  

(a) 	
4 	 X 	11  

■•• 	 /o ri 	7.'-^1-(x) - _1 Tis- 	? -11-(xl ) 
— 	 (lv 	 vv 	x 

÷ ..1.(ak.? 	-g)e) + é ?'51),- ). 	r? -Cpc) -f- 

o 	 A 	o 	4 	 4 	 \ 
+ 	 . 2 -1-ix ) _ 	iri.49. }A, 1̂1.-/x) - 	 (7r-  e-z.)./r /:.91 

vrdx  

13) 	 • 	 j 	4  J 	o 
álx—x) —4 (2 77,w 	'sil"VX1) .•••• 	7I 	 09  't (,9 

	

+ 	(.1 	.r, 	 v  

4  1-11 	- 	
L 

2 	• 	_(a 7,i)
v
51 
 
	- 

`" 
;).;À  P

x 
 
,  

77:11x ,,.).0).‘ P,.-3-i-11,11.4,) 4. 	/212,17r41›,)).2<à‘ri jui),c. 
'1" 	x 	 x X 	v 	

14— j  

4 	 .1 	• x  

+ _1 (; Tr 	 £?`
)
14 x —4— 	/A-0? 4-/x) 	

": 
 

k'+110 	•-• 	.2_14 "̂ .  Vx1 	 x 	-10(l 

(a. 77-0,-,)). er 	"r"/) 
J /)4  

AN 	 / )) 	 +" 4' 4. 7T/ XI) .(1(; f9) 

74.2_7  (a 	). c'd 
Li 	4- 1-  

_ 

(pl."2,rtrraL(Le).,4brj,,,Cor 	 _ 



272 

4 

171 fr).A.  
,v 

/3) 	 A 	
• 	1i -‘ 

(5-("-" ,(1) ( 2J  47)0). f /ri d ./-(;!) - n 	.?'/ 2 ,,1-1(x) 
/ v 	 - v v  

• 1 	 . 

(?J) 777;k-_)}.0)- ° 	/-)) 
4' A' 

— (,)

Á 

 iihe)). 

,1 	11  a((j.j-x i ) r-  ( i7jr?/X)). l'op pt -rfLe) - 
-2. 

• /32 	{- 	4 

+ A.  ; 1̀ he-X 1  ) 	7r (x1).0)-?i,? -1-0c) 
x — 	-74_ 

• 
71(x)),-ej 2J71-(x) 1 4_ 

aX  tv). Y  °e-1  "/"" 11 

~=10 

~o. 

Z 

- 

/3) 
6(X-X') 

13) 
v Ix-x') 

/3) 
(:)",x-k-/) 

amem 

4-1 	{(2,1*  

;,,(( 29;(A').1°-)7'./L(.) 

á; 	.• 	r 
z-f-/N) -7? 	h:i l .()) (,91  :,/,r) rd. 	 -r 	 x 

x .71.— 	• 

tri 
0 	(i/ 	/x) Y °-‘11 /X)) 

flix)).)-° j 	) 	- (2lif/X)) 7/-°  A ‘i 211  ^1C x 

-f 

/..1) 	 A 	 1 

++..- CS-  ()e- x ) 	 Trc 	cr 

que coincide com (5.58). Isto completa a prova de (5.69) Q.E.D. 



A 4  02 
IX) "" ? 	(X) 

273 

Para provar (5.74) procedemos de forma similar ao que fizemos 
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onde, no último passo, usamos a propriedade (5.17). Desde (H.7), 
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Claramente, o resultado (H.8) coincide com (5.71). Por outro 

lado, desde (H.7), também segue que 
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h 4 	„tak 

(77(v) 	/^i-tx°r-ri) 
 - 	71•1;f9 a'A, 	) 

= b 	(x- x' ) 
SC 
 (j) 

4. 

	

2•9(7/1(y, ,j‘z 	) 4,2 

	

— 	) 	' /r1). 	I) .2, A -7‘  

la  1 	A 1 	1 X, 
/ ‘;  )I1 IX ) 

	

ai 	,‘ 7,1 	7 	a e. 

	

- 	,60 	(x ,.á (x 	)) 
x (H.3) 

que coincide com (5.72). Por ultimo, desde (H.7) 
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que coincide com (5.73). Isto completa a prova de (5.74) 'Q.E.D. 
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APENDICE I 

OBTEM() DA ÁLGEBRA DE POINCARg A PARTIR DA ÁLGEBRA 

DAS DENSIDADES DE MOMENTUM 

Neste Apêndice provamos as expressões (5.75) partin 

do de (5.43), (5.69) e (5.74) e levando em conta (5.49). Des-

de (5.43), por integração sobre x em todo o espaço*, 

"0 "00 

IP, ee 

integrando sobre x', segue 

de acordo com (5.49). Logo, 

EP°  , I;° 1 • 

Por outro lado, integrando (5.69) sobre x encontramos 

Neste Apêndice, todas as integrações espaciais serão de 	a +.0. 
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devido a simetria do tensor o 	(oik 
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 , ver (5.7)-(5.9)). 

Uma integração adicional sobre x' conduz a 

A O 	 1 00 

L P,P 	r--  — E 

devido ã (5.49). Logo, 

13 P .7 	o 

que corresponde ã-  conservação do momentum linear total. Ago-

ra, desde (5.74), por integração sobre x segue 
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levando em conta (5.49). Logo, 
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Desta forma, combinando os resultados (1.1), (1.2) 	e 	(1.3), 

acabamos de provar (5.75a), i.e., 
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Passemos ã prova de (5.75b). Desde (5.43), integrando sobre x' 
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multiplicando ambos lados por x
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Mas, de acordo com (5.48), o lado esquerdo de (1.6) 	é 	igual 

- 
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 ]. Logo, (1.6) 
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Combinando (1.7) com (1.2), obtemos (ver (5.47)) 
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Note-se que o lado esquerdo de (1.5) pode também ser escrito 

na forma [O cp(x),[1] = +iB 0  ("(x) o que, desde (1.5), significa 
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que e a equação da conservação da energia local. Agora, desde 

(5.46), (5.44) e (5.69), temos 

2 	 h . 	. 	r 4  WX [ J j 	jék ) 	 (--=") 	4-d-v 	- 

0 

2, - 
o que associa a simetria da densidade O 	a conservação do mo 

-1(2, 	. 
mentum angular total 3 	, 1.e., 

c),,34-‘e, o 	 <x.10) 

Agora, lançando mão de (1.3) e (5.69) 
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(Z". 13) 

De acordo com nossa métrica definida na Introdução, p.1, é di 

reto ver que os resultados (I.13) e (I.11) podem ser agrupa-

dos em 

I( 
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eo' EP , 	_J ti (r.140 

e os resultados (I.10) e (I.8) em 

or 	o ci 1 e 
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Por seu turno, (I.15) e (I.14) podem ser englobados em 
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31 eci — . 16) 

que e a expressão (5.75b). A seguir, provaremos (5.75c). Usan 
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Desde (5.69), pode-se calcular também 

[30', 5-1"t 1 	0 	j_, 

= ,t s 
-) 
it) - 	.re' P 

‘., 	4— 
= AO x°P • 4-) 

OD 
g". Ixi) 

— 	 A 

‘Ax 	1 	‘-e 

	

k°1) 	d A-op 
, 	.,‘ 	3 p[ 	 ;100 

— 2 



285 

I ae 	1 o 	
° 

1 ,e 	k,C 1 4-- 
 P 	 xo / 

/ 
I. 

/ 
n 

jJ 
 I. n 	

jJ 
 1.- 	- 1 X/  . 

L f  

1.- 	- 1 X/ . 

Lf 

A:  C) ('l) 	/2k  ( A- 41‘.  o (x9_ 	j 	(')-+ A: x i •d 0(e,- 
- 

- 	gr, 4(11-0(1) 
.2- 

1  e 	h Je 	4 IN 	 3 	400 	/ 	4 

P 	 x° P - A: 	(xl) 

	

N 	 3 	400 	/ 	4 

P 	x° P - A: 	(xl) 

_ 	)_) 

iá
b?- 	. tf  

	

°P -1 A-°P 	470(xl) Qzi--31x,)[e‘ h".„)/_ 

_ 	)_) 

iá
b?- 	. tf  

	

°P -1 A-°P 	470(xl) Qzi--31x,)[e‘ h".„)/_ 

í 	
1.e 

	

(x°P - ) 	
-k "%) 

JA_ 2 0.e _,t-a j 04- 

í 	
1.e 

	

(x°P - ) 	
-k "%) 

JA_ 2 0.e _,t-a j 04- 

j.  

1.0 	
\ g  

.8,. 
,J 

.8,. 
,J 

‘I 1 ‘I 1 
Cr. IS) Cr. IS) 

Além disso, do mesmo cãlculo anterior concluímos que Além disso, do mesmo cãlculo anterior concluímos que 



on  
x 	— 

Te' 
, 3 I — 7I 
/ax

, 

 

J 

286 

^ k  (a 4k /;_,e _ y‘,L2 
17 	GT -10 

Finalmente, recorrendo a (5.74) podemos obter 
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Os resultados (1.17) e (1.18) podem ser englobados no seguinte 
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o qual junto com (1.20) implica (g" 	-(5") 

(I. z.v) 
que coincide com (5.75c). Q.E.D. 
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PROVA DE 	 O 
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Tendo definido as densidades j 	e j
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e (5.77), respectivamente, mostraremos aqui que 

por (5.76) 
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fazendo uso essencialmente das equações de movimento quãnti-

cas (5.50), das equações de vinculo (2.33) e dos CTI's (4.2) 

e (4.6). E claro que 
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A diferença (J.2)-(J.3), de acordo com (J.1), deverã ser ze-

ro. Antes de tomar essa diferença, fazemos notar que a antis-

simetria de Fjk  implica 
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Consideremos, na expressão (J.5), inicialmente os termos 	fer 
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A seguir, tomemos em (J.5) os termos fermiOnicos restantes (aco 

piados ao campo Ã o'a)*: 
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A chave em (J.7) pode ser reescrita lançando mão de (4.2d), de 
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Note-se que, usando a equação de vínculo (4.3) (a lei de Gauss), podemos 
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A chave em (J.7) é igual a-  soma das expressões 	(J.8)-(J.11). 

Realizando tal soma, obtemos 
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Agora, o termo da chave no lado direito de (J.12) é, de fato ,  

nulo, conforme segue de (4.6d): 
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uma vez que Tr[x
b
A
c
] a bc 	Substituindo, então, (J.12) em (J.7) 

vemos que os termos fermianicos acoplados ao campo Ã''a  tam-

bém se cancelam em (J.5). Por ultimo, tomamos os termos pura 

mente bosiinicos em (J.5): 
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No que segue, mostramos que os dois primeiros colchetes 	em 

(J.14) cancelam exatamente o terceiro. Para provar este enun- 

ciado começamos reescrevendo os dois primeiros colchetes com 

o auxilio da identidade de Jacobi f
acbfced faecfcdb = _fadcfceb: 
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O cancelamento exato dos termos de (J.14) decorre do fato que 

a chave em (J.15) é identicamente nula. De fato, 
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pela antissimetria das constantes de estrutura. Com  isso, to-

dos os termos no lado direito de (J.5) se cancelam deixando-

-nos com 
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