UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
FACULDADE DE CIENCIAS ECONOMICAS
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS ECONOMICAS

GUSTAVO ROTUNNO DA ROSA

A EXISTENCIA DE EQUILIBRIO NO MODELO DE CRESCIMENTO ECONOMICO
DE VON NEUMANN

Porto Alegre
2011



GUSTAVO ROTUNNO DA ROSA

A EXISTENCIA DE EQUILIBRIO NO MODELO DE CRESCIMENTO ECONOMICO
DE VON NEUMANN

Trabalho de conclusdo submetido ao Curso de
Graduagdo em Economia, da Faculdade de
Ciéncias Econdmicas da UFRGS, como quesito
parcial para obtencdo do titulo Bacharel em

Ciéncias Econdmicas.

Orientador: Prof. Dr. Jorge Paulo de Araujo

Porto Alegre
2011



GUSTAVO ROTUNNO DA ROSA

A EXISTENCIA DE EQUILIBRIO NO MODELO DE CRESCIMENTO ECONOMICO
DE VON NEUMANN

Aprovado em: Porto Alegre, de

Trabalho de conclusdo submetido ao Curso de
Graduagdo em Economia, da Faculdade de
Ciéncias Econdmicas da UFRGS, como quesito
parcial para obtencdo do titulo de Bacharel em

Ciéncias Econdmicas.

de 2011.

Prof. Dr. Jorge Paulo de Aradjo - orientador
UFRGS

Prof. Dr. Ronaldo Herrlein JUnior
UFRGS

Profa. Dra. Elisabete Zardo Burigo
UFRGS



RESUMO

Assunto pouco lembrado, tanto pelos matematicos, quanto pelos economistas, 0
modelo de von Neumann foi a primeira demonstragdo matematica formal de existéncia
de equilibrio em um modelo econdmico. O estudo abarca a discussdo sobre a
concepcao tedrica sobre a qual o modelo fora criado, bem como sugere uma
interpretacdo do modelo conforme o fluxo circular descrito na obra de Schumpeter. Sao
apresentadas as ferramentas matematicas necessdrias para a demonstracdo de
equilibrio no sistema, bem como as demonstracdes de Loomis, Nikaido e von
Neumann. A monografia conclui que tais ferramentas foram de grande importancia para
o desenvolvimento da teoria econdmica posterior, bem como conclui que o uso da

matematica formal é valido para as diversas concepcdes tedricas expostas.

Palavras-chave: von Neumann, Equilibrio Geral, Schumpeter.

JEL: B23



ABSTRACT

Subject seldom remembered, both, by mathematicians and economists, von Neumann’s
model was the first formal mathematical proof that equilibrium exists in an economic
model. The study includes a discussion about the theoretical framework upon with the
model was created and suggest an interpretation of it as a circular flow model, as
described in Schumpeter’s work. It's presented the mathematical tools necessary to
demonstrate equilibrium in the system, as well as the demonstrations that Loomis,
Nikaido and von Neumann provides. The monograph concludes that such tools were of
great importance for the further development of economic theory and concludes that the

application of formal mathematics applies to the various theoretical concepts exposed.

Key-words: von Neumann, General Equilibrium, Schumpeter.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, sera apresentado o modelo que von Neumann expds no
Coloquio de Vienna, em 1936 e publicou no artigo ‘A Model of General Economic
Equilibrium’, de 1945. Sera, também, apresentado o debate ocorrido na academia sobre
o paradigma econdémico com o qual o modelo de von Neumann mais se identifica.
Expor-se-4, ainda, uma sugestdo sobre a semelhanca do referido modelo com o fluxo
circular estabelecido na ‘Teoria do Desenvolvimento Econémico’- de Joseph Alois
Schumpeter-, a matemética necessaria para provar o modelo e as demonstracfes de
Loomis (uma demonstracdo elementar da existéncia de equilibrio), Nikaidd e von

Neumann para tal modelo, com suas respectivas ressalvas.

A aplicacdo dos métodos matematicos na economia, em especial aqueles
utilizados para provar a existéncia de equilibrio no modelo de von Neumann, na
primeira metade do século XX, possibilitou a demonstracéo formal de diversas questdes
relevantes para esta ciéncia. Primeiramente, a aproximacao entre a matematica formal
e a ciéncia econdmica ocorrera em funcédo do desenvolvimento da teoria dos jogos: tal
teoria € uma ferramenta matematica para as ciéncias sociais e, principalmente, para a
economia. Em 1928, von Neumann demonstrou o teorema Minimax com o objetivo de
estabelecer a existéncia de equilibrios para jogos de soma-zero' e, conforme Maria

Joao Cardoso de Pina Cabral (2003, p. 4, traducao nossa):

O teorema Minimax, o primeiro teorema matematico da teoria dos jogos, foi demonstrado por von
Neumann independente de quaisquer consideracdes de ordem econdmica. [...] Durante a década
de 1930, Von Neumann continuou a mostrar um interesse ocasional na matemética dos jogos e

sabia que o teorema Minimax era relevante para a teoria econémica [...].

A partir de 1930, von Neumann néo publicou mais tantos artigos a respeito de jogos, restringindo suas



Sobre a demonstragdo de von Neumann, descreve Ulan (1958, p. 26, traducao

nossa):

[..] no artigo de Von Neumann, ‘Zur Theorie der Gesellschaftsspiele’. La estd provado o
fundamental teorema ‘Minimax’ e formulado o esquema geral de um jogo entre n jogadores (n=2).
[...] O teorema em que Min Max = Max Min e os corolarios sobre a existéncia de pontos de sela de
funcdes de varias variaveis estdo contidas no seu artigo de 1937, ‘Uber ein okonomisches

Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung dés Brouwerschen Fixpunktsatzes’.

O grande interesse dos matematicos pelos jogos de saldo ocorre a partir do
inicio do século XX. Nesta época, a existéncia de um matematico chamado Emanuel
Lasker, campedo mundial de xadrez vinte e quatro vezes consecutivas, de 1897 a
1921, estimulou na comunidade académica a pesquisa acerca da possibilidade
matematica de oferecer ao ‘royal game’ uma forma de estabelecer uma estratégia

vencedora. Segundo Leonard (2007, p. 15, traducdo nossa):

Lasker era, também, um autor prolifico e os seus escritos sobre xadrez eram Unicos em riqueza,
explorando ndo somente estratégia per se, mas também as conexdes entre 0 jogo e as outras
facetas da vida.[...] Lasker usa sua experiéncia no jogo de xadrez como ponto de partida para a
andlise do lugar da luta em varios universos, as idéias econémicas séo o fio condutor que articula
tudo.

Em 1932, visando mostrar a existéncia de equilibrio para seu modelo de
crescimento econdmico equilibrado, von Neumann estabeleceu o resultado conhecido
como ‘Lema da Interseccdo’, do qual se obtém, como corolario, o teorema Minimax.
Para demonstrar o lema da intersec¢do, von Neumann utilizou o ‘Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer’. A aplicacdo dos teoremas de ponto fixo e da topologia encontraram
caminho fértil no ambito econdmico para a prova da existéncia do equilibrio. Nado ha
duvidas de que o modelo de von Neumann, apresentado pela primeira vez em 1933,
fora decisivo para trazer um meétodo importante para o desenvolvimento da teoria
econdbmica. Sobre isso, afirma Sandye Gloria-Palermo (2010, p. 153, traducédo nossa)

que:

No imediato pés-guerra, Mark Blaug (1999, 2003) identificou a emergéncia de um novo paradigma
na ciéncia econdémica, o chamado ‘paradigma formalista’, que marcou a chegada da prioridade da

forma sobre o contelddo, e que é caracterizado principalmente pela importancia crucial que os
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economistas dao para um especifico (e ndo construtivo) tipo de demonstracdo da existéncia de
equilibrio.

Prossegue a autora, afirmando que:

Von Neumann mostrou que uma solugéo de equilibrio sempre existe, que € Unica e que a taxa de
lucro, na configuracdo do modelo, € igual ao crescimento econdmico. A prova da existéncia de
equilibrio contradiz a forma tradicional de demonstrar existéncia de uma configuracédo de equilibrio
geral que consistia da contagem do numero de equagfes e incOgnitas. Tal abordagem n&o
constituia uma prova suficiente de existéncia e, além disso, o modelo fora formalizado em termos
de desigualdades (a regra dos bens livres e a regra dos rendimentos minimos) e, ainda, requeria

ferramentas mateméticas especificas. (GLORIA-PALERMO, 2010, p. 155, tradu¢&o nossa).

O trabalho é dividido em trés capitulos. O primeiro capitulo expde o modelo, traz
a discussdo de Champernowne e Kurz e Salvadori sobre as hipéteses do modelo, bem
como expde a colocacdo do modelo perante doutrinas econémicas. Sao apresentadas
neste capitulo, também, as semelhancas entre 0 modelo de von Neumann e o fluxo

circular de Schumpeter exposto na obra de 19112,

O segundo capitulo apresenta a matemética formal necessaria para a
demonstracdo de existéncia de equilibrio no modelo no sentido que von Neumann

estabelece.

O terceiro capitulo apresenta trés demonstracdes existentes para o referido
modelo: uma demonstracdo elementar, outra que utiliza o teorema Minimax e a
demonstracdo de von Neumann, através do uso do ‘Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer’.

> Nesta monografia, utiliza-se a edi¢do de 1997 da referida obra, da editora Nova Cultural Ltda.
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2 APRESENTACAO DO MODELO DE VON NEUMANN

O modelo® que von Neumann utilizou para provar a existéncia de crescimento
econdmico equilibrado gerou uma discusséo sobre qual concepcao teorica o influenciou
e sobre a forma de apresentagcdo daquele modelo, pois este era diferente do modelo de

walrasiano, mais popular a época.

Na primeira secao deste capitulo, sera apresentado o modelo que von Neumann

expds no coléquio de Viena®*, em 1933.

Na segunda secdo, serdo colocadas as consideracfes sobre a qual escola

econbmica tal modelo pertence.

Por fim, na terceira secéo, sera apresentada uma sugestao sobre a similaridade
do modelo com o fluxo circular, descrito na ‘Teoria do Desenvolvimento®, de

Schumpeter.

2.1 O Modelo de von Neumann

John von Neumann escreve seu modelo com o intuito de resolver “um tipico
sistema econémico de equagdes” (NEUMANN, 1945-1946, traducdo nossa). Para tanto,
von Neumann (1945) elabora tal modelo utilizando a concepcdo de que bens séo

produzidos por outros bens. No modelo, n € o nimero de bens nomeados (; tal que

j=1,-,n,eméonumero de processos nomeados T; talque i = 1,---,m.

O modelo é baseado em estoques. Assim, ao final de cada periodo, o i-ésimo

processo produz bens b;, -, b;,, utilizando para produgdo 0s iNsSumMoOs a;q,*:,ain

® Ver Neumann (1945-1946), ‘A Model of General Equilibrium’.

Tal artigo, apesar de ser publicado na lingua inglesa somente em 1945, fora apresentado pela
primeira vez em 1932, em um semindrio da Universidade de Princeton sobre matematica, segundo
Neumann (1945-1946).

Ver Schumpeter (1997), ‘Teoria do Desenvolvimento Econémico’.
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existentes no inicio de cada periodo. Assim, o referido i-ésimo processo pode ser
representado como a seguinte funcdo: (a;y, -, ai,) = (bi1,++,bin). Ha, entdo, os

insumos, chamados A, que séo definidos como:

ai; -t Qp
A= : : .
Am1  ° Amn

H&a, também, os produtos, chamados B, que séo definidos como:

biy -+ by
B=| : N
bni = bmn

Os produtos b;q,:,b;,, passam ao periodo seguinte como estoques iniciais.
Todos os bens sdo resultados dos processos de producdo de um periodo anterior. O
trabalho € considerado um dos elementos da matriz A. Nao ha fluxos de bens vindos de

fora do sistema.

Seja p;(t) = 0, o nivel de atividade do i-ésimo processo no periodo intitulado t.
O estoque inicial de qualquer bem no periodo t+ 1 ndo pode ser superior a sua

producdo no periodo anterior; entdo, afirma-se que:

m

m
z al-j.pl-(t + 1) < bl]pl(t)
=1

i=1 i

Seja q;(t) o preco do bem C; no periodo t e 9(t) =1+ r(t), a taxa de juros no
periodo t. Supfe-se, entdo, que o0 custo de producdo unitario de cada processo feito
aos prec¢os do periodo t, incluindo as despesas com juros, € maior ou igual aos pregos
do periodo t + 1. Tal suposigéo é colocada para nao haver ‘lucros extraordinarios’ no

modelo. Assim, coloca-se que:

j=1 j=1
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Seja 0 estado de crescimento equilibrado aquele em que o crescimento dos
precos e a taxa de juros sao proporcionais ao nivel de atividade econémica. Para isso

coloca-se que:
pi(t+1) =6.pi(t) = (1 +y).pi(2),
d=1+y
-sendo y a taxa de crescimento da economia-,
q;j(t+1) =q;),
pois retiram-se da analise fendmenos inflacionarios,
I(t+1)=9(@) =9.

Obtemos, assim, que tanto

m m
5-2 a;ij.pi(t) < Z bi;. pi(t),
i=1 i=1

quanto

n n
j=1 j=1

ocorrem.

Se, no final do periodo ocorre que

m m
5-2 a;j.pi(t) < Z bi;. pi (1),
i=1 i=1

entdo q;(t) = 0.

Caso ocorra, no final do periodo, que
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n n
j=1 j=1

entdo p;(t) = 0.

Fazendo p;(0) = p; e q;(0) = q;, vemos que as equagbes acima referidas séo

equivalentes ao seguinte sistema de desigualdades independentes do tempo t:

1. 8.%% a5 < Xitq bij.pis

2 19.2;-‘;1 aij.q;j = Z?:l bl]q],

3. 62:’;1 aij.-pi < 2{’;1 bij-pi’ entao q; = 0;
4

0. Xj=1a;5.q; > Xi=1 bij.q;, entdo p; = 0.

Supde-se, também, que os coeficientes de a;; e b;; satisfazem as seguintes

hipoteses:

5. aij > 0, bl] > 0,
6. Cada processo utiliza, a0 menos, um bem como insumo. Entdo, 7., a;; > 0,

para todo i;

7. Similarmente, os insumos em cada processo produzem, ao menos, um
produto. Entdo ¥, b;; > 0, para todo j;

8. Em cada processo, qualquer bem aparece ou como insumo, ou como produto.

Entéo, a;j + bl] > 0.

Para haver solucao geral, o sistema de desigualdades devem ter solugdo, bem

como devem § e 9 ter o mesmo valor.
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2.2 A Discussédo sobre o Modelo

2.2.1 A Critica de Champernowne

O modelo utilizado por von Neumann, esclarece Champernowne (1945), tem seu
grande mérito na elegancia da solucdo matematica de um problema altamente
generalizado sobre a teoria econdmica. A despeito disso, tal modelo trouxe um debate
na economia sobre a abordagem diferenciada utilizada para provar a existéncia de
equilibrio. Tal discussao origina-se pelo proprio conceito de equilibrio utilizado pelo
autor, dispare dos juizos da época. Acerca disso, escreve Champernowne (1945-1946,

p. 10, traduc&o nossa):

O primeiro ponto é ter claro o que chama-se por equilibrio. A definicdo de equilibrio é muito similar
aquela chamada pelos economistas de estado estaciondrio: mas, no artigo de v. Neumann,
equilibrio difere de um estado estacionario de equilibrio no ponto fundamental que uma expanséao
uniforme de todo o sistema econdmico € permitida sob condi¢cdes de equilibrio. Tal estado pode

ser chamado de um estado quase-estacionario, embora v. Neumann ndo faca o uso desse termo.

As notas deste autor podem ser compreendidas sobre o viés da grande
amplitude e, contudo, da grande simplicidade sobre os fatos econdmicos do modelo
estabelecido por von Neumann. Inclusive, sobre isso, em 1946, Champernowne

comenta que:

Por adotar suposigfes extremamente artificiais, o autor tornou seu problema solucionavel e
concentrou atencdo em algumas propriedades muito interessantes do verdadeiro sistema
econdmico. Mas, a0 mesmo tempo, esse processo de abstracdo inevitavelmente fez muitas das
conclusdes daquele autor inaplicaveis ao mundo real: outras podiam ser aplicaveis somente depois
de modificacdes consideraveis. E interessante de perguntar quéo longe as propriedades do modelo
simplificado do referido autor realmente correspondem ao fenémeno similar no mundo real.
(CHAMPERNOWNE, 1945-1946, p. 10, traducdo nossa).

Ainda acerca da verossimilhanca do modelo com a realidade, escreve Koopmans
(1964, p. 356, tradugéo nossa):

O artigo contém a primeira afirmagdo explicita, conhecida por esse autor, do que foi

subsequentemente chamado de modelo de andlise da atividade de producdo. Esse é um modelo
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em que ha um numero finito de processos de producdo, com cada processo caracterizado por

relagBes constantes de insumos e produtos, além de retornos constantes em escala.

Sobre isso, Koopmans (1964) afirma que as relacbes entre os precos das
commodities e os coeficientes de producado e as restricbes sobre juros e crescimento
séo estabelecidas para caracterizar o uso eficiente de recursos e equilibrio competitivo.
Tais colocacbes também corroboram com o fato de que, nesse equilibrio, “ndo ha
progresso ou mudanca na producdo per capita da populacdo: crescimento meramente
consiste de cépia” (CHAMPERNOWNE, 1945, p. 11, traducdo nossa) do que ja é

possivel produzir.

2.2.2 A analogia com o modelo neoclassico

A forma como fora criado o modelo de von Neumann gerou o debate, também,
sobre se 0 modelo de von Neumann poderia ser entendido como parte da teoria
classica, ou neoclassica. De forma usual, o0 modelo- cuja publicacdo fora feito por meio
de convite de K. Menger, um economista austriaco, ap0s a apresentacdo em um
seminario em Princeton, em 1932- é visto como parte da teoria neoclassica. I1sso ocorre
pelo fato de que a demonstracdo do modelo é feita utilizando o ‘Teorema do Ponto

Fixo’- uma forma de provar a existéncia de equilibrio em modelos walrasianos usual.

Kurz e Salvadori, em 1993, referiam-se a isso:

Primeiramente, em 1936 von Neumann apresentou seu artigo no famoso Mathematical Colloquium,
de Karl Menger, na Universidade de Vienna; o artigo foi, entdo, publicado pela primeira vez no
procedimento deste Colloquium [...]. Como as prévias contribuicdes para o Colloquium foram
dedicadas para economistas lidarem com o problema da existéncia de uma solucéo de equilibrio
para o modelo de Walras-Cassel, concluiu-se que von Neumann estava preocupado com,
essencialmente, o mesmo problema, adotando a mesma (neoclassica) perspectiva. (KURZ;
SALVADORI, 1993, p. 131, traducdo nossa).

Tal percepgao torna-se mais intensa por ambos os modelos se preocuparem
com equilibrio de longo prazo em mercados competitivos sem a existéncia de ‘lucros

extraordinarios’, e, também pelo fato de que, como afirma Kurz e Salvadori (1993, p.
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132, traducdo nossa) “[...] € mencionado que o modelo de von Neumann, de um lado, e
0 modelo de Schlesinger e Wald, por outro lado, ‘comungam uma mesma perspectiva, a
que enfatiza desigualdades invés de igualdades como a verdadeira caracterizacédo de

equilibrio econémico’.

N&o obstante, também é argumentado que a forma como se emprega a regra
dos bens livres no modelo de von Neumann € utlizada, também, em modelos
walrasianos: ambos admitem que bens cuja oferta é superior a demanda devem ter
preco nulo. Tal coincidéncia ndo é fato novo, visto que, segundo Kurz e Salvadori, “ha
alguma evidéncia de que von Neumann era conhecedor dos escritos dos principais
autores marginalistas” (KURZ; SALVADORI, 1993, p. 131, traducdo nossa).

2.2.3 A distingcdo com o modelo neocléassico.

Apesar de o modelo de von Neumann ser, sob alguns aspectos importantes,
parecido com o0s modelos neoclassicos de longo prazo, existem diferencas
fundamentais entre eles. Kurz e Salvadori (1993), por exemplo, adotam de forma central
a suposicao de que tal modelo contempla hipéteses que sdo mais validas para a teoria
classica. Segundo os autores, ha diversos problemas com a forma usual- definir o
modelo de von Neumann como um modelo neoclassico- de interpretar o modelo. Eles
sugerem que, ao contrario deste ‘senso comum’, qualificar o modelo de Von Neumann

como modelo classico € mais adequado.

A luz de tal fato, Kurz e Salvadori(1993) afirmam que ndo s&o utilizadas como
variaveis do modelo as dotagBes iniciais da economia, ou quem as detém, ou as
preferéncias do consumidor e o conjunto das técnicas disponiveis. Gustav Cassel, em
1928 escreve que “teoria econdmica €, em sua esséncia, uma teoria dos precos. Suas
maiores funcdes sdo explicar os processos inteiros pelos quais precos sao fixados no
seu tamanho real.” (CASSEL, 1928, p. 511, traducdo nossa).

Corrobora com a afirmacdo de Kurz e Salvadori o fato de que, muito

diferentemente do modelo de Cassel, por exemplo, para quem a taxa de juros da
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economia é determinada pela disposicdo de moeda pelo banco central, no modelo de
von Neumann, a taxa de juros ndo é determinada pela oferta e demanda de moeda,
nem pela preferéncia intertemporal de consumo, mas pela taxa de crescimento da
economia. Para Cassel (1928), a referida taxa de juros € controlada para que 0s precos
ndo subam e para que, também, a taxa, de alguma forma, seja balizada pelo mercado

de poupanca e tomada de empréstimos.

E, de forma importante, apontada, também, a falta de curvas de oferta e de
demanda para o mercado de trabalho, cerne da teoria marginalista. Em 1959, na
monografia de Gerard Debreu que trata da existéncia de equilibrio em um modelo

walrasiano é afirmado que:

Os dois problemas centrais da teoria que essa monografia apresenta é (1) a explicagcdo dos pregos
das mercadorias resultantes da interacdo dos agentes de uma economia privada através dos
mercados, (2) a explicacdo geral do sistema de pre¢cos em um estado 6timo da economia.
(DEBREU, 1959, prefacio, p. IX, tradugéo nossa).

O salario, no modelo de von Neumann, é determinado exogenamente e, bem
como a taxa de juros, ndo tem valor definido no mercado. Decorre disso que o trabalho,
assim como a terra, que sao os fatores de producédo, podem, conforme o modelo, ser
expandidos infinitamente. Tal hipotese ndo contempla o fato de que, no modelo
neoclassico, bens abundantes que sao oferecidos acima da demanda implicam que seu
preco seja nulo. Aqueles precos, portanto, sdo determinados exogenamente. Segundo
Kurz e Salvadori:

[...] na andlise de von Neumann, o vetor de bens que constituem os meios de subsisténcia dos
trabalhadores ndo depende de precos relativos. Entretanto, enquanto é um exagero afirmar que o
modelo de von Neumann é caracterizado por ‘uma completa omissdo de demanda final’, é,
obviamente, verdadeiro que ‘em contraste com as férmulas de Walras [...], henhuma conex&o
marginalista entre precos e quantidades é assumida’. (KURZ;SALVADORI, 1993, p. 136, traducéo

nossa).

Finalmente, o processo de producdo sugerido pelo modelo destoa
profundamente das referidas curvas de oferta e demanda da teoria marginalista
(neoclassica). Ao invés disso, 0 modelo de von Neumann disciplina a producéo através
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de uma fungcdo em que ocorre a producdo de bens por meio de outros bens, através de

tempo econdmico, significativamente dessemelhante do referido modelo marginalista.

2.2.4 A similitude com o modelo classico

Ha alguns atributos que tornam cabivel o entendimento do modelo de von
Neumann contiguo ao que se intitula, na economia, como teoria classica. S&o
destacadas trés principais caracteristicas coincidentes: o conceito de producdo como
um fluxo circular, a nocdo de uma economia em expansao uniforme e a regra dos bens

livres.

Pode-se asseverar, por exemplo, através da énfase na natureza circular do
processo de producdo que, conforme afirma Champernowne (1946, p. 12, traducao

nossa):

O modelo do Prof. V. Neumann apresenta, no entanto, certas caracteristicas de uma economia
capitalista competitiva que tendem a ser obscurecidas na abordagem mais tradicional e pode lidar
com as conseqiiéncias da natureza circular do processo de producdo (i.e. que mercadorias sédo
majoritariamente produzidas por outras mercadorias) de uma forma que ndo é possivel sob tal

abordagem referida.

No referido modelo, também se observa que os precos dependem somente de
condicBes de oferta: tais precos nao precisam das preferéncias dos consumidores. O
salario e a taxa de juros ndo se submetem, também, a regra dos bens livres. Sobre

isso, afirma Champernowne (1946, p. 12, traducéo nossa) que:

Com a reducao do papel dos trabalhadores-consumidores aquele de um insumo da producéo, ele
pode trazer o foco para as partes do mecanismo que determinam o0s precos e a taxa de juros que
dependem de condi¢cbes de oferta somente, ao invés de depender também do gosto dos
consumidores. Essa énfase € importante, pois a analise ortodoxa prestou atengdo uniformemente

entre utilidade marginal e condi¢c6es de oferta.

Tal conceito de natureza circular do processo de producdo, afirma Kurz e

Salvadori (1993, p. 138, tradugédo nossa), “[...] emerge nos escritos de Adam Smith; é
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destacado® no Essay on Profits, de David Ricardo, e na segunda edicdo do Essay on
the External Corn Trade de Robert Torrens”, destacados autores da teoria classica.
Ainda sobre a afinidade com a teoria classica, escrevem Kurz e Salvadori (1993, p. 138,

traducdo nossa) que:

Outras importantes contribuicbes baseadas no conceito do fluxo circular da producdo sado
apresentadas, entre outras, por Karl Marx (1956, parte Ill; 1959, parte I); [...] e pelo economista
matematico russo, Georg von Charasoff (1910). Von Charasoff trabalhou nas bases estabelecidas
por seu compatriota em uma tentativa de reformular a teoria de Marx em uma perspectiva de que
seja logicamente inatacavel. Ele merece os créditos por discutir precos e taxa de lucros, de um
lado, e, por outro, quantidades e a taxa de crescimento no &mbito de um sistema de entradas e
saidas completamente especificado, e por apontar a simetria notavel dos dois conjuntos de

variaveis.

E, também, tratado, por Kurz e Salvadori (1993, p. 140, traducdo nossa), o fato
de que “o capital original expressa a idéia de uma mais-valia produzida, capital
crescente na sua forma pura, e a taxa de seu crescimento aparece de fato como a taxa
geral de lucro capitalista”. Tal abordagem permite estabelecer vinculo entre a taxa geral
a que von Charasoff se refere e a taxa de juros do modelo de von Neumann, que é
igual a taxa de crescimento da economia. Conforme tal observacdo, o modelo classico

expande-se no sentido tratado por von Neumann.

Pode ser revelado também o fato de que, de acordo com a teoria classica, a
regra dos bens livres, ou seja, bens que sdo abundantes tém preco nulo, ndo é valida
para o mercado de trabalho, o que ocorre inclusive para von Neumann. O pensamento
dos classicos coaduna com von Neumann no seguinte sentido: conforme Adam Smith
(2003, p. 85), “é necessario que um homem sempre viva do seu trabalho, e que o seu
salario seja no minimo suficiente para manté-lo”, ndo restando a possibilidade de que o

trabalho, mesmo que ‘abundante’ tenha prego nulo.

6 Aqui a expressao ‘it is put into sharp relief” foi traduzida como “é destacado”.
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2.3 As semelhancas com o modelo de Schumpeter

De forma dispare do debate que fora exposto, 0 modelo de von Neumann porta
semelhancgas, também, com o fluxo circular mostrado por Schumpeter no livro ‘Teoria
do Desenvolvimento Econdmico’’. E importante destacar que “o ponto de partida de
Schumpeter € uma economia que se encontra em equilibrio, semelhante ao equilibrio
walrasiano” (MORICOCHI; GONCALVES, 1994, p. 27), bem como ambos os modelos

tratam de uma economia fechada. Para Schumpeter (1997, p. 25):

Os eventos econémicos tém sua ldgica, que todo homem préatico conhece que temos apenas de
formular conscientemente com precisdo. Ao fazé-lo, consideraremos, para maior simplicidade, uma
comunidade isolada; podemos ver bem a esséncia das coisas, que é o Unico interesse desse livro,

tanto nesse caso como em outro mais complicado.

Schumpeter prossegue a descricdo da sociedade analisada como um “Estado
organizado comercialmente, no qual vigorem a propriedade privada, a divisdo do
trabalho e a livre concorréncia” (SCHUMPETER, 1997, p. 25). A obra de von Neumann,
analogamente, pressupde essas condicbes, visto que nela existe trabalhadores,
capitalistas, mercados no referido modelo. Coaduna com isso a afirmacdo de que
“foram eliminadas todas as complicagbes monetarias” (NEUMANN, 1945-1946, p. 1,
traducdo nossa) do modelo, bem como Schumpeter desconsidera o efeito do crédito:

para este, a tomada de empréstimos € algo desnecessario no fluxo circular.

O fluxo circular de Schumpeter considera, também, de forma capital, o tempo
econdmico da producao; conforme afirma o referido autor “suporemos sempre que em
cada periodo econbmico todos vivem de bens produzidos no periodo
precedente’(SHUMPETER, 1997, p. 26), assim como ¢ feita a hipétese de que toda a
producdo de um periodo é comercializada -tanto os trabalhadores, quanto os
capitalistas dispdem tudo que fora produzido no mercado e consomem desse tudo que
fora disposto: ndo ha, portanto, nenhum bem comercializado cuja oferta exceda a

prépria demanda. A respeito disso, Schumpeter (1997, p. 29) afirma que:

" Ver ‘Teoria do Desenvolvimento Econdémico’, de Joseph Alois Schumpeter. Editora Nova Cultural

Ltda., 1997.
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[...] como todos sabem por experiéncia com quanto devem contribuir para obter o que querem,
tendo em vista a condicdo de que cada cota acarreta uma certa contribuicdo, o fluxo circular do
sistema esta fechado e todas as contribuicdes e cotas devem se cancelar reciprocamente qualquer

gue seja o principio segundo o qual é feita a distribuicéo.

A producdo das mercadorias, prossegue Schumpeter (1997, p. 30), é
“condicionada pelas propriedades fisicas dos objetos materiais e dos processos
naturais”, bem como a determinagdo da produgdo segue a determinagcdo econémica:
nao ha de forma alguma a producdo de um bem que ndo seja viavel no sentido
econOmico. Isso implica a inexisténcia de bens com margem de lucro inferior ao
mercado®. Sobre isso, Schumpeter (1997, p. 33) esclarece que “a légica econdmica

prevalece sobre a tecnolégica”.

Acerca disso, o0 modelo de crescimento equilibrado de von Neumann traz
hipéteses similares, visto que producdo de bens é dividida em tempos econémicos,
sobre o0 qual, em cada periodo, “bens sédo produzidos ndo somente por ‘fatores naturais
de producdo’, mas em primeiro lugar por outros bens. Esses processos de producéo
podem ser circulares , isto €, 0 bem G1 é produzido com ajuda de outro bem G2, e G2 é
produzido com a ajuda de G1.” (NEUMANN, 1945-1946, p. 1, traducdo nossa). Tal
modelo, também, tem em suas suposi¢cdes o fato de que toda a producdo de um dado
periodo € esgotada: cita von Neumann (1945-1946, p. 2, traducdo nossa), que
“assumimos que toda oferta que excede as necessidades da vida serao reinvestidas” ,
bem como a hip6tese quarta da primeira se¢do garante que “se um processo acarreta
prejuizo, entdo ele ndo serd usado e sua intensidade sera nula” (NEUMANN, 1945-

1946, p. 3, traducdo nossa).

A mencionada producdo é, no fluxo circular, realizada através de duas forcas

produtivas; afirma Schumpeter (1997, p. 35), que os “elementos sdo o trabalho e as

»9

dadivas da natureza”™. Tais substancias sdo combinadas, conforme os métodos de

8 Schumpeter afirma na sua teoria que ndo ha lucros no fluxo circular. Tal fato, entretanto, ndo acarreta

prejuizo do argumento, visto que, como o lucro € nulo, o que se afirma é, na verdade, que nédo ha
produtos produzidos com ‘lucro negativo’.

Dadivas da natureza também é referida pelo autor como ‘terra’. S&o, entdo, as duas forgas produtivas
o trabalho e a terra.
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fabricacdo existentes, de modo que todos os bens produzidos podem, em ultima

instancia, ser discriminados entre parcelas de trabalho e recursos da natureza.

Tal viséo incorpora-se ao fenébmeno de que o fluxo circular analisa 0 mecanismo
econdbmico em um dado estagio de desenvolvimento. Dada a hipétese de a economia
obrar no referido mecanismo, ndo had o chamado desenvolvimento no sentido
schumpeteriano; isso implica a inexisténcia da criacdo de um novo bem, da introdugéo
de um novo artificio de producdo, do estabelecimento de um novo mercado, da
aquisicdo de uma nova fonte de oferta de matérias-primas, da instauragcdo de um

arranjo original de qualquer industria.

O que, para Kurz e Salvadori (1993, p. 140, tradugao nossa), sao os “fatores
‘originais’ de producao, em particular qualidades diferentes de terra (uma quantidade
consideravel destas qualidades), por um lado, e, por outro, o trabalho” podem ser
compreendidos, no modelo de von Neumann, como 0s elementos que constituem a
matriz dos insumos, visto que, para von Neumann (1945-1946, p. 2, traducdo nossa), “o
consumo de bens ocorre somente através dos processos de producdo, os quais
incluem as necessidades de vida consumidas pelos trabalhadores e pelos
empregadores”. Sobre a producao, von Neumann (1945-1946, p. 2, traducdo nossa)
afirma que “estamos interessados naquelas circunstancias em que toda economia
expande sem mudancas na propria estrutura”, o que coaduna com o fato de ndo haver

hip6tese de desenvolvimento no fluxo circular de Schumpeter.

Ha& uma hipo6tese adicional ao que fora exposto no modelo de von Neumann
sobre a suposigao terceira da primeira secdo. Sobre ela é afirmado que “se, entretanto,
menos é consumido, isto €, se ha excesso de producao de um bem Gj, tal bem torna-se
um bem livre e seu prego é nulo.” (NEUMANN, 1945-1946, p. 3, traducéo nossa). Para
explicar o fendmeno do valor, Schumpeter utiliza a teoria da imputacédo, que determina

caracteristicas especiais aqueles bens abundantes. Sobre isso, esclarece tal autor que:

A teoria da imputacéo explica os valores de todos os bens individuais. S6 resta acrescentar que 0s
valores individuais ndo séo independentes, mas se condicionam mutuamente. A Unica excegdo a
regra € o caso de uma mercadoria que nao pode ser substituida por outra, que tem somente meios

de producdo que ndo sejam passiveis de substituicdo e além disso ndo sejam empregaveis em
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mais nenhum lugar. Tais exemplos sdo imaginaveis; podem ocorrer, por exemplo, no caso de bens
de consumo ofertados imediatamente pela natureza; mas constituem uma excecao que pode ser
desprezada. Todas as outras quantidades de bens e seus valores mantém uma estrita relacéo
mutua. (SCHUMPETER, 1997, p. 52).

Sobre o modelo de crescimento equilibrado de von Neumann e sobre o fluxo
circular de Schumpeter, ainda, € possivel afirmar-se que ambos atuam em equilibrio
estavel em cujo estado ndo existem lucros’®, apesar de portarem concepcdes de
equilibrio que diferem substancialmente. O modelo de von Neumann tem como cerne 0
fato de que, em equilibrio, 0 juro e a taxa que a economia se expande sao
numericamente iguais. Para Schumpeter, o referido equilibrio surge do seguinte fato:
como fluxo circular € previsivel, todas as forcas produtivas adaptam-se as
circunstancias econémicas. Como, nesse caso, o valor dos bens de producéo e o valor
total do produto efetivamente criado (respectivamente o valor dos insumos e o valor dos
produtos) sdo iguais na margem de produgdo, “nesse ponto surge aquela posicao
relativamente melhor, que é usualmente chamada de equilibrio econdmico e que,
enguanto os dados se mantiverem, tende a se repetir em todo periodo.” (SHUMPETER
1997, pp. 44-45).

N&o somente sobre a concepcao de equilibrio ambos modelos divergem, mas
também sobre a concepcao de que, para o fluxo circular de Schumpeter, ndo ha juros e
crescimento econdémico, suposi¢cdo contraria ao modelo de von Neumann. Sobre isso,
esclarece Haberler (1951, p. 122, tradugao nossa) que “um completo entendimento do
ponto de vista de Schumpeter sobre o problema da taxa de juros exige, eu acredito, que
haja uma distingdo entre uma versao extrema e uma versdo menos radical de sua
teoria”, bem como esclarece que “a versdo extrema da teoria dele é dificilmente
aceitavel” (HABERLER, 1951, p. 122, traducdo nossa). O autor prossegue, afirmando

que:

A versdo menos extrema admite que possa existir uma taxa de juros positiva no estado
estacionario da economia apesar de manter o fato de que forcas dindmicas ndo apenas alteram a

referida taxa acima do nivel que ocorre no estado estacionario, mas também adicionam,

% | ucros, para von Neumann é o lucro ‘extraordinario’. E a margem de lucro que uma entidade tém

acima do mercado. Para a ‘Teoria do Desenvolvimento Econémico’ de Schumpeter tal significado
também pode ser admitido.
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qualitativamente, caracteristicas inteiramente novas ao estado estacionario. (HABERLER, 1951, p.
122, traducéo nossa).

Tais fatos ndo sdo disparidades que impossibilitam haver uma similitude muito
forte entre os referidos modelos. Em uma nota de rodapé, Haberler admite que o fluxo
circular de Schumpeter possa apresentar crescimento econdémico, mesmo em seu
estado estacionario. Ainda assim, ndo é excluida do modelo de von Neumann a
possibilidade de que tanto o crescimento, quanto os juros sejam nulos, o que tornaria
essa diferenca inexistente.
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3 A MATEMATICA NECESSARIA PARA AS DEMONTRACOES

Nesse capitulo é apresentada a matematica utilizada para as demonstracdes

deste modelo de von Neumann.
Na Secéo 3.1 € apresentada a definicdo de hiperplano.

Na secao 3.2 é apresentada a definicdo de semi-espacos; sdo apresentados, nas
subsecdes, os semi-espacos fechados e o0os semi-espagos abertos, bem como a

definicdo de suporte.
Na Secdao 3.3 é apresentada a definicdo de conjuntos convexos.

Na Secdo 3.4 € apresentada os conceitos que envolvem a definicdo de
simplexos. S&do apresentados, nas subsecbes, 0s conjuntos afim-independentes, a
prépria definicdo de simplexos, a definicdo de coordenadas baricéntricas e a definicdo

de carrier.
Na Secédo 3.5 é apresentado o Teorema de Mincowski.
Na Secédo 3.6 é apresentada a definicdo de cones positivos.
Na Secédo 3.7 é apresentado o Teorema de Farkas.
Na Secdo 3.8 é apresentado o Teorema de Caratheodory.
Na Secdo 3.9 é apresentado o Lema de Sperner.

Na Secéo 3.10 é apresentado o Teorema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewick,

ou ‘Teorema KKM'.
Na Secdo 3.11 é apresentado o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

E, por fim, na Sec¢éo 3.12 € apresentado o Teorema Minimax.
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3.1 Hiperplanos.

Seja H(p,a) um hiperplano e a um numero qualquer, entdo temos que
H(p,a) = {X € R"|p.X = a}

P1 B
ﬁ=<3>¢0.
Pn

O vetor p é o vetor normal ao hiperplano.

H(p,a) pode ser entendida como a isoquanta de nivel a do funcional linear
f: R"™ - R dado por

f(p1,**,Pn) = P1.X1 + -+ Pp.Xp = Q.

Diz-se que H(p,a) separa os subconjuntos A e B se, para todo x € A e para todo

y € B, ou

pXx<aepy=a,
ou

pX=aepy<a.

Diz-se que H(p,a) separa estritamente os subconjuntos A e B se ou
p.X<aep.y>aq,
paratodo x € A e paratodo y € B, ou
p.X>aep.y<aq,

para todo x € A e paratodo y € B.
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3.2 Semi-Espacgos

3.2.1 Semi-Espaco Fechado.
Define-se um semi-espaco fechado'* através de
f71(—»,a] = X € RYf(X) = p1.Xy + -+ Pp-Xn = p-X < a}.
Estabelece-se, também, a propriedade de que f € uma funcéo continua.
Como (—, a] é fechado,

f~1 (% € Rf®) = P.% < o}

f~1 (% € Rf®) = P.% > o}

sao semi-espacos fechados.

3.2.2 Semi-Espaco Aberto
Define-se, semelhantemente, um semi-espaco aberto®? através de
f71(—»,0) = X € R|f(X) = p1.Xy + =+ pn.Xp = p.X < a}.
Estabelece-se, de forma igual a anterior, a propriedade de que f € uma funcao
continua.
Como (—, a) é aberto,

1 (% € R|f(R) = B.X < a}

' parauma compreensédo de conjuntos fechados, sugere-se a leitura de Lima (2010), ‘Curso de Analise

vol.1’. A explicagéo do referido assunto encontra-se no capitulo quinto.
' Para uma compreens&o de conjuntos abertos, sugere-se a leitura de Lima (2010), ‘Curso de Analise

vol.1’. A explicagéo do referido assunto encontra-se no capitulo quinto.
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-1 (% € R|f(R) = B.X > a)

Sao semi-espagos abertos.

3.2.3 Suporte
Se diz que H(p, o) limita®* X € R" se
X< {x|p.Xx < a},
ou se

X C {x|p.X

v

a}.
Ainda, se existe x* € X tal que p.X* = q, se diz que H é um suporte para X em x*.
Proposicéo 1
Seja X € R" fechado e z & X. Existe, entdo, x* € XT°nt14 ta| que, para todo x € X,
d(z,x")1 < d(z,x).
Demonstracao

Seja d = infl6d(z,x),x € X.

Primeiramente, demonstrar-se-a que d > 0. Apds, revelar-se-a que, para todo n,

existe

¥ Pparauma compreensédo de limites, sugere-se a leitura de Lima (2010), ‘Curso de Analise vol.1". A

explicacdo do referido assunto encontra-se no capitulo quarto.

Dois esclarecimentos: o primeiro é o fato de que X"t é o conjunto dos x tal que x pertence a
fronteira. O segundo € o de que para uma compreensao de conjuntos compactos, sugere-se a leitura
de Lima (2010), ‘Curso de Analise vol.1’. A explicagao do referido assunto encontra-se no capitulo
oitavo.

d(z,x*) € a distdncia do ponto z ao ponto x*.

Inf € o infimo de um conjunto. Para uma compreenséo de infimos e supremos, sugere-se a leitura de
Lima (2010), ‘Curso de Analise vol.1’. A explicagéo do referido assunto encontra-se no capitulo
terceiro.

14

15
16
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1
Xy € X|d(x,,2) < d +H

d < d(x,,2).
Finalmente, apontar-se-a que x* € Xfront,
Para demonstrar que d > 0, supde-se que d = 0.
Para todo n, entéo, existe x, € X tal que

d(z,x,) < %

Logo, x, € B(z, 1)17nX.

Como B (z,d + 1) é compacto®®, entéo X é fechado.

Como se sabe que x, — z, para n grande, e que X é fechado, entdo z € X.
Visto que esse evento contraria a hipétese de que z ¢ X, entdo d > 0.

Falta revelar que, para todo n, existe

1
Xp € X|d(xp,2) < d +H

d <d(x,,2z).
Para isso afirma-se que

B(z,d+ 1) nX

é compacto, pois B € compacto e X é fechado.

17

B (z 1) é a bola centrada em z de raio 1. Para uma compreensdo de bolas em espagos métricos,
sugere-se a leitura de Lima (2009), ‘Espagos Métricos’. A explicagdo do referido assunto encontra-se
no capitulo primeiro.

& Um conjunto é compacto se e somente se € fechado e limitado.
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Existe, entao, x,, € B (z d + 1) n X convergente; logo, Xy, — X'19 € X e, portanto,

d< d(xnk,z) <d+ n—lk
Entao,
d(xnk, Z) - d(x*,z) =d,
pois d(x,z) € funcdo continua.
A partir disso, seja g(x) = d(x,z) = ||x — z|| continua, entdo
d(x,z) < d(x,y) +d(y,z).
Logo, trocando x pory,
ld(x,2) —d(y,2)| = d(x,y).
Para todo € > 0, escolhe-se
G=¢t¢—-dxy) <0o.
Entao,
lg(x) — gl <e
e g é continua.
Como toda B(x,, 1) é convexa®, pois seja A € [0,1], e
(A —=N).x+Ay—x0ll=¢ =[[(1T-N).x—%0) + Ay —x0)ll,

entao,

19

encontra-se no capitulo quarto.
20

esclarecida na sec¢éo 3.3 deste capitulo.

xp, = X" significa que x,, converge para um x*. Para uma compreensdo de séries convergentes,
sugere-se a leitura de Lima (2010), ‘Curso de Analise vol. 1’. A explicacao do referido assunto

Aqui apresenta-se, de forma antecipada, a propriedade da convexidade. Tal propriedade sera
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O<A-=-MN.[x=xl +ANlly—%/l <@ —=AN.r+Ar=r

((1 = N).x+ Ay) € B(xq,1).

Para demonstrar que x* € X"t supde-se que exista B(x", £) tal que B(x*,€) c X,

ou seja, x* € Xntz1,
Sejahe(0,1) e
(1=AN.x"+Az—=x"||=A]|lz—x*|| =Ad<E.
Entdo ((1—A).x" +A.z) € X.
Logo,

d>|(1-=N.x"+Az—z|]|=0=N).|x*—z|]| = (1 - N).d

(A-=MN.x"+Az)eX

d((1-AN).x"+A\z2) <d,

0 que é um absurdo.

Logo, para toda B(x*, €) € X,

B(x",£) N X # ¢

x* € Xfront_ -

2L xint & o conjunto dos x que pertencem ao interior de X.
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3.3 Conjuntos Convexos

Um conjunto C € R™ é convexo se, para todo x,y € C e para A € [0,1], entdo
(1-MN.x+Ay) ecC.
Proposicgéo 2

C é convexo se e somente se pertencem a C todas as combinacdes convexas?

de elementos de C.
Demonstracao

Se C é convexo, entdo a combinacdo de dois quaisquer elementos de C esta em
C. Seja

X = AN.X1 + Ay Xy,
comA =>0e
A +A, =1,
Logo,

)\1:1_)\2

x=(1-=A).x; + A%,
para0 < A, < 1.
Assim, x € C. Da mesma forma, se
X = AN.Xq + A Xy 4+ A5.%3,

comA =>0e

2 Uma combinagdo convexa z é z = A.x; + A,. X, + -+ tal que YA = 1.



34
AMEN+AN=1,
supde-se que A; # 0.
SeA =1,entdo N\, =A;=0eA€eC.
Se A, < 1, entdo

)\2+)\3:1_)\1<1

e
22 1 % — 1 bem como
Az
1_)\1. 2 +ﬁ.X3 e€C
Logo,
A; As
)\1.X1 + (1 - )\1).<1_—)\1.X2 +1_—)\1.X3) eC

e

X=)\1.X1 +)\2.X2 +)\3.X3 eC

Se a combinacdo de dois quaisquer elementos de C esta em C, entdo C é
convexo. Se qualquer combinagdo de qualquer nimero de vetores esta em C, entéo,
em particular, uma combinacdo de dois elementos de C quaisquer estardo em C, logo C

€ convexo.m
Proposicéo 3
Seja C; convexo, entdo N C; € convexo.
Demonstracao
Sejam x,y € N C;, entdo x,y € C;, Vi. Logo, cada C; € convexo e

[A-2.y+Ax] €
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e
[1-M.y+Ax]€ENC, 0<A<1.

Define-se, para um conjunto C € R", o fecho convexo de X como
CoX =N C;,
para um C; convexo e X < ;.
Observa-se que se X é convexo, entdo CoX = X.m
Proposicéo 4
Seja
CoX = {A.xq + -+ A X¢ [N} = 0}

e
Z)\i = 1,Xi € X.

O fecho convexo é o conjunto de todas as combinacfes convexas de elementos

de X.
Demonstracao
Se C é convexo e X € C, entdo toda a combinacéo convexa de elementos
[Al.xg+ -+ Ae.x¢] €EC
implica que

[Al. X1 + -+ Ae. X ] €N C = CoX, x € CoX.
Se
[Af-xq + -+ A Xk
é convexo, entdo

{[1 - u]. [)\1.X1 + b + )\k.Xk] + “. [Tl'Xl + A + Tk.Xk]}
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Como,
(1—WwW.A =0
e
M.(T) =0
e
D A-wA+) =1,
entao

CoX C [Ay. X1 + -+ A xi . m
Proposicéo 5
Seja um conjunto dado por {xq, -+, Xj, =+, Xj, ***, X}
O conjunto
{x1 =X, % — Xp, 0, Xk — X}
é linearmente independente se e somente se

{Xl —_— X].’---

VXi — Xj, 0, X~ X}
é linearmente independente.
Demonstracao
Digamos que
{xy — X, X X, Xy = X
é linearmente independente se e somente se

)\1. (X1 — XJ) + -+ )\i. (Xi - Xj) + -+ )\k. (Xk - XJ) =0.

Entao,



)\1. (X1 — Xj) + -+ (—)\i). (XJ — Xi) + et )\k- (Xk - Xi) + [)\1 + -+ X, + -+ )\k]-xi — [)\1 +

+A + 4+ MJ.x =0
e
Mo =X) 4 [(FA) + o+ (A + -+ CA] (X = %) + -+ A () — x) = 0.
Logo, se

)\1 =O,"',)\k=0;—)\1 =O,"',—)\k=0

entao
{X1 =X, =, X = X, o, Xk — Xi}

é linearmente independente.m

3.4 Simplexos

3.4.1 Conjuntos Afim-Independentes
Se diz que x4, -:-, X, sdo afim-independentes se e somente se
)\1.X1 + -+ )\k-xk = O,

com ¥¥ A = 0 implica

37
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Proposicéo 6

O conjunto definido por {x4,:-,Xc} € afim-independente se e somente se, para

todo i, {X; — X, -**,Xx — X} & linearmente independente.
Demonstracao
Seja

)\1. (X1 —Xi) + e+ )\k. (Xk —Xi) =0

A+ -+ [_)\1 —e=N] =+ A =0,
entdo, como x4, -+, X, sao afim independentes,
)\1 = O,"',)\k = O

e {Xy —X;, -, X — X} € linearmente independente. Assim, esta mostrado que {x;, -, Xy}

é afim-independente entdo, para todo i, {x;—x;-,Xx—Xi} € linearmente
independente.
Seja

)\1.X1 + .-+ )\i.Xi + .-+ )\k.Xk,

entéo
M+-+N+-+N=0
e
A=A — =N
Logo,
A X+ o+ [N == NX + o+ AN X = 0.

Entao,
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)\1. (X»] - Xi) + et )\k' (Xk — Xi) =0

e Ay =0,--,Ac =0= A\, =0. Dessa forma, estd mostrado que se, para todo i, {x; —

X, -+, Xk — Xi} € linearmente independente entdo {x,, -+, x} € afim-independente.m

3.4.2 Simplexos

Determina-se um simplexo, nomeado A, como Co{x,, -, xx}, tal que x,, -+, x; S&o

afim-independentes.

Define-se, ainda, o conjunto S € R" como um simplexo de dimenséo K (AX) se e

somente se
S= CO{Xo, X9, ,Xk},

conjunto de todas as combinacdes convexas de X, em que Xg,Xq,:-, X Sao afim-

independentes.

Observa-se, ainda, que K < n, pois se Xg, X1 -, =+, X € R", entdo {xq — Xq, ***,Xx —

X0 sdo K vetores linearmente independentes.
Proposicédo 7
Se S € R™ é compacto, entdo CoS é compacto.
Demonstracao
Seja
1AM x S™' 5 Cos,

sendo que A™ x S™'

€ compacto.
Entao,

(ag, ***, Oms X0, ***» Xm) = Og.Xg + *** + Ay Xy,
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tal que ag + -+ + a,, = 1, pertence a CoS.

Como A™ x 8™ ¢ compacto, entdo CoS € compacto.m
Proposicéo 8

A interseccédo de fechado com compacto é compacta.
Demonstracao

Dado A™'= {a; + -+ a,, = 1} compacto, tal que 0 < o; < 1, dado

CR™ - R|(Xq,*, Xm) = Xq + =+ + X,

e dada T continua, tem-se que ¢~' ({1}) é fechado do R™, isto &,

HE - 1) = {1, X)X + -+ Xy = 1]

()

Logo, H(p,1) n ([0,1] x ---x [0,1]), sendo que ([0,1] x ---x [0,1]) = [0,1]" =1" é

compacto. s

é fechado, em que

3.4.3 Coordenadas Baricéntricas

Os elementos Ay, -+, Ay de um conjunto séao ditas as coordenadas baricéntricas de

X se, para Co{xg, -, %} € X € Cof{Xy, -+, X¢}, entéo
X= )\o.Xo + -+ )\k.Xk,
emque A =>0e YA =1

Proposicéo 9
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Se xp -+, X sdo afim-independentes, entdo as coordenadas baricéntricas sao

dnicas.
Demonstracao
Seja

X = )\o.Xo + "'+)\k.Xk

X'=Hg- X+ + My X,
comA =0, YA=1epy=0e)py =1
Como
Xg =1.%X5 = (Z)\i).xa = Ng-Xg + -+ + A X
e, da mesma forma,

Xa = 1.Xa = (X H)-Xa = Hg-Xo + -+ + M. X,

entao
(Mo —Hg)-Xo+ -+ (A= 1, )% =0
e
(Ao = Hg)- (%o = X0) + (A = 1y)- (x4 = Xo) + -+ + (A« = Hy)- (% — Xo) = 0.
Como para todo i diferente de zero, x; — Xg € linearmente independente, entéo
M—p,=0A—p,=0
e

)\1 = “1'"")\k = “k

assim como Ag = {,. =
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3.4.4 Carrier

Seja S = Co{xg, X1+, X} um simplexo. Seja X€ S tal que X =Ag.Xg+ -+
M. X, €m que A; sdo as coordenadas baricéntricas de X. Diz-se que X; esta no Carrier
de X, ou seja, X; € Carrier(X) se a coordenada baricéntrica é tal que A, = 0. Em outras
palavras, Xx; € Carrier(X) se o vértice x; esta presente, entdo Carrier(X) é o conjunto dos

vértices necessarios para expressar X.

Dado um simplexo S € R", afirma-se que uma familia finita de simplexos {S;} é
uma divisdo simplicial de S se- para i # j- entdo S;™ n Sji“t = (, se- caso um veértice de
S; € elemento de S;- entdo S; € vértice de S;, se US; =S e se- dada uma subdivisdo de
“S” em simplexos S;- atribuimos, para cada vértice de um simplexo da divisdo, um

namero pertencente a {0, 1, -+, Xy }.

Uma enumeracéo, portanto, € dita admissivel, ou de Sperner, se a cada vértice V
de um sub-simplexo é atribuido um indice de algum vértice S pertencente ao Carrier de
V.

3.5 Teorema de Minkowski (Teorema da Separacéao)

Seja X € R" convexo e fechado. Se z ¢ X, entdo existe H(p,a), um hiperplano,

separando X e {z}.
Demonstracao

Demonstrar-se-a, primeiramente que

(z — X", X — x*)23

8 (a,b) é o produto escalar de a por b.



€ positivo.
Ap0s, mostrar-se-a que (z — A", x) é limitado e, por fim, que p.z > a.
Seja x* € Xtal que
Ix* —z|| < [Ix = z[l,
para todo x € X.
Como X é convexo, entao
{(1=N.x"+Ax} eXVxeX
Entao, ocorre que
Ix*=2z|| < ||[(1=N.x"+Ax—2|,
assim como
IxX =zl < |1 =N).x" +Ax—=2z|2 = (1 =N.x* +Ax—2z (1 = N).X* + A.X —2).
Logo sucede que,

Ix* =z||2 < ((X* —=2) + h.(x = X*), (X* —2) + A\. (x — x*))

X" = z|12 < |Ix* — z||12 + 2MX" — 2,X — X*) + A, [|Ix — x7||2.
Como
0<2.(x*—z,x—x)+A|x—=x*?,
se A - 0, entdo
0<(xX*—2zx—X),
bem como

0<(z—-Xx",x—X").

43
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Para demonstrar que (z — A", X), estabelece-sep =z — A",

Entéo,
0 < (p,x — x*)
e
(B.x) < (p,x) =a.
Logo, para todo x € X,
P, x) <a.
Para a ultima parte, basta verificar que
Pz=Z—-x).z-Z-x)X+Z-x)x"=@Z-x).(z-x)+a

e, portanto,

p.z=|z=x|?P+a>am

3.6 Cones Positivos

A definicAo de cone positivo pode ser, de forma simples, estabelecida da

seguinte forma: {§|§ =i, xi.K;, X; = 0} é o cone positivo gerado por K{ A_n)
Proposicéo 10

Seja Ay, -+, A, € R™; consideremos

comx;=>0ei=1,--,n.

Se
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—> —_—

§: Zi1.A' L Zj A

k- ik
comz;>0ej=1,-,k Sek € 0 menor numero possivel de vetores A; tais que B é

—

combinacao linear deles, entao A; , -+, A; sao linearmente independentes.

Demonstracéao
Seja um J, tal que

J={jla;> 0} {1,-,n}

§ = ZGJKJ)'

fixando n como o menor numero através do qual B é combinacéo linear dos A4, -+, A,

com q; > 0.
Seja
> yj.f\j) = 0.

Digamos que a referida formula seja linearmente dependente. Ent&o, existe

y, # ?.
Suponhamos que exista
y; > 0.
Estabelece-se, entao,
o q _
o= m|nyj>07j = W
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B = Z (Gj - Oyj) AJ
Sabe-se que 0; — 0. y; paray, = 0, implica a; — 0. y, =a;> 0.
Se y; < 0, entéao
Qi — 0.y, >a; > 0.

Se y; > 0, entado

*

9% _
*
Yi Y
e
q
— > [,
Y,
assim como
Qi — 0.y, > 0.

Uk

o . =
=04 — y’* .y;* = 0, ocorre um absurdo, visto que escrevemos B
i

*

*
Como o;" — o.y;

como combinacao linear de Ay, -+, A, com coeficientes positivos e com pelo menos um

vetor a menos que J.

—

Logo, os A;,, -+, A;, sao linearmente independentes.m

Observa-se que caso nao exista y; > 0, entdo para todo |, y, = 0 e neste caso
> (—yj) Kj =0.
Proposicéo 11

Cones positivos séo fechados.

Demonstracao



Seja A_{ Kn’ € R™. Considera-se

fechado.

Seja

V_)k: ink-xi
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uma combinagdo com o menor nimero possivel de vetores A4, -+, A,; entdo, V, € C e

Vi — V. Como a sequéncia Vj € infinita, entdo pelo menos um destes subconjuntos é

infinito; entdo, um destes i4, ---, i) repete indefinidamente. Seja a subseqiéncia V tal que

|
Vk = Z ykini)-
j=1

Os A, -, A, sdo, portanto, linearmente independentes;

§i|+1' §m obtemos uma base do R™ da seguinte forma: A_,;
Entao,

V= yki1.K[1 4ot ykil.Ki, +0.B;,, + -+ 0.B;
e

V=20 A+ +2A, +2144.B,, + o+ Zn. By
com

0< yki1 - 2zq4,-,0< y"iI - 2z,
Entdo,

zy,>0:2>024,1=0,,2,=0

se adicionamos

BB B

i+ "
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V= Z1.Ki)1 + .-+ Z|.Ki>| -V cC.
A consequéncia disso € que

AT.x|x > 02

é fechado.m

3.7 Teorema de Farkas

Seja A uma matriz mxn. A".X=b ndo tem solucdo X>0, com b#0 se e

somente se A.y >0, com b’.y < 0 tem solucdo y € R".
Demonstracao

Primeiramente, demonstrar-se-a que A”.X = b n&o tem solucdo X > 0, com b # 0

se A.y>0eaexpressdob’.y < 0 tem solugdo comy € R".

Seja, entdo, T = {A.X|X = 0} e {b} disjuntos. Como T é conexo, entdo ha um

hiperplano separador estrito H(p, a) de T e b tal que
pT.b < a < pT. (AT.%)
para todo X > 0.
Se X =0, entdo
p’.(A".X) =0,
bem como a < 0 e p”.b < 0 com p”. (A".X) > a.

Tem-se, entdo, que ocorre

2 AT 6 a matriz A transposta
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bem como ocorre

Entao,
p.A =K. (p.a, ++p.,.a)>a
assim como
a
p1.ai1 + -+ pn.ain > R

Portanto, se K - «, entdo p,.a;, + -+ p,a, =0eAp=0.

Demonstrar-se-a, a seguir que A’.X=b ndo tem solucdo X =0, com b =0

somente se A.y >0, com b’.y < 0 tem solucdo y € R".
Suponha-se que A.y > 0 e b".y < 0 tem solucéo, entdo
X .A=b".
Se Ay =0, entédo
X .Ay=b"y

eA.y=>0comb’.y < 0, sendo que b %0, o que é um absurdo.m
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3.8 Teorema de Caratheodory

Seja XS R™ e Y € CoX, entdo Y é uma combinagdo convexa de, no maximo,

(m + 1) elementos de X.
Demonstracéao

Seja’Y € CoX. Entao,

k
Y = Z )\i.Xi,
i=1

sendo que
Z)\i —1,A = 0,x € X.

Digamos que K>m+ 1, entdio K—1>m e {x, — Xq,**,Xx — X1} s&o linearmente
dependentes, bem como existem a,,-:-,0, € R tal que ndo sdo todos nulos. Tem-se,

também que
ap. (Xo = Xq), -+, Q. (X — X1) = 6
bem como
—(0y + -+ 0a). Xq + 0. Xy + -+ Q. X = 0.
Estabelece-se, entdo
a; =-(as + -+ + ay).
Tem-se, portanto, que
aq.X1 + 0. Xo + -+ a. X =0,

assim como
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Gi==o.

k
i=1

Define-se, entéo, a seguinte expressao:

(N A
r=min {—|)\i,ai >0 =—.
q; q;

Ha trés possibilidades que sdo consideradas sobre a expressao acima.

A primeira € o fato de ocorrer

com A; > 0,q; > 0. Disso, implica o fato de
A=ra=AN—-r.q=B8;=>0.
A segunda possibilidade é suceder-se que
0 <O0=>A-ro>AN=20=A\-r.0=B;=0.
A terceira possibilidade sucede de
a=0=AN-r.qg=B;=0.
Entdo, de qualquer forma,
k k K K
Z Bi.x; = Z()\i — Q). X = Z)\i.xi .Zai.xi =y
i=1 i=1 i=1 1

B, =Z()\i—r.ai) =Zk:)\i—r.zk:ai —1.
' =1

k k
i=1 i=1 I i=1

SendoB;>0e
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B,=A—-r.a =0,

entdo a soma anterior tem, no maximo, k — 1 termos. Tal procedimento € repetido até

obter-seK<m+1.m

Observa-se sobre isso que dado y € CoX, entdo y é combinacdo convexa de, no

maximo, m + 1 vetores de Y.

3.9 Lema de Sperner

Para cada enumeracdo de Sperner admissivel de um conjunto de vértices de

qualquer subdivisdo de um simplexo S € R", existe, ao menos, um simplexo S; da

subdivisdo tal que a enumeracgéo é completa.

Provar-se-a, conforme Tompkins (1964), uma hipétese mais forte: 0 nimero de

simplexos da subdivisdo com vértices carregando uma enumeracao completa é impar.
Demonstracéao

Sobre o caso em que n = 1 afirma-se que um simplexo em R' é um segmento de
reta com veértices chamados 0 e 1. Tal segmento é dividido com uma quantidade finita
de pontos chamados 0 e 1 e arbitrariamente colocados. Escolhe-se os segmentos
interiores entre dois pontos consecutivos contendo, ao menos, um ponto 0; estes
podem ser intervalos entre 0 e 1, ou intervalos entre dois pontos 0. Como a quantidade
de pontos é finita, chama-se de y a quantidade de simplexos da subdivisdo com dois
pontos 0; entdo ha, neles, 2.y elementos 0 neles. Chama-se de B o numero de
intervalos entre os pontos 0 e 1; ha B partes nomeadas 0 neles. Logo, 0 numero de
segmentos com, ao menos, um ponto 0 € 2.y + 8. Observando o simplexo maior, ha
apenas um vértice 0 nele, estando todos os demais 0 contidos no interior; tais
elementos sdo pontos de dois simplexos da subdivisdo. Entdo, o numero de O finais

deve ser duas vezes o numero de 0 interiores mais um, correspondente ao vértice final.
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Esse nimero é impar, entdo 2.y + 3 € impar e 3, 0 niumero de intervalos com pontos 0
e 1, é impar.

Sobre o caso n + 1, conforme Tompkins (1964), considera-se a subdivisdo de um
L — simplexo € R™' com enumeracdo de Sperner admissivel. Seja y, o nimero de
simplexos da subdivisdo contendo toda enumeragdo menos n+ 1. Como qualquer
M — simplexo € R™' tem n+2 vértices, cada um desses simplexos tém alguma
enumeracdo ocorrendo duas vezes e as demais, apenas uma vez. Ha, entdo, duas
formas apenas em cada um desses simplexos da subdivisdo no qual um P —
simplexo € R" contendo toda a enumeracdo de 0 a n pode ser associado ao L —
simplexo. Entdo, o numero de n —faces carregando de 0 a n nesse conjunto de
simplexos da subdivisdo é 2.y. Seja, entdo, B o niumero de n —faces dos simplexos
carregando enumeracdo completa, de 0 a n+ 1; cada um desses simplexos tem
apenas uma n—face do P —simplexo € R". Entdo, o numero de n—faces da
subdivisdo é 2.y + §.

Algumas dessas faces estédo no interior da subdivisdo do simplexo maior e outras
estdo na fronteira deste. As faces internas sao incidentes a exatamente dois simplexos,
um em cada lado da face, bem como as faces contidas na fronteira compdem apenas
um simplexo. Tais faces estdo associadas ao P — simplexo € R", com pontos de 0 a n
associado ao L—simplexo € R"*'.

Entdo, se o P —simplexo € R" tem numero impar de simplexos contendo
enumeracdo completa, entdo, o nimero de n — faces da subdivisdo simplexial contados
uma vez é impar e a contagem total € um nimero impar mais duas vezes o numero de
n — faces contadas duas vezes, o que é um numero impar. Logo, 3 € um numero impar.
Como B € o numero de simplexos da subdivisdo carregando toda enumeracéo, de 0 a
n+ 1, isso prova que o numero de simplexos com enumeracdo completa de uma
diviséo simplexial de um L — simplexo € R™*' é impar.

Logo, como a hipotese é valida paran = 1 e, se é valida para “n”, entdo é valida

para “n + 17, tal hipétese vala para todo R! tal que 1 € N.m
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3.10 Teorema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewick (KKM)

Seja S um k —simplexo no R" com vértices Xg, Xq,*,Xk; sejam Cgy, Cy, -+, Cy

fechados contidos em S tal que, para todo x € S, existe j, com x € C; e x; € Carrier(X),

entdio NI, C; # 9.
Demonstracao

Para cada n = 1,2,3,--- determinamos uma divisdo do simplexo como D" = {S;"}
, . A . 1
de S tal que S;" é um simplexo com didmetro menor ou igual a ~.

Se V é um vértice de S;", entéo existe
Cjlv € G

e x; € Carrier(V). Nomeamo-lo V. Esta € uma enumeracao de vertices admissivel.

Pelo Lema de Sperner, existe um simplexo em D", digamos, S", tal que seus
vértices sdo V", V4", -, V"

Ent&o, seja St,S2,---,S" tal que

Voo, Vo2, -+, Vo™ € Co; Vi1, Vi2 o, ™ € Cy; -3 VIO, VY, -, V™ € G

Observa-se que cada C; € compacto, pois o fecho de \/jl,\/jz,~--,\/]-“ € C; esta

contido em S) compacto. Ent&o, le,VjZ,---,Vj“ tem subseqléncia convergente para C;,

por Bolzano-Wierstrass. Logo,

para todo j.m

3.11 Teorema de Brouwer

Seja S um k-simplexo e f:S —> S continua. Entdo, existe x* €S tal que
f(x*) = x*.
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Demonstracéao
Sejax € S e A (X) a coordenada baricéntrica j de x. Entdo,
X = Ag. Xg + -+ + A Xk
Seja
C; = {x € S|N(f(¥)) < A(X)}.
Como A, é continua, entao
N()) — A (x) < 0.

Chamemos A(f(x)) — A; (x) de g; (X). g,(x) € continua, entéo

Ci = {g,"(~=,0}}
é fechado. Considere A tal que
A () # 0.
Se, qualquer que seja j, para todo j, entdo )\J-(f(x)) > A (X). Logo,
No(FO) + -+ + A (FOQ) > A0 + -+ A () =1,

0 que é absurdo.

Ent&o, existe

iA (FC)) < A (0

e x € G; e x; € Carrier(x). Entdo, pelo Teorema KKM, a intersec¢édo de C; ndo é vazia e

x* €n C; # 9. Logo,
N(f(x)) < A (X

para todo j. Mas, se, para algum j', ocorre
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A (F)) < A (),
Entao

)\o(f(X*)) + .-+ )\k(f(X*)) < )\o(X*) + -+ )\k (X) =1,

0 que € um absurdo.

Logo, )\j(f(x*)) = A (X*) e, pela unicidade das coordenadas baricéntricas,

fxX)=x".m
3.12 Teorema Minimax?®
Seja A tal que
aqq -t Qqp
A= : . P,
Am1 ** Amn

25

A partir do desenvolvimento da teoria da probabilidade por Emile Borel, com a publicacdo de seu
‘Treité Du Calcul dés Probilités et de ses Applications’ , afirma Leonard (1992) que aquele autor
comeca a produzir trabalhos sobre a matemética dos jogos em que a vitéria de um jogador esta
diretamente vinculada a oportunidade e a habilidade dos jogadores. Apesar de, conforme Leonard
(2007), este autor mostrar-se descrente da possibilidade de generalizacdo dos postulados possiveis
para jogos, ele estabeleceu o conceito formal de estratégia e investigou a existéncia de uma jogada
Otima para jogos com finitas possibilidades de estratégias e duas pessoas e, apoés, para trés e cinco
pessoas.

Borel, quando sugeriu que um jogo de sete pessoas poderia ter uma demonstracéo da existéncia de
uma jogada 6tima, afirmou que talvez seria possivel construir tal prova para jogos com n pessoas.
Conforme Leonard (1992), o artigo de Borel, ‘On Games that Involve Chance and the Skill of Players’,
publicado originalmente em francés, em 1924, desenvolve profundamente o campo da matematica
dos jogos. Borel é, também, reconhecido pelos seus teoremas sugerirem a solucdo de jogos através
do uso das probabilidades. Consequéncia de tal esforco por parte dos matematicos é esta

demonstracdo do teorema Minimax.
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com
p €A™ '=Cofeq,,e,} S R™ q € A" "= Cofeq, -, e} S R".
Seja, também, K tal que
aqyq ayj a1n
. : : : a4
KB =p.Ad=P1 " Pu).| ay % o "( E )
\ : : : / a,
amq 7 9mj Amn
com
amj
e
Ei) = (ai1 ain).
Seja, ainda,
m
F(p) = minisjsn Z 9. P, = miniSJ'SHCJ"B
i=1
e

n

—

C@ = maxisjsmz aj. g; = MaXigjenli G,

=1

entdo, ocorre que F(p) < C(Q).
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Demonstracéao
Como
m
F(P) = Ccp = ) awPp,
i=1
entao
m m
Aik. pi < z aij. pi
i=1 i=1
e

> (> a0)a DX

j \i=1
Como qu =1, entdo F(p) < K(p,q).

Tem-se, também, que

n

C(@ =Le.G= Z Aek-G; = Z ajj- g,

=1

e, cCom isso

Z C(a).p, = Z aj- ;- P; = K(p, @).

ij
Como sabe-se que Y p, =1, entdo C(q) = K(p,q) e F(p) <K(p,q) < C(q), bem
como F(p) < C(q).

Seja, entao,

V4 = max,c,m-1F(p) < C(q)

para todo q € A", Sabe-se que
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V4 < mingen-1C(Q) = vy,

pois sabemos que se F(p) < v4 e, portanto, ndo existe p € A™" tal que v4 < F(p). Pois,

se

entao haveria

e
V1
( : ) <A'.p,
V1
bem como
1
v1.<§><AT.p
1
e
V1 T<AT.p

0 que é absurdo, pois ndo existe p € A" tal que 0 < AT.p —v1.T. Conclui-se, entéo,

que v4 < Vy.
Seja

Xz{i’e[R{”

izAT.p—v1.T}

XNRY =0,

em que
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R} = {X € R"|X > 0},
e, como X € convexo, entdo deve ser v4 = Vo, pOIS, seja
Xq = AT.p1 — v1.T e Xy, = AT.p2 — v1.T,
entéo
(1= N).x +Ax) = A, ((1 —N.p,+ A p2) — vy 1.
Como

((1 —)\).X»] +)\.X2) =X

((1 —N.p, + A p2) = A™1,

ent&o, pelo Teorema de Mincowski, existe § > 0, tal que q € A", separando X de R1.

Como

paray € RY, entdo

(ATp-vi.7).G=<0

p".A.q—vq.(q,+--+q, ) <0.
Segue disso que
pL.A.§g < vy,
Entéo

K(p, @) < v4



para todo p € A™,
Como sabe-se que
K(e']lq) = L']q < Vi, K(emrq) = Lmq < V4,

entdo v, < C(§) < v4 e v, < vy4. Logo, v, = v4, como comentado anteriormente.

Como
0
m :
F(p) = F(p) = minisjsnzaij-pi = Z a.p, =p A 1 |
=1 :
0
Entdo

F(p) = pT'Aek < pT-AeJ- = K(p' ej)

e,paraq € A",

F®) Y 6 ) pl.A ¢ =plAG

Entado, ocorre que

F(p) < K(p,q)

F(p) = minK(p,q),q € A"

Como

n

n
C(C]) = maXiSjsz ai. q; = ZAIj-qi = Z 8. q;,p € Am_1,
=1 =1

entdo, paralelamente,

C(q) = K(e, @) = maxK(p,q),p € A™".

61



Logo,

max,eam-1(mingean-1K(p, q)) = mingeqn-1(max e m-1K(p, q)).

62
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4 AS DEMONSTRACOES DO MODELO

Neste capitulo sdo apresentadas as demonstracdes formais do modelo de von

Neumann .
Na Secdo 4.1, é apresentada a demonstracdo elementar de Loomis.
Na Secdo 4.2, é apresentada a demonstracao de Nikaido.

Na Secédo 4.3, é apresentada a demonstracdo de von Neumann.
4.1 A Demonstracdo de Loomis

Loomis (1946) mostra que para solucionar o modelo apresentado por von
Neumann, exposto na secdo primeira do primeiro capitulo, ndo era necessario a
utilizacdo de matematica avancada. Conforme Loomis (1946, p. 213, traducdo nossa),
“J. von Neumann apontava a necessidade de uma prova elementar, que fora,
originalmente, provado por ele com o uso do Ponto Fixo de Brouwer”. Tal demonstracao
contraria, principalmente a seguinte afirmacéo colocada em von Neuman (1945-1946, p.
1, traducdo nossa): “a prova matematica somente € possivel por meio da generalizacdo

do Teorema do Ponto-Fixo de Brouwer”.

Loomis mostra que existem § € R, p € A™™1, g € A" tais que

9. Z ajj- qi(t) = Z bj;. q; (1), Vi,
j j

5. ) aypi(® < ) by pi(0), ),
i i

se
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ﬁ-z ajj. pi(t) > z bj;. pi (0),
j j

entdo q;, = 0,
Se
5-2 ajj. q;(D) < z bj;. q; (D),
i i
entao p;, = 0.

Observa-se, primeiramente, que

j j

5. ) apai(®) < ) by qi(0, V]

sempre tem solucéo.

Estabeleca-se a expressao

[4)
p=¢= \11)
0
Temos, entdo 9 tal que
. aj; = by;.

Entdo, para todo i,

922



Escolhemos, entao,

91|91, = max; —.
ai]-

Logo, 9;, e & s&o solucdes de
B= 3-2 aj. pi(t) 2 Z bj;. pi (1), Vi.
j j

Similarmente, seja

()

q=2¢ = | 1-1 |
\o/
uma expressao.
Dela tem-se que
8.aj; < by;.
Entéo, para todo j,
5 <.

Escolhemos, entao,

by
Sm|8m = min; =
ij

Logo, 8y e e, sdo solucdes de

i i

Sejam as expressoes

65



comM=+=@elL#0@.

Estabelece-se, entdo, o lema a seguir, para provar que §,, < 9.

Lema

M = {m|§,, satisfaz 1}

L = {19, satisfaz B},

Sejaumme Meuml€ L. Entédo §,, < 9,.

Demonstracéao

Como

através da expresséao

segundo a expressao

entao

Logo,

8m-qT.A < q".B,
S. z ajj. q; (1) < z bj;. q; (1)
T i

j j

8m-q.Ap<ql.B.p<ql.9.Ap.

8m-q -A.p <9.q". A.p.

66
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Como

ql.A.p = z ajj. q;.p; > O,
pois q # 0 e p # 0, entao existe q; > 0 e p; > 0 tal que §,, < 9;.m

Nota-se disso que 6, € limitado superiormente por 9, para todo 1, bem como 9, é
limitado inferiormente por 6., para todo m. Sejam, pois, 6, 6 = supd;, € 9;, =infJ,
entdo 6, < 9;,. Visto que, para todo m e, para todo 1, 6, < 9; ocorre de &, < 9,.

Logo, 6, < 9.
Lema
Existe q, € A" ! tal que 8my- 2idij-qo; < Xibij. qo;, para todo j.
Demonstracao
Seja &, = 8m,- COmo m, € M, entéo existe g, € A"~ tal que
8m,-dr A <q,".B.

Como A"~! é compacto, entéo existe g, — qo € A""'. Entéo S, = By Qr, | =

qo' €
Sy, - Ar, "A<qr -B=8y,.q0-A<q, .B.m
Lema
Existe p, € A™~! tal que 9,,.Y; aj;. Po; = X bij. Po;, para todo ‘7',
Demonstracao

Seja 9;, — 9;,. Como I, € L, ent&o existe p,, € A" tal que

9)..p.".A=p..B.
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-1 4 = i -1 5 T
Como A™™" € compacto, entao existe p.. — po € A ". Entdo Blcf - 9y, Pe;

po €
Blcf.pCfT.A > pe, B = 9;,.p".A=q,".B. =
Observa-se que, caso existam q, € A" 1 e p, € A™! tais que
SmO.Z ajj. qo; = Z bj;. qo;
i i
e

1910-2 ajj- Po; = z bij. Po;»
j

j
entao &, = 9j,.

Observa-se, também, para tal lema, que existe q,, p, tal que

80. qOT.A = qOT. B

190.A. po = B po.
Entdo, caso exista 9, = 8, q, Py, 0 Modelo € satisfeito.
Teorema

8, =9, vale para q,, po has hipéteses do modelo. Existem §,9 € R, p € A™1,
d € A™1, tais que as hipéteses do modelo apresentadas na secdo 1 do capitulo 1 séo

cumpridas.

Demonstracao

A demonstracgéo é feita por indugéo sobre K = n + m.
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Primeiramente, mostrar-se-a que o resultado é valido para

K=2=n+mn=m=1.

Se
8o =99 = E,
a1
entao
0p-1l.a;; =1.by; =1
e, também,
95.1.a5; = 1.by; =1,
bem como

Também, tem-se que q, = p, = 1 para este caso.

Seguindo, mostrar-se-a que o resultado € valido para K=n+m > -, K—1,-- 2.

Seja, entdo, K+1=n+m+ 1.

Para fazer o raciocinio sobre as restricbes de precos e juros, estabelece-se que,
dada a hipGtese sobre 9, ﬁo-Zjai,--qu=Zjbij-qe,— € valido para i=1,--,n; e
estabelece-se que, dada a mesma hipotese, 9,.Y; ajj- o, >Z,-bi]-.q0]. é valido para

i=n;+1,-,n

Temos, entdo, as submatrizes

dij1 ° Aim
A* — E . 2
dp,;1 " Apgm
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Como
n+m<K-+1,

entdo o resultado é valido paran; + m e §* = 9%, sendo que

6. Z aij. pi* < Z bl] pi*
i

i

j

j
parai=1,-,n;.

Consideremos

analisando tais expressdes como matrizes, temos que

§.pST.A=6pT.A"
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pS".B = pT.B.

Entao,
§.pS".A<pS.B

e 6" = §,. Por outro lado, temos que
j j
para i = 1,---,n. Quando desconsideramos i = n; + 1,---,n, entdo, a hipétese continua

vélida e 9, = 9%, pois 9* & o infimo dos 9, que satisfazem a desigualdade até n; e tem

menos restricbes que 9.
Faz-se a suposicdo de que 9, > 9*.
Seja, entao,
P=0.qp+(1-9).q0<0p<1.

Parai=1,:-,n,, tem-se que

190-2 ajj. (9.qo + (1 —9).q") = (P-ﬁo-z ajj- o, + (1 — (P)-ﬁo-z ajj. g

) ] ]

Entdo, temos que

(p.ﬂo.z ajj. qo; + (1- cp).ﬁo.z aj. q;" > (p.z bi]-.qoj +(1- @).8*.2 ajj. q;"
j j

) )

j j j ) j

Parai=n; + 1,--,n, como tem-se que



190.2 ai]-. qu > Z bl] qoj
j

j

limg_4-(1 — (P)-Z bjj.q;" =0,
j

ocorre que
limy_,4- [80. @. Y; ajj. o, — @. X bj;. qo; — (1 - ). % ai]-.q]-*] = limg,_,4- [ﬁo.cp.zj ajj- qo; —
®.jbij.q0j>0.

Entdo, é possivel escolher ¢ =~ 1 tal que

j j j

Tem-se, entao, que

SO.Z ajj. (q). qo, + (1- q)).q]-*) > BO.Z ajj. qo; > (p.Zbi]-.qu +(1- (p).z bj;. q;"
j j

) )

ﬂo.z ajj- qo; > <p.Zbi]-.q0j + (1 - (p).Z bj.q;" = Zbi]-.q]-.
j j j

j
Entdo temos, para i=1,--,n, que 9. %;a;.q; > Xb;.q;, 0 que contraria
postulado de que 9, é infimo. Entdo 9, = 9* = §,.
O mesmo raciocinio feito para a restricdo sobre precos e juros é feito para

restricio sobre crescimento e intensidade de producdo, finalizando, assim

demonstracao do modelo.m

72
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4.2 A Demonstragcéo de Nikaido

Nikaido (1978), em seu livro ‘Métodos Matematicos Del Analisis Econdmico
Moderno’, fornece-nos uma demonstracao para a existéncia de equilibrio para o0 modelo
de von Neumann utilizando para tal o fato de que o equilibrio € um ponto de sela. Tal
demonstracdo € importante dado o fato de que von Neumann concluiu sua

demonstracao através do uso de ponto fixo.

H&, aqui, também, a interacdo da teoria dos jogos com a economia, visto que 0
teorema Minimax € utilizado correntemente na teoria dos jogos e, aqui serve para
demonstrar a existéncia de crescimento equilibrado na economia. Segundo Nikaido
(1978, p. 253, traducdo nossa), “se viu que a conclusdo mais importante do modelo se
obtinha igualmente com uma demonstracdo mais elementar (concretamente mediante a

aplicacao dos teoremas de separacao)”.
Teorema
Se existe solucdo para o modelo, entdo existe 0, talque 6 =6 =9 = 0.
Demonstracao
Se py > 0, ocorre que
0. Ya5. qo; = Xbij- oi
e, se py, =0, advém o fato de
0. Ya5. qo; > Xbjj- qoi-
Ambas as situacdes implicam que
9. Yajj- qoi- Poj = Xbij- Qoi- Pojs
e, da mesma forma,

8. Y2ajj. qoi- Poj = Xbij- doi- Pojs



para todo i e para todo j.
Tais afirmacgdes implicam que

(1 +9). Xai5. qoi- Poj = X(ajj + bjj). qoi- Poj

(1 + 8).Xaj;. qoi. Poj = %(aij + byj)- doi- Poj-
Como
(ai]- + bij) >0,
ocorre que
¥ (aj; + bij)- oi- Poj»
poisq € AMlepe A1,
Portanto, tem-se que § =9 e, como
(a;; + byj) >0,
sucede que ou
ajj > 0,
ou
b;; > 0,
para todo i e para todo j; tal afirmacéo implica que ou
2.aij- qoi- Poj > 0,
ou

2.bjj- doi- Poj > 0.
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De ambas afirmacdes acima, advémque § >0e 9> 0.m

Considerando o fato de que, tanto q > 0, quanto p > 0 s&o relacbes homogéneas
em p e g, podemos, como no caso de um jogo dado por uma matriz quadrada,

estabelecer a seguinte matriz:
Cw =B—w.A

Sabe-se que esse jogo esta estritamente determinado para qualquer valor de w e

gue ele tem um ponto de sela.

Ent&o, pelo teorema Minimax, existe um q,, € A™"! e um p,, € A""! tais que

T _ : T — i T
q ., Cw-Pw = maxqum-l(mlnpeAn-lq .Cw- p) = mmpeAn-l(maneAm—lq .Cy- p)

q".Cw-Pw < q" ,-Cy-Pw < q",-Cyy. p-
Teorema

Existe qg, pg € 6 solucdo do modelo de von Neuman se e somente se V, o valor
do jogo é tal que V(B) =0 e (qg,pg) € um ponto de sela da funcdo de ganhos,

representada por C,, do jogo anteriormente mencionado.
Demonstracao

Primeiro, mostrar-se-a que existe qg, pg € 6 solucdo do modelo de von Neuman
se V, o valor do jogo é tal que V(8) =0 e (qg,pg) € um ponto de sela da funcdo de

ganhos, representada por C,,.

Caso se faca a leitura em termos matriciais, ter-se-ia, dadas as expressoes

anteriores que, ambos

0. qu. A. Pe < qu. B. Peo,



76
0.q¢".A.Pg = qg" . B.pe,
ocorrem.
Tem-se, entdo a expressao
0.q¢".A.pPg = qg .B.pe,
e, disso, afirma-se que
qe"-(B—6.A).pg = 0 =V(8),
0 que condiz com o teorema.
A patrtir de tal fato, tem-se
8.9T.A< qp'.B,
e, dai, sucede
0.99T.A.p < qg".B.p.

Colhe-se, da expressao imediatamente anterior e da primeira expressdo o
seguinte fato:

0<qp’.(B—6.A).p
e, disso, finalmente, obtém-se
qe . (B—0.A).pg < qp".(B—0.A).p.
Do mesmo fato, extrai-se que
0.A.pg = B.pg
e, com mais razéo, sucede
0.qT.A.pg = q'.B. pe.

Do fato anterior, afirma-se que
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qe . (B—06.A).p=0
e, acrescenta-se o fato de que
qeT.(B—0.A).pg = qgT. (B—6.A).p,
o que finaliza essa primeira parte.

Seguindo, mostrar-se-a que existe qg, pg € 6 solucdo do modelo de von Neuman
somente se V, o valor do jogo é tal que V(8) =0 e (qg,pg) € um ponto de sela da

funcdo de ganhos, representada por C,,.
Sejam w,, w, tais que w; < w,. Acompanha o referido fato a expressao
Cw, =B—wi.A
e a expressao
Cw, = B— w,.A.

Esse fato implica, quando é observada a matriz nas colunas,

2 cij(wz).q; — Z cij(wy).qi = Z(bij — wy.a).q; — Z(bij — wy.a).q; =
i T

i i

Z(bij — W,.3j).qi — Z(bij —w;.35).q; = (wy — W1)-Z ajj. qj-
i 1

i

Como aj; = 0, seja max;;a;; = y > 0. Assim, estabelece-se
Z[Cij(wz) - Cij(Wl)]-qi < (w; — W1)-ZY- qi = (W —wy).Y,
i

visto que Y;q; = 1 e q € A™ 1, Afirma-se, da mesma forma que tal fato ocorre, também,

com p, visto que X;p; =1ep € A"

Desse fato, advém
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Z Z[Cij(wz) - Cij(Wl)]-Qi-pj < (w; — W1)-Y-ZZ qi-pj = (W —wq).y
7 71

e, seguindo, estabelece-se, em notacdo matricial, a partir do fato que as consideraces

acima sao validas para toda matriz,
qT.C(wy).p < qF.C(wy).p + (Wy — wy).Y.
Quando q esta fixado, ocorre
Minyean-1(q". C(W2). p) < minyean-1(qT. C(wy). p) + (wy — wy).y
e, se q varia, tem-se
maxgeam-1[Mingean-1(q". C(w). p)] < maxgeam-1[minyean-1(q". C(wy). p)] + (wy — wy).y.
Sabe-se que

V(wy) < V(wy) + (wy —wy).y

V(wy) = V(wy) < (wp —wy).y

e, como- por outro lado- tem-se que

z[cij (wy) — Cij (wy)].q; = (wy — WZ)'Z ajj. Qi ,

i
ocorre, em notacao matricial, o fato de que
0<q".Cy,.p—q".Cy,.p-
Ainda, estabelece-se
q'.Cy,- P < q".Cyy,.p
e, conclui-se, finalmente, que V(w,) < V(w,).

Como sabemos que
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0 < V(wy) —V(wy) < (wy —wyq).y,

tem-se, portanto, V € continua e ndo-crescente. Infere-se que C(0) = B e estabelece-se
que

V(0) = maxgeam-1(minpean-1[qT. B.p]) = 0.

Dada a expressao

e a expressao

coloca-se, entao,

O
Il
ez R
\__/
m
>
=
A

e, estabelece-se

M M
Ex iy
s 5o
\_/
|
Sim zin
N -1
5 Ry
S
IV
~
- C

bem como, incorre disso que



M —w.L
(B—W.A).)?S( : >
M—-—w.L

e, a partir de tal afirmacé&o, afirma-se ser

M <
L S W
se, e somente se
M—w.L < 0.
MaS, se
M <
L=

entao ocorre que

q".(B—w.A).8 <0,

qe’.C(w).8 < 0.
Como sabe-se que
qe’.C(w).8g <0,
entdo, pelo teorema Minimax, sucede
qo.C(w).Rg < qoT.C(w). &
E, portanto, V(w) < 0 e existe 0, tal que
V() =0

€ solucéo.m
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4.3 A Demonstragédo de von Neumann.

A seguir, é feita a exposicdo da demonstracdo do artigo de 1945 de von
Neumann com uma Gnica modificacdo. E demonstrado em von Neumann (1945-1946) o
lema da interseccao para convexos e compactos quaisquer e, na demonstracdo que
segue, tal lema é demonstrado para simplexos. Isto porque, para 0 modelo de
equilibrio, o lema necessario € estabelecido para simplexos e fora demonstrado, na
secao 11 do capitulo ‘A Matematica Necessaria para as Demonstragdes’, 0 Teorema de

Brouwer para 0 mesmo caso.

A prova estabelecida por von Neumann mostra, primeiramente, que solucdes
para as desigualdades sempre existem e que podem haver varias possibilidades de
vetores de precos e de intensidade de producdo que as satisfacam. Tal prova mostra,

também, que § e ¥ sdo unicamente determinados e que ambos tém o mesmo valor.
Lema
Sejam

§0 = Am-1c R™

T? = A" 1c R™,

Sejam, também, V € SO xT?% W c5°xT° Estabelece-se que V e W sé&o

fechados. Para todo p € S° e para todo g € T?, define-se

Q) ={q €T°|(p.q) €V}

P(q) = {p € S°|(p,q) e W}.

Coloca-se, também, que Q(p) # @ e P(q) # @, assim como eles sdo compactos e

convexos. Entao, VN W +# @.
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Demonstracéao

Dado € > 0 e parap,p’ € R™, define-se
1
W¢ = max (0,1 — 2 llp — p’ll).

Apresentado p € S°, escolhe-se um ¢°(p) € Q(p) qualquer. Entéo, ocorre que

7°() = (:°(P), "+, 3.°(P)) € Q(p) € R™.

A patrtir disso, define-se

q*(p) = (@:°(p), "+, 4.°()) € Q(p) & R™.

Seja a seguinte formula:

JeoWE (0, 0. q;°(p) dp’
JooWeE(p,p") dp’

CIjg(P) =

Através da referida expressédo, pode-se mostrar que:
1. q%(p) €T, istoé, q*:S° — TO;

2. q%(p) é continua;

3. Paracada ¢ > 0, existe ¢, > 0 tal que
I(p.a*@) = V] < o

para cada 0 < € < g, em que a expressdo acima € a distancia do ponto (p,qg(p)) ao

conjunto V.

Da mesma forma que definiu-se a expressao g®(p), define-se p®(q) e mostrar

que, através da expressao

JroVE(a,q)-p:°(@) dq’
JroVE(a,q) dq’

pif(q) =

0S seguintes registros sao validos:
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4. pf(q) € S°,isto é, p:T® — S°;
5. p®(q) é continua;
6. Paracada ¢ > 0, existe g, > 0 tal que

I(a.p?@) -w| <o

para cada 0 < € < &, em que a expressdo acima é a distancia do ponto (q,p%(q)) ao

conjunto W.

Seja, também, f,: S° - $° tal que

fo@) =Py (2,®)).
Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, existe um ponto fixo p,¥ € S°, tal que
fo(0:%) = p.%.
Seja q,(p.?) = q.?, entdo

p(p(‘l*(p) = f(p(p*(p) =p.?

”(q*(p: p*(p) - W” < o,
bem como

Visto que (q.%?,p.?) € S°xT° e, como S° e T° sdo compactos, entdo p.? e q.¢
possuem subseqliéncias convergentes para, por exemplo, p, e g.. Como ||(q.,p.) —
Ww<gpe gxpx—V<g, Ve W sao fechados, além do fato de que a distancia de gxp* a

VxXW ézero,entdop, €Veq, eW.
Logo, pode-se afirmarque VNI # 0.m
Teorema

Para o modelo de von Neumann, § < 9.
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Demonstracéao
Dado o modelo, estabelece-se § tal que

2ibij.pi

1
Lol B e A,
Yiai.p

& =minj_q ...

Entdo obtém-se que

Yibijpi

§ < 2P
i 4ij-Di

, pl (= Am—l

62 al-j.pi < Zbl]pl’v]’
i i

ou seja, em notacdo matricial, §.pT.A < p’.B. Entéo,
5.p7.A.q <p".B.q,
para todo p € A™ ! e paratodo g € A" 1.
Seja, dado o modelo, 9, tal que

Zibij-Pi

-1
,n—'pi (S Am .
Ziaij-Pi

U = maxj_;,...

Entdo, tem-se que

S Zibij-Pi

V22—,
Ziaij-Pi

192 aij.pi = Zbl}pl'v]’
i i

ou seja, em notag&o matricial, 9. A.p = B.p, bem como

9.pT.A.q <p".B.q,
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para todo p € A™ 1 e paratodo g € A" 1.

Portanto, assegura-se que

5.pT.A.q <pT".B.q <9.pT.A.q,

bemcomo § <VI.m
Teorema

Mostrar-se-a, finalmente que § = 9.
Demonstracao

Dado lema da intersecao, sejam

V={pq) €A™t xA"15.p".A.q = p".B.q}

W ={(pq) € A" x A" 19.pT.A.q < pT.B.q},

ambos fechados e nio-vazios, pois as aplicaces (p,q) - pT.A.q e (p,q) = pT.B.q séo

continuas definidas no espago compacto A™"1 x A"~ 1,
Estabelece-se, para todo p € A™ 1,
Q(p) ={qe A" |6.p".A.q=p".B.q}
e, para todo p € A™ 1,
P(q)={p e A™ I9.pT.4.q < p".B.q}.

Como Q(p) e P(q) sao compactos e convexos, bem como nao-vazios, entao,

pelo lema da interseccao, V N W + @.
Seja (q.,p.) € V X W, entdo ocorre que
9.p " Aq <pT.B.g* <6.pT. A q",

bem como o fato de 9 < 6.



Como ja fora mostrado que 9 = §, conclui-se que
9 =6,

resultado final do modelo.m

86
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho centrou-se na apresentacdo do modelo de von Neumann,
nas discussdes que este trouxe, nas demonstracdes do modelo e na matemética
necesséria para tanto. Foi utilizado, para isso, as discussfes de Champernowne e de
Kurz e Salvadori principalmente na primeira parte, a matematica formal na segunda e

os artigos de Loomis, Nikaidd e a demonstracado original de von Neumann na parte final.

A aplicacdo do teorema do ponto fixo de Brouwer e da teoria dos jogos, através
do teorema Minimax, possibilitou a demonstracdo da existéncia de equilibrio para a
economia e a utilizacdo de uma linguagem matematica formal para as ciéncias sociais.
Tal feito possibilitou e a resolucdo de problemas tedricos de grande importancia para a
ciéncia econémica, principalmente para o estudo da microeconomia. Em 1941, Kakutani
generaliza o referido Teorema de Brouwer para correspondéncias das quais se deduz

tanto o teorema Minimax, quanto o lema da intersecgéao.

Decorre disso o livio ‘Theory of Games and Economic Behavior'?®®, de von
Neumann e Morgenstern, onde estdo estabelecidos os fundamentos da teoria dos
jogos. Surgem disso algumas demonstracdes, analogas ao artigo ‘A Model of General
Economic Equilibrium’, de existéncia de equilibrio geral em economia. Morgenstern e
von Neumann, naquele livro, assumem a existéncia de uma fungdo de utilidade
cardinal, e, através da utilizacdo da generalizacdo do teorema do ponto fixo feita por
Kakutani, € demonstrada a existéncia de equilibrio geral para jogos de n-pessoas sem a

necessidade deles terem soma-zero.

A contextualizacdo histérica sobre a demonstracdo de equilibrio é de
fundamental importéncia para a ciéncia econémica. Com tal prova, podemos explicar
precos, quantidades produzidas, salarios entre outros fatores econémicos. Ressalta-se,

convenientemente, que, como von Neumann estava buscando uma forma de

6 Somente nesse trabalho, publicado em 1944, von Neumann apresenta para a economia uma teoria

gue contém uma fungéo de utilidade.
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demonstrar a existéncia de equilibrio, é razoavel conceber que ele tenha utilizado um

modelo arquitetado para ser equilibrado, como o fluxo circular de Schumpeter.

Sobre isso, a discussao sobre qual escola econdmica von Neumann estava de
fato tratando traz o seguinte caso: a matematica formal pode, entdo, ser utilizada
inclusive sob a oOtica da economia classica. Tal uso permite afirmar-se que a
matematica ndo serve para legitimar uma teoria sobre outra que néo a utilize, mas para
fazer a leitura de fatos econdmicos através de outra linguagem: a propria discussao
sobre se 0 modelo é classico, neoclassico, ou Schumpeteriano, manifesta o fato de que
tal linguagem pode ser aplicada em diversos contextos, para diversas problematicas,
nao sobrepondo nenhuma teoria sobre as demais pelo uso da linguagem, mas

elucidando questdes importantes para a ciéncia econdémica.

No final da década de 40, surgem novas abordagens matematicas para a
resolucdo de problemas econdémicos. O surgimento, por exemplo, da programacao
linear?’ municia a economia matemética com novos métodos, como o algoritmo
simplex: a criacdo deste fora estimulada pela criacdo da teoria dos jogos e pelo uso da
matematica formal. O matematico John Nash, segundo Milnor (1998), teve papel
decisivo no final da década de 1940 e no inicio da década de 1950 ao tratar da divisdo
de jogos entre jogos ndo cooperativos e jogos cooperativos. Sobre isso, inclusive
através da utilizacdo do Teorema do Ponto Fixo generalizado por Kakutani, Nash®®
demonstra, através de diversas restricbes, a existéncia de equilibrio em jogos néao
cooperativos, iniciando, assim, o tratamento da teoria dos jogos como esta é estudada

atualmente.

2" Ver Cottle (2006), ‘George B. Dantzig: a legendary life in mathematical programming’.

%8 \er Nash (1950), ‘Equilibrium Points in n-Person’ Games e, Nash (1951), ‘Non-Cooperative Games'.
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