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Resumo

O problema da matéria escura aflige cientistas ha 70 anos. Entre as inimeras
propostas para tentar entender a sua origem, existe os chamados WIMP’s (weak
interacting massive particle).

Neste trabalho vamos estudar um formalismo para descrever particulas de
spin 3/2, com a motivagdo de que a matéria escura possa ser composta por
particulas com tal caracteristica. Com tal formalismo em maos teremos uma
teoria de campo livre para esses férmions vetoriais-espinoriais. Mostraremos que
essa teoria evita o problema de nao causalidade, o qual surgiu quando propuseram
a primeira tentativa em descrever essas particulas relativisticamente. Assim, com
uma teoria consistente a relatividade restrita, podemos utilizar uma das extensoes
do modelo padrao para inserir esse formalismo. A extensao que propusemos para
inserir ¢ chamada de extensao de Stueckelberg. Apresentaremos como funciona
tal extensao e posteriormente discutiremos algumas propostas que podem ser
executadas em um estudo posterior.
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Introducao

As primeiras tentativas de derivar a densidade total de matéria na vizinhanca
do Sol foram feitas em torno da década de 20. Haviam resultados contraditorios,
alguns (Optik [1], Kapteyn [2] e Oort [3]) conclufram que a densidade de matéria
poderia ser explicada com a populacao estelar conhecida enquanto que outros
(Jeans [4]) concluiram que a populagao estelar nao era suficiente para explicar.
Essa suposta matéria que estaria faltando se denomina de matéria escura.

Uma discrepancia muito maior entre a massa dos objetos visiveis e a massa
total dos sistemas estelares foi apresentada 1933 com o trabalho de Zwicky [5].
Ele mediu a velocidade radial das galaxias do aglomerado de Coma e mostrou que
a velocidade orbital era quase dez vezes maior do que o esperado pela soma da
massa de todas as galaxias pertencentes ao aglomerado. Inicialmente nao havia
distingao entre matéria escura local (aquela nas vizinhagas do Sol) e matéria
escura global (aquela mostrada por Zwicky). Essa distin¢do surgiu com o trabalho
de Einasto [6] em 1974. Fazendo um estudo detalhado de modelos galdcticos
Einasto mostrou que esses dois tipos de matéria escura possuiam propriedades e
natureza muito diferentes. De fato a matéria escura local é barionica enquanto
que a matéria escura global tem sido assunto de discussao por muito tempo.

Atualmente, as evidéncias experimentais sugerem fortemente que a matéria
escura global seja nao-barionica. Um canditado para compor essa matéria escura
sao os chamados WIMP’s (weak interaction massive particles). A unica particula
ja presente no modelo padrao que poderia compor a matéria escura sao os neu-
trinos, que apesar de nao possuirem massa no modelo padrao ha extensoes que
implementam massa a eles [8]. Mas esses neutrinos nao sao abundantes sufi-
cientes para compor a parte dominante da matéria escura [9]. Ou seja, qualquer
tentativa de particula candidata a matéria escura vai surgir de alguma extensao
do modelo padrao .

Neste trabalho vamos propor que a matéria escura é composta por particulas
(férmions) de spin 3/2. Para verificarmos experimentalmente essa suposi¢ao pre-
cisamos detectar essas particulas direta ou indiretamente. Isso quer dizer que de-
vemos obter, através de um modelo consistente, secoes de choque de aniquilacao
em particulas do modelo padrao. O problema que surge a vista é que nao ha
uma teoria bem definida que descreva a dinamica de particulas com spin 3/2
interagentes. Vamos apresentar um formalismo para descricao de particulas com
essa caracteristica. Com esse formalismo podemos adicionar a uma extensao do
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modelo padrao que postula um setor escuro de particulas, para posteriormente
poder-se calcular as se¢oes de choque e verificar se o modelo é consistente.



Capitulo 1

Formalismo de
Kirchbach-Napsuciale

1.1 Contextualizacao Histérica

Em 1941, William Rarita e Julian Schwinger propuseram um formalismo para
descrever particulas livres com spin 3/2 [10]. A motivacao para tal proposta foi a
observacao das chamadas particulas ressonantes, como as particulas AT1(1232)
(uuu) ou 2~ (sss). A proposta de Rarita e Schwinger foi escrever uma equagao
de movimento do tipo equacao de Dirac para um campo vetorial-espinorial:

(Z.’YyaV - m)wu :07
Vqu :07
0"y, =0. (1.1)

Onde as duas tltimas relagoes sao vinculos impostos ao campo v, para que
cancele as suas componentes que se propagariam no setor de spin 1/2 (1.14).
Entretanto, em 1969 Giorgio Velo e Daniel Zwanziger mostraram que quando
esse campo livre (de Rarita-Schwinger) interagia com um campo eletromagnético
externo a equagao de movimento possui solugoes nao causais [11]. Especifica-
mente por causa dos vinculos adicionados a equagao de movimento. Desde entao,
houveram propostas para uma descrigao bem sucedida dessas particulas [12] [13]
[14]. Mesmo com essas propostas nao possuimos um formalismo bem definido
para descrever particulas de spin 3/2. Na ultima década surgiu uma proposta
promissora na literatura para a descricao de campos com spin maior que 1 . Seus
autores sao Mariana Kirchbach e Mauro Napsuciale. O formalismo proposto se
baseia em notar que as equacoes de movimento satisfeitas por um campo sao
apenas consequéncia das propriedades das representacoes do grupo de Lorentz
homogéneo escolhido para acomodar o campo e as simetrias discretas que nos
queremos que sejam realizadas nesse espago [15] [16].
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1.2 O Formalismo

Esse formalismo, em principio, serve para descrever qualquer campo com spin
nao nulo. A proposta desse formalismo é definir um operador projecao conve-
niente tal que quando aplicado ao campo, fixe automaticamente a massa e spin
da particula que queremos descrever e ainda cancele os graus de liberdade que
se propagariam nos outros subespacos invariantes do grupo de Poincaré. Apds a
obtencao desse operador projecao podemos obter a equacao de movimento, den-
sidade lagrangiana e o propagador do campo. Utilizando a nocao convencional
de que as particulas sao subespacos invariantes dos operadores Casimir do grupo
de Poincaré, os estados devem satisfazer as seguintes relagoes:

P2 ms) — 2 (mos) (operador momentum), (1.2)
W2 (mes) — —p?s(s + 1)\11(’”’5) (vetor de Pauli-Lubasnki), (1.3)

onde U(™#) denota uma representacao genérica do grupo de Poincaré com massa
m e spin s. A primeira equagao é a equacao de Klein-Gordon frequentemente
referida como mass shell condition (camada de massa), pois essa é a equagao que
fixa a massa da particula. Vamos analisar o procedimento em um caso simples,
onde hé somente dois subespacos invariantes de Poincaré, aquele de spin s e
aquele de spin (s — 1), e a dimensao da representagao irredutivel de Lorentz é
arbitraria.

Propoe-se os operadores projecao covariantes sobre os subespagos de massa
m spin s e massa m spin (s — 1) da seguinte maneira:

. 1 (W? p?
(m;s) - = .
P p) = — 3 <—m2 ts(s—1)— 1) : (1.4)
. 1 /W? p?
(m;s—1) _
P (n) =5, (_m2 +s(s+1)— LM) , (1.5)

onde n é a dimensionalidade da representacao de interesse. Esses operadores
projetam sobre spins bem definidos onde quer que estejam na camada de massa.
Verificamos isso mostrando que esses operadores realmente satisfazem as pro-
priedades que operadores de projecao devem satisfazer aplicados a particulas
satisfazendo a equacao de Klein-Gordon, ou seja:
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2s m? 2
_ rP(m s—1) i _mQ(S — ]')S\I/(m 371)_'_
2s m2

POmss) (p)P s =1 (p)p(ms=1) — (1.8)

Pmss=) (p)yPmss) (p)ums) = @ (1.9)



Capitulo 1. Formalismo de Kirchbach-Napsuciale 7

[P (p) 4 Pms=1) (p)] = <i) <ﬁ2 +s(s + 1):12 1nxn) -

2s m?2
W2 p2
+ (—2—5) (W + 3(3 - 1) 1n><n
[P(m;S) (p) + P(m;sq)(p)} =1, (1.10)
Mostramos assim que a relacao:
Ps) (p)@me) — goms) (1.11)

seleciona somente os graus de liberdade com spin desejado s, cancela a propaga-
¢ao dos que possuem spin (s — 1) e ainda incorpora a fixagdo de massa dada pela
equagao de Klein-Gordon. A expressao (1.11) pode ser reescrita, utilizando-se as
expressoes (A.15) e (1.4), na seguinte forma mais geral:

[~Tapupp” +m2545) U =0, (1.12)
onde:
1
Papw = —5- (Tauw + $(s — 1)0apgu) = 0. (1.13)

A equagao (1.12) é a equacao de movimento para um campo de spin s em
um espaco de representacao arbitrario do grupo de Lorentz quando o grupo de
Poincaré possui somente dois subespagos invariantes.

1.3 Aplicado a um Campo com Spin 3/2

Vamos aplicar o formalismo descrito na secao anterior para um campo de
spin 3/2. O espaco de representacao desse campo é dado pelo produto entre as
representagoes do spinor de Dirac 1, que possui spin 1/2, e o 4-vetor potencial
A, que possui spin 1. Geramos assim o vetor-espinor 1, que ¢é representado pelo
seguinte espaco:

v (e b)e () l) o
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Escrevendo as equagoes (1.4), (1.11) e (1.12) na representagao vetorial-espinorial:

3 1 /W?  3p?
P(m’g (p) = —g (—m2 + Z—L%llmdﬁ) ) (1'15)
1 2 3 2 2
—§ W+ Zp Lisxi6 | — M 1igxi6 wu = 07 (116)
1 0, v 1 2 2 B
—gTapu"p” = 707" +m" ) dap| 7 =0, (1.17)

onde A = (aa) e B = (Bb) com a e § sendo indices do espago-tempo e a e b
indices espinoriais.

Afim de escrever (1.17) devemos calcular Typ,, explicitamente. Na repre-
sentacao vetorial-espinorial os geradores do grupo de Lorentz sao escritos como:

(Mpa)aaﬂb :(M(}U)aﬁ ® ]-ab @ (Mgp)ab & 10457
(MP?)apab =(M{7 )apdab + Gap(MG")ab, (1.18)

onde os geradores na representagao vetorial ( (%, %) ) e espinorial ( (%, O) &) (O, l)
) sao, respectivamente (apéndice C):

(M{7)ap =i (9095 — 9592) e
g ]' loa
(Mg")ap = 5(07)av- (1.19)

O vetor de Pauli-Lubanski em ambas representacoes é escrito como (C.18):

[Wilag = i€rapup” €

1

(Wr)gp = 3 (V507 )0 P (1.20)

E o seu quadrado como:

[Wﬂ af T 2 (gaﬁguu - gaugﬂu) p'p”,

1 14
[wQ] ab Z (U)‘N)ac (gAV)cb pﬂp ?
1
<W wtw- W)ozaﬁb - 5 [GAa,B,u (/750')\1/)(11,
+€ g (V50) ) PP (1.21)

Agora o vetor de Pauli-Lubanski na representacao vetorial-espinorial:
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W) s = (W), @ 1y & (), @ Lag,
(WA)aﬁab (WA)aﬁ 5(117 + Jap (U}A)ab ) (122)

onde seu quadrado é dado por:

V) s = (W2) 5 00+ (W) (W), + (W) - (W) 5
+ Gap (w2)ab' (1.23)

Munido das relagoes (1.21) obtemos:

(W’\Wx)aﬁab = Toapou?''D", (1.24)
com:
1 A
Toapuw = = 2 (9apGuw — Jav9pu) — 1 (7 e (U V)cb
1
- 5 [6)\04,3” (750')\1/)@[) + 6AozBl/ (’750-)\#)ab} : (125)

Substituindo essas relagoes encontradas nesse espaco de representacao na equagao
de movimento geral (1.12), obtemos a equagao de movimento (onde os indices
spinoriais foram suprimidos):

[—Tapup"p” +m’gas| v° =0, (1.26)
onde:
2
Lapur =3 (9asguw = Jav9pn)
1
+ 6 (e)‘aﬁufy‘r’a,\y + e’\aﬁV’ySaM)
1 /\ 1
+ Eo')\ua v9aB — Zguugaﬂ‘ (1'27)
Podemos verificar que o operador K.z = T'ng,,p"p" satisfaz as seguintes
relagoes:

(07

p aB — 07 Kocﬁpﬂ - 07
Y Kos =0, Ko7’ =0. (1.28)
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Substituindo (1.27) em (1.26):

2

1 1
(—p2 + m2) Gap + §p6pa + g (pa76 + pﬁ%u)]?j - g%}ﬂﬂ? ]wﬁ =0. (129>

Entretanto, podemos reescrever a expressao acima da seguinte maneira:

2

(m,) p 3
G (1.30
onde:
% 1 Wgég 3

mostrando que o projetor covariante P(m’%)(p) é o produto do projetor que fixa
3

a massa m com o projetor que seleciona o spin 3/2 Pzﬁ. A partir de (1.28)
verificamos que o vetor-espinor satisfaz:

(p2 - mQ) lba = 07
7a¢a =0,
path™ = 0. (1.32)

Podemos observar que o vetor-espinor satisfaz as mesmas relacoes de vinculos
que as propostas por Rarita-Schwinger (1.1). O que faz sentido, pois precisamos
cancelar a propagagao nos setores de spin 1/2. Entretanto como a equacao de
movimento nao é a mesma, esses vinculos nao farao com que a propagacao se
torne nao-causal.

1.4 O Lagrangiano para Spin 3/2

A densidade lagrangiana que promove a equagao de movimento (1.26) frente
a0 processo variacional é:

1 _ o _
Liree = —3 [(0"0%) T 00 + (0"¢7) Lapu 0] + m* i), (1.33)

onde:
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faﬁuv = 70 (Focﬁ/w)T ’YO €

) =yply’ (1.34)

Utilizando (1.25) podemos mostrar a propriedade:

Loguw = I'gavu- (1.35)

Escrevendo, assim, a densidade lagrangiana em uma forma mais simplificada:
*Cfree = - (au,&a) Faﬁuu (ay,¢ﬁ) + m2¢a¢a- (136)

E reescrevendo da seguinte maneira para mostrar que gera a equacao de movi-
mento:

Efree = - (g;uf U,&a) Faﬁuu (gup pqu)ﬂ) + m2ga5¢_)awﬁ‘ (137)
Calculando as derivadas para mostrar a equacao de movimento:

oL
e
oL

= —g"G""T s B
8(aa¢a) g g afu (ap¢ )’

D, (L) = T 000"V’ = Topup!p"d°. (1.38)

6(&,@5(1)
oL oL
oo (—a@w) -0

[—Tapup"p” +m?gas| v° = 0. (1.39)

2
=m gaﬂ¢67

Assim:

Mostrando que a equacao de movimento provém do principio variacional.

1.5 Campo de Spin 3/2 Interagente

Para encontrar a densidade lagrangiana de interacao basta aplicarmos o principio

local de gauge (apéndice B.2), expandir a derivada covariante e separar o termo
livre do termo de interacao:

L = — (D"9*) Caguw (D*Y7) + m**1h,, (1.40)
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onde a derivada covariante é: D* = 0" — ieA,. Separando em:
L= Lree + Lint, (1.41)
com:
Lint =ie [(0"0) Tagut)” — 0" Tagu (0°0°)] A" — 4 Tagup? AL A",
=eju At — T AFA”. (1.42)
Escrevendo explicitamente a corrente devido ao campo de spin 3/2:

Jn = (0"0) Taput” = P Tapu (0"97) . (1.43)
1.6 Solucoes para Particula Livre

Vamos determinar as solugoes da equacao (1.26). Para tal vamos calcular na
base do produto das representagoes: do 4-vetor de polarizagao € (p, s) e espinores
genéricos de (%, O) @ (O, %) denotados por w(p, o), onde s = +1,0 e 0 = :i:% que
sao as projecoes do momentum angular sobre uma direcao qualquer determinada
previamente (digamos, z). Assim as solugbes sao escritas da seguinte maneira:

VP (z) = wP(p, \)et e, (1.44)
onde o vetor-espinor satisfaz a equacao:
Copud"p w’ (p, ) = m*wa(p, \), (1.45)

onde A denota a projecao do spin 3/2 sobre a componente z. As solugbes sao
construidas a partir do acoplamento entre a representacao vetorial e espinorial
no espaco de momentum utilizando os coeficientes de Clebsch-Gordon do grupo
reduzido ! do grupo de Lorentz, que no caso massivo é SU(2).

w’(p, \) = Z <1, S; %,0 L3 )\> (p, s)w(p, o). (1.46)

]-7_;_7
— 2°2

Assim, os vetores-espinores ficam:

w” (p, ;) =¢’(p,Hw (p, %) >
o) oo
o ) mo ) oo 2).

o (p, _g) — (p, ~L)w (p, —%) | (1.47)

! Grupo reduzido como traducdo do termo em inglés little group
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Segundo [17] os vetores de polarizagao sao :

(p° +m)p*
1 m(p® +m) + p'p*
B _
p,+l)=———7——1| . : , 1.48
(p. +1) V2m(p° +m) | ilm(p® +m) —ip®p*] (148)
pp*
(" +m)p’
p.0) = —— ve, (1.49)
AP = 0+ m) pPp? ’ '
m(p® +m) + (p°)?
(évo +mp
1 m(p’ +m) +p'p”
B _
(p,—1)= ——— . IR 1.50
. ~1) V2m(p° +m) | —ilm®" +m) —ip*p7] (1.50)
3
pp
onde p* = p' + ip?. Estes estados satisfazem a normalizacao:
[eﬁ(pa S)F E/B<p7 3/) = _555’- (151)
No referencial préprio, reduzem-se aos conhecidos autoestados de S? e S.:
(0,1) = i(o, —1,—1,0),
V2
¢’(0,0) = (0,0,0,1),
1
B _ .
€”(0,—1) = —(0,1, —1,0). 1.52
(0,-1) \/5( ) (1.52)
Mas os vinculos (1.28) requerem que:
psw’(p,X) =0, yu’(p,A) = 0. (1.53)

O primeiro vinculo é satisfeito pois pﬁeg (p, s) = 0. Enquanto que o segundo impoe
restricoes nas componetes espinoriais. Resolveremos esse vinculo no referéncial
préprio e depois aplicaremos o operador de boost na representacao espinorial

((3,0) @ (0.3)):

1 p° +m a-p)
Bs(p) = . 1.54
o(p) = s (110 0 (154
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A condigao ysw”(0,\) = 0 implica que os espinores devem satisfazer:

1
fw (0,2 ) =0
v (0.2) <0
1 1
twl0,—= ) —7*w (0,= | =0
v (0.5 ) =% (0.3) =0
_ 1 5 1
Y w(0,§> +”)/ w(O,—§> —0,

Vw (0, —%) —0, (1.55)

onde y* = y! +i72. A forma mais geral de espinor que satisfaz as relacdes acima

é:
a
1 0 1
w(0,5) K w<0,—§)
0

onde a e b sdao parametros complexos arbitrarios. A condicao de normalizacao
requer |a|? + [b|? = 1. Este vinculo permite somente dois espinores w (0, 5) inde-
pendentes na contrucgao do vetor-espinor, conduzindo assim para dois multipletos
de spin-3/2. A saber, esses dois espinores independentes sao dados por dois pares
de escolha aos parametros a e b. A base a = 1,b = 0 que é a base de Dirac e
a base a = 0,0 = 1. Vamos escolher a base de Dirac para trabalhar, mas esta é

apenas uma escolha arbitraria. Nesta base os multipletos sao:

, (1.56)

o 2 O

(=)

1
1 1 0
(1) 2) = ) =
w (0,2)_u(0,2) K
0
0
1 1 1
1) _Z )= N
w (0, 2>_u<0, 2) ol (1.57)
0
0
w® O,1 =0 ,1 = 0 ,
2 2 1
0
0
1 1 0
2 _Z) = ) =
w (0, 2)_1)(0, 2) 0 (1.58)
1
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Aplicando o operador que implementa o boost (1.54)

0
1 1 1 0
w(l) (p7 __> =u (p7 __> = P —t)m ) (159)

" (r2) = (03) = Jare |
w y = = , = = ,
Py D3 2m(p® +m) | P"+m

1 1 1 3

(2) — _ p
w® (p -2 = (p - L) = . 1.60
(p 2) <p 2) 2m(p® +m) 0 ( )

p0+m

Os espinores wM (p, o) estdo normalizados para 1 e os w'®(p, o) para —1 e sendo
mutuamente ortogonais. Os vetores-espinores (1.47) escritos em termos dos es-
pinores (1.59) e (1.60) serao reescritos como U*(p, \) e V#(p, A) respectivamente.
Eles sao normalizados para (—1) e 1 e formam uma base no espago de repre-
sentacao (%, %) ® [(%, 0) &) (0, %)} Entao obtemos as solugoes da equagao (1.45):

VP, A) = eEPTUR(p, \) (1.61)

V(P A) = eEPTVE(p, \) (1.62)

1.7 Causalidade da Equacao de Movimento
Acoplada

O problema do formalismo de Rarita-Schwinger era a propagacao nao causal
que a equacao de movimento possui. Nesta seccao vamos mostrar que o formalis-
mo de Kicrhbach-Napsuciale garante uma propagagao causal para as particulas.

Podemos vizualizar o problema de valor inicial de uma equacao diferencial no
espaco estendido (ou seja, no espaco das varidveis independentes e da fungao em
si) como uma superficie. O operador diferencial atuando nesta superficie faz com
que cada ponto se movimente neste espaco de uma forma caracteristica. Para
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cada ponto da superficie associa-se um cone no qual o ponto esta vinculado para
se mover. Equagoes diferenciais hiperbdlicas possuem a propriedade de que suas
solugoes se propagam com velocidade finita, ou seja, os pontos dessa superficie
possuem uma dinamica interna ao cone de movimento. Em cada ponto também
podemos definir um vetor normal a esta superficie. No nosso caso podemos
chamar de quadri-vetor normal n, jd que a equacao de movimento possui quatro
variaveis independentes. Para mostrar que uma equacao diferencial é hiperbdlica
precisamos mostrar que a componente temporal ny do 4-vetor normal na solugao
do determinante caracteristico nulo é real para todo 3-vetor:

n* = (n°n); n° € R, Vn € R*na equacdo Det(n) = 0. (1.63)

De fato, a equagao de movimento (1.26) quando acoplada minimamente ao campo
eletromagnético nao possui propagacao causal. Entretanto, ha uma saida para
este problema. Todo tensor tem uma forma simétrica e outra antissimétrica dadas
por:

1
Ty = §(Ta6 + Tpa),

1

A

T = §(Taﬁ —T3a)- (1.64)

Percebendo que na contragao de um tensor arbitrario com um tensor simétrico

a sua forma antissimétrica fica livre, podemos alterar a forma antissimétrica de

I'opuv j& que este tensor aparece contraido com p#p”, que ¢ um tensor simétrico.
Seja Ty arbitrario e K,g simétrico:

1
TagK™ =5 (Tag K 4 Top K°7),
1
:§<TaﬁKQB+T5aKﬂa)a

1 (6] (03
:§(Ta5K B Tpo K9,

_Top + Tpa : Lbe pgas,

=TS K. (1.65)

A forma antissimétrica e simétrica de I'yg,,, com respeito aos indices p e v
sao ( (C.19) e (C.20) respectivamente):

1
Féﬁp,l/ - g(Muu>ozﬁ>

2 1
Fgﬁmx =Y9apGuv — 5 (gal/gﬁ,u + ga,ugﬁu) - ggyy7a7,8

1
+5 {Va(9usVu + 9us) + (GuaVu + Gua )8} - (1.66)
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Pelo resultado que apresentamos acima podemos escolher outra forma de
Fﬁﬂw' A forma mais geral que esse tensor pode possuir mantendo a covariancia
de Lorentz é:

. Ouv .
Fgﬁuu =1 {g%gaﬁ + Zg/(ga,ugb’u - gowgﬁu)}

+ ic(QauaﬂV - gauaﬁu) + id(o—augﬁu - Uaugﬁu)
+ ifeaﬂuu’y57 (167)

onde g, ¢, ¢, d e f sdo parametros arbitrarios. Parece que ha infinitas possibili-
dades de teorias de particula livre equivalentes. Entretanto apds o acoplamento
de gauge todas essas diferentes teorias equivalentes se tornarao distinguiveis
por causa dos diferentes valores dos acoplamentos multipolares das particulas
de spin 3/2 com o campo de fétons. Somente uma dessas teorias interagentes
correspondera a realidade. Podemos observar que o Féﬁw que vinhamos uti-
lizando é simplesmente o caso em que os parametros admitem os seguintes valores:
g=¢g =1/3ec=d=f=0.

Vamos entao procurar um féﬁw que satisfaca os requerimentos que estamos
procurando. Vamos assumir por simplicidade que f = 0. Apds, podemos notar
que por hermiticidade ¢ = —d. Nossa forma antissimétrica € escrita, agora, como:

T- . Opv .
PSBMV =—1 {g%gaﬂ + Zg/(gaugﬁu - goa/gﬁu)}

+1ic {(gaugﬁv — Gaw0pu) — (Uozugﬂl' — Oavgppu)} - (1.68)

Observemos que na equacao de movimento hd uma contracao do indice § e o
indice « é livre. Portanto, vamos escrever os tensores que aparecem nela com
o indice @ mais a esquerda possivel e o indice § mais a direita possivel, ja que
o indice 3 aparece contraido com ” na equacao de movimento. Apés algumas
manipulagoes ( (C.22) e (C.26) ), obtemos:

v 1 1 2.
g™ =T gap + 3 (Y — 4ma)ms + 3 (maft — Va2 )5 + sieFas,

e, e
+ YV Fay + g’V“Fua’Vﬁ
- oV
Fﬁﬁ,uuﬂ-uﬂ-y =—1 {g%gaﬂ - eg/Fag} — 2?;€CFO[5
+ tec(ma gt — 7T )ys + iecya (s — Ta7t). (1.69)

Combinando ambos para escrever a nova equacao de movimento que agora é
escrita como:

[Cagum™m — m’gaglt’ =0, onde

T S A
FQB#V = Fa,@,uu + Faﬁm/ (17())
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Explicitamente:

{(7* = m*)gag

| oumtTY 2
—i {g“Tgag —e (g’ —2c+ §) Fag}

1 1
+§(7a¢ - 47Ta)7rﬁ + g(ﬂ-a# - 7&77-2)’76
1 1
+ie (6 — c) Y E o + e (6 — c) %ﬁ“Fﬂ“} VP =0. (1.71)

A préxima consideracao nos permite fixar o parametro c. Para evitar transicoes
5 ¢ 5, ou Pt < v-1 temos que cancelar os termos iev* Fqp € ieya " F,,. Para
tanto temos que escolher ¢ = 1/6. Vamos reescrever a nossa equagao de movi-
mento:

{(7* = m®)gag

. O, THTY 1
—1 {Q”Tgab’ —e <9l + g) Faﬁ}
1 1
+§(’Ya# - 47"04)71-5 + g(ﬂ-aﬁ - 7&77'2)75} Wj = 0. (1'72)

Nos resta apenas dois parametros, g e ¢. O argumento para vincular estes
dois parametros leva em conta o fator giromagnético. Como nao mencionamos
este conceito em nenhum momento no trabalho, vamos fazer um pequeno adendo.

O fator giromagnético é uma constante de proporcionalidade adimensional
entre o momento dipolar magnético e o spin da particula:

e
u= g%S. (1.73)
Um dos sucessos da teoria de Dirac foi a previsao de que o fator giromagnético
do elétron é igual a 2. Na teoria de Proca para spin 1 mostra-se que um ’féton
massivo’ possuiria fator giromagnético g = 1. Esses resultados levaram Belin-
fante a conjecturar que o fator giromagnético para uma particula de spin s fosse
gs = 1/s [18]. Weinberg previu g = 2 para os bésons mediadores da interagao
fraca. Posteriormente a descoberta das particulas W* com spin 1 e g = 2, foram
contraditérias para a conjectura de Belinfante, coborando a previsao de Weinberg
e fazendo com que ele conjecturasse que o fator giromagnético para particulas de
spin arbitrario fosse sempre g = 2.
Seguindo Weinberg, as particulas de spin 3/2 devem possuir fator giromag-
nético g3, = 2. Como queremos um fator giromagnético gs;» = 2 e dado pela
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densidade lagrangiana:

€g3/2 + y
»Cmag =— 2/ ¢Q(Muy>a6¢ﬁFu )
€93/2 7o (- O Y
=- =29 (#9905 = gus900) + %gaﬁ) PP,
. o [ OwTHT
=1g3/2% (MTgag — €Fa5) @/}ﬂ. (1.74)

Vemos a partir deste termo que precisamos de uma contribuicao igualitaria dos
termos espinorial e vetorial. Comparando o termo semelhante da equacao (1.72)
com (1.74), consegue-se isso assumindo que g = ¢’ + 1/3 = g3/2. Desta forma a
equacao de movimento fica dependente somente de um parametro, o fator giro-
magnético:

v
JTHT

) o
{(WQ - mz)gaﬁ — 1g3/2 {”Tga,a - eFaﬂ}
1 1 9 5
_'_5(704# - 477'04)71-6 + g(ﬂ-aﬁ — YaT )75 1/} = 0. (175>

A fixagao deste parametro vai requerir a causalidade. Entretando, antes de
prosseguirmos, notemos que equagoes como (1.75) nao sdo genuinas, pois nem
a componente ¥° do campo e nem a componente temporal do momentum 7°
aparecem. Este comportamento reflete a presenga de vinculos em (1.75). Para
obtermos uma equacao de movimento genuina precisamos obter esses vinculos e
substitui-los de volta em (1.75). Contraindo a equagao (1.75) por v e apds, por
7 podemos obter os vinculos:

1€
VY Gz

(3932 + 2) (va" + i’f’vaﬁﬂa) WP, (1.76)

mim - g = {ie ( _ @) (Fpum" + 7" Fa,) + iegs s Fag

2
—e (B2 4 2) 0 a4 i (B2 - ) 1B o
+ e <(% — é) v (E, " + ﬂ“Fyu)) v - (1.77)

Agora, substituimos ambos vinculos 7 - ¢ e 7 - 1) na equacao (1.75) e possuimos
uma equacao genuina. Precisamos agora calcular o determinante caracteristico
dessa equacao . A obtencao do determinante caracteristico, no nosso caso, se
deve ao seguinte método: devemos substituir os termos de derivadas mais alta
(p*) pelo quadri-vetor n* e depois calcular o determinante na matriz dada pelos
respectivos coeficientes que os acompanham. Encontramos assim:
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D(n, gsj2) =|Mag|
1 1
Mg :n2ga[3 + g(%ﬂ/b — 4ny)Nj + g(noﬂﬁ - 'Yanz)rﬁv

e

w (393/2 + 2) (FMBP}/M + i757uFua> )

1 . 5 3 v g3/2 1 LI
Ng = (ze <§ - 593/2) n'F, —e (T + 6) VY Fpar 1]

1e 93/2 1 v
—+ W (T — g) Y Fyun”Fg. (178)

I's =

Calculando o determinante:

D(n, gsjo) =(n*)" ([rﬁ — 2 (593/1—_2)2 (n-F)?

2
393/2 + 2 2 ~
+k? (—3/2 ) (n . F)2

52 (1Y (=2 (0 Y )
e (B2 (7)o ]

—1—%2 (393/z:+ 2)2 (F ' ﬁ’>2 (n2)2) : (1.79)

onde, (n-F)” = n,F* (n-F) =n, " F-F = F,,F*" ¢k = 2, Utilizando:

T 3m2?”

X

(n-F)?—(n-F)*= —%nQF - F. (1.80)

E para g3/» = 0,2 podemos fatorar n’

partir disso, a seguinte forma:

. O determinante caracteristico toma, a

D(n, gzn = 0,2) = (n*)'5((1 — 2k°F - F)* + (2k°F - F)*)*. (1.81)
Pela condigao Det(n) = 0 (1.63) vemos que n* = 0. Ou seja:
n = £v/n, (1.82)

satisfazendo o requerimento para ser uma equacgao hiperbdlica, e ainda, n* é
um vetor do tipo luz. O fator giromagnético nulo pode ser associado a particulas
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neutras enquanto que gs/» = 2 estd associado a particulas carregadas. Mostramos
assim que nesse formalismo as particulas possuem propagacao causal (dentro do
cone de luz, ja que n* é tipo luz). A forma final do tensor fagw pode ser escrita
como ( (1.67) com as respectivas constantes, g = 2, ¢ =5/3, c=—-d =1/6¢

f=0):

- 2 1

Faﬁul/ =G089 — g (goa/g,é’,u + gaug,BV) - ggwjﬁ)/oﬁﬂ

1
+s 1algvsve + 9us ) + (GuaVu + GuaVv)v8}

) D
—1 {U;wgaﬂ + Zg(gaugﬁu - gavgﬁu)}

1
+ 6 (ga,ugﬁu — 908y — Oandpy + anl/gﬁu) . (183)

1.8 Conclusao

Nesse capitulo apresentamos o formalismo de Kirchbach-Napsuciale que de-
screve particulas de spin 3/2 acopladas minimamente com o campo eletromagnético
e que evita o problema de Velo-Zwanziger (propagacao nao causal das solugoes).
A corrente das particulas de spin 3/2 que deduzimos a partir da densidade la-
grangiana, sera a grandeza de interesse posteriormente quando apresentarmos a
proposta de modelo para a matéria escura.
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Mecanismo de Stueckelberg

2.1 Contextualizacao Histdrica

Ernest Carl Gerlach Stueckelberg foi um fisico e matematico sueco do século
XX. Entre outras contribuicoes, em 1953 ele e Andre Petermann desenvolveram
o grupo de renormalizacao. A contribuicao que utilizaremos é a de um processo
alternativo ao mecanismo de Higgs para descrever bdsons abelianos massivos.
Atualmente, propostas de extensdao do modelo padrao utilizam o mecanismo de
Stueckelberg.

2.2 0O Mecanismo

O mecanismo de Stueckelberg é um método alternativo para descrever um
campo vetorial massivo abeliano sem o processo de quebra espontanea de simetria
e mantendo a invariancia de gauge.

Seja a seguinte densidade lagrangiana que acopla um campo vetorial abeliano
A, com um campo pseudoescalar o

1 1
L= _ZLFWFW ~3 (mA, + 0,0) (mA" + d"o) . (2.1)
Como em (B.22), se somente houvesse o termo A,A" a densidade lagrangiana
nao seria invariante de gauge. Por isso introduz-se o campo sigma, para que com
a transformagao de gauge abaixo a densidade lagrangiana fique invariante mesmo
com o termo de massa do campo vetorial abeliano:

A, = A, +0ue(x) e
o — o —me(x) (2.2)
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Aplicando a transformagao de gauge acima na densidade lagrangiana (2.1)
obtemos (onde o primeiro termo foi mostrado em (B.21) que é invariante de

gauge):

1 1
L= _ZFWFW_ﬁ [m (A + Oue(x)) + 0, (0 — me(x))] %,
x [m (A" + 0%€¢(x)) + 0" (0 — me(x))]
L= _411 WFHV_% [mA, + moue(x) + 0y — moye(z)] X,
x [mA, + mo,e(x) + 0,0 — md,e(x)]
= 1P (mA, + 0y0) (AP 4 0%0) = L. 2.3

Abrindo explicitamente a densidade lagrangiana temos:

1 m? 1
L= _ZFWFW — 7AMA“ — 5(@0)(8"0) —mA,(0"o). (2.4)
O 1ltimo termo nao possui interpretacao no espectro de particulas, portanto o
retiramos escolhendo um gauge apropriado. Essa escolha do gauge é realizada

adicionando-se um termo na densidade lagrangiana (gauge fixing):

1
A densidade lagrangiana apds a escolha do gauge fica:
1 pv m’ w1 i ("
L+ Ly =— ZFWF — 7AMA — 5(@0)(3 o) —mA,(0"0)
1 9 m?
— 50,47 = €0t — (3,40, (2.6)

onde os dois 1ltimos termos se cancelam, pois como eles aparecem dentro de uma
integral (dentro da agao) podemos fazer uma integracao por partes cancelando
ambos e o termo de superficie resulta em zero por causa da condicao de contorno
(como de (B.7) para (B.8)).

Assim nesse gauge temos uma densidade lagrangiana dada por:

1 ,  m? 1 1 9 m?
£/ == _ZFHVFM - 714#14# - 5(3#0)(8“0) - E((?“A“) - 570' . (27)
Ou seja, acoplamos um campo vetorial sem massa A, com um campo pseudo-
escalar o que com a transformacao de gauge (2.2) e a escolha do gauge (2.5) se
desacoplam descrevendo um campo vetorial massivo.
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2.3 Stueckelberg no Modelo Padrao

O modelo padrao é descrito pelo grupo de simetria interna SU(3)¢ x SU(2) 1, X
U(1)y, onde o primeiro setor leva em conta a interagao forte e o produto dos
setores restantes leva em conta a interacao eletrofraca. O termo da densidade la-
grangiana do modelo padrao relevante para nds esté escrito abaixo (setor eletrofraco):

1 1
Lsy = —=F% F _ _B,,B" + g2AZJ§w + QYBMJ}li _ DHCDTD”CI)

TR 4
—V(e'®),  (2.8)

onde os dois primeiros termos representam a energia cinética dos campos Aj e By,
respectivamente. O terceiro termo acopla uma corrente de férmions com os béson
de SU(2) com constante de acoplamento gs, 0 quarto termo acopla uma corrente
de férmions com o béson de U(1) com constante de acoplamento gy enquanto que
os ultimos dois termos sdo a energia cinética do campo de Higgs acoplado (pela
derivada covariante) com os campos de gauge e o potencial, respectivamente.

Na extensao de Stueckelberg do modelo padrao é adicionado um setor escuro
X, resultando em uma estrutura interna dada por SU(3)c x SU(2);, x U(1)y X
U(1)x. Todos os campos abelianos, ou seja, U(1)y da hipercarga e U(1)x sao
acoplados com um campo real pseudo-escalar 0. Assim a densidade lagrangiana
nessa extensao € escrita como:

Lsisv = Lsvr + Ly, (2.9)

onde:
1 1
Lst = _ZCWCW +9xCutx — 2 (Opo + M Cp + M2Bu)2 g (2.10)

onde o primeiro termo ¢ o termo cinético do béson vetorial introduzido, o segundo
termo acopla uma corrente entre férmions e bdsons do setor escuro e o ultimo
termo acopla o campo pseudo-escalar com os abelianos do modelo padrao ( B, ).

2.4 Massa dos Bosons Vetoriais

Analisando para o setor eletrofraco do modelo padrao e o termo adicional de
Stueckelberg, a transformacao de fase em cada grupo de simetria interna é:

Y = X/ _ 6ia(m)-r/2+i)\y(;v)YX SU(Q)L,

1/} _>1/)/ _ 6iAy(x)Y¢ (
¢ N ¢/ _ ei)\x(x)X¢ (

U1y,
Uy, (2.11)
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onde a(x), A\y(z) e Ax(z) sdo fungdes arbitrarias e 7, sdo as matrizes de Pauli,
geradoras do grupo SU(2). Para manter a densidade lagrangiana invariante sob
tal transformacao local, temos que alterar os campos de gauge e o pseudo-escalar
o da seguinte maneira:

1

A, — A, - g—@ua(a:) —axA, SUQ2)L,
2
1

B“ — BN -+ —8”>\y(:c) U(l)y,
9y
1

O’u—>0u+g—8#/\x(l’) U(l)X,
X

o — 0 — My (z) — MiAx(z). (2.12)

E a derivada covariante que aparece no setor de Higgs tem que ser escrita como:

C Ta e . Y
D,=0,+ 192514“ + zgYEB#. (2.13)

O conjunto de transformagoes (2.11) e (2.12) sao as transformagoes de gauge.
Apés a quebra espontanea de simetria no setor eletrofraco SU(2), x U(1)y, ou
seja, escolhendo o valor esperado do vacuo como :

By — \/g (8) , (2.14)

expande-se a densidade lagrangiana (2.9) e mantemos os termos até O(v?). Es-
crevendo os termos relevantes:

1 1
§7°02 [(4)" + ()] + 507 (v By — 92 (o B — 02A")

1
3 (MC, + My B,,) (M,C* + M, B"), (2.15)
onde os termos entre colchetes sao 0s termos de massa dos béson W+ e W~—
(MW = %Ugg). Os termos restantes podem ser reescritos como:

3
1
-3 Z Ve MV, (2.16)

a,b=1
onde V,,, = (C’#, By, AZ)a e a matriz de massa dos bdsons neutros:

M2 MM, 0
Mg, = | MMy M3+ 1g30* —1gy gov? (2.17)

0 — 29y g2v* 195V

s =
o
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Diagonalizando a matriz de massa encontramos os seguintes autovalores:

2 __
M? =0,
2 _1 2772 1 22 1 2,2
ME =5 ¢ MMy + —gyv° + —g5v (2.18)
2 4 4
1
1 1 2 2
£ | (324 02 oot Gt ) - O3 (6 + o)+ 0BY) |

onde o autovalor Mg identificamos como a massa do féton, o autovalor M? com
0 béson Z e o autovalor M? com o bdson Z’, cujos autovetores normalizados sao:

_ M
M M
2.2 1922 2072 .2 1 ’ (2'19)
\/M292 +]\4192]\4193/ ay

g2

2
M) =

1
M2_M2
(M2) =a(M2) | g | (2.20)
g§v274Mi
929y v?

(g3v® — 4ME )M, My
V(G302 — AM3)MZMZ + (g30% — AM3)g(My) + g3g2vig(My)
g(My) =(M3 — M7)>. (2.21)

a(My) =

2.5 Acoplamento com Férmions

Para escrevermos a matriz transformagao de base que diagonaliza a matriz de
massa, parametriza-se a mesma através de:

cos Y cos @ — sinfsin ¢psintyy —sin cos ¢ — sinfsin g cosyy —cosfsin ¢
O = |cosysing +sinfcospsiny —sinysing + sinf cospcosy  cosb cos ¢
—cos 0 sin Y —cos 6 cos sin ¢
(2.22)

Como a matriz de massa M é uma matriz simétrica a matriz de transformacao
O possui a propriedade de ortogonalidade. Os parametros possuem as seguintes
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relagoes:

My
t = —
tan@zg—ycos¢,
g2
tan 0 tan ¢ M3
tangp = an ¢ tan ¢ My,

cos (M2, — M2, (1 + tan?6))’

O termo da densidade lagrangiana que possui as correntes neutras é:

3
Lyc = pALT" + gy BTy + gxCudl = Vil

a=1

3
= Z Euaobajfa

a,b=1

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

T
_ ! / . . 7
onde E,, = (Z s Ly AZ) é o vetor que explicita os campos dos bdsons enquanto
que a corrente de interagao é:

sin Y 2 2 2 1 . -
N (cos’p g3 Jy — g3J5 — 3sin 26 gx gy J%)

+cos (sin ¢ gy Ji + cos ¢ gx J%)

3
N Onf = —\/ggﬂ,;iwzqﬁ (cos?d g3y — g3 Jy — 38in 20 gx gy JX) (2.27)
b=1 —sin (sin ¢ gy Ji + cos ¢ gx J)
__g2gycosd [ TH 1o gx 1
s (g i)
A densidade lagrangiana completa escrita na base diagonalizada é:
1 a aur 1 174 1 14
L=— JFLF" = 1BuB" = 2CC" = D,®'D'd —V (979)
1
- 5 (8#0' + Mlc‘u + MQB“)2
[ sin 1 ]
+ 7! <0052 2 Jb — g2 Il — —sin?2 J”)
I _ g%%—g}%cos% o9y Jy — 955 5 ¢ gxgy Jx _
+ 7, [cos ) (sin ¢ gy Jy 4 cos ¢ gx Ty )]
[ cos 1 . ]
+ 7 <0032 2J8E — g2 I — Zsin2 J“)
Iz _ 72+ g2cosid o 9vJy — 935 5 ¢ gx gy Jx |
+ Z,, [—sin (sin ¢ gy Jy + cos ¢ gx I )]
929y COS @ 9x
+ A7 (J“ + Ji — Ztan J“) 2.28
a I g3 + g3cos’¢ YO gy ¢ Jx (2.28)
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Com a densidade lagrangiana escrita dessa forma podemos vizualizar direta-
mente as interacoes entre os setores.

2.6 Conclusao

Nesse capitulo apresentamos o mecanismo de Stueckelberg para descricao de
campos abelianos vetoriais massivos e a extensao de Stueckelberg do modelo
padrao . Essa extensao sera relevante pois a nossa proposta € adicionar a corrente
de spin 3/2 no setor fermionico escuro da extensao de Stueckelberg.



Capitulo 3

Extensao do Modelo Padrao

3.1 Apresentacao

Agora que apresentamos o formalismo de Kirchbach-Napsuciale e a extensao
do modelo padrao através do mecanismo de Stueckelberg vamos descrever pro-
postas que podem ser executadas posteriormente. Vamos introduzir a corrente
de spin 3/2 (1.43) na corrente escura de Stueckelberg:

1 3
g = g2 g2 (3.1)
onde:
1
J)((Q)” = x7"x (3.2)

é uma corrente devido a férmions de spin 1/2 pertencentes ao setor escuro, e:

J)((%,f = (0"9) Taput)” — ¥ Tagu (8797) (3.3)

é a corrente devido a férmions de spin 3/2.
Expandindo em ondas planas o campo vetorial-espinorial:

Wi@) = SON [l (p)e ™ + i1 (p)e™ | (3.4)
P2
P@) = 3N [T e + 0 (p)e™ | (3.5)

onde U f (p) sdo &~ (particulas de spin-3/2 com momentum p e projecao de spin
) chegando, U (p) sdo &~ saindo, V}(p) sdo £ saindo e V (p) sio £+ chegando
(olhando para um diagrama de Feynman), ou a interpretacao equivalente: onde

cx € o operador de destruicao de férmions de spin A, ci\ é o operador de criacao
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de de férmions de spin A, d; é o operador de criacao de antiférmions de spin A e
dy é o operador de destruicao de antiférmions de spin \.
Agora o nosso lagrangiano (2.10) possui um termo adicional:

1 1 3 1
Lsi = =7CwC™ + axCJ " + gy CL T3 — 5 (940 + MO, + MeB,)* (3.6)

Para obter as expressoes com essa corrente acrescentada, basta fazermos a

redefinigao Ji — J )({%)“ +J )((%)“ nas férmulas do capitulo 2. Na expressao (2.27)
que explicita a interagao entre os campos podemos observar com que setores e de
que forma a corrente de spin 3/2 interage.

Essas particulas interagiriam com os trés bésons vetoriais neutros da extensao
de Stueckelberg. Poderiamos calcular as se¢oes de choque do tipo:

e te st
et +e —q+q (quark e antiquark) (3.7)

para podermos verificar a consisténcia da teoria, jA que as secgoes de choque
para estes decaimentos sao medidas. Poderiamos calcular seccao de choque de
decaimentos das particulas de matéria escura:

[+ fs —et +e,
ERRC)
foy+ 1 —a+a (3.8)

Esses sao os aniquilamentos interessantes, pois é a interacao direta da matéria es-
cura com as particulas do modelo padrao . Os bésons mediadores desses processos
podem ser Z’, Z° e o féton.

3.2 Conclusao

Nesse capitulo final apresentamos a nossa motivacao para estudar o formalis-
mo de Kirchbach-Napscuciale. Adicionar a corrente fermionica do setor escuro
da extensdo de Stueckelberg uma compontente devido a particulas de spin 3/2.
Em um estudo futuro a intencao é calcular as secoes de choque apresentadas
em (3.7) e (3.8). Como o valor das segoes de choque dos processos (3.7) sao
bem conhecidos, podemos verificar a consisténcia da proposta, pois como ha um
novo béson mediador (Z'), para uma mesma ordem em teoria de perturbagao
havera mais diagramas de Feynman que contribuirao para o resultado da secao
de choque. Com o valor das se¢bes de choque dos processos (3.8) poderemos
comparar com valores experimentais estimados da secao de choque que qualquer
particula candidata a matéria escura deve possuir.



Apéndice A

Consideracoes sobre Teoria de
Grupos

A.1 Notacao e Unidades

Aqui revisaremos algumas convencoes adotadas em todo este trabalho. As
componentes da métrica do espago-tempo de Minkowski sao :

1 0 0 O
0 -1 0 0
0 0 0 -1
onde os indices sao u,v =0,1,2,3. A convencao de soma de Einstein:
3
tr, = Z atx,,
n=0
3
g/wAMAV = Z ngAMAV_ (AQ)

pv=0

O sistema de unidades adotado é o sistema natural de unidades. Neste sis-
tema adota-se ¢ = 1 e h = 1. As dimensoes fundamentais nesse sitema sao : a
massa (M), agao (A) e velocidade (V). Diferentemente do SI que sao: massa (M),
comprimento (L) e tempo (T).

No SI temos as seguintes relacoes entre as dimensoes :

A A
L= uv ° T = ik (A.3)

A partir dessas relacoes podemos escrever uma relagao mais geral:

MPLATT = MP~97" ATy —072r, (A.4)
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Mas por definicao, no sistema natural a acao e a velocidade sao adimensionais.
Entao todas as quantidades possuem dimensao de alguma poténcia de M.

Para converter uma expressao escrita no sistema natural para o sistema SI
basta multiplicarmos por & ou ¢ convenientemente para gerar a dimensao daquela
quantidade fisica no SI.

A.2 O Grupo de Lorentz e Poincaré

Irei expor algumas caracteristicas do grupo de Lorentz e do grupo de Poincaré
que foram citadas no trabalho rapidamente. Para uma leitura mais completa
sobre o assunto indico a referéncia [24]. O grupo de Poincaré é o grupo de isome-
trias sobre o espaco-tempo de Minkowski da relatividade restrita. Isso quer dizer
que é o conjunto dos operadores, que atuam neste espaco-tempo, que preser-
vam distancias. Isto inclui translagoes, rotagoes, inversoes (temporal e espacial)
e boosts (transformagoes de Lorentz). O grupo de Lorentz é um subgrupo do
grupo de Poincaré, visto que nao leva em conta as translacoes.

A algebra de Poincaré é:

(M, Mog] = =i (GuaMos — gusMya + gusMua — GuaMyus) , (A.5)
[Ma,é’apu] = —i (guapﬁ - g,uﬁpa) ) (A6)
[Py, pu] = 0. (A.7)

A primeira dessas relagoes é a algebra de Lorentz. O grupo de Lorentz é deter-
minado pela estrutura SO(1, 3).

A.3 Equivaléncia entre a Algebra de Lorentz e
su(2) x su(2)

Podemos reescrever (A.1) através das relagoes:
Mij = ijJk,
onde J; sdo as componentes de momentum angular e K; sdo os boosts (i = 1,2, 3):
i, Jj]
(K Ji) = —ie ) K,
[K;, K] = i€, " Jy. (A.9)

-k
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Definindo os elementos (mudando a base na algebra):

(o + 1K)

5

(S — 1K)
2

A, =

By = (A.10)

verificamos que as relagoes de comutacao se tornam:

[AZ,A]] = —Z.E’-kAk,
[Bi7 B]] = —Z‘E’-kBk,
[4s, By] = 0, (A11)

mostrando que a dlgebra de Lorentz desacopla em duas édlgebras su(2) indepen-
dentes ( su(2) é a algebra do momentum angular da mecanica quantica). Assim
vamos indexar as representacoes irredutiveis do grupo de Lorentz através de sj,
e sg. As representacoes irredutiveis do grupo de Lorentz sao escritas como:

(8L, 5R)- (A.12)

A dimensao dessa representacao é (2sy, + 1)(2sg + 1). Por exemplo, a represen-
tagao vetorial dada por (%, %) possui dimensao 4. Enquando que a representacao
espinorial que pode ser dada por (%, 0) ou (0, %) possui dimensao dois. Assim a
representacao de Dirac que é a soma das representacoes espinoriais acima possui
dimensao 4. A representacao vetorial-espinorial é um produto da representacao
vetorial com a de Dirac, portanto possui dimensao 16.

O vetor de Pauli-Lubanski é definido por:

1
loa
W)\ = §€>\pauMp p/ﬁ‘ (A13)
Entretanto, este é um objeto abstrato, quando represesentamos ele num espaco
vetorial devemos inserir os indices apropriados. Nos indices de uma representacao
arbitraria utilizaremos letras latinas maitusculas. Assim o vetor de Pauli-Lubanski
pode ser escrito como:

1
(Wx)ac = §€Apap(Mpa)Acp“. (A.14)

Sua forma quadratica sera:

1
(WAW ™) ap = Z%ffu(]V—"’U)Acp”eA (M) cp” = Tapup"p’ (A.15)
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Consideracoes sobre Teoria
Quantica de Campos

B.1 Equacao de Movimento

Utilizando o mesmo sucesso da mecanica analitica, uma das formulagoes de
teoria quantica de campos é por meio do principio variacional. Postula-se uma
acao:

S[6,] = / L (6, (x), Bbr()) (B.1)

onde 2 é um volume arbitrario do espaco-tempo de Minkowski. A densidade
lagrangiana £ é funcao apenas dos campos (¢,, r indexa os diferentes campos) e
suas derivadas (0,¢,). A derivada é escrita como:

- (2:9). ®2

Da mesma maneira que na mecanica analitica, vamos utilizar o seguinte pro-
cesso variacional. Uma variagao infinitesimal no campo ¢, em cada ponto do
espago-tempo em que o volume ) esta definido, com a condi¢ao de contorno de
que na superficie I'(2) que delimita 2 nao ha variacao:

¢r(x) = ¢r(x) + 09 (),
d¢p(x) = 0 em I'(Q). (B.3)

Impomos nessa regiao arbitraria que o processo variacional descrito tem que

deixar a acao S estacionaria.

38
06 ()

= 0 através de (B.3). (B.4)
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Vamos calcular explicitamente a relacao que o campo deve satisfazer para esse
Processo ocorrer:

S lr(x) + 09 (z)] = /ﬂdl"lﬁ [0r(x) + 60 (2), 0 (¢r(x) + 60 (2))]. (B.5)

Expandimos a densidade lagrangiana:

oL

0P,

oL
e | B0

Como estamos expandindo em primeira ordem, podemos escrever 0, (0¢,(x)) =

3(0,¢r(z)). Entao:

S¢r(x) + 00 (2)] :/de4 {L£(¢r(2), 0utpr (1)) + 27=06r(2)

oL oL
D, 0¢r(z) + W%(M(m))} . (B.7)

Aplicando uma integracao por partes no ultimo termo:

dS = /de4 {% — 9, (%) } o () + 75@) dsﬁ(g—jmé@(x), (B.8)

onde a integral de superficie é zero pela condicao de contorno do processo varia-
cional. O termo entre chaves é a derivada funcional da acao:

oS oL oL
Sorm) 06, " (0@@)) =0 (B.9)

Encontramos, assim, a equacao de movimento dos campos para uma densidade
lagrangiana L.

45 =500+ 60 - Slo] = [ art{
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B.2 Principio de Gauge

Para um melhor significado do que é o principio de gauge e a sua importancia
nas teorias modernas, explicarei a sua aplicacdo na QED (Quantum Electrody-
namics). A densidade lagrangiana que descreve particulas com spin 1/2 livres,
ou seja, sem interacao com qualquer outra particula é:

51/2 = (W“au —m) 1, (B.10)

onde ) é o espinor de Dirac e 1) = 1'% é o espinor conjugado. A partir do
principio variacional, a equagao de movimento para esse campo ¢ a equacgao de
Dirac:

(p—m)v =0, (B.11)

onde p = id, e para qualquer 4-vetor A,, A é a contracio do mesmo com as
matrizes de Dirac 4#A,. Mas elétrons e pdsitrons interagem entre si e com os
fétons, portanto temos que adicionar um termo na densidade lagrangiana (B.10)
que incorpore esse fato. Mas que termo deveriamos adicionar para implementar
tal interagdo? A resposta estd em forgar a invariancia de (B.10) frente a seguinte
transformacao de fase local sobre o campo de Dirac:

77Z)/_>€ia(a:)¢7
Y — e7@)y), (B.12)

Substituindo a equagao acima em (B.10) temos:

Lijs = Lijp — ¥ (7'Oalx)) 0. (B.13)

Para mantermos a densidade lagrangiana invariante frente essa transformacao
redefinimos a derivada como:

D, = 0, —ieA,, (B.14)
onde o campo introduzido A, se transforma como:
1
A, — A, + E@Moz, (B.15)
ou seja, a nossa nova densidade lagrangiana é:

L= QZ (i’V#Du - m) Y,
L= § (78, — m) Y + e A, (B.16)
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Aplicando, agora, conjuntamente as transformacoes (B.12) e (B.15) temos:
ToP . 1o’ —i, ), 1 1o’
r— (e—za¢) (iv*0,, — m) (e w) +e (e w) (A + E(%Oz) (e 1/1) . (B.17)

onde o primeiro termo pela equagao (B.13) é facilmente escrito e o segundo termo
utilizamos (B.15):

L= (iv"0, —m) Y — b (da) ¥ + ep Ay + ¢ (o) ¥ = L. (B.18)

Agora a nossa densidade lagrangiana é dita invariante local de gauge, onde a
aplicacdo conjunta das transformagoes (B.13) e (B.15) s@o chamadas de trans-
formacoes de gauge e o campo inserido A, é o campo de gauge.

Verifica-se que este termo adicional que surge impondo a invariacia de gauge
¢é exatamente o termo que implementa a interacao dos elétrons e podsitrons com os
fotons. E o mesmo resultado é aplicado a teoria eletrofraca e a teoria da interagao
forte, ou seja, imponto a invariancia de gauge local sobre os campos de matéria
surge o termo de interacao correto para descrever as forcas fundamentais.

Entretanto nos resta escrever o termo livre do campo de gauge que é somente
cinético pois os fotons nao possuem massa. Esse termo é dado pela contracao
do tensor eletromagnético F* = OFAY — 0V A*. Obtemos entao a densidade
lagrangiana da QED:

1 _
— j224 ) -
‘CQED - _4_1 ;WF + ¢ (Z’Y au - m) w + J Au )
\ ; ~ ~~ - S~
g . termo cinético e de massa dos férmions  termo de interagao
termo cinético dos fétons
(B.19)

onde j* = eyy*) é a corrente de férmions. Com a finalidade de fazer um calculo
completo vamos verificar que o termo cinético do campo de gauge é invariante
frente a transformagao (B.15):

Fl’WF’“” = [(% (AZ, + é@,,a) -0, (Au + é@ua)} X

o* A“—i—la”a -0 A“—i—la“a . B.20
)z (eaie)) o

O primeiro termo de cada parénteses gera a contragao anterior a transformacao.
Entao:
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1 1
Fl F'™ = F* 4 —(9,0,0)0" A% 4 =(0,0,0)(9"0 )

- é(ayamaw - 6—12@3#@)(5#%)

- é(auaya)amu - e%(@,ﬁ,,a)(@”@“a)

1 1
+ E(ayﬁﬂa)a”A“ + g(ayaﬂa)@”@“a)
=F,, F". (B.21)

B.3 Quebra Espontanea de Simetria e
Mecanismo de Higgs

Irei ilustrar um exemplo razoavelmente simples para tentar explicar a nogao e
a importancia da quebra expontanea de simetria. Primeiro vamos verificar que se
inserfsemos um termo de massa %mQAHA“ para o féton na densidade lagrangiana
da QED, este termo nao seria invariante de gauge:
1

1, ., 1 1
§m2AMAM :§m2 (AN + gauOé> (AM + E(?“Oz)

1 1 1 1
§m2 [AMA” + EAuaMO‘ + g@uaA“ + gauaﬁua}
1
%imQAMA”. (B.22)

Mas por queé seria relevante adicionar um termo de massa ao campo que des-
creve os fétons? O campo de gauge A, que descreve os fétons é um campo
vetorial, ou seja, carrega spin 1. Apesar do fé6ton nao possuir massa, nés co-
nhecemos particulas vetoriais que possuem massa. Os bésons W+, W~ e Z° O
mesmo acontece com essas particulas, quando no respectivo lagrangiano tenta-se
adicionar um termo de massa a mao. Como fazer para gerarmos massa para estes
bésons? Vamos analisar o grupo de simetria U(1). Vamos supor que estejamos
trabalhando com uma densidade lagrangiana do tipo:

L=T-V=(0,0)(0"¢) — (1’8 ¢+ \(¢"0)") (B.23)

onde ¢ = (¢1+igs)/ v/2 é um campo escalar complexo e A é um nimero real pos-
itivo. Se considerarmos 2 positivo o potencial terd a forma de um paraboléide,
e portanto possuird somente um minimo, ou seja, somente um estado fundamen-
tal. Entretanto se considerarmos que p? é negativo, a forma do potencial serd da
forma que esta representado na figura abaixo:
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Vig)
A

Circle of minima
radius v

Fig. B.1: Forma do potencial quando p? < 0

Observamos agora que nesta configuracio, ou reinterpretacao do termo p?, o
potencial passa a ter infinitos pontos de minimo, ou seja, infinitos estados fun-
damentais. Podemos reescrever a densidade lagrangiana em termos dos campos
reais ¢ e ¢s:

1 1 1 1
L= §(au¢1)(5“¢1) + §(au¢2)(a“¢2) - §M2(¢% +¢3) — 1/\(¢% +¢3)°.  (B.24)
Aquele circulo de minimos pode ser parametrizado por ¢? + ¢3 = v?. O valor
desses minimos é:

2

L

1 1
o 2+§/\02:0—>v2 = -7 (B.25)

o) 2"
Os métodos perturbativos realizados envolvem expansoes em torno de um ponto

de minimo cldssico. Escolhemos arbitrariamente o estado fundamental como
¢1 = v e ¢ = 0. Adicionando um termo perturbativo em ¢(z) temos:

do = % o+ n(x) + i€(2)]. (B.26)

Substituindo a expansao perturbativa acima na densidade lagrangiana e man-
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tendo termos até segunda ordem nos campos:
1 1
£ = S@m)(@n) + (0L + 1 + const + O(") +OE). (B27)

Observamos que o terceiro termo possui estrutura de um termo de massa para
um campo 17, (—%m%rﬁ) onde m, = y/—2u%. Recaptulando, partimos de uma
densidade lagrangiana (B.23) que possuia apenas um estado fundamental. E apds
a reinterpretacao do sinal de p? nos deparamos com uma infinidade de estados
fundamentais. De todos esses estados fundamentais possiveis escolhemos somente
um para fazer teoria de perturbacao e por isso dizemos que houve uma quebra
espontanea de simetria, pois a simetria angular representada pelo circulo da figura
nao estd manifesta na densidade lagrangiana (B.27). Observando a dire¢ao dos
campos £ e n na figura, percebemos que o campo que percebeu uma diferenca
no potencial durante a perturbacao , ou seja, a direcao de ¢y, é aquele que se
tornou massivo. Enquanto que o outro campo, na dire¢do perpendicular (¢2)
ficou sem massa. O campo £ é chamado de béson de Goldstone. E resultado do
teorema de Goldstone. O teorema diz que: ”Um campo escalar sem massa sempre
aparecera quando uma simetria continua de um sistema fisico é ” espontaneamente
quebrada” (ou seja, ndo aparente no estado fundamental)”.

Vamos, agora, aplicar a quebra espontanea de simetria em uma simetria local
de gauge. Consideraremos o caso mais simples do grupo U(1). A densidade
lagrangiana que proporemos é muito similar aquela da QED:

L= (D"0)"(Dyd) — 176°6 ~ A'6P — Fub™, (B2

onde consideramos agora, um campo escalar complexo e a transformacao de gauge
é:
¢ — 6io¢(x)¢
)
¢* N e—za(:c)¢*’
A A L
w7 Ay + gauOé. <B29)
A derivada covariante ¢ a mesma considerada anteriormente D, = 0, — ieA,.
Como no caso anterior, vamos interpretar pu? < 0 para gerar massa pela quebra
espontanea de simetria. Escolhendo o mesmo estado fundamental, entre os in-

finitos disponiveis, que o de anteriormente e fazendo uma perturbacao (B.26),
obtemos:

£ =5 (B0)D") + 5(Oun) (@) — AP + S, A

1
—evA, 0" — ZFWFW + termos de ordem superior. (B.30)
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A partir de £, o espectro de particulas é um béson de Goldstone £, um campo
escalar massivo 7 e o mais crucial, um campo vetorial massivo A,. Obtemos,
respectivamente:

me =0, m,=V2\? my=ev. (B.31)

Apesar de termos conseguido gerar massa para o campo vetorial o bdson de
Goldstone continua presente. Mas olhando com cuidado, percebemos um termo
cruzado dos campos na densidade lagrangiana £'. H4 um termo A,0*¢. A
apari¢ao desde termo nos sugere para tomar cuidado na interpretacao do espec-
tro de particulas dessa densidade lagrangiana. Na verdade, quando tornamos o
campo vetorial massivo, nds acrescentamos um grau de liberdade. Um grau de
liberdade longitudinal, que antes nao estava presente. Acontece que o bdson de
Goldstone nao aparece como uma particula fisica independente, mas sim como
esse grau de liberdade criado por tornar o campo vetorial massivo. E o termo
A,0"¢ pode ser retirado da densidade lagrangiana escolhendo uma forma parti-
cular de gauge. Percebendo que até segunda ordem nos campos a relagao abaixo
¢é verdadeira:

L vt i) ~ (v 4 )il (B.32)

"7 V2

escolhemos o gauge a(x) = 0(z)/v e assim temos a transformacao:

1 .
(v+ h(x))e’g(x)/“,

% —_

Po 7
1

Ay = Ayt —0,0. (B.33)

Substituindo as relagoes acima na densidade lagrangiana (B.28) e expandindo
com o estado fundamental ¢, acima:

1 1 1
L' =5(0h)(0"h) = NPh? + S Ay A — F F* — hoh®
1

1
4/\h4 + éeZA”A“ff + ve? A, A*h + ordem mais alta, (B.34)

onde percebemos que o béson de Goldstone nao esta mais presente. Essa densi-
dade lagrangiana descreve, portanto, um campo vetorial massivo A, e um campo
escalar massivo h chamado de campo de Higgs. E esse é o mecanismo de Higgs.
Quando a quebra espontanea de simetria é aplicada em um grupo de simetria
de gauge o boson de Goldstone se transforma no grau de liberdade acrescentado
pela polarizacao logitudinal do campo vetorial e este campo escalar massivo é o
campo de Higgs.



Apéndice C

Relacoes Importantes

C.1 DMatrizes de Dirac

As matrizes gama (ou matrizes de Dirac) sdo uma representagao 4-dimensional
da algebra de Clifford. Ou seja, sao matrizes 4 x 4 que satisfazem a relacao de
anticomutagao :

{777} = 29" Laxa, (C.1)

onde anticomutador é definido como {A, B} = AB+ BA. Uma das representagoes
4-dimensional é a chamada de Dirac-Pauli, onde as matrizes sao escritas explici-
tamente como:

10 0 0 0 0 0 1
o o1 0 o o 0 10
T710 0 -1 T T 1o —100|
00 0 -1 1 0 00
0 00 —i 0 01 0
, |0 o0 o0 , o 00 -1
T=1o io0o ol 7T Tl=100 o0 (C2)
i 00 0 0 10 0

Matrizes satisfazendo a relagao (C.1) surgem naturalmente quando se constréi
uma teoria quantica relativistica para o elétron, por isso elas aparecem na des-
crigdo de campos com spin 1/2. Algumas relagdes utilizadas que elas satisfazem
sao:

Wy = 4 Ly, (C.3)

WYY = =294, (C.4)
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WYY = 49* 1, (C.5)

Y =iyt = i, ExurnY VY YT = s, (C.6)
{1 =0, 0" =0, (C.7)

Yo = G- (C.8)

A matriz que aparece quando escrevemos os geradores de Lorentz na repre-
sentacao espinorial é dada por:

i
ot = 5[7",7”]- (C.9)

A contracao de um indice do tensor completamente antissimétrico no espaco
de Minkowski é:

€uvap€ Tt = — 535;52 + 5;525% + 55535/73 - 535[353 - 5;5255 6%&5; , (C.10)
onde €,,43 ¢ definidor por:

+lsepu=0,v=1a =2 =3 ou permutacao par
€wag = § —1lsep=1,v=0a =2, =3 ou permutacao par (C.11)

0 qualquer outra possibilidade

C.2 Relacoes Importantes e Algumas
Demonstracoes

Relacoes importantes utilizadas para a demonstragao de expressoes:

A 7’ Z A
OO 25[7/\7 7#]5[7 771/]

1

== 700 — ) (P — 1)
1

=— ;l(%mA Yo = WYY =V Y Ve + Y YY)

—— —— ~~~ ~——
(C.4) (C.5) (C.3) (C.4)

1

- - 4_1«_2)7#71/ - 4guu - 4'7/171/ + <_2)'Y;f)’z/)

=2V, + G- (C.12)
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Contragao do tensor de spin:

7o = (5171) (5bm201)

1 v v
=- Z(v“v — YY) VY — YY)

1 12 v 12 12
=— Z(V“’Y Yu Yo = VY% Y =V VN F YN )
(C4) C3) (C.3) (C.4)

1 ) )
== (27" = "y = 29" + (=2)7")
4!

Observando a definigdo do vetor de Pauli-Lubanski (A.13) e a sua repre-
sentacao espinorial (1.20) podemos construir a seguinte relagao:

i

e a5“75a)\1, =—_ 56)\ aﬁue,\gwa&”
i A i 5
=— 56 aBu (6,\5wu§[7 ,7w]>
mesmo qu:em (C.17)
i :
= — 56)\ OCBM (GA(SWVZP)/(SP)/W)
)\ 1

5 A
€ apuY Oxv =§9u§€xaﬁu€ wg%%-

Vamos trocar os indices para utilizar a (C.10). Trocas: A — p, p — 5, B — «,
a—=Vvi—oYW—oTeV = w.

1

5
e vap Tpw = igwf Cuvap e Yy VT

(C.10)

1 T T T
— — S0t [535aag + 678507 + 655167

— 878305 — 670305 — 855257 | e

1
= § [gwﬁfyvfya + Guwa VBV + Gur Va3
— JuaVB — Juv VBV — gw,BVQVV]

1 1 1

=§gw/3[%“ /ijI + égwa h/m 'Vﬁ] + §gwu[767 ’704}' (014)
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Calculando explicitamente a relagao que surge na expressao acima:

V8, Ya) =9 | V8V — Va8
—~—

(C.1)
=0Guv ((2gaﬂ - /70/7/6) - 70/76)
=29, (Jas — VaV8) - (C.15)

Escrevendo o vetor de Pauli-Lubanski na representagao espinorial:

1 (0% 4
W,\ :§€Aagy (Msﬁ)p
——"

(1.19)

1 1 AN
=—€xapy | =0
9 Aaf 9 p
1/1
25 (EEACMBVO-O‘B> py' (016)
—_——

=T\

Vamos fazer uma conta particular explicita, com o objeto definido T),:

1
JAVT)\I/ =— €xapy O_)\Vo_aﬁ
2~
T5ta
1 Av __af

=—€xpaB0’ O
2 B

~yewas (30727) (35%71)

_12 AV v A t a B
=55vas(1 = 27 77) (2[7 7]
KW
711 AV AV [ o B
—22 ExvapY Y Evxas YV Y (2[7 , Y ])
5

L lenas?™” + enarr™] (5177

29 vaf vaf 2 )

1 c AV i a B
256)\1/045 (Z’)/ Y ) 5[7 Y ]

————
mesmo procedimento
1

—senan (177) (1°7°)
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>

1
oM Ty, = — 5 (exvasy V" 7*Y")

Voltando agora, para a expressao (C.16):

U v
(w)\)ab - 5 (750->\V)abp

Encontrando I'jg,,:

1
A
Faﬁp,u 25 Fa,@;w - Faﬁyu

(1.27) (1.27)

1 (2 1
25 {g (gozﬁg;w - gocugﬁu) + 6 (EAa,BM’ySO-)\V + 6>\a6y750->\u)
1 1

A
+ EO-A}LO- v9aB — ngugozﬁ

2 1
- g <gaﬁg/‘*l’ - gaugﬁ’/) - 6 (EAaﬁljﬁYSO—)\M =+ 6)\01/3“750)\1/)
1

1 A
- EO—)\VO— ugaﬁ + Zguugaﬁ}

2 A A
g (gaug,é’l/ - gaugﬁ,u) + E Oxu0 ), — OO0 1 Gap
\W_/ H/_/
(C.12) (C.12)

1

3 24
1 1
=5 (Gan9pr — Jow9pu) + 5[ Vus Wl Gas

3 12
|

(C.9)
1 1

:g (ga,u,gﬁy - gocygﬁu) - go-uygaﬁ

1
=3 (gaugﬁu - gaugﬁu) + 5 (27;/71/ + 9w — 2% — g/w) Jap

(C.17)

(C.18)
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il 1
ap =~ 5 |1 Yangy — Gavgsu) + Gap 50w

(1:19) (1.19)

= — (M) apab- (C.19)

Agora o Fgﬁwz

1
Fg v A F(x I/+F0¢ v
Bu 2 B Bru

(1.27) (1.27)

2 1
{g (gozﬁg;w - gaugﬁu) + 6 <€>\aﬁu’)/50',\y + EAOCBV’}/SO')\M)
L 1

00 af — FTYurYa

12 A0 pY9ap 49# Gap

2 1
+ g (gaﬁgw/ - ga,ug,b’u) + 6 (6)\0461/750)\/1 + 6)\04,8;175a>\1/)
1

1
A
+ Eo')\ug ugaﬁ - Zg,uugaﬁ}

1
2

4 2

1 1
25 {ggaﬂgm/ - § (gaugﬁ,u + gaugﬁu) + g (EAaﬁﬂf}ﬁU/\u + 6/\04/81/750')\;;)

1 1
+ — (0Au0, 9o + A0 Ga8) — = JapGuw
12 2

5 1

:ngaﬁguu - g (gaugﬁu + gaugﬁu)

A 5 A 5
+ € apu O T € 48,7 0

(C14) (C14)

(SN

A A
+ ﬂ o0 ), + o0 M Jop

——
(C.12) (C.12)
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5) 1
S _
Faﬂ;w _Egaﬁguu - g (gaugﬁu + gaugﬁu)
2 (S5 70) = 390l = 3galrn
6 2guu V8 Ve 291/,8 Vs> Ve 291/04 Y8 T
2 Sg 15 790] = 3905000 Ye) = 3Gl
6 29#:/ V85 Va 2guﬁ Ty Yo 29ua VB Vv
1
+ ﬂ (2’7;1711 + Guv + Q’YV’YM + guu) Japs-
Utilizando (C.15) em todos os comutadores:
5 1
S
Faﬁuu :Ega,@guu - 5 (goa/gﬁu + gaugﬁl/)
1
+ 5 9 (9as = 7a78) = 908 (Yo = Yalu)
— Gva (guﬂ - ’V}LVﬁ) + Guv (gaﬂ - 7&75)
= 9u8 (av — YaW) = Gua (98 — YuV8)}
1
+ ﬂ 2 {7}“ 71/} +2guu Jap
——
(C.1)
5 1
_Egaﬂgw/ 3 (gavgﬁu + gaugﬁu)
1
t5 129,908 = 290 V8 — 2 (9w 9 + Jougsy)
T9v8YeYu + GuaVu VB T JusVa Vv + GuaVvVB
1
+ 57 49 + 29u0) gas
5 1 1 1
Egaﬁguu - g (gaugﬁu + gaugﬂu) + gguugaﬁ - gguu7a76
1
= 5 (9av95u + Jangsv)
1
+ 6 {Va(gl/b")/u + gu,é’%/) + (guo/)/,u + guoﬁl/)’ﬂi}
1
+ Zg/wgaﬂ
2 1
=G089 — g (gaugﬁ,u + gaugﬂu) - ggmf}/o/‘)/ﬁ
1
+ 6 {’Va (.91/6711 + guﬁ’yl/) + (guoﬂ/u + guoc/yy)fYB} . (020)

[7Ta, Wﬁ] = i@FaB

(C.21)
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Agora, contraido com as derivadas covariantes e deixando « a esquerda e § a
direita:

, 2 1

Fgﬁﬂyﬂ-y”ﬁ” =0agT" — g TaTg + Tl | — gfyoé,>/ﬂ7r2
(C.21)

1

Z H v o v

+ G | JeuT™ s + Yo Yo T +Yu V3 T T, +Y0 V0T
(C.21) (C.21)

2 ) 1 1
:ga5ﬂ2 —3 (2mams +ieFpy) — g%ﬁﬂﬂQ + 3 {Vams
+ %ﬁy(ieFﬁ” + 'mg) + v y(ieFR, + mamt) + %Wgwoﬂr”}

4 2

. 1 1
:gagﬂ2 — §7Ta7'(‘5 — gznga — g’}/a’}/ﬁﬂ'Q + 6 {Vaitms

+ ieYa Y Fs” + ot ms + ien s Fly + 1sTam™ + 18T }
2 1 1

4 )
=T — 37aTs + gzeFaﬂ — §’Ya7ﬁ772 + g%ﬂ)“”ﬁ

e L, e 1
EVO/YI/Fﬁ + gVMfVBFua + gﬂ-aﬁf}/ﬁ

1 1 2.
:7r29a5 + g(%ﬁf — 4w, + g(ﬁaﬂ’ — 7a7r2)75 + gzeFag
1€

6

+

Y e
+ =77 Fou + =7 Fualp: (C22)

6

Algumas contas explicitas para o proximo célculo:

i

O')\VAV :2

[’7)\7 IYV]AV

Z‘ 1%
=5 | = A
~——
(C.1)
1
25 (2’7>\’7V - 2gu)\) A"
:Z<*}/)\A — A)\), (023)

F v =[ma, ™)y,
=(mamt — T8 ) Y,

=Toft — {Ta, (C.24)
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7
F Fog, :§Fa #[757 7#]

i
=5Fa " (V8% = Mus)

i
=5 | £ “ ey —Fy Fyuvs
~—~
(C.1)

i
= (B "(298, — v v8) — Fo ")

2
=1 (Faﬁ - Fa #/7#7,8> ; (C25)
Antissimétrico:
pAww ot .
o™ T =1 ngaﬂ +19 (Waﬂﬁ - ﬂ-ﬂﬂ-a>

(C.21)

+icQ 03, T — 0p, Ty =00, T T3 4 Oy Tam”
(C.21) (C.21)
. oI
= — 29—2
— oguieF", + momh) — O + O (ieFy” + m'ms) }
_ Z,gO'wﬂT“’/TV
B 2
—03u Mo — oo, g + ieaa,,Fﬁ” + Ua,/]TV?Tg}
opmhTY
2

—ie F Pon — po_ u
e B tog, —maog, " — oo,
~—

Gop +ieg Fop + ic{mam’os,

Gop +1€g Fop + ic{mon’og, — icos, F*",

=+1ig Gop + i€g' Fop + ic{maop,m™

(C.25)

+ie FB“UW 00,5

(C.25)

oyt
-

—ec{i(Fag — F "vu8)
+1 (Fﬂa — Fy #7#%!)}

Jap + ieg,Faﬁ
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n v
A w_v __ . Oy T
Faﬁww I —29—2

Gap + ieg/Fa,B
+ tec Fa “’7,/75 + Fﬁ M’Y;/Yoe
——

(C.1)

oy
YT

+ tec (’)/MFQM’}//B + FB “(Q.Q;wc - /7@7#))
. oI
= 19—2

+ tec <_’YNF;LO/VB + 2Fﬁa — g M,YO!,YM)

o oyTHTY
=—i (g”—gag - eg’Fa,a>

Jap + ieg,FaB

Gap + ieg/Faﬁ

2
- Qiecpaﬁ — iec PYuFua g — 1eCYa fquﬁM
N—— ~—~—
(C.24) (C.24)
) o, THTY
= — (guTgaB — eg/Fa,3>

— 2iecF g +iec(n®ft — #7%)ys + iecya (fn’ — 7°%)

oV
=—1 {g%gaﬁ - eg’Fag} — 2iecF,p

+iec(mo gt — 77a)Vs + tecya (s — maT). (C.26)

Vamos reescrever (1.75) da seguinte maneira para inserirmos os vinculos (ja
substituindo 7 — n*):

(2005 + 51t = 0005 + 30 = 201005 )

[ .
+ (_593/20uygaﬁ + Z@Faﬁ) ¢6 — m%/)a =0. (027)

O termo relevante para o cédlculo do determinante é o que pertence a primeira
linha da expressao acima. Apds encontrarmos os vinculos (1.76) e (1.77) sub-
stituimos de volta na equacao (1.75), chamemos agora (7 -¢)z = Nge (v-9)z =
I's. Vamos mostrar que chegamos em (1.78). O tensor M,z ja estda na forma
correta, e I's também, pois é apenas o vinculo (7 - ).

1 1
Mag = n29a5 + g(’)/a?/i — 4na)N5 + g(noﬂﬁ — ’Y(XTZQ)Fﬁ, (028)
e . ~
Ty =g (3052 +2) (B + 01" Fya ) (©29)
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Basta mostrarmos que o vinculo 7 - ¢ trocando 7 — n* resulta em Ng:

93/2

(m-¥)s =Ng = —; (ie ( 5 ) (Fpun' + n"Fg,) +iegson Fp

nH comuta

—e (% + é) V1Y Epas ] + i (93/2 ) {" Fﬁwﬁ}}

) 1
+— (% B ‘) 7 (Fuun” + 1" Fy) | Ts. (C.30)

4 6

vV
nH comuta

Mas agora como temos um 4-vetor n#, esse 4-vetor comuta com todos objetos,
podemos assim simplificar varios termos. Vamos fazer o calculo de uma expressao
que utilizaremos a seguir:

T Eputh =7" " na

:na HA F
U
(C.1)
=nq (29" — ’YQVH)FB#
—2n"Fj, — 47" Fs,. (C.31)
I 93/2\ o u : u 932 1N 50 af
Ng =5 1ie (1 — T) 2n"Fg,, — 1egzont' by, —e 1 + = 67 [V Fgas 1]

(932 1 ie 932 1 Y
+ie (T - 5) O Fputh + " Fpu) 0 + —3 ((T - 6) 2y uun“) s

1 ; ; ‘ g3z 1 or
“m? {216””7 B — 1€g3/ant Fgy — iegsjont F, —e ( 4/ + 6) V(v Fpas ]

1 1 ] 1
+§iegg/2n’”F5M — gien“Fgu} + = <(g2/ - §) v'F, Mn“) I3

m2

1 /. (5 3 » g o
:ﬁ (ze (g — 593/2) n“Fu — € < 3/2 ) Fﬁa, )

e (g3 1 Y
+ 2( 2/ —5)7 " Ts. (C.32)

m
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