
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE FÍSICA
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Escura

Patrice Audibert Camati

Trabalho de Conclusão de Curso realizado sob
orientação do Professor Dr. Dimiter Hadjimichef.

Porto Alegre
29/11/2011



Agradecimentos

Minha interpretação desta parte do trabalho é a de uma possibilidade de
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Resumo

O problema da matéria escura aflige cientistas há 70 anos. Entre as inúmeras
propostas para tentar entender a sua origem, existe os chamados WIMP’s (weak
interacting massive particle).

Neste trabalho vamos estudar um formalismo para descrever part́ıculas de
spin 3/2, com a motivação de que a matéria escura possa ser composta por
part́ıculas com tal caracteŕıstica. Com tal formalismo em mãos teremos uma
teoria de campo livre para esses férmions vetoriais-espinoriais. Mostraremos que
essa teoria evita o problema de não causalidade, o qual surgiu quando propuseram
a primeira tentativa em descrever essas part́ıculas relativisticamente. Assim, com
uma teoria consistente à relatividade restrita, podemos utilizar uma das extensões
do modelo padrão para inserir esse formalismo. A extensão que propusemos para
inserir é chamada de extensão de Stueckelberg. Apresentaremos como funciona
tal extensão e posteriormente discutiremos algumas propostas que podem ser
executadas em um estudo posterior.
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Introdução

As primeiras tentativas de derivar a densidade total de matéria na vizinhança
do Sol foram feitas em torno da década de 20. Haviam resultados contraditórios,
alguns (Öptik [1], Kapteyn [2] e Oort [3]) conclúıram que a densidade de matéria
poderia ser explicada com a população estelar conhecida enquanto que outros
(Jeans [4]) conclúıram que a população estelar não era suficiente para explicar.
Essa suposta matéria que estaria faltando se denomina de matéria escura.

Uma discrepância muito maior entre a massa dos objetos viśıveis e a massa
total dos sistemas estelares foi apresentada 1933 com o trabalho de Zwicky [5].
Ele mediu a velocidade radial das galáxias do aglomerado de Coma e mostrou que
a velocidade orbital era quase dez vezes maior do que o esperado pela soma da
massa de todas as galáxias pertencentes ao aglomerado. Inicialmente não havia
distinção entre matéria escura local (aquela nas vizinhaças do Sol) e matéria
escura global (aquela mostrada por Zwicky). Essa distinção surgiu com o trabalho
de Einasto [6] em 1974. Fazendo um estudo detalhado de modelos galácticos
Einasto mostrou que esses dois tipos de matéria escura possúıam propriedades e
natureza muito diferentes. De fato a matéria escura local é bariônica enquanto
que a matéria escura global tem sido assunto de discussão por muito tempo.

Atualmente, as evidências experimentais sugerem fortemente que a matéria
escura global seja não-bariônica. Um canditado para compor essa matéria escura
são os chamados WIMP’s (weak interaction massive particles). A única part́ıcula
já presente no modelo padrão que poderia compor a matéria escura são os neu-
trinos, que apesar de não possúırem massa no modelo padrão há extensões que
implementam massa a eles [8]. Mas esses neutrinos não são abundantes sufi-
cientes para compor a parte dominante da matéria escura [9]. Ou seja, qualquer
tentativa de part́ıcula candidata à matéria escura vai surgir de alguma extensão
do modelo padrão .

Neste trabalho vamos propor que a matéria escura é composta por part́ıculas
(férmions) de spin 3/2. Para verificarmos experimentalmente essa suposição pre-
cisamos detectar essas part́ıculas direta ou indiretamente. Isso quer dizer que de-
vemos obter, através de um modelo consistente, seções de choque de aniquilação
em part́ıculas do modelo padrão. O problema que surge à vista é que não há
uma teoria bem definida que descreva a dinâmica de part́ıculas com spin 3/2
interagentes. Vamos apresentar um formalismo para descrição de part́ıculas com
essa caracteŕıstica. Com esse formalismo podemos adicionar a uma extensão do
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modelo padrão que postula um setor escuro de part́ıculas, para posteriormente
poder-se calcular as seções de choque e verificar se o modelo é consistente.



Caṕıtulo 1

Formalismo de
Kirchbach-Napsuciale

1.1 Contextualização Histórica

Em 1941, William Rarita e Julian Schwinger propuseram um formalismo para
descrever part́ıculas livres com spin 3/2 [10]. A motivação para tal proposta foi a
observação das chamadas part́ıculas ressonantes, como as part́ıculas ∆++(1232)
(uuu) ou Ω− (sss). A proposta de Rarita e Schwinger foi escrever uma equação
de movimento do tipo equação de Dirac para um campo vetorial-espinorial:

(iγν∂ν −m)ψµ =0,

γµψµ =0,

∂µψµ =0. (1.1)

Onde as duas últimas relações são v́ınculos impostos ao campo ψµ para que
cancele as suas componentes que se propagariam no setor de spin 1/2 (1.14).
Entretanto, em 1969 Giorgio Velo e Daniel Zwanziger mostraram que quando
esse campo livre (de Rarita-Schwinger) interagia com um campo eletromagnético
externo a equação de movimento possui soluções não causais [11]. Especifica-
mente por causa dos v́ınculos adicionados à equação de movimento. Desde então,
houveram propostas para uma descrição bem sucedida dessas part́ıculas [12] [13]
[14]. Mesmo com essas propostas não possúımos um formalismo bem definido
para descrever part́ıculas de spin 3/2. Na última década surgiu uma proposta
promissora na literatura para a descrição de campos com spin maior que 1 . Seus
autores são Mariana Kirchbach e Mauro Napsuciale. O formalismo proposto se
baseia em notar que as equações de movimento satisfeitas por um campo são
apenas consequência das propriedades das representações do grupo de Lorentz
homogêneo escolhido para acomodar o campo e as simetrias discretas que nós
queremos que sejam realizadas nesse espaço [15] [16].
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1.2 O Formalismo

Esse formalismo, em prinćıpio, serve para descrever qualquer campo com spin
não nulo. A proposta desse formalismo é definir um operador projeção conve-
niente tal que quando aplicado ao campo, fixe automaticamente a massa e spin
da part́ıcula que queremos descrever e ainda cancele os graus de liberdade que
se propagariam nos outros subespaços invariantes do grupo de Poincaré. Após a
obtenção desse operador projeção podemos obter a equação de movimento, den-
sidade lagrangiana e o propagador do campo. Utilizando a noção convencional
de que as part́ıculas são subespaços invariantes dos operadores Casimir do grupo
de Poincaré, os estados devem satisfazer as seguintes relações:

p2Ψ(m,s) = m2Ψ(m,s) (operador momentum), (1.2)

W2Ψ(m,s) = −p2s(s+ 1)Ψ(m,s) (vetor de Pauli-Lubasnki), (1.3)

onde Ψ(m,s) denota uma representação genérica do grupo de Poincaré com massa
m e spin s. A primeira equação é a equação de Klein-Gordon frequentemente
referida como mass shell condition (camada de massa), pois essa é a equação que
fixa a massa da part́ıcula. Vamos analisar o procedimento em um caso simples,
onde há somente dois subespaços invariantes de Poincaré, aquele de spin s e
aquele de spin (s − 1), e a dimensão da representação irredut́ıvel de Lorentz é
arbitrária.

Propõe-se os operadores projeção covariantes sobre os subespaços de massa
m spin s e massa m spin (s− 1) da seguinte maneira:

P(m;s)(p) = − 1

2s

(
W2

m2
+ s(s− 1)

p2

m2
1n×n

)
, (1.4)

P(m;s−1)(p) =
1

2s

(
W2

m2
+ s(s+ 1)

p2

m2
1n×n

)
, (1.5)

onde n é a dimensionalidade da representação de interesse. Esses operadores
projetam sobre spins bem definidos onde quer que estejam na camada de massa.
Verificamos isso mostrando que esses operadores realmente satisfazem as pro-
priedades que operadores de projeção devem satisfazer aplicados a part́ıculas
satisfazendo a equação de Klein-Gordon, ou seja:
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[
P(m;s)(p)

]2
Ψ(m,s) = P(m;s)

(
− 1

2s

)(
W2

m2
Ψ(m,s) + s(s− 1)

p2

m2
Ψ(m,s)

)
= P(m;s)

(
− 1

2s

)(
−m2s(s+ 1)

m2
Ψ(m,s)+

+s(s− 1)
m2

m2
Ψ(m,s)

)
[
P(m;s)(p)

]2
Ψ(m,s) = P(m;s)(p)Ψ(m,s) (1.6)

[
P(m;s−1)(p)

]2
Ψ(m,s−1) = P(m;s−1)

(
1

2s

)(
W2

m2
Ψ(m,s−1) + s(s+ 1)

p2

m2
Ψ(m,s−1)

)
= P(m;s−1)

(
1

2s

)(
−m2(s− 1)s

m2
Ψ(m,s−1)+

+s(s+ 1)
m2

m2
Ψ(m,s−1)

)
[
P(m;s−1)(p)

]2
Ψ(m,s−1) = P(m;s−1)(p)Ψ(m,s−1) (1.7)

P(m;s)(p)P(m;s−1)(p)Ψ(m,s−1) = P(m;s)(p)Ψ(m,s−1)

=

(
− 1

2s

)(
W2

m2
Ψ(m,s−1) + s(s− 1)

p2

m2
Ψ(m,s−1)

)
=

(
− 1

2s

)(
−m2(s− 1)s

m2
Ψ(m,s)+

+s(s− 1)
m2

m2
Ψ(m,s)

)
P(m;s)(p)P(m;s−1)(p)Ψ(m,s−1) = 0 (1.8)

P(m;s−1)(p)P(m;s)(p)Ψ(m,s) = P(m;s−1)(p)Ψ(m,s)

=

(
1

2s

)(
W2

m2
Ψ(m,s) + s(s+ 1)

p2

m2
Ψ(m,s)

)
=

(
1

2s

)(
−m2s(s+ 1)

m2
Ψ(m,s)+

+s(s+ 1)
m2

m2
Ψ(m,s)

)
P(m;s−1)(p)P(m;s)(p)Ψ(m,s) = 0 (1.9)
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[
P(m;s)(p) + P(m;s−1)(p)

]
=

(
1

2s

)(
W2

m2
+ s(s+ 1)

p2

m2
1n×n

)
+

+

(
− 1

2s

)(
W2

m2
+ s(s− 1)

p2

m2
1n×n

)
[
P(m;s)(p) + P(m;s−1)(p)

]
=1n×n (1.10)

Mostramos assim que a relação:

P(m;s)(p)Ψ(m,s) = Ψ(m,s) (1.11)

seleciona somente os graus de liberdade com spin desejado s, cancela a propaga-
ção dos que possuem spin (s− 1) e ainda incorpora a fixação de massa dada pela
equação de Klein-Gordon. A expressão (1.11) pode ser reescrita, utilizando-se as
expressões (A.15) e (1.4), na seguinte forma mais geral:

[
−ΓABµνp

µpν +m2δAB
]

Ψ
(m,s)
B = 0, (1.12)

onde:

ΓABµν = − 1

2s
(TABµν + s(s− 1)δABgµν) = 0. (1.13)

A equação (1.12) é a equação de movimento para um campo de spin s em
um espaço de representação arbitrário do grupo de Lorentz quando o grupo de
Poincaré possui somente dois subespaços invariantes.

1.3 Aplicado a um Campo com Spin 3/2

Vamos aplicar o formalismo descrito na seção anterior para um campo de
spin 3/2. O espaço de representação desse campo é dado pelo produto entre as
representações do spinor de Dirac ψ, que possui spin 1/2, e o 4-vetor potencial
Aµ, que possui spin 1. Geramos assim o vetor-espinor ψµ que é representado pelo
seguinte espaço:

ψµ = Aµ ⊗ ψ '
(

1

2
,
1

2

)
⊗
[(

1

2
, 0

)
⊕
(

0,
1

2

)]
,

ψµ '
(

1

2
, 0

)
⊕
(

0,
1

2

)
⊕
(

1

2
, 1

)
⊕
(

1,
1

2

)
. (1.14)
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Escrevendo as equações (1.4), (1.11) e (1.12) na representação vetorial-espinorial:

P(m; 3
2

)(p) = −1

3

(
W2

m2
+

3

4

p2

m2
116×16

)
, (1.15)[

−1

3

(
W2 +

3

4
p2116×16

)
−m2116×16

]
ψµ = 0, (1.16)[

−1

3
TABµνp

µpν −
(

1

4
p2 +m2

)
δAB

]
ψB = 0, (1.17)

onde A = (αa) e B = (βb) com α e β sendo ı́ndices do espaço-tempo e a e b
ı́ndices espinoriais.

Afim de escrever (1.17) devemos calcular TABµν explicitamente. Na repre-
sentação vetorial-espinorial os geradores do grupo de Lorentz são escritos como:

(Mρσ)αaβb =(Mρσ
V )αβ ⊗ 1ab ⊕ (Mσρ

S )ab ⊗ 1αβ,

(Mρσ)αβab =(Mρσ
V )αβδab + gαβ(Mσρ

S )ab, (1.18)

onde os geradores na representação vetorial (
(

1
2
, 1

2

)
) e espinorial (

(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
) são, respectivamente (apêndice C):

(Mρσ
V )αβ = i

(
gραg

σ
β − g

ρ
βg

σ
α

)
e

(Mσρ
S )ab =

1

2
(σρσ)ab. (1.19)

O vetor de Pauli-Lubanski em ambas representações é escrito como (C.18):

[Wλ]αβ = iελαβµp
µ e

(wλ)ab =
i

2
(γ5σλν)ab p

ν . (1.20)

E o seu quadrado como:

[
W 2
]
αβ

=− 2 (gαβgµν − gανgβµ) pµpν ,[
w2
]
ab

=− 1

4
(σλµ)ac

(
σλν
)
cb
pµpν ,

(W · w + w ·W )αaβb =− 1

2

[
ελαβµ (γ5σλν)ab

+ελαβν (γ5σλµ)ab
]
pµpν . (1.21)

Agora o vetor de Pauli-Lubanski na representação vetorial-espinorial:
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(
Wλ
)
αaβb

=
(
W λ
)
αβ
⊗ 1ab ⊕

(
wλ
)
ab
⊗ 1αβ,(

Wλ
)
αβab

=
(
W λ
)
αβ
δab + gαβ

(
wλ
)
ab
, (1.22)

onde seu quadrado é dado por:

(
W2
)
αβab

=
(
W 2
)
αβ
δab + (W )αβ · (w)ab + (w)ab · (W )αβ

+ gαβ
(
w2
)
ab
. (1.23)

Munido das relações (1.21) obtemos:

(
WλWλ

)
αβab

= Tαaβbµνp
µpν , (1.24)

com:

Tαaβbµν =− 2 (gαβgµν − gανgβµ)− 1

4
(σλµ)ac

(
σλν
)
cb

− 1

2

[
ελαβµ (γ5σλν)ab + ελαβν (γ5σλµ)ab

]
. (1.25)

Substituindo essas relações encontradas nesse espaço de representação na equação
de movimento geral (1.12), obtemos a equação de movimento (onde os ı́ndices
spinoriais foram suprimidos):

[
−Γαβµνp

µpν +m2gαβ
]
ψβ = 0, (1.26)

onde:

Γαβµν =
2

3
(gαβgµν − gανgβµ)

+
1

6

(
ελαβµγ

5σλν + ελαβνγ
5σλµ

)
+

1

12
σλµσ

λ
νgαβ −

1

4
gµνgαβ. (1.27)

Podemos verificar que o operador Kαβ ≡ Γαβµνp
µpν satisfaz as seguintes

relações:

pαKαβ = 0, Kαβp
β = 0,

γαKαβ = 0, Kαβγ
β = 0. (1.28)
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Substituindo (1.27) em (1.26):

[(
−p2 +m2

)
gαβ +

2

3
pβpα +

1

3
(pαγβ + pβγα) /p−

1

3
γα/pγβ/p

]
]ψβ = 0. (1.29)

Entretanto, podemos reescrever a expressão acima da seguinte maneira:

P(m, 3
2

)

αβ (p)ψβ =
p2

m2
P

3
2
αβψ

β = ψα, (1.30)

onde:

P
3
2
αβ = −1

3

(W2
αβ

p2
+

3

4
gαβ

)
, (1.31)

mostrando que o projetor covariante P(m, 3
2

)(p) é o produto do projetor que fixa

a massa m com o projetor que seleciona o spin 3/2 P
3
2
αβ. A partir de (1.28)

verificamos que o vetor-espinor satisfaz:

(
p2 −m2

)
ψα = 0,

γαψ
α = 0,

pαψ
α = 0. (1.32)

Podemos observar que o vetor-espinor satisfaz as mesmas relações de v́ınculos
que as propostas por Rarita-Schwinger (1.1). O que faz sentido, pois precisamos
cancelar a propagação nos setores de spin 1/2. Entretanto como a equação de
movimento não é a mesma, esses v́ınculos não farão com que a propagação se
torne não-causal.

1.4 O Lagrangiano para Spin 3/2

A densidade lagrangiana que promove a equação de movimento (1.26) frente
ao processo variacional é:

Lfree = −1

2

[(
∂µψ̄α

)
Γαβµν∂

νψβ +
(
∂νψ̄β

)
Γ̄αβµν∂

µψα
]

+m2ψ̄αψα, (1.33)

onde:
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Γ̄αβµν = γ0 (Γαβµν)
† γ0 e

ψ̄ = ψ†γ0 (1.34)

Utilizando (1.25) podemos mostrar a propriedade:

Γ̄αβµν = Γβανµ. (1.35)

Escrevendo, assim, a densidade lagrangiana em uma forma mais simplificada:

Lfree = −
(
∂µψ̄α

)
Γαβµν

(
∂νψβ

)
+m2ψ̄αψα. (1.36)

E reescrevendo da seguinte maneira para mostrar que gera a equação de movi-
mento:

Lfree = −
(
gµσ∂σψ̄

α
)

Γαβµν
(
gνρ∂ρψ

β
)

+m2gαβψ̄
αψβ. (1.37)

Calculando as derivadas para mostrar a equação de movimento:

∂L
∂ψ̄α

= m2gαβψ
β,

∂L
∂(∂σψ̄α)

= −gµσgνρΓαβµν
(
∂ρψ

β
)
,

∂σ

(
∂L

∂(∂σψ̄α)

)
= −Γαβµν∂

µ∂νψβ = Γαβµνp
µpνψβ. (1.38)

Assim:

∂L
∂ψ̄α

− ∂σ
(

∂L
∂(∂σψβ)

)
= 0,[

−Γαβµνp
µpν +m2gαβ

]
ψβ = 0. (1.39)

Mostrando que a equação de movimento provém do prinćıpio variacional.

1.5 Campo de Spin 3/2 Interagente

Para encontrar a densidade lagrangiana de interação basta aplicarmos o prinćıpio
local de gauge (apêndice B.2), expandir a derivada covariante e separar o termo
livre do termo de interação:

L = −
(
Dµψ̄α

)
Γαβµν

(
Dνψβ

)
+m2ψ̄αψα, (1.40)
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onde a derivada covariante é: Dµ = ∂µ − ieAµ. Separando em:

L = Lfree + Lint, (1.41)

com:

Lint =ie
[(
∂νψ̄α

)
Γαβµνψ

β − ψ̄αΓαβµν
(
∂νψβ

)]
Aµ − e2ψ̄αΓαβµνψ

βAµAν ,

=ejµA
µ − e2ψ̄αΓαβµνψ

βAµAν . (1.42)

Escrevendo explicitamente a corrente devido ao campo de spin 3/2:

jµ =
(
∂νψ̄α

)
Γαβµνψ

β − ψ̄αΓαβµν
(
∂νψβ

)
. (1.43)

1.6 Soluções para Part́ıcula Livre

Vamos determinar as soluções da equação (1.26). Para tal vamos calcular na
base do produto das representações: do 4-vetor de polarização εµ(p, s) e espinores
genéricos de

(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
denotados por w(p, σ), onde s = ±1, 0 e σ = ±1

2
que

são as projeções do momentum angular sobre uma direção qualquer determinada
previamente (digamos, z). Assim as soluções são escritas da seguinte maneira:

ψβ(x) = wβ(p, λ)e±ip·x, (1.44)

onde o vetor-espinor satisfaz a equação:

Γαβµνp
µpνwβ(p, λ) = m2wα(p, λ), (1.45)

onde λ denota a projeção do spin 3/2 sobre a componente z. As soluções são
constrúıdas a partir do acoplamento entre a representação vetorial e espinorial
no espaço de momentum utilizando os coeficientes de Clebsch-Gordon do grupo
reduzido 1 do grupo de Lorentz, que no caso massivo é SU(2).

wβ(p, λ) =
∑
s,σ

〈
1, s;

1

2
, σ

∣∣∣∣1, 1

2
;
3

2
, λ

〉
εβ(p, s)w(p, σ). (1.46)

Assim, os vetores-espinores ficam:

wβ
(

p,
3

2

)
= εβ(p, 1)w

(
p,

1

2

)
,

wβ
(

p,
1

2

)
=

√
1

3
εβ(p, 1)w

(
p,−1

2

)
+

√
2

3
εβ(p, 0)w

(
p,

1

2

)
,

wβ
(

p,−1

2

)
=

√
1

3
εβ(p,−1)w

(
p,

1

2

)
+

√
2

3
εβ(p, 0)w

(
p,−1

2

)
,

wβ
(

p,−3

2

)
= εβ(p,−1)w

(
p,−1

2

)
. (1.47)

1 Grupo reduzido como tradução do termo em inglês little group
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Segundo [17] os vetores de polarização são :

εβ(p,+1) = − 1√
2m(p0 +m)


(p0 +m)p+

m(p0 +m) + p1p+

i[m(p0 +m)− ip2p+]
p3p+

 , (1.48)

εβ(p, 0) =
1

m(p0 +m)


(p0 +m)p3

p3p1

p3p2

m(p0 +m) + (p3)2

 , (1.49)

εβ(p,−1) =
1√

2m(p0 +m)


(p0 +m)p−

m(p0 +m) + p1p−

−i[m(p0 +m)− ip2p−]
p3p−

 , (1.50)

onde p± = p1 ± ip2. Estes estados satisfazem a normalização:

[εβ(p, s)]† εβ(p, s′) = −δss′ . (1.51)

No referencial próprio, reduzem-se aos conhecidos autoestados de S2 e Sz:

εβ(0, 1) =
1√
2

(0,−1,−i, 0),

εβ(0, 0) = (0, 0, 0, 1),

εβ(0,−1) =
1√
2

(0, 1,−i, 0). (1.52)

Mas os v́ınculos (1.28) requerem que:

pβw
β(p, λ) = 0, γβw

β(p, λ) = 0. (1.53)

O primeiro v́ınculo é satisfeito pois pβε
β(p, s) = 0. Enquanto que o segundo impõe

restrições nas componetes espinoriais. Resolveremos esse v́ınculo no referêncial
próprio e depois aplicaremos o operador de boost na representação espinorial
(
(

1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
):

BS(p) =
1√

2m(p0 +m)

(
p0 +m σ · p
σ · p p0 +m

)
. (1.54)
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A condição γβw
β(0, λ) = 0 implica que os espinores devem satisfazer:

γ+w

(
0,

1

2

)
=0,

γ+w

(
0,−1

2

)
− γ3w

(
0,

1

2

)
=0,

γ−w

(
0,

1

2

)
+ γ3w

(
0,−1

2

)
=0,

γ−w

(
0,−1

2

)
=0, (1.55)

onde γ± = γ1± iγ2. A forma mais geral de espinor que satisfaz as relações acima
é:

w

(
0,

1

2

)
=


a
0
b
0

 , w

(
0,−1

2

)
=


0
a
0
b

 , (1.56)

onde a e b são parâmetros complexos arbitrários. A condição de normalização
requer |a|2 + |b|2 = 1. Este v́ınculo permite somente dois espinores w

(
0, 1

2

)
inde-

pendentes na contrução do vetor-espinor, conduzindo assim para dois multipletos
de spin-3/2. A saber, esses dois espinores independentes são dados por dois pares
de escolha aos parâmetros a e b. A base a = 1, b = 0 que é a base de Dirac e
a base a = 0, b = 1. Vamos escolher a base de Dirac para trabalhar, mas esta é
apenas uma escolha arbitrária. Nesta base os multipletos são:

w(1)

(
0,

1

2

)
≡ u

(
0,

1

2

)
=


1
0
0
0

 ,

w(1)

(
0,−1

2

)
≡ u

(
0,−1

2

)
=


0
1
0
0

 , (1.57)

w(2)

(
0,

1

2

)
≡ v

(
0,

1

2

)
=


0
0
1
0

 ,

w(2)

(
0,−1

2

)
≡ v

(
0,−1

2

)
=


0
0
0
1

 . (1.58)
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Aplicando o operador que implementa o boost (1.54)

w(1)

(
p,

1

2

)
≡ u

(
p,

1

2

)
=

1√
2m(p0 +m)


p0 +m

0
p3

p+

 ,

w(1)

(
p,−1

2

)
≡ u

(
p,−1

2

)
=

1√
2m(p0 +m)


0

p0 +m
p0

−p3

 , (1.59)

w(2)

(
p,

1

2

)
≡ v

(
p,

1

2

)
=

1√
2m(p0 +m)


p3

p+

p0 +m
0

 ,

w(2)

(
p,−1

2

)
≡ v

(
p,−1

2

)
=

1√
2m(p0 +m)


p−

−p3

0
p0 +m

 . (1.60)

Os espinores w(1)(p, σ) estão normalizados para 1 e os w(2)(p, σ) para −1 e sendo
mutuamente ortogonais. Os vetores-espinores (1.47) escritos em termos dos es-
pinores (1.59) e (1.60) serão reescritos como Uµ(p, λ) e V µ(p, λ) respectivamente.
Eles são normalizados para (−1) e 1 e formam uma base no espaço de repre-
sentação

(
1
2
, 1

2

)
⊗
[(

1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)]
. Então obtemos as soluções da equação (1.45):

ψβU(p, λ) = e±ip·xUµ(p, λ) (1.61)

ψβV (p, λ) = e±ip·xV µ(p, λ) (1.62)

1.7 Causalidade da Equação de Movimento

Acoplada

O problema do formalismo de Rarita-Schwinger era a propagação não causal
que a equação de movimento possui. Nesta secção vamos mostrar que o formalis-
mo de Kicrhbach-Napsuciale garante uma propagação causal para as part́ıculas.

Podemos vizualizar o problema de valor inicial de uma equação diferencial no
espaço estendido (ou seja, no espaço das variáveis independentes e da função em
si) como uma superf́ıcie. O operador diferencial atuando nesta superf́ıcie faz com
que cada ponto se movimente neste espaço de uma forma caracteŕıstica. Para
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cada ponto da superf́ıcie associa-se um cone no qual o ponto está vinculado para
se mover. Equações diferenciais hiperbólicas possuem a propriedade de que suas
soluções se propagam com velocidade finita, ou seja, os pontos dessa superf́ıcie
possuem uma dinâmica interna ao cone de movimento. Em cada ponto também
podemos definir um vetor normal a esta superf́ıcie. No nosso caso podemos
chamar de quadri-vetor normal nµ já que a equação de movimento possui quatro
variáveis independentes. Para mostrar que uma equação diferencial é hiperbólica
precisamos mostrar que a componente temporal n0 do 4-vetor normal na solução
do determinante caracteŕıstico nulo é real para todo 3-vetor:

nµ = (n0,n); n0 ∈ R, ∀n ∈ R3 na equação Det(n) = 0. (1.63)

De fato, a equação de movimento (1.26) quando acoplada minimamente ao campo
eletromagnético não possui propagação causal. Entretanto, há uma sáıda para
este problema. Todo tensor tem uma forma simétrica e outra antissimétrica dadas
por:

T Sαβ =
1

2
(Tαβ + Tβα),

TAαβ =
1

2
(Tαβ − Tβα). (1.64)

Percebendo que na contração de um tensor arbitrário com um tensor simétrico
a sua forma antissimétrica fica livre, podemos alterar a forma antissimétrica de
Γαβµν já que este tensor aparece contráıdo com pµpν , que é um tensor simétrico.

Seja Tαβ arbitrário e Kαβ simétrico:

TαβK
αβ =

1

2
(TαβK

αβ + TαβK
αβ),

=
1

2
(TαβK

αβ + TβαK
βα),

=
1

2
(TαβK

αβ + TβαK
αβ),

=
Tαβ + Tβα

2
Kαβ,

=T SαβK
αβ. (1.65)

A forma antissimétrica e simétrica de Γαβµν com respeito aos ı́ndices µ e ν
são ( (C.19) e (C.20) respectivamente):

ΓAαβµν =− i

3
(Mµν)αβ,

ΓSαβµν =gαβgµν −
2

3
(gανgβµ + gαµgβν)−

1

3
gµνγαγβ

+
1

6
{γα(gνβγµ + gµβγν) + (gναγµ + gµαγν)γβ} . (1.66)



Caṕıtulo 1. Formalismo de Kirchbach-Napsuciale 17

Pelo resultado que apresentamos acima podemos escolher outra forma de
ΓAαβµν . A forma mais geral que esse tensor pode possuir mantendo a covariância
de Lorentz é:

Γ̃Aαβµν =− i
{
g
σµν
2
gαβ + ig′(gαµgβν − gανgβµ)

}
+ ic(gαµσβν − gανσβµ) + id(σαµgβν − σανgβµ)

+ ifeαβµνγ
5, (1.67)

onde g, g′, c, d e f são parâmetros arbitrários. Parece que há infinitas possibili-
dades de teorias de part́ıcula livre equivalentes. Entretanto após o acoplamento
de gauge todas essas diferentes teorias equivalentes se tornarão distingúıveis
por causa dos diferentes valores dos acoplamentos multipolares das part́ıculas
de spin 3/2 com o campo de fótons. Somente uma dessas teorias interagentes
corresponderá à realidade. Podemos observar que o ΓAαβµν que v́ınhamos uti-
lizando é simplesmente o caso em que os parâmetros admitem os seguintes valores:
g = g′ = 1/3 e c = d = f = 0.

Vamos então procurar um Γ̃Aαβµν que satisfaça os requerimentos que estamos
procurando. Vamos assumir por simplicidade que f = 0. Após, podemos notar
que por hermiticidade c = −d. Nossa forma antissimétrica é escrita, agora, como:

Γ̃Aαβµν =− i
{
g
σµν
2
gαβ + ig′(gαµgβν − gανgβµ)

}
+ ic {(gαµσβν − gανσβµ)− (σαµgβν − σανgβµ)} . (1.68)

Observemos que na equação de movimento há uma contração do ı́ndice β e o
ı́ndice α é livre. Portanto, vamos escrever os tensores que aparecem nela com
o ı́ndice α mais à esquerda posśıvel e o ı́ndice β mais à direita posśıvel, já que
o ı́ndice β aparece contráıdo com ψβ na equação de movimento. Após algumas
manipulações ( (C.22) e (C.26) ), obtemos:

ΓSαβµνπ
µπν =π2gαβ +

1

3
(γα/π − 4πα)πβ +

1

3
(πα/π − γαπ2)γβ +

2

3
ieFαβ,

+
ie

6
γαγ

νFβν +
ie

6
γµFµαγβ

Γ̃Aαβµνπ
µπν =− i

{
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − eg′Fαβ

}
− 2iecFαβ

+ iec(πα/π − /ππα)γβ + iecγα(/ππβ − πβ/π). (1.69)

Combinando ambos para escrever a nova equação de movimento que agora é
escrita como:

[Γ̃αβµνπ
µπν −m2gαβ]ψβ = 0, onde

Γ̃αβµν = ΓSαβµν + Γ̃Aαβµν (1.70)
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Explicitamente:

{(π2 −m2)gαβ

−i
{
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − e

(
g′ − 2c+

2

3

)
Fαβ

}
+

1

3
(γα/π − 4πα)πβ +

1

3
(πα/π − γαπ2)γβ

+ie

(
1

6
− c
)
γµFµαγβ + ie

(
1

6
− c
)
γαγ

µFβµ

}
ψβ = 0. (1.71)

A próxima consideração nos permite fixar o parâmetro c. Para evitar transições
3
2
↔ 1

2
, ou ψµ ↔ γ ·ψ temos que cancelar os termos ieγµFµαγβ e ieγαγ

µFβµ. Para
tanto temos que escolher c = 1/6. Vamos reescrever a nossa equação de movi-
mento:

{(π2 −m2)gαβ

−i
{
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − e

(
g′ +

1

3

)
Fαβ

}
+

1

3
(γα/π − 4πα)πβ +

1

3
(πα/π − γαπ2)γβ

}
ψβ = 0. (1.72)

Nos resta apenas dois parâmetros, g e g′. O argumento para vincular estes
dois parâmetros leva em conta o fator giromagnético. Como não mencionamos
este conceito em nenhum momento no trabalho, vamos fazer um pequeno adendo.

O fator giromagnético é uma constante de proporcionalidade adimensional
entre o momento dipolar magnético e o spin da part́ıcula:

µ = g
e

2m
S. (1.73)

Um dos sucessos da teoria de Dirac foi a previsão de que o fator giromagnético
do elétron é igual à 2. Na teoria de Proca para spin 1 mostra-se que um ’fóton
massivo’ possuiria fator giromagnético g = 1. Esses resultados levaram Belin-
fante a conjecturar que o fator giromagnético para uma part́ıcula de spin s fosse
gs = 1/s [18]. Weinberg previu g = 2 para os bósons mediadores da interação
fraca. Posteriormente a descoberta das part́ıculas W± com spin 1 e g = 2, foram
contraditórias para a conjectura de Belinfante, coborando a previsão de Weinberg
e fazendo com que ele conjecturasse que o fator giromagnético para part́ıculas de
spin arbitrário fosse sempre g = 2.

Seguindo Weinberg, as part́ıculas de spin 3/2 devem possuir fator giromag-
nético g3/2 = 2. Como queremos um fator giromagnético g3/2 = 2 e dado pela
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densidade lagrangiana:

Lmag ≡−
eg3/2

2
ψ̄α(Mµν)αβψ

βF µν ,

=−
eg3/2

2
ψ̄α
(
i(gµαgνβ − gµβgνα) +

σµν
2
gαβ

)
F µνψβ,

=ig3/2ψ̄
α

(
σµνπ

µπν

2
gαβ − eFαβ

)
ψβ. (1.74)

Vemos a partir deste termo que precisamos de uma contribuição igualitária dos
termos espinorial e vetorial. Comparando o termo semelhante da equação (1.72)
com (1.74), consegue-se isso assumindo que g = g′ + 1/3 ≡ g3/2. Desta forma a
equação de movimento fica dependente somente de um parâmetro, o fator giro-
magnético:

{(π2 −m2)gαβ − ig3/2

{
σµνπ

µπν

2
gαβ − eFαβ

}
+

1

3
(γα/π − 4πα)πβ +

1

3
(πα/π − γαπ2)γβ

}
ψβ = 0. (1.75)

A fixação deste parâmetro vai requerir a causalidade. Entretando, antes de
prosseguirmos, notemos que equações como (1.75) não são genúınas, pois nem
a componente ψ0 do campo e nem a componente temporal do momentum π0

aparecem. Este comportamento reflete a presença de v́ınculos em (1.75). Para
obtermos uma equação de movimento genúına precisamos obter esses v́ınculos e
substitúı-los de volta em (1.75). Contraindo a equação (1.75) por γα e após, por
πα podemos obter os v́ınculos:

γ · ψ =
ie

6m2

(
3g3/2 + 2

) (
Fµβγ

µ + iγ5γαF̃βα

)
ψβ, (1.76)

m2π · ψ =
{
ie
(

1−
g3/2

2

)
(Fβµπ

µ + πµFβµ) + ieg3/2π
αFαβ

−e
(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /π] + ie

(
g3/2

4
− 1

6

)
{γαFβα, /π}

}
ψβ

+ ie

((
g3/2

4
− 1

6

)
γν(Fνµπ

µ + πµFνµ)

)
γ · ψ. (1.77)

Agora, substitúımos ambos v́ınculos γ · ψ e π · ψ na equação (1.75) e possuimos
uma equação genúına. Precisamos agora calcular o determinante caracteŕıstico
dessa equação . A obtenção do determinante caracteŕıstico, no nosso caso, se
deve ao seguinte método: devemos substituir os termos de derivadas mais alta
(pµ) pelo quadri-vetor nµ e depois calcular o determinante na matriz dada pelos
respectivos coeficientes que os acompanham. Encontramos assim:
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D(n, g3/2) =|Mαβ|

Mαβ =n2gαβ +
1

3
(γα/n− 4nα)Nβ +

1

3
(nα/n− γαn2)Γβ,

Γβ =
ie

6m2

(
3g3/2 + 2

) (
Fµβγ

µ + iγ5γµF̃µα

)
,

Nβ =
1

m2

(
ie

(
5

3
− 3

2
g3/2

)
nµF ν

µ − e
(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /n]

)
+

ie

m2

(
g3/2

2
− 1

3

)
γνFνµn

µΓβ. (1.78)

Calculando o determinante:

D(n, g3/2) =(n2)12

([
n2 − k2

(
5g3/2 − 2

4

)2

(n · F )2

+k2

(
3g3/2 + 2

4

)2

(n · F̃ )2

]2

+
k2

4

(
3g3/2 + 2

4

)2(5g3/2 − 2

4

)2 (
F · F̃

)2

(n2)2

)

×

[n2 + k2

(
3g3/2 + 2

4

)2 [(
n · F̃

)2

− (n · F )2

]]2

+
k2

4

(
3g3/2 + 2

4

)2 (
F · F̃

)2

(n2)2

)
, (1.79)

onde, (n ·F )ν = nµF
µν , (n · F̃ )ν = nµF̃

µν , F · F̃ = FmuF̃
µν e k = 2e

3m2 . Utilizando:

(n · F̃ )2 − (n · F )2 = −1

2
n2F · F. (1.80)

E para g3/2 = 0, 2 podemos fatorar n2. O determinante caracteŕıstico toma, a
partir disso, a seguinte forma:

D(n, g3/2 = 0, 2) = (n2)16((1− 2k2F · F )2 + (2k2F · F̃ )2)2. (1.81)

Pela condição Det(n) = 0 (1.63) vemos que n2 = 0. Ou seja:

n0 = ±
√

n, (1.82)

satisfazendo o requerimento para ser uma equação hiperbólica, e ainda, nµ é
um vetor do tipo luz. O fator giromagnético nulo pode ser associado a part́ıculas
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neutras enquanto que g3/2 = 2 está associado a part́ıculas carregadas. Mostramos
assim que nesse formalismo as part́ıculas possuem propagação causal (dentro do
cone de luz, já que nµ é tipo luz). A forma final do tensor Γ̃αβµν pode ser escrita
como ( (1.67) com as respectivas constantes, g = 2, g′ = 5/3, c = −d = 1/6 e
f = 0):

Γ̃αβµν =gαβgµν −
2

3
(gανgβµ + gαµgβν)−

1

3
gµνγαγβ

+
1

6
{γα(gνβγµ + gµβγν) + (gναγµ + gµαγν)γβ}

− i
{
σµνgαβ + i

5

3
(gαµgβν − gανgβµ)

}
+
i

6
(gαµσβν − gανσβµ − σαµgβν + σανgβµ) . (1.83)

1.8 Conclusão

Nesse caṕıtulo apresentamos o formalismo de Kirchbach-Napsuciale que de-
screve part́ıculas de spin 3/2 acopladas minimamente com o campo eletromagnético
e que evita o problema de Velo-Zwanziger (propagação não causal das soluções).
A corrente das part́ıculas de spin 3/2 que deduzimos a partir da densidade la-
grangiana, será a grandeza de interesse posteriormente quando apresentarmos a
proposta de modelo para a matéria escura.
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Mecanismo de Stueckelberg

2.1 Contextualização Histórica

Ernest Carl Gerlach Stueckelberg foi um f́ısico e matemático sueco do século
XX. Entre outras contribuições, em 1953 ele e Andre Petermann desenvolveram
o grupo de renormalização. A contribuição que utilizaremos é a de um processo
alternativo ao mecanismo de Higgs para descrever bósons abelianos massivos.
Atualmente, propostas de extensão do modelo padrão utilizam o mecanismo de
Stueckelberg.

2.2 O Mecanismo

O mecanismo de Stueckelberg é um método alternativo para descrever um
campo vetorial massivo abeliano sem o processo de quebra espontânea de simetria
e mantendo a invariância de gauge.

Seja a seguinte densidade lagrangiana que acopla um campo vetorial abeliano
Aµ com um campo pseudoescalar σ:

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(mAµ + ∂µσ) (mAµ + ∂µσ) . (2.1)

Como em (B.22), se somente houvesse o termo AµA
µ a densidade lagrangiana

não seria invariante de gauge. Por isso introduz-se o campo sigma, para que com
a transformação de gauge abaixo a densidade lagrangiana fique invariante mesmo
com o termo de massa do campo vetorial abeliano:

Aµ → Aµ + ∂µε(x) e

σ → σ −mε(x) (2.2)
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Aplicando a transformação de gauge acima na densidade lagrangiana (2.1)
obtemos (onde o primeiro termo foi mostrado em (B.21) que é invariante de
gauge):

L′ = −1

4
FµνF

µν−1

2
[m (Aµ + ∂µε(x)) + ∂µ (σ −mε(x))]×,

× [m (Aµ + ∂µε(x)) + ∂µ (σ −mε(x))]

L′ = −1

4
FµνF

µν−1

2
[mAµ +m∂µε(x) + ∂µσ −m∂µε(x)]×,

× [mAµ +m∂µε(x) + ∂µσ −m∂µε(x)]

= −1

4
FµνF

µν−1

2
(mAµ + ∂µσ) (mAµ + ∂µσ) = L. (2.3)

Abrindo explicitamente a densidade lagrangiana temos:

L = −1

4
FµνF

µν − m2

2
AµA

µ − 1

2
(∂µσ)(∂µσ)−mAµ(∂µσ). (2.4)

O último termo não possui interpretação no espectro de part́ıculas, portanto o
retiramos escolhendo um gauge apropriado. Essa escolha do gauge é realizada
adicionando-se um termo na densidade lagrangiana (gauge fixing):

Lgf = − 1

2ξ
(∂µA

µ + ξmσ)2 . (2.5)

A densidade lagrangiana após a escolha do gauge fica:

L+ Lgf =− 1

4
FµνF

µν − m2

2
AµA

µ − 1

2
(∂µσ)(∂µσ)−mAµ(∂µσ)

− 1

2ξ
(∂µA

µ)2 − ξm
2

2
σ2 −m(∂µA

µ)σ, (2.6)

onde os dois últimos termos se cancelam, pois como eles aparecem dentro de uma
integral (dentro da ação) podemos fazer uma integração por partes cancelando
ambos e o termo de superf́ıcie resulta em zero por causa da condição de contorno
(como de (B.7) para (B.8)).

Assim nesse gauge temos uma densidade lagrangiana dada por:

L′ = −1

4
FµνF

µν − m2

2
AµA

µ − 1

2
(∂µσ)(∂µσ)− 1

2ξ
(∂µA

µ)2 − ξm
2

2
σ2. (2.7)

Ou seja, acoplamos um campo vetorial sem massa Aµ com um campo pseudo-
escalar σ que com a transformação de gauge (2.2) e a escolha do gauge (2.5) se
desacoplam descrevendo um campo vetorial massivo.
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2.3 Stueckelberg no Modelo Padrão

O modelo padrão é descrito pelo grupo de simetria interna SU(3)C×SU(2)L×
U(1)Y , onde o primeiro setor leva em conta a interação forte e o produto dos
setores restantes leva em conta a interação eletrofraca. O termo da densidade la-
grangiana do modelo padrão relevante para nós está escrito abaixo (setor eletrofraco):

LSM = −1

4
F a
µνF

aµν − 1

4
BµνB

µν + g2A
a
µJ

aµ
2 + gYBµJ

µ
Y −DµΦ†DµΦ

− V
(
Φ†Φ

)
, (2.8)

onde os dois primeiros termos representam a energia cinética dos campos Aaµ e Bµ,
respectivamente. O terceiro termo acopla uma corrente de férmions com os bóson
de SU(2) com constante de acoplamento g2, o quarto termo acopla uma corrente
de férmions com o bóson de U(1) com constante de acoplamento gY enquanto que
os últimos dois termos são a energia cinética do campo de Higgs acoplado (pela
derivada covariante) com os campos de gauge e o potencial, respectivamente.

Na extensão de Stueckelberg do modelo padrão é adicionado um setor escuro
X, resultando em uma estrutura interna dada por SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y ×
U(1)X . Todos os campos abelianos, ou seja, U(1)Y da hipercarga e U(1)X são
acoplados com um campo real pseudo-escalar σ. Assim a densidade lagrangiana
nessa extensão é escrita como:

LStSM = LSM + LSt, (2.9)

onde:

LSt = −1

4
CµνC

µν + gXCµJ
µ
X −

1

2
(∂µσ +M1Cµ +M2Bµ)2 , (2.10)

onde o primeiro termo é o termo cinético do bóson vetorial introduzido, o segundo
termo acopla uma corrente entre férmions e bósons do setor escuro e o último
termo acopla o campo pseudo-escalar com os abelianos do modelo padrão ( Bµ ).

2.4 Massa dos Bósons Vetoriais

Analisando para o setor eletrofraco do modelo padrão e o termo adicional de
Stueckelberg, a transformação de fase em cada grupo de simetria interna é:

χ→ χ′ = eiα(x)·τ/2+iλY (x)Y χ SU(2)L,

ψ → ψ′ = eiλY (x)Y ψ U(1)Y ,

φ→ φ′ = eiλX(x)Xφ U(1)X , (2.11)
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onde α(x), λY (x) e λX(x) são funções arbitrárias e τa são as matrizes de Pauli,
geradoras do grupo SU(2). Para manter a densidade lagrangiana invariante sob
tal transformação local, temos que alterar os campos de gauge e o pseudo-escalar
σ da seguinte maneira:

Aµ → Aµ −
1

g2

∂µα(x)−α×Aµ SU(2)L,

Bµ → Bµ +
1

gY
∂µλY (x) U(1)Y ,

Cµ → Cµ +
1

gX
∂µλX(x) U(1)X ,

σ → σ −M2λY (x)−M1λX(x). (2.12)

E a derivada covariante que aparece no setor de Higgs tem que ser escrita como:

Dµ = ∂µ + ig2
τa
2
Aaµ + igY

Y

2
Bµ. (2.13)

O conjunto de transformações (2.11) e (2.12) são as transformações de gauge.
Após a quebra espontânea de simetria no setor eletrofraco SU(2)L × U(1)Y , ou
seja, escolhendo o valor esperado do vácuo como :

Φ0 =

√
1

2

(
0
v

)
, (2.14)

expande-se a densidade lagrangiana (2.9) e mantemos os termos até O(v2). Es-
crevendo os termos relevantes:

1

8
v2g2

2

[(
A1
µ

)2
+
(
A2
µ

)2
] +

1

8
v2
(
gYBµ − g2A

3
µ

) (
gYB

µ − g2A
3µ
)

− 1

2
(M2Cµ +M1Bµ) (M2C

µ +M1B
µ) , (2.15)

onde os termos entre colchetes são os termos de massa dos bóson W+ e W−(
MW = 1

4
vg2

)
. Os termos restantes podem ser reescritos como:

−1

2

3∑
a,b=1

VµaMabV
µ
b , (2.16)

onde Vµa =
(
Cµ, Bµ, A

3
µ

)
a

e a matriz de massa dos bósons neutros:

Mab =

 M2
1 M1M2 0

M1M2 M2
2 + 1

4
g2
Y v

2 −1
4
gY g2v

2

0 −1
4
gY g2v

2 1
4
g2

2v
2

 (2.17)
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Diagonalizando a matriz de massa encontramos os seguintes autovalores:

M2
γ =0,

M2
± =

1

2

{
M2

1M
2
2 +

1

4
g2
Y v

2 +
1

4
g2

2v
2 (2.18)

±

[(
M2

1 +M2
2 +

1

4
g2
Y v

2 +
1

4
g2

2v
2

)2

−
(
M2

1

(
g2
Y + g2

2

)
v2 +M2

2 g
2
2v

2
)] 1

2

 ,

onde o autovalor M2
γ identificamos como a massa do fóton, o autovalor M2

− com
o bóson Z e o autovalor M2

+ com o bóson Z’, cujos autovetores normalizados são:

|M2
γ 〉 =

M1g2√
M2

2 g
2
2 +M2

1 g
2
2M

2
1 g

2
Y

−M2

M1

1
gY
g2

 , (2.19)

|M2
±〉 = α(M2

±)

 1
M2
±−M2

1

M1M2
g22v

2−4M2
±

g2gY v2

 , (2.20)

α(M±) =
(g2

2v
2 − 4M2

±)M1M2√
(g2

2v
2 − 4M2

±)M2
1M

2
2 + (g2

2v
2 − 4M2

±)g(M±) + g2
2g

2
Y v

4g(M±)

g(M±) =(M2
± −M2

1 )2. (2.21)

2.5 Acoplamento com Férmions

Para escrevermos a matriz transformação de base que diagonaliza a matriz de
massa, parametriza-se a mesma através de:

O =

cosψ cosφ− sin θ sinφ sinψ −sinψ cosφ− sin θ sinφ cosψ −cos θ sinφ
cosψ sinφ+ sin θ cosφ sinψ −sinψ sinφ+ sin θ cosφ cosψ cos θ cosφ

−cos θ sinψ −cos θ cosψ sin θ

 .
(2.22)

Como a matriz de massa M é uma matriz simétrica a matriz de transformação
O possui a propriedade de ortogonalidade. Os parâmetros possuem as seguintes
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relações:

tanφ =
M1

M2

, (2.23)

tan θ =
gY
g2

cosφ, (2.24)

tanψ =
tan θ tanφM2

W

cos θ(M2
Z′ −M2

W (1 + tan2 θ))
. (2.25)

O termo da densidade lagrangiana que possui as correntes neutras é:

LNC = g2A
3
µJ

3µ
2 + gYBµJ

µ
Y + gXCµJ

µ
X =

3∑
a=1

VµaJ
µ
a ,

=
3∑

a,b=1

EµaObaJµb , (2.26)

onde Eµa =
(
Z ′µ, Zµ, A

γ
µ

)T
é o vetor que explicita os campos dos bósons enquanto

que a corrente de interação é:

3∑
b=1

ObaJµb =



sinψ√
g22+g2Y cos

2φ

(
cos2φ g2

Y J
µ
Y − g2

2J
µ
2 − 1

2
sin 2φ gXgY J

µ
X

)
+cos ψ (sin φ gY J

µ
Y + cos φ gXJ

µ
X)

cosψ√
g22+g2Y cos

2φ

(
cos2φ g2

Y J
µ
Y − g2

2J
µ
2 − 1

2
sin 2φ gXgY J

µ
X

)
−sinψ (sin φ gY J

µ
Y + cos φ gXJ

µ
X)

g2gY cos φ√
g22+g2Y cos

2φ

(
JµY + Jµ2 −

gX
gY
tan φ JµX

)


. (2.27)

A densidade lagrangiana completa escrita na base diagonalizada é:

L =− 1

4
F a
µνF

aµν − 1

4
BµνB

µν − 1

4
CµνC

µν −DµΦ†DµΦ− V
(
Φ†Φ

)
− 1

2
(∂µσ +M1Cµ +M2Bµ)2

+ Z ′µ

[
sinψ√

g2
2 + g2

Y cos
2φ

(
cos2φ g2

Y J
µ
Y − g

2
2J

µ
2 −

1

2
sin 2φ gXgY J

µ
X

)]
+ Z ′µ [cos ψ (sin φ gY J

µ
Y + cos φ gXJ

µ
X)]

+ Zµ

[
cos ψ√

g2
2 + g2

Y cos
2φ

(
cos2φ g2

Y J
µ
Y − g

2
2J

µ
2 −

1

2
sin 2φ gXgY J

µ
X

)]
+ Zµ [−sinψ (sin φ gY J

µ
Y + cos φ gXJ

µ
X)]

+ Aγµ

[
g2gY cos φ√
g2

2 + g2
Y cos

2φ

(
JµY + Jµ2 −

gX
gY
tan φ JµX

)]
(2.28)
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Com a densidade lagrangiana escrita dessa forma podemos vizualizar direta-
mente as interações entre os setores.

2.6 Conclusão

Nesse caṕıtulo apresentamos o mecanismo de Stueckelberg para descrição de
campos abelianos vetoriais massivos e a extensão de Stueckelberg do modelo
padrão . Essa extensão será relevante pois a nossa proposta é adicionar a corrente
de spin 3/2 no setor fermiônico escuro da extensão de Stueckelberg.
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Extensão do Modelo Padrão

3.1 Apresentação

Agora que apresentamos o formalismo de Kirchbach-Napsuciale e a extensão
do modelo padrão através do mecanismo de Stueckelberg vamos descrever pro-
postas que podem ser executadas posteriormente. Vamos introduzir a corrente
de spin 3/2 (1.43) na corrente escura de Stueckelberg:

JµX = J
( 1
2

)µ

X + J
( 3
2

)µ

X , (3.1)

onde:

J
( 1
2

)µ

X = χ̄γµχ (3.2)

é uma corrente devido à férmions de spin 1/2 pertencentes ao setor escuro, e:

J
( 3
2

)

Xµ =
(
∂νψ̄α

)
Γαβµνψ

β − ψ̄αΓαβµν
(
∂νψβ

)
(3.3)

é a corrente devido à férmions de spin 3/2.
Expandindo em ondas planas o campo vetorial-espinorial:

ψβ(x) =
∑
p,λ

N
[
cλU

β
λ (p)e−ipx + d†λV

β
λ (p)eipx

]
, (3.4)

ψ̄β(x) =
∑
p,λ

N
[
dλV̄

β
λ (p)e−ipx + c†λŪ

β
λ (p)eipx

]
, (3.5)

onde Uβ
λ (p) são ξ− (part́ıculas de spin-3/2 com momentum p e projeção de spin

λ) chegando, Ūβ
λ (p) são ξ− saindo, V β

λ (p) são ξ+ saindo e V̄ β
λ (p) são ξ+ chegando

(olhando para um diagrama de Feynman), ou a interpretação equivalente: onde
cλ é o operador de destruição de férmions de spin λ, c†λ é o operador de criação
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de de férmions de spin λ, d†λ é o operador de criação de antiférmions de spin λ e
dλ é o operador de destruição de antiférmions de spin λ.

Agora o nosso lagrangiano (2.10) possui um termo adicional:

LSt = −1

4
CµνC

µν + gXCµJ
( 1
2

)µ

X + gXCµJ
( 3
2

)µ

X − 1

2
(∂µσ +M1Cµ +M2Bµ)2 (3.6)

Para obter as expressões com essa corrente acrescentada, basta fazermos a

redefinição JµX → J
( 1
2

)µ

X + J
( 3
2

)µ

X nas fórmulas do caṕıtulo 2. Na expressão (2.27)
que explicita a interação entre os campos podemos observar com que setores e de
que forma a corrente de spin 3/2 interage.

Essas part́ıculas interagiriam com os três bósons vetoriais neutros da extensão
de Stueckelberg. Podeŕıamos calcular as seções de choque do tipo:

e+ + e− → µ+ + µ−,

e+ + e− → q + q̄ (quark e antiquark) (3.7)

para podermos verificar a consistência da teoria, já que as secções de choque
para estes decaimentos são medidas. Podeŕıamos calcular secção de choque de
decaimentos das part́ıculas de matéria escura:

f+
( 3
2

)
+ f−

( 3
2

)
→ e+ + e−,

f+
( 3
2

)
+ f−

( 3
2

)
→ q + q̄. (3.8)

Esses são os aniquilamentos interessantes, pois é a interação direta da matéria es-
cura com as part́ıculas do modelo padrão . Os bósons mediadores desses processos
podem ser Z ′, Z0 e o fóton.

3.2 Conclusão

Nesse caṕıtulo final apresentamos a nossa motivação para estudar o formalis-
mo de Kirchbach-Napscuciale. Adicionar à corrente fermiônica do setor escuro
da extensão de Stueckelberg uma compontente devido à part́ıculas de spin 3/2.
Em um estudo futuro a intenção é calcular as seções de choque apresentadas
em (3.7) e (3.8). Como o valor das seções de choque dos processos (3.7) são
bem conhecidos, podemos verificar a consistência da proposta, pois como há um
novo bóson mediador (Z ′), para uma mesma ordem em teoria de perturbação
haverá mais diagramas de Feynman que contribuirão para o resultado da seção
de choque. Com o valor das seções de choque dos processos (3.8) poderemos
comparar com valores experimentais estimados da seção de choque que qualquer
part́ıcula candidata à matéria escura deve possuir.



Apêndice A

Considerações sobre Teoria de
Grupos

A.1 Notação e Unidades

Aqui revisaremos algumas convenções adotadas em todo este trabalho. As
componentes da métrica do espaço-tempo de Minkowski são :

[gµν ] =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (A.1)

onde os ı́ndices são µ, ν = 0, 1, 2, 3. A convenção de soma de Einstein:

xµxµ =
3∑

µ=0

xµxµ,

gµνA
µAν =

3∑
µ,ν=0

gµνA
µAν . (A.2)

O sistema de unidades adotado é o sistema natural de unidades. Neste sis-
tema adota-se c = 1 e ~ = 1. As dimensões fundamentais nesse sitema são : a
massa (M), ação (A) e velocidade (V). Diferentemente do SI que são: massa (M),
comprimento (L) e tempo (T).

No SI temos as seguintes relações entre as dimensões :

L =
A

MV
e T =

A

MV 2
. (A.3)

A partir dessas relações podemos escrever uma relação mais geral:

MpLqT r = Mp−q−rAq+rV −q−2r. (A.4)
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Mas por definição, no sistema natural a ação e a velocidade são adimensionais.
Então todas as quantidades possuem dimensão de alguma potência de M.

Para converter uma expressão escrita no sistema natural para o sistema SI
basta multiplicarmos por ~ ou c convenientemente para gerar a dimensão daquela
quantidade f́ısica no SI.

A.2 O Grupo de Lorentz e Poincaré

Irei expor algumas caracteŕısticas do grupo de Lorentz e do grupo de Poincaré
que foram citadas no trabalho rapidamente. Para uma leitura mais completa
sobre o assunto indico a referência [24]. O grupo de Poincaré é o grupo de isome-
trias sobre o espaço-tempo de Minkowski da relatividade restrita. Isso quer dizer
que é o conjunto dos operadores, que atuam neste espaço-tempo, que preser-
vam distâncias. Isto inclui translações, rotações, inversões (temporal e espacial)
e boosts (transformações de Lorentz). O grupo de Lorentz é um subgrupo do
grupo de Poincaré, visto que não leva em conta as translações.

A álgebra de Poincaré é:

[Mµν ,Mαβ] = −i (gµαMνβ − gµβMνα + gνβMµα − gναMµβ) , (A.5)

[Mαβ, pµ] = −i (gµαpβ − gµβpα) , (A.6)

[pµ, pν ] = 0. (A.7)

A primeira dessas relações é a álgebra de Lorentz. O grupo de Lorentz é deter-
minado pela estrutura SO(1, 3).

A.3 Equivalência entre a Álgebra de Lorentz e

su(2)× su(2)

Podemos reescrever (A.1) através das relações:

Mij = ε k
ij Jk,

M0i = Ki, (A.8)

onde Ji são as componentes de momentum angular e Ki são os boosts (i = 1, 2, 3):

[Ji, Jj] = −iε k
ij Jk,

[Ki, Jk] = −iε j
ik Kj,

[Ki, Kj] = iε k
ij Jk. (A.9)
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Definindo os elementos (mudando a base na álgebra):

Am =
(Jm + iKm)

2
,

Bm =
(Jm − iKm)

2
(A.10)

verificamos que as relações de comutação se tornam:

[Ai, Aj] = −iε k
ij Ak,

[Bi, Bj] = −iε k
ij Bk,

[Ai, Bj] = 0, (A.11)

mostrando que a álgebra de Lorentz desacopla em duas álgebras su(2) indepen-
dentes ( su(2) é a álgebra do momentum angular da mecânica quântica). Assim
vamos indexar as representações irredut́ıveis do grupo de Lorentz através de sL
e sR. As representações irredut́ıveis do grupo de Lorentz são escritas como:

(sL, sR). (A.12)

A dimensão dessa representação é (2sL + 1)(2sR + 1). Por exemplo, a represen-
tação vetorial dada por (1

2
, 1

2
) possui dimensão 4. Enquando que a representação

espinorial que pode ser dada por (1
2
, 0) ou (0, 1

2
) possui dimensão dois. Assim a

representação de Dirac que é a soma das representações espinoriais acima possui
dimensão 4. A representação vetorial-espinorial é um produto da representação
vetorial com a de Dirac, portanto possui dimensão 16.

O vetor de Pauli-Lubanski é definido por:

Wλ =
1

2
ελρσµM

ρσpµ. (A.13)

Entretanto, este é um objeto abstrato, quando represesentamos ele num espaço
vetorial devemos inserir os ı́ndices apropriados. Nos ı́ndices de uma representação
arbitrária utilizaremos letras latinas maiúsculas. Assim o vetor de Pauli-Lubanski
pode ser escrito como:

(Wλ)AC =
1

2
ελρσµ(Mρσ)ACp

µ. (A.14)

Sua forma quadrática será:

(WλW
λ)AB =

1

4
ελρσµ(Mρσ)ACp

µελ τξν(M
τξ)CBp

ν = TABµνp
µpν . (A.15)



Apêndice B

Considerações sobre Teoria
Quântica de Campos

B.1 Equação de Movimento

Utilizando o mesmo sucesso da mecânica anaĺıtica, uma das formulações de
teoria quântica de campos é por meio do prinćıpio variacional. Postula-se uma
ação:

S [φr] =

∫
Ω

d4xL (φr(x), ∂µφr(x)) , (B.1)

onde Ω é um volume arbitrário do espaço-tempo de Minkowski. A densidade
lagrangiana L é função apenas dos campos (φr, r indexa os diferentes campos) e
suas derivadas (∂µφr). A derivada é escrita como:

∂µ =

(
∂

∂t
,∇
)
. (B.2)

Da mesma maneira que na mecânica anaĺıtica, vamos utilizar o seguinte pro-
cesso variacional. Uma variação infinitesimal no campo φr em cada ponto do
espaço-tempo em que o volume Ω está definido, com a condição de contorno de
que na superf́ıcie Γ(Ω) que delimita Ω não há variação:

φr(x)→ φr(x) + δφr(x),

δφr(x) = 0 em Γ(Ω). (B.3)

Impomos nessa região arbitrária que o processo variacional descrito tem que
deixar a ação S estacionária.

δS
δφr(x)

= 0 através de (B.3). (B.4)
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Vamos calcular explicitamente a relação que o campo deve satisfazer para esse
processo ocorrer:

S [φr(x) + δφr(x)] =

∫
Ω

dx4L [φr(x) + δφr(x), ∂µ (φr(x) + δφr(x))] . (B.5)

Expandimos a densidade lagrangiana:

S [φr(x) + δφr(x)] =

∫
Ω

dx4 {L(φr(x), ∂µφr(x)) +
∂L
∂φr

δφr(x)

+
∂L

∂(∂µφr)
δ(∂µφr(x))

}
. (B.6)

Como estamos expandindo em primeira ordem, podemos escrever ∂µ(δφr(x)) =
δ(∂µφr(x)). Então:

dS = S [φr + δφr]− S [φr] =

∫
Ω

dx4

{
∂L
∂φr

δφr(x) +
∂L

∂(∂µφr)
∂µ(δφr(x))

}
. (B.7)

Aplicando uma integração por partes no último termo:

dS =

∫
Ω

dx4

{
∂L
∂φr
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφr)

)}
δφr(x) +

∮
Γ(Ω)

dS
∂L

∂(∂µφr)
δφr(x), (B.8)

onde a integral de superf́ıcie é zero pela condição de contorno do processo varia-
cional. O termo entre chaves é a derivada funcional da ação:

δS
δφr(x)

=
∂L
∂φr
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφr)

)
= 0. (B.9)

Encontramos, assim, a equação de movimento dos campos para uma densidade
lagrangiana L.
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B.2 Prinćıpio de Gauge

Para um melhor significado do que é o prinćıpio de gauge e a sua importância
nas teorias modernas, explicarei a sua aplicação na QED (Quantum Electrody-
namics). A densidade lagrangiana que descreve part́ıculas com spin 1/2 livres,
ou seja, sem interação com qualquer outra part́ıcula é:

L1/2 = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ, (B.10)

onde ψ é o espinor de Dirac e ψ̄ = ψ†γ0 é o espinor conjugado. A partir do
prinćıpio variacional, a equação de movimento para esse campo é a equação de
Dirac: (

/p−m
)
ψ = 0, (B.11)

onde p = i∂µ e para qualquer 4-vetor Aµ, /A é a contração do mesmo com as
matrizes de Dirac γµAµ. Mas elétrons e pósitrons interagem entre si e com os
fótons, portanto temos que adicionar um termo na densidade lagrangiana (B.10)
que incorpore esse fato. Mas que termo deveŕıamos adicionar para implementar
tal interação? A resposta está em forçar a invariância de (B.10) frente à seguinte
transformação de fase local sobre o campo de Dirac:

ψ′ → eiα(x)ψ,

ψ̄′ → e−iα(x)ψ̄. (B.12)

Substituindo a equação acima em (B.10) temos:

L′1/2 = L1/2 − ψ̄ (γµ∂µα(x))ψ. (B.13)

Para mantermos a densidade lagrangiana invariante frente essa transformação
redefinimos a derivada como:

Dµ = ∂µ − ieAµ, (B.14)

onde o campo introduzido Aµ se transforma como:

Aµ → Aµ +
1

e
∂µα, (B.15)

ou seja, a nossa nova densidade lagrangiana é:

L = ψ̄ (iγµDµ −m)ψ,

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ + eψ̄ /Aψ. (B.16)
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Aplicando, agora, conjuntamente as transformações (B.12) e (B.15) temos:

L′ =
(
e−iαψ̄

)
(iγµ∂µ −m)

(
eiαψ

)
+ e

(
e−iαψ̄

)(
/A+

1

e
/∂µα

)(
eiαψ

)
, (B.17)

onde o primeiro termo pela equação (B.13) é facilmente escrito e o segundo termo
utilizamos (B.15):

L′ = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ − ψ̄
(
/∂α
)
ψ + eψ̄ /Aψ + ψ̄

(
/∂α
)
ψ = L. (B.18)

Agora a nossa densidade lagrangiana é dita invariante local de gauge, onde a
aplicação conjunta das transformações (B.13) e (B.15) são chamadas de trans-
formações de gauge e o campo inserido Aµ é o campo de gauge.

Verifica-se que este termo adicional que surge impondo a invariâcia de gauge
é exatamente o termo que implementa a interação dos elétrons e pósitrons com os
fótons. E o mesmo resultado é aplicado a teoria eletrofraca e a teoria da interação
forte, ou seja, imponto a invariância de gauge local sobre os campos de matéria
surge o termo de interação correto para descrever as forças fundamentais.

Entretanto nos resta escrever o termo livre do campo de gauge que é somente
cinético pois os fótons não possuem massa. Esse termo é dado pela contração
do tensor eletromagnético F µν = ∂µAν − ∂νAµ. Obtemos então a densidade
lagrangiana da QED:

LQED = −1

4
FµνF

µν︸ ︷︷ ︸
termo cinético dos fótons

+ ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ︸ ︷︷ ︸
termo cinético e de massa dos férmions

+ jµAµ︸ ︷︷ ︸
termo de interação

,

(B.19)

onde jµ = eψ̄γµψ é a corrente de férmions. Com a finalidade de fazer um cálculo
completo vamos verificar que o termo cinético do campo de gauge é invariante
frente a transformação (B.15):

F ′µνF
′µν =

[
∂µ

(
Aν +

1

e
∂να

)
− ∂ν

(
Aµ +

1

e
∂µα

)]
×[

∂µ
(
Aν +

1

e
∂να

)
− ∂ν

(
Aµ +

1

e
∂µα

)]
. (B.20)

O primeiro termo de cada parênteses gera a contração anterior à transformação.
Então:
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F ′µνF
′µν =FµνF

µν +
1

e
(∂µ∂να)∂µAν +

1

e2
(∂µ∂να)(∂µ∂να)

− 1

e
(∂ν∂µα)∂µAν − 1

e2
(∂ν∂µα)(∂µ∂να)

− 1

e
(∂µ∂να)∂νAµ − 1

e2
(∂µ∂να)(∂ν∂µα)

+
1

e
(∂ν∂µα)∂νAµ +

1

e2
(∂ν∂µα)(∂ν∂µα)

=FµνF
µν . (B.21)

B.3 Quebra Espontânea de Simetria e

Mecanismo de Higgs

Irei ilustrar um exemplo razoavelmente simples para tentar explicar a noção e
a importância da quebra expontânea de simetria. Primeiro vamos verificar que se
inseŕısemos um termo de massa 1

2
m2AµA

µ para o fóton na densidade lagrangiana
da QED, este termo não seria invariante de gauge:

1

2
m2A′µA

′µ =
1

2
m2

(
Aµ +

1

e
∂µα

)(
Aµ +

1

e
∂µα

)
1

2
m2

[
AµA

µ +
1

e
Aµ∂

µα +
1

e
∂µαA

µ +
1

e2
∂µα∂

µα

]
6=1

2
m2AµA

µ. (B.22)

Mas por quê seria relevante adicionar um termo de massa ao campo que des-
creve os fótons? O campo de gauge Aµ que descreve os fótons é um campo
vetorial, ou seja, carrega spin 1. Apesar do fóton não possuir massa, nós co-
nhecemos part́ıculas vetoriais que possuem massa. Os bósons W+, W− e Z0. O
mesmo acontece com essas part́ıculas, quando no respectivo lagrangiano tenta-se
adicionar um termo de massa à mão. Como fazer para gerarmos massa para estes
bósons? Vamos analisar o grupo de simetria U(1). Vamos supor que estejamos
trabalhando com uma densidade lagrangiana do tipo:

L = T − V = (∂µφ)∗ (∂µφ)−
(
µ2φ∗φ+ λ (φ∗φ)2) , (B.23)

onde φ = (φ1 + iφ2)/
√

2 é um campo escalar complexo e λ é um número real pos-
itivo. Se considerarmos µ2 positivo o potencial terá a forma de um parabolóide,
e portanto possuirá somente um mı́nimo, ou seja, somente um estado fundamen-
tal. Entretanto se considerarmos que µ2 é negativo, a forma do potencial será da
forma que está representado na figura abaixo:
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Fig. B.1: Forma do potencial quando µ2 < 0

Observamos agora que nesta configuração, ou reinterpretação do termo µ2, o
potencial passa a ter infinitos pontos de mı́nimo, ou seja, infinitos estados fun-
damentais. Podemos reescrever a densidade lagrangiana em termos dos campos
reais φ1 e φ2:

L =
1

2
(∂µφ1)(∂µφ1) +

1

2
(∂µφ2)(∂µφ2)− 1

2
µ2(φ2

1 + φ2
2)− 1

4
λ(φ2

1 + φ2
2)2. (B.24)

Aquele ćırculo de mı́nimos pode ser parametrizado por φ2
1 + φ2

2 = v2. O valor
desses ḿinimos é:

∂V

∂(v2)
=

1

2
µ2 +

1

2
λv2 = 0→ v2 = −µ

2

λ
. (B.25)

Os métodos perturbativos realizados envolvem expansões em torno de um ponto
de mı́nimo clássico. Escolhemos arbitrariamente o estado fundamental como
φ1 = v e φ2 = 0. Adicionando um termo perturbativo em φ(x) temos:

φ0 =
1√
2

[v + η(x) + iξ(x)] . (B.26)

Substituindo a expansão perturbativa acima na densidade lagrangiana e man-
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tendo termos até segunda ordem nos campos:

L′ = 1

2
(∂µη)(∂µη) +

1

2
(∂µξ)(∂

µξ) + µ2η2 + const +O(η3) +O(ξ3). (B.27)

Observamos que o terceiro termo possui estrutura de um termo de massa para
um campo η,

(
−1

2
m2
ηη

2
)

onde mη =
√
−2µ2. Recaptulando, partimos de uma

densidade lagrangiana (B.23) que possúıa apenas um estado fundamental. E após
a reinterpretação do sinal de µ2 nos deparamos com uma infinidade de estados
fundamentais. De todos esses estados fundamentais posśıveis escolhemos somente
um para fazer teoria de perturbação e por isso dizemos que houve uma quebra
espontânea de simetria, pois a simetria angular representada pelo ćırculo da figura
não está manifesta na densidade lagrangiana (B.27). Observando a direção dos
campos ξ e η na figura, percebemos que o campo que percebeu uma diferença
no potencial durante a perturbação , ou seja, a direção de φ1, é aquele que se
tornou massivo. Enquanto que o outro campo, na direção perpendicular (φ2)
ficou sem massa. O campo ξ é chamado de bóson de Goldstone. É resultado do
teorema de Goldstone. O teorema diz que: ”Um campo escalar sem massa sempre
aparecerá quando uma simetria cont́ınua de um sistema f́ısico é ”espontaneamente
quebrada” (ou seja, não aparente no estado fundamental)”.

Vamos, agora, aplicar a quebra espontânea de simetria em uma simetria local
de gauge. Consideraremos o caso mais simples do grupo U(1). A densidade
lagrangiana que proporemos é muito similar àquela da QED:

L = (Dµφ)∗(Dµφ)− µ2φ∗φ− λ(φ∗φ)2 − 1

4
FµνF

µν , (B.28)

onde consideramos agora, um campo escalar complexo e a transformação de gauge
é:

φ→ eiα(x)φ,

φ∗ → e−iα(x)φ∗,

Aµ → Aµ +
1

e
∂µα. (B.29)

A derivada covariante é a mesma considerada anteriormente Dµ = ∂µ − ieAµ.
Como no caso anterior, vamos interpretar µ2 < 0 para gerar massa pela quebra
espontânea de simetria. Escolhendo o mesmo estado fundamental, entre os in-
finitos dispońıveis, que o de anteriormente e fazendo uma perturbação (B.26),
obtemos:

L′ =1

2
(∂µξ)(∂

µξ) +
1

2
(∂µη)(∂µη)− v2λη2 +

1

2
e2v2AµA

µ

− evAµ∂µξ −
1

4
FµνF

µν + termos de ordem superior. (B.30)
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A partir de L′, o espectro de part́ıculas é um bóson de Goldstone ξ, um campo
escalar massivo η e o mais crucial, um campo vetorial massivo Aµ. Obtemos,
respectivamente:

mξ = 0, mη =
√

2λv2, mA = ev. (B.31)

Apesar de termos conseguido gerar massa para o campo vetorial o bóson de
Goldstone continua presente. Mas olhando com cuidado, percebemos um termo
cruzado dos campos na densidade lagrangiana L′. Há um termo Aµ∂

µξ. A
aparição desde termo nos sugere para tomar cuidado na interpretação do espec-
tro de part́ıculas dessa densidade lagrangiana. Na verdade, quando tornamos o
campo vetorial massivo, nós acrescentamos um grau de liberdade. Um grau de
liberdade longitudinal, que antes não estava presente. Acontece que o bóson de
Goldstone não aparece como uma part́ıcula f́ısica independente, mas sim como
esse grau de liberdade criado por tornar o campo vetorial massivo. E o termo
Aµ∂

µξ pode ser retirado da densidade lagrangiana escolhendo uma forma parti-
cular de gauge. Percebendo que até segunda ordem nos campos a relação abaixo
é verdadeira:

φ0 =
1√
2

(v + η + iξ) ' 1√
2

(v + η)eiξ/v (B.32)

escolhemos o gauge α(x) = θ(x)/v e assim temos a transformação:

φ0 →
1√
2

(v + h(x))eiθ(x)/v,

Aµ → Aµ +
1

ev
∂µθ. (B.33)

Substituindo as relações acima na densidade lagrangiana (B.28) e expandindo
com o estado fundamental φ0 acima:

L′′ =1

2
(∂µh)(∂µh)− λv2h2 +

1

2
e2v2AµA

µ − 1

4
FµνF

µν − λvh3

− 1

4
λh4 +

1

2
e2AµA

µh2 + ve2AµA
µh+ ordem mais alta, (B.34)

onde percebemos que o bóson de Goldstone não está mais presente. Essa densi-
dade lagrangiana descreve, portanto, um campo vetorial massivo Aµ e um campo
escalar massivo h chamado de campo de Higgs. E esse é o mecanismo de Higgs.
Quando a quebra espontânea de simetria é aplicada em um grupo de simetria
de gauge o bóson de Goldstone se transforma no grau de liberdade acrescentado
pela polarização logitudinal do campo vetorial e este campo escalar massivo é o
campo de Higgs.
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Relações Importantes

C.1 Matrizes de Dirac

As matrizes gama (ou matrizes de Dirac) são uma representação 4-dimensional
da álgebra de Clifford. Ou seja, são matrizes 4 × 4 que satisfazem a relação de
anticomutação :

{γµ, γν} = 2gµν14×4, (C.1)

onde anticomutador é definido como {A,B} = AB+BA. Uma das representações
4-dimensional é a chamada de Dirac-Pauli, onde as matrizes são escritas explici-
tamente como:

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 . (C.2)

Matrizes satisfazendo a relação (C.1) surgem naturalmente quando se constrói
uma teoria quântica relativ́ıstica para o elétron, por isso elas aparecem na des-
crição de campos com spin 1/2. Algumas relações utilizadas que elas satisfazem
são:

γλγ
λ = 4 14×4, (C.3)

γλγ
αγλ = −2γα, (C.4)
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γλγ
αγβγλ = 4gαβ14×4, (C.5)

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
ελµνπγ

λγµγνγπ ≡ γ5, (C.6)

{γ5, γµ} = 0, [γ5, σµν ] = 0, (C.7)

γµ ≡ gµνγ
ν . (C.8)

A matriz que aparece quando escrevemos os geradores de Lorentz na repre-
sentação espinorial é dada por:

σµν =
i

2
[γµ, γν ]. (C.9)

A contração de um ı́ndice do tensor completamente antissimétrico no espaço
de Minkowski é:

εµναβε
µγτξ = −

[
δγν δ

τ
αδ

ξ
β + δτνδ

ξ
αδ

γ
β + δξνδ

γ
αδ

τ
β − δγν δτβδξα − δταδ

γ
βδ

ξ
ν − δ

ξ
βδ

γ
αδ

τ
ν

]
, (C.10)

onde εµναβ é definidor por:

εµναβ =


+1 se µ = 0, ν = 1, α = 2, β = 3 ou permutação par

−1 se µ = 1, ν = 0, α = 2, β = 3 ou permutação par

0 qualquer outra possibilidade

(C.11)

C.2 Relações Importantes e Algumas

Demonstrações

Relações importantes utilizadas para a demonstração de expressões:

σλµσ
λ
ν =

i

2
[γλ, γµ]

i

2
[γλ, γν ]

=− 1

4
(γλγµ − γµγλ)(γλγν − γνγλ)

=− 1

4
(γλγµγ

λ︸ ︷︷ ︸
(C.4)

γν − γλγµγνγλ︸ ︷︷ ︸
(C.5)

−γµ γλγλ︸︷︷︸
(C.3)

γν + γµ γλγνγ
λ︸ ︷︷ ︸

(C.4)

)

=− 1

4
((−2)γµγν − 4gµν − 4γµγν + (−2)γµγν)

=2γµγν + gµν . (C.12)
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Contração do tensor de spin:

σµνσµν =

(
i

2
[γµ, γν ]

)(
i

2
[γµ, γν ]

)
=− 1

4
(γµγν − γνγµ)(γµγν − γνγµ)

=− 1

4
(γµγνγµ︸ ︷︷ ︸

(C.4)

γν − γµ γνγν︸︷︷︸
(C.3)

γµ − γν γµγµ︸︷︷︸
(C.3)

γν + γνγµγν︸ ︷︷ ︸
(C.4)

γµ)

=− 1

4
((−2)γνγν − 4γµγµ − 2γνγν + (−2)γµγµ)

=12 =
4!

2
. (C.13)

Observando a definição do vetor de Pauli-Lubanski (A.13) e a sua repre-
sentação espinorial (1.20) podemos construir a seguinte relação:

ελ αβµγ
5σλν =− i

2
ελ αβµελδωνσ

δω

=− i

2
ελ αβµ

(
ελδων

i

2
[γδ, γω]

)
︸ ︷︷ ︸
mesmo que em (C.17)

=− i

2
ελ αβµ

(
ελδωνiγ

δγω
)

ελ αβµγ
5σλν =

1

2
gνξελαβµε

λδωξγδγω.

Vamos trocar os ı́ndices para utilizar a (C.10). Trocas: λ→ µ, µ→ β, β → α,
α→ ν δ → γ, ω → τ e ν → ω.

εµ ναβγ
5σµω =

1

2
gωξ εµναβε

µγτξ︸ ︷︷ ︸
(C.10)

γγγτ

=− 1

2
gωξ

[
δγν δ

τ
αδ

ξ
β + δτνδ

ξ
αδ

γ
β + δξνδ

γ
αδ

τ
β

− δγν δ
τ
βδ

ξ
α − δταδ

γ
βδ

ξ
ν − δ

ξ
βδ

γ
αδ

τ
ν

]
γγγτ

=− 1

2
[gωβγνγα + gωαγβγν + gωνγαγβ

− gωαγνγβ − gωνγβγα − gωβγαγν ]

=
1

2
gωβ[γα, γν ] +

1

2
gωα[γν , γβ] +

1

2
gων [γβ, γα]. (C.14)
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Calculando explicitamente a relação que surge na expressão acima:

gµν [γβ, γα] =gµν

γβγα︸︷︷︸
(C.1)

−γαγβ


=gµν ((2gαβ − γαγβ)− γαγβ)

=2gµν (gαβ − γαγβ) . (C.15)

Escrevendo o vetor de Pauli-Lubanski na representação espinorial:

Wλ =
1

2
ελαβν (Mαβ

S )︸ ︷︷ ︸
(1.19)

pν

=
1

2
ελαβν

(
1

2
σαβ
)
pν

=
1

2

(
1

2
ελαβνσ

αβ

)
︸ ︷︷ ︸

≡ Tλν

pν . (C.16)

Vamos fazer uma conta particular expĺıcita, com o objeto definido Tλν :

σλνTλν =
1

2
ελαβν︸ ︷︷ ︸
lνβl

ν
α

σλνσαβ

=
1

2
ελναβσ

λνσαβ

=
1

2
ελναβ

(
i

2
[γλ, γν ]

)(
i

2
[γα, γβ]

)
=

1

2

i

2
ελναβ(γλγν − γν︸︷︷︸

lνλ

γλ︸︷︷︸
lλν

)

(
i

2
[γα, γβ]

)

=
1

2

i

2

ελναβγλγν − ενλαβ︸ ︷︷ ︸
lνλ

γλγν

( i
2

[γα, γβ]

)

=
1

2

i

2

[
ελναβγ

λγν + ελναβγ
λγν
]( i

2
[γα, γβ]

)
=

1

2
ελναβ

(
iγλγν

) (
i

2
[γα, γβ]

)
︸ ︷︷ ︸

mesmo procedimento

=
1

2
ελναβ

(
iγλγν

) (
iγαγβ

)
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σλνTλν =− 1

2

(
ελναβγ

λγνγαγβ
)︸ ︷︷ ︸

(C.6)

=− 1

2

(
4!

i
γ5

)
= i

4!

2︸︷︷︸
(C.13)

γ5

=σλν
(
iσλνγ

5
)︸ ︷︷ ︸

= Tλν

. (C.17)

Voltando agora, para a expressão (C.16):

(wλ)ab =
i

2
(γ5σλν)ab p

ν (C.18)

Encontrando ΓAαβµν :

ΓAαβµν =
1

2

Γαβµν︸ ︷︷ ︸
(1.27)

−Γαβνµ︸ ︷︷ ︸
(1.27)


=

1

2

{
2

3
(gαβgµν − gανgβµ) +

1

6

(
ελαβµγ

5σλν + ελαβνγ
5σλµ

)
+

1

12
σλµσ

λ
νgαβ −

1

4
gµνgαβ

− 2

3
(gαβgµν − gαµgβν)−

1

6

(
ελαβνγ

5σλµ + ελαβµγ
5σλν

)
− 1

12
σλνσ

λ
µgαβ +

1

4
gµνgαβ

}

=
1

2

2

3
(gαµgβν − gανgβµ) +

1

12

σλµσλν︸ ︷︷ ︸
(C.12)

−σλνσλµ︸ ︷︷ ︸
(C.12)

 gαβ


=

1

3
(gαµgβν − gανgβµ) +

1

24
(2γµγν + gµν − 2γνγµ − gµν) gαβ

=
1

3
(gαµgβν − gανgβµ) +

1

12
[γµ, γν ]︸ ︷︷ ︸
(C.9)

gαβ

=
1

3
(gαµgβν − gανgβµ)− i

6
σµνgαβ
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ΓAαβµν =− i

3

i (gαµgβν − gανgβµ)︸ ︷︷ ︸
(1.19)

+ gαβ
1

2
σµν︸ ︷︷ ︸

( 1.19)


=− i

3
(Mµν)αβab. (C.19)

Agora o ΓSαβµν :

ΓSαβµν =
1

2

Γαβµν︸ ︷︷ ︸
(1.27)

+ Γαβνµ︸ ︷︷ ︸
(1.27)


=

1

2

{
2

3
(gαβgµν − gανgβµ) +

1

6

(
ελαβµγ

5σλν + ελαβνγ
5σλµ

)
+

1

12
σλµσ

λ
νgαβ −

1

4
gµνgαβ

+
2

3
(gαβgµν − gαµgβν) +

1

6

(
ελαβνγ

5σλµ + ελαβµγ
5σλν

)
+

1

12
σλνσ

λ
µgαβ −

1

4
gµνgαβ

}
=

1

2

{
4

3
gαβgµν −

2

3
(gανgβµ + gαµgβν) +

1

3

(
ελαβµγ

5σλν + ελαβνγ
5σλµ

)
+

1

12

(
σλµσ

λ
νgαβ + σλνσ

λ
µgαβ

)
− 1

2
gαβgµν

}
=

5

12
gαβgµν −

1

3
(gανgβµ + gαµgβν)

+
1

6

ελαβµγ5σλν︸ ︷︷ ︸
(C.14)

+ ελαβνγ
5σλµ︸ ︷︷ ︸

(C.14)


+

1

24

σλµσλν︸ ︷︷ ︸
(C.12)

+σλνσ
λ
µ︸ ︷︷ ︸

(C.12)

 gαβ
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ΓSαβµν =
5

12
gαβgµν −

1

3
(gανgβµ + gαµgβν)

+
1

6

(
1

2
gνµ[γβ, γα]− 1

2
gνβ[γµ, γα]− 1

2
gνα[γβ, γµ]

)
+

1

6

(
1

2
gµν [γβ, γα]− 1

2
gµβ[γν , γα]− 1

2
gµα[γβ, γν ]

)
+

1

24
(2γµγν + gµν + 2γνγµ + gµν) gαβ.

Utilizando (C.15) em todos os comutadores:

ΓSαβµν =
5

12
gαβgµν −

1

3
(gανgβµ + gαµgβν)

+
1

6
{gµν (gαβ − γαγβ)− gνβ (gαµ − γαγµ)

− gνα (gµβ − γµγβ) + gµν (gαβ − γαγβ)

− gµβ (gαν − γαγν)− gµα (gνβ − γµγβ)}

+
1

24

2 {γµ, γν}︸ ︷︷ ︸
(C.1)

+2gµν

 gαβ

=
5

12
gαβgµν −

1

3
(gανgβµ + gαµgβν)

+
1

6
{2gµνgαβ − 2gµνγαγβ − 2 (gανgβµ + gαµgβν)

+gνβγαγµ + gναγµγβ + gµβγαγν + gµαγνγβ

+
1

24
(4gµν + 2gµν) gαβ

=
5

12
gαβgµν −

1

3
(gανgβµ + gαµgβν) +

1

3
gµνgαβ −

1

3
gµνγαγβ

− 1

3
(gανgβµ + gαµgβν)

+
1

6
{γα(gνβγµ + gµβγν) + (gναγµ + gµαγν)γβ}

+
1

4
gµνgαβ

=gαβgµν −
2

3
(gανgβµ + gαµgβν)−

1

3
gµνγαγβ

+
1

6
{γα(gνβγµ + gµβγν) + (gναγµ + gµαγν)γβ} . (C.20)

[πα, πβ] = ieFαβ (C.21)
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Agora, contraido com as derivadas covariantes e deixando α à esquerda e β à
direita:

ΓSαβµνπ
µπν =gαβπ

2 − 2

3

παπβ + πβπα︸ ︷︷ ︸
(C.21)

− 1

3
γαγβπ

2

+
1

6

γαγµπµπβ + γαγν πβπ
ν︸︷︷︸

(C.21)

+γµγβ π
µπα︸ ︷︷ ︸

(C.21)

+γνγβπαπ
ν


=gαβπ

2 − 2

3
(2παπβ + ieFβα)− 1

3
γαγβπ

2 +
1

6
{γα/ππβ

+ γαγν(ieF
ν

β + πνπβ) + γµγβ(ieF µ
α + παπ

µ) + γνγβπαπ
ν
}

=gαβπ
2 − 4

3
παπβ −

2

3
ieFβα −

1

3
γαγβπ

2 +
1

6
{γα/ππβ

+ ieγαγνF
ν

β + γα/ππβ + ieγµγβF
µ
α + γµγβπαπ

µ + γνγβπαπ
ν
}

=gαβπ
2 − 4

3
παπβ +

2

3
ieFαβ −

1

3
γαγβπ

2 +
1

3
γα/ππβ

+
ie

6
γαγνF

ν
β +

ie

6
γµγβF

µ
α +

1

3
πα/πγβ

=π2gαβ +
1

3
(γα/π − 4πα)πβ +

1

3
(πα/π − γαπ2)γβ +

2

3
ieFαβ

+
ie

6
γαγ

νFβν +
ie

6
γµFµαγβ. (C.22)

Algumas contas expĺıcitas para o próximo cálculo:

σλνA
ν =

i

2
[γλ, γν ]A

ν

=
i

2

γλγν − γνγλ︸︷︷︸
(C.1)

Aν

=
i

2
(2γλγν − 2gνλ)A

ν

=i(γλ /A− Aλ), (C.23)

F µ
α γµ =[πα, π

µ]γµ

=(παπ
µ − πµπα)γµ

=πα/π − /ππα, (C.24)
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F µ
α σβµ =

i

2
F µ
α [γβ, γµ]

=
i

2
F µ
α (γβγµ − γµγβ)

=
i

2

F µ
α γβγµ︸︷︷︸

(C.1)

−F µ
α γµγβ


=
i

2
(F µ

α (2gβµ − γµ γβ)− F µ
α γµγβ)

=i (Fαβ − F µ
α γµγβ) , (C.25)

Antissimétrico:

Γ̃Aαβµνπ
µπν =− i

gσµνπ
µπν

2
gαβ + ig′ (παπβ − πβπα)︸ ︷︷ ︸

(C.21)


+ ic

σβνπαπν − σβµ πµπα︸ ︷︷ ︸
(C.21)

−σαµπµπβ + σαν πβπ
ν︸︷︷︸

(C.21)


=− igσµνπ

µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ + ic {παπνσβν

− σβµ(ieF µ
α + παπ

µ)− σαµπµπβ + σαν(ieF
ν

β + πνπβ)
}

=− igσµνπ
µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ + ic {παπνσβν − ieσβµF µ

α

−σβµπαπµ − σαµπµπβ + ieσανF
ν

β + σανπ
νπβ
}

= + ig
σµνπ

µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ + ic {πασβµπµ

−ie F µ
α σβµ︸ ︷︷ ︸
(C.25)

−πασβµπµ − σαµπµπβ

+ie F µ
β σαµ︸ ︷︷ ︸
(C.25)

+σαµπ
µπβ


=− igσµνπ

µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ

− ec {i (Fαβ − F µ
α γµγβ)

+i
(
Fβα − F µ

β γµγα
)}
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Γ̃Aαβµνπ
µπν =− igσµνπ

µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ

+ iec

F µ
α γµγβ + F µ

β γµγα︸︷︷︸
(C.1)


=− igσµνπ

µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ

+ iec
(
γµFαµγβ + F µ

β (2gµα − γαγµ)
)

=− igσµνπ
µπν

2
gαβ + ieg′Fαβ

+ iec
(
−γµFµαγβ + 2Fβα − F µ

β γαγµ
)

=− i
(
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − eg′Fαβ

)
− 2iecFαβ − iec γµFµα︸ ︷︷ ︸

(C.24)

γβ − iecγα γµFβµ︸ ︷︷ ︸
(C.24)

=− i
(
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − eg′Fαβ

)
− 2iecFαβ + iec(πα/π − /ππα)γβ + iecγα(/ππβ − πβ/π)

=− i
{
g
σµνπ

µπν

2
gαβ − eg′Fαβ

}
− 2iecFαβ

+ iec(πα/π − /ππα)γβ + iecγα(/ππβ − πβ/π). (C.26)

Vamos reescrever (1.75) da seguinte maneira para inserirmos os v́ınculos (já
substituindo πµ → nµ):(

n2gαβ +
1

3
(γα/n− 4nα)(π · ψ)β +

1

3
(nα/n− γαn2)(γ · ψ)β

)
ψβ

+

(
− i

2
g3/2σµνgαβ + ieFαβ

)
ψβ −m2ψα = 0. (C.27)

O termo relevante para o cálculo do determinante é o que pertence à primeira
linha da expressão acima. Após encontrarmos os v́ınculos (1.76) e (1.77) sub-
stitúımos de volta na equação (1.75), chamemos agora (π ·ψ)β = Nβ e (γ ·ψ)β =
Γβ. Vamos mostrar que chegamos em (1.78). O tensor Mαβ já está na forma
correta, e Γβ também, pois é apenas o v́ınculo (γ · ψ).

Mαβ = n2gαβ +
1

3
(γα/n− 4nα)Nβ +

1

3
(nα/n− γαn2)Γβ, (C.28)

Γβ =
ie

6m2

(
3g3/2 + 2

) (
Fµβγ

µ + iγ5γµF̃µα

)
. (C.29)
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Basta mostrarmos que o v́ınculo π · ψ trocando πµ → nµ resulta em Nβ:

(π · ψ)β =Nβ =
1

m2

ie(1−
g3/2

2

)
(Fβµn

µ + nµFβµ)︸ ︷︷ ︸
nµ comuta

+ieg3/2n
µFµβ

−e
(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /n] + ie

(
g3/2

4
− 1

6

)
{γµFβµ, /n}

}

+
ie

m2

(g3/2

4
− 1

6

)
γν (Fνµn

µ + nµFνµ)︸ ︷︷ ︸
nµ comuta

Γβ. (C.30)

Mas agora como temos um 4-vetor nµ, esse 4-vetor comuta com todos objetos,
podemos assim simplificar vários termos. Vamos fazer o cálculo de uma expressão
que utilizaremos à seguir:

γµFβµ/n =γµFβµγ
αnα

=nα γ
µγα︸ ︷︷ ︸

(C.1)

Fβµ

=nα(2gµα − γαγµ)Fβµ

=2nµFβµ − /nγµFβµ. (C.31)

Nβ =
1

m2

{
ie
(

1−
g3/2

2

)
2nµFβµ − ieg3/2n

µFβµ − e
(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /n]

+ie

(
g3/2

4
− 1

6

)
(γµFβµ/n+ /nγµFβµ)︸ ︷︷ ︸

2 nµFβµ (C.31)

+
ie

m2

((
g3/2

4
− 1

6

)
2γνFνµn

µ

)
Γβ

=
1

m2

{
2ienµFβµ − ieg3/2n

µFβµ − ieg3/2n
µFβµ − e

(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /n]

+
1

2
ieg3/2n

µFβµ −
1

3
ienµFβµ

}
+

ie

m2

((
g3/2

2
− 1

3

)
γνFνµn

µ

)
Γβ

=
1

m2

(
ie

(
5

3
− 3

2
g3/2

)
nµF ν

µ − e
(
g3/2

4
+

1

6

)
γ5[γαF̃βα, /n]

)
+

ie

m2

(
g3/2

2
− 1

3

)
γνFνµn

µΓβ. (C.32)
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