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Resumo

Neste trabalho, expomos a fundamentação teórica necessária para a obtenção do acoplamento da in-
teração forte. O fato de esta ser dependente da escala de energia é responsável pela liberdade assintótica e
permite o uso de métodos perturbativos para processos de interação forte como aqueles que ocorrem em
aceleradores de partículas atuais. Apresentamos uma breve história acerca da técnica de renormalização,
chegando à renormalização em QED e mostrando sua importância na obtenção do acoplamento eletro-
magnético. Também tomamos parte do processo pelo qual a renormalização é efetuada, a regularização.
Finalmente, obtemos a descrição do acoplamento forte na QCD. Neste ponto, comparamos a predição
teórica com os dados experimentais vindos de aceleradores.



6

1 Introdução

Nesta monografia tratamos da obtenção da constante de acoplamento forte naCromodinâmica Quân-

tica (QCD) e fazemos a comparação desta quantidade com os resultados experimentais obtidos em acel-

eradores de partículas em altas energias. Em especial, o comportamento deste acoplamento no regime

de momentos grandes no processo de interação forte permite o uso de técnicas de teoria de perturbação.

Assim, o comportamento de liberdade assintótica da constante de acoplamento é crucial para o poder

preditivo da QCD quando analisamos processos de colisão de partículas hadrônicas em altas energias,

como aquelas estudadas no Large Hadron Collider (LHC). Do ponto de vista teórico, o comportamento

variável (running) da constante de acoplamento com a escala de momento doprocesso advem em última

análise das equações de grupo de renormalização, da qual trataremos em algum detalhe nesta monografia.

A renormalização é um processo geral para o cancelamento de infinitos que aparecem na obtenção de

algumas quantidades físicas como a carga e a massa quando calculadas em Teorias Quânticas de Cam-

pos. O exemplo histórico deste tipo de problema teórico ocorreu na Eletrodinâmica Quântica (QED), o

que deu origem aos métodos de subtração e sua evolução posterior paramétodos de regularização. At-

ualmente, a renormalizabilidade foi elevada a critério de escolha de uma boa teoria quântica de campos.

Nos capitulos que seguem, veremos os aspectos formais da obtenção da constante de acoplamento forte

que perpassam pela metodologia de renormalização.

No primeiro capítulo, revisamos os principais aspectos históricos da origem dos métodos de regu-

larização no âmbito da QED e como a renormalizabilidade evoluiu como um critério de construção de

uma teoria quântica de campos. Esse capítulo contextualiza historicamente os procedimentos de regular-

ização e como o seu status em teorias quânticas de campos evoluiu. Ele motivará os próximos capítulos

onde tratamos da obtenção das correções de auto-energia do elétron e polarização do vácuo na QED.

O mesmo tipo de correção aparacerá na QCD, com estruturas adicionais pelo fato de ela ser uma teoria

não-Abeliana.

No segundo capítulo revisamos brevemente os aspectos gerais da obtenção dos diagramas de Feyn-

man para a QED que serão necessários para a representação pictóricados processos de correção em QED

mencionados anteriormente.

No terceiro capítulo, efetuamos formalmente o processo de renormalização na QED, a partir do

esquema na casca (on-shell), sem necessariamente expor alguns métodos matemáticos envolvidos, efet-
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uando a redefinição de parâmetros físicos como massa e carga para os tornarem finitos. Ao fim, obtemos

o acoplamento para a interação eletromagnética (no caso, a carga renormalizada) em função da energia

considerada, por exemplo, em um espalhamento elétron-pósitron.

Expomos os métodos matemáticos envolvidos no capítulo anterior no capítulo cinco. Estes métodos

serão também necessários para a determinação do acoplamento da interação forte. Exemplificamos e

ilustramos o método de corte (cutoff) e também o método de regularização dimensional para a manipu-

lação das integrais divergentes de forma a as tornarem finitas e interpretáveis.

No capítulo 6, obtemos a dependência do acoplamento forte da QCD com a escala de energia do

processo. Para o cálculo do mesmo, utilizamos o grupo de renormalização para a interpretação da escala

de massaµ, além de um esquema novo de renormalização, esquemaMS. Porém, o acoplamento running

da QCD não fica completamente determinado pois no processo de renormalização alguns parâmetros

devem ser determinados a partir dos resultados experimentais.

Ao final, no capítulo 7 determinarmos a dependência emµ deste acoplamento completamente e

verificamos o fenômeno da liberdade assintótica utilizando os resultados experimentais de aceleradores

de partículas de altas energias. Em particular, investigamos como é obtida a média global (incluindo

vários conjuntos experimentais) da constante de acoplamento forte. Como umestudo fenomenológico,

a partir da derivação da nossa fórmula em um-loop para a constante de acoplamento, fazemos um ajuste

a um conjunto de dados experimentais em colisões elétron-pósitron e obtemoso acoplamento na escala

energética de referênciaµ0. Ao fim, comparamos o nosso estudo fenomenológico com a média global.

Finalmente, na conclusão resumimos os estudos realizados nesta monografia.
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2 Aspectos históricos da renormalização
em Teorias Quânticas de Campos

Faremos aqui um parêntese histórico: apresentamos e ressaltamos o fato de que as técnicas de

renormalização desempenharam um papel fundamental ao longo de todo oprocesso de desenvolvimento

e consolidação das teorias quânticas de calibre. Esta parte vem como uma introdução à técnica de

renormalização, técnica central sobre a qual estão apoiadas as teoriasquânticas de campos (TQC’s) da

qual falaremos, com base matemática, no capítulo posterior.

2.1 Aspectos gerais

A teoria quântica de campos nasceu da descrição quântica da interação eletromagnética, através da

QED. A partir do sucesso desta teoria para explicar uma força da natureza, pensou-se em expandir este

programa de TQC para as outras três forças da natureza: forças fraca, forte e gravitacional.

Estendida com sucesso à força fraca - com a unificação da mesma com a eletromagnética, gerando

a teoria eletrofraca - e com relativo sucesso à força forte∗, a força gravitacional ainda não pode ser

entendida como uma teoria quântica de campo. Apesar dofracasso gravitacional, o programa da TQC

obteve vários sucessos empíricos. No entanto, ele se deparou desde seu surgimento com um problema

sério, que é o problema dos infinitos: em muitas situações, cálculos que deveriam resultar em quantidades

finitas e observáveis como correções de carga e massa de partículas comoas do elétron, resultavam em

quantidades divergentes.

Nesta contextualização histórica, apenas trataremos dos casos iniciais divergentes importantes na

eletrodinâmica quântica como aauto-energia do elétrone apolarização do vácuo. Para contextu-

alizarmos esse problema, começamos com uma revisão cronológica da teoria quântica de campos.

A TQC, como expresso anteriormente, surge de uma configuração básicade três componentes:(i)

a teoria lagrangiana de campos,(ii) mecânica quântica† e a(iii ) relatividade restrita, com o objetivo de

∗Devido à constante de acoplamentoαS se tornar maior que 1 para o regime de momenta baixos, a teoria
perturbativa não é mais válida a baixas energias. Cálculos nesses limites são difíceis de tratar, e não há um método
geral simples para resolvê-los.

†Ou melhor, princípios básicos advindos da mesma, como o princípio de primeira quantização
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descrever campos, sistemas com um número infinito de graus de liberdadexµ . A primeira tentativa de

estender princípios quânticos aos campos nos leva aos anos de formulação da teoria, mais precisamente

1926, [1], quando Born, Heisenberg e Jordan descreveram o campo eletromagnético na ausência de

cargas e correntes como um sistema de osciladores, com cada oscilador oscilando com frequênciaω ,

concluindo assim que a energia do campo seria quantizada.

Em1927, [2] Paul M. Dirac criou o método da segunda quantização, e então inicioua formulação da

primeira TQC, a eletrodinâmica quântica (QED), que permitiu tratar por exemplo da emissão e absorção

de radiação (criação e destruição de fótons), pois um dos saltos em nosso conhecimento dados pela

TQC foi o de destruição e criação de partículas a partir de excitações do vácuo dadas pelos operadores

quantizados de campo, por exemplo:Aµ |0〉=C|γ〉+D|− γ〉
︸ ︷︷ ︸

≡0

=C|γ〉 .

Em1928, [3] Jordan e Wigner estenderam o método da segunda quantização, inicialmente formulado

para bósons (relações de comutação), para então descrever férmions (relações de anticomutação); Jordan

e Pauli tornaram o método relativístico, ainda em1928, [4]. Após essas contribuições, os anos 30 foram

de bastante progresso na formulação e no entendimento da teoria quântica de campos.

Historicamente, foi na QED que o problema dos infinitos apareceu pela primeira vez, e também

foi no meio desta TQC que a renormalização tomou parte pela primeira vez‡. Uma forma em que o

problema aparece é a chamadacatástrofe ultravioletaque surge ao calcularmos, por exemplo, os efeitos

da auto-energia do elétron§ e da polarização do vácuo. Ambos os efeitos estão relacionados com a

criação de partículas virtuais.

A auto-energia do elétron resulta do fato de que há uma contínua emissão e reabsorção de fótons

virtuais por qualquer carga elétrica (consequência desta ser a geradora da interação eletromagnética, que

envolve fótons virtuais como agentes de troca desta interação). Assim, o elétron fica envolto por esta

nuvem de fótons virtuais produzidos por ele mesmo. Um observador, olhando oelétron do lado de fora

de sua nuvem, detectaria sua massam como a energia total:me0 + mnuvem. Esta auto-interação tem,

portanto, o efeito de esconder a energia do elétron iniciale0; então obtemos o valor de massa efetiva

(elétron inicial+ nuvem= elétron medido).

Já na polarização do vácuo, o campo eletrostático de um elétron leva à assimetria na distribuição

de pares elétron-pósitron virtuais que são criados a partir dos fótons virtuais (e+∗ e−∗ → γ∗ , processo

permitido pela QED) advindos da nuvem em volta do elétrone0. Assim como em um meio dielétrico,

em que um campo externo polariza o meio inicialmente não-polarizado, o campo elétrico do elétron

‡Citação deve ser feita acerca de um tipo de divergência que apareceu na teoria ao calcular-se a energia refer-
ente a energias de partículas e antipartículas. Chegou-se àexpressãoE = ∑~k ω~k(Npart(~k)+1/2+Nanti(~k)+1/2)
e identificou-se a energia infinita∑~k ω~k como a energia do vácuo pois não conta partículas comoNpart e Nanti

contam. No entanto, não precisamos invocar o processo de renormalização a esse problema. Resolvemos esse
problema dizendo que só medimos diferenças de energia em vezda energia absoluta, portanto, excluindo este
termo. Na teoria, este corte é feito via ordenamento normal dos operadores de criação e destruição na expressão
do hamiltoniano - ou seja, colocando operadores destruiçãoà frente de operadores criação.

§A auto-energia do elétron é também divergente no infravermelho.
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provoca o afastamento mútuo entre elétrons e pósitrons respectivos de seus parese+∗ e−∗ : os elétrons

virtuais são repelidos pela carga negativa original, à medida que os pósitrons são atraídos. Por causa

dessa assimetria, o elétron original fica envolto por uma nuvem de pósitrons virtuais que blinda parte de

sua carga, resultando em uma carga efetiva que é menor do que a cargaoriginal.

Ao invés de pensarmos em uma blindagem de carga, podemos considerar que o campo elétrico do

elétron envolto gera uma assimetria no meio dielétrico que são os fótons (e+∗ e−∗ ) de sua nuvem, que por

sua vez gerará um campo elétrico em sentido contrário ao do elétron, que então contrabalança parte

do campo elétrico do elétrone0 envolto; resultando no mesmo efeito que a descrição anterior, para um

observador externo.

Note, no entanto, que o que foi discutido acima são puramente comportamentos físicos conhecidos

que podem explicar os termos perturbativos relacionados ao operadorS(operador que governa a interação

entre as partículas de dado processo. Sua expressão é uma série, porisso, termos perturbativos) e que

explicam a redefinição de parâmetros como massa e carga relacionados aoesquema de renormalização.

O grande problema é que ambos os efeitos, quando calculados na teoria decampos, dão origem

a resultados que divergem quando se leva em conta a contribuição devida às partículas com momenta

arbitrariamente altos¶ (De acordo com a relação de de Broglieλ = h/p: p altos implicam emλ baixos

que estão relacionados àcatástrofe ultravioleta)

O problema com a auto-energia do elétron foi detectado por Oppenheimer (1930, [5]) e analisado por

Weisskopf (em1934 e 1939, [6] e [7]). O problema com a polarização do vácuo também foi identificado

por Oppenheimer (1930, [8]) e analisado por Dirac (1933-1934, [9] e [10]), Furry e Oppenheimer (1934,

[11]), Heisenberg (1934, [12]) e Weisskopf (1936, [13]). As divergências da QED levavam a previsões

absurdas para resultados experimentais, como espaçamento das linhas espectrais e as seções de choque

de espalhamento‖Esse tipo de divergência leva a resultados infinitos para as seções de choque, o que

invalidava previsões referentes ao problema de espalhamento..

Nos anos 30 e 40, diversas técnicas foram desenvolvidas para eliminarou pelo menos contornar as

divergências da teoria. Todas as técnicas possuíam a característica deserem métodosad-hoce ainda

não estavam inclusas numa abordagem sistemática. Além disso, elas envolviam certas operações com

quantidades infinitas que eram difíceis de justificar rigorosamente em termos matemáticos. Por isso, a

atitude que prevalecia nos anos 40 entre os físicos era basicamente a de continuar usando a teoria quântica

de campos, na falta de uma abordagem melhor, porém de maneira cautelosa.

A solução para o problema foi encontrada nas técnicas de renormalização. O conceito de renorma-

lização baseia-se na idéia de que a massa efetiva de um elétron, por exemplo, deve ser entendida como

formada por dois componentes: uma massalimpa/nua(sem contar fótons virtuais), que se pressupõe ser

¶O que quer se dizer com momenta arbitrariamente altos é que consideramos integrais do tipo
∫ +∞
−∞ f (z)dz.

‖Temos de observar que ao calcularmos seções de choque de espalhamento, aparece outro tipo de divergência
denominadacatástrofe infravermelha, ligada a fótons com momenta baixos (ou comprimento de onda alto).
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infinita, e também umaauto-massa(que resulta ao levarmos em conta os fótons virtuais), que pode ser

calculada na teoria e que nos dá um valor infinito. A idéia é que uma quantidadeinfinita “cancela” a

outra, de forma que a massa observada experimentalmente seja uma massaefetivafinita. A renorma-

lização é portanto um processo de eliminação de divergências absorvendo-as em novas definições de

parâmetros físicos, nesse caso, a massa. O processo da renormalização aplica-se também na redefinição

de outros parâmetro: a carga.

Evidentemente, a subtração de uma quantidade infinita de outra quantidade infinita não parece ser

uma operação matematicamente bem definida. Na verdade, a redefinição dosparâmetros é obtida por

um processo de corte nas integrais divergentes∗∗, inclusão das mesmas na redefinição do parâmetro a

considerar, e subsequente passagem ao limite. No entanto, restava o problema de como executar esse

corte e ao mesmo tempo preservar a invariância de calibre da teoria.

A noção de renormalização já havia sido sugerida por Weisskopf (em1936, [13]) e por Kramers

(1938, [14]), porém não atraiu grande interesse no início. Os físicos percebiam que, para um tratamento

sistemático da questão, alguns conceitos eram necessários:

1. Era preciso encontrar uma maneira de classificar os tipos de infinitos queapareciam nos cálculos,

uma vez que, para a técnica de renormalização ser aplicada, os infinitos precisam aparecer de uma

maneira específica, ou seja, na redefinição de parâmetros já existentes.

2. Também era indispensável descobrir como executar o procedimento derenormalização de modo

que não se destruísse a invariância de calibre.

3. E havia a escassez de dados experimentais, capazes de permitir uma discriminação fina entre as

várias técnicas de eliminação de infinitos.

Quando ressaltamos os sucessos empíricos da teoria quântica de campos, não podemos deixar de

falar de dois resultados de extrema concordância com o experimento, sãoeles:

⋆ Momento magnético anômalo do elétron

Pela teoria de Dirac, podemos calcular o fator giromagnético (fator de proporcionalidade entre o

vetor spin~Sdo elétron e seu momento magnético~µ desconsiderando movimento orbital~L: ~µ =

ge(e/2m)~S) relacionado ao elétron como sendog= 2. Correções a partir de teoria de perturbação

da eletrodinâmica quântica nos dão para o momento magnéticoanômalodo elétron (ae ≡ (ge−

2)/2) como sendo igual aae = (ge− 2)/2 = α/2π = 0,00116 (1948, Julian Schwinger) - em

concordância com as primeiras medições feitas por Kusch e Foley (1947,1948) que obtiveram

ae = 0,00119± 0,00005 - mas consideraram-se apenas diagramas uma potência maior emα
∗∗Este processo de corte pode ser efetuado, por exemplo, pelosmétodos de corte (cutoff) ou regularização

dimensional. A característica marcante dos dois métodos é aparametrização das integrais divergentes, ou seja, o
infinito passa a ser controlável por um parâmetro comoΛ e η , respectivamente.
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do que os de nível de árvore. Para um resultado mais preciso na teoria, teve-se que considerar

diagramas de ordem mais alta atéα3 emae onde 72 diagramas aparecem, resultando em 109ae =

1159652,4±0,4 concordando com experimento de 1978 feito por Van Dyck que obteve 109ae =

1159652,41±0,20.

Os resultados expressos nesta seção, tanto teóricos quanto experimentais, estão no artigo [15].

⋆ Lamb shift

Lamb e Retherford realizaram uma medida do deslocamento hiperfino dos níveis de energia do

átomo de hidrogênio (1947, [16]). De acordo com a teoria de Dirac do elétron, de 1928, as en-

ergias dos dois primeiros estados excitados do hidrogênio (22S1/2 e 22P1/2) deveriam ser iguais,

porém Lamb e Retherford mostraram que eles diferiam por cerca de 1000MHz, um efeito que

ficaria conhecido como deslocamento Lamb ouLamb shift. Logo após os resultados serem ex-

postos, ainda em 1947, Hans Bethe [17] formulou uma explicação para o Lamb shift em termos

da auto-interação do elétron, usou a renormalização da massa para eliminaras divergências, e

encontrou um valor próximo ao observado (1040 MHz). Porém, assim como os outros cálculos

de renormalização feitos na QED de até então, este cálculo de Bethe não utilizava um formalismo

baseado na QED, mas sim teoria de perturbação da MQNR. Considerando-se cálculos relativísti-

cos e levando em conta correções radiativas a mais que a segunda ordem além de suposições, por

exemplo, sobre tamanho e massa finitos do núcleo, obteve-se o valor de∆E = 1057,864±0,014

MHz (Mohr, 1975, [18]) e compara-se com medições como∆E = 1057,862±0,020 MHz feitas

por Andrews e Newton (1976, [19]).

Julian Schwinger ( [20], [21], [22]) e Richard Feynman ( [23], [24], [25], [26]) deram entre1947 e

1949os toques finais numa eletrodinâmica quântica sob método sistemático, que era aomesmo tempo

renormalizável e covariante relativisticamente. Sin-Itiro Tomonaga já havia desenvolvido no Japão uma

teoria deste tipo em1943, [27] e [28], publicada em inglês somente em 1946. Em seguida, Freeman

Dyson (1949, [29] e [30]) demonstrou que os formalismos de Feynman, Schwinger e Tomonaga eram

equivalentes, e conseguiu classificar os tipos de divergências da QED, provando que elas eram precisa-

mente do tipo que poderia ser removido através da renormalização.

Nos anos seguintes, a QED provocou um grande entusiasmo entre os físicos, e os cálculos foram

sendo efetuados com aproximação cada vez mais alta. Atualmente, os cálculos mais detalhados uti-

lizando esta teoria conseguem atingir uma precisão de até dez casas decimais. Assim, a QED fez nascer

a esperança de que as outras interações da natureza pudessem ser descritas por meio de TQC’s renormal-

izáveis como a QED.

No entanto, enquanto havia o progresso neste projeto, percebeu-se que isso dificilmente seria con-

seguido em relação à força fraca e força forte. No caso da interaçãofraca, as divergências que surgiam

eram de um tipo que não se conseguia eliminar por meio das técnicas de renormalização existentes até
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então. No caso da interação forte, era impossível aplicar a teoria de perturbação, modo pelo qual cálculos

eram efetuados na QED, devido ao valor elevado da constante de acoplamentoαS a baixas energias. Es-

sas entre outras dificuldades levaram o programa da teoria quântica de campos a um impasse na década

de 50, acarretando em um grande abandono do projeto por grande parte da comunidade científica. Esta

situação prevaleceria até a década de 60.

2.2 Renormalização às teorias de calibre pós-QED

Em meio ao descrédito em que havia caído a teoria quântica de campos, foi criada a idéia que, anos

depois, permitiria o seu renascimento. Trata-se dateoria de calibre não-abeliana, proposta por C. N.

Yang e R. L. Mills em1954, [31], e independentemente, por Ronald Shaw em1955, [32] e por Ryoyu

Utiyama em1956, [33]. Essa teoria viria a desempenhar um papel crucial em todo o desenvolvimento

posterior do programa da teoria quântica de campos. E aqui tem início o segundo episódio no qual a

renormalização viria a desempenhar um papel fundamental.

O termoteoria de calibrerefere-se a um tipo particular de invariância ou simetria que determinadas

teorias possuem††. A invariância de calibre (ou de calibre), no caso clássico de Maxwell, consiste em

poder somar ao potencialAµ o gradiente de uma função arbitráriaf (x), e ainda assim manter inalteradas

as previsões experimentais da teoria. No caso dos campos quânticos, a invariância de calibre consiste em

se poder manter a invariância das previsões experimentais quando se efetua, além da adição do gradiente,

também uma rotação arbitrária na fase do campoψ → eiφ ψ , a fim de que tenhamos a mesma forma de

Lagrangiano após essas duas transformações.

A teoria de Yang-Mills se refere aospin isotópico, que é uma quantidade conservada na interação

forte, e é atribuído a nêutrons e prótons, ou mais profundamente, quarksu e d. A hipótese feita por

eles foi de que o spin isotópico obedeceria a umasimetria de calibre local não-abeliana‡‡, expressa

pelo grupo SU(2). Uma simetria é ditaglobalquando as equações são transformadas da mesma maneira

em todos os pontos do espaço-tempo, elocal quando a transformação pode ser diferente em diferentes

pontos. O fato de que a simetria de spin isotópico utilizada por Yang e Mills é do tipolocal significa, em

††O conceito de invariância de calibre já havia sido sugerido por Weyl em 1918, fora do contexto da TQC, em
seu livro "Gravitation and electricity"@

‡‡Uma propriedade fundamental da invariância de calibre é queela explica a existência dos campos de inter-
ação entre as partículas materiais. A relação que existe entre a invariância de calibre e a existência de campos
mediando as interações pode ser descrita da seguinte maneira: para descrever partículas relativísticas livres - por
exemplo, elétrons de spin 1/2 - escreve-se um lagrangiano em termos de operadores que correspondem a campos
de matéria (no caso do elétron, é o lagrangiano que rege a equação de Dirac, onde nele aparecem os, agora em
TQC, operadoresψ e ψ .). Para obter a invariância do lagrangiano sob transformações de fase locais dos cam-
pos de matéria (por exemplo,ψ → eiθ(x)ψ ), é preciso introduzir as derivadas espaço-temporais covariantes no
lugar das derivadas de espaço-tempo ordinárias. Ocorre queas derivadas covariantes incluem campos que são
interpretadas como potenciais de calibre, e portanto automaticamente acoplam campos de calibre aos campos de
matéria. Portanto, pode-se dizer que o vínculo de o lagrangiano ser invariante frente a transformações locais de
fase introduz os campos de interação. Assim, por exemplo, emQED, a exigência de invariância de calibre implica
na existência de um campo cujos quanta são os fótons.
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termos físicos, a possibilidade de transformar prótons em nêutrons, e vice-versa, de maneira indepen-

dente para cada partícula, isto é, tranformações não precisam ser executadas do mesmo jeito em todos os

pontos do espaço-tempo; além disso, por Yang-Mills não ser abeliana, o resultado de uma sequência de

transformações depende da ordem em que elas são efetuadas.

Uma vez imposta a invariância de calibre, Yang e Mills determinaram qual seria ocampo corre-

spondente, executaram o processo de quantização e obtiveram quanta com spin unitário e spin isotópico

unitário, e carga que poderia ser nula, positiva ou negativa. Entretanto, duas questões acerca da teoria

tiveram que ser deixadas em aberto pelos autores, devido a dificuldades técnicas: o problema da massa

dos quanta do campo e a questão da renormalizabilidade . Por causa das dificuldades encontradas, a

teoria de calibre não-abeliana não parecia ser aplicável à interação forte.

Havia a possibilidade de que a interação fraca fosse descrita por meio de uma teoria do tipo Yang-

Mills. Foram propostas duas teorias de calibre unificando o eletromagnetismoe a interação fraca, por

Sheldon Glashow (1961, [34]) e por Abdus Salam e John Ward (1964, [35]), utilizando o grupo de

simetria SU(2)×U(1). Nessas teorias, o lagrangiano da interação previa a existência dequatro bósons: o

fóton e três bósons vetoriais fracos (um com carga positiva, outro negativa e mais outro neutro). Porém

havia o problema da diferença de massa, que é nula para o fóton, mas deveria ser não-nula para as outras

três partículas. As massas das partículas precisavam ser inseridasmanualmentena teoria. Além disso,

restava a questão de como se poderia ter bósons massivos sem destruir ainvariância de calibre.

A idéia crucial que ainda faltava para solucionar esses problemas era a quebra espontânea de sime-

tria. Na quebra espontânea de simetria, a noção fundamental envolvida é de uma simetria que está

presente no lagrangiano de forma exata mas que não se manifesta explicitamente, ou seja, temos de exe-

cutar manobras com o lagrangiano para obtermos esta simetria. Em1961[36], Jeffrey Goldstone propôs

um mecanismo para obter a quebra espontânea de simetria na teoria quântica de campos. Porém, Steven

Weinberg, Salam e o próprio Goldstone mostraram, em1962[37], que em muitas teorias, a quebra espon-

tânea de simetria teria que ser acompanhada pelo surgimento de partículas de spin unitário e massa nula,

os chamadosbósons de Goldstone. Isso constituía um problema, uma vez que tais partículas de massa

nula não foram observadas, nem poderiam desempenhar um papel eminterações de curto alcance.

Peter Higgs completou o mecanismo entre1964 e 1966- [38], [39] e [40] - valendo-se da invariância

de calibre para mostrar como as partículas podem ganhar massa via quebraespontânea de simetria sem

o aparecimento de partículas de massa nula. Por meio do mecanismo que leva o seu nome (Mecanismo

de Higgs), desaparecem os bósons de Goldstone, os quanta de campo adquirem massa, e aparece tam-

bém uma partícula massiva que foi chamada então debóson de Higgs. O mecanismo de Higgs também

funciona para teorias baseadas no grupo não-abeliano SU(2)×U(1), o que abriu o caminho para uma

Colocava-se o seguinte dilema: para que a simetria básica dateoria fosse preservada, os quanta do campo
deveriam ter massa nula; por outro lado, sabe-se que a interação forte é de curto alcance, o que implica quanta
com massa grande. O dilema se tornava cada vez mais acentuadouma vez que Yang e Mills concluíram que a
renormalizabilidade da teoria dependia de maneira essencial do fato de as partículas terem massa nula.
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teoria de calibre unificada das interações eletromagnética e fraca. Essa teoria seria formulada indepen-

dentemente por Weinberg, em1967 [41], e por Salam, em1968 [42]. Eles partiram, respectivamente,

das teorias de Glashow (1961) e de Salam e Ward (1964), e usaram o mecanismo de Higgs para explicar

as massas das partículas, em vez de introduzí-las manualmente. A teoria eletrofraca de Weinberg-Salam

não despertou interesse nos primeiros anos após sua formulação, uma vez que a teoria quântica de cam-

pos ainda atravessava uma fase de reclusão na época. Além disso, nãose tinha certeza quanto à sua

renormalizabilidade.

Em 1971, Gerard ’tHooft ( [43] e [44]) conseguiu demonstrar que as teorias de calibre massivas

com quebra espontânea de simetria são renormalizáveis. Esta era a peça que faltava no quebra-cabeças

teórico. A partir de 1971, observa-se um grande crescimento no númeroanual de citações dos trabalhos

de Weinberg e Salam. A partir daí, assumiu grande importância a questão dos testes experimentais da

teoria eletrofraca unificada. E seguiram-se corroborações experimentais espetaculares, como a detecção

das correntes neutras [45] e a descoberta dos bósons fracosW+, W− e Z0 ( [46] e [47]). A peça que

ainda falta para completar o quadro, experimentalmente falando, é a detecção do bóson de Higgs.

Nos anos 70 e 80, a TQC reassumiu o primeiro plano na física teórica, inclusive em relação à

interação forte, com o desenvolvimento da cromodinâmica quântica (QCD), baseada então no grupo

SU(3). Houve também grande interesse em buscar uma teoria capaz de unificar todas as três teorias -

eletromagnética, fraca e forte - por meio de um único grupo relacionado à invariância de calibre, como

o SU(4) ou o SU(5). Essas teorias não foram bem-sucedidas. Também, não se conseguiu implementar a

gravitação dentro do âmbito das teorias de calibre renormalizáveis. A teoria mais frutífera dessa era na

física de partículas e TQC é o chamadoModelo Padrão, constituído pela teoria eletrofraca juntamente

com a QCD, dentro da estrutura de grupo U(1)×SU(2)×SU(3).

2.3 Polêmica sobre a renormalização

A renormalização claramente desempenhou um papel fundamental no desenvolvimento da teoria

quântica de campos. Dois momentos especiais nesse processo foram:

1. Final dos anos 40, na teoria de Feynman-Schwinger-Tomonaga-Dyson, em que a renormalização

permitiu superar as dificuldades da QED e corroborou resultados empíricos.

2. Início dos anos 70, com a demonstração de ’tHooft, a renormalização possibilitou o renascimento

das teorias de calibre e unificação das teorias fraca e eletromagnética, além da possibilidade da

QCD.

No período entre estes dois acontecimentos, a renormalização foi sendo gradativamente promovida a

critério tanto de construção da teoria como de escolha teórica ao invés de somente um método ad-hoc. A
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partir da demonstração de ’tHooft, a renormalização se tornou parte essencial da metodologia da física de

partículas e de campos. Agora, quando um novo modelo é proposto, a condição de renormalizabilidade

do mesmo condiciona fortemente a aceitação ou rejeição dele.

A importância da renormalização é confirmada tanto por pessoas de grandedestaque em TQC,

quanto por historiadores especializados no assunto da renormalização.Um dos protagonistas em teoria

quântica de campos, Weinberg, relata, [48]:

“Coloquei grande ênfase na condição de renormalizabilidade[...] Muitos físi-

cos discordariam desta ênfase, e de fato, pode-se vir a descobrir que todas

as teorias quânticas de campos, renormalizáveis ou não, são igualmente satis-

fatórias. No entanto, sempre me pareceu que o requisito da renormalizabili-

dade coloca exatamente o tipo de restrição de que precisamos em uma teoria

física fundamental. Existem muito poucas teorias quânticas de campos renor-

malizáveis[...] Precisamos muito de um princípio-guia como a renormaliz-

abilidade para nos ajudar a selecionar, em meio à infinita variedade de teorias

quânticas de campos concebíveis, a teoria que se aplica ao mundo real.”

Enquanto isso, Silvan Schweber, um renomado historiador da física contemporânea, fala, [49]:

“A renormalizabilidade pode[...] ser considerada como um princípio regu-

lador, guiando a construção e a seleção de teorias dentro do quadro geral da

teoria quântica de campos[...] É um fato histórico que os desenvolvimentos

subsequentes da teoria quântica de campos, para além do âmbito da eletrod-

inâmica quântica, foram efetuados empregando o princípio da renormalizabili-

dade como guia[...] Não seria um grande exagero afirmar que os avançosmais

substanciais conseguidos na teoria quântica de campos nas últimas quatro dé-

cadas foram guiados e condicionados pelo princípio de renormalizabilidade”

Porém, a aceitação da renormalização pela comunidade científica sempre esteve cercada por dúvi-

das, e nunca esteve livre de polêmicas. Isso se deve à percepção porparte de muitos físicos, de que a

renormalização constituiria um procedimento inconsistente do ponto de vista matemático e lógico. As

operações para renormalização - como redefinição de parâmetros como massa e carga, subtração de in-

finitos gerando quantidade finita, métodos como a regularização dimensional- parecem duvidosas do

ponto de vista lógico.

Pode-se argumentar que a inconsistência de que se acusa a renormalização possui raízes físicas. Um

dos pressupostos básicos da teoria quântica de campos é que o campo possui caráter local, ou seja, as

equações que governam a evolução de um campo num ponto do espaço-tempo dependem somente do

comportamento do campo e de suas derivadas naquele ponto, pois a equação de movimento é obtida a

partir da equação de Euler-Lagrange para campos:
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∂
∂xµ

(

∂L

∂φ r
,µ

)

−
∂L

∂φ r = 0 .

Esse pressuposto de localidade implica uma noção de interações e excitações pontuais dos campos.

Isso, por sua vez, implica que nos cálculos, é preciso levar em conta os quanta virtuais com momentos

arbitrariamente altos . Porém, como já falamos, a inclusão desses limites leva ao aparecimento de quanti-

dades infinitas. Assim, as divergências ultravioletas estariam ligadas de certa forma à localidade imposta

aos campos. Ora, de acordo com o raciocínio exposto, podemos de certaforma dizer que o uso da téc-

nica de renormalização tem o efeito de impor um intervalo de alcance ao modelo local de campo; sendo

assim, o intervalo de alcance nos deixa com integrais agora definidas não sobre momenta arbitrariamente

altos, mas momenta altos somente.

Existe, portanto uma tensão conceitual entre uma concepção estritamente pontual de interação e uma

outra concepção, característica das teorias renormalizadas, onde a interação não é perfeitamente pontual.

Nesse caso, o aparecimento de infinitos poderia ser uma indicação clara das limitações intrínsecas ao

ponto de vista local de interação. Ou seja, o uso da renormalização poderia estar sendo feito, sem

restrições sobre sua origem e conceitos sobre ele implicitamente impostos, e mesmo assim obtendo-

se resultados totalmente compatíveis com a experiência, como comenta [50]. Precisariam os físicos

realmente substituir esta teoria até então frutífera sob renormalização, mas com dificuldades conceituais

por outra teoria que remediasse esses problemas? À primeira vista, não deveríamos nos preocupar com

reformulações da QED, pois como dissemos, ela gera frutos, e não são poucos, mas temos que pensar

num âmbito mais geral: será que essa reformulação nos elevará a um patamarque nos possibilite alçar

vôos mais altos?

Temos que levar em conta relatos de físicos que participaram ativamente da produção da teoria

quântica de campos. Feynman, que utilizava regularmente a renormalização para contornarerros na

teoria, dizia que a renormalização não era inteiramente satisfatória. Fazia questão da não inclusão dele

a respeito da aceitação da renormalização apesar de usá-la como instrumentode trabalho. Ao descrever,

em sua conferência Nobel de 1965, o desenvolvimento conceitual da teoria, ele fala, [51]:

“Acredito que não haja uma eletrodinâmica quântica realmente satisfatória[...]

Penso - embora não tenha certeza disso - que a teoria da renormalização é

simplesmente uma maneira de varrer as dificuldades com as divergências para

debaixo do tapete.”

Também há Dirac (protagonista no desenvolvimento da MQNR, MQR e da TQC), que era crítico

profundo e constante da renormalização, argumenta que ela constitui, porsi só, um indício de que algo

está muito errado com a teoria. Dirac escreveu, [52]:

Princípio da incerteza: quanto mais estreito for o intervalo de variação da posição, mais largo o intervalo de
variação para o momentum.



18

“Precisamos aceitar o fato de que existe algo fundamentalmente errado com a

nossa teoria da interação do campo eletromagnético com os elétrons. Porfun-

damentalmente erradoquero dizer que a mecânica está errada, ou a força de

interação está errada. O que está errado com a teoria é tão sério quanto aquilo

que estava errado com a teoria das órbitas de Bohr[...] São necessáriasalgu-

mas novas equações relativísticas, e novos tipos de interação devem serpostos

em jogo. Quando essas novas equações e novas interações forem imaginadas,

os problemas que hoje nos confundem serão automaticamente solucionados,

e não mais teremos que lançar mão de processos ilógicos como a renormali-

zação de infinitos. Esta é um completo contra-senso e eu sempre me opus a

ela. Trata-se apenas de uma regra prática que produz resultados. A despeito

dos seus êxitos, é preciso estar preparado para abandoná-la completamente, e

encarar todos os êxitos alcançados usando a eletrodinâmica quântica na forma

usual - com os infinitos removidos por processos artificiais - como sendo meros

acidentes, nos casos em que fornecem as respostas certas, do mesmo modo que

os êxitos da teoria de Bohr foram considerados meramente acidentais mesmo

que corretos.”

Existia e ainda hoje existe, entre uma parte considerável da comunidade científica, uma forte sen-

sação de que a renormalização é um indício de que falta algum conceito fundamental na base da teoria

quântica de campos. No entanto, devido ao sucesso extraordinário das teorias renormalizáveis, ao mesmo

tempo parece impossível escapar ao domínio da renormalização.

Nos capítulos que seguem, estudaremos questões técnicas onde o papel da renormalização está pre-

sente. A saber, analisaremos a obtenção da "constante"de estrutura fina na QED e a utilização das

técnicas de regularização na sua obtenção. Antes, introduzimos os diagramas de Feynman.
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3 Regras e diagramas de Feynman em
teorias quânticas de campos: QED

Para avançarmos aos próximos capítulos, que incluem como assunto básicoa teoria de perturbação,

precisamos discutir um pouco sobre como são construídos os diagramas deFeynman - especificamente

na QED - e como são interpretados. Após estes serem entendidos, eles podem ser usados como alicerce

fundamental para o nosso trabalho, ao invés de utilizarmos toda a série perturbativa, como veremos, para

a descrição de um evento.

3.1 Operador S

Obtido a densidade Lagrangiana completa envolvendo as partículas pertinentes ao problema, deve-

mos efetuar a equação de Euler-Lagrange para obtermos equações demovimento, mas o problema está

em que temos três campos na QED (ψ , ψ̄ e Aµ ) e como consequência temos três equações diferenciais

não-lineares parciais acopladas que são geradas a partir da equaçãode Euler-Lagrange, e não podem ser

resolvidas simultaneamente para obtermos soluções de campo interagente. Então, para modelarmos a

interação entre campos, um esquema de perturbação foi desenvolvido:o Operador S .

Apenas mostraremos a expressão que o define e comentaremos suas propriedades, verificando depois

as consequências que levam aos diagramas de Feynman. O operador S édefinido como:

S=
∞

∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dx1

∫ ∞

−∞
dx2 ...

∫ ∞

−∞
dxn T{HI (x1)HI (x2)...HI (xn)} . (3.1)

Osxi ’s são coordenadas espaço-temporais relacionadas ao respectivo hamiltoniano interagenteHI , por-

tanto as integrais são em 4 dimensões e vão de−∞ a +∞. O operador de ordem temporalT está

relacionado com a ordem cronológica em que aplicamos osHI ’s - esta propriedade de ordenamento

temporal vem da solução em série de Dyson para o operador S.HI é o hamiltoniano interagente e é dado

por
[
−eψ̄ /Aψ =−eψ̄γµAµψ

]
. ψ , ψ̄ = ψ†γ0 são espinores de Dirac - soluções da equação de Dirac.

Aµ é a solução para o campo eletromagnético das equações de Maxwell em 4 dimensões. Os três são

introduzidos a seguir:
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ψ = ψ++ψ− =
2

∑
s=1

∑
~p

√
m

VE~p

(
cs(~p)us(~p)e

−ipx+d†
s(~p)vs(~p)e

ipx) ,

ψ̄ = ψ̄++ ψ̄− =
2

∑
s=1

∑
~p

√
m

VE~p

(
ds(~p)v̄s(~p)e

−ipx+c†
s(~p)ūs(~p)e

ipx) ,

Aµ = Aµ++Aµ− =
3

∑
r=0

∑
~k

1
√

2Vω~k

(

εµ
r (~k)ar(~k)e

−ikx+ εµ
r (~k)a

†
r (~k)e

ikx
)

,

onde os três estão expandidos no conjunto completo de soluções para partícula livre da equação de Dirac

e das equações de Maxwell, respectivamente.s denota estado de spin de férmion/antiférmion er denota

direção de polarização do fóton. O operadorψ+ destrói partícula,ψ− cria anti-partícula.ψ̄+ destrói

anti-partícula,ψ̄− cria partícula.Aµ+ destrói partícula,Aµ− cria partícula.

O operadorS tem a propriedade fundamental: Dado um autoestado de energia|i〉 inicial, a prob-

abilidade de acharmos o autoestado de energia| f 〉 ao final da interação é|Sf i |
2, ondeSf i = 〈 f |S|i〉 e

∑ f |Sf i |
2 = 1.

3.2 Diagramas de Feynman

Até este ponto, temos as expressões completas, e consideraremos agora ateoria de perturbação e a

interpretação dos termos da série perturbativa em diagramas de Feynman.Expandindo a soma atén= 2,

temos

S∼= 1+(−i)
∫ ∞

−∞
d4x1HI (x1)+

(−i)2

2!

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
d4x1d4x2T{HI (x1)HI (x2)} . (3.2)

Há um teorema deduzido por Wick que define: Ao invés de considerarmos aordem temporal, dos

hamiltonianos interagentes, dada pelo operadorT, podemos decompor os termos ordenados temporal-

mente em termos ordenados normalmente, ou seja, em termos em que operadores destruição aparecem

antes dos operadores criação, destruindo a visão de que um hamiltonianoage antes do outro, no sentido

de ordem temporal.

Neste contexto, aparecem as contrações entre campos, termos que depois serão associados aos

propagadores (intermediadores) da interação. Ao raciocinar atravésde diagramas de Feynman, os propa-

gadores são as linhas internas ao diagrama, pois representa a junção dedois hamiltonianos interagentes

(vértices) através da contração de dois campos (veja a Fig. 3.1).

Observe também que o hamiltoniano interagente contém a carga elétrica da partícula em primeira

potência, o que leva a interpretação que um hamiltoniano interagenteHI representa somente um vértice

de interação: interação entre o campo eletromagnéticoAµ e um campo de spin 1/2 destruindo partícu-

las/antipartículas no vértice e outro campo de spin 1/2 criando partículas/antipartículas no mesmo. Como
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a carga elétricaeé uma quantidade pequena, podemos interromper a teoria de perturbação até uma ordem

satisfatória de aproximação.

Com o que foi falado acima, podemos interpretar propagadores como linhas internas e partículas

como linhas externas a um certo diagrama de Feynman. Desta forma um tipo de diagrama de primeira

ordem (H 1
I ) está ilustrado na Fig. 3.2(a), dois de segunda ordem em (b) e (c) e logodepois um de quarta

de ordem em (d), a ordem que nos interessa no capítulo 2∗.

Desta forma, podemos enunciar as regras de Feynman†: regras para construção da expressão que

representa a amplitude no espaço de momentumk. Aqui estamos no espaço de configuração; indo para

o espaço de momentum, o valor〈 f |S|i〉 se reflete em uma delta de Dirac que assegura conservação de

momentum sobre o processo inteiro× um termo que contém apenas características deψ , ψ̄ e deAµ , ou

seja, termos comou(~p) ou v̄(~p) e εµ
r . Estas regras são utilizadas na construção de amplitudes que por

sua vez são necessárias para, por exemplo, determinar seções de choque e tempo de decaimento.

Vejamos um breve exemplo de interpretação do operador S como diagramas de Feynman. Como

expandido na eq. (3.2), tomemos o segundo termo:

S(1) = ie
∫ ∞

−∞
d4xT(ψ̄ /Aψ)x ,

que em ordem normal fica:

S(1) = ie
∫ ∞

−∞
d4xN(ψ̄ /Aψ)x .

A partir deste termo surgem 8 termos, pois cada operador contém duas partes, sendo que cada uma destrói

ou cria partícula. Calcularemos somente um e o analisaremos em termos de diagramas de Feynman.

Tome por exemplo:

S(1)1 = ie
∫

d4xψ̄−(x)γαA−
α (x)ψ+(x) .

Para calcularmos probabilidades temos que efetuar o sanduíche entre doisestados de interesse.

Porém, somente teremos dois estados com os quais a probabilidade será não-nula: |e−~ps〉 e〈e−~p′s′; γ~k′r|,

poisψ+(x)|e−~ps〉∝ |0〉 eψ̄−|0〉∝ ∑s∑~p |e
−~ps〉 , e tambémA−

α (x)∑s∑~p |e
−~ps〉∝ ∑r ∑s∑~p ∑~k |e

−~ps; γ~kr〉

. Para não carregarmos a notação, não levaremos as somas no meio dos cálculos, mas devemos sempre

lembrá-los. Ao final, calcularemos o seguinte valor esperado:

∗Para uma discussão mais detalhada sobre matriz S e diagramasde Feynman, veja por exemplo [53]
†As listo apenas a fim de introdução à montagem de amplitudes, conhecimento necessário para o capítulo a

seguir.
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〈 f |S(1)1 |i〉 = 〈e−~p′; γ~k′|ie
∫

d4xψ̄−(x)γαA−
α (x)ψ+(x)|e−~pr〉

= ie
∫

d4x

[(
m

VE~p′

)1/2

ū(~p′)eip′x

]

γα

[(
1

2Vω~k′

)1/2

εα(~k
′)eik′x

]

×

[(
m

VE~p

)1/2

u(~p)eipx

]

(3.3)

Temos que
∫

d4xexp[ix(p′+ k′− p)] = (2π)4δ (4)(p′+ k′− p), onde agora consideramos o volume

da caixaV, na qual a solução é obtida, vai a infinito, mas ainda denotando-o porV. Então, temos

〈 f |S(1)1 |i〉=

[

(2π)4δ (4)(p′+k′− p)

(
m

VE~p

)1/2( m
VE~p′

)1/2( 1
2Vω~k′

)1/2
]

M ,

onde

M = ieū(~p′)/ε(~k′ = ~p−~p′)u(~p) .

O gráfico que representa este processo está ilustrado na Fig. 3.1.M é chamado de amplitude de

Feynman para o processo representado por esta última figura. A delta de Dirac assegura a conservação

de momenergia para este processo.

Temos de notar, no entanto, que para este processo e para os outros 7 processos obtidos deS(1), não

temos a manifestação de processos reais poisp2 = p′2 = m2 ek′2 = 0 (valem somente para partículas aos

extremos do diagrama, que estavam livres inicialmente) no nosso caso. Estefoi só um exemplo para a

ilustração da relação entre os diagramas de Feynman e o operador S; para processos de mais alta ordem,

olhe por exemplo [53].

Figura 3.1:Vértice básico da QED.
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Figura 3.2:(a) vértice básico da QED (b) termo de segunda ordem (auto-energia de férmion) (c) um dos diagra-
mas para espalhamento Compton: segunda ordem (d) termo de quarta ordem (espalhamento Bhabha)

Na tabela abaixo, resumimos as regras de Feynman básicas para a QED. EmQCD, trabalharemos

em detalhe, posteriormente.

1) Para cada vértice, escreva um fatorieγα .

2) Para cada linha interna de fóton, indicado por seu momentum k, escreva um fatoriDFαβ (k) = i
−gαβ
k2+iε .

3) Para cada linha interna de férmion, indicado por seu momentum p, escreva um fatoriSF(p) = i 1
/p−m+iε .

4) Para linhas externas, escreva:

(a) elétron inicial -ur(~p) ; (b) elétron final - ¯ur(~p)

(c) pósitron inicial - ¯vr(~p) ; (d) pósitron final -vr(~p)

(e) fóton inicial -εrα(~k) ; (f) fóton final - ε†
rα(~k)

5) Para cada loop de férmion fechado, tome o traço e multiplique por um fator(−1).

6) Os quadrimomenta associados com as três linhas encontrando-se em cada vértice satisfazem a conservação de

momenergia. Para cada quadrimomentumq que não está fixo pela conservação de momenergia, tome a integração

(2π)−4∫ d4q. Ocorre em loops.

7) Antissimetrização: Coloque um fator de(−1) entre diagramas que se diferenciem pela intertroca de dois elétrons

(ou pósitrons) iniciais (ou finais), ou pela intertroca de umelétron inicial com um pósitron final (e vice-versa).

Tabela 3.1:Regras de Feynman para a montagem de amplitudes no espaço de momentum.

O item 6) irá gerar as divergências que aparecem na QED.

Neste capítulo, procuramos introduzir o leitor que não tenha estudado teoriaquântica de campos

ao assunto, mesmo que muito basicamente. Os conceitos aqui referidos serão utilizados nos próximos

capítulos como base da teoria. No próximo capítulo, aplicamos uma técnica de renormalização na QED.
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4 Obtenção do acoplamentorunningda
QED

Neste capítulo, utilizaremos o esquema de renormalizaçãona casca("on-shell scheme") para con-

tornarmos os infinitos e por consequência obter o acoplamento running da QED.

A partir da expansão da matriz S e do teorema de Wick para o hamiltoniano interagente da QED,

Hint = −eψ̄γµψAµ , podemos calcular processos em todas as ordens de aproximação. Ao efetuarmos

cálculos de primeira ordem (“leading order”) a partir de diagramas de Feynman da respectiva ordem,

tudo ocorre sem correções na teoria: os cálculos dão resultados finitos. Então, a princípio, esperamos

que a partir de diagramas de ordem mais alta, obtenhamos correções aos cálculos efetuados a partir de

diagramas de ordem mais baixa. Entretanto, encontram-se integrais divergentes a partir de certos cálculos

de ordem superior.

Nas seções a seguir, mostraremos como superar estas dificuldades matemática e fisicamente. Isto

envolve três passos:

1. Primeiramente, toma-se aregularizaçãoda teoria: modifica-se a teoria de modo que possamos

efetuar aseparaçãona partefinita e bem definida em todas as ordens da teoria de perturbação, e

na partedivergenteque depois devem ser combinados;

2. Segundo, temos de reconhecer que os léptons e fótonsnão-interagentes, a partir dos quais a

teoria de perturbação inicia, não são as mesmas entidades que as partículasfísicasque interagem.

A interação realiza amodificaçãode certas propriedades que definem as partículas, como a massa

e a carga do elétron, e então as previsões devem ser expressas em termos das propriedades das

partículas físicas, e não em função das propriedades das partículas não-interagentes. Este segundo

passo, chamadorenormalização, consiste em relacionar as propriedades das partículas físicas

àquelas das partículas não-interagentes/nuas.

3. O terceiro passo consiste em voltar da teoria regularizada de volta paraa QED. Os infinitos originais

agora aparecem nas relaçõesentre partículas nuas (sem redefinição de parâmetros) e partículas

físicas (com redefinição de parâmetros). Estas relações, como as partículas nuas, são totalmente

inobserváveis. Por outro lado, as previsões observáveisda teoria, expressas em termos das cargas
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e massas mensuráveis das partículas, permanecem finitas à medida que a QEDé restaurada. Ao

fim, em termos dos parâmetros físicos como carga e massa, as correções radiativassão finitas.

O programa de renormalização que destacamos pode ser tomado através detodas as ordens da teoria

de perturbação, tal que as correções radiativas podem ser calculadas a uma precisão muito alta. A con-

cordância extraordinária entre estas previsões com experimentos tambémmuito precisos - como o Lamb

shift e o momento magnético anômalo dos léptons - constitui um dos grandes sucessos da física.

Consideraremos exclusivamente cálculos de correções radiativas na mais baixa ordem da teoria de

perturbação, ou seja uma ordem de grandeza maior emα do que os diagramas de ordem dominante. Os

detalhes mais técnicos, de como localizar os infinitos nas integrais divergentes, são deixados para quando

falarmos daRegularização.

4.1 Correções radiativas de segunda ordem da QED

As correções radiativas para qualquer processo na QED são obtidas, assim como os elementos de

matriz de ordem mais baixa (ordem dominante), da expansão da matriz S. Os diagramas de Feynman rep-

resentando as correções radiativas para um dado processo contêmvértices adicionais, comparados com

os diagramas descrevendo o processo em mais baixa ordem da teoria de perturbação. Se nos restringir-

mos a diagramas de Feynman que contêm dois vértices extras, isto corresponde a calcular as correções

radiativas na mais baixa ordem da teoria de perturbação. Portanto, estascorreções são de segunda or-

dem na carga elétrica, isto é, primeira ordem na constante de estrutura finaα = e2/4π, em relação ao

elemento de matriz de ordem mais baixa.

Para a introdução das idéias básicas envolvidas nos cálculos das correções radiativas de segunda

ordem, iremos considerar o espalhamento elástico de elétrons por um campo estático externoAµ
e (~x). A

matriz S para este processo é dada por :

S=
∞

∑
n=0

(ie)n

n

∫

...
∫

d4x1 ...d
4xnT{N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ ]x1...N[ψ̄(/A+ /Ae)ψ ]xn} . (4.1)

Portanto, a teoria de perturbação em mais baixa ordem descreve o processo pelo diagrama de Feyn-

man da Fig. 4.1 e é dado pela amplitude

M
(0) = ie0ū(~p′)/Ae(~p

′−~p)u(~p) . (4.2)

Daqui por diante a carga do elétron nu será denotada por (−e0). Similarmente, iremos denotar a

massa do mesmo porm0. As correções radiativas à amplitude seguem da expansão da matriz S, eq. (4.1).

Iremos assumir que o campo externo é fraco, tal que somente precisamos reter os termos lineares em
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Figura 4.1:Contribuição de ordem dominante ao espalhamento elástico de um elétron por uma fonte de campo
externa.

Aµ
e (~x) nesta expansão. Podemos então escrever

S∼= 1+
∞

∑
n=1

(ie)n

(n−1)

∫

...
∫

d4x1 ...d
4xnT{N[ψ̄(/Ae)ψ ]x1N[ψ̄(/A)ψ ]x2...N[ψ̄(/A)ψ ]xn} . (4.3)

A amplitude dominanteM (0) provém do termo referente an= 1 na equação (4.3).

O termo paran= 2 é linear no campo de radiação quantizadoAµ(x). Então, ele necessariamente en-

volve emissão ou absorção de um fóton e descreve processos como o bremsstrahlung. Termos provindos

den= 2, portanto, não são considerados como amplitudes de correção à amplitudeM (0), pois esses ter-

mos não levam em conta o espalhamento elástico de elétrons e sim inelástico, comemissão ou absorção

de um fóton real.

As correções radiativas de segunda ordem seguem do termon= 3. As quatro contribuições a essa

correção de segunda ordem são mostradas na Fig. (4.2). Cada uma dessas pode ser considerada como

uma modificação do diagrama de mais baixa ordem (4.1), correspondendo acada uma das substituições

mostradas na Fig. (4.2). Veja agora, como temos na segunda potência o campo Aµ(x), podemos ter

contrações - conforme o teorema de Wick - entre os camposAµ , gerando propagadores de fótons virtuais,

conforme podemos ver na Fig. (4.2). Paran= 2, temos somente propagadores de férmions.

Os diagramas comloop4.3(a) e (b) representam partes de auto-energia de um elétron e de um fóton,

respectivamente, devidas à interação do campo elétron-pósitron com o campo do fóton. O loop de auto-

energia do elétron no diagrama 4.3(a) representa o processo de mais baixa ordem que transforma um

elétron nu em um elétron real físico. De modo parecido, o diagrama em loop 4.3(b) representa a auto-

energia do fóton em segunda ordem somente. A interação férmion-fóton aqui se manifesta na criação
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Figura 4.2:As quatro contribuições de segunda ordem às correções radiativas para o espalhamento eletrônico.

Figura 4.3:(a) correção: auto-energia de férmionie2
0Σ(p); (b) correção: auto-energia do fótonie2

0Πµν(q); (c)
correção: vértice modificadoe2

0Λµ(p′, p)
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e aniquilação de um par elétron-pósitron virtual, e o diagrama 4.3(b) é referido como um diagrama

de polarização do vácuo. Finalmente, a substituição mostrada na Fig. 4.3(c)representa a mais baixa

modificação do vértice básico, isto é, da interação férmion-fótonN[ψ̄ /Aψ ], devido à emissão e reabsorção

de um fóton virtual durante o processo de interação.

As amplitudes de Feynman para os diagramas 4.2(a) - 4.2(d) seguem das regras de Feynman e são

dadas por

M
(2)
a = ie0ū(~p′)/Ae(~p

′−~p)iSF(p)ie
2
0Σ(p)u(~p) , (4.4)

M
(2)
b = ie0ū(~p′)ie2

0Σ(p′)iSF(p
′)/Ae(~p

′−~p)u(~p) , (4.5)

M
(2)
c = ie0ū(~p′)γλ u(~p)iDFλ µ(q)ie

2
0Πµν(q)Aeν(~p

′−~p) , (4.6)

M
(2)
d = ie0ū(~p′)e2

0Λµ(p′, p)u(~p)Aeµ(~p
′−~p) , (4.7)

onde

ie2
0Σ(p) =

(ie0)
2

(2π)4

∫

d4kiDFαβ (k)γα iSF(p−k)γβ (4.8)

,

ie2
0Πµν(q) =

(ie0)
2

(2π)4(−1)Tr

(∫

d4p̄γµ iSF(p̄+q)γν iSF(p̄)

)

, (4.9)

e

e2
0Λµ(p′, p) =

(ie0)
2

(2π)4

∫

d4kγα iSF(p
′−k)γµ iSF(p−k)γβ iDFαβ (k) . (4.10)

Vemos que para calcularmos as correções radiativas de segunda ordem ao espalhamento de elétrons,

devemos resolver as três integrais de loop (4.8)-(4.10). Infelizmente, aosubstituirmos as expressões ex-

plícitas para os propagadors do fóton e do elétron, as três integrais se revelam divergentes para valores

altos de momenta integrados∗. A partir de argumentos dimensionais, vê-se que parak→ ∞, as integrais

4.8 e 4.10 parecem ser de ordemk e lnk respectivamente enquanto que a integral (4.9) parece ser da

ordem p̄2 conforme ¯p → ∞. Nas próximas subseções, iremos mostrar como os conceitos de renorma-

lização de massa e de carga possibilitam extrair as correções radiativas finitas de ordemα , expressas

em termos da carga observada (-e) e da massa observadam do elétron real físico, e não em termos dos

∗As integrais 4.8 e 4.10 também levam a divergências infra-vermelhas (k→ 0).
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parâmetros não-observáveis (−e0) em0 do elétron nu. A grande importância desta análise vem do fato de

que, ao calcularmos as correções radiativas de mais baixa ordem a qualquer processo, estas mesmas três

integrais divergentes ocorrem, e mais nenhuma outra. Consequentemente,uma vez que conseguirmos

lidar com estas três integrais, os cálculos de correções radiativas de segunda ordem a qualquer processo

não apresentarão nenhuma surpresa.

4.2 Auto-energia do fóton

Iremos considerar primeiramente a contribuição da auto-energia do fóton,Fig. 4.3(b), no propagador

do fóton. Por exemplo, no espalhamento M/oller (e−e− → e−e−), o diagrama de mais baixa ordem 4.4(a)

é acompanhado pelo diagrama de Feynman 4.4(b) como uma das contribuiçõespara a correção radiativa

de segunda ordem. Nas amplitudes de Feynman, ir do diagrama 4.4(a) para o4.4(b) siginifica realizarmos

a substituição

iDFαβ (k)−→ iDFαµ(k)ie
2
0Πµν(k)iDFνβ (k) , (4.11)

ondeie2
0Πµν(k) é agora, substituindo explicitamente os propagadores na expressão 4.9,

ie2
0Πµν(k) =

−e2
0

(2π)4

∫

d4p
Tr[γµ(/p+/k+m0)γν(/p+m0)]

[(p+k)2−m2
0+ iε ][p2−m2

0+ iε ]
. (4.12)

Esta integral é divergente parap grande.

Figura 4.4:Espalhamento M/oller: (b) é a correção por auto-energia do fóton ao diagrama de ordem dominante
(a).

Para lidarmos com esta integral, devemos regularizá-la, ou seja, devemos modificá-la de forma que

se torne uma integral finita bem definida. Por exemplo, isto poderia ser alcançado multiplicando o
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integrando 4.12 pelo fator de convergência

f (p2,Λ2) =

(
−Λ2

p2−Λ2

)2

. (4.13)

OndeΛ é um parâmetro de corte (parâmetrocutoff). Para altos valores, mas finitos, deΛ, a integral

agora se comporta como
∫

d4p/p6 parap grande, e é bem definida e convergente. ParaΛ → ∞, o fator

f (p2,Λ2) tende a 1, e a teoria original é restaurada. Pode-se pensar sobre tais fatores de convergência

como artifícios matemáticos, introduzidos para superar uma característica marcante da QED, ou então

como uma modificação genuína da QED a energias muito altas, isto é, a distâncias muito pequenas, que

devem aparecer em experimentos a energias suficientemente altas. Mesmo seguindo esse segundo ponto

de vista, a imposição desses fatores de convergência incomoda por os implantarmos de formaad-hoc, e

não surgem de forma natural no escopo da teoria.

O fator de convergência da eq. (4.13) foi introduzido para ilustrar a idéia de regularização de um

modo simples. Entretanto, este fator não nos fornece um procedimento satisfatório de regularização para

a QED porque ele não garante massa de repouso nula para o fóton físico,nem a invariância de calibre

da teoria. É mais natural e recomendável que empreguemos um procedimentode regularização que

garanta massa de repouso nula para o fóton e invariância de calibre paratodos os valores do parâmetro

Λ de cutoff e para todas as ordens da teoria de perturbação. Diferentesformalismos de regularização

que satisfazem estes dois requisitos existem. No limite em que a teoria original é restaurada, a forma

detalhada do procedimento de regularização não deverá afetar nenhumresultado físico.

Depois dessas seções introdutórias ao formalismo de renormalização, veremos como estas restrições

podem ser alcançadas. Neste capítulo iremos assumir que a teoria foi regularizada de modo a garantí-las,

de forma que todas as expressões estão bem definidas, finitas e invariantes sob calibre.

Para adentrarmos aos efeitos da correção radiativa da Fig. 4.4(b), iremos considerá-la juntamente

com o diagrama de mais baixa ordem, Fig. 4.4(a), do qual ela se origina. Tomar estes dois diagramas

juntos corresponde à substituição mostrada na Fig. 4.5, ou melhor, a modificação do propagador

iDFαβ (k)−→ iDFαβ (k)+ iDFαµ(k)ie
2
0Πµν(k)iDFνβ (k) , (4.14)

ou mais explicitamente,

−igαβ

k2+ iε
−→

−igαβ

k2+ iε
+

−igαµ

k2+ iε
ie2

0Πµν(k)
−igνβ

k2+ iε
. (4.15)

Podemos simplificar esta expressão. Segue que o tensor de segunda ordem mais geral que pode ser

formado usando somente o quadri-vetorkµ está explicitado abaixo, ou seja,Πµν(k) pode ser desmem-



31

brado sem perda de generalidade na forma

Πµν(k) =−gµνA(k2)+kµkνB(k2) . (4.16)

Figura 4.5:Propagador do fóton modificado.

Se substituirmos 4.16 em 4.15, segue que termos proporcionais ao momentumk dão contribuições

nulas†. Então, podemos omitir o termokµkνB(k2) da eq. (4.16).

Agora, se substituirmos 4.16 sem o segundo termo na eq. (4.15), resulta em

−igαβ

k2+ iε
−→

−igαβ

k2+ iε

[

1−e2
0A(k2)

1
k2+ iε

]

. (4.17)

A expressão do lado direito nos dá o propagador do fóton modificado incluindo os efeitos da auto-

energia do fóton em segunda ordem. Reescrevemos a equação acima como

−igαβ

k2+ iε
−→

−igαβ

k2+ iε +e2
0A(k2)

+O(e4
0) . (4.18)

Da eq. 4.17 para a eq. 4.18, há uma aproximação. Supomos o termoe2
0A(k2) ≪ 1 e efetuamos a

expansão

(1+x)−1 x≪1
≈ 1−x .

†Para vermos isso, tome por exemplo o primeiro vértice da Fig.4.4(b), a contribuição dele dada à amplitude
é proporcional a ¯u(p1)γαu(p3) - ondep1 e p3 são os momenta do primeiro elétron, primeiramente entrando, e
depois saindo do vértice, de forma quekµ = (p1− p3)

µ - e vendo que a contração em sequência dos índicesα e
µ a partir deγαgαµkµ = /k nos deixa com ¯u(p1)(/p1

− /p3
)u(p3) = 0, pois, da equação de Dirac(/p−m)u(p) = 0 e

ū(p)(/p−m) = 0
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O lado esquerdo de 4.18 representa o propagador do fóton em mais baixaordem da teoria de per-

turbação, isto é, o propagador do fóton não-interagente. Este propagador possui um pólo emk2 = 0,

correspondendo ao fóton nu ter massa de repouso nula.‡ O lado direito de 4.18 representa o propagador

do fóton incluindo a correção de auto-energia de segunda ordem, ou seja, é o propagador de um fóton

real físico (considerando-seO(e2
0)). Se, como discutido antes, a massa de repouso do fóton real também

desaparecer, então o propagador do fóton real deve também ter seu pólo emk2 = 0. Para fazer esta massa

de repouso desaparecer, algumas restrições devem ser impostas em 4.18, como

A(0)≡ A(k2 = 0) = 0 . (4.19)

Se expandirmosA(k2) em série de Taylor, ele pode ser escrito como

A(k2) = A′(0)k2+Πc(k
2)k2 , (4.20)

onde

A′(0)≡

[
dA(k2)

d(k2)

]

k2=0
,

e Πc(k2) se anula linearmente comk2 emk2 = 0 (verificaremos isso emMétodos de Regularização na

QED), ou seja, a expansão de Taylor só vai até a ordem em que deixaΠc(k2) linear emk2 - o restante da

expansão é nulo. Substituindo 4.20 em 4.17 e multiplicando pore2
0, obtemos

−igαβ

k2+ iε
e2

0 −→
−igαβ

k2+ iε
e2

0[1−e2
0A′(0)]+

igαβ

k2+ iε
e4

0Πc(k
2) . (4.21)

Ao formular as regras de Feynman, associamos a cargae0 com cada vértice. Ao escrever a eq.

(4.21), nós incorporamos nela os dois fatorese0 que ocorrem nos vértices aos extremos de um propagador

fotônico, pois o lado esquerdo leva dois destes fatores. O lado direito estátransformado, simplesmente.

Devemos agora interpretar 4.21. O primeiro termo no lado direito é justamente o termo do lado

esquerdo multiplicado pela constante[1−e2
0A′(0)]. É como se a magnitude das duas cargas interagentes

através do propagador do fóton não fossee0, mase, dada por

e2 = e2
0[1−e2

0A′(0)] . (4.22)

Nesta equação, introduzimos o conceito derenormalização de carga. A eq. (4.22) define a carga

eletrônica renormalizada (−e), ou seja, a carga do elétron físico e interagente, em contraste com a carga

‡O propagador de uma partícula de massa de repousom possui um pólo para o quadri-momentump tal que
p2 = m2. Por exemplo, para bósons de spin 0 com massaµ e férmions de spin 1/2 com massam, temos os
propagadoresi/(k2−µ2+ iε) e i(/p+m)/(p2−m2+ iε), respectivamente.
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eletrônica (−e0) correspondente ao elétron nu e não-interagente. Consideramos a auto-energia do fóton

em segunda ordem somente. Há, é claro, correções de ordem mais alta e iremos escrever 4.22 mais

completamente como

e≡ Z1/2
3 e0 = e0[1−

1
2

e2
0A′(0)+O(e4

0)] . (4.23)

A constanteZ3 relacionando a carga nuae0 e a carga físicae é chamada de constante de renorma-

lização. O lado direito de 4.23 nos dá a expressão explícita para esta constante até segunda ordem em

e0.

É claro que a carga (−e) do elétron físico que é observável, e não a carga (−e0) que foi introduzida

como a constante de acoplamento entre os campos livres. Portanto, todas asquantidades observáveis,

como seções de choque, devem ser expressas em termos da carga real e, não em termos da carga nuae0.

Da eq. (4.23), temose0 = e[1+O(e2)]

de forma que a eq. (4.21) pode ser escrita como

−igαβ

k2+ iε
e2

0 −→
−igαβ

k2+ iε
e2+

igαβ

k2+ iε
e4Πc(k

2)+O(e6) . (4.24)

A eq. (4.24) é nosso resultado final. Isto dá ao propagador do fóton (×e2) expresso em termos

da carga reale e preciso a termos de ordeme4. O primeiro termo no lado direito é o propagador de

fóton original, mas multiplicado pelo quadrado da carga renormalizadae, em vez da carga nuae0. O

segundo termo, da ordemα(≡ e2/4π) relativamente ao primeiro termo, levará a uma correção radiativa

observável desta ordem em qualquer processo envolvendo o propagador fotônicoiDµν
F (k) na ordem mais

baixa da teoria de perturbação.

Vale lembrar que mesmo para teoria finitas bem comportadas, a renormalizaçãoé necessária para que

possamos expressar previsões teóricas para seções de choque, etc., em termos da quantidades observáveis

como a carga das partículas reaise, em vez de expressar essas previsões em termos de quantidades

inobserváveis como a cargae0.

Devemos agora considerar o que acontece conforme tomamos este limite. Depois consideraremos

o procedimento de regularização em detalhe. Agora, somente exporemos os resultados. Antes de

prosseguirmos ao limite que retoma a teoria original, todas as quantidades estãobem definidas e fini-

tas. Conforme o limite é tomado, a integral regularizadaΠc(k2) tende a um limite bem definido finito

que é independente da forma detalhada do procedimento de regularização. Entretanto, conforme o limite

é tomado, divergências reaparecem, agora na relação entreeee0 na eq. (4.23)§. Mas essa é uma relação

entre a carga observávelede uma partícula física real e a carga nuae0 de uma partícula não-interagente,

que é uma construção teórica e completamente inobservável. Então 4.23 não éverificável por exper-

§A′(0) e a constante de renormalizaçãoZ3 se tornam infinitos.
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imentação, e é somente nestas equações não testáveis em que as divergências tomam parte. Olhando

retrospectivamente para o nosso resultado final para o propagador modificado do fóton, eq. (4.24), ve-

mos que no limite de QED, ele só envolve a carga elementare e o limite bem definido finito da integral

em loopΠc(k2). Então, o propagador modificado, e as amplitudes de Feynman e as previsões teóricas

às quais ele dá forma, são bem definidas e finitas, mesmo no limite de QED da teoriaregularizada. Uma

expressão explícita para a integral de loopΠc(k2) será deduzida posteriormente, após explicitadas as

correções devidas ao vértice de interação, ao propagador de férmione às linhas externas. Esta integral

será deduzida ao expormos os métodos para separarmos partes finitas e infinitas de integrais inicialmente

divergentes. Vale ressaltar aqui que não precisamos ir tão longe para fazermos essa separação; pela

manipulação apropriada da eq. (4.12)¶, podemos escreverA(k2) como

A(k2) = k2 e2

12π2

{∫ ∞

m2

dx
x
−6

∫ 1

0
z(1−z)ln

(

1−
k2

m2c2z(1−z)

)

dz

}

,

identificamos claramente a parte logariticamente divergente no primeiro termo comosendoA′(0). E o

segundo termo é a nossa integral finitaΠc(k2) e já estaria resolvido o problema quanto à correção de

auto-energia do fóton em segunda ordem da teoria de perturbação.

Mas nem sempre podemos manipular a equação da mesma forma com o qual realizamos com esta úl-

tima. Um método sistemático de regularização (regularização dimensional) será efetuado quando tratar-

mos da regularização da teoria, e lá este termo divergente reconhecido como parte deA′(0) será dado,

digamos assim, por uma aproximação deste logaritmo, que também diverge. Assim, com o termo di-

vergente aproximado ou não,A′(0) diverge, e por outro lado temos o termo finito fornecendo o mesmo

resultado via regularização dimensional ou por remanejamento adequado da integral divergente. Isto

nos dá uma confirmação do método da regularização dimensional que usaremos posteriormente a essas

seções iniciais.

4.3 Auto-energia do elétron

Agora, consideraremos a correção de auto-energia de férmion em um propagador fermiônico, mostrada

na Fig. 4.3(a) e dada pela eq. (4.8). Depois de simplificações por meio de identidades de contração‖ ,

esta equação pode ser escrita como

ie2
0Σ(p) =

e2
0

(2π)4

∫

d4k
1

k2+ iε
2/p−2/k−4m0

(p−k)2−m2
0+ iε

. (4.25)

Esta integral de loop é divergente no regime ultravioleta (k → ∞). Seu tratamento é muito pare-

¶Este cálculo está iniciado noApêndice Edo livro [54]

‖







γλ γλ = 4 γλ γα γβ γγ γλ =−2γγ γβ γα

γλ γα γλ =−2γα γλ γα γβ γγ γδ γλ = 2(γδ γα γβ γγ + γγ γβ γα γδ )

γλ γα γβ γλ = 4gαβ
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cido àquele da auto-energia do fóton na última seção, de forma que apenasmostraremos os resultados

principais sobre a auto-energia do elétron.

Figura 4.6:Propagador do férmion modificado

Para identificar o pólo do propagador modificado em/p = m, reescrevemosΣ(p) em potências de

(/p−m), na forma

Σ(p) = A+(/p−m)B+(/p−m)Σc(p) , (4.26)

ondeA eB são constantes eΣ(p) se anula linearmente com(/p−m) em/p= m. Tem-seA= Σ(p)|/p=m, e

também temos que introduzir

m= m0+δm , (4.27)

para o propagador modificado ter um pólo em/p= m, onde

δm=−e2
0A . (4.28)

Definimos uma carga renormalizadaepela relação

e2 ≡ Z2e2
0 = e2

0(1−e2
0B)+O(e6

0) , (4.29)

E o propagador de ordem dominante juntamente com a correção de segunda ordem fica, portanto,

ie2
0

/p−m0+ iε
−→

ie2

/p−m+ iε
[
1−e2Σc(p)

]
+O(e6) . (4.30)

Acha-se que as constantesA, B e Z2 são logaritmicamente divergentes no limiteΛ → ∞, enquanto
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que o termo de correçãoΣc(p) permanece bem definido e finito neste limite. Como antes:A, B e Z2

ocorrem somente em relações invisíveis à detecção, conectando partículas físicas e nuas.

4.4 Renormalização de linhas externas

Nas últimas duas seções, consideramos as contribuições de auto-energianos propagadores do fóton

e do férmion. Quando consideramos correções radiativas, estas contribuições devem também ser feitas

nas linhas externas. O seu único efeito agora é uma renormalização de carga, mas elas não levam a

quaisquer correções radiativas finitas. Tem-se

u(~p)→ Z1/2
2 u(~p) , ū(~p)→ Z1/2

2 ū(~p) , (4.31)

v(~p)→ Z1/2
2 v(~p) , v̄(~p)→ Z1/2

2 v̄(~p) , (4.32)

εµ(~k)→ Z1/2
3 εµ(~k) , (4.33)

onde as constantes de renormalizaçãoZ2 e Z3 estão definidas nas equações (4.29) e (4.23), respectiva-

mente. A última equação se mantém válida para todas as ordens.

Quando consideramos os propagadores de fóton e de férmion modificados nas últimas duas seções,

interpretamos os parâmetrosZ3 eZ2 como constantes de renormalização das cargas atuando nos vértices

aos extremos dos propagadores de fóton e de férmion, respectivamente: e0 → e= Z1/2
3 e0 e0 → e=

Z1/2
2 e0. Podemos igualmente interpretar as renormalizações de função de onda 4.31 - 4.33 como renor-

malizações de carga. Para este fim, associamos os fatoresZ1/2
3 eZ1/2

2 nas equações (4.31) - (4.33) com as

cargas atuando nos vértices aos quais as linhas externas estão acopladas. As relações para renormaliza-

ção de carga através deZ2 eZ3 são agora válidas geralmente para cada linha interna e externa relacionada

ao vértice.

4.5 Modificação de vértice

Finalmente, consideramos a modificação de vértice em segunda ordem. Isto corresponde a trabal-

harmos com a adição do termo

Λµ(p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2+ iε
γα 1

/p′−/k−m+ iε
γµ 1

/p−/k−m+ iε
γα (4.34)

ao diagrama de ordem dominante. A quantidadeΛµ(p′, p) é tanto divergente no ultravioleta quanto

no infravermelho. Analogamente às auto-energias do fóton e do elétron, pode-se separarΛµ(p′, p) em



37

duas partes,

Λµ(p′, p) = Lγµ +Λµ
c (p

′, p) . (4.35)

Figura 4.7:Modificação de vértice.

Define-se uma constante de renormalização de cargaZ1 por

e≡
e0

Z1
= e0(1+e2

0L)+O(e5
0) , (4.36)

ondeO(e5
0) aparece para indicar que há contribuições de ordem mais alta à renormalização de carga, que

resultam de todas as modificações de vértice, enquanto somente consideramos a correção mais baixa, a

de segunda ordem. Temos que a correção de segunda ordem mais o termo de ordem dominante resultam

em:

ie0γµ −→ iΓµ(p′, p) = ie
[
γµ +e2Λµ

c (p
′, p)

]
+O(e5) , (4.37)

onde,O(e5) indica a existência de correções em mais alta ordem ao vértice, segundo a cargaeagora.

A equação (4.37) é o nosso resultado final para a modificação do vérticebásico de interação. No lim-

ite Λ → ∞, no qual a QED é restaurada,L eZ1 divergem, mas isso só afeta a relação não detectável 4.36.

De outro lado,Λµ
c (p′, p) tende a um limite finito e bem definido que é independente do procedimento de

regularização e que contribui para a correção radiativa de segundaordem de um processo.

4.6 Renormalização de carga revisitada

Agora combinaremos a renormalização de carga resultando da modificaçãode vértice com as renor-

malizações de carga provindas da auto-energia do fóton e do elétron. Jáque cada vértice possui uma
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linha de fóton e duas linhas de férmion acopladas, segue destas equações que o efeito resultante é a

substituição da carga nuae0 em cada vértice, ou seja, em todo lugar na teoria pela carga renormalizada

e= e0Z1/2
3

Z2

Z1
. (4.38)

Este resultado foi derivado em teoria de perturbação de segunda ordem somente, mas pode-se

mostrar que ele se mantém em todas as ordens da teoria de parturbação.

O último resultado permite uma simplicação muito importante. Isto é devido ao fato que a con-

tribuição da auto-energia do férmionΣ(p) e a contribuição de vérticeΛµ(p′, p) estão conectados pela

identidade de Ward∗∗ que é dada por

∂Σ(p)
∂ pµ

= Λµ(p, p) . (4.39)

A equação (4.39) é um resultado de segunda ordem. Entretanto, a identidade de Ward pode ser

generalizada e se mantém em todas as ordens da teoria de perturbação, permitindo a obtenção de modifi-

cações de vértice de ordem mais alta pela diferenciação de contribuições de auto-energia fermiônica. Isto

simplifica bastante o cálculo de correções radiativas de ordem mais alta. A identidade de Ward também

implica uma relação entre as constantes de renormalização de cargaZ1 eZ2. Não mostraremos aqui este

cálculo, mas pode-se consultar [53]. Esta relação pode ser expressa:

Z2 = Z1 . (4.40)

Embora a equação (4.40) seja deduzida em teoria de perturbação de segunda ordem, é uma relação

exata valendo em todas as ordens da teoria de perturbação. Como consequência da igualdade 4.40, a

equação (4.38) se reduz a:

e= e0Z1/2
3 . (4.41)

Então a renormalização de carga não depende dos efeitos de auto-energia do férmion ou modi-

ficações de vértice, mas se origina somente dos efeitos de auto-energia dofóton - ou polarização do

vácuo.

∗∗A identidade de Ward é facilmente verificável pela derivaçãoda auto-energia do elétron em relação a alguma
componente do quadrimomentum, resultando no vértice em quenenhuma transferência de momentum ocorre.
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4.6.1 Constante de acoplamento eletromagnético

Terminada toda a base conceitual da qual precisávamos para entendermos os processos de correção

da QED, ou pelo menos até segunda ordem na teoria de perturbação, agora analisamos a "constante"de

acoplamentoα eletromagnética de um modo mais definitivo, ou seja, já associando o valor finitode

Πc(k2) ao propagador do fóton. Apenas com a correçãoΠc(k2) ao propagador do fóton, já podemos

definir αEM(k2).

Da modificação ao propagador do fóton, desprezando termos da ordeme4, tínhamos

−igαβ

k2+ iε
−→

−igαβ

k2+ iε
[1−e2Πc(k

2)] . (4.42)

Simplesmente multiplicando pore2 nos dois lados da equação acima que corresponderiam a dois

vértices de interação na mais baixa ordem (igeγµ = ieγµ , vértice renormalizado) de por exemplo dois

elétrons, Fig. 4.4, e já substituindo o resultado anterior deΠc(k2), obtemos

e2−igαβ

k2+ iε
−→ e2−igαβ

k2+ iε

{

1−

(

−
e2

2π2

∫ 1

0
dzz(1−z) ln

[

1−
k2z(1−z)

m2

])}

. (4.43)

Esta expressão pode ser interpretada do seguinte modo:do lado esquerdo, há o propagador renor-

malizado, mas considerando-se apenas diagramas a nível de árvore(“leading-order”), e do lado direito

há a expressão que nos diz a forma do propagador renormalizado considerando-se, além dos diagramas

leading-order, diagramas de segunda ordem na teoria de perturbação. Aparece dentro do lado direito

uma função dependente dek2 (Πc(k2)) , de maneira que podemos definir uma nova constante de acopla-

mento, agorae(k2) dependente do momentum transferidok na interação entre os dois elétrons iniciais.

Logo, podemos definir:

e2(k2) = e2(0)

(

1+
e2(0)
12π2 f

(
−k2

m2

))

, (4.44)

pela absorção da funçãof (−k2/m2)†† :

f (x)∼=







x/5, x≪ 1

lnx, x≫ 1






,

e(0) é dado pelo valor usual de carga elétrica, ou seja, sem correções relativísticas, já que a variação de

e(k2) é muito pequena em velocidades do cotidiano.

††Onde, agoraΠc(k2) é definida como

e2Πc(k
2) =−e2 1

12π2 f (−k2/m2) f (−k2/m2) = 6
∫ 1

0
dzz(1−z) ln

[

1−
k2z(1−z)

m2

]
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Convertendo paraα , temos

α(k2) = α(0)

(

1+
α(0)
3π

f

(
−k2

m2

))

, (4.45)

onde novamente,α(0) segue o valor usado geralmente, ou seja,α(0)≃ 1
137.

Então, agora determinamos a dependência deα(k2) e dee(k2) no momentumk transferido na in-

teração entre duas partículas de spin semi-inteiro carregadas por cargae(0) quando estão totalmente

afastadas. Momentum mais alto significa maior proximidade, então outro jeito de dizer é que a carga

efetivae(k2) de cada partícula depende de quão longe elas estão entre si. Isto é uma consequência da

polarização do vácuo, que blinda a carga.

Surge então uma questão interessante: como Millikan, Rutherford, ou até mesmo Coulomb nunca

notaram este efeito? Se a carga elétrica não é uma constante, por que ninguém notou? A resposta é que

a variação é extremamente sutil, em situações não-relativísticas, como comentamos anteriormente. Até

mesmo em uma colisão frontal entre dois elétrons a velocidadesc
10, o termo de correção é de cerca de

6×10−6 em relação ae(0). Para maioria dos fins, portanto,α = α(0) = 1
137 é suficientemente bom.

Note a grande utilidade de introduzirmosα(k2) oue(k2) na teoria. Para cada interação, por exemplo

de dois elétrons, agora basta adicionarmos um fator deige(k2)γµ = i
√

4πα(k2)γµ = ie(k2)γµ para cada

dois vértices com propagador internamente aos dois, em vez de calcularmos diferentes diagramas de

todas as ordens para cada processo.

Falaremos um pouco mais sobreα(k2) quando deduzirmos a sua dependência emk a partir de outros

métodos usados para a obtenção deαS(k2), no contexto da teoria da interação forte: QCD, portanto.

4.7 Aspectos finais

Completamos agora nossa análise das modificações de segunda ordem daslinhas de férmion e de

fóton e de vértices, e podemos resumir nossos resultados como segue. Seatribuirmos as massas físicas

(me, mµ , ... ) aos léptons e substituirmos a carga nuae0 pela carga físicae= e0Z1/2
3 , então as únicas

modificações devidas às correções de vértice e de auto-energia em segunda ordem, em QED, são as

modificações de propagador

−igαβ

k2+ iε
−→

−igαβ

k2+ iε
[
1−e2Πc(k

2)
]
+O(e4) , (4.46)

i

/p−m+ iε
−→

i

/p−m+ iε
[
1−e2Σc(p)

]
+O(e4) , (4.47)
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e a modificação de vértice

ie0γµ −→ ie
[
γµ +e2Λµ

c (p
′, p)

]
+O(e5) . (4.48)

Como dito antes, no limiteΛ → ∞ no qual a QED é restaurada, as funções regularizadasΠc, Σc eΛµ
c

tendem a limites finitos bem definidos tal que as modificações (4.46)-(4.48) levam a correções radiativas

de ordemα . Ao invés de interpretarmos a regularização como um dispositivo matemático para lidar com

as divergências da teoria, podemos manter o parâmetro de corteΛ finito e interpretar a teoria regularizada

como uma modificação genuína da QED.

Devemos então questionar quais são os limites impostos ao valor deΛ e à validade da QED, por

experimento. Os limites mais restringentes são obtidos dos processos de pares de léptonse+e− → l+l−.

Esses processos sondam o comportamento do propagador do fóton para k2 = (2E)2, ondeE é a energia

do elétron no sistema do centro de massa. Se o propagador modificado do fóton, comΛ mantido finito,

é usado, então a concordância com dados experimentais para energia de elétron da ordem de 15 GeV é

só obtida seΛ ≥ 150 GeV, correspondendo a distâncias da ordemΛ−1 ≤ 2×10−3fm. Concluimos que,

nas energias atualmente acessíveis, as previsões observáveis da QED são insensíveis às modificações da

teoria para distâncias muito menores que 10−3fm.

Em contraste às funções regularizadasΠc, Σc e Λµ
c , acha-se queδm diverge como lnΛ conforme

Λ → ∞, e de fato todas quantidades divergentes da QED divergem logaritmicamente. Em nosso trata-

mento perturbativo, os termos divergentes de ordem dominante são de ordem α , tal que diferenças

apreciáveis entre quantidades físicas e nuas ocorrem somente para valores deΛ que são enormemente

grandes. Por exemplo, vemos que para uma correção significativa da massa do elétronδmocorrer (como

veremos emMétodos de Regularização), ou seja,δm= O(m), exigimos

δm=
3mα0

2π
ln

Λ
m

∼ m =⇒
δm
m

=
3α0

2π
ln

Λ
m

∼ 1 ,

Come= e0, em mais baixa ordem, invertendo a equação paraΛ, temos

Λ = O(me2π/3α)≃ 10121GeV .

Por outro lado, paraΛ ≪ 10121GeV, obtem-seδm≪ m, tal que parece razoável tratar a correção de

massaδmem teoria de perturbação.

Neste capítulo, expusemos os cálculos que levam à redefinição dos parâmetros carga e massa das

partículas, ainda que não evidenciamos a regularização propriamente dita das integrais divergentes. No

capítulo seguinte, iremos expor como são feitos estes últimos cálculos de regularização.
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5 Métodos de Regularização

Vimos que cálculos de correções radiativas para a QED levam a integrais de loop divergentes. Estas

divergências são removidas pela regularização, ou seja, as integrais respectivas são modificadas ade-

quadamente. Depois da regularização, aquelas integrais que dão correções físicas permanecem finitas

quando a teoria original é restaurada. Há vários métodos diferentes de regularização, e as integrais regu-

larizadas dependem do método empregado. Entretanto, no limite ao qual a teoria original é retomada, as

previsões físicas se tornam independentes do método de regularização utilizado.

Historicamente, o procedimento mais antigo é o método de corte (cut-off method), que usamos para

efetuar certas correções iniciais às integrais divergentes. Ele tem a vantagem de relacionar as divergên-

cias ao comportamento a pequenas distâncias e consequentemente altas energias da teoria. Ilustraremos

brevemente este método para calcularmos o deslocamento de massa do elétronδm. O método cutoff

é difícil de aplicar a todos os casos, exceto nos mais simples. Em particular, usar este método torna

difícil garantir invariância de calibre e a validade da indentidade de Ward a todas as ordens da teoria de

perturbação. Para garantir a validade delas, devemos adotar um procedimento de cutoff robusto e mais

complexo: o método de Pauli-Villars∗.

Subsequentemente, um método alternativo, conhecido como regularizaçãodimensional, foi desen-

volvido. Embora menos fácil de interpretar que o método cutoff, é mais fácil de aplicar, e ele tem a

grande vantagem de que garante automaticamente a invariância de calibre e também a validade da iden-

tidade de Ward, a todas as ordens da teoria de perturbação. Regularização dimensional é essencial para a

QED e, até mais para teorias de calibre não-abelianas, como a cromodinâmica quântica (QCD) e a teoria

unificada de Weinberg-Salam das interações fraca e eletromagnética. A regularização dimensional auto-

maticamente respeita a invariância de calibre a todas as ordens da teoria de perturbação, e para teorias de

calibre não-abelianas, este procedimento foi quase que exclusivamenteutilizado.

Neste capítulo, o método da regularização dimensional será usado para calcular a correção devida

∗Subtraimos da integral divergenteΠµν(q) =
∫

d4k fµν(q,k,m2) uma função que tem o mesmo comportamento
assintótico, para que a integral resultante caia rapidamente o suficiente comk crescente. Ou seja, um conjunto
deN massas (grandes) auxiliaresMi e constantesCi é introduzido e a integral divergente é reposta porΠ̃µν(q) =
∫

d4k
(

fµν(q,k,m2)+∑N
i=1 fµν(q,k,M2

i )
)
. As constantesCi e Mi são então determinadas de forma queΠ̃µν(q)

seja uma integral convergente, mas ainda dependente destesparâmetros. Ao fim dos cálculos, o limiteMi → ∞
deve ser tomado para que eliminemos as funçõesfµν(q,k,M2

i ) inicialmente impostas. Este método é relativamente
trabalhoso e não trabalharemos com o mesmo. Para mais detalhes, veja [55].
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à polarização do vácuo. Nosso desenvolvimento estará novamente restritoà teoria de perturbação de

ordem mais baixa, ou seja, as integrais de loop único, mas os mesmos métodos podem ser estendidos

a ordens maiores. A seguir, introduziremos alguns métodos e técnicas paraefetuarmos a regularização

dimensional assim como alguns resultados já conhecidos de antemão, que são as integrais padrão.

5.1 Pré-requisitos matemáticos

5.1.1 Integrais padrão

Primeiro, listamos as integrais padrão que frequentemente encontram-se noscálculos de integrais de

loop. Elas estão listadas a seguir:

∫
d4k

(k2−s+ iε)n = iπ2(−1)nΓ(n−2)
Γ(n)

1
sn−2 , n≥ 3 , (5.1)

∫

d4k
kµ

(k2−s+ iε)n = 0 n≥ 3 , (5.2)

∫

d4k
kµkν

(k2−s+ iε)n = iπ2 Γ(n−3)
2Γ(n)

gµν

sn−3 n≥ 4 , (5.3)

∫
d4p

(p2+2pq+ t + iε)n = iπ2 Γ(n−2)
Γ(n)

1
(t −q2)n−2 n≥ 3 , (5.4)

∫

d4p
pµ

(p2+2pq+ t + iε)n = −iπ2 Γ(n−2)
Γ(n)

qµ

(t −q2)n−2 n≥ 3 , (5.5)

∫

d4p
pµ pν

(p2+2pq+ t + iε)n = iπ2 Γ(n−3)
2Γ(n)

[2(n−3)qµqν +(t −q2)gµν ]

(t −q2)n−2 n≥ 4 . (5.6)

Nas expressões do lado direito das equações acima, colocamosε = 0 que é geralmente permitido,

pois a integração já foi feita. O termo emε vem de considerarmos a integração emk0 no eixo real

somente. A equação (5.2) é obvia por argumentos de simetria. As eqs. (5.4)e (5.5) seguem das eqs.

(5.1) e (5.2) respectivamente trocando as variáveis dek e s parap= k−q e t = q2+s, respectivamente.

Diferenciando 5.5 em relação aq leva à equação (5.6), e tomandoq = 0 em eq. (5.6) nos dá a eq.

(5.3). Outras integrais envolvendo tensores mais complicados no numerador do integrando são obtidas

das fórmulas acima por diferenciação e troca de variáveis.

5.1.2 Parametrização de Feynman

As integrais das eqs. (5.1) - (5.6) contêm um fator quadrático, elevado àpotêncian, nos denomi-

nadores, enquanto que geralmente lida-se com integrais contendo um produto de vários fatores quadráti-

cos diferentes no denominador. Estas integrais mais gerais são reduzidasà forma desejada por meio de

uma técnica devida a Feynman que iremos detalhar a seguir.
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Para um produto de dois fatoresa eb, começa-se pela identidade

1
ab

=
1

b−a

∫ b

a

dt
t2 . (5.7)

Definindo oparâmetro de Feynman zpor [t = b+(a−b)z], a equação (5.7) pode ser escrita como

1
ab

=
∫ 1

0

dz
[b+(a−b)z]2

. (5.8)

Vemos que introduzindo o parâmetro de Feynman z, conseguimos expressar 1/abem termos de um

único fator elevado na segunda potência. Embora a integral da eq. (5.8)possa parecer uma complicação

ao problema inicial, a parametrização de Feynman nos permite calcular todas asintegrais de um modo

sistemático.

O método acima pode ser estendido. Para três fatores, temos

1
abc

= 2
∫ 1

0
dx
∫ x

0
dy

1
[a+(b−a)x+(c−b)y]3

, (5.9)

= 2
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
dz

1
[a+(b−a)x+(c−a)z]3

. (5.10)

A equação (5.9) pode ser generalizada para um número arbitrário de fatores, sendo o resultado

1
a0a1a2...an

= Γ(n+1)
∫ 1

0
dz1

∫ z1

0
dz2 ...

∫ zn−1

0
dzn×

(5.11)

×
1

[a0+(a1−a0)z1+ ...+(an−an−1)zn]n+1 ,

obtido por indução.

Os resultados úteis são obtidos por diferenciação em relação a um ou mais parâmetros. Por exemplo,

diferenciando a equação (5.8) com respeito aa nos deixa com

1
a2b

= 2
∫ 1

0
dz

z
[b+(a−b)z]3

, (5.12)

este termo 1/a2b é análogo ao integrando que consiste em um propagador de fóton e dois fermiônicos,

como no vértice modificado. Finalmente, notamos que o propagador do fóton modificado 1/(k2−λ 2+ iε)−

1/(k2−Λ2+ iε) pode ser escrito de outra forma

1
k2−λ 2+ iε

−
1

k2−Λ2+ iε
=−

∫ Λ2

λ 2

dt
(k2− t + iε)2 , (5.13)
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onde usamos a identidade da eq. (5.7).

5.2 Regularização com métodocutoff: deslocamento de massa
do elétron δm

Como um exemplo do método cutoff de regularização, iremos calcular o deslocamento de massa do

elétronδm, devido à sua auto-energia, em teoria de perturbação de segunda ordem†.

Das equaçõesA= Σ(p)|/p=m, (4.28) e (4.8),δmé dado por

δm= iū(~p)

{
−e2

(2π)4

∫

d4k
γα(/p−/k+m)γα

(p−k)2−m2+ iε

[
1

k2−λ 2+ iε
−

1
k2−Λ2+ iε

]}

u(~p) , (5.14)

onde substituímos o propagador do fóton pela modificação
[
1/(k2−λ 2+ iε)−1/(k2−Λ2+ iε)

]
para

evitar quaisquer dificuldades que possam surgir de divergências infravermelhas e ultravioletas. Note

que o sanduíche entre spinores ¯u(~p) e u(~p) serve para tomarmos o valor/p= m na integralΣ(p) como

achamos ao tratarmos da auto-energia do elétron‡. A eq. (5.14) é simplificada usando-se as identidades

de contração expostas anteriormente e colocando-se/pu(~p) =mu(~p) e p2 =m2. Se também substituirmos

a equação (5.13), obtemos

δm=
ie2

(2π)4 ū(~p)

[
∫

d4k
2(/k+m)

k2−2pk+ iε

∫ Λ2

λ 2

dt
(k2− t + iε)2

]

u(~p) , (5.15)

e aplicando a equação (5.12), obtemos

δm=
ie2

(2π)4 ū(~p)

[
∫ Λ2

λ 2
dt
∫ 1

0
dz
∫

d4k
4(/k+m)z

[k2−2pk(1−z)− tz+ iε ]3

]

u(~p) . (5.16)

A integral com respeito ak na última equação é obtida das equações (5.4) e (5.5), levando a

δm=
me2

8π2

∫ 1

0
dz
∫ Λ2

λ 2
dt

2z−z2

tz+m2(1−z)2 =
mα
2π

∫ 1

0
dz(2−z) ln

Λ2z+m2(1−z)2

λ 2z+m2(1−z)2 . (5.17)

Esta expressão permanece finita no regime infravermelho no limiteλ → 0, e podemos portanto

tomarλ = 0 na última equação. ConformeΛ → ∞, a integral diverge logaritmicamente com o termo de

†LeadingOrder (termos de ordem dominante) leva em conta duas vezes o acoplamento: e2; NextLO (termos
seguintes à ordem dominante) leva três vezes o acoplamento:e3; 2aordem (NextNextLO) conta quatro vezes o
acoplamento:e4, duas ordens emea mais que LO.

‡δm= ie2
0A, ondeA= Σ(p)|/p=m. O sanduíche serve para satisfazer esta exigência vinda deA.
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maior ordem dado por

δm=
mα
2π

ln
Λ2

m2

∫ 1

0
dz(2−z)+O(1) =

3mα
2π

ln
Λ
m
+O(1) .

E este é o resultado, apenas indicado anteriormente, e sobre o qual discutimos o processo de cutoff.

O termoO(1) pode parecer, a princípio não condizente com o termo de logaritmo da equação (5.17) pois

temos o limite da integral paraz= 1 não bem definido, mas uma simples análise confirma a subsequente

equação (5.18).

5.3 Regularização dimensional

5.3.1 Introdução

As integrais de loop divergentes da teoria quântica de campos são quadridimensionais no espaço de

energia-momentum. A regularização dimensional consiste em modificar a dimensionalidade destas inte-

grais tal que elas se desmembrem em partes finita e parte divergente. Em primeiro lugar, generalizaremos

de um espaço 4-dimensional para umD-dimensional, ondeD é um inteiro positivo. O tensor métrico

gαβ = gαβ deste espaço é definido por

g00 =−gii = 1 i = 1,2, ...,D−1

(5.18)

gαβ = 0 α 6= β .

De forma similar, um 4-vetorkα é reposto por um vetor comD componentes.

kα ≡ (k0,k1, ...,kD−1) , (5.19)

k2 = kαkα = (k0)2−
D−1

∑
i=1

(ki)2 . (5.20)

Integrais de loop agora se tornam integrais emD dimensões com o elemento de volumedDk =

dk0dk1...dkD−1. Por exemplo, a eq. (5.1) é generalizada para

∫
dDk

(k2+s+ iε)n = iπD/2 Γ(n−D/2)
Γ(n)

1

sn−D/2
, (5.21)

para valores inteiros den> D/2. Paran= D/2, o lado esquerdo da equação acima é logaritmicamente
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divergente, e o lado direito é também singular devido ao pólo deΓ(z) em z= 0. Entretanto, para val-

ores não inteiros deD, o lado direito é bem definido e finito. Podemos portanto usá-la para definir a

generalização da integral no lado esquerdo paraD dimensões para valores não-inteiros deD. Iremos

tomarD = 4−η ondeη é um parâmetro pequeno positivo. Restaurar o espaço 4-dimensional usual

corresponde a tomar o limiteη → 0.

Antes de entrarmos na QED, ilustraremos estas idéias por um exemplo simples e não-realístico.

Suponha que estejamos lidando com a integral de loop divergente

Π(s) =
1

(2π)4

∫
d4k

(k2+s+ iε)2 . (5.22)

Na regularização dimensional, a regularização deΠ(s) é alcançada usando-se a equação (5.21) para

estender a definição deΠ(s) aD = 4−η dimensões

Π(s) = µ−ηΠη(s) , (5.23)

onde introduzimos fatoresµ±η associados. Veja que:

Πη(s) =
µη

(2π)4−η

∫
d4−ηk

(k2+s+ iε)2 =
i

16π2

1

(4π)−η/2

Γ(1
2η)

Γ(2)

(
s
µ

)−η/2

. (5.24)

Paraη → 0, tem-se

s−η/2 = 1−
1
2

η lns+ ... , (5.25)

Γ
(η

2

)

=
2
η
− γ + ... , (5.26)

ondeγ = 0,5772... é a constante de Euler. Portanto, obtém-se

Πη(s) =
i

16π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

−
i

16π2 ln

(
s

µ2

)

, (5.27)

com

lim
η→0

{Πη(s)−Πη(s0)}=−
i

16π2 ln(s/s0) . (5.28)

Isto é um aspecto característico da regularização dimensional. Ao generalizarmos integrais de loop

paraD= 4−η , devemos sempre introduzir fatores associadosµη para consistência. Eles são compensa-

dos pelos fatoresµ−η , como na eq. (5.23), que são geralmente absorvidos na redefinição dasconstantes
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de acoplamento associadas§. Por exemplo, na QED, cada integral de loop está associada com o fatore2
0,

que é substituído pelo acoplamento ˜e2
0 = µ−ηe2

0 .

5.3.2 Extrapolação do caso de D inteiro para o caso de D não-inteiro

Para aplicarmos a regularização dimensional à QED, devemos:i) ter outras integrais D-dimensionais,

além da equação (5.21) eii) generalizar expressões envolvendo as matrizesγ de Dirac, que também

aparecem nos cálculos. As integrais relevantes são deduzidas da eq. (5.21) da mesma maneira que as

integrais (5.2) - (5.6) seguem da eq. (5.1). As únicas integrais que precisaremos, além da eq. (5.21), são

∫

dDk
kµ

(k2+s+ iε)n = 0 , (5.29)

∫

dDk
kµkν

(k2+s+ iε)n = iπD/2 Γ(n−D/2−1)
2Γ(n)

gµν

sn−D/2−1
, (5.30)

∫

dDk
k2

(k2+s+ iε)n = iπD/2 Γ(n−D/2−1)
2Γ(n)

D

sn−D/2−1
, (5.31)

onde a eq. (5.31) vem da eq. (5.30), já quegµνgµν = D.

Novamente, como referido anteriormente, estas equações generalizadassão primeiramente deduzi-

das para valores inteiros deD. Para valores não-inteiros, as integrais são definidas pelas expressões do

lado direito destas equações. Iremos escreverD = 4−η e tomaremos o limiteη → 0, ou seja,D → 4.

Poderíamos pensar: mas qual é o significado degµν quandoD não é inteiro nas expressões acima? A

resposta é que a singularidade destas expressões está nos fatoresΓ(n−D/2−1) no limite η → 0, en-

quantogµν não é singular no mesmo limite. Portanto, somente o valor degµν paraD = 4 importa nos

resultados finais, e somente este valor será requisitado.

Devemos ver agora como lidar com expressões envolvendo matrizesγ. Em primeiro lugar, consid-

eramos valores inteiros deD e introduzimos um conjunto de matrizesγ0,γ1, ...,γD−1 que satisfazem as

relações de anticomutação

{γµ ,γν}= 2gµν . (5.32)

A partir destas, derivam-se relações de contração e de traço analogamente às equações de traço e de

contração usuais. Se as matrizesγ são matrizesf (D)× f (D) ¶, e I é a matriz identidadef (D)× f (D),

obtemos as identidades de contração e de traço

§Não é o caso da QED redefinir a sua constante de acoplamento (e0) absorvendo estes fatores deµη . Entretanto,
é o caso da QCD, que precisa fazer uso dogrupo de renormalização, em queµ toma parte, para a redefinição de
parâmetros como a constante de acoplamento fortegS.

¶Temos, portanto,f (D = 4) = 4
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γλ γλ = DI

γλ γαγλ = −(D−2)γα (5.33)

γλ γαγβ γλ = (D−4)γαγβ +4gαβ ,

Tr(γαγβ ) = f (D)gαβ

Tr(γαγβ γγγδ ) = f (D)
[

gαβ gγδ −gαγgβδ +gαδ gβγ
]

(5.34)

Tr(γαγβ ...γµγν) = 0 ,

onde na última relação, (γαγβ ...γµγν ) contém um número ímpar de matrizesγ.

Agora, tomaremos estas relações ao caso deD = 4− η dimensões, mesmo que o significado e

existência de matrizesγ em um número de dimensões não-inteiro não seja muito claro. No limiteD → 4,

as relações usuais são retomadas.

5.4 Polarização do vácuo: auto-energia do fóton

Iremos agora usar regularização dimensional para deduzir a expressão da polarização do vácuo.

Tomaremos como ponto de partida a eq. (4.12) para o loop de auto-energia do fóton que, depois da

regularização dimensional, é dado por:

ie2
0Πµν =−

ẽ2
0µ4−D

(2π)D

∫

dD p
Nµν(p,k)

[(p+k)2−m2+ iε ][p2−m2+ iε ]
, (5.35)

ondeµ é a escala de massa introduzida anteriormente.

Nµν ≡ Tr[γµ(/p+/k+m)γν(/p+m)] . (5.36)

Resolvendo o cálculo do traço, seguindo as equações (5.34), obtemos

Nµν(p,k) = f (D){(pµ +qµ)pν +(pν +kν)pµ +[m2− p(p+k)]gµν} . (5.37)

Após a parametrização de Feynman, uso da eq. (5.8) e troca de variávelqµ ≡ pµ + kµz, podemos

escrever a eq. (5.35) como
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ie2
0Πµν = −

ẽ2
0µ4−D

(2π)D

∫ 1

0
dz
∫

dD p
Nµν(q−kz,k)

[q2+k2z(1−z)−m2+ iε ]2
, (5.38)

Nµν(q−kz,k) = f (D) [2qµqν −q2gµν ]

(5.39)

+[m2−k2z(1−z)]gµν +[−2z(1−z)(kµkν −k2gµν)]+ ...

onde os próximos termos são lineares emq que foram omitidos, já que estes anulam-se sob in-

tegração, por resultarem em integrandos ímpares para intervalos pares. Combinando as últimas duas

equações, obtemos

ie2
0Πµν(k) =−

ẽ2
0µ4−D

(2π)D f (D)
∫ 1

0
dz

3

∑
i=1

I µν
i (k,z) , (5.40)

onde usando as eqs. (5.21) e (5.29) - (5.31), temos

I µν
1 (k,z) =

∫

dDq
2qµqν −q2gµν

[q2+k2z(1−z)−m2+ iε ]2
=

−igµνπD/2Γ(1−D/2)

[m2−k2z(1−z)]1−D/2
(1−D/2) , (5.41)

I µν
2 (k,z) = [m2−k2z(1−z)]gµν

∫

dDq
1

[q2+k2z(1−z)−m2+ iε ]2
(5.42)

= [m2−k2z(1−z)]gµν iπD/2Γ(2−D/2)

[m2−k2z(1−z)]2−D/2
=−I µν

1 (k,z) ,

I µν
3 (k,z) = [−2z(1−z)(kµkν −k2gµν)]

∫

dDq
1

[q2+k2z(1−z)−m2+ iε ]2
(5.43)

= −2z(1−z)(kµkν −k2gµν)
iπD/2Γ(2−D/2)

[m2−k2z(1−z)]2−D/2
.

Substituindo as últimas três expressões na eq. (5.40), temos agora:

e2
0Πµν(k) = (kµkν −k2gµν)ẽ2

0Π(k2) , (5.44)

Π(k2) =
2µ4−D f (D)Γ(2−D/2)

(4π)D/2

∫ 1

0
dz

z(1−z)

[m2−k2z(1−z)]2−D/2
. (5.45)
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Segue da eq. (5.44) que a condição de calibre‖ kµΠµν(k) = 0 se mantém válida para qualquer

quadrivetork. Usando regularização dimensional, invariância de calibre é automaticamentesatisfeita.

Finalmente, colocamosD = 4−η e tomamos o limiteη → 0. Escrevendof (4−η) = 4−η f ′(4)+

... , e usando as eqs. (5.25) e (5.26), obtemos da equação (5.45) no limiteη → 0

Π(k2) =
1

12π2

(
2
η
− γ −

f ′(4)
2

+ ln4π
)

−
1

2π2

∫ 1

0
dzz(1−z)ln

[
m2−k2z(1−z)

µ2

]

.

Comparando a eq. (5.44) e as eqs. (4.16) e (4.20), obtemos

Π(k2) = A′(0)+Πc(k
2) , (5.46)

e tínhamos queΠc(0) = 0, obtendo portanto

e2Πc(k
2) = e2[Π(k2)−Π(0)

]
=−

2α
π

∫ 1

0
dzz(1−z) ln

[

1−
k2z(1−z)

m2

]

,

no limiteη → 0. Notamos que este resultado, e todas as outras quantidades mensuráveis, é independente

de f ′(4) cujo valor é arbitrário. Podemos definir, portanto,f ′(4) = 0 .

No presente capítulo, procuramos detalhar e exemplificar como são feitos oscálculos para a ex-

tração da parte física (não divergente) a partir das integrais divergentes. No próximo capítulo, faremos

praticamente a mesma análise, que fizemos para QED, para obtermos o acoplamento da QCD a partir de

correções de segunda ordem no acoplamento. No entanto, será necessário introduzirmos alguns métodos

novos para o total entendimento do acoplamento forte.

‖Da regularização dimensional, vemos portanto que, automaticamente a condição de calibre∂µAµ(x) = 0 é
satisfeita para qualquer quadrivetork. A condiçãokµ Πµν(k) = 0 pode ser deduzida a partir de um análise simples
da condição de calibre∂µAµ(x) = 0 sobre os cálculos de amplitudes.
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6 Obtenção do acoplamentorunningda
QCD

6.1 Esquema de Renormalização

Na discussão de renormalização quando tratamos de processos radiativos de segunda ordem na QED,

adotamos um método, chamado deesquema sobre a casca (on-shell scheme), que usa as propriedades

estáticas de um elétron livre como os parâmetros básicos da teoria, ou seja,cargae e massam; isto não

é muito conveniente para a QCD, já que quarks são confinados e as propriedades dos“quarks livres” não

podem ser medidas.

Há, entretanto, outros esquemas de renormalização que levam a resultados físicos idênticos. O

mais popular de tais esquemas é oesquema de subtração mínima modificado, denotado porMS. Este

introduz uma escala de massa arbitrária à teoria, e a liberdade de variar essa escala de massa sem mudar

as previsões físicas leva à equação do grupo de renormalização. Esta equação pode ser manipulada

de modo a deduzir o comportamento da teoria a altos momenta, correspondendo ainterações de curto

alcance, levando à liberdade assintótica na QCD.

Introduziremos o esquema de renormalizaçãoMSe as equações do grupo de renormalização no con-

texto da QED. Depois iremos aplicar os mesmos métodos para a QCD, para entendermos o surgimento

da liberdade assintótica, artifício importante ao efetuarmos cálculos realísticosem QCD, como seções

de choque e taxas de decaimento.

6.1.1 Propagador do fóton

Trabalharemos com o esquemaMS, ao considerar o propagador do fóton no espaço de momentum

em teoria de perturbação de segunda ordem (e4). Como vimos anteriormente, ele é dado por

ie2
0Πµν(k) =

(ie0)
2

(2π)4

∫

d4p
Tr[γµ(/p+/k+m0)γν(/p+m0)]

[(p+k)2−m2
0+ iε ][p2−m2

0+ iε ]
, (6.1)
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que, por invariância de Lorentz, fica

Πµν(k) =−gµνA(k2)+kµkνB(k2) . (6.2)

Quando isto é levado em conta, como ilustrado na Fig. (4.5), o propagadordo fóton se torna

Gαβ (k) =
−igαβ

k2+ iε +e2
0A(k2)

+O(e4
0) , (6.3)

onde o termo emB(k2) desaparece por razões ligadas aos vértices, como foi discutido anteriormente.

Agora, nos foquemos no esquema da regularização dimensional. As equações acima são indepen-

dentes dos esquemas de renormalização e regularização. O esquemaMS é definido no contexto da

regularização dimensional, onde a eq. (6.1) é generalizada paraD(= 4−η) dimensões. A auto-energia

do fóton, eq. (6.1), foi resolvida quando tratamos de regularização dimensional, e o resultado paraA(k2)

é obtido combinando-se as eqs. (4.16) e (5.44). Explicitamente, temos

e2
0A(k2) = ẽ2

0
k2

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ẽ2
0k2Πr(k

2) , (6.4)

onde

Πr(k
2) =

−1
2π2

∫ 1

0
dzz(1−z) ln

[
m2−k2z(1−z)

µ2

]

, (6.5)

mais termos, que se anulam quandoη → 0, foram desprezados.

Dentro do contexto da regularização dimensional, diferentes esquemas derenormalização corre-

spondem a diferentes maneiras de separarmos a equação (6.4) em partes finita e divergente, antes de

absorver a parte divergente dentro dos parâmetros físicos redefinidos, ou renormalizados. No esquema

MS, estas constantes divergentes são sempre escolhidas a serem proporcionais ao fator
[

2
η − γ + ln4π

]

,

ou seja, elas incluem o termo de pólo juntamente com os fatores associados finitos: γ e ln4π.

Como ilustrado para o caso do propagador do elétron, o esquemaMS é caracterizado por ab-

sorver uma constante divergente, proporcional ao fator
[

2
η − γ + ln4π

]

dentro dos parâmetros físicos

redefinidos. Neste caso, definimos a carga parcialmente renormalizada

er ≡ Z1/2
3 ẽ0 , (6.6)

onde a constante de renormalização é

Z3 = 1−
ẽ2

0

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

, (6.7)
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em segunda ordem, ou mais convenientemente

Z3 = 1−
e2

r

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+O(e4
r ) , (6.8)

já queẽ0 = er +O(e3
r ). A equação (6.4) se torna

e2
0A(k2) = k2[1−Z3+ ẽ2

0Πr(k
2)] ,

e substituindo isto na equação (6.3), resulta em

Gαβ (k2) =
−iZ3gαβ

k2+ iε +e2
r k2Πr(k2)

+O(e4
r ) , (6.9)

para o propagador nu. Finalmente, o fatorZ3 no propagador acima é absorvido na renormalização parcial

de carga, eq. (6.6), das cargas nuas nos dois vértices extremos, resultando em

Gαβ
r (k2) =

−igαβ

k2+ iε +e2
r Πr(k2)

+O(e4
r ) , (6.10)

como nosso resultado final para o propagador do fóton renormalizado.

Gαβ
r (k2)≡ Z−1

3 Gαβ (k2) . (6.11)

Como o propagador do elétron, o propagador do fóton renormalizado é finito e dependente deµ no

limite η → 0, onde a teoria original é restaurada.

6.1.2 O propagador do elétron

Para obtermos os outros resultados parciais para a carga elétrica, precisamos considerar as con-

tribuições à renormalização de carga vindas das correções radiativaspara o propagador do elétron e para

o vértice. Não faremos os cálculos explícitos como na subseção anterior, apenas exporemos os resulta-

dos, o leitor com interesse, veja [53]. Em segunda ordem, a correção radiativa ao propagador do elétron

surge do termo de auto-energia do elétron

G(p) =
i

/p−m0+e2
0Σ(p)+ iε

, (6.12)

ondem0 ee0 são massa e carga nuas, respectivamente. O termo de auto-energia divergenteie2
0Σ(p) surge

da correção em loop da Fig. (4.6) e é dado por

ie2
0Σ(p) =

e2
0

(2π)4

∫

d4k
1

k2+ iε
2/p−2/k−4m0

(p−k)2−m2
0+ iε

. (6.13)
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Definem-se as constantes:

Z2 = 1− ẽ2
0

1
16π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

mr = Z2

(

m0+ ẽ2
0

m0

4π2

[
2
η
− γ + ln4π

])

, (6.14)

e

er ≡ ẽ0Z1/2
2 . (6.15)

A constante de renormalizaçãoZ2 no propagador não-interagente é então absorvida dentro da re-

normalização parcial, eq. (6.15), das cargas nos dois vértices extremosao propagador, resultando para o

propagador renormalizadodefinido por:

Gr(p)≡ Z−1
2 G(p) . (6.16)

O sinal de identidade das eqs. (6.15) e (6.16) é usado para indicar que estas definições valem para

todas as ordens da teoria da perturbação, enquanto o valor deZ2 é modificado quando termos de mais

alta ordem são adicionados.

6.1.3 Renormalização de carga

A terceira contribuição à renormalização de carga vem em segunda ordem da modificação de vértice

da Fig. (4.7), resultando no fator de vértice

iΓµ(p′, p) = ie0
[
γµ +e2

0Λµ(p′, p)
]

, (6.17)

ondeΛµ(p′, p) é dado pela integral divergente:

Λµ(p′, p) =
−i

(2π)4

∫
d4k

k2+ iε
γα 1

/p′−/k−m+ iε
γµ 1

/p−/k−m+ iε
γα . (6.18)

Definimos as constantes:

Z1 = 1−
ẽ2

0

16π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

, (6.19)

er ≡
ẽ0

Z1
. (6.20)
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Obtemos, ao final

iΓµ(p′, p) = ier µη/2[γµ + ẽ2
0Λµ

r (p
′, p)]+O(ẽ5

0) . (6.21)

Finalmente, combinamos a renormalização de carga, eq. (6.20) com as renormalizações das eqs.

(6.15) e (6.6) surgindo das auto-energias do elétron e do fóton, respectivamente. Ao fazermos isso,

devemos lembrar que na nossa discussão dos propagadores, absorvemos fatores deZ1/2
2 eZ1/2

3 dentro de

cada vértice a partir de cada linha de férmion e de fóton externos. Já que há duas linhas fermiônicas e

uma linha de fóton em cada vértice∗, isto dá origem ao vértice renormalizado

Γµ
r (p

′, p)≡ Z2Z1/2
3 Γµ(p′, p) , (6.22)

e substituindo a eqs. (6.21) e (6.20), resulta

iΓµ
r (p

′, p) = ier µη/2[γµ +e2
r Λµ

r (p
′, p)]+O(e5

r ) , (6.23)

ondeer é agora a carga totalmente renormalizada, definida por

er ≡
ẽ0Z1/2

3 Z2

Z1
= e0µ−η/2Z1/2

3 Z2

Z1
, (6.24)

e usando a identidade de WardZ1 = Z2 , temos

er = e0µ−η/2Z1/2
3 , (6.25)

ondeZ3 é dado pela eq. (6.8).

A carga renormalizadaer definida acima é, como a massa renormalizadamr , finita e dependente

de µ. Por causa desta dependência,mr = mr(µ) e er = er(µ) são referidos comocarga runninge

massa running. Para uma certa escolha de escala de massaµ, eles são os parâmetros básicos da teoria.

Entretanto, todas as quantidades físicas mensuráveis são independentesde µ e esta invariância sob a

escolha da escala de massa leva às equações do grupo de renormalização, das quais pode-se mostrar que,

conforme a escala de massaµ fica maior,er(µ) mede o poder da interação a distâncias menores. Isto

∗Não fizemos renormalização sobre linhas externas de férmion, mas pelo cálculo efetuado quando falamos do

esquema na casca da QED, vimos que essas linhas externas eramrenormalizadas com o fator deZ1/2
2 enquanto o

propagador respectivo era renormalizado comZ2. Podemos raciocinar que o propagador de férmion possui dois
camposψ (contraídos) enquanto que a linha externa tem somente um campo ψ, então podemos inferir que linhas
externas são renormalizadas com metade da efetividade em que são renormalizados os propagadores. Então temos

Z1/2
2 para linha externa de férmion renormalizada.
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será visto depois. Note aqui, entretanto, que as eqs. (6.8) e (6.25) implicamem

µ
∂er

∂ µ
=

e3
r

24π2 +O(e5
r ) , (6.26)

onde tomamos o limiteη → 0. A partir disto, vê-se queer(µ) aumenta em consequência do aumento de

µ, embora este efeito seja bem pequeno na QED. Na QCD, o efeito é maior, e também a intensidade de

acoplamento decresce conformeµ aumenta, levando à liberdade assintótica.

Agora, nos voltaremos às equações do grupo de renormalização para criarmos a conexão entre a

intensidade da interação a baixas distâncias e o comportamento da constante de acoplamento running a

valores altos da escala de massaµ.

6.2 O grupo de renormalização

Nesta seção, primeiro iremos deduzir as equações do grupo de renormalização, e então usá-las nas

seções seguintes para deduzir o comportamento da teoria para grandes transferências de momentum

(distâncias pequenas).

6.2.1 As equações do grupo de renormalização

As equações do grupo de renormalização são formuladas em termos das funções de vértice próprio

Γ f b(p1, p2, ..., pb+ f ), onde f e b são o número de férmions e de fótons externos, respectivamente, e

pi (i = 1,2, ...,b+ f ) são os quadrimomenta associados, sujeitos à conservação de quadrimomentum

p1+ p2+ ...+ pb+ f = 0 .

A função de vértice próprio é a soma de todos osdiagramas irredutíveisque contribuem para uma

dada função de vértice, ondeirredutível significa que não podemos dividir o dado diagrama em dois

somente cortando uma linha. Vértices próprios são convenientes para discussões gerais, pois não levam

em conta contribuições repetidas, por exemplo, duas auto-energias do elétron em sequência; podem ser

divididas formando dois diagramas: não nos trazem nada de novo.

Os vértices de dois pontos

Γ20(p) = e2
0Σ(p) Γ02(k) = e2

0Πµν(k) (6.27)

são definidos em termos das auto-energias do elétron e do fóton,e2
0Σ(p) e e2

0Πµν(k). Como na eq.

(6.27), frequentemente omitimos os índices de Lorentz quando nos referimosa funções de vértice, tal
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que o vértice de três pontos da equação (6.17), por exemplo, é definido por

iΓ21(p′, p) = iΓµ(p′, p) = ie0[γµ +e2
0Λµ(p′, p)] . (6.28)

As funções de vértice não-interagentes, como na eq. (6.28) e nas eqs.(6.13) e (6.1), são dependentes

dos parâmetros não-interagentesm0 e e0, e não são bem definidas no limiteη → 0. Entretanto, ao

renormalizarmos, fatores deZ1/2
2 e Z1/2

3 são absorvidos dos propagadores de férmion e de fóton, e as

funções de vértice renormalizado são expressas em termos da massa e carga renormalizadas dependentes

deµ, mr eer . Temos, então

Γ f b
r (pi ,mr ,er ,µ) = Z f/2

2 Zb/2
3 Γ f b(pi ,m0,e0) , (6.29)

onde a função de vértice renormalizadoΓ f b
r permanece finita e dependente deµ no limite η → 0. Uma

equação diferencial determinando esta dependência emµ é obtida substituindo

Γ f b(pi ,m0,e0) = Z− f/2
2 Z−b/2

3 Γ f b
r (pi ,mr ,er ,µ)

na equação que garante a invariância emµ desta quantidade:

µ
dΓ f b

dµ
(pi ,m0,e0) = 0 ,

resultando em:

[

µ
∂

∂ µ
+β

∂
∂er

− f γ2−bγ3+mrγm
∂

∂mr

]

Γ f b
r (pi ,mr ,er ,µ) = 0 , (6.30)

onde

β ≡ µ
∂er

∂ µ
, (6.31)

γ2 ≡
µ
2

∂
∂ µ

(lnZ2) , (6.32)

γ3 ≡
µ
2

∂
∂ µ

(lnZ3) , (6.33)

mrγm ≡ µ
∂mr

∂ µ
. (6.34)

A equação (6.30) é chamada de equação de ’tHooft-Weinberg e é a equação de grupo de renorma-

lização apropriada para o esquema de mínima subtração usado aqui. Antes de explorá-la, entretanto,

precisamos combiná-la com uma equação diferencial deduzida de propriedades de escalamento dos vér-
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tices, como veremos na próxima subseção. As propriedades de escalamento nos dirão o que é afinal essa

escalaµ arbitrária.

6.2.2 Transformações de escala

Para deduzirmos o comportamento da teoria a altos momenta, consideraremos a função de vértice

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ), onde introduzimos o parâmetro de escala adimensionalt. Uma equação diferencial

para esta quantidade é obtida combinando-se a equação do grupo de renormalização, eq. (6.30), com

outra equação obtida ao considerarmos uma transformação de escala

pi , t
−1mr , t

−1µ → t pi ,mr ,µ . (6.35)

Sob tal transformação, os vértices próprios devem se transformar como

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ) = tdΓ f b

r (pi , t
−1mr ,er , t

−1µ) , (6.36)

onded é a dimensão natural do vértice†, já que todos os argumentos dimensionados são escalados pelo

mesmo fatort. Diferenciando ambos os lados em relação at, e usando a identidade

∂
∂ t

Γ f b
r (pi , t

−1mr ,er , t
−1µ) =−

(

mr
∂

∂mr
+µ

∂
∂ µ

)

Γ f b
r (pi , t

−1mr ,er , t
−1µ) ,

juntamente com a eq. (6.36), acha-se queΓ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ) satisfaz

(

t
∂
∂ t

+mr
∂

∂mr
+µ

∂
∂ µ

−d

)

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ) = 0 . (6.37)

Ao comparar-se as eqs. (6.37) e (6.30), o termo em∂Γr/∂ µ pode ser eliminado, resultando em

[

t
∂
∂ t

−β
∂

∂er
−mr(γm−1)

∂
∂mr

+ f γ2+bγ3−d

]

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ) = 0 . (6.38)

A última equação é a equação diferencial desejada que governa a dependência dos vértices sob uma

transformação de escala nos momenta.

Agora resolveremos a equação acima para uma particular escolha da escala de renormalizaçãoµ =

†A dimensão natural do vértice é a dimensão em unidades naturais do acoplamento entre os três camposψ, ψ e
Aµ e é dada pord = 4− (3/2) f −b ( f conta número de férmions externos eb o número de bósons externos). Para
ilustrar, a energia tem dimensão naturald = 1, pois[E] = [M]1. Não será explicado mais que isso, pois envolve um
outro tratamento chamado função de Green.
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µ0, ou seja

[

t
∂
∂ t

−β
∂

∂er
−mr(γm−1)

∂
∂mr

+ f γ2+bγ3−d

]

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) = 0 . (6.39)

Esta equação implica que, para uma escala de renormalização fixa, uma pequena mudança emt pode

ser compensada por pequenas mudanças emmr eer . Portanto, procuramos por uma solução da forma

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) = Λ(t)Γ f b

r (pi ,m̃(t), ẽ(t),µ0) , (6.40)

ondeΛ(t), m̃(t) e ẽ(t) são funções a determinar, sujeitas às condições de contorno

Λ(1) = 1, m̃(1) = mr(µ0), ẽ(1) = er(µ0) . (6.41)

Diferenciando a equação (6.40) com relação at, resulta

t
∂
∂ t

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) =

(

t
dΛ
dt

+ tΛ
∂m̃
∂ t

∂
∂m̃

+ tΛ
∂ ẽ
∂ t

∂
∂ ẽ

)

Γ f b
r (pi ,m̃(t), ẽ(t),µ0) ,

da qual, usando eq. (6.40), obtemos

t
∂
∂ t

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) =

(
t
Λ

dΛ
dt

+ t
∂m̃
∂ t

∂
∂m̃

+ t
∂ ẽ
∂ t

∂
∂ ẽ

)

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) , (6.42)

ondemr eer têm seus valores emµ0, ou seja

mr ≡ mr(µ0) = m̃(1) er ≡ er(µ0) = ẽ(1) .

Ao compararmos a eq. (6.42) com a eq. (6.39), vemos que elas são iguais se, e somente se

t
∂m̃
∂ t

= mr(γm−1) , (6.43)

t
∂ ẽ
∂ t

= β , (6.44)

t
Λ

∂Λ
∂ t

= d− f γ2−bγ3 . (6.45)

Quando comparamos as eqs. (6.43) e (6.44) com as eqs. (6.31) e (6.34), vemos que as primeiras são

satisfeitas, sujeitas às condições de contorno, eqs. (6.41), se

m̃(t) = t−1mr(µ = tµ0) ẽ(t) = er(µ = tµ0) . (6.46)
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Então a eq. (6.45) pode ser finalmente integrada, dando

Λ(t) = td exp

(

−
∫ t

1

( f γ2+bγ3)dt
t

)

. (6.47)

Substituindo as duas últimas linhas de expressões na eq. (6.40), dando

Γ f b
r (t pi ,mr ,er ,µ0) = tdexp

(

−
∫ t

1

( f γ2+bγ3)dt
t

)

Γ f b
r (pi , t

−1mr(tµ0),er(tµ0),µ0) . (6.48)

como solução da dependência da escala de momentum dos vértices em termos da massa running

m̃(t) = t−1mr(tµ0) e a constante de acoplamento runninger(tµ0).

Com esse desenvolvimento, obtemosµ = tµ0. Esta expressão nos diz qual o escalamento da escala

de massaµ conforme varia-se o parâmetro adimensionalt dentro da teoria. Este parâmetro estava incial-

mente colocado dentro do momentum de cada partícula pertencente ao vértice,então podemos interpretar

µ como sendo uma escala de momentum, ou equivalentemente energia. Veremos a seguir como isto é

desenvolvido.

6.2.3 Carga running

Nas últimas duas subseções, evitamos usar expressões explícitas para asconstantesZ de renorma-

lização, e os resultados foram expressos numa forma que vale para todas as ordens da teoria de pertur-

bação. Agora nos focamos a correções de mais baixa ordem para investigarmos o comportamento da

carga running para grandes escalas de massaµ = tµ0, que por consequência controla o comportamento

da função de vértice a altos momentat pi . Para efetuarmos o sugerido, resolvemos a eq. (6.31), e usando

a equação já deduzida anteriormente, eq. (6.26), para obter

β = µ
∂er

∂ µ
= β0e3

r +O(e5
r ) , (6.49)

no limite η → 0, ondeβ0 =
1

24π2 . A equação (6.49) pode ser resolvida, resultando em

e2
r (µ) =

e2
r (µ0)

1−2β0e2
r (µ0) ln(µ/µ0)

=
e2

r (µ0)

1−β0e2
r (µ0) ln(µ2/µ2

0)
, (6.50)

em segunda ordem. Na QED, o acoplamento runninger(µ) aumenta conformeµ aumenta porqueβ0 > 0,

emborat = µ/µ0 tenha que ser muito grande para o efeito ser apreciável.

Este resultado já foi derivado anteriormente sem aproximações quanto aoregime de escalas - no caso

acima, a escalaµ nos dita grandes transferências de momentum, já que a equação (6.26) é aproximada

para grandesµ = tµ0 pois só leva em conta termos da ordemO(e3
r ) - e sem os conceitos do grupo de
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renormalização:

e2(k2) = e2(0)

(

1+
e2(0)
12π2 f

(
−k2

m2

))

, (6.51)

onde f (−k2/m2) :

f (x)∼=







x/5, x≪ 1

lnx, x≫ 1






.

Mas podemos ver o quão robusto e eficaz é esse caminho de obtenção da constante de acoplamento

na QED, pois vemos que se aproximarmos a eq. (6.51) para grandes momentak, recairemos na eq.

(6.50). Podemos, a partir desta confirmação parae(k2)⇒ e(µ), confiar que esta abordagem nos levará a

uma constante de acoplamento forte,αS.

Este resultado pode ser qualitativamente entendido por analogia com o que éobservado quando uma

carga elétricaQ é imersa em um meio dielétrico, como já foi dito anteriormente. Temos que observar,

entretanto, que a distâncias entre cargas que são da ordem do tamanho das moléculas, esta blindagem

se torna menos efetiva, tal que a carga efetivaQe f f aumenta conforme as cargas se aproximam cada

vez mais. Na QED, há um efeito parecido, mesmo no vácuo, associado com pares elétron-pósitron

produzidos por flutuações quânticas.

Figura 6.1:Ilustração da blindagem de carga da carga nua/não-interagente.

Por exemplo, no espalhamento M/oller (e−e−), as cargas elétricas podem ser consideradas como

parcialmente blindadas por pares elétron-pósitron virtuais, Fig. (4.4(b)). É este efeito que é descrito

quantitativamente pela última equação. O mesmo efeito de polarização do vácuo pode ser encarado de

modo diferente ao considerarmos um termo a mais no potencial de Coulomb de interação entre duas

cargas. Este resultado também parametriza o aumento no poder da interaçãoa altas transferências de

momentum, ou distâncias pequenas, e é essencial, por exemplo, ao tentarmos entender o Lamb shift.
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Flutuações quânticas também existem na QCD, e como na QED, elas também levama uma variação

na intensidade da interação com a distância. Especificamente, se considerarmos o espalhamento quark-

quark, há três diagramas de mais baixa ordem relacionados às correções devidas à polarização do vácuo,

com troca de um glúon, conforme Fig. (6.2).

Figura 6.2:As três correções, em segunda ordem, ao propagador de glúon.Loops fantasma (a), de quark (b) e
de glúon (c).

O primeiro e segundo deles é um análogo à Fig. (4.4(b)) e consequentemente leva à correção por

blindagem. Se esta fosse a única contribuição, a interação ficaria mais fortea menores distâncias, como

na QED. Entretanto, há também o terceiro diagrama, envolvendo um par glúon-glúon produzido na auto-

interação do glúon. Este segundo diagrama não tem similar na QED, e a natureza de sua contribuição não

é óbvia a princípio. De fato, ele leva a um efeito de antiblindagem, ou seja, a interação fica mais fraca

a menores distâncias. E este efeito acaba por ser maior que o efeito devido aos primeiros diagramas, e

o resultado combinado dos três diagramas acaba por nos ditar que a interação fica mais fraca conforme

a distância fica menor, ou a transferência de momentum fica maior. Este é o fenômeno daliberdade

assintótica, e possibilita o uso de teoria de perturbação a essas ordens de distânciase consequentes

momenta.

6.3 A constante de acoplamento forte

Nesta seção obteremos a equação

gr = g0µ−η/2Z1/2
3 Z2

Z1
, (6.52)
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onde usaremosg0 e gr para denotar os acoplamentos não-interagente e renormalizado. As quantidades

Z3, Z2 e Z1 são constantes de renormalização associadas com os propagadores do quark e do glúon e o

vértice quark-glúon, respectivamente.µ é a escala de renormalização.

Obteremos valores explícitos para as constantes de renormalização, e as usaremos para determinar a

dependência de escala da constante de acoplamentogr . Discutiremos inicialmente os fatores de cor que

aparecem em todos cálculos perturbativos da QCD.

6.3.1 Fatores de cor

Os fatores de vértice da Fig. (A.2) envolvem a constante de estruturafi jk e as matrizes de cor 3×3

T i =
λi

2
, i = 1,2, ...,8. , (6.53)

e será necessário resolver combinações destas quantidades, chamadas defatores de cor, ao calcularmos

diagramas de Feynman. As constantes de estruturafi jk são são totalmente antissimétricas

fi jk = f jki = fki j =− f jik =− fk ji =− fik j , (6.54)

e pode-se verificar que
[

fi jk fl jk = 3δi l
]

. As matrizesT i satisfazem a propriedade

[
T i ,T j]= i f i jkTk . (6.55)

Há outras propriedades como

TrT i =
1
2

Tr λi = 0 , (6.56)

Tr (T iT j) =
1
4

Tr (λiλ j) =
1
2

δi j , (6.57)

T iT i =
1
4

λiλi =
4
3

, (6.58)

onde os índicesi estão somados. Outras identidades podem ser deduzidas destas relações básicas.

Por exemplo,

i f i jkT jTk =−
3
2

T i , T jT iT j =−
1
6

T i . (6.59)
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6.3.2 Diagramas nulos

Para calcularmos as constantes de renormalizaçãoZ2 e Z3 na eq. (6.52), precisamos calcular os

diagramas de auto-energia de glúon e de quark, respectivamente. Estesdiagramas incluem as figuras

contendo loops como os mostrados na Fig. (6.3), que se anulam como uma consequência direta das

regras de Feynman do apêndice A.

Figura 6.3:Diagramas que não contribuem à inserção de correções radiativas de segunda ordem aos diagramas
de ordem dominante.

Para as Figs. (6.3(a,b)), esta anulação segue dos fatores de cor associados com os loops, que em

ambos casos são
[

fi jkδ jk = fi j j = 0
]

, onde fi jk vem dos fatores de vértice da Fig. (A.2) eδ jk dos propagadores da Fig. (A.1).

O fator de cor correspondente ao loop de quark (Fig. (6.3(c)) é, usando o resultado da eq. (6.56),
[
(T i)dcδcd = Tr (T i) = 0

]

Os fatores de cor e de Lorentz associados com o loop da Fig. (6.3(d)) são
[
Fi jklVµνστgµνδ jk = 0

]

como é confirmado usando a eq. (A.11).

6.3.3 Renormalização da constante de acoplamento

Nesta seção, deduziremos a eq. (6.52) e a forma explícita das constantes de renormalizaçãoZ2,

Z3 e Z1 considerando a renormalização dos propagadores de quark e de glúon e o vértice quark-glúon.

Trabalharemos somente com correções de segunda ordem.
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A auto-energia do quark

A renormalização do propagador do quark a segunda ordem é parecida com a do propagador do

elétron, onde o único diagrama de auto-energia do quark que não se anula é mostrado na Fig. (6.4).

Figura 6.4:Correção à linha de quark dada pelo loop de glúon, em segunda ordem da teoria de perturbação.

Usando as regras de Feynman do apêndice A, a auto-energia resultanteé dada por

ig2
0Σac(p) = (ig0)

2Cac

∫
d4k
(2π)4 iDFαβ (k)γα iSF(p−k)γβ , (6.60)

onde o fator de cor é dado por

Cac = T i
abT

i
bc =

4
3

δac , (6.61)

usando a eq. (6.58). Ao colocarmosa= c, que é a conservação de cor, a auto-energia do quark é idêntica

à auto-energia do elétron, eq. (4.8), exceto pela substituição
[
e2

0 −→ 4g2
0/3
]

. Consequentemente, a dis-

cussão do propagador do elétron pode ser adaptada ao caso do propagador do quark para qualquer sabor

(se mantivermosa= c) usando esta última substituição. O propagador não-interagente e renormalizado

são relacionados pela eq. (6.16):

Gr(p)≡ Z−1
2 G(p) , (6.62)

onde a constante de renormalização e a constante de acoplamento parcialmente renormalizada são dadas,

por (eqs. (6.14) e (6.15))

Z2 = 1−
g̃2

0

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

, (6.63)
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e

gr ≡ g̃0Z1/2
2 , (6.64)

respectivamente. Por conveniência posterior, escrevemos:

Z2 = 1−
g2

r

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+O(g4
r ) . (6.65)

Também temos que:

g̃0 = g0µ−η/2 , (6.66)

similarmente à QED.

A auto-energia do glúon

A renormalização do propagador do glúon segue de maneira similar ao propagador do fóton, e

resulta da substituição da Fig. (6.2(a)). Difere da QED no sentido em que há agora três diagramas

de auto-energia não-nulos ao nível de um loop, como mostrado na Fig. (6.2(b)). A solução destes

diagramas, usando as regras de Feynman para a QCD, é facil de visualizar, mas complexa de obter. Para

detalhes destes cálculos, veja [53]. Aqui, somente colocamos os resultados, que são as contribuições dos

diagramas do loop do quark, do loop fantasma e do loop de glúon, e são dadas por

ig2
0Πµν

i j (a) = δi j
(
kµkν −k2gµν) ig̃2

0

24π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... (6.67)

ig2
0Πµν

i j (b) = δi j

(

kµkν +
1
2

k2gµν
)

ig̃2
0

32π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... (6.68)

ig2
0Πµν

i j (c) = δi j

(

11kµkν −
19
2

k2gµν
)
−ig̃2

0

32π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... (6.69)

respectivamente, onde os (...) representam termos não singulares, que não são requeridos no que

segue.

Ao juntarmos as contribuições acima, devemos nos lembrar que há seis diferentes sabores de quark

(u,d,s,c, t,b) que podem contribuir ao loop de quark (Fig. (6.2(a))). Assumindonf sabores, ondenf = 6

no Modelo Padrão, obtemos

ig2
0Πµν

i j (k) = nf ×
[

ig2
0Πµν

i j (a)
]

+
[

ig2
0Πµν

i j (b)
]

+
[

ig2
0Πµν

i j (c)
]

= iδi j g
2
0Π̃µν(k) , (6.70)
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como nosso resultado final para a auto-energia do glúon‡ , onde

g2
0Π̃µν(k) = (kµkν −k2gµν)

g̃2
0

16π2

(
2nf

3
−5

)[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... . (6.71)

Comparemos com o resultado correspondente

e2
0Πµν(k) = (kµkν −k2gµν)

ẽ2
0

12π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... , (6.72)

obtido para a auto-energia do fóton na QED.

Então, usaremos este resultado para renormalizarmos o propagador do glúon. Então, temos

Gµν
i j (k) = iDµν

F (k)δi j + iDµα
F (k)δil ig

2
0Παβ ,lm(k)iD

βν
F (k)δm j

(6.73)

=
[

iDµν
F (k)+ iDµα

F (k)ig2
0Π̃αβ (k)iD

βν
F

]

δi j ,

para o propagador do glúon em segunda ordem. Parai = j - campos de glúon iguais aos extremos

dos loops - este é idêntico ao propagador do fóton (eq. (4.14)), excetoque a auto-energia do glúon (eq.

(6.71)) difere da auto-energia do fóton (eq. (6.72)) pela substituição

ẽ2
0

12π2 −→
g̃2

0

16π2

(
2nf

3
−5

)

. (6.74)

Consequentemente, a análise é idêntica àquela dada para o propagador do fóton, e os resultados das

eqs. (6.6), (6.9), (6.10) e (6.11) podem ser tomados diretamente, com esta pequena mudança. Então,

obtém-se

gr ≡ g̃0Z1/2
3 , (6.75)

para a constante de acoplamento parcialmente renormalizada, onde a constante de renormalização é dada

por

Z3 = 1−
g̃2

0

16π2(2nf −5)

[
2
η
− γ + ln4π

]

(6.76)

‡Devemos ressaltar neste momento de introdução do parâmetronf , quenf só será igual a seis (6) quando
estivermos lidando com energias da ordem da massa do quark top t, quark mais massivo. Então,nf não representa
necessariamente uma constante para a QCD, mas temos de pensá-lo a cada experimento que façamos, pois ele
representa o número de sabores de quark que podem vir a ocorrer virtualmente dentro do propagador do glúon e
essa ocorrência é correlacionada com a ordem de energia do experimento.
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ou

Z3 = 1−
g2

r

16π2(2nf −5)

[
2
η
− γ + ln4π

]

+O(g4
r ) (6.77)

em segunda ordem. O propagador renormalizado

Gµν
r,i j (k) = Z−1

3 Gµν
i j (k) (6.78)

é dado por [veja a eq. (6.9)]

Gµν
r,i j (k) =

−igµνδi j

k2+ iε +g2
r Πr(k2)

+O(g4
r ) , (6.79)

ondeΠr(k2) permanece finito no limiteη → 0.

Ao compararmos a eq. (6.77) com a expressão correspondente (6.8) na QED, vemos que a con-

tribuição em loop do quark paraZ3 tem o mesmo sinal que a contribuição em loop do elétron na QED.

Na QCD, as contribuições fantasma e gluônicas revertem este sinal.

A correção de vértice quark-glúon

Quando correções radiativas de segunda ordem são incluídas, o vértice quark-glúon é dado por

iΓi,µ(p′, p) = ig0
[
γµT i +g2

0Λi,µ(p′, p)
]

, (6.80)

correspondendo à Fig. (6.5(a)).

Figura 6.5:Correções de segunda ordem ao vértice básico da QCD.
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Aqui, suprimimos índices de cor para quarks.T i são as matrizes de cor 3×3, relacionadas à algebra

do grupo SU(3) relacionado à QCD, elas seriam as responsáveis pela troca de estado de cor, e a correção

de vérticeg2
0Λi,µ(p′, p) é dada pelos dois diagramas da Fig. (6.5(b)). O resultado destes diagramas será

feito posteriormente, e nos dá

g2
0Λi,µ(p′, p) =−γµT i g̃2

0

96π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... , (6.81)

g2
0Λi,µ(p′, p) = γµT i 9g̃2

0

32π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... , (6.82)

para as contribuições das Figs (6.5(a,b)) respectivamente, onde (...) indicam novamente termos finitos

cuja forma não será necessária para o que discutiremos. Então

g2
0Λi,µ(p′, p) = γµT i 13g̃2

0

48π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+ ... , (6.83)

para a correção total de vértice em segunda ordem. Ao substituirmos a última equação em eq. (6.80),

e definindo

Z1 = 1−
13g̃2

0

48π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

, (6.84)

em segunda ordem, obtemos

iΓi,µ(p′, p) = igr µη/2[T iγµ + g̃2
0Λi,µ

r (p′, p)
]

, (6.85)

onde o acoplamento parcialmente renormalizado é

gr ≡
g̃0

Z1
, (6.86)

e Λi,µ
r (p′, p) é a parte finita da correção de vértice cuja forma não é necessária. Só por conveniência,

explicitamos agora que

Z1 = 1−
13g2

r

48π2

[
2
η
− γ + ln4π

]

+O(g4
r ) . (6.87)

Finalmente, devemos combinar a eq. (6.86) com as renormalizações parciaisdas eqs. (6.64) e (6.75).

Como na QED, isto é feito absorvendo-se os fatoresZ2 e Z1/2
3 dentro de cada vértice de cada linha de

férmion e de bóson, respectivamente, para compensar aqueles removidos ao definirmos os propagadores
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renormalizados das eqs. (6.62) e (6.78). Isto leva ao surgimento do vértice renormalizado

Γi,µ
r (p′, p)≡ Z2Z1/2

3 Γi,µ(p′, p) , (6.88)

e substituindo as eqs. (6.85) e (6.86), temos então

iΓi,µ
r (p′, p) = igr µη/2[T iγµ +g2

r Λi,µ
r (p′, p)

]
+O(g5

r ) , (6.89)

ondegr é o acoplamento totalmente renormalizado, definido por

gr = g̃0
Z1/2

3 Z2

Z1
= g0µ−η/2Z1/2

3 Z2

Z1
, (6.90)

usando eq. (6.66). Notamos que neste caso,Z1 6= Z2, e a última equação não se reduz a uma forma mais

simples como na QED, eq. (6.25).

6.3.4 O acoplamentorunningna QCD

Usaremos a eq. (6.90) para determinarmos a dependência de escala da constante de acoplamento.

O primeiro passo é substituir os valores explícitos para as constantes de renormalização dadas pelas eqs.

(6.65), (6.77) e (6.87) na eq. (6.90)

gr = g0µ−η/2
[

1+
g2

r

32π2

(

11−
2
3

nf

)[
2
η
− γ + ln4π

]

+O(g4
r )

]

. (6.91)

A dependência emµ do acoplamento renormalizado é determinada resolvendo a equação

µ
∂gr

∂ µ
=

−β0g3
r

16π2 , (6.92)

que segue da eq. (6.91) no limiteη → 0, onde[β0 = 11− (2/3)nf ] , e desprezamos termos da ordem

g5
r . Senf < 17, β0 é positivo, tal quegr decresce com o aumento deµ. A forma deste decréscimo é

geralmente expressa em termos do acoplamento
[
αS(µ)≡ g2

r /4π
]

em analogia aαEM = e2
r /4π.

A dependência emµ deαS(µ) pode ser expressa de dois jeitos diferentes. Da eq. (6.92) eαS(µ)≡

g2
r /4π,obtemos

µ
∂αS

∂ µ
=−

β0

2π
α2

S , (6.93)

que tem solução dada por:

αS(µ) =
2π

β0 ln(µ/Λ)
=

4π
β0 ln(µ2/Λ2)

(6.94)
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ondeΛ é umparâmetro de escalaque tem de ser determinado via experimento, e que caracteriza a

escalaµ = Λ na qualαS se torna grande conformeµ decresce. A eq. (6.93) também implica que

αS(µ) =
αS(µ0)

1+(β0/2π)αS(µ0) ln(µ/µ0)
=

αS(µ0)

1+(β0/4π)αS(µ0) ln(µ2/µ2
0)

, (6.95)

ondeαS(µ0) - o valor em uma escalaµ0 arbitrariamente escolhida - é agora um parâmetro a determinar-

mos experimentalmente. Na última forma, a escala de referênciaµ0 é convencionalmente escolhida a ser

a massa do bósonZ0: µ0 ≡ mZ = 91,29GeV. Para mais precisão, teríamos que incluir correções surgindo

de termos de maior ordem emgr na eq. (6.91).

Obtivemos depois de um certo esforço a forma funcional do acoplamento forte com a escala de ener-

gia do experimento. Falta ainda determinarmosαS(µ0) para a determinação da dependência completa de

αS comµ. Isso será feito no próximo capítulo onde exploraremos os experimentos que nos fornecerão a

estatística necessária para a determinação deαS(µ0).
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7 Comparação do acoplamentorunning
da QCD com o experimento

Terminada a parte teórica acerca da constante de acoplamento da interaçãoforteαS, temos de verifi-

car a validade da relação que a define (eq. (7.1) ou (7.2)) via experimento. Neste capítulo, abordaremos

os processos pelos quais a mais recente (2009) média global deαS(µ0 = mZ) foi realizada. Após a

obtenção deΛ, ou equivalentementeαS(µ0), a partir dos métodos mais modernos com correções de até

4-loops, teremos nossa expressão completa para o comportamento do acoplamentoαS(µ) com a escala

de energiaµ e podemos então verificar os fenômenos da liberdade assintótica e confinamento.

Também iremos obter um parâmetro de escalaΛ a partir de nosso acoplamento da eq. (7.1) usando

a correção, de 1-loop, aos diagramas de ordem dominante. Para isto serão utilizados conjuntos de dados

experimentais vindos de:

• Predições de forma de evento hadrônico a partir de aniquilaçãoe+e− ,

• Estudos sobre estados de quarkonia ligados, usando QCD na rede ,

• Decaimentos dos mésonsϒ (bb̄), usando QCD perturbativa.

7.1 Motivação

A QCD não prevê por si só a normalização absoluta que define a dependência deαS comµ. Entre-

tanto, para transferências de momentum altasµ, ou correspondentemente energias altasµ, ela consegue

prever a forma funcional da dependência deαS comµ. Podemos ver a partir desta forma funcional que,

um acoplamento grande a escalas baixas de energia - distâncias altas - levaaoconfinamentode quarks

e glúons dentro dos hádrons; ao mesmo tempo, um acoplamento pequeno a escalas altas de energia -

distâncias pequenas - leva àliberdade assintóticade quarks e glúons, regime no qual eles são ditos

estarem praticamente livres, pois limµ→∞ [αS(µ)]→ 0.

Para determinarmos a relação entreαS e µ, temos de especificar a escala de referênciaµ0, que a

princípio é arbitrária. A determinação deαS nesta escalaµ0 é feita via experimento.
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7.2 Introdução teórica

Para entendermos porque a nossa direção é[α(µ0)→ α(µ)→confirmação experimental], pre-

cisamos ter as relações entre estas quantidades em mãos. Mais especificamente:

αS(µ) =
4π

β0 ln(µ2/Λ2)
(7.1)

ou

αS(µ) =
αS(µ0)

1+(β0/4π)αS(µ0) ln(µ2/µ2
0)

(7.2)

, que foi o que vimos nas seções passadas.

Temos de lembrar que estas equações valem somente no limite de altas energias,ou seja, para

grandesµ ’s, e que são expressões aproximadas paraαS no sentido de que só levam em conta correções

da ordem deg2 (ou diagramas de 1-loop) aos diagramas de ordem dominante. Se fôssemosconsiderar

correções além dessas, nosso parâmetroβ0 teria de ser substituído porβ , ou seja:

µ
∂αS

∂ µ
=−

β0

2π
α2

S −→ µ
∂αS

∂ µ
=−

β (αS)

2π
, (7.3)

onde

β (αS(µ)) = β0α2
S+β1α3

S+β2α4
S+β3α5

S+O(α6
S)

β0 =
33−2nf

3

β1 =
153−19nf

6π
(7.4)

β2 =
77139−15099nf +325n2

f

864π2

β3 ≈
29243−6946,3nf +405,089n2

f +1,49931n3
f

64π3 .

Se incluirmos termos deβ1 e de ordem maior, relações parecidas mas mais complexas apareceriam

paraαS(µ), como uma função deα(µ0) e de ln(µ2/µ2
0) ou uma função de ln(µ2/Λ2) , assim como

aparecem nas eqs. (7.2) e (7.1), respectivamente.

Na aproximação até quarta ordem (β3) e usando o esquema de renormalizaçãoMS, o acoplamento

forte é dado por
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αS(µ) =
4π
β0L

−
(4π)2

β 3
0 L2

β1 lnL+
(4π)3

β 3
0 L3

{
β 2

1

β 2
0

(
ln2L− lnL−1

)
+

β2

β0

}

(7.5)

+
(4π)4

β 4
0 L4

{
β 3

1

β 3
0

(

− ln3L+
5
2

ln2L+2lnL−
1
2

)

−3
β1β2

β 2
0

lnL−
β3

2β0

}

,

ondeL = ln(µ2/Λ2).

A primeira linha traz no primeiro termo a aproximação de 1-loop (β0), e no segundo termo a de

2-loops (β1 e β0). No terceiro termo, temos a aproximação de 3-loops (β2, β1 e β0). Na segunda linha,

temos as correções devidas às inserções de diagramas de 4-loops (β3, β2, β1 e β0).

A partir da última equação, pode-se chegar ao resultado que a expressão emβ0 (primeiro termo) tem

uma discrepância não desprezível em relação à fórmula completa de 4-loops, [56]. Já para expressões

levando em conta 2- ou 3-loops, essa discrepância não é observada grandemente, nos dizendo então que

a partir da correção em 2-loops, temos uma expressão paraαS já bastante confiável para compararmos

com experimento.

Devemos lembrar que as expressões paraαS(µ), em qualquer ordem de grandeza, foram calculadas

a partir de certos diagramas corretivos de respectiva ordem. Assim comofizemos para achar a eq. (7.1)

e a eq. (7.2) a partir de correções de segunda ordemg2 ouβ0, a expressão (7.5) foi encontrada a partir de

correções até ordemβ3. Tendo em mãosαS(µ), precisamos somente considerar linhas externas de quarks

ao calcularmos diagramas de Feynman a partir da série perturbativa, ou seja, toda a informação sobre a

série perturbativa está contida na expressão deαS(µ), pois inclui a escalaµ - energia ou transferência de

momentum - proveniente da parte finita da regularização das integrais de loopdivergentes, assim como

expomos ao calcularmos explicitamentee(k2) na QED.

Pode-se ver que as expressões (7.1) ou (7.2) e (7.5), no regime de altas energias, nos levam a achar

uma constante de acoplamentoαS(µ)< 1. Isto possibilita o cálculo de expressões que tentem reproduzir

resultados reais a partir de uma série em[αS(µ)]n onden= 1, 2, 3, ... . Exemplos desses resultados reais

são: seções de choque e distribuições de processos físicos considerando-se quarks e glúons nos estados

inicial, intermediário e final.

No regime oposto, de baixas energias, ondeαS(µ) > 1, não podemos aplicar métodos perturba-

tivos para reproduzirmos resultados experimentais, pois a ordem deαS implica no problema de não

convergência das séries emαS(µ) que expressam observáveis. Portanto, incertezas teóricas surgem do

regime não-perturbativo pois há termos de mais alta ordem, que os de ordem dominante, na expansão

perturbativa quandoαS(µ) > 1. Estas incertezas, na maioria dos casos, podem ser somente lidadas a

partir de certos caminhos, por vezes lidando somente com teorias efetivas, que - com poucas exceções -

dominam os erros de determinações experimentais deαS.
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7.2.1 Métodos não-perturbativos

Métodos não-perturbativos foram desenvolvidos para quantificar processos sob interação forte em

baixas escalas de energiaµ da ordem típica deµ2 < 1 GeV2 (onde a teoria de perturbação não é mais

válida), por exemplo, fragmentação de quarks e glúons em hádrons e a previsão das massas de mésons.

Discutiremos alguns exemplos destas técnicas a seguir:

Modelos de hadronização

São baseados em abordagens de Monte Carlo para descrever a transição de quarks e glúons para

hádrons. Eles são baseados nos mecanismos inspirados na QCD comofragmentação de cordas( [57]e

[58]), e são geralmente usados em modelos descrevendo estados finaiscompletamente hadrônicos em

colisões da partículas de alta energia. Os modelos de hadronização possuem um número de parâmetros

livres que devem ser ajustados de modo a reproduzir os dados experimentais. Estes modelos são ferra-

mentas essenciais, não somente para estudos detalhados na QCD de reações em colisões de alta energia,

mas são também importantes para estimarmos a resolução de sistemas detetores departículas.

Correções de potência

São um método analítico para aproximar os efeitos de hadronização não-perturbativos por meio de

métodos perturbativos, introduzindo um parâmetro universal e não-perturbativo

α0(µI ) =
1
µI

∫ µI

0
dkαS(k) ,

para parametrizar o comportamento desconhecido de observáveis abaixode uma escala infravermelha -

momenta baixos -µI (veja, por exemplo, [59]). Correções de potência são vistas como uma abordagem

alternativa para a descrição de efeitos de hadronização em distribuições de forma de evento hadrônico,

ao invés da utilização de modelos de hadronização fenomenológicos como o descrito acima.

Teoria de calibre na rede ("Lattice QCD")

É um dos métodos não-perturbativos mais desenvolvidos e é usado para calcular, por exemplo,

massas de hádrons e elementos de matriz da QCD, [60]. Em QCD na rede, operadores de campo são

aplicados em um espaço-tempo quadridimensional euclidiano ((~r)2+ t2 = cte.) discreto de hipercubos

com aresta de comprimentoa. Rede de tamanho finito e efeitos de espaçamento são estudados usando-

se tamanhos crescentes de tamanho da rede e decrescentes espaçamentode redea, com esperanças de

eventualmente aproximar-se do limite do contínuo. Com o crescente poder de computação e métodos

de Monte Carlo aprimorados, estes cálculos melhoraram significativamente ao longo do tempo e recen-

temente previram as massas de hádrons como o próton a precisões maiores que 2% [61], e também

determinações deαS a partir de esplitamentos de massa (diferença de massa entre um quarkoniumexci-

tado e um outro do mesmo tipo, só que num nível de energia mais baixo) de quarkonia com uma precisão

melhor do que 1% [62].
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7.3 Processos para obtenção deαS(µ0)

De 30 anos pra cá, determinações deαS continuam na linha de frente de estudos experimentais

e testes da QCD. A precisão crescente das previsões e métodos da QCD, omelhor entendimento e

parametrização de efeitos não-perturbativos, as maiores qualidade e estatística de dados e a disponibil-

idade de dados sobre um intervalo grande de energias e a partir de uma grande variedade de processos

levaram a uma precisão maior e a um conhecimento aprofundado destes estudos.

Exporemos aqui os mais recentes resultados que estão por sua vez baseados em melhoradas pre-

visões teóricas e/ou precisão experimental∗ recentes.

7.3.1 AcoplamentoαS a partir de decaimento leptônico deτ

A determinação deαS a partir do decaimento do léptonτ é um dos campos mais estudados para

medí-la. Usa-se a fração dada abaixo para determinarαS. As pequenas contribuições não-perturbativas a

medições experimentais de um observável, obranching fractionhadrônico normalizado de decaimentos

τ:

Rτ =
Γ(τ−→hadrons+ντ )
Γ(τ−→e−+νe+ντ )

fazem com que esta medição seja bastante precisa.

Desde 2006, vários autores (o mais recente sendo [63]) revisitaram a determinação deαS a partir de

decaimentosτ. Estes estudos são baseados em dados vindos do LEP (Large ElectronPositron Collider) -

[64] e [65] - e em parte do detector da colaboração BABAR, no SLAC (National Accelerator Laboratory)

- [66]. Eles diferem no tratamento detalhado da expansão da QCD perturbativa deRτ . Em virtude desta

diferença e para a inclusão dispersão aparente entre diferentes expansões perturbativas no erro total, o

valor central é tomado com sendo a média entre os valores médios dos váriosautores, e o erro é tomado

como a diferença entre este valor central e o valor mais distante deste valor central. Fazendo isso, chega-

se a

αS(Mτ) = 0,330±0,014

onde o erro é dominado pela incerteza teórica sobre a expansão perturbativa. Extrapolando este

valor para o valor calculado na massa de repouso deZ0, 91,2 GeV, usando a solução de 4-loop para a

funçãoβ (eq. (7.5)), temos

αS(MZ0) = 0,1197±0,0016

Este valor será incluído à média global deαS(MZ0), que será calculada posteriormente.

∗Lembrando que estes dados são de 2009, e estas medidas são em relação a dados de 2006, quando foi feita a
última média global deαS(µ0 ≡ MZ) antes de 2009.
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7.3.2 AcoplamentoαS a partir de quarkonia pesados

Estados de quarkonia (qq) pesados consistindo de um quark e seu respectivo antiquark (charmou

bottom) são uma base para testes experimentais importante para a QCD. Massas, esplitamento de mas-

sas entre vários estados, e taxas de decaimento são observáveis que podem ser medidos de forma bem

precisa, e que podem ser previstos tanto pela QCD perturbativa quanto pela QCD na rede.

(A1) αS a partir de decaimentos radiativos deϒ (bb)

Estados ligados de quark e antiquark, ambos bottom, são muito sensíveis ao valor deαS porque o

decaimento hadrônico se dá via três glúons,ϒ → ggg→ hádrons. O termo de mais baixa ordem

da QCD para a largura de decaimento hadrônico deϒ já contémαS à terceira potência. A situação

é complicada devido a correções relativísticas e à função de onda desconhecida deϒ na origem.

A função de onda na origem e as correções relativísticas se cancelam em grande parte se definir-

mos uma proporção do tipo

Rγ =
Γ(ϒ→γgg)
Γ(ϒ→ggg)

que é um observável típico para determinações precisas deαS.

Dados recentes do CLEO, [67] são usados para a determinação deαS a partir de decaimentos

radiativos deϒ(1S). As previsões teóricas incluem termos até ordem deO(α3
S). O valor obtido do

estudo [68] é

αS(MZ0) = 0,119+0,006
−0,005

Este resultado será incluído no cálculo da nova média global deαS(MZ0).

(A2) αS a partir de QCD na rede

Determinações deαS baseadas em cálculos de QCD na rede se tornaram crescentemente precisas

no passado, incluindo quarks leves (u, d es) na polarização do vácuo e incorporando espaçamento

de rede mais estreito.

Em um estudo recente realizado pela colaboração HPQCD [62], os parâmetros da QCD - a con-

stante de acoplamento nuag0 e as massas de quark nuasm f
0 - são consideradas para reproduzir a

diferença de massa dos quarkoniaϒ′−ϒ (bottonium excitado - bottonium fundamental). Também,

as massas dos quarksu, d e s são ajustadas a darem os valores corretos das massas de vários mé-

sons leves. Com estes parâmetros ajustados, não há outros parâmetros físicos livres, e a simulação

é usada para nos dar previsões precisas da QCD. Valores não-perturbativos de várias quantidades

pertencentes ao regime de curtas distâncias são computadas e comparadasaos cálculos perturba-

tivos respectivos que são dados em teoria de perturbação em NNLO. Apartir de um ajuste a 22

quantidades de curta distância, o valor de

αS(MZ0) = 0,1183±0,0008
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é encontrado. O erro total inclui o espaçamento finito da rede, o volume da rede finita, incertezas

devidas a extrapolação e perturbação. Este resultado fará parte da nova média global da constante

de acoplamento na escala de referência da massa do bósonZ0.

7.3.3 αS a partir de espalhamento profundamente inelástico

Atualmente, um grande número de resultados está disponível, vindos de reações sob alvo usando

feixes de elétrons, múons ou nêutrons, no intervalo de energiasµ2 da ordem de∼ 100 GeV2. Com o

surgimento do colisor elétron-próton HERA, o intervaloµ2 foi estendido por duas ordens de magnitude.

αS pode ser determinado a partir de momentos de funções de estrutura, de regras de soma da QCD e

de produção e formas de evento de jatos hadrônicos. Previsões melhoradas da QCD, assim como novos

estudos experimentais recentes, nos possibilitaram a obtenção de novos resultados vindos de um estudo

combinado dos dados globais sobre funções de estrutura, e vindos de produção de jatos no HERA.

(B1) αS a partir de dados globais sobre funções de estrutura de não-singleto

Previsões perturbativas de processos físicos em colisões lépton-nucleon e hádron-hádron depen-

dem das densidades de quark e glúons dentro do núcleo. Assumindo fatorização entre processos de

espalhamento duro e de curta distância, que podem ser calculados usando-se a QCD perturbativa,

e processos de longo alcance (baixas energias) que não são acessíveis por métodos perturbativos,

as seções de choque referentes a estes processos são parametrizadas por um conjunto de funções

de estruturaFi (i = 1,2,3) que são também interpretadas como somas de densidades de párton

(quark ou antiquark ou glúon) no núcleo. Enquanto a QCD perturbativanão consegue prever a

forma funcional das densidades de párton e portanto das funções de estrutura, suas evoluções em

energia são descritas pelas chamadas equações DGLAP.

Um estudo [69] dos dados globais disponíveis no espalhamento profundamente inelástico lépton-

próton e lépton-deuteron resultou numa determinação das densidades dosquarks de valência e

de αS em intervalos grandes deµ2. No caso de não-singleto (singleto de cor=r r̄;gḡ;bb̄), onde

efeitos de quarks pesados são desprezíveis, a análise é estendida para a QCD em ordemO(α3
S) na

expansão perturbativa. A determinação deαS a este nível nos deixa com

αS(MZ0) = 0,1142±0,0023

Este resultado será incluído na nova média global deαS(MZ0).

(B2) αS a partir da produção de jatos em processos de espalhamento profundamente inelástico

Medições deαS de produção de jatos em espalhamento lépton-nucleon profundamente inelástico

no colisor HERA são um campo de pesquisa ativo. Taxas de produção dejatos são estudadas na

faixa de energiaµ2 ∼ 10 até 15000 GeV2. Numa combinação recente [70] de medições precisas no

HERA, valores deαS foram determinados a partir de fitagem de previsões da QCD em ordem NLO
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aos dados de seções de choque para jatos em espalhamento profundamente inelástico de corrente

neutra (espalhamento intermediado pelo bósonZ0) a altas escalas de energiaµ2, [71], [72], [73].

O resultado final da combinação é

αS(MZ0) = 0,1198±0,0032

Este resultado será levado em conta na obtenção da nova média global deαS(MZ0).

7.3.4 αS a partir de formas de evento hadrônico e de produção de jatos na
aniquilaçãoe+e−

Observáveis parametrizando formas de evento hadrônico e taxas de produção de jatos são ob-

serváveis típicos para estudos de sobreαS em aniquilaçãoe+e−. O avanço nas técnicas teóricas foi

utilizado para determinarαS a partir de dados de experimentos anteriores de aniquilaçãoe+e−, dos col-

isores PETRA e LEP que operaram de 1979 a 1986 e de 1989 a 2000, respectivamente. A reanálise dos

dados ALEPH a partir do LEP ( [74], [75]), no sistema de referência docentro de massa (CM) de 91

GeV a 206 GeV, baseados em seis observáveis de forma de evento e produção de jatos, nos dá

αS(MZ0) = 0,1224±0,0039

Este resultado é obtido usando-se predições da QCD em NNLO+NLLA (LA: na expansão de Taylor

do acoplamentoαS(µ), estamos considerando apenas um delimitado número de termos logarítmicos

que surgem na mesma. Então, esta aproximação, em logaritmos, se reflete emobserváveis como, por

exemplo, seções de choque. LA, portanto, significa a ordem de aproximação de modo similar a LO, com

a diferença que neste último a aproximação era feita a partir do operador S.).

Resultados paralelos estão disponíveis de uma reanálise de dados do experimento JADE em PETRA

[76], a partir de seis observáveis de forma de evento e produções de jatos a seis energias de CM no

intervalo de energias 14−46 GeV,

αS(MZ0) = 0,1172±0,0051

Este resultado é também obtido usando-se previsões da QCD em NNLO+NLLA.

Devido aos dois resultados serem baseados em dados a diferentes intervalos de energia de CM e de

dois experimentos independentes, eles contribuem com informação independente e valiosa. Ambos os

resultados NNLO+NLLA dos dados de ALEPH e de JADE vão ser utilizadospara a determinação da

nova média global deαS(MZ0).

7.3.5 αS a partir de dados de precisão eletrofracos

A determinação deαS a partir de observáveis, como a largura hadrônica do léptonτ, ou a largura de

decaimento hadrônico do bósonZ0, é de grande importância porque eles estão livres de muitas fontes de
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erros sistemáticos, experimentais e teóricos, erros dos quais distribuiçõesdiferenciais como formas de

evento ou taxas de produção de jatos sofrem. A proporção entre as larguras de decaimento hadrônico e

leptônico,

RZ = Γ(Z0→hadrons)
Γ(Z0→e+e−) , se torna um observável de extremo valor, e ajustes deαS e outras quanti-

dades a partir de medições eletrofracas de precisão vindas de aniquilaçõese+e− e outros processos nos

livram de incertezas sistemáticas, como a hadronização.

Uma revisão recente do ajuste global a dados de precisão eletrofracos [77], nas correções atualizadas

da QCD em ordem N3LO, na inclusão de limites atuais vindos de buscas diretasao bóson de Higgs no

LEP e no Tevatron, nos deixa com o valor:

αS(MZ0) = 0,1193+0,0028
−0,0027±0,0005 , onde o primeiro erro é experimental e o segundo é teórico.

Este resultado fará parte da nova média global deαS(MZ0).

7.4 Média global deαS(µ0)

Os resultados discutidos nas seções anteriores estão resumidos na tabela7.1. Não discutiremos o

método numérico por trás do cálculo da média global deαS(MZ0), simplesmente exporemos a média

final sobre todos os resultados anteriores.

7.4.1 Determinação da média global

Experimento µ [GeV] αS(µ) αS(MZ0) {αS(MZ0)}exclusiva

Decaimentosτ 1,78 0,330±0,014 0,1197±0,0016 0,11818±0,00070

EPI{F2} 2−170 − 0,1142±0,0023 0,11876±0,00123

EPI{e−p+ → jatos} 6−100 − 0,1198±0,0032 0,11836±0,00069

Estadosqq 7,5 0,1923±0,0024 0,1183±0,0008 0,11862±0,00114

Decaimentosϒ 9,46 0,184+0,015
−0,014 0,119+0,006

−0,005 0,11841±0,00070

e+e−{jatos & formas} 14−44 − 0,1172±0,0051 0,11844±0,00076

e+e−{jatos & formas} 91−206 − 0,1224±0,0039 0,11831±0,00091

e+e−{dados eletrofracos} 91,2 0,1193±0,0028 0,1193±0,0028 0,11837±0,00076

Tabela 7.1:Resumo de todas asmedidasdeαS(MZ0), juntamente commédias exclusivasedesvios padrãoentre
a média exclusiva e a medida feita com o respectivo experimento, somente.

A média global deαS(MZ0) é então definida, depois de calculada apropriadamente†, com o valor de

†Deve-se levar em conta, por exemplo, correlações entre os conjuntos de dados, tanto teóricas quanto experi-
mentais.
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αS(MZ0) = 0,1184±0,0007

O valor médio deαS(MZ0) é dominado pelo resultado deαS com a menor incerteza, que no nosso

caso, é o resultado vindo da QCD na rede. Para verificarmos este grau de domínio sobre a média e seu

erro respectivo, e para testar a correlação de cada uma das medidas com as outras, calculam-semédias

exclusivas, deixando uma das oito medidas de fora a cada vez. Estas médias estão apresentadas na tabela

7.1.

7.5 ParâmetroΛ a partir da aproximação de 1-loop

Nesta seção, faremos um ajuste a alguns conjuntos de medidas referentesao acoplamento forte.

Este ajuste será feito a partir da forma funcional da eq. (7.1) deste acoplamento. Não usaremos a

fórmula até a aproximação de 4-loops da eq. (7.5), pois queremos verificar se nossa relação é satisfatória

quando comparamos os resultadosαS(µ0)
1l e αS(µ0)

4l , a partir da eq. (7.1) e a partir de toda a última

seção descrita anteriormente, respectivamente. Para não lidarmos com o aspecto domatching scale‡,

captaremos dados apenas dentro da escala de energia que atinge o número de saboresnf = 5, pois esse

número compreende um intervalo de energia bastante grande - desde a massa do quark bottom 4,7 GeV

até a do quark top 175 GeV.

Para isso, consideramos os dados nas três tabelas a seguir para a obtenção do parâmetro de escalaΛ

a partir de um ajuste a estes dados experimentais. Na tabela 7.2 estão expostos dados referentes à [76].

Estes dados foram retirados a partir de observáveis formas de evento hadrônico e de produção de jatos,

na aniquilaçãoe+e−.

Q[GeV] 14,0 22,0 34,6 35,0 38,3 43,8

αS(Q) 0,1690 0,1527 0,1420 0,1463 0,1428 0,1345

Erro total 0,0166 0,0119 0,0081 0,0087 0,0097 0,0073

Tabela 7.2:Dados obtidos no intervalo de energia 14−44 GeV a partir de aniquilaçãoe+e−.

Na tabela 7.3, temos dados tirados de [75]. Assim como na tabela cima, estes dados foram retirados

a partir de observáveis formas de evento hadrônico e de produção de jatos, na aniquilaçãoe+e−.

Na tabela 7.5, temos apenas dois dados referentes a dois experimentos diferentes: o primeiro ref-

erente à [62] e o segundo à [68]. Os dois experimentos já foram explicados anteriormente: o primeiro

a partir de estudos sobre estados ligados deϒ utilizando QCD na rede e o segundo a partir de estudos

sobre decaimentosϒ utilizando QCD perturbativa (pQCD).

‡Determinadas escalas onde cresce ou decresce por uma unidade o número de sabores de quark que formarão
loop dentro do propagador de glúon. Por causa deste efeito, que não é detectável em observáveis, nosso acopla-
mento deveria respeitar vínculos nestas escalas de energia.
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Q[GeV] 91,2 133,0 161,0 172,0

αS(Q) 0,1221 0,1179 0,1201 0,1086

Erro total 0,0045 0,0049 0,0056 0,0062

Tabela 7.3:Dados obtidos no intervalo de energia 91−206 GeV a partir de aniquilaçãoe+e−. Os dados acima
de 172 GeV não são considerados pois, desse jeito, não temos que considerarmatching scale. Desta forma,
consideramos em nosso ajuste um acoplamento considerandonf = 5.

Experimento QCD na rede pQCD
Q[GeV] 7,5 9,46

αS(Q) 0,1923 0,1840

Erro total 0,0024 +0,015
−0,014

Tabela 7.4:Dado obtido a partir de cálculos com estados ligados quarkonium (qq̄), utilizando QCD na rede.
Está exposto também o dado obtido a partir de cálculos de decaimento do quarkoniumϒ = bb̄, utilizando QCD
perturbativa (pQCD). Como trata-se de decaimento, a escalade energia é somente 7,5 GeV, massa da partícula.

Com estes dados, portanto, fomos capazes de determinar umΛ que ajustasse a eq. (7.1) aos pontos

experimentais. Esse ajuste foi efetuado a partir do programa "gnuplot"para Linux a partir da plataforma

Ubuntu 11.04 ; ele considera um ajuste seguindo o método dos mínimos quadrados e nos revela um valor

médio deΛ juntamente com o desvio referente à diversidade de pontos considerados. O gráfico de ajuste

está mostrado abaixo. Ele é dado por

Λ = 0,1117±0,0066 , (7.6)

e por consequência, pela eq. (7.1), obtemos

αS(µ0 = mZ0) =
4π
β0

1

ln(m2
Z0/Λ2)

,

que, paranf = 5, resulta em

αS(mZ0) = 0,1222±0,0011 . (7.7)

Esta última incerteza é obtida a partir da relação de propagação do erro deΛ:

δαS= δΛ
∣
∣
∣
∣

∂αS

∂Λ

∣
∣
∣
∣
Λ=0,1117

.

Nota-se que é um resultado distante do valor obtido a partir da aproximação de 4 loopsα(4l)
S (mZ0) =

0,1142±0,0023. No entanto, considerando-se que temos apenas uma aproximação de 1 loop, o valor

do acoplamento parece ser razoável. Note, porém, que segundo o artigo[56], somente a partir da aprox-
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Figura 7.1: Gráfico dos dados experimentais juntamente com as bandas de incerteza denotadas por QCD+ e
QCD- .

imação de 2-loops temos um acoplamento que não tem uma discrepância muito grande em relação às

ordens maiores de aproximação (no caso de 2-loops, seriam as ordensde 3-loops e 4-loops).

Neste capítulo, exploramos os experimentos que nos fornecem até agora as medidas mais precisas

para a obtenção do acoplamentoαS na escala de referênciaµ0. Ao começo, introduzimos como foi feita

a média global deαS(µ0) a partir de equações de ordem 4-loops paraαS(µ) (até termo deβ3) e a partir

de vários experimentos. Ao final, mostramos o ajuste que é feito ao considerarmos correções de 1-loop

(termo deβ0) a αS(µ) e apenas quatro experimentos no intervalo denf = 5 sabores.
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8 Conclusão

O objetivo desta monografia é analisar a origem da dependência de escalade energia na constante

de acoplamento da interação forte, dada teoricamente pela QCD. Iniciamos com algum detalhamento

na QED, analisando a determinação de seu acoplamento, passando pelas técnicas de renormalização

necessárias para a interpretação física dos processos envolvidos nesta TQC pioneira. O caráter não-

Abeliano da QCD introduz termos adicionais no acoplamento, que foram estudados em certo detalhe nos

capítulos finais.

Optamos por introduzir o tema da renormalização no primeiro capítulo, antes de realmente efet-

uarmos o processo de renormalização, propriamente dito, no capítulo subsequente. A linha do tempo

histórica desde a construção das TQC’s até a lapidação da renormalização dentro do escopo das mesmas

está exposta. Assim, a familiarização com o assunto se tornaria peça importante do processo de entendi-

mento deste polêmico tema que fez e ainda faz parte de discussões sobre a validade das teorias quânticas

de campos.

Também vimos, dentro da exposição sobre a QED emObtenção do acoplamento running na QED,

que não haveria maneira de renormalizarmos a teoria via redefinição de parâmetros, como a massa e

a carga de partículas, se não existissem métodos de regularização que possibilitam a interpretação das

integrais que geram infinitos. Dentre os métodos de regularização citados,como o método de corte e a

regularização de Pauli-Villars, o mais sistemático e, por isso, mais utilizado na história das TQC’s foi a

técnica da regularização dimensional.

E a parte mais importante do trabalho vem no último capítulo, que é a confirmação daprevisão

teórica do acoplamento da QCD a partir de dados experimentais vindos de aceleradores. Além disso, os

fenômenos observacionais de confinamento e liberdade assintótica são evidenciados por causa da forma

funcional do acoplamento em função da escala de energia do experimento. Ao fim, citamos a discrepân-

cia não negligenciável entre a média atual (2009) mais precisa do acoplamento forte a uma escala de

referênciaµ0 e o ajuste a partir da previsão teórica com correções de primeira ordem aoespalhamento

de quarks, tema do capítuloObtenção do acoplamento running da QCD.
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APÊNDICE A -- Regras de Feynman para a QCD

Na série perturbativa da QCD, começa-se a perceber certas características das expressões nos ter-

mos da expansão, e podemos vincular tais expressões formadas por linhas externas (campos fantasma,

de quark e de glúon), propagadores (também sendo dos três tipos citados) e também vértices correspon-

dentes à interação entre estes campos. Ou seja, assim como na QED, podemos associar diagramas que

ilustram estes termos na expansão perturbativa e formular regras a fim deque possamos de uma maneira

prática calculá-los, portanto não teremos mais que apelar para a série perturbativa toda vez que quisermos

calcular amplitudes relacionadas a processos reais.∗ .

O lagrangiano total da QCD é dado por:

L = L0+LI , (A.1)

onde

L0 = −
1
2

(
∂νAiµ(x)

)(
∂ νAµ

i (x)
)

+ψ̄a(x)[i/∂ −m]ψa(x) (A.2)

+∂µηi(x)∂ µ η̃i(x) ,

LI = −
1
2

gSψ̄a(x)γµ(λ j)abψb(x)A
µ
j (x)

+gSfi jkAiµ(x)A jν(x)∂ µAν
k (x) (A.3)

−
1
4

g2
Sfi jk filmAµ

j (x)A
ν
k (x)Alµ(x)Amν(x)

+gSfi jk
(
∂µηi(x)

)
η̃ j(x)A

µ
k (x) ,

ondeAµ
i denota a componenteµ do campo de glúoni, ηi é o campo fantasma introduzido a fim de

eliminar a polarização longitudinal dos glúons, que não tem massa. Eψa denota o campo relacionado ao

quark de cora, ondea pode serr, g oub.

∗Este apêndice e seus resultados foram retirados de [53]
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A.0.1 Propagadores e vértices

Os propagadores dos três campos são montados a partir do lagrangiano livre L0, como na QED,

resultando em:

Glúon

iDµν
Fi j (k) = iδi j D

µν
F (k) = iδi j

−gµν

k2+ iε
(A.4)

Quark

iSFab(p) = iδabSF(x) = iδab
1

/p−m+ iε
(A.5)

Fantasma

i∆Fi j (k) = iδi j ∆F(k) = iδi j
1

k2+ iε
, (A.6)

onde os índicesa,b denotam cores de quark (mais especificamenter, g, b), e i, j denotam os oito campos

de glúonAµ
i (x) juntamente com os seus oito campos fantasmaηi(x) Eles estão ilustrados na Fig. A.1.

Figura A.1: Propagadores: glúon, ghost e quark

Agora consideremos os termos de vértice devidos à interação entre os trêscampos. Podemos ver

a partir do lagrangiano interagente que pode haver interação quark-glúon, fantasma-glúon, tri-glúon e

também tetra-glúon. Os termos de vértice relacionados aos mesmos são:
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Quark-glúon

−igS

(
λi

2

)

cd
γµ =−igS(Ti)cdγµ , (A.7)

ondeTi ≡
λi
2 = 1,2, ...8 são as matrizes de cor - linearmente independentes entre si - da QCD, associadas

à algebra de Lie[Ti ,Tj ] = i f i jkTk do grupo SU(3).fi jk são as chamadas constantes de estrutura.

Fantasma-glúon

gSflmnk2µ (A.8)

ondek2 é o momentum associado ao campo fantasma apontando na direção de entradaao vértice.

Tri-glúon

gSflmnVστν = gSflmn[gντ(k3−k2)σ +gτσ (k2−k1)ν +gσν(k1−k3)τ ] (A.9)

Tetra-glúon

−ig2
SFlmnoVλ µνσ , (A.10)

onde

FlmnoVλ µνσ = film fino(gλνgµσ −gµνgλσ )

+ finm filo(gνλ gµσ −gµλ gνσ ) (A.11)

+ filn fimo(gλ µgνσ −gνµgλσ ) .

Os vértices correspondentes estão ilustrados na Fig. A.2.

Agora que já expomos os propagadores e termos de vértice, precisamos enunciar as regras de Feyn-

man para a QCD.

A.0.2 Regras de Feynman: QCD

1. Para cada vértice, escreva um fator correspondente - especificado pela Fig. (A.2).

2. Para cada linha de propagador, escreva um propagador correspondente - especificado pela Fig.

(A.1).
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Figura A.2: Vértices: quark-glúon, fantasma-glúon, tri-glúon e tetra-glúon.

3. Para cada linha externa, escreva um dos fatores:

(a) para cada quark inicial:uar(~p)

(b) para cada quark final: ¯uar(~p)

(c) para cada antiquark inicial: ¯var(~p)

(d) para cada antiquark final:var(~p)

(e) para cada glúon inicial:εir α(~k)

(f) para cada glúon final:ε∗
ir α(

~k)

Aqui ~p e~k denotam os trimomenta das partículas externas.r(= 1,2) denota os estados de spin do

quark ou antiquark, e também os estados de polarização do glúon. Somenteglúons transversos

são permitidos porque, na ausência de interações, o campo de glúon livreobedece exatamente as

mesmas equações que o campo eletromagnético livre.a(= r,g,b) e i(= 1,2, ...8) especificam os

estados de cor dos quarks e glúons.α é o índice de Lorentz.

4. Para cada loop de quark fechado, devemos tomar o traço e multiplicar porum fator(−1).

5. Os quadrimomenta associados com as linhas encontrando-se em cada vértice satisfazem conser-

vação de energia-momentum. Para cada quadrimomentumq, que não é fixo por conservação de
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energia-momentum, devemos tomar a integração(2π)−4∫ d4q. Tal integração com respeito a uma

variável de momentum internoq ocorre para cada loop fechado.

6. Para cada loop fantasma fechado, multiplique por um fator(−1).

7. Para cada loop de glúon fechado, multiplique pelo apropriadofator de simetria S. Este fator de

simetria está relacionado com as possibilidades de acoplamento dos campos deglúonAµ
i externos

com os campos de glúon do lagrangiano interagente; como pode-se ver, àprimeira vista, isto

parece ser razoável pois há os termos de tri-glúon e tetra-glúon que poderiam ser contraídos de

várias maneiras com os campos chegando ao vértice. Para a auto-energia, por exemplo, do glúon

devida a um loop de glúon, devemos multiplicá-la por1
2.
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