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Abstract

So far, the quantization of gauge models, like Electrodynamics and Yang-Mills theory,
only becomes possible after gauge fixing. Indeed, what one looks for are the renormalized
vertex functions in Heisenberg picture. On the other hand, one of the open problems of
high energy theoretical physics is that of obtaining a background independent formulation
of quantum gravity. For that purpose one should first learn about quantizing gauge models
while preserving the gauge freedom in full. It has been observed that the Schrodinger picture
could be more suitable for this purpose. Since most field theoretical high energy physicists
are not familiar with the formulation of relativistic quantum field theory in the Schrodunger
picture, we assumed the task of studying this problem. We first look for obtaining a sound
Schrodinger picture quantization of the real massive scalar field. Although not a gauge
theory, this model serves quite well as a testing example where the main difficulties of the
new systematic become exposed. Our work ends by presenting the Schrodinger picture
quantization of the free Maxwell field, a true gauge theory.
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Resumo

Até o momento, a quantizacao de modelos de calibre, como a Eletrodinamica e a teoria
de Yang-Mills, sé tornam-se possiveis apds a fixacao de calibre. De fato, o que se pro-
cura sao as funcoes de vértice renormalizadas na descricao de Heisenberg. Por outro lado,
um dos problemas abertos em fisica de altas energias é o de obter uma formulacao ”back-
ground independent”da gravitacao quantica. Para tal propdsito primeiro deve-se aprender
a quantizar modelos preservando-se totalmente suas liberdades de calibre. Observou-se que
a descricao de Schrodinger seria a mais apropriada para este objetivo. Como a maioria dos
fisicos tedricos de altas energias nao estao familiarizados com a formulagao relativistica da
teoria quantica de campos na descricao de Schrédinger, assumimos a tarefa de estudar este
problema. Primeiramente, obteremos uma quantizacao do campo real massivo escalar e
livre, que embora nao seja uma teoria de calibre serve muito bem como teste para expor as
dificuldades da nova sistematica proposta. Nosso trabalho termina ao apresentar a descrigao
de Schrodinger para o campo livre de Maxwell, uma verdadeira teoria de calibre.



Agradecimentos

Durante este trabalho recebi apoio de muitas pessoas, no entanto gostaria de agradecer
especialmente

e a meus pais, Maria Solange dos Santos e Mauro Renato Flores, pela enorme dedicagao
e apoio mesmo nos momentos mais dificeis;

e a0 Professor Horacio Oscar Girotti pela incrivel experiéncia de trabalho e de vida.
Pela confianca, paciéncia e compreensao;

e a todos os meus amigos, pelo companheirismo.

Muito obrigado a todos.



Conteudo

Introducao . . . . . . . . . 2
1. O campo escalarreal . . . . ... ... .. ... ... ... ... ... ..... 4
1.1 Formulacao Lagrangiana . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 4
1.2 Formulagao Hamiltoniana . . . . . . .. ... ... ... ... .. .. ... )
1.3 Quantizacao do campo escalar livre . . . . . . .. ... .. ... ... ... 7
1.4 O estado fundamental . . . . . . . . ... 8
1.5 Operadores criacao e aniquilacao. . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 12
1.6 Primeiro estado excitado . . . . . . . . ... 12
1.7 O segundo estado excitado . . . . . . .. ..o 14
1.8 O estado excitado de ordemn . . . . . ... ... ... 16
2. O campo eletromagnético. . . . . . . . ... ... oL 23
2.1 Formulagao classica . . . . . . . . . ... 23
2.2 Formulagao quantica . . . . . . . . ..o 26
2.3 O estado fundamental . . . . . . . ... .o L 27
3. Comnsideragoes finais . . . . . . . . . . ... 30

Bibliografia . . . . . . . ... 31



Introducao

Uma teoria quantica de campos fica definida pelas suas infinitas partes de vértice 1PI
(fungbes de Green irredutiveis de uma particula) renormalizadas, pois a partir delas é
possivel construir as fungoes de Green conectadas e, logo apds, calcular os elementos de
matriz S desejados. Usualmente o cdlculo das 1PI é levado a cabo na descrigao de interagao,
também conhecida como descri¢ao de Dirac, mediante a utilizacao da teoria de perturbacoes.
Entretanto, nos resultados é detectada a presenca de divergéncias ultravioletas, as quais sao
removidas empregando-se o processo renormalizacao.

O postulado fundamental da mecanica quantica admite outras (de fato infinitas) des-
crigoes. Logo, cabe perguntar se uma mudanga de descri¢ao poderia facilitar a formulagao
de uma teoria quantica de campos. Nosso presente objetivo é o de revisar e aprofundar a
formulagao da teoria quantica de campos na descricao de Schrodinger, no qual os objetos
fundamentais da teoria nao sao as funcoes de Green, ainda que elas também possam vir
a ser calculadas, mas os autovetores e autovalores de um conjunto maximal de operado-
res que inclua o Hamiltoniano da teoria como um de seus elementos. Esta formulagao foi
desenvolvida no passado com relativo sucesso tendo sido rigorosamente demonstrado por Sy-
manzik [2] que a formulagao da teoria quantica de campos nesta descrigao estd bem definida
para campos de interacao, porque nao apresenta divergencias ultravioletas e requer, apenas,
uma constante de renormalizacao associada ao funcional que descreve o estado inicial do
sistema. Isto representa uma vantagem tedrica inegavel quando se compara a formulagao
baseada nas fungoes de Green.

Nosso interesse na formulagao da teoria quantica de campos na descrigao de Schrodin-
ger surgiu em conexao com a necessidade de obter uma formulacao quantica da gravitagao
(relatividade geral quantizada) independente de ”background”, na qual os vinculos existen-
tes, que representam as condicoes de calibre, determinam restrigoes sobre o espaco fisico de
estados e; entao a descrigao de Schrodinger aparece como a mais apropriada.

Segundo a sistematica desenvolvida por Dirac [1], a dindmica da teoria quantica nesta
descrigao, controlada pela equagao de Schrodinger, ocorre num espago reduzido que estéd
contido no espaco de fase do sistema, pois os estados descritos pela equacao de movimento
estao sujeitos a condigoes auxiliares denominadas condicoes de vinculo que alteram a forma
do Hamiltoniano da teoria. Explicitamente, o Hamiltoniano do sistema esta definido sobre
a hipersuperficie delimitada pelos vinculos e o problema consiste em encontrar todos os
estados pertences a este espago reduzido que satisfacam a equagao de Schrodinger. Talvez
a principal vantagem do método seja a similaridade existente com os resultado obtidos para
sistemas nao-relativisticos.

Limitaremo-nos, naturalmente, por aplicar a formulacao de Schrodinger a um sistema
simples como o campo escalar real e livre justamente para entender o processo e verificar o
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grau de dificuldade das equacgoes associadas ao sistema. Este modelo nao apresenta vinculos,
entao também nao é um teoria de calibre. Logo em seguida, utilizaremos o campo eletro-
magnético livre para aplicar o método desenvolvido por Dirac no tratamento de sistemas
vinculados[4] e trabalharemos com o conjecturado estado de vécuo.

Neste trabalho, utilizaremos o sistema de unidades naturais, no qual A = ¢ = 1 junta-
mente com a seguinte assinatura da métrica: (+, —, —, —). Indices gregos W, V, ., (3, ... irao
de 0 a 3 enquanto indices latinos 7, 7, k irao de 1 a 3. Também utilizaremos a convengao de
Einstein no que diz respeito a soma sobre indices repetidos numa expressao monomial.



Capitulo 1

O campo escalar real

O campo real escalar livre é um sistema simples, nao apresenta vinculos e fornece resultados
cujas interpretacoes sao bastante parecidas aquelas obtidas no desenvolvimento do oscilador
harmonico nao relativistico. Procederemos pelo o método canonico de quantizagao, no qual
relacoes de comutacao serao impostas as coordenadas e momenta. A descricao utilizada
recebe o nome de descricao de Schrodinger, pois os operadores sao objetos independentes
do tempo e a dinamica, é carregada nos estados.

O objetivo deste capitulo é descrever o espectro de energia e momentum.

1.1 Formulacao Lagrangiana
O funcional acao que descreve o campo escalar real livre é

S = /d‘{rc = %/d‘lx (0"¢0,9 — m*¢?) (1.1)

no qual, £ é denominado densidade Lagrangeana do sistema. A equacao de movimento
classica (equagao de Euler-Lagrange) obedecida pelo campo é

oL oL

— —0,————=0. 1.2
2~ *90.0 2
Explicitamente
oL

Oy ——— = 0,0"¢, 1.3a
50,0 32

= _ 1.
9= ™ (1.3b)

e portanto

0,0"¢ +m*p = 0. (1.4)
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1.2 Formulacao Hamiltoniana

Denotaremos por 7(Z) o momentum canoénico conjugado a coordenada ¢ (&), por defini¢ao

oL
0(9h9)

O fato da velocidade ” 9y (Z)” ser eliminada sem ambiguidades em termos do momentum
implica auseéncia de vinculos. Quanto a densidade Hamiltoniana, encontramos

= "¢. (1.5)

™

H=nr0"— L = %7# n % (0,007 6 +m>¢?) , (1.6)

o que permite escrever o Hamiltoniano do sistema

H= /d%% = %/d% (7° + 0,007 ¢ + m?¢?) . (1.7)

Definiremos a seguir o colchete de Poisson, necessério para especificar as relacoes de co-
mutacao que o sistema obedecera no nivel quantico com base no principio da correspondéncia

de Bohr.

Definigao(Colchete de Poisson): A operagao definida para dois funcionais analiticos
quaisquer das coordenadas do espago de fase Ay = Ay[p, w] e Ay = Ay, 7]

_ 3, 0Ny A, B 0N 0N,
el = [ | = s ) -

é chamada de colchete de Poisson entre Ay e Ay. A partir desta definicao encontram-se os
colchetes basicos

[6(t, %), (L, 9)]p5 = 0, (1.9a)
[¢(t7 f)’ W(t’ ?j)]PB = 5(3)<f - g)v (19b)
[7(t, %), m(t,q)]pp = 0. (1.9¢)

Da definigao verifica-se, também, que os colchetes de Poisson satisfazem a algebra

A1, Ao]pp = —[Ag, A1) pB; (
A1, Ao + Aslpp = [A1, Ao]pp + [A1, Asps, (1.10b
A1, AoAslpp = [A1, Ao peAs 4+ Ao[A1, As]pp, (
(A1, Aolpp, Aslpp + [[As, Ai]pB, Ao]pp + [[A2, As]ps, Ai]ps = 0. (

Enquanto a evolucao dinamica do sistema ¢é determinada pelas equagoes de Hamilton

[
[
[
[

oo (t, %) = 7(t, 7) = —522) = —30;0(t, %) — m*¢(t, T); (1.11a)

OH .
57(@) =n(t, X), (1.11b)

aOQS(t?f) = é(ta f) =
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o que para uma funcional arbitraria A = A[¢, 7] resulta em

A:/de <%W+%¢) /d3x (— 5Aﬁ M{ + 6Aﬁ 6}{):[A,H]p3.

om e Im(Z) 0p(Z)  0o(X) I (Z)
(1.12)
Assim, partindo do tensor energia-momentum canonico T

T = 0"p0" ¢ — g"" L, (1.13)

calculamos a energia e o momentum do campo
PO(t) = / d’x T = H, (1.14a)
Pi(t) = / d*x TV = / d*z 0°p0' ¢. (1.14b)

A conservagao de energia segue de

P’ = [P° Hlpp = [H,H|pp =0, (1.15)

uma vez que a integral sobre o espaco de T define H'. Investigar a persisténcia no tempo
do momentum linear P’ implica em expressa-lo em termos das variaveis do espaco de fase,

pi— / 4z 7(7)96(7) (1.16)

tal como pode ser conferido a partir das equagoes (1.14a) e (1.5). Logo, encontra-se que

P =P Hlps = [ d% [r(6,0070(t.2) ]
:/ [(—00%(t, T) — m2o(t, T)) Bi(t, ) + w(t, D)Om(t.7)] . (1.17)

onde a passagem do terceiro para o quarto termo é uma consequéncia das equagoes (1.11a) e
(1.10c). O segundo termo e o terceiro termos no lado direito (1.17) s@o termos de superficie e
podem ser ignorados sob certas hipéteses referentes ao comportamento assintético do campo
e de suas derivadas especiais. De fato

/ d’r TO;m = %/ d*z 0;(7?), (1.18a)
m2/ d*r ¢0;p = %/ d*zr 9;(m*¢?). (1.18Db)

Resta ainda avaliar o primeiro termo no lado direito de (1.17). Porém, a utilizagao da
identidade

Lver (1.14a).
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1
— (k0" )00 = 5 [0k (05 0:0) + 0; (—p0k0"0) + O ($0"0;9)] (1.19)
também o reduz a um termo de superficie e, portanto,

P =0. (1.20)

A conclusao é de que a energia e 0 momentum linear sao conservados. O mesmo se aplica
ao momentum angular cuja prova ¢ mais elaborada e sera omitida neste trabalho.

1.3 Quantizacao do campo escalar livre

Pelo principio da correspondéncia os comutadores, a tempos iguais, sao abstraidos dos
colchetes de Poisson (1.9) de acordo com a regra

[A, B] = i[A, Blps : (1.21)
A—A,B—B
Daqui resulta

[f%(fi“’), o] =0, (1.22a)
[6(2), 7 ()] = i6™(F — ), (1.22b)
[#(2), #(7)] = 0. (1.22¢)

O vetor de estado obedece a equagao de Schrodinger,
H|U) = zi|x11> (1.23)

Coat " '

Todo o problema (1.23) serd formulado na representagio em que ¢(Z) é diagonal. De-
nominaremos |¢) o autovetor de ¢ com autovalor ¢, ou seja

¢(Z)|¢) = o()|9). (1.24)
Nesta representacao o operador que define o momentum canonico conjugado é dado pela

expressao

(i) — —i%@), (1.25)

Enquanto o estado abstrato |¥) é mapeado no funcional,

Vlg] = (9]¥), (1.26)
o qual obedece a equacao
2

Z’%‘P[@% t] = %/ d*x (—%@ + 0;0(Z) 0 ¢(T) +m2¢2) (g, 1], (1.27)
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que nada mais é do que a projecao de (1.23) na base dos autovetores de QAS(:E)
Admitiremos, como usual, que o conjunto de autovetores de H, representado pelo con-
junto de funcionais {t;[¢]}, fornece uma base completa no espaco de estados. Portanto,

podemos desenvolver o funcional

Vg, 1] =) cie P y(g), (1.28)
onde
3 [ (—5—2 9@ + m2¢2) bl = Bpsslel (129)
2 5¢2(5f) J J V)

1.4 O estado fundamental

Resolveremos a equagao (1.29) para o estado fundamental. Por analogia ao caso do oscilador
harmonico sugerimos a solugao

Uo[¢] = exp (N[¢]), (1.30)
onde
Ng| = —= / 420 ()G (2, 2)o(F). (131)

Logo, o problema consiste em mostrar que existe a fun¢ao G(Z,2') que satisfaz a equacao
(1.29). Para tal fim, iniciamos calculando

MWolg] _ 52 G(Z,7)p(Z
v = —wlo] [ a* G (132
E
O Wold] _ 32 G(E,2)p(Z 3/ G(7,2)(F) — Z, T
562(7) ‘Ifo[d)]/d G(Z, 2)o( )/d G(7,7)9(Z") — ol G(Z, 7). (1.33)

Nas quais assumimos que G(Z, %) = G(Z, Z). Substituindo (1.33) em (1.29) teremos

% / 432 / d32 () [ / d%G(Z,f)G(f,Z’)] ¢(Z)

+ 5/ d%G(Z,Z):EO+%/d32¢(5)(—V§+m2)¢(5’). (1.34)

A equagao (1.34) é uma igualdade entre funcionais que s6 pode ser satisfeita se as
seguintes relacoes decorrentes forem verdadeiras:
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Ey, = %/d?’zG(Z,Z’), (1.35a)
/dg:r G(Z,2)G(&,2) = (=Vi4+m?»)s® (7 - 2. (1.35b)

Se supormos G(Z,7) = G(Z — Z), ou seja, que G(Z,Z) é invariante sob translagoes, o lado

-

esquerdo da equacao (1.35b) é simplesmente um produto convolutivo. Seja g = g(k) a
transformada de Fourier da fungdo G = G(Z, %)

G(Z—7) = / éﬁ’; g(k)e*E), (1.36)

a invariancia de translacao da fun¢ao G = G(Z,7) implica que g(k) = g(—k). Lembremos
que

dgk = (7
(=V24+m?)eB®(z-7) = / 2n)? (k2 + m?)ett(E=7) (1.37)
Apés substituir (1.37) e (1.36) em (1.35b) encontramos a equagao algébrica
k) = (1? + m2> = (1.38)
que completa a determinagao da funcao procurada
d3k N
- =\ ik-(Z—Z)
G(Z,7) —/ ok wek)e (1.39)
Quanto ao autovalor da energia, pela equagao (1.35a) obtemos
1
Ey = 55<3>(0) /dgk;wk. (1.40)

Esta expressao é divergente, representa a energia de ponto zero. No entanto, pode ser
reinterpretada por meio do processo de renormalizagao

1
E)=Ey— 55<3>(0) /d?’kwk =0, (1.41)

que implica em escolher o autovalor de energia correspondente ao estado fundamental nulo.

Sabe-se que o Hamiltoniano e o momentum linear do sistema formam um conjunto
maximal de operadores?, portanto devem partilhar do mesmo espectro de autovetores. De-
terminaremos na sequéncia o autovalor correspondente ao momentum. Reescrevemos a
contrapartida quantica de (1.16) na forma simétrica®

P = —%/ d*x (@(Zﬁfr—f—fr@j(ﬁ), (1.42)

2 [Pi, H} —0.

3 A simetrizacio garante a Hermiticidade.
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0 que na representacao utilizada torna-se

N A D O  (aw. =
P = 5/ d°x [ajﬁb(x)&b(f) + 50(Z) (3J¢(I)

)] . (1.43)

Devemos avaliar o resultado da aplicacao lelfo[cﬁ}, que para o primeiro termo da soma (1.42)

resulta

- / P (070()) 7(T) Volg] = i / i (00(F

T / P / 0z (07(7)) G(F — 2)0(2)
+i Uo[g] / d*x / &’z (%) (07G(T - 2)) ¢(2)
W[ /d3 /d3z¢ () —2) 6(2)

(1.44)

depois de levar em conta (1.32) e ignorar todos os termos de superficie que surgem nas
integracoes por partes. Quanto ao segundo termo, tem-se

07 (7)) Wolg]]

~ [ @ @10) wie) = i [ ata "l

=i @GO gy i [ (3300

06(7)

=i [ @] wia.

ao utilizar a equacao (1.44). Conclui-se entao

Prufel = i | [ @ @390 vl

(1.45)

(1.46)

Esta expressao claramente apresenta problemas. Um processo de regularizagao torna-se
mandatério para atribuir-se sentido fisico. Uma estratégia possivel é considerar

3 7 =
6B (Z) = Jim %ei’”,

(1.47)
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que implica

d3k V

0 = Jim | T = B (149
Substituindo (1.48) em (1.46) e com a inversao nao justificada dos limites
% Vv
T $(3 T q; : T
0j5( )(0) = 0% lim —— = lim &*—— =0 (1.49)

J V50 (27T)3 - V—oo J (271’)3

obtemos zero como resultado. Em resumo: o vacuo é um auto estado simultaneo de
energia em momentum linear no qual os correspondentes autovalores sao nulos.

Por fim, normalizaremos a autofungao de energia-momentum, que tem o quadrado de
sua norma dado pela integral funcional

V= [Dovilaniol = [Doew ([ azo [e2ocen). 0

Por defini¢ao da transformada de Fourier

A3k -
o@) = [ g 0B, (151
o que substuido na (1.50) leva a
3 . —
ol = exp (3 [ 4 wolBoh), (152)

e, portanto, a

Vo= [Doen (- [ S5 woibo-h) =H( o)

pois

Do =] dolk) (1.54)
k
Entao

woiol = [T () "o (3 [ @0 (155)

o que pode ser pensado como um produto infinito de estados fundamentais de osciladores
harmonicos.
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1.5 Operadores criacao e aniquilacao.

Completada a determinacgao do estado fundamental do campo escalar livre, focamos o pro-
blema de encontrar os estados excitados. O primeiro passo neste respeito consiste em
lembrar as expressoes dos operadores aniquilacao e criagao em termos do operadores QAS(:E’) e
7(2)[3], isto é,

af (k) = ; 3:UeiE'f —im (%) + wr (T .56a
)= g [ 4™ [in() + (@), (1560)
a(k) = —1 32 e~ R (i (2) + wipd(T

i) = s [ e T in(@) o) (1560)

0 que na representagao utilizada (1.24) - (1.27) fica

at(k :; SxeiE'f wd(T) — 0 a
D= s | e |orotd) ] (1.578)
(ke —; Sxe—u}f (T o

a(k) = (27r)32wk/d [ k() + 5¢(f)]' (1.57Db)

Apds uma certa algebra mostra-se que

/ APk wpal (K)a(k) = % / d*x (—%+8j¢(f)8j¢(f)+m2¢2> (1.58)

—%6(3)(0)/d3kwk = H|¢] —%5(3)(0)/d3kwk,

onde levamos em conta 1.29. Além do mais,

a(k S w 32 FTH(F) — w e Eg(7) | =
(R bol] =~ sl [ dre 5 0(7) — wetif) [ d k¢m]£)
1.59

o que confirma o fato do estado fundamental ser aniquilado pelo operador d(lg).
Provaremos nas seguintes sessoes que os estados excitados do campos sao construidos a
partir do estado fundamental de acordo com a regra|[3]

U, (0] = H i(/_lg)%[qs], n € N. (1.60)

Q>

1.6 Primeiro estado excitado

Com a equacgao (1.60) podemos encontrar diretamente o primeiro estado excitado
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_ ﬁ [ e [wm(f) - %] Tolgl,  (161)

que ao se levar em conta (1.32) resulta em

Uy [g] = af (k1) o[g]

Yo[9]

Uig] = NN

Wi, / A3z eF1E () + / dz / A3z eMEGQ(Z Do) | . (1.62)

o(k1)

Utilizando (1.39) podemos escrever o ultimo termo desta equagao na forma

d3k o S .
= d?z ¢(2) —3wke’k'2 A3z k) — o b(ky). (1.63)
(2m) J

A delta permite carregar a integral em l;, e, a partir dai, a integral em Z definird a trans-
formada e Fourier da fungao ¢(z). Por fim,

Wo[g)]
(27)3 2wy,

kal -

BeolF¥olel, (164

o que completa a determinacao do primeiro estado excitado*. O autovalor de energia cor-
respondente a este estado ¢ encontrado por substitui¢ao direta de (1.64) em (1.29).

Neste ponto uma digressao é necessaria. Inspirados na analogia com o problema do
oscilador harmonico nao-relativistico propomos o ansatz

Wil = e $(F1) + wn, 0(R)] =

U, [¢] = Wo[¢] 2 [¢] (1.65)

cuja consisténcia sera verificada no decorrer do trabalho. Daqui segue que

%y, 3%, oWy 002, 5%Q,,
= Q, 2 —= = Vo —5—
5@ 0R@ " T 00@) 0@ |V 3e2(@)
= U, {/d32 /dgz’qﬁ(Z) [G(Z,2) G(Z,Z")] ¢(2') — G(f,f)} Q,
02, v 5%Q,,
5@ 0@

-2V, U 2 G(Z,7) ¢(z)} (1.66)

4 Este funcional ja estd normalizado.
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Na qual (1.32) foi levada em conta. Substituindo (1.66) em (1.29) teremos uma equagiao
para Q,[¢]

L[ P00 o o 00l0)
5 [ gt [ o [ anca Tl ~mae (e

na qual E, é o autovalor em energia correspondente ao auto estado de ordem n.
Retornamos agora a nossa linha de desenvolvimento. Vamos utilizar (1.67) para encon-
trar 1. Da (1.64) vem

591[¢] o 2Wk:1 ik @ a
o _ R : (1.68a)
o]

S —0, (1.68b)

cuja substitui¢do em (1.67) juntamente com (1.21) nos fornece

- d*k ik-Z —iz-(k—k 7
/ 4%z (2) / e / d*x e TR = Bro(ky) (1.69)

e, por fim,

Ey = wy, (1.70)

como autovalor de energia para o primeiro estado excitado.
No que diz respeito ao momentum linear, temos

e
6(7)

ao levar em conta P10 [¢] = 0. Inserindo (1.68a) na ultima equagao encontramos

/ 2
PO, (6] = iWo[o “”“ / 43z P390 (), (1.72)

a qual, apos uma integracao por partes, fornece

P [4] = i) / PR (1.71)

A ALES AN (1.73)

onde k! denota a componente i do vetor k1.

1.7 O segundo estado excitado

Geramos o segundo estado excitado a partir de

Uy[p] = —=a' (ko)W1 [¢]. (1.74)
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Com base em (1.57a), devemos calcular

wi, U1 (9] / A3z eFF3(7) = wy, U, (9] (k) (1.75)

3 lkz xéqjl[qb] _ 3'%, eiﬁg-f 5\IIO[¢] 5QI[¢]
- [ataet T = [ e oSl wia G 0

que em vista das equagoes (1.68a), (1.32), (1.36), (1.38) e (1.64) nos leva a
qjo[¢] 2wk1
V2 (2m)3

Resta determinar o auto valor E, utilizando a equagao (1.67). A equacao (1.65) nos
permite identificar em (1.77)

2wk2

3/ 7
R _o(ky) — 6O (ky + k)

Uy[g] = ¢(ks) (1.77)

2wk2 kal
[,/ e ko) g | ok e d(ky) — 6@ (ky + ks) (1.78)
Logo,
1 2wk2 ko - kal 2wk2 2wk1 ik
= — || ek ek ¥ 1.79
V2 [\/ | B )
e

1 520 2wp, 2 -
—5 [ @t ¢;<£;;1 _ 9, /%5 (s + Fo). (1.80)

Com a equagao (1.79) podemos calcular o segundo termo de (1.67),

0(g] _

D o(d)

\
<
w
N
=
8y
~—7
\
=W
w
8
«Q
i3
&y

+ (kho k)= Wy + Wi, )B(K2) b (k). (1.81)

Substituindo (1.80),(1.81) na (1.67) encontra-se
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. 2wk22wk1 B/ - 2wk22wk1 5 .
V2 O ) [ S0 G o) o(ke)

2wk22wkl
2(2m)3

= B, d(ks)p(k1) — Fod® (ky + k), (1.82)

cuja Unica solugao é

Ey = wy, + wy, . (1.83)

Quanto ao autovalor de momentum, temos

082s[¢]
0¢(7)

PUs[g] = iWo[g) / 232 B2 iz, (1.84)

o que em vista de (1.79) pode ser escrita

Plo] = 10l | ol [ o [ dtee™ oo + (o B) (185)

a qual ap6s uma integracio por partes juntamente com a identidade (k%+ki)6®) (ky+k,) = 0
pode ser expressa como

P'Us[g] = (k3 + ki) Walg). (1.86)

1.8 O estado excitado de ordem n

Determinaremos primeiramente a energia correspondente ao auto estado de ordem n. Para
tal, precisaremos calcular o comutador entre os operadores criacao e aniquilacao definidos
em (1.56). O tnico comutador nao nulo é

. . 1 - o
[&(k),&T(k')] — (27T)3\/m/ dgl' e—zk.x/ dSyezk -
X |i#(@) + wd(@), 7 () + wedld)] = 6D F - F). (1.87)

De posse deste comutador e levando em conta a equagao (1.58)
. 1 N
H= 55<3>(0) /d?’kwk + /d3kwkaT(k)d(k), (1.88)
calculamos entao a energia para um auto estado de n arbitrério definido pela equagao (1.60).

Teorema 1: A energia do auto-estado



Contetido 17

= ﬁ E ), neN (1.89)

E, =) w,. (1.90)
=1

Prova:

Aplicaremos o Hamiltoniano definido em (1.88) no auto estado (1.89) e utilizaremos o
comutador (1.87).

(ﬁ— %5@)(0) / d%wk) 0,) = / Ak wy al (F)a(k)|,)

= Wy, | T,) +/d3kwk“1(/’%">a(1§) [H “T(\/];? W)

Repare que o mesmo processo pode ser repetido n — 1 vezes no segundo termo, o que nos
permite reescrever o 1ltimo termo da equacao acima na forma

n CLT ¢ .
+/d3kwk [H \(/? ] (k)| W)

Jj=1

(1.91)

e, como a(k)|¥,) = 0, obtemos a igualdade

(ﬂ - %5@(0) /d?’kwk) 0, = iwkil%? (1.92)

a qual demonstra o teorema quando se leva em conta (1.41). O
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Resta-nos ainda determinar a forma explicita do funcional associado ao auto valor E,,.
No entanto, observe que a equagao (1.67) é invariante sobre a reflexdo (¢ — —¢), ou seja se
Q[¢] é solugao Q[—¢] também o é. Desta forma, as solugdes para a equagao (1.67) possuem
paridade definida. De fato, dado um funcional Q[¢]| que satisfaca (1.67), as extensoes par
(©24) e impar (2_), definidas

(©e] + Q[—9]), (1.93a)
(©e] — Q[—9]), (1.93b)

também satisfazem (1.67). Desta forma, a solugdo geral para o problema fica expressa em
termos da combinagao linear

Qo] = mQy[o] +n22_[¢]. (1.94)

Assim sendo, abandonaremos os subindices + e — e procuraremos por solugbes com
paridades definidas, tais que solugoes pares descrevam estados de ordem n par e solugoes
impares descrevam estados de ordem n impar.

E possivel encontrar uma relagao entre estados de ordem par e estados de ordem impar,
explicitamente uma relagao entre €2, e €, 1, por intermédio do operador criagao (1.57a).
Basta aplica-lo ao estado

Wal6] = Woléllo), (1.95)
0 que gera
1 3 ik - W 2\ 0
Vld = g | 7 [l - ] et
S SR [ gy e®Vailo]
e LRI CEY Rt el (1.96)
Agora
alo] o 0%ld] g 0000
0Wo[¢]
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= —wp, (k) V19 (1.98)
Entao
_ 2Wr, I ‘IIO[QS] Z‘_‘".j‘agn—l
U,[8] = n(27r)3¢(/fn)‘1’n—1[¢] - W/ d’x e 56(7)" (1.99)

o que invocando mais uma vez (1.95) implica

kan —1 [¢} .

Repare que nesta equacao vemos explicitamente que o primeiro termo do lado direito é
o responsavel por elevar a poténcia do polinémio em gb(E) enquanto o termo em derivada é
o unico responsavel pela criacao de deltas novas na solugao. Como consequéncia deste fato,
todos os termos em deltas devem aparecer acrescidos de um sinal negativo e o nico termo
que nao possuird uma delta é o termo que determina a ordem da solugao.

Rapidamente ja podemos especificar o funcional {23[¢] correspondente ao terceiro estado
excitado,

Qo] = (1.100)

(22?)33 d(k3)0® (ks + k1) (220::)2 $(k2)6D (s + ky)
2w, I 7

: (1.101)

apenas com base nas consideracoes feitas acima. O importante é perceber que a funcgao
deve ser simétrica sobre troca k; < k;,i # j. Isto implica para um estado n, o seu segundo
termo, ou seja, o termo de ordem n — 2 tera
n n! ( )
- 1.102
22 9l(n — 2)!
elementos diferentes para garantir a simetria pelas trocas em k. No geral, o funcional de
ordem n terd no termo m, que possui 2(m — 1) vetores de onda distribuidos em deltas,

n n!
Catom) 2m-1) = (2m — 2)I(n — 2m — 2)!

elementos distintos. Em particular, n = 3 e m = 2 implica CSQ = 3 que é exatamente o
nimero de elementos do segundo termo do funcional Q3[4].

(1.103)
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A simetria aliada a paridade definida das solugoes demanda o aparecimento das deltas
de Dirac em termos de ordem mais baixa. Ou seja, o termo de ordem n — 2 em ¢(E) deve
possuir uma delta de Dirac; ja o termo de ordem n — 4 deve possuir duas deltas de Dirac,
visto que uma delta depende de dois niimeros de onda. Note que termos de ordem n — 1 ou
n — 3 nao existem devido ao funcional apresentar paridade definida.

Desta forma, o ansatz de solugao geral serd

" 5 . n—m zwk]
+ =D (=126 (kn-my2 + kn-mi1) || Seolk )], (1.104)
j=1

C(En) m=2

na qual a soma sobre C' (E) denota soma sobre todas as combinacoes possiveis para todos os
n vetores de onda. O papel desta soma é preservar a simetria sobre a troca lg,, & Ej,i £ 7.

E importante ressaltar que o indice m varia apenas entre os pares, e vai até n caso a
ordem do estado seja par ou até n — 2 caso a ordem do estado seja impar, justamente para
preservar a paridade do funcional.

Apesar da forma complicada, este funcional apenas diz que ao prosseguir para o termo
de ordem mais baixa deve-se incorporar os ks que sobram em deltas e simetrizar totalmente
o dito termo.

Teorema 2: O autovetor da equacao
5 [ @ iy [wzo) [ @Sl < pa (1.105)

0¢*(7)
é dado pelo funcional (1.104)

Prova:

Utilizaremos o método de indugao completa na equagao (1.100), uma vez que esta
equagao é uma consequéncia direta de (1.105), quando se expressam seus autovetores como
aplicacao do produto de operadores criacao. Assim,

Ko] 1 ¢ 2w ka
o(5) ~ vl 2=\ 2y H¢ (k)

noun—2 e
! I 7 2w =
T 2 [ IT (0" Bz + Fnemir) Y k
‘C(En) m=2 =1
n—m Qij .
< 1l G| (1.106)
J=1i#]

O que implica
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n

_; 3 z’EnH.;z(SQn[Qﬂ _ IR GYL LT 2wy -
(27r)32wkn+1/d ve do () a \/mjzlé (kj + Kpy1) H (27T>3¢(k3])

i=1,i#j

noun—2 n—m n—m
Z [ IT 0™ (Bneimir + knemin) D 6@ (ki + kngr) ] (27T>3¢(k;j)].
m=2 i=1 =L

(1.107)
O primeiro termo do lado direito de (1.107) contém apenas uma delta, ou seja, é o termo
de ordem (n+ 1) —2 =n — 1. De fato,

n
—\/%25(3)(kj+k: H 2“’“ - Z 5O By + ko) H 2“”“
=1 i=Li#j C(kn)
(1.108)
Note que a soma é sobre as combinagcoes de En e, portanto nao ha neste termo o elemento
¢(En+1). J4 o segundo termo, possuird sempre duas deltas, uma vez que o elemento ¢(En+1)
nao esta presente. Ou seja, tem que corresponder aos termo de ordem m > 4. De fato,

noun—2 n—m
2w
Z [ H m/2(5 (kn m—+2 + kn m+1 Z 6 k + kn+1 H k]3¢ )]
m=2 =1 j=1,i#j
1 T i F T ®)(J. z bt 2“’%
- \/7 Z H (_1) 5 (kn-‘,-l + k:n—m—i-4)(S (kn—m+3 + kn—m—f—Z H 3¢
L O(R) L m=1 i=1
(1.109)
Agora a soma de (1.108) e (1.109) implica
vl KR
2o 50(7)
Z [n—l—loun 1 ~ n—m 2wk .
)m/25 3)(kn+1 + kn m+2) ! ¢(kj)] : (1'110)
\/_ ot oy @)

Entretanto, k,,; ainda nao entra na combinagao. Para solucionar isto, devemos olhar o
primeiro termo de (1.99), explicitamente,
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2Wkn+1 = . 2wk’j _’A
=1
n 2wkn+1 Z [noﬁ 2 m/25 (k? i ]{Z ﬁn 2w/€1 ¢ ]
n+1 = n—m-+2 n— m+1 )
2rp f b o1 V(2

(1.111)
onde o termo ¢(k,.1) ndo pode entrar na soma sobre as combinagoes, pois nao aparecem

seus termos em delta que estao totalmente contidos em (1.110). Portanto a solugao do
problema se d4 ao somar (1.110) e (1.111)

1 e 2wk -
Qa[d] = (K,
+1[¢] \/m = (27T)3 ¢( ])
1 [n—H oun—1
+ ( )m/25 (kn m—+3 + kn m+2)
(n + 1)' C(En+1) m=2
n—m-+1
2wkj -
X ]1:[1 (2ﬂ)3¢(kj)] (1.112)

o que completa a demonstracao do teorema. [



Capitulo 2

O campo eletromagnético.

O campo escalar real livre serviu para o entendimento do processo de quantizacao de uma
teoria de campos quando formulada na descricao de Schrodinger. Nosso desejo agora é
ilustrar as vantagens da dita descricao quando o objetivo é o de quantizar preservando as
simetrias locais da teoria. O campo eletromagnético serve como prototipo realistico visando
este objetivo.

2.1 Formulacao classica

O campo eletromagnético é descrito por um campo vetorial de massa nula A*(x) cuja
dinamica, na auséncia de interagoes, é descrita pela acao

1
S = /d“:cﬁ = _Z/d“a:F“”FW, (2.1)
na qual F* é o tensor antissimétrico, denominado tensor de campo

Fr = grAY — 0" AP, (2.2)

denominado tensor de campo eletromagnético. A peculiaridade desta agao é sua invariancia
sob transformacoes locais

At (z) — A (x) = A*(z) + 0" A(x) (2.3)

denominadas transformacoes de calibres locais.
Parte das equagoes de Maxwell derivam de (2.1)

oL

A 0, (2.4a)
oL
— = —F 2.4
oAy 240
que apds serem substituidas em (1.2) dao
O"F,, = 0. (2.5)

Enquanto o restante surge da identidade de Bianchi
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ePHogF,, =0 (2.6)

que é uma consequéncia direta da estrutura do tensor F*1.
Utilizando as definicoes

) ) ) 1 ..
E'=-F% B = —§e”ijk, (2.7)
e escolhendo v = 0 na equagao (2.5), encontramos

V-E=0 (2.8)

que ¢ a Lei de Gauss. Mais ainda, a substituicao v = k na mesma equacao nos conduz a lei
de Ampere

V x B =8E. (2.9)
Quanto a identidade de Bianchi, ao especificarmos o = 0 obtemos
V-B=0, (2.10)
enquanto que a restricao a = k leva a lei de Faraday

V x E =—8,B. (2.11)

Procuramos agora o Hamiltoniano do modelo visando obter sua contrapartida quantica.
Os momenta canonicos conjugados 7" emergem da defini¢ao

oL
= ——— _ =9%4r — 9rA°, 2.12
™= BanA,) (242
Observe que
d,(7) = (7)) =~ 0, (2.13)

o que sinaliza a presenca de um vinculo primdrio?. O Hamiltoniano canonico resulta
He= [ d% (q,0°0 — £) = [ d% (1w YA 4 IFE 2.14
o= z (m; - L) = x §7T7Tj+ﬂ-j —1—1 ij | (2.14)
o qual apds uma integracao por partes pode ser reformulado como
3 1 J 0 J 1 ij
He= | d°x S A0, + ZFijF : (2.15)

Portanto o Hamiltoniano total é

Hr = He +/ d*z ((Z)®1(7), (2.16)

Lver (2.2).
2 0 sinal de igualdade fraca sendo utilizado no sentido de Dirac[1].
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no qual ¢(Z) é um multiplicador de Lagrange indeterminado.
A equagao de movimento obedecida pelo objeto composto g(A*,7,) é

g~ g, Hrlpp. (2.17)

Por outro lado o colchete de Poisson entre duas funcionais arbitrarias é definido pela ex-
pressao

(5A1 5A2 5A2 5A1
A, No)pp = | dP - 2.18
(A1 Aelps / ! [Mu(f) (@) SAH(T) o, (T) (2.18)
Em particular, os colchetes basicos resultam
[A(T), 75(D]pp = 550 (7 — §), (2.19a)
[A%(), A(D]pp = [7a(T), 75(7)]pp = 0. (2.19D)
Pesquisaremos as consequéncias de exigir a persisténcia do vinculo primario,

- . . oH . .

81(7) = [01(2) Hr(@)ps = i = 0 () ~ 0. (2.20)

Utilizamos a equagao (2.13) para calcular (2.20). Salientamos que o vinculo secundario
encontrado,

y(7) = i (%) = 0 (2.21)

é alei de Gauss. E simples demonstrar que a persisténcia no tempo de @, leva a identidade
0L F;; = 0, o que indica que o algoritmo de Dirac[1] termina e toda a estrutura de vinculos
foi detectada. Quanto a sua classificacao, as seguintes relacoes sao satisfeitas

[©1(Z), ©1(9)]pB =0, (2.22a)
[©1(Z), ©2(9)]p5 = 0, (2.22b)
[©2(T), ©2(9)]p5 = 0. (2.22¢)

e assim concluimos que todos os vinculos sao de primeira classe e portanto a eletrodinamica
é uma teoria de calibre.
A construcao do Hamiltoniano estendido

1 . 1 .
HE = HT —f-/ dgfb CQCDQ = / dgfﬁ (577']71']' + ZEjF” + Clq)l + Cé, CI)Q) s (223)

no qual ¢4(Z) = ((Z) — A%(#) é um outro multiplicador de Lagrange indeterminado que
possibilita redefinir o Hamiltoniano canoénico na forma

1 . 1 -
HC E/d333 (§7TJ7TJ‘+Z ijF”> . (224)
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2.2 Formulacao quantica
Novamente, as quantidades fisicas utilizadas na dinamica classica aqui sao promovidas a

operadores auto-adjuntos que satisfazem a algebra de comutacgao

[A(@), 7t5(5)] = 050 (& — 1), (2.25a)
[A*(2), A ()] = [7a(T), 75(5)] = 0, (2.25b)

Ho|W(t)) = 110 (t)) (2.26)

junto as restricoes
@h(f)l‘lf(t» = o (Z)[¥(?)) =0, (2.27a)
Do (2)[W(2)) = 037;(Z) [ (t)) = 0. (2.27b)

Esta é a metodologia proposta por Dirac para implementar a quantizacao da teoria preser-
vando em sua totalidade a liberdade de calibre.

Encaramos agora o problema de autovalores do operador He. Denominaremos {|E;)} o
conjunto dos seus autovetores e

U,[A] = (A|E;) (2.28)

as correspondentes funcionais. Na representacao em que A* é diagonal e, portanto,

™ (.l’) — —Zm, (229)
a equacao de autovalores é
/ wr (—L L@ wA] = B4 (2.30)
Y\ T 20AR@)0AR(7) 40 TR )R = B LA '
com os estados sujeitos as relacoes
0U;[A]
= 2.31
sAE) (2:31a)
VU, [A]
I = . 2.31
0, SAk(T) 0 (2.31b)

As equagoes (2.31) impoem que W[A] ndo dependa de A° = A%(Z) e dependa apenas das

—

componentes transversais do vetor A.
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2.3 O estado fundamental

-

Conjecturamos que o funcional de vacuo ¥y = W([A] tenha a seguinte forma

Wo[ 4] = exp (G1A]) (2:32)
tal que
- 1 ) )
G[A] = —5/ d*z / d’z AY(B) A (2)Gy4(T, 2) (2.33)
e
Gyj(T,7) = (=05 V3 + 0705 (T — 2), (2.34)
com
d3z eiE-(a?—E) .
I(Z—2) = k= |kl 2.
@3- [ G k=W (2.3)
A integral definida em (2.35) pode ser calculada assumindo que ¥ — 2’ é ao longo do eixo
k3 no espaco k
1 00 400 2T eik\g_c'—z"\ cos 6
r—2)=— — df sin 0 dp ———. 2.36
Z—72) 7r3/0 k/o 31n/0<p k (2.36)

Estamos utilizando coordenadas esféricas no espaco k. Procedendo com o célculo das
integrais[5] de (2.36) encontramos

+oo
(7 —2)= i / dusin u. (2.37)
O sentido da integral definida em (2.37) é dado ao atribuir uma fungao e=** multiplicando
sinu no limite em que « vai a zero.
~+o00 +00 +oo
/ dusinu = / du lim e”*" sinu = lim due” ™ sinu = 1. (2.38)
0 0 a—0 a—0 0
Entao,
1 1
(7T—2)= —————. 2.39
== "GpE-= (2:39)
Substituindo (2.39) em (2.34) encontramos
Gij(Z,7) = ———— (6;; —2R°'R’), R=|7— % R"—E (2.40)
Z]x7z__ﬂ_2R4 iy 5 = | — Z| € :R .

Feito isto, exploraremos a verificagao do vinculo descrito pela lei de Gauss (2.31b). Portanto®

3 Repare que qu(f, Z) = Gji(.f, Z) e Gij(f, 2) = Gij(??, f)
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oWy o
A= Wl [ d% Gz 944 2.41)
implica que
0o [A] 0 [ % 0ic (2 AR
j _ ie?
T0AI(T) \IIO[A]/ d°z 002G (7, ) A (Z). (2.42)
Como se veé de (2.40)
Gy =0, (2.43)

o que verifica que o vinculo imposto pela lei de Gauss é satisfeito. Quanto ao vinculo
imposto por (2.31a), a nao dependéncia da coordenada A°(Z) no tensor G;;(Z, ') garante
sua realizacao.

Por fim, determinamos o autovalor correspondente substituindo a solu¢ao Wy ﬁ] em
(2.30). Calculamos

. %%— 3l [ #yGuEna@ [ a6 044
+ %\DO[A]G]-J-(Q?,Q?) (2.44)

e, logo apds, substituimos em (2.30)

/d3 /dSyGﬂ Al(y )/d3szk(:E’,Z)A’f( 7) + /d3 F(3)F;(7)
+ 2/d3xGﬂ(x 7) — By = 0. (2.45)

Observe que por simples contagem de poténcias da variavel A podemos determinar as igual-
dades

1 -
5/ d3l' ij(l’,l’) = E() (246)

1 g
5/ d’z / dy Gi(Z,9) A (Y )/ d3z G (2, 2) AF(2) = / d’z F7(Z)Fy(Z).  (2.47)
De acordo com a equagao (2.46) a energia do estado fundamental resulta

/d xGj;(Z,7) /d3 / dgk (0)/ %k, (2.48)

que ¢é conhecida como energia de ponto zero. Ela pode ser redefinida por meio do processo
de renormalizagao
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d3k
Ey = FEy — 5(3)(0)/ ok k=0,

no qual o autovalor renormalizado de energia E para o estado fundamental é nulo.

(2.49)



Capitulo 3

Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho foi implementar a quantizacao de teorias de campo utilizando a
descri¢ao de Schrodinger. A descrigao torna-se recomendével quando o objetivo é quantizar
preservando a liberdade de calibre. Isto exige restricoes na construcao do espaco fisico, o
qual fica definido por vinculos que atuam como condigoes sobre os estados. O método uti-
lizado para o tratamento de sistemas vinculados foi desenvolvido por Dirac [1]. Entretanto,
comecamos por exemplificar o funcionamento da formulacao no caso de um modelo simples
tal como o campo escalar real. Dai em diante, nos limitamos a uma teoria de calibre realista:
a eletrodinamica de Maxwell.

No capitulo 1 estudamos o campo escalar livre. Determinamos o espectro de energia
e momentum. Definimos operadores criacao e destruicao que possibilitaram uma maneira
de encontrar estados excitados sem a necessidade de resolver calculos pesados e trabalho-
sos provenientes das equagoes diferenciais funcionais. Foi verificado que os autovetores de
energia também eram autovetores de momentum linear, o que comprova a consisténcia da
solugao encontrada, uma vez que os dois operadores fazem parte do conjunto maximal de
observaveis compativeis.

No capitulo 2 estudamos a solugao para o estado de vacuo do campo eletromagnético. O
foco foi utilizar a metodologia desenvolvida em [1] para tratar os vinculos de primeira classe
existentes na teoria eletromagnética. Encontrou-se uma solucao para o estado fundamental
compativel com as restricoes impostas pelos vinculos. Em presenca de interacoes, a si-
tuagao torna-se muito complicada haja visto que, por exemplo, nao é possivel implementar
as restricoes impostas pelos vinculos dentro da teoria de perturbagoes do tipo Rayleigh-
Schrodinger.

De modo geral, conseguiu-se ter uma nocao do como tratar a quantizacao na descri¢ao
de Schrodinger levando em conta a necessidade da preservacao total da liberdade de calibre.
O formalismo se mostra tratavel em sistemas livres. No entanto, ainda resta saber se os
calculos podem ser realizados para modelos mais complexos, como por exemplo, campos
interagentes. A inegédvel vantagem tedrica constatada por Symanzik [2] pode ser compen-
sada no tratamento dos desenvolvimentos relacionados a descrigao funcional da teoria. No
entanto, a formulacao possibilita direta associagao com sistemas nao-relativisticos, o que
facilita o entendimento e a interpretacao dos resultados, bem como fornece maneiras de
abordar e solucionar os problemas.
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