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Resumo

Compreender as redes de interagoes entre diferentes espécies, assim como seu papel
em prever o destino dessas espécies, é uma importante questao na busca por melhor
entender, manejar e proteger populagoes. Diversos modelos simplificados, partindo
de apenas n = 2 espécies, foram propostos e amplamente estudados nas tultimas
décadas. Exemplos cldssicos sao o sistema predador-presa de Lotka-Volterra (n = 2)
e o sistema ciclico Pedra-Papel-Tesoura (n = 3). Modelos com n > 4, por outro
lado, foram bem menos estudados. Neste trabalho, retomamos o modelo com n = 4
e o estudamos tanto através de uma aproximacao de campo médio quanto com
o uso de simulagoes, em que os individuos interagem em uma rede quadrada. Os
sistemas com n = 4, estudados, podem apresentar coexisténcia entre 3 ou 4 espécies,
dependendo dos parametros do grafo de interagoes, ou ainda cair em um estado
extremo de extingao, em que apenas uma espécie sobrevive. Comparamos, também,
as abordagens de campo médio e simulagoes de rede, a fim de entender quando as
correlagoes espaciais sao essenciais ou, por outro lado, quando a aproximacao de
campo médio é suficiente para entender o comportamento do sistema.
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Abstract

Understanding the web of interactions between different species and its role on pre-
dicting the fate of those groups is an important issue to help understand, manage
and protect populations. Several simplified models, starting from only n = 2 inte-
racting species, have been introduced and extensively studied in the last decades.
Classic examples are the Lotka-Volterra predator-prey (n = 2) and the cyclic Rock-
Paper-Scissors (n = 3) systems. On the other hand, models with n > 4 are far
less studied. In this work we revisit the n = 4 model and study it both within the
mean field framework and through simulations, placing the individuals on a regular
square lattice. Depending on the parameters of the interaction graph, the system
may present coexistence between 3 or 4 species or be lead to an extreme extinction
state in which only a single species remains. We compare both approaches, trying
to understand when spatial correlations are essential to understand the observed
behavior or, on the other hand, the mean field approximation is enough.

il



Capitulo 1

Introducao

As interagoes entre populacoes bioldgicas, por meio de seus individuos, estao in-
timamente relacionadas a biodiversidade. Embora muitas dessas interacoes sejam
benéficas para ambas as partes (como é o caso das relagbes de mutualismo) ha
também aquelas em que o beneficio de uma é prejudicial a outra (como é o caso
das relagoes competitivas e de parasitismo [1]). O primeiro caso tende a favorecer a
biodiversidade, enquanto o tltimo é muitas vezes responsavel por extingoes. Apesar
disso, interacoes competitivas e do tipo predador-presa sao bem frequentes na natu-
reza, indicando que também para esses casos devem haver mecanismos reponsaveis
pela manutencao da biodiversidade.

Para sistemas de apenas duas espécies, os modelos do tipo predador-presa mais
bésicos sdo chamados de Lotka-Volterra [1] [2], e consistem na descri¢ao da evolugao
desses sistemas através de um conjunto de equacoes diferenciais. Assim, em sua
versao mais simples, considera-se que a unica fonte de alimentos disponivel para
a espécie predadora é a populacao de presas, cujos recursos sao ilimitados. Esse
conjunto de equacoes, que nao leva em conta a competicao entre individuos da
mesma espécie, é

t = xz(a—by)
y(—c+dx), (1.1)

A variacao temporal da densidade de presas, #, decresce linearmente com a densidade
de predadores, y, cuja variacao temporal cresce com x. Além disso, como os recursos
para as presas sao ilimitados, na auséncia de predadores, x cresce a uma taxa a. Por
outro lado, quando x = 0, y decresce a uma taxa ¢, pois essa espécie nao possui outras
fontes de alimentos. Se levarmos em conta, ainda, a competicao entre individuos da
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mesma espécie, um termo é adicionado a cada uma das equacoes:

t = xz(a—by—ex)
= y(—c+dz— fy). (1.2)

De modo geral, as equagoes de Lotka-Volterra tém a seguinte forma:
j=1

onde n ¢ o nimero de espécies interagentes, r; é a taxa de crescimento de y; e b;;
¢ o parametro de interagao entre y; e y;. A partir dessas equacoes, muitos modelos
tém sido derivados, chamados de modelos do tipo Lotka-Volterra, em que sao con-
sideradas nas equacoes uma série de outras caracteristicas dos sistemas estudados.
Além desses modelos ecolégicos, a Teoria dos Jogos é uma excelente ferramenta
no estudo de interacoes entre populagoes biologicas. Essa abordagem consiste basi-
camente em representar as escolhas dos individuos (ou as espécies) por estratégias
e os seus ganhos ou perdas devido as interacées por numeros, chamados payoffs. As
interagdes, que consistem na comparagao das estratégias dos individuos (jogadores
ou agentes) e posterior atualizacao dos payoffs, sdo entao chamadas de jogos. A Te-
oria de Jogos, desenvolvida inicialmente por John von Neumann [3] nos anos 40, foi
aplicada nos anos 70 por John Maynard Smith & biologia [4], sendo entao chamada
de Teoria dos Jogos Evolutivos, na qual considera-se que o sucesso de cada estratégia
depende nao apenas das outras estratégias, mas também da frequéncia de cada uma
delas, sendo os payoffs interpretados como uma medida da sua adaptagao (fitness').
A dinamica desses sistemas, se as correlacoes espaciais entre os individuos sao des-
consideradas, pode entao ser descrita pela chamada equagao do Replicador [5],

z; = xi(fi — ), (1.4)

a qual considera que a evolucao da densidade x; da espécie ¢ é proporcional a di-
ferenca entre o seu fitness, f;, e o fitness médio da populacao, ¢. Assim, quanto
maior for o valor de f; em relacao a ¢, maior serd o crescimento de x;. Da mesma
forma, quanto mais negativa for a diferenca f; — ¢, mais rapidamente x; decrescera.
A determinagao dos valores de fitness é feita através da chamada matriz de payoffs,
A. Cada elemento dessa matriz, a;;, representa o payoff recebido por uma espécie
1, ao interagir com uma espécie j. O fitness de ¢ e a média sobre toda a populagao

L0 fitness, em modelos ecolégicos, estd associado & capacidade de reproducao de uma populacio:
populagoes com maior capacidade de reproducao tém um fitness maior.
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sao entao dados, respectivamente, por:
n
fi = Zaz‘j%‘ (1.5)
j=1

1=1

Pode-se mostrar que as equacoes de Lotka-Volterra e do Replicador sao equivalentes,
e portanto, igualmente validas [5].

Para o caso particular em que n = 3, existem dois possiveis padroes de do-
minancia, representados na figura 1.1: 1) sistemas hierdrquicos, em que uma das
trés estratégias é predadora das demais e 2) sistemas de dominancia ciclica, em que
todas as estratégias possuem um unico predador e uma tnica presa. O segundo caso,
conhecido como Pedra-Papel-Tesoura (PPT), possui varias realizagoes em sistemas
biol6gicos, como por exemplo entre os lagartos da espécie Uta stansburiana [6] e
alguns tipos de bactéria [7]. Devido a isso, muitos trabalhos foram realizados a
fim investigar esses sistemas. Descobriu-se, por exemplo, que as probabilidades de
extingao/sobrevivéncia podem depender do tamanho do sistema [§8], e também da
mobilidade dos individuos [9].

Sistema
Hierarquico

Figura 1.1: Grafos de interacdo para n = 3 espécies (ou estratégias). As flechas
indicam o sentido das invasoes, i.e., predador-presa. A figura da esquerda representa
um caso perfeitamente hierdrquico, no qual a espécie 0 domina as outras duas. No
caso da figura da direita nao ha dominagao e o sistema é ciclico.

Nao-Hierarquico
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1.1 n =4 Estratégias

Utilizando os padroes de interacao ciclica mencionados no capitulo anterior, é possivel
generalizar o PPT para modelos com quatro estratégias. Para esses sistemas, uma
interacao consistird na comparagao das estratégias e posterior substituicao da mais
fraca pela mais forte, mas aqui introduzimos uma probabilidade para esta invasao,
chamada de parametro de interacao. Vamos considerar grafos completos de interacao
(ver figura 1.2) onde, como n é par, o numero de predadores de cada estratégia é
diferente do niimero de presas, a menos que algum parametro de interacao seja nulo
(pares neutros). Devido a essa diferenga, é possivel ordend-las de acordo com a
proporcao entre presas e predadores: quanto maior o nimero de presas em relagao
ao numero de predadores, de uma espécie, mais forte ela é globalmente. Sistemas
como esse, em que é possivel ordenar as estratégias desde as mais fracas até as mais
fortes, sao chamados transitivos. Em tais sistemas a competicao tende a eliminar a
diversidade. [10] [11] [12]

GO Gl G2

oO—n O —O O O

Figura 1.2: Grafos de interacao para n = 4. Os grafos G; e G5 foram obtidos a
partir da inversao de uma e duas flechas, respectivamente.

Y Y Y

Para o modelo de quatro estratégias ha duas possiveis escolhas para o ntimero
de predadores e presas de cada espécie, quando sao consideradas todas as conexoes
possiveis: 1) a espécie globalmente mais forte possui trés presas e nenhum predador,
a segunda mais forte possui duas presas e um predador, a terceira possui uma presa e
dois predadores, e a ultima possui trés predadores e nenhuma presa; 2) duas das qua-
tro espécies possuem duas presas e um predador, enquanto as duas restantes possuem
uma presa e dois predadores, cada. A primeira op¢ao gera um sistema completa-
mente transitivo. Para o sistema gerado pela segunda, no entanto, a transitividade
¢ mais baixa, pois nao ha uma espécie globalmente mais forte, sendo a ordenacao
feita por pares. Optamos por estudar apenas sistemas do segundo tipo, os quais sao
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bastante interessantes por serem intermediarios entre sistemas completamente tran-
sitivos e sistemas completamente intransitivos. Além disso, a transitividade pode
ser ajustada mundando-se as probabilidades com que as espécies perdem e ganham
de seus predadores e presas. Para isso, consideramos dois parametros de interagao,
a e v, conforme pode-se ver nos grafos de interagao da figura 1.2. Os dois ultimos
grafos, G e G, representam todos os sistemas possiveis (e nao equivalentes), do
segundo tipo, que podem ser obtidos a partir do primeiro grafo, através da inversao
do sentido de uma ou mais flechas.

Figura 1.3: Grafo de interacao em que duas conexdes nao cruzadas de Gy sao
desconsideradas.

Uma outra possibilidade consiste em desconsiderar uma ou duas das conexodes
no grafo Gy. Pode-se, por exemplo, eliminar uma ou duas das interagoes cruzadas.
Modelos deste tipo sao discutidos em [13,14]. Ao invés disso, porém, os grafos G e
G, podem ser rearranjados de modo que suas flechas tenham o mesmo sentido das
flechas em Gy, e em seguida eliminar-se as conexoes cruzadas. O grafo resultante
possui dois parametros de interagao, conforme pode-se ver na figura 1.3. Alguns
modelos deste tipo sao discutidos em [15,16]. Quando todos os parametros de in-
teragao sao iguais [13,14], ndo ha hierarquia entre as espécies, sendo esse sistema
bastante semelhante ao PPT. A diferenga, porém, é que para n = 4 espécies, surgem
as chamadas aliangas (em modelos de rede): as espécies neutras entre si (0 e 2, e 1
e 3) tendem a formar aglomerados, os quais servem de protegao contra predadores
externos. Aliancas como essas sao também verificadas em sistemas cujo grafo apre-
senta dois parametros de interagao diferentes [15], fig. 1.3. Neste caso, porém, duas
das quatro espécies sao extintas, dependendo da diferenca entre os parametros de in-
teragdo. Essas extingoes sao também previstas pelas equagoes de campo médio [16],
para as quais é possivel definir-se um parametro A = o —~2, cujo sinal indica quais
as espécies irao desaparecer: quando A < 0 as espécies 0 e 2 sao extintas, enquanto
para A > 0, 1 e 3 é que desaparecem.
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Neste trabalho investigamos sistemas com quatro estratégias considerando todas
as possiveis conexoes nos grafos de interacao. A descricao das abordagens utilizadas
no estudo destes sistemas é feita nos préximos capitulos. Primeiramente abordamos
o sistema a partir de uma aproximacao de campo médio, andloga a equacao do re-
plicador, no capitulo 2. Em seguida, no capitulo 3, estudamos o sistema através de
simulagoes numéricas em uma rede regular. Os principais resultados sao entao resu-
midamente discutidos no capitulo 4, onde também apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 2
Campo Médio

O primeiro passo para estudar analiticamente esses modelos, chamado de apro-
ximacao de campo médio, consiste em desconsiderar a estrutura espacial, eliminando
assim as correlagdes devidas as interagoes locais (ver capitulo 3). Ao invés disso,
considera-se que cada sitio possa interagir com qualquer outro, com a mesma proba-
bilidade, ou seja, independentemente da distancia. Nesse caso, a evolucao temporal
das densidades globais dependera apenas dessas densidades e dos parametros de
interagao (a e 7).

Uma vez que consideramos que a soma das densidades é constante, o inico me-
canismo responsavel pelas variagoes de densidade consiste no encontro e interagao
entre individuos de espécies diferentes. Para cada um destes encontros, a densidade
da espécie predadora aumenta com probabilidade « ou v (de acordo com o grafo
de interagdo do sistema). Este aumento ocorre as custas da diminuigao da densi-
dade da espécie adversaria. Considerando entao, como exemplo o caso da espécie 0
pertencente ao sistema representado pelo grafo Gy (figura 1.2), podemos escrever a
variacao média de sua densidade em um intervalo de tempo At da seguinte maneira:

Apy = po(yp1 + aps — yps) At.
Quando At for suficientemente pequeno, podemos escrever:

9o

5 = Pol1p1+apz —7ps).

Através desse procedimento obtemos também as equacOes para as variagoes tempo-
rais das demais densidades. A evolugao do sistema G é entao descrita pelo conjunto
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de equacoes diferenciais nao lineares:

Ipo

ot = po(yp1 + ap2 — vps)

8p1

F p1(yp2 + aps — vpo)

8p2

E = /)2(’7/)3 — apo — ’Vpl)

Ips

5 p3(vpo — apr — Vp2), (2.1)

o qual pode ser escrito em forma matricial:
3
pi =Y Tijpip;. (2.2)
§=0

Os elementos da matriz de interacoes I, I;;, correspondem a probabilidade com que
a espécie 7 vence a espécie j em um combate. Caso [;; seja negativo, o sentido
da invasao é invertido. De forma andloga, a equacao 2.2 é valida também para os
sistemas G'1 e G2, com as matrizes de interagao correspondentes.

Para obtermos o comportamento desses sistemas em funcao do tempo é preciso
utilizar algum método de integracdo numérica (por exemplo, o método de Euler)
a partir do conjunto de condigoes iniciais. A escolha do passo de tempo é feita a
partir da andlise de estabilidade do método. Entre as desvantagens deste método
temos os erros envolvidos na discretizacao das equacoes e sua propagacao, bem como
uma possivel dependéncia dos resultados das condigoes iniciais. Por outro lado, se o
interesse é no comportamento assintotico do sistema, podemos procurar os pontos
para os quais as variagoes temporais das densidades sao nulas (pontos fixos), sem
integrar numericamente as equacoes, e a seguir analisar sua estabilidade. Para a
analise da estabilidade dos pontos de equilibrio lineariza-se o sistema através da
matriz jacobiana calculada nesses pontos. Os autovalores da matriz indicam o tipo
de estabilidade, 7.e. se ao menos um dos autovalores tem parte real positiva, o ponto
de equilibrio ¢é instavel. Caso contrario, esse ponto é estavel. Além disso, se nao ha
autovalores nulos, apenas negativos, o ponto de equilibrio é entao assintoticamente
estavel!, isto ¢, pode ser atingido dinamicamente.

Nas préximas secoes discutiremos os resultados destas abordagens para cada um
dos sistemas estudados.

'Quando ao menos um dos autovalores tem parte real nula, diz-se que o ponto de equilibrio
correspondente é um centro neutramente estavel [17]. Neste trabalho, porém, optamos por utilizar
um termo mais usual na literatura: ponto de equilibrio estdvel. [18]
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2.1 Sistema Gy

O sistema Gy é descrito pela equacdo (2.2) com a seguinte matriz de interagao:
0O v a —v
— 0 Q@
I=| "7 ! . (2.3)
—a —y 0 v
v —a —y 0
A andlise do conjunto de equagoes de campo médio de G permite concluir que
esse sistema possui sete pontos de equilibrio?. No entanto, quatro destes pontos
estao associados as situagoes de configuragdo homogeénea, i.e. o sistema contém
apenas uma espécie. Como estes pontos nao sao assintoticamente estéveis®, eles

nao podem ser atingidos dinamicamente, a menos que correspondam as condig¢oes
iniciais. Neste caso, porém, o sistema nao evolui. Os demais pontos de equilibrio,

P — (p17p27p37p4)7 Sé’O:

1 1
Pl = ( 707 ) X )
24+ x 24+ x 2+x
1 1
P2 = < X ) 707 )
24+x 24+ x 2+x

1 1
P3 = <Coa_ — Co, Coy _CO) )
2 27 %)

onde x = /v e ¢, ¢ um parametro livre, limitado ao intervalo [0, 1/2] (caso contrario
haveria densidades negativas). Para os pontos fixos P; e P, o sistema recai em um
ciclo de 3 espécies, correspondendo portanto ao Pedra-Papel-Tesoura. O terceiro
ponto fixo, Pj, envolve a coexisténcia das 4 espécies, mas ocorre apenas quando
x = 0, ou seja, para o caso em que nao sao consideradas as interagoes diagonais no
grafo G (figura 1.2).

A partir das andlises de estabilidade podemos obter os tipos de coexisténcia
associados as condigoes iniciais e aos parametros « e v, resumidos na tabela 2.1. Para
X = 0, o ponto Pj é estavel, mas nao assintoticamente estével (ver Apéndice A), e
portanto as solugoes de (2.1) oscilam ao seu redor para condigdes iniciais diferentes
desse ponto e nao nulas!. Nos casos particulares em que ¢, = 0 ou ¢, = 1/2,

2Desconsideramos o caso em que v = 0, pois nessa situacdo nao hé evolucdo temporal, qualquer
ponto é um ponto de equilibrio.
30s autovalores para as configuracoes homogéneas sao todos nulos.
40 valor de ¢, é
¢ = | L0 + (0.5 —p1) + p2+ (0.5 — p3)
4

t=0
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Estavel Instavel | Coexisténcia
x=0,¢c=0 P, P, =P; 2
x=0, ¢c,=0.5 P,, P, =P; 2
x=0,0<c¢ <05]| P, P, P 4
X 7& 0 P2 P1 3

Tabela 2.1: Resumo da andlise de estabilidade para Gy. Os numeros na ultima
coluna se referem a quantidade de espécies sobreviventes para cada uma das situagoes
apresentadas, considerando p;(t = 0) # 0, Vi.

coexistem apenas duas espécies (0 e 2, ou 1 e 3), mas nestas situacoes a coexisténcia
se deve unicamente ao fato destas espécies nao interagirem (o = 0). Estes casos,
listados nas primeiras duas linhas da tabela 2.1, nao sao entao relevantes para o
nosso problema. Além disso, quando ¢, = 1/2 ou ¢, = 0, os pontos P; e P, passam
a coincidir com Pj, respectivamente. Quando x > 0 o ponto Pj deixa de ser um
ponto fixo, restando apenas dois pontos de equilibrio relevantes: P; e P,. O ponto
P, é instavel enquanto o ponto Ps é estavel, mas nao assintoticamente estavel.

a=03~v=06

Pi

920 930 940 950 960

t

Figura 2.1: Evolucao das densidades para o sistema Gy, quando o = 0.3 e 7 = 0.6.
As linhas com diferentes cores representam as diversas espécies.

A fim de analisar a evolucao temporal do sistema de equacoes de campo médio
aplicamos o algoritmo de Euler com a condigao inicial p;(t = 0) = 1/4, Vi, para
diferentes valores dos parametros de interacao. A figura 2.1 mostra a evolugao das
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(07

Figura 2.2: Densidades assintéticas médias em fungao de «, para v = 0.6, referentes
a Gg. As diferentes cores representam as diversas espécies. Note que embora as
solugoes de campo médio sejam oscilantes, aqui apresentamos as médias calculadas
sobre um periodo.

densidades para um destes casos. Como as solucoes sao sempre oscilantes, a fim de
comparar com os pontos fixos calculados acima (os quais nao sao assintoticamente
estaveis), efetuamos a média ao longo de um periodo. A figura 2.2 mostra um exem-
plo dessas densidades assintéticas médias para diversos valores de «, mantendo -y
fixo. Como esperado, essas densidades coincidem com os pontos fixos, mas no en-
tanto, é importante destacar que o processo de exting¢ao se torna cada vez mais lento
conforme nos aproximamos de o = 0. Nessa regiao ¢ dificil identificar quais compor-
tamentos sao realmente assintéticos. Assim, a abordagem qualitativa desempenha
um papel importante, estabelecendo que tipo de coexisténcia devemos esperar, e
portanto indicando um limite inferior para o tempo de equilibrio do sistema. A
determinacao das regides de coexisténcia associadas aos parametros a e 7 pode
também ser feita via integragao numérica, em boa concordancia com a tabela 2.1.
Ao analisarmos o grafico das densidades assintéticas médias em funcao de «
(fig. 2.2) vemos que quando o < 7y a espécie 2 é dominada pelas espécies 1 e 3 (p;
e p3 sdo maiores do que py). Esta diferenga entre as densidades de 1 e 0 (ou 3 e 0,
ja que p; = p3) diminui conforme o — 7, até que em a = ~ todas as densidades
nao nulas sao iguais. Para a > 7, entao, a diferenca passa a ser negativa. Esse
comportamento é melhor compreendido quando analisamos o grafo Gy (fig. 1.2) e
graficos da evolucao das densidades, como o da figura 2.1. Quando a < 7, a espécie
3 tem uma probabilidade de invasao maior do que seu predador, a espécie 1. Como
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consequéncia, 3 sofre inicialmente um crescimento populacional®. Esse crescimento
provoca o decréscimo da populacao de 0, e o consequente aumento da populagao de
1 (tanto devido ao tamanho da populagao de 3 quanto a diminui¢do da populagao
predadora, 1). Em funcao disso as espécies 1 e 3 oscilam defasadamente, mas com
uma mesma densidade média, enquanto 0 oscila em torno de um valor menor de
densidade, que depende da diferencga entre o e . Quando essa diferenca é zero, ou
seja, quando o = 7, o sistema recai no Pedra-Papel-Tesoura original, em que nao
ha hierarquia entre as espécies, e portanto as densidades sao iguais. Para o > v
o cenario se inverte, a espécie 0 apresenta inicialmente um crescimento populaci-
onal. Esse crescimento provoca a diminuicao de 1 e aumento de 3, provocando o
descréscimo de 0, e assim sucessivamente. Como, porém, a invasao de 3 sobre 0
ocorre com probabilidade inferior & probabilidade de invasao de 1 sobre 3, essas
duas ultimas oscilam em torno de um valor inferior a densidade média de 1.

2.2 Sistema G

Assim como para G, as equagoes de campo médio que descrevem G tém a forma
da equacao (2.2). A matriz I para este sistema é:

0O v a —v

_ | =7 @
I= a4 0 4 (2.4)
v —a —vy 0

Analogamente a G, G possui trés pontos de equilibrio relevantes,

1 1
Pl = ( 707 ) X )
24+ x 24+x 24+x
1 1
P2 = ( X ) 707 )
24X 24+ x 24x

X X
pP; = < 1 —Z.1-(1 A )
3 Cla( _'_X)Cl 27 ( +X)Cl72 1 =2

11
24x7 1+x
que as densidades devem ser positivas (ou nulas). O ponto Pj existe apenas quando

X = V2, e é um ponto estdvel, mas nio assintoticamente estavel. Portanto, assim
como em G, as densidades oscilam ao redor de P para condicoes iniciais diferentes

onde ¢; é um parametro livre, definido no intervalo | |, devido ao fato de

5J4 que inicialmente as densidades sdo todas iguais.
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desse ponto e nao nulas®. Nos outros dois pontos a estabilidade depende do valor
de y: quando y = v/2 ambos sdo estdveis, mas nao assintoticamente estéveis; para
X < V2 o ponto Py é estavel e o ponto Py é instavel; e finalmente para x > v/2 os
pontos P; e Py invertem suas estabilidades. Um resumo da andlise de estabilidade
deste sistema é apresentado na tabela 2.2.

Estavel Instavel | Coexisténcia
X:\/ﬁaclzﬁ P, P, =P; 3
X:\/iclzﬁ P, P, =P; 3
X:\/ﬁ,ﬁ<01<$ P, P, P; 4
X < V2 P, P, 3
X > V2 P, P, 3

Tabela 2.2: Resumo da andlise de estabilidade para G;. A tultima coluna se refere
a quantidade de espécies sobreviventes para cada uma das situagoes apresentadas,
considerando p;(t = 0) # 0, Vi.

Através do método de integracao de Euler podemos calcular as densidades as-
sintoticas médias em funcao de «, figura 2.4, e os valores coincidem com os pontos
fixos da tabela 2.2. A evolucao das densidades para dois casos é mostrada na fi-
gura 2.3. Assim como para Gy, duas das trés densidades que coexistem em G tém
densidade média dominante para o < ~ e densidade inferior para v < a < yv/2.
Diferentemente de G, porém, em G, a espécie que desaparece depende de x: para
X < V2 a espécie extinta é a 1 enquanto para y > v/2 quem desaparece é a 2. De-
vido a isso, quando a > vy/2 as espécies 1 e 3 passam a oscilar em torno do mesmo
valor de densidade. Mas para essa regiao o comportamento do sistema é andlogo
ao verificado para as espécies 2 e 0 quando a < v (os dois grafos, contendo as trés
espécies sobreviventes, sdo iguais em estrutura). Esta mudanca de comportamento
em x = v/2 se deve & mudanca de estabilidade do sistema nesse ponto (para mais
detalhes ver Apéndice A).

6¢y é dado por:

1 p1 +x/2) <1p2> (x )}
== + + +l5 -
1=7 [Po < Y+l Y+ 1 9 P3 o
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Figura 2.3: Evolucao das densidades para o sistema G, quando v = 0.6, a =
0.3 (gréfico superior) e a = 0.9 (gréfico inferior). As linhas com diferentes cores
representam as diversas espécies.

2.3 Sistema G,

A matriz de interacao neste caso é
0 -y a —v
(2.5)

vy —a —y 0
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.4: Densidades assintéticas médias em fungao de «, para v = 0.6, referentes
a G1 .

Diferentemente dos sistemas Gy e G, este sistema possui apenas dois pontos de
equilibrio relevantes:

Plz(l,o,l,x)
2+x 2+x 2+x

P2:(1,X,1,O).

24+ x 2+x 2+x

A analise da estabilidade destes pontos permite concluir que P; é um ponto instavel,
enquanto P, é estavel, mas nao assintoticamente estavel. Portanto, as solugoes para
as equagoes de campo médio de G devem oscilar em torno de P,. O grafico da
figura 2.5 mostra um destes casos.

Assim como para os sistemas Gy e G, os resultados numéricos para G, refe-
rentes as densidades assintoticas médias em funcao de «, coincidem com os pontos
fixos da tabela 2.3 (ver figura 2.6). Para este sistema, assim como para os sistemas
G (com excecdo dos casos em que y = 0) e G (exceto para Y = v/2), hé apenas
um tipo de coexisténcia: a coexisténcia entre as espécies 0, 1 e 2 (no caso do sistema
Gs).

Analogamente aos outros sistemas, as densidades médias das espécies 0 e 2 sao
iguais e dominam sobre a densidade de 1 quando a < 7. Esta diferenca entre py

(= p2) e p1, porém, diminui quando o — 7, até que em a = 7 o sistema recai
no Pedra-Papel-Tesoura. Para a > v a diferenca entao inverte de sinal. Esse
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Figura 2.5: Evolugao das densidades para o = 0.3 e v = 0.6.

comportamento pode ser entendido ao analisarmos a evolucao das densidades e o
grafo de interagao G5, conforme fizemos para os casos anteriores. Identificamos
entao o mesmo comportamento verificado nos sistemas anteriores.

Estavel | Instéavel | Coexisténcia
P, P, 3

Tabela 2.3: Resumo da andlise de estabilidade para G5. Os numeros na ultima
coluna referem-se a quantidade de espécies que coexistem, considerando p;(t = 0) #
0, V.
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Figura 2.6: Densidades assintéticas médias em fungao de «, para v = 0.6, referentes

a G2.



Capitulo 3

Simulacoes

No capitulo anterior obtivemos resultados para o modelo de quatro espécies quando
a estrutura espacial da populagao nao ¢ importante, ou seja, quando as interagoes
tém a mesma probabilidade de ocorrer independentemente da distancia entre os in-
dividuos. Porém, os efeitos devidos a essas distancias sao relevantes em populagoes
reais onde ha uma forte correlacao espacial entre os elementos de uma populacao.
Para introduzi-los, e poder comparar com os resultados anteriores, simulamos nu-
mericamente o comportamento do sistema em uma rede quadrada de tamanho L x L
em que cada sitio representa um individuo que pode interagir apenas com os seus
quatro vizinhos mais préximos (ver figura 3.1). Além disso, para minimizar os efeitos
de borda, utilizamos condigoes de contorno periédicas, isto é, sitios de extremidades
opostas pertencem a mesma vizinhanca e o sistema tem a forma de um tordide.

Figura 3.1: Fragmento da rede quadrada mostrando um sitio e seus quatro vizinhos
mais proximos com os quais pode interagir.

A fim de garantir a auséncia de correlagao inicial entre as espécies, inicialmente
preenchemos cada sitio da rede de forma aleatéria e independente dos sitios vizi-

18
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nhos. A evolucao temporal do sistema consiste na escolha aleatéria de dois sitios
vizinhos e na comparacao de suas estratégias. De acordo com o grafo de interacao,
a espécie mais fraca, dentre as duas, sera substituida (invadida) pela mais forte com
probabilidade v ou « (ver as matrizes de interagao, I). Um passo de tempo, também
chamado de passo de Monte Carlo, é definido como o tempo necessario para que L?
pares de sitios comparem suas estratégias.

Devido a possibilidade de extingao de uma ou mais espécies durante as si-
mulagoes, o modelo apresenta estados absorventes e nao é ergédico. Logo, é ne-
cessario que as médias sejam realizadas sobre estados iniciais.

A fim de analisar como o comportamento do sistema varia de acordo com os
parametros de interagao, « e v, medimos as densidades médias das estratégias, obser-
vando, em particular, quando ocorrem extingoes. Para cada conjunto de parametros
a e v ha um conjunto de probabilidades de extin¢ao associado, o qual depende
também do valor de L e do tempo, t, de evolucao do sistema. Em outras palavras,
um sistema de tamanho L possui uma probabilidade F, de que nenhuma extincao
tenha ocorrido durante o intervalo de tempo [0 : t], P; de que tenha ocorrido apenas
uma, e assim por diante. A andlise de como as curvas P;(t) variam conforme L
aumenta, para « e y fixos, em principio permite a extrapolagao do comportamento
do sistema para o limite termodinamico, isto é, o limite em que L — oo, como
detalharemos nas proximas secoes.

3.1 Sistema G|

As interacOes entre sitios vizinhos envolvem uma probabilidade de substituicao da
espécie mais fraca (chamada também de invasdo pela espécie mais forte), a qual
depende do grafo de interagao considerado. Para o sistema G, as probabilidades
de invasao sao dadas pela equacao 2.4.

A fim de estudar o comportamento do sistema no limite termodinamico, é ne-
cessario medir as probabilidades de extingao associadas a varios valores de a e 7,
para uma ampla gama de tamanhos L. As amostras utilizadas para as medidas das
densidades médias em funcao de «, por exemplo, devem conter o mesmo ntmero de
estratégias. Portanto, o tempo de evolucao do sistema antes que os dados possam
ser coletados deve ser tal que as probabilidades de extin¢ao associadas sejam nulas
ou iguais a 1. Para a obtencao das densidades médias, assim como do diagrama de
fases, escolhemos inicialmente um valor de L e um tempo de esperal, t.. A partir

I'Note-se que a escolha de t. e L, aqui, ndo precisa ser tao rigorosa, pois serve apenas para que
o comportamento do sistema possa ser esbogado. Conforme serd mencionado mais a frente, os
resultados obtidos com base nessa escolha sao refinados a partir das probabilidades de extingao,
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do numero de espécies coexistentes para diferentes valores de o e 7 construimos
entao um diagrama de fases. Esse diagrama é dividido em duas regioes: a regiao em
que coexistem quatro espécies (regido 4), e a regido em que coexistem trés espécies
(regido 3). Com base nisso, medimos as probabilidades, P;(t), associadas a diferen-
tes valores de L, para ambas as regioes de coexisténcia. Essas medidas revelam que
as curvas Py(t) (probabilidade de que nao haja extingoes) e P;(t) (probabilidade de
que haja apenas uma extingao) sofrem translagoes, conforme aumentamos o valor
de L, tanto para a regiao 3 quanto para a regiao 4. O grafico da figura 3.2 mostra
algumas dessas curvas, para a regiao 3. Escolhendo um ponto nessas curvas, como
por exemplo (7, 0.5), podemos analisar como as translagoes variam com L através
da curva de 7 contra L. Vemos entao que para algumas regioes do diagrama de fases,
as curvas 7T crescem exponencialmente com L, enquanto para outras esse crescimento
é logaritmico (como é o caso das curvas na figura 3.2). A obtencao de novas curvas
Py(t), no entanto, provoca algumas variagdes nas curvas 7(L), como por exemplo
o crescimento mais lento de 7 com L, quando esse crescimento é logaritmico. As-
sim, um critério preliminar na delimitacao das regioes de coexisténcia consiste em
definir a transicao da fase 3 para a 4 como a regiao em que 7 passa a apresentar
crescimento exponencial com L, pois nessa regiao Py(t) certamente serd igual a 1
no liminte em que L — oo. O diagrama de fases obtido através desse critério é
mostrado na figura 3.4.

Para a medida das densidades médias em funcao de «, o tempo de espera, t., foi
escolhido de acordo com o tipo de coexisténcia da regiao: para a regiao 3, t. ¢é tal
que a probabilidade de que haja uma extincao é 1, enquanto para a regiao 4 essa
probabilidade é nula. Os resultados obtidos através deste método sao apresentados
na figura 3.3.

A coexisténcia total, verificada nestes resultados, pode ser explicada ao analisar-
mos duas situagoes extremas: a situacao em que nao ha interacao entre as espécies
0 e 2 e entre as espécies 1 e 3 (v = 0), e a situagdo em que aw = 1. A primeira dessas
situagoes se refere a um sistema intransitivo, enquanto a segunda diz respeito a um
sistema altamente transitivo. Sistemas intransitivos em geral mantém a diversidade
de espécies. Sistemas completamente transitivos, por outro lado, tendem a convergir
para uma Unica espécie. Assim, para valores de o proximos de 0, a transitividade é
suficientemente baixa para que a diversidade de espécies seja mantida. Conforme «
aumenta, porém, o sistema se torna mais e mais transitivo, até que ocorre a primeira
extingao. Apesar disso, mesmo para o = 1, a transitividade do sistema nao é alta o
suficiente para que mais extingoes ocorram.

Pi(t).
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Figura 3.2: Probabilidade de ndo ocorrer nenhuma exting¢ao, Py(t), em fungao do
tempo para diversos tamanhos do sistema, quando a = 0.28 e v = 0.4. Para cada
L, um tempo caracterisitico 7 pode ser definido, por exemplo, por Py(7) = 0.5. No
detalhe mostramos o comportamento logaritmico de 7 em funcao do tamanho L
da rede obtido desta forma. As curvas de probabilidade foram obtidas a partir de
aproximadamente 1000 amostras para cada valor de L.

3.2 Sistema Gy

A fim de obter o diagrama de fases e as densidades médias em fungao de «, anali-
samos o comportamento das curvas de probabilidade, P;(t), para valores de a e 7y
escolhidos com base em um diagrama de fases preliminar. Esse diagrama foi obtido
a partir da escolha nao rigorosa de L e t., conforme mencionado na se¢ao anterior.
Os resultados preliminares revelaram duas fases para G: a fase 1, em que o sistema
contém apenas uma espécie, e a fase 3, em que trés espécies coexistem. Diferente-
mente das curvas P;(t) em Gy, muitas das curvas de probabilidade do sistema G4
sofrem nao apenas translagoes, mas também mudancas de comportamento, como se
pode ve na figura 3.5, em que surgem platos. Ainda assim, duas regioes se destacam
no diagrama de fases, as regides em que as distancias entre as curvas P3(t) crescem
quando L aumenta, e as regioes em que essas distancias diminuem. Para as regioes
em que as distancias aumentam, a probabilidade de que trés espécies sejam extintas,
P4(t), tende a zero quando L — oo. Para as demais regides, os comportamentos das
curvas de probabilidade nao sao claros a ponto de ser possivel extrapolar o limite
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Figura 3.3: Densidades médias em funcao de «, para v = 0.6. As linhas se referem
aos resultados de campo médio e os simbolos aos resultados para as simulagoes de
rede.

termodinamico. Apesar disso, as diferencas nos comportamentos das curvas de pro-
babilidade para diferentes valores dos parametros de interagao, servem de critério
preliminar na delimitacao das diferentes fases. Embora esse critério nao nos permita
saber a localizacao exata das interfaces, ele garante a existéncia de regimes diferen-
tes. O diagrama de fases obtido com base nesse critério é apresentado na figura 3.7.
A partir do mesmo critério, medimos as densidades médias em funcao de «, de
modo analogo ao mencionado na secao anterior. Esses resultados sao mostrados no
figura 3.6

As duas fases presentes nesse sistema podem ser explicadas através de uma abor-
dagem andloga a utilizada na segao anterior. Analisemos o caso extremo em que
a = 0. Nessa situacao, as espécies 0 e 2 e as espécies 1 e 3 formam aliancas. Como 2
possui duas presas e nenhum predador, leva vantagem sobre as demais. Assim, 1 e
3 acabam por ser extintas por 2, restando apenas as espécies 0 e 2. Para valores de
a proximos de zero, as aliangas permanecem. Devido ao fato de que « # 0, porém,
depois da extincao de 1 e 3, 2 acaba também por desaparecer devido as invasoes da
espécie 0. Conforme a aumenta, no entanto, a estrutura do sistema G, se torna se-
melhante a G (ver grafos na figura 1.2), havendo apenas uma extingao. A extingao
de trés das quatro espécies também ocorre quando 0 < v < «, pois neste caso,
as interagoes cruzadas provocam a extingao das espécies 2 e 3, e posteriormente a
extingao de 1, pela espécie 0 (pois v > 0).
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Figura 3.4: Diagrama de fases do sistema G, obtido a partir da simulacao. Os
numeros na parte interna do diagrama indicam quantas espécies coexistem em cada
regiao.

3.3 Sistema G5

A obtencao tanto do diagrama de fases, quanto das densidades médias em funcao
de «, é feita de forma andloga as secoes anteriores. O diagrama de fases para Gs
(ver figura 3.9) é bastante similar ao diagrama de fases para G;. Em particular,
0s mecanismos responsaveis pela homogeneidade nas regioes em que a ~ 0, por
exemplo, s@o em esséncia os mesmos. Para G5, quando o = 0, as espécies 0 e 2
e as espécies 1 e 3 formam aliancas. Como a espécie 2 é a mais forte, por possuir
duas presas e nenhum predador, provoca a extingao de 1 e 3. Para valores de «
préximos de zero, as aliangas permanecem. Mas, neste caso, 2 é presa de 0, sendo
extinta depois que as espécies 1 e 3 desaparecem. A partir de um certo valor de a,
dependente contudo do tamanho do sistema e de v, as interagoes diagonais do grafo
G enfraquecem as aliancas. Nesse caso, o valor de v em relagao a « ird determinar
o comportamento assintético do sistema: 1) quando v = 0 (mas # 0), as espécies 2
e 3 sofrem invasoes com uma probabilidade bem maior do que a probabilidade com
que elas invadem (« > ), sendo as primeiras a desaparecer, seguidas da espécie 1
(de acordo com o grafo G2); 2) conforme aumentamos o valor de v, porém, o sistema
torna-se andlogo a Gy, havendo apenas uma extingao.



CAPITULO 3. SIMULACOES 24

1F R o LI
08 |
_ 0.6 E
ol
0.4 R
Gy
L=50 m
0.2 r L=300 @ |1
L=600 4
L=800 v
0 p-o-at-d ‘ ‘ L=1000
100 1000 10000 100000
t

Figura 3.5: Probabilidade de ocorréncia da primeira extin¢ao em funcao do tempo,
para G; com a = 0.05 e v = 0.6. As diferentes cores estao associadas a diferentes
tamanhos da rede.
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Figura 3.6: Densidades médias em funcao de «, para G, quando v = 0.6. As
linhas se referem aos resultados de campo médio e os simbolos aos resultados para
as simulagoes de rede
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Figura 3.7: Diagrama de fases do sistema G, para a simulagao de rede. Os niimeros
na parte interna do diagrama indicam quantas espécies coexistem em cada regiao.

Figura 3.8: Densidades médias em funcao de «, para v = 0.6 e sistema G5. As
linhas se referem aos resultados de campo médio e os simbolos aos resultados para
as simulagoes de rede.
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Figura 3.9: Diagrama de fases do sistema G5, para a simulagao de rede. Os ntimeros
na parte interna do diagrama indicam quantas espécies coexistem em cada regiao.



Capitulo 4

Conclusoes

No capitulo 2 estudamos os comportamentos dos sistemas Gy, G e G através de
uma aproximacao de campo médio, em que as correlagoes espaciais sao desconside-
radas. A fim de entender, porém, como as distancias entre os individuos influen-
ciam esses comportamentos, simulamos cada um destes sistemas em uma rede de
interagoes, conforme descrito no capitulo 3. Para redes de tamanho finito, no en-
tando, as diferencas de comportamento observadas podem estar associadas também
ao tamanho da rede, e nao apenas as correlacoes espaciais. Assim, a andlise do
sistema no limite termodinamico é interessante por permitir-nos observar o com-
portamento puro do modelo. Apesar disso, é conveniente entender a influéncia do
nimero de individuos sobre o sistema, pois populacoes biolégicas tém um niimero
finito de individuos. Nesse sentido, a medida das probabilidades de extincao, as-
sociadas a L e t (ver capitulo 3), é bastante 1til por permitir-nos observar tanto o
limite termodinamico, para boa parte valores de a e 7!, como também a prépria
influéncia do nimero de individuos no comportamento do sistema.

A comparacao entre as abordagens de campo médio e de simulacoes de rede pode
entao ser feita considerando-se o limite em que L — oo. Vemos, assim, que para
muitos valores dos parametros, as correlagoes espaciais nao tém grande influéncia
sobre o comportamento assintético do sistema (ver figuras 3.33.63.8). Para valores
pequenos de «, no entanto, o sistema G| apresenta comportamentos nao previstos
pelo campo médio. Nesses casos, as correlagoes espaciais garantem a coexisténcia
entre as quatro espécies, por permitirem o surgimento de aliangas. Para os siste-
mas Ge G5, no entanto, as analises da variacao das probabilidades de extincao em
funcao de L, discutidas no capitulo 3, nao foram suficientes para que pudéssemos ex-
trapolar o comportamento do sistema no limite termodinamico. Assim, as diferencas
nos resultados do campo médio e das simulacoes também estao associadas a efeitos

LCom excecdo dos valores de « e  préximos das regides de transicio de fase.

27
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de tamanho finito. Vemos, por exemplo, que o aumento do nimero de individuos,
em G e G2, ocasiona o decréscimo da regiao 1, nos respectivos diagramas de fases.
Esse efeito se deve ao fato de que para valores baixos de «;, as densidades das espécies
1 e 3 (em Gy e Gy, respectivamente) sao proximas de zero. Assim, quanto menor a
rede, maior a probabilidade de que essas espécies sejam extintas. Analogamente, as
probabilidades de extingao, para G, decrescem conforme aumentamos o valor de
L, sendo a coexisténcia favorecida por esse aumento.

De modo geral, concluimos que a coexisténcia é possivel em sistemas transitivos,
embora ela seja influencida pelo tamanho da populacao. Além disso, o campo médio
descreve bem o sistema para a maior parte dos casos, de modo que, para os modelos
simples estudados neste trabalho, as correlagoes espaciais nao tém grande influéncia
sobre os comportamentos observados.



Apeéendice A

Analise das Estabilidades dos
Pontos Fixos

Para as analises das estabilidades dos pontos fixos de um sistema, é necessario
calcular, nesses pontos, a matriz Jacobiana correspondente. Conforme mencionado
no capitulo 2, as equacoes de campo médio para os sistemas Go, G; e G5 podem
ser escritas na forma matricial:

3
Opi _ E Lipip;
a ijPiPyj-
J=0
A fim de deixar a notacao menos carregada, podemos reescrever esta equagao:

H;(po, p1, p2, p3.t) = pifi, (A1)

onde H; = dp; /0t e f; = Z?:o I;jpj. A matriz jacobiana associada é a seguinte:

OHy/0py -+~ OHy/Ops
A= : :
OH3/0py --- OHs/0ps

(P5:PT:P5:P3)

A partir dessa matriz, podemos obter a equacao caracteristica do sistema, cujas
solugoes (os autovalores) indicam a estabilidade do ponto fixo, (p, pi, 5, p3). Nas
proximas secoes, utilizamos essas ferramentas para as andlises de estabilidade dos
pontos fixos de Gy, G1 e Gs.

29



APENDICE A. ANALISE DAS ESTABILIDADES DOS PONTOS FIXOS 30

Al

O sistema G possui trés pontos fixos relevantes, conforme mencionado no capitulo
2:

Sistema G

1 1
Pl - < s Uy ) X )
24+x 24+ x 2+x
1 1
P2 < X ) 707 )
24+ x 24+ x 24y
1 1
P3 = <007§_Cmco;§_co) 707
Xi

Podemos entao calcular as matrizes jacobianas, A, As e As, associadas a Py, Py e
Pj, respectivamente:

0 oy apy —pp ]
Al = ’ * fl * ! O*
—apy —py 0 VP>
i Y3  —Qapy —Yp3 0 ] p*:<ﬁvovﬁvﬁ)
0 ey apy = |
A, — | Ty 0 e e
? 0 0 ~f2 0
vp3  —apy —ypz 0 o= (2 0,51 )
0 oy apy —0%
A~ | i Oy ap
3 — * * *
—apy —ypy 0y,
V05 —epy =P 0 e 05 cnco05-co)

A,

A2 . )\1:0,)\2:—’)/<

A =0; )\2:7<

As

X2

2+

Cada uma dessas matrizes possui 4 autovalores distintos, dados a seguir:

) ; )\3,4
X

2
X X .
D34 = — | 7.
2+x) A 7<2+><)

A2 = 2y (1 = ¢,)i; A3q = £yxcot.

Assim, P, e Pj sao estdveis, pois nenhum de seus autovalores possui parte real
ositiva, enquanto P; é instdvel, j4 que um de seus autovalores ¢é real e positivo.
) Y
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A.2 Sistema G,

Analogamente a Gy, G possui trés pontos fixos relevantes (quando a > 0):

1 1
Pl = 707 ) X
24 x 24+x 24x

1 1
P2 = ( X ) 707 )
24+ x 24+x 2+4+x

X X
P, — ( (1 ~X1-q X _ ) .
3 e, (T+ x)a 5 (1+x)c 5 C1 V3

As matrizes associadas,

0 6  apy =0
Al = X * fl* 0 0 *
—ap;  YpPs 0 VPs

s —apy = 0 J g a0y

0 o apy =M
_ | =i 0 =t apy
Az = 0 0 f 0

Vs mapy =y 0 gy

24x72+x777 2+x

0 ’YPS Osz —%05

Ao | 7wl 0 =l o
3= * * . ’
Yp3  —Qps —YpPs3 0 pr=(e1,(1+x)e1 = §,1-(14x))

possuem, cada uma, quatro autovalores distintos:

2
X 2 X .
A 0 AN =0; \a= — | A3y = ——— ).
1 1 ;A2 7(2 X)7 3,4 (2 X)Z

2 —x° X -
As ¢ A =0 Ay =— gy = —— ]i.
2 1 ;A2 7(2+X)’ 3,4 <2+X ?

Az Mo =Facq [(1 +Xx) (% — 01)] i; Aga = act [1 — (14 x)ci]i.

31

Diferentemente de Gy, em G; as estabilidade dos pontos P, e P, dependem do
valor de x: para y < V2, P, é um ponto estdvel, enquanto P, é instével; para



APENDICE A. ANALISE DAS ESTABILIDADES DOS PONTOS FIXOS 32

X > V/2 essa situacao inverte. Quando y = v/2 todos os pontos sao estaveis, mas
nao assintoticamente estaveis. Portanto, o estado final do sistema dependera das
condicoes iniciais. Para um estado inicial em que todas as espécies estao presentes,
as solugoes das equagoes de campo médio oscilam (ou coincidem exatamente, caso
as condigoes iniciais correspondam a Pj) em redor do ponto Pj.

A.3 Sistema G,

A partir dos dois pontos fixos relevantes, de G,

1 1
Pl = ( 707 ; X )
24 x 2+x 24x
1 1
P2 = ( ) X ) 70)
24X 24+ x 2+ x

podemos calcular as matrizes jacobianas associadas:

0 =y apy =P
0 fi 0 0

*

—ap; VP 0 s
s —apy =y O J g a0y

A1:

0 =0 apy  —70%

A i 0 =yl apg
2 * * *

—apy ;0 yp;
0 0 0 f3 L

- o=z m s 0)

Analogamente aos autovalores de A; e As, em Gy, um dos autovalores da matriz
Ai, em Gy, tem parte real positiva, enquanto para A, todos os autovalores tem
parte real nula ou negativa:

X2 X
A 0 =0 = A3y =y =—— 1.
1 1 2 7<2+X) 3,4 7<2+X)Z

X X
Ay @ M =0; y=— P A3y =y =—— 1.
2 1 2 7<2+X) 3,4 7<2+X)Z

Portanto, P, é um ponto estavel, enquanto P; é instavel.
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