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“SOMENTE O GRAU DE SUCESSO
SEPARA A LOUCURA DA GENIALIDADE.”

—Gidar Fabari



Resumo

Apesar de ser um liquido comum na natureza, muitas dividas ainda pairam sobre
vérias caracteristicas da dgua. A existéncia de uma relagdo comum entre o tipo de potencial
intermolecular, criticalidade e as vérias formas de anomalia existentes nessa substancia
ainda é uma questdo em aberto, apesar da intensa pesquisa que tém-se feito ao longo dos
anos sobre esse assunto .

Nesta dissertacao, propomos a hipétese de que a anomalia na densidade esta correlaci-
onada & presenca de multicriticalidade e que ambos os fenémenos surgem de um potencial
de duas escalas. Para dar suporte a esta hipotese, além de trabalhos anteriores, usamos e
estudamos um gés de rede com interagdes que competem (primeiros vizinhos V; atrativos
e segundos vizinhos V5 repulsivos). Construimos para este sistema um diagrama de fases
u vs. T usando dois métodos: aproximacao de campo médio e simulagbes. Encontramos
na aproximacao de campo médio duas linhas criticas, uma das quais encontra a linha de
1% ordem separando duas fases liquidas, e um ponto tricritico, dado que V5/V; < —0.5.
Se V,/Vi > —0.5, a transicao liquido-liquido desaparece, dando lugar a apenas duas fases,
uma liquido e uma gés, separadas por uma linha de coexisténcia terminada em um ponto
critico. Com a aproximagao de campo médio ndo encontramos anomalia na densidade.

Os resultados obtidos com as simulagoes alteram qualitativamente o diagrama de fases.
Tanto as linhas criticas quanto os pontos tricriticos tem suas posi¢bes modificadas com re-
lacdo ao campo médio. Neste caso encontramos um comportamento anémalo na densidade
se Vo/V1 < —0.5.

Concluimos que o potencial de duas escalas competitivas é um ingrediente necessério
ao aparecimento de anomalia na densidade e coexisténcia entre duas fases liquidas. Ainda,
mostramos que essa anomalia pode estar associada nao apenas a dois pontos criticos, como

se espera para a agua, mas a uma multicriticalidade em geral, tal como linhas criticas.



Abstract

Although water is unibiquos in nature, it’s characteristics are not well understood.
The existence of a common relation between the shape of the intermolecular potential, the
existence of multicriticality and the anomalies in this substance is still an open question.

In this work, we propose the hypothesis that the density anomaly is correlated with
multicriticality and that both phenomena can be described by a two scale potential. To
give support to our hypothesis, besides a set of complexes models developed by other
authors, we used and study a lattice gas model with competing interactions ( nearest
neighbors attraction V; and next nearest neighbors repulsion V5). We build up a p vs. T
phase diagram based on two methods: mean field approximation and simulations. In the
mean field approximation, we find two critical lines. One of them meets a liquid-liquid
first order phase transition at a tricritical point, given Vo/V; < —0.5. If Vo/V; > —0.5 the
liquid-liquid transition disappears. In this case, instead of having a diluted liquid phase
between the liquid and the gas phases, there is a liquid-gas coexistence line that terminates
at a critical point. In the mean field approximation no density anomaly is found.

The simulations modify the phase diagram qualitatively. Both the critical lines and the
tricritical points have their positions changed when compared with the mean field results.
In this case, we find density anomaly if V5/V; < —0.5.

We conclude that a two scale potential is an important ingredient to the development
of the density anomaly and to the appearance of a coexistence between two liquid phases.
We also show that the presence of the density anomaly is not only associated with two

critical points, as expect for water, but to multicriticality in general, such as critical lines.
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Capitulo 1

Introducao

“A melhor previsao € aquela que se faz
sabendo de antemdao o que vai acontecer.”

—Imperatriz Llawan

Poucas substancias no mundo sao tao importantes para a vida quanto a
agua e, por isso mesmo, muitos cientistas se dedicam a estudé-la. Contudo, grande
parte das suas propriedades nao sao bem entendidas dando abertura ao surgimento
de uma infinidade de modelos na tentativa de responder a muitas das questoes em
aberto acerca dessa substancia [9, 10, 11, 12, 19, 20].

A molécula de agua possui dois dtomos de hidrogénio ligados em um de oxigénio
(ver figura 1.1) através de uma ligacdo covalente. Para uma molécula isolada, a
distancia entre o atomo de oxigénio e os hidrogénios ¢ de 0.9584A formando um an-
gulo de 104.45° entre as ligagoes covalentes [7]. Sao conhecidos atualmente quarenta
tipos de comportamentos andémalos da agua [7], sendo a vida possivel justamente
por causa deles. Umas dessas anomalias, a da densidade, é bastante presente no
nosso dia-a-dia. Quem nunca encontrou estourada uma garrafa de agua, suco ou
cerveja colocada no congelador apoés ter seu liquido solidificado? Isso acontece pois

a dgua, diferentemente dos outros fluidos, diminui sua densidade e, consequentemen-



te, aumenta o seu volume quando resfriada a temperaturas abaixo de 4°C'. Nesta
temperatura se encontra seu maximo na densidade. Dessa forma, sendo o gelo me-
nos denso do que a agua, ele flutua sobre esta, o que nao permite que se congele
as partes mais profundas dos rios, lagos e mares, possibilitando a vida aquatica
em regioes muito frias. Outro fendémeno igualmente interessante é a anomalia na
difusdo. A baixas temperaturas e sob tensio de estiramento, a 4gua apresenta um
coeficiente de difusdao que aumenta com o aumento da densidade. Isto permite o
fluxo de liquidos ao longo de canais das plantas.

Outras anomalias bastante estudadas sao as da compressibilidade a temperatura
fixa, Kr, e o calor especifico a pressdo constante, cp. A medida que diminuimos
a temperatura a maioria doa fluidos tende a diminuir o seu volume, ficando mais
compactos, fazendo com que seja mais dificil comprimi-los. Uma excecao é a dgua
onde a partir de 45.6°C' a compressibilidade aumenta quando se diminui a tempe-
ratura. Neste sentido, é mais facil nadar em 4gua abaixo de 45.6°C'. Obviamente
este fato esta ligado a sua anomalia na densidade (volume), mas este ndo é o inico
fator, pois, se fosse, o minimo da compressibilidade seria a 4°C’ e nao em 46.5°C". A
compressibilidade na verdade é a medida da flutuacao da densidade do sistema e é
tanto maior quanto mais flutuar o volume, o que ocorre a temperaturas mais altas
do que o maximo da densidade. O calor especifico, por sua vez, mede a flutuacao
da energia do sistema, que esta ligada a flutuacdo da entropia. Ao contrario do que
ocorre com outros liquidos, ao diminuirmos a temperatura, o calor especifico da dgua
aumenta a partir de 7" = 36°C, onde possui um minimo. Isso pode ser explicado
pela fato de que quando se diminui a temperatura da agua, blocos de moléculas
passam a formar pontes de hidrogénio, agregando-se em estruturas mais abertas e
organizadas, havendo uma mistura de dois tipos de aglomerados nessas condigoes,
uns mais densos e outros menos densos, gerando uma entropia adicional de mistura.
Como o sistema passa de uma a outra forma, este aumento na flutuacao da energia

aumenta o calor especifico. Diminuindo ainda mais a temperatura, ao passar pelos
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Figura 1.1: Molécula de agua
A bola escura representa o oxigénio e as mais claras, dtomos
de hidrogénio.

4°C'; o calor especifico experimenta um aumento muito grande do seu valor. Isso

pode ser entendido pela sua expressao, que é

e (2 -

onde H é a entalpia de formagao das moléculas de 4gua, dada por
H=U+ PV, (1.2)

e T a temperatura. U refere-se & energia interna do sistema, P a pressao externa
e V seu volume. Das egs. (1.1) e (1.2) vemos que cp sofre influéncia direta do
comportamento anémalo da densidade (logo, do volume) abaixo de 4°C' explicando
o grande aumento do seu valor abaixo dessa temperatura.

Grande parte das anomalias da agua, inclusive a da densidade, é creditada a sua
estrutura, que estd intimamente relacionada com a formacao ou nao de pontes de
hidrogénio. Uma ponte de hidrogénio ¢ formada quando um atomo de hidrogénio
se dispoOe entre dois atomos de oxigénio como mostrado na figura (1.2). Assim, ao

invés de apenas um atomo de oxigénio atrai-lo, dois o fazem, de tal forma que pode
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Figura 1.2: Pontes de hidrogénio - angulos e distancias
A distdncia entre um hidrogénio e um ozigénio tendo formado
um ponte entre eles é de 1.884, enquanto que a distancia entre
0s ozigénios envolvidos € de 2.82A.

Figura 1.3: Pontes de hidrogénio - dngulos e distancias no es-
paco

Aqui vemos uma configuracdo tetraédrica das moléculas de dgua
no espago com as pontes de hidrogénio.
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Figura 1.4: Octameros biciclicos
Grupos de quatro moléculas de dgua podem juntar-se para for-
mar octdmeros biciclicos. As linhas entre os oxigénios e hidro-
génios sao as pontes de hidrogénio que, dependendo da quan-
tidade e disposicdo destas, induzem a formacdo de estruturas
mais ou menos densas.

ser considerado como uma ponte entre eles. Uma ponte de hidrogénio possui 90%
da sua forca de natureza ionica e o resto, covalente. E necessirio que se entenda
que as pontes de hidrogénio nao sao formadoras de moléculas de 4gua, e sim uma
energia de ligacao a mais. A energia que une dois atomos de hidrogénio e um de
oxigénio para formar a molécula de dgua é algo em torno de 492 K'.J/mol, com um
acréscimo de 23.3 K J/mol quando se forma uma ponte de hidrogénio, contra apenas
5.5 KJ/mol das for¢as de Van der Waals, que é um acréscimo de energia de ligacao
apenas covalente, devido a influéncia das outras moléculas.

Devido as pontes de hidrogénio, pequenos grupos de quatro moléculas de agua,
os tetrameros, podem juntar-se para formar octameros biciclicos , como mostrado
na figura (1.4). As pontes de hidrogénio sdo como ilustrado nas figs. (1.2) e (1.3),
direcionais, e podem formar arranjos especificos entre as moléculas. Neste sentido,

duas disposicoes sao possiveis para os octameros de acordo com a distancia entre os
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u(r)

Figura 1.5: Potencial entre os tetrameros
A energia em a é devido as interagoes sem pontes de hidrogénio
e o minimo mais profundo, em b, € advindo das interacoes
com pontes de hidrogénio. A dgua possui, assim, um estado
meta-estdvel de alta densidade em a.

tetrameros. Podemos modelar este sistema de dois tetrameros como um potencial
de duas escalas mostrado na figura (1.5), onde r é a distancia entre eles. O minimo
local, em a, é devido a interacoes sem as pontes de hidrogénio. Estas configuracoes
possuem densidade maior do que o estado com energia em b, pois r; < ry e, con-
sequentemente, p; > po. Em b, estao contabilizadas as contribuig¢oes das pontes de
hidrogénio. O sistema com energia no minimo local a apresenta-se em um estado
metaestavel de alta densidade, podendo passar para o minimo absoluto, de baixa
densidade, desde que se ceda energia para ele. Vemos isso acontecer quando encon-
tramos a adgua no estado liquido abaixo de 0°C' que rapidamente se solidifica quando
sacudimos o recipiente onde ela se encontra, cedendo a energia suficiente a transicao

para o estado de gelo, menos denso.
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Pentamero ciclico Octamero biciclico

Decamero triciclico

Figura 1.6: Estruturas formadas pelas moléculas de agua
0s aglomerados de moléculas com estruturas icosaédricas po-
dem ser formados por pentdmeros ciclicos, octdmeros biciclicos
e, ainda, decdmeros triciclicos.

Esses octameros biciclicos ainda podem formar grupos mais complexos que geram
uma estrutura icosaédrica capaz de interligar-se com outras através do espago.
Esses agrupamentos icosaédricos podem ser formados também por uma mistura de
pentameros ciclicos e decameros triciclicos, mostrados na figura (1.6). Esses
grandes aglomerados podem dinamicamente formar estruturas abertas que tanto
podem ser condensadas como de baixa densidade, mostradas na figura (1.7). Notem
que a formacao de estruturas abertas e compactas estd associada & competicao entre
as duas escalas do potencial ilustrado na fig. (1.5) .

Apesar da simplicidade e do pequeno tamanho da molécula de 4gua, seu diagrama
de fases é bastante complexo como podemos ver na figura (1.8). O ponto marcado
com um 'x’ refere-se a temperatura e pressao ambientes tipicos, estando aqui a agua
na sua forma liquida, podendo transicionar para solido (gelo) se sua temperatura
for baixada a menos de 273 K e gas (vapor) se aumentada além dos 373 K. As
linhas indicam coexisténcia de fases, havendo uma transi¢ao abrupta se for variada a
pressao ou temperatura. Esse tipo de transi¢ao é de 12 ordem, onde o sistema utiliza

a energia recebida ou perdida durante a transi¢do para mudar a sua configuragao,
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Estrutura de baixa densidade Estrutura condensada

Figura 1.7: Agrupamentos icosaédricos
Ao formar essas estruturas, dependendo da disposicdo e quan-
tidade de pontes de hidrogénio, os aglomerados icosaédricos po-
dem ser de alta ou baixa densidade.
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ao invés de variar a temperatura. Essa quantidade de energia é chamada de calor
latente de transicao.

Os pontos onde trés linhas se juntam é chamado ponto triplo e vemos que a
agua possui alguns deles. As fases marcadas com algarismos romanos, de I & XI,
referem-se a estruturas diferentes da fase gelo, chamadas de gelo-I, gelo-II e assim
por diante. Na fase sélida temos ainda o gelo cubico (Ic, do inglés, cubic ice) e
gelo hexagonal (Ih, hezagonal ice, também do inglés), com o gelo cubico sendo
metaestavel com respeito ao hexagonal. A existéncia de diversas configuracoes de
gelo ilustra a competicao entre interacoes que formam e que nao formam pontes.

No diagrama de fases da dgua encontramos ainda um ponto critico no final da
linha de coexisténcia entre as fases liquido e vapor. Acredita-se que haja outro,
mostrado na figura (1.8) como um ponto preto na fase solido, que separa duas fases
liquidas super-resfriadas, de alta e baixa densidades, metaestaveis. O que levou
a acreditar-se que exista um segundo ponto critico para a dgua é o fato de haver
naquela regiao anomalias como, por exemplo, a da compressibilidade e do calor
especifico. E sabido que, no ponto critico, tanto a compressibilidade como o calor
especifico devem divergir. Ao nos aproximarmos de um ponto critico, ou de uma
regiao critica, ao longo da continuacao analitica da linha de coexisténcia, as funcoes
resposta crescem. Assim, é natural associar-se a existéncia de anomalias em cp e K
a presenga de criticalidade [22]. Um ponto critico é onde as caracteristicas de duas
fases se tornam indistinguiveis, havendo uma transicao continua com a variagao da
pressao ou temperatura. Esse tipo de transicao é chamada de transicao de 2¢ ordem
e, diferentemente da de 1% ordem, nao ha calor latente envolvido.

A discussao a respeito da ligacao entre criticalidade, anomalia na densidade e
a forma de potencial intermolecular ainda estd bastante confusa na literatura. A
presenca de dois pontos criticos em um sistema simples implica na existéncia de
anomalia na densidade? Anomalia na densidade implica em criticalidade? Todo po-

tencial de duas escalas apresenta anomalia na densidade? Estas e outras questoes,
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Sélido |/

Pressao (Pa)

0O 100 200 300 400 500 600 700 80O
Temperatura (K)

Figura 1.8: Diagrama de fases da 4dgua

As linhas indicam coexisténcia entre fases com uma transi¢cao
abrupta quando se varia a pressao ou temperatura, sendo que
a linha entre as fases de liquido e vapor termina em um pon-
to critico. Acredita-se que haja um sequndo ponto critico para
a dgua na regiao de solido, denotado por um ponto preto, por
causa da existéncia de anomalia na densidade naquela regido.
O x indica a temperatura e pressao ambientes e 0s algarismos
romanos indicam as diferentes conformacoes de gelo. Final-
mente, Ic indica gelo cibico, meta-estavel com relacao ao Ih,
gelo hexagonal.
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embora tenham sido amplamente exploradas, ainda continuam sem resposta. Stell
[23] propés um modelo de potencial continuo de duas escalas sem parte atrativa.
Este modelo, resolvido exatamente em uma dimensao nao apresenta os dois pontos
criticos, mas sim anomalia na densidade. Inspirados no trabalho de Stell, Jagla
[19] e Cho [20] propuseram combinagdes diversas de potenciais continuos de duas
escalas, mas com uma parte atrativa, que, dentro de certas condicoes de balanco
entre a partes atrativa e repulsiva do potencial apresentam dois pontos e anomalia
na densidade. Ainda no espirito dos modelos continuos, mas usando um potencial
em forma de duplo poco, G. Franzese et al. [9] propuseram um modelo continuo com
duas escalas no potencial. Encontraram transicoes liquido-liquido com dois pontos
criticos, mas nao obtiveram anomalia na densidade. S. S. Borick, P. G. Debenedetti
e S. Sastry [10] usaram um modelo de rede tridimensional bastante complexo onde
as pontes de hidrogénio surgem como ligagoes direcionais cujo potencial apresenta
duas escalas e encontraram anomalia na densidade, mas nao obtiveram o segundo
ponto critico. Esta questao tem sido discutida através do uso de modelos na rede.
Um modelo de um gas de rede muito simples, proposto por S. Sastry, F. Sciortino e
H. E. Stanley [12] apresenta duas escalas. As pontes de hidrogénio sdo representadas
por variaveis de Potts nas ligacoes entre os vizinhos. Cada vez que dois vizinhos
apresentam a sua variavel de Potts no mesmo estado, forma-se uma ponte de hi-
drogénio e o modelo impoe um aumento no volume. Este modelo, na aproximacgao
de campo médio, apresenta uma anomalia na densidade mas s6 um ponto critico.
A auséncia de um segundo ponto critico esta relacionada ao fato deste modelo nao
apresentar correlacao entre as ligagoes. Procurando remediar este defeito do modelo
de Sastry et al., G. Franzese e H. E. Stanley [11] elaboraram um modelo onde as
variaveis de Potts relacionadas as pontes tém correlacao. Esse modelo tem anomalia
na densidade e dois pontos criticos. No entanto, a maneira como surge essa anoma-
lia, através da introducao de uma dilatagao cada vez que uma ponte de hidrogénio

se forma, é artificial e nao elucida a relacao entre a forma do potencial e a presenca
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de anomalia.

Os modelos aqui enumerados nao esgota a lista de propostas para o tema. No
entanto, nenhuma delas chegou a ser conclusiva no que se refere a relacao entre
criticalidade, anomalia e forma do potencial intermolecular.

Analisando os trabalhos desses e de diversos pesquisadores, propusemos as se-
guintes perguntas: 1) Qual o minimo necessario para que haja anomalia na densi-
dade? 2) Havendo anomalia na densidade, quais efeitos aparecem por conta disso?
Suspeitamos que a anomalia na densidade é devido basicamente & influéncia de um
potencial com duas escalas competitivas.

Com o objetivo de esclarecer esse tema, recentemente Netz et al.! mostraram que
sistemas interagindo através de um potencial com duas escalas apresentam anomalias
dindmicas. Embora neste caso as anomalias estejam presentes na regiao metaestivel
do diagrama de fases para a maioria dos paradmetros, o modelo de duplo pogo de
Netz' e Cho [20] e 0 modelo de ombro de Jagla [19] mostraram que a existéncia de
duas escalas ¢ um ingrediente importante para o surgimento de anomalias. De forma
similar, V. Henriques et al.? introduziram um modelo de rede triangular com até
quatro ligagoes que se assemelham a pontes de hidrogénio. Neste modelo as duas
escalas igualmente se encontram presentes e a anomalia na densidade aparece.

Com o objetivo de testar a hipotese de que ha uma associacao direta entre duas
escalas e anomalia em um modelo ainda mais simples e amplamente estudado na
literatura para anélise do comportamento de microemulsées e micelas [13, 14|, neste
trabalho iremos investigar o diagrama de fases de um gas de rede com interacoes que
competem: atrativa nos primeiros vizinhos e repulsiva nos segundos. Analisamos
esse problema de duas maneiras diferentes. No capitulo 2, usando uma aproximacao

de campo médio, encontramos o diagrama de fases. Analises do estado fundamental

INETZ, P. A.; RAYMUNDYI, J. F.; CAMERA, A. S.; BARBOSA, M. C. Dynamic anomalies of
fluids with isotropic double - ranged potencial. Physica A. (Aceito), 2004.

2HENRIQUES, V. B.; GUISONL, N.; THIELO, M. ; BARBOSA, M. C. Thermodynamics of a
statistical model for associating fluid. Phys. Rev. E. (Submetido).
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sao igualmente apresentadas neste capitulo. No capitulo 3 realizamos simulagoes
Monte Carlo para este sistema através das quais obtemos o diagrama de fases. Um
resumo do trabalho com os resultados e conclusoes encerram esta dissertacao no

capitulo 4.
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Capitulo 2

O Modelo e a Aproximacao de
Campo Meédio

2.1 O modelo

O potencial que representa a interagao entre moléculas simples em um fluido
usualmente apresenta um termo de exclusao para r < @ e uma interacao atrati-
va. Este tipo de potencial possibilita que o sistema apresente uma fase sélida, uma
liquida e gas. Sistemas mais complexos tais como, por exemplo, misturas entre dife-
rentes tipos de particulas, podem ser representados por potenciais como o ilustrado
na figura (2.1) com interacoes atrativas de curto alcance e repulsiva de médio alcan-
ce. Neste capitulo iremos estudar uma solucao de campo médio para sistemas que

apresentam este tipo de interagao.

2.1.1 O Hamiltoniano

Consideremos uma rede bidimensional quadrada, ilustrada esquematicamente na

figura (2.2), com N = L? sitios que podem estar ocupados por uma molécula (pontos
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Figura 2.1: O potencial
O potencial entre pares de moléculas € do tipo “caroco duro”
parar < a, sendo representado pela propria estrutura de rede do

modelo, atrativo na regiGo a < r < b com o valor U(r) = =V,
repulsivo quando b < r < ¢ sendo U(r) = |Va|, e nulo para
T >cC.

pretos) ou nao (pontos vazios). O eixo j corresponde ao eixo das colunas e o €ixo i,

das linhas.

Tomemos agora um sitio arbitrario qualquer (i, j ) conforme ilustrado na figura

(2.3). Os sitios adjacentes a este sdo:
e (i+1,j), (i-1,j), (i, j+1), (i, j-1), chamados primeiros vizinhos e ainda

o (i+1,j+1), (i+1,j-1), (i-1, j+1), (i-1, j-1), chamados sequndos vizinhos.

Usamos condigbes de contorno periodicas, onde o sitio (i, L) é vizinho do sitio
(1,1) e o sitio (L, j) é vizinho do sitio (1, 7).

Em uma rede, o termo de exclusdo, ilustrado na figura (2.1) decorre da prépria
estrutura da mesma. As partes atrativa e repulsiva podem ser representadas através

do Hamiltoniano:

23



Figura 2.2: A rede
Rede quadrada com N = L? sitios onde os sitios ocupados por
moléculas sao representados por pontos pretos e 0s desocupados,
pontos vazios.

(i-1,j-1) [(i-1,j) (i—l,j+1).

(i.j-1) (i.§) (i, j+1)

(i+1, j-1) ‘( i+1,j) ‘( i+1, j+1)

Figura 2.3: Os vizinhos
Sitio (i,7) com seus primeiros e sequndos vizinhos.Pelas con-
digdes de contorno periddicas o sitio (i, L)é vizinho de (i,1) e
o sitio (L, j) € vizinho de (1, j).
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%:—%ZUin—%ZOiGj—/LZU,‘, (21)

<ij> <ij>
onde o simbolo < 7j > no termo em —V) indica uma soma sobre todos os primeiros
vizinhos, em —V, sobre todos os segundos vizinhos e p é o potencial quimico. A
variavel o;, que representa o estado de cada sitio, assume o valor 1 ou 0, correspon-
dendo a sitio ocupado por molécula ou desocupado, respectivamente. Devemos aqui
chamar a atencdo para um detalhe conceitual a respeito da equagao (2.1). Apesar
de na literatura essa equacao ser usada como Hamiltoniano, apenas os dois primei-
ros termos se referem & energia interna do sistema. A adi¢cdo de um termo linear
no potencial quimico se faz necessiria para que se possa estudar sistemas onde o

niamero de particulas é variavel. A funcao termodindmica relevante neste caso é o

grande potencial,

®=U—-TS— N, (2.2)

com U sendo a energia interna do sistema, T a temperatura, S entropia e Ao numero
de particulas da rede.

Como nosso objetivo se resumiré ao estudo do caso em que a interagao entre as
moléculas e seus primeiros vizinhos é atrativa e com os segundos vizinhos repulsiva,

conforme ilustrado na figura (2.4), segue que:

Vi >0
Vo < 0. (2.3)

o que corresponde ao potencial ilustrado na figura (2.1).

2.1.2 As fases

No nosso modelo de gas de rede podemos identificar cinco fases possiveis:
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N

Figura 2.4: As interacgoes
A interacdao de primeiros vizinhos € atrativa, dada por —Vi. A
de sequndos vizinhos € repulsiva, e seu valor é —V5.

e Fase de Liquido Denso - Todos os sitios sao ocupados por moléculas.

e Fase Fluido AF Denso - Colunas totalmente ocupadas sao intercaladas com ou-
tras onde os sitios sao ocupados alternadamente por moléculas. Cabe aqui uma
explicacdo acerca do nome AF, que vem de Anti-Ferro. E comum encontrar-se
em sistemas magnéticos fases onde colunas sao ocupadas alternadamente por
“spins up” e “spins down”, chamadas fases Anti-Ferromagnéticas. Numa alusao
a estas, usamos a mesma terminologia AF, ficando claro que no nosso caso nao

estamos lidando com sistemas magnéticos.

e Fase Fluido AF - Composta por colunas onde sitios vazios sao intercalados por

sitios ocupados.

e Fase de Liquido Diluto - Colunas completamente ocupadas alternadas por

outras totalmente vazias.

e Fase de Gés - Todos os sitios desocupados.

Existe ainda, além das fases citadas acima, uma outra configuracao chamada Fluido,

caracterizada por nao haver nenhum padrao na ocupacao dos sitios da rede. Um

26



Figura 2.5: Liquido Denso Figura 2.6: Fluido AF Denso
A fase de Liquido Denso A fase Fluido AF Denso possui
caracteriza-se por ter todos  colunas ocupadas completamente
0s sitios da rede ocupados. por moléculas separadas por ou-
tras em que 0s silios sao preen-
chidos alternadamente por parti-
culas.

exemplo desta pode ser visto na figura (2.2) - as outras sdo mostradas nas figuras

(2.5) - (2.8).

2.1.3 As sub-redes

Com o intuito de identificar em qual fase se encontra nosso sistema, dividimos a
rede em quatro sub-redes entrelacadas. Tomando um sitio qualquer e atribuindo-lhe
o numero 1, percorremos um quadrado no sentido horario marcando os vértices desse
quadrado com os nimeros 2, 3 e 4. Repetindo com os quadrados adjacentes, por
toda a rede. O resultado é mostrado na figura (2.10), onde todos os sitios marcados
com o numero 1 pertencem a sub-rede 1 e assim por diante. Dessa forma, podemos

definir as densidades de cada sub-rede 8 como sendo

v
pgzNZaj, B=1,...,v, (2.4)

Jjep
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Figura 2.7: Fluido AF Figura 2.8: Liquido Diluto
Temos, na fase Fluido AF, to- Colunas completamente vazias se-
das as colunas ocupadas alterna-  paradas por outras totalmente
damente por moléculas. ocupadas caracterizam o fase Li-

quido Diluto .

Figura 2.9: Gas

Na fase Gds, todos os sitios da rede sao desocupados.

28



@ ® ® ®
.4 3 ‘4 3
‘1 2 ‘1 .2
C4 .3 4 33

Figura 2.10: As sub-redes
As quatro sub-redes entrelacadas. A sub-rede 1 estd marcada
com o numero 1, e assim por diante.

onde v é o nimero de sub-redes e N o numero total de sitios (cuidado, niimero de
sitios e nao de moléculas!). O somatorio em j € [ indica uma soma sobre todos os
sitios j pertencentes a sub-rede . O termo v/N que multiplica o somatorio é apenas

para que as densidades pg das sub-redes 3 estejam compreendidas entre 0 e 1.

Para saber em qual fase o sistema se encontra & 7" = 0, deve-se analisar as
densidades de cada sub-rede. Se, por exemplo, todos os sitios das sub-redes 1, 2
e 4 estiverem ocupados e os da sub-rede 3 estiverem, todos, desocupados, teremos,
pela equacao (2.4), p1 = p2 = ps = 1 e p3 = 0. Vemos que, com este exemplo,
recaimos no caso mostrado na figura (2.6) e que podemos determinar em qual fase

se encontra o sistema apenas analisando as densidades das sub-redes, uma vez que

o o 11
o padrao , ou o0 analogo , se repete por toda a rede. Na tabela
e © 1

(2.1) mostramos as fases, as respectivas densidades das sub-redes relacionadas a

cada uma delas e os padroes que se repetem.
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pp=pr=ps=ps=1 Liquido Denso

p1:p2:p3:1,p4:0 AF Denso

pr=ps=1,p=ps= AF

po=p3 =1, p =pys =0 | Liquido Diluto

O O|®@ O|0C @e€|O O|® @/ ®€6 O|OC @e|® @e¢|® O O eo|0e o o o
O O|@ O|0C e/ ®€ @€/ 0O O|0O @©eo|@®@ O|® O|® o 6 6| O © o o

N N ) N ) N ) N D N ) N N ) N N N Ny

pr=p2 = ps = ps =0 Gas

s
N

|
>
iy

Il
—
<
=

|
e
w

Il

e i e e i i i e e

Tabela 2.1: Densidade das sub-redes, fases e configuracgoes
Todas as configuracoes possiveis e suas respectivas densidades
de cada sub-rede para o nosso modelo de rede, com quatro sub-
redes.
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2.2 O Campo Médio

E natural que moléculas proximas tenham interacido mais forte do que aquelas
que estejam afastadas. Contudo, como o céilculo exato da fun¢ao de particdo para
este tipo de sistema é complexo, sao necessarias aproximagcoes para que calculos
analiticos tornem-se vidveis. Uma dessas aproximacoes consiste em substituir o
potencial de pares por um outro que leva em conta a média das interacoes de toda
a rede. De uma maneira geral, essa é a filosofia da aproximacao de campo médio.

Existem varias maneiras de se fazer esta aproximagcao e iremos ilustrar uma delas.

2.2.1 As densidades das sub-redes na aproximacao de campo
médio

Antes de mais nada, tentaremos deixar claro o objetivo desta se¢ao. Nosso foco
é construir o diagrama de fases de um gés de rede com interagdes competitivas. Para
isso, precisamos saber em qual fase se encontra nosso sistema, dados a temperatura
e o0 potencial quimico. Como vimos na secao anterior, se soubermos as densidades
de cada sub-rede, seremos capazes de determinar a fase do sistema. Portanto, dedu-
ziremos uma equacao que relacione as densidades das sub-redes com a temperatura
e o potencial quimico, via uma aproximacao de campo médio.

O potencial quimico pode ser escrito como uma soma de v potenciais que atuem

diferentemente em cada uma das sub-redes:

1 14
= n Z,U'a- (25)
a=1

O uso de potenciais quimicos independentes (0 que nio é o nosso caso) pode

ser necessario num caso mais geral, onde cada sub-rede seja composta por um tipo
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diferente de molécula. Para o nosso problema teremos

P = po = pig = fa, (2.6)

que juntamente com a eq. (2.5) leva a

b= la, a=1,... v (2.7)

Reescrevendo a eq. (2.1), obtemos que cada sitio de uma dada sub-rede « sofre

a acio de um campo efetivo H¢// proveniente da interagao com toda a rede, ou seja,

H=-> > Hl ({o;})oi, (2.8)

a=1 i€a

onde

Hgff ({UJ}) = Mo + Z Z Jijaj ) i € o, (2'9)

B=1 jep
é a contribuicdo energética efetiva devido as interagoes de primeiros e segundos
vizinhos e, ainda, ao potencial quimico de cada sub-rede a. Abaixo s@o mostradas

as relagoes entre J;;, Vi e Va:
J12 = JZl = J23 = J32 = J34 = J43 = J14 = J41 = ‘/1

Jiz = Js1 = Joa = Jip = V. (2.10)

Uma primeira aproximacdo é feita substituindo H¢// pelo seu valor médio, dado

por

(HITY = po + iz Jij o)), i€a. (2.11)

B=1 jep
A equagdo (2.11) é a aproximacao de campo médio. Ela tem um significado

fisico importante pois, ao substituirmos a eq. (2.9) pela (2.11), impomos que todos
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os sitios de cada sub-rede ( terao o mesmo valor médio de ocupagio(o;), que pode
estar entre 0 e 1. Consequentemente, o nimero médio de sitios ocupados em cada

sub-rede 3 é Z (0j) e a equagdo (2.4) assume a forma:
JeB

v
=LY (o), 212)
JEB
que é a densidade de cada sub-rede na aproximacao de campo médio.

Uma vez que o valor médio ndo depende de j, a eq. (2.12) pode ser simplificada

e obtemos

ps = (o) D 1. (2.13)

Jjep

Como E significa soma sobre todos os sitios de uma determinada sub-rede, vem
Jjep

N
D 1=,

jep
reduzindo a eq. (2.13) a forma
o = (03). (2.14)
Definindo
€ap = JZ]; 1€ «, ] € Ba (215)
i(#7)

como o parametro de interagao e com auxilio da eq. (2.14), reescrevemos a eq. (2.11)

da seguinte maneira:

(HITY = po+ Y €apps, i€, jEB. (2.16)
=1
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Substituindo a eq. (2.16) na (2.8) chegamos & expressao

ZZ (Z €aBPs + ,ua> o, (2.17)

a=1 i€a

que é quase 0 nosso Hamiltoniano de campo médio. Dizemos quase porque precisa-
mos levar em consideracdo que, da forma como a eq. (2.17) esta escrita, as interagoes
€qp €stao sendo contadas duas vezes. E facil ver isso se tomarmos o = 1 e 3 = 2,
por exemplo. Contabilizaremos, dessa forma, as interagoes entre as moléculas das
sub-redes 1 e 2. Se tornarmos, agora, « = 2 e § = 1 somaremos as interacoes entre
os sitios 2 e 1. Mas sdo as mesmas que as do anterior! Dessa maneira, precisamos

subtrair da eq. (2.17) metade das contribui¢des das interagdes, que é o termo

“Z Zeaﬂpﬂpa (2.18)
a=1

Assim, a equacgao

HIOM = ZZ (Z €appp + ua> i+ 5 Z Zeaﬂpﬂpa, (2.19)

a=1 1€a

é 0 nosso Hamiltoniano na Teoria de Campo Médio. De posse da eq. (2.19) fazemos
a soma sobre as possiveis configuracoes, obtemos o grande potencial na Teoria de

Campo Médio, dado por

(bTCM = —kBTIIIQ
1 v
_— (z eaﬂpma)

kB Z In cosh
1
—% (Z €apPp + Ha) T35, Z Z Cappapp,  (220)
a=1

p=1 alﬂl

onde kg é a constante de Boltzmann, T a temperatura e ¢ = ®/N o grande po-
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tencial por sitio do sistema. Os detalhes dessa passagem podem ser encontrados no
Apéndice A.
As densidades das sub-redes sao relacionadas ao grande potencial por meio da

expressao
0
Pa = —V (a—¢) , oa=1,...,v, (2.21)
Ha/ Toposs

que, quando aplicada a eq. (2.20) fornece a expressido para a densidade média da

subrede a dada por

11 1 -
Pa — §+§tanh m (;eaﬂpﬁ"'ﬂa) y o = 1,...,1/, (222)
ou explicitamente, usando as relagdes (2.10) e (2.15):
- Lk = (Vipa +2Vaps + Vips + )_
P = 573 an 2% 102 2P3 104 T M1 |
! + L anh | (Vipr + 2Vaps + Vips + )-
= —+ —tanh |[——
P2 973 2% 101 204 1P3 T He |
= 1+1t h—l (Vips + 2Vapy + Vips + )—
Ps = 575 an 2% 102 201 1P4 T M3 |
1 1 [ 1 |
pa = =+ —tanh |[— (Vip1 + 2Vopo + Vips + pa) (2.23)
2 2 | kT |

A dedugéo da eq. (2.21) é encontrada no Apéndice B.

2.2.2 Propriedades do estado fundamental

Apesar de T' = 0 nao ser uma regiao acessivel, o conhecimento do comportamen-
to fisico do sistema nesta temperatura nos permite inferir as possiveis fases presentes

no sistema em 7" # 0.
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Quando T = 0, temos que o grande potencial, equacdo (2.2), reduz-se a

(T =0)=U—pN (2.24)

que é a equacgao (2.1), escrita noutra forma. O grande potencial por sitio de cada

uma das fases ilustradas na tabela (2.1) é, entdo, dado por

¢rp = —2Vi—=-2Vo—p
3
GAFD = _VI_VQ_ZIU'
1
bar = —Vo-— ol
1 1
Pran = —5Vi—gH
pc = 0 (2.25)

Uma maneira simples de se obter as egs. (2.25) é mostrada no Apéndice C.
A seguir, analisaremos as condicdes para que ocorram transicoes de fase & T = 0
para o caso V7 > 0 e V5, < 0. No Apéndice D encontramos as fases em 7" = 0 para

outros sinais de V7 e V5.

Nosso problema: V; >0,V, <0

Se o potencial quimico for muito grande, © — +oco, é evidente que o grande
potencial da fase liquido denso é o menor, ndao s6 para este caso, mas sim para
quaisquer valores de V7 e V5, uma vez que estes se tornam irrelevantes nesse limite.
Consequentemente, essa é a fase mais estavel. Mas, o que acontece se diminuirmos
gradativamente o potencial quimico? Os outros termos do Hamiltoniano passam a
ter relevancia e este pode nao ser mais o menor grande potencial do sistema. Neste
caso ocorre uma transicao de fase da liquido denso para alguma outra fase que passe

a ter menor grande potencial.
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Caso haja uma transicao da fase liquido denso para a fluido AF denso é porque

¢rp > QarD (2.26)

para algum valor de p. Substituindo as egs. (2.25) na condigio (2.26) chegamos a

p< —AV; — 4V, (2.27)

que é condicao para o potencial quimico que define a existéncia da fase fluido AF

denso com a transicao de fase liquido denso— fluido AF denso quando

MLD/AFD = =4V — 4V,. (2-28)

Outras possibilidades de transicao a partir da liquido denso, ao diminuirmos o

potencial quimico, ocorrem se

drp > dar = p<—4V1 =2V, (2.29)
¢oLp > ¢ran = p < —3Vi—4V, (2.30)
bp > da = p<—=2V1 -2V, (2.31)

com suas respectivas transicoes dadas quando

HLD/Ldit = -3V — 4‘/2, LD — Ldil (233)

Dentre as possiveis transicoes, a que realmente ocorrera serd aquela cujo poten-
cial quimico de transi¢do, eqs. (2.28), (2.32), (2.33) e (2.34), for maior, uma vez

que é o primeiro valor que y assume quando o trazemos de +o00. O valor de u dado
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pela (2.32) esta nitidamente fora de cogitagao, uma vez que é o menor dos potenci-
ais quimicos de transicao. Desse modo, a transicao liquido denso — liquido diluto

ocorrera se

MLD/Ldit > MLD/G
=3V =4V, > =2V =2V, =

Vi < =2V (2.35)

Neste caso, na regiao de liquido diluto, os valores de ;1 devem obedecer a condigcao
(2.30), que é
p < —3Vy —4Vs. (2.36)

Ao baixarmos ainda mais o potencial quimico, o sistema pode vir a sofrer uma
segunda transicao de fase a partir da fase de liquido diluto. Assim sendo, devemos
investigar as condicOes para transicao da fase liquido diluto para as fases fluido AF
denso, fluido AF e gas. As condigoes de transicao para o grande potencial sao dadas

por

Grai > GarD
Praii > Par

brai > Pa

que implicam em condig¢oes para o potencial quimico, mostradas a seguir:

po> =2V — 4V,
Vi < 2V

po< =W
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A primeira condi¢ao acima deve ser descartada, pois nao satisfaz a relagio (2.36)
e, além disso, a fase fluido AF denso possui uma densidade maior do que a fase liquido
diluto, o que nao concorda com a fuga de moléculas do sistema quando se diminui o
potencial quimico . A segunda também deve ser descartada, ja que V3 > 0e V5 <0

e, finalmente, a ultima s6 serd valida se

Mrdii/a < MLD/Ldil
-V < =3V; -4V, =
‘/1 < _2‘/27

que é a condicdo (2.35). Sendo assim, temos mais uma transi¢do de fase: liquido
diluto — gds. Lembremo-nos de que, para chegarmos até aqui, impusemos a condi¢ao

(2.35), e que devemos estudar também o caso em que

Vi > —2V;. (2.37)

Se considerarmos a condi¢do (2.37), vemos que nao ha a transi¢io liquido denso

— liquido diluto, dando lugar & liquido denso — gds, ja que a (2.37) implica em

—2V1 = 2V5 > =3V; — 415,

priorizando a condigdo (2.30) sobre a (2.31). Esgotado esse caso, montamos as

tabelas (2.2.2.A) e (2.2.2.B).

se Vi < =2V5,
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Nosso problema V:i>0,V2<0
u > =3Vy — 4V, Liquido Denso

= -3V, —4V, Liquido Denso <+ Liquido Diluto

Vi <pu< =3V —4V, Liquido Diluto
u=-=V Liquido Diluto <> Gds
< -V Gds

Tabela 2.2.2.A

se V1 > —=2V5,

Nosso problema Vi>0,Va<0

u>=2Vy =2V, Liquido Denso

uw= =2V, =2V, | Liquido Denso <> Gds
uw< =2V =2V, Gaés

Tabela 2.2.2.B

2.2.3 Diagrama de fases

Tendo em maos o conjunto de equagoes (2.23), teoricamente é simples montar o
diagrama de fases do nosso gés de rede na aproximacao de campo médio. Primeiro,
fixamos os valores de V; e V5. Depois, resolvemos as egs. (2.23) para varios valores
diferentes de temperatura e potencial quimico, o que nos da um conjunto solu¢ao
(p1, p2, p3, ps) para cada par (T, u). Por fim, reconhecemos a que fase pertence o

conjunto solucao (p1, pa, p3, p4) com o auxilio da tabela (2.1).
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Obtencao do perfil de densidades

As egs. (2.23) podem ser reescritas em termos de quantidades adimensionais,

ou seja,
1 1 ! N
p1 = =+ =tanh = (p2 +2Rps + ps + 1)
2 2 T |
1 1 1 N
p2 = 5+ tanh |=(p1+2Rps + ps + 1)
2 2 ks |
1 1 ! N
ps = 5+ gtanh |~ (p2+2Rp1 + py +70)
2 2 |7 |
1 1 1 N
Py = §+§tanh ;(p1+2Rp2+p3+,U) , (2.38)
onde
kgT
T = —
Vi
no= ﬂ, B=fhoy, a=1,...,v
Vi
Va
R = 22 2.39
- (2:39)

Vamos agora nos restringir ao caso dado pelas condigoes (2.3), objeto do nosso

trabalho. Tomamos, por simplicidade

Vi
Va

Nao ha perda de generalidade ao

1

~1. (2.40)

fixarmos V; e V5 quaisquer. Pela condicao

(2.35), vemos que a escolha de uma razdo R = V5/V; tal que R < —1/2 modifica

o diagrama de fases apenas qualitativamente, reduzindo ou aumentando a zona da

fase liquido diluto, como mostraremos mais a frente. Iremos mostrar também o

comportamento do diagrama para o outro caso, mostrado na tabela (2.2.2.B), onde
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Figura 2.11: Diagrama de Fases - Esboco
Esboco do diagrama de fases, com dois pontos, em T = 0.
Acima de n = 1, temos a fase liquido denso. Para —1 < <1,
a fase mais estdvel € a liquido diluto e abaizo de it = —1, temos
a fase gds.

R assume valores R > —1/2.

Com a escolha de V; e V;, dados pelas egs. (2.40), reescrevemos a tabela (2.2.2.A)

Ccomo:

u>1 Liquido Denso

u=1 Liquido Denso <+ Liquido Diluto

—l<pu<l1 Liquido Diluto
=-1 Liquido Diluto <> Gds
p<—1 Gds
Tabela 2.2.3

Com a tabela (2.2.3), é possivel fazermos uma “caricatura” do nosso diagrama

de fases, como mostrado na figura (2.11), com 7 e 7 dados pelas eqgs. (2.39).
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Figura 2.12: Transicao de fase
A medida que baizamos a temperatura T do sistema, sob a acdo
de um potencial quimico [i,, a densidade prq; apresenta uma
transicao de fase continua entre uma fase fluido e liquido diluto.

Definindo a densidade da fase liquido diluto como sendo

P1— P2 — P3+ pPa
2 Y

PLdil = (2.41)

com p1, p2, ps € py dados pelas egs. (2.38), temos, entao, prqz = 1 quando o sistema
estiver na fase liquido diluto e prq4; = 0 na fase fluido (ver figura 2.2), caracterizada

por

1
,012/32:,03:,04%5,

pois o sistema tende a distribuir-se homogeneamente, contudo, sem um padrao.
Daqui pra frente, por simplicidade, chamaremos os parametros adimensionais [i
e 7 de potencial quimico e temperatura, respectivamente.
Fixando um valor para o potencial quimico, digamos z& = 1, resolvemos as egs.
(2.38) e obtemos, prai,eq. (2.41), versus 7. O resultado, ilustrado na figura (2.12),
mostra 7., temperatura critica de transicdo de fase da fase fluido para a liquido

diluto, para o sistema sob a agao de um potencial quimico jz,.

Através do gréfico da figura (2.12), temos informagao de um ponto no diagrama
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de fases 7z vs. 7 (vide figura (2.13)) para o sistema em estudo.
Ul

H, = ha 4_@_, Fluido

T. T

Figura 2.13: Diagrama de fases - Um ponto
Sobre a linha & = [, temos duas fases separadas pelo ponto
(7e,7i,): A esquerda deste e até T > 0 liquido diluto e d direita,
fluido.

Repetimos os passos mostrados nas figuras (2.12) e (2.13) para varios valores do
potencial quimico &, com R = —1, dado pelas egs. (2.39) e (2.40). O resultado
deste procedimento é mostrado na figura (2.14). Na regido onde —1 < i < 1 ha
uma linha continua formada por pontos criticos referentes a transicao de 2% ordem
liquido diluto < fluido.

Ao variarmos a temperatura com 7 > 1, obtemos o grafico mostrado na figura
(2.15), que caracteriza uma passagem suave entre as fases Fluido e Liquido Denso,
sem uma transi¢ao brusca, o que nos impossibilita de fixarmos uma linha entre essas
fases.

Investigamos também as solucoes das eqgs. (2.38) fixando a temperatura e vari-
ando o potencial quimico. Notamos que as duas solucoes referentes as fases liquido
denso e liquido diluto convergem quando 7 =1 e g = —1 para valores de tempera-
tura no intervalo 0 < 7 < 0.47, o que nos levou a suspeitar de uma descontinuidade

da densidade nessa regiao, o que indica a presenca de uma transicao de 1¢ ordem.
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Figura 2.14: Diagrama de fases parcial
As linhas pontilhadas sdo apenas para referéncia e os pontos
vazios sao os pontos criticos de passagem continua entre as
fases Fluido e Liquido Diluto.

Figura 2.15: Densidade - Passagem suave
A densidade da rede € mostrada nessa figura em funcao da tem-
peratura. Vemos que nao hd uma transi¢cao brusca na passagem
entre as fases Fluido e Liquido Denso.
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Para encontrarmos a transicao, precisamos comparar a funcao grande potencial de
cada uma das fases. O ponto de encontro do grande potencial define a coexisténcia
das duas fases. Portanto, foi preciso calcular para cada uma das fases ¢/V;, dado

por:

¢TCM

1
= —rln2—clpi+p2+ps+pu+ R(pr+ 2+ p3 + pa) + 70

1
+5 [p1p2 + p1pa + paps + p3ps + 2R (p1p3 + papa)]

1 1 7\ |
——7lIncosh [— | p2 + 2Rps + ps + L

4 T 2/ ]

1 1 7\ ]|
——7lIncosh [— | p1 +2Rps + p3 + ®

4 K 2/

1 1 7\ ]|
——7lIncosh [— | po + 2Rp; + ps + K

4 Ka 2)]

1 1 7 |
—ZTIH cosh [— P1 + 2Rp2 + P3 + 5 R (242)

T

com os seus termos mostrados explicitamente, onde usamos a (2.20), reescrita em
fungao das (2.39).

Podemos definir, a partir da equacdo (2.42), o potencial das fases liquido denso,
liquido diluto e gas, bastando tomar as densidade das sub-redes adequadamente.
Comparamos esses valores obtendo, assim, a fronteira entre as fases. Para ilustrar,
mostramos na figura (2.16) um gréafico do grande potencial das fases liquido diluto

e liquido denso em fung¢do do potencial quimico i para 7 = 7,.

O grafico da figura (2.16) mostra que para valores do potencial quimico tal que
0 < @ < f,, a fase mais estavel, ou seja, que tem menor grande potencial, é a
liquido diluto. Para 1z > 1., a fase liquido denso é a mais estavel. Fizemos esses
passos para varios valores de 7 e constatamos que i, = 1, para quaisquer valores

de 7 menores que 0.47. Como as densidades das fases liquido diluto e liquido denso
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Figura 2.16: Os potenciais
A linha cheta corresponde ao grdifico do grande potencial da fase
liquido denso, enquanto a tracejada da fase liquido diluto. O
ponto de interseccao entre elas define o ponto de coexisténcia
entre essas duas fases, que nesta figura € (1,,7,), sendo a fase
mais estdavel a que tiver menor grande potencial .

sao diferentes, a linha dada por zi, = 1,7 < 0.47 limita uma regiao de coexisténcia,
ou seja, uma linha de 1¢ ordem. Repetimos estes mesmos passos investigando a
transicao liquido diluto —gds e descobrimos que neste caso 1, = —1 para todos
T < 0.47. Sendo assim, implementamos a figura (2.14) com mais essas transicoes,
onde os pontos pretos, que localizam o encontro de uma linha continua (2¢ ordem)
e uma de 1% | recebem a denomina¢ao de pontos tricriticos, situados em (0.47,1.00)
e (0.47,—1.00). A sua existéncia neste diagrama esta ligada ao fato de que a fase

liquido diluto ser degenerada [15].

Investigamos ainda os casos em que R = —1.2, R = —0.8, R = —0.52. A figura
(2.18) mostra o diagrama de fases em cada desses casos, sendo a figura (2.19) uma
ampliagdo da regidao de R = —0.52. Apesar da regido de abrangéncia da fase de

liquido diluto ficar alterada, o valor de 7 do ponto tricritico independe de R.

Da figura (2.18), vemos que, & medida que R — —0.5 pelos valores negativos,

a regiao de liquido diluto diminui. No limite quando R = —0.5 recaimos no caso

47



R=-1
! | ! | ! |
__ quuidO Denso

l——®mo —

)
s . . O .
3. o Liquido Diluto o Fluido -
- O o -
A @o0 © =
2 ; Gas ;
1 l 1 l 1 l

0 0.5 L 1.5
T

Figura 2.17: Diagrama de fases
As linhas cheias representam transicoes de 1% ordem. Os cir-
culos vazios definem transicoes de 2% ordem e os pontos pretos
sa0 tricriticos.

2 ' T - T ' =
R EETETTTRPPETPP .+ + + Fy — =
s R=-12 N
I 5 o .
| [ SRREETTRTTTEPRPP PR -:UDDD R — _1 + —]
| - D -
13 051 R=-08 ° ' i
Y. L > v ’ o n
0 Vv v u] 1 =
- V§ o ++ -
05 ¥ —
[ R=-0,520 "+ ]
B . - ‘5]' | . | —
0 0.5 1 15

Figura 2.18: Diagrama de fases parcial - diferentes R’s
Esta figura mostra o diagrama de fases parcial para vdrios va-
lores de R tal que R < —0.5. A regido de abrangéncia da fase
liquido diluto muda, mas os pontos tricriticos (pretos) sao o0s
mesmos para qualquer R.
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Figura 2.19: Ampliacao - regido de R = —0.52.
Esta figura é uma ampliacdo da regido de R = —0.52 da figura
(2.18). Vemos que & medida que R se aproxima de -0.50, a
regiao de liquido diluto diminus.

mostrado pela tabela (2.2.2.B) onde a fase liquido diluto deixa de existir, havendo
apenas uma, transicdo Gds <> Liquido Denso, dada por uma linha de 1% ordem
terminada num ponto critico situado em (0.47, —1.00). Essa era a localizacao dos
pontos tricriticos quando R < —0.5. Mas, agora que nao ha mais duas linhas, uma
de 1% e outra de 2% ordem, terminando nele, ndo o classificamos mais dessa maneira.
Desse modo, estudamos o sistema também quando R = —0.50, R = —0.40, R =

—0.30 e R = —0.20, mostrados nos graficos (2.20) - (2.23).

2.3 Resumo do capitulo

Neste capitulo estudamos um modelo de rede para representar um sistema em

que o numero de particulas é variavel, ora ocupando, ora desocupando os sitios da
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R=-0.50
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oL Liquido

Denso
-9 Fluido
Gas 1
0.47 T

Figura 2.20: R = —0,50

A linha cheia, terminada no pon-
to critico (0.47,—1.00), determi-
na uma transicao de 1¢ ordem en-
tre as fases gds e liquido denso.
Esse ponto nao é mais tricritico,
uma vez que nao existem mais du-
as linhas, uma de 1% e outra de 2%
ordem, terminando nele.

B

R=-0.30
141
oL Liquido
Denso
-14————%  Fluido
Gés 1
0.47 .

Figura 2.22: R = —0,30
A linha cheia, de coexisténcia,

neste caso, localiza-se em [i,y,, =
—1.4.

a0

0

R=-0.40
12+~
ol Liquido
Denso
-12————=o  Fluido
Gés 1
047 T

Figura 2.21: R = —0,40
A linha cheia € a linha de coexis-
téncia entre as fases gds e liqui-
do denso, localizada em [ ,, =

—2 — 2R. Neste ¢caso [l,ppy =
—1.2.

v

R=-0.20
16-
ol Liquido
Denso
-16—————9  Fluido
Gas 1
047 .

Figura 2.23: R = —0,20
A linha de coexisténcia aqui estd
em ﬂcoew. = —1.6.



rede. Para tanto, construimos o Hamiltoniano

’H=—V120,-0]-—V220iaj—u20i, (2.43)
<ij> <ij> i
que possui um termo linear no potencial quimico p que permite controlar a flutu-
acao de particulas. Seus dois primeiros termos sao a energia interna do sistema e
representam o potencial de duas escalas competitivas mostrado na figura (2.1) sendo
que Vi > 0e V, < 0. A parte em que r < a é representada pela estrutura de rede
do nosso modelo.

A rede foi dividida em quatro sub-redes entrelacadas, como mostra a figura
(2.10), que interagem umas com as outras, sendo que cada sitio da sub-rede 1 recebe
um nimero 1, e assim por diante.

Para o problema tornar-se viavel analiticamente, usamos uma aproximacao de

campo médio, onde substituimos a equagao (2.43) pela

v v v v
HTCM _ _;; (;eaﬂpg+ﬂa> a,--l—%;%;ea/jpﬂpa, (2.44)
onde p, = {(0;) é a densidade média de ocupagdo de uma dada sub-rede « e com
o segundo termo de (2.44) sendo a corre¢do de recontagem. Com essa equagio,
determinamos o grande potencial por sitio do sistema ¢, equacdo (2.20), e, dali, as
quatro equagoes das densidades de cada uma das sub-redes, as equagoes (2.23).

Determinamos as propriedades do estado fundamental (7" = 0) a fim de termos
algum conhecimento a respeito do comportamento do sistema em 7" # 0.

Tendo em maos o conjunto de equagdes (2.23), montamos o diagrama de fases
do nosso gas de rede na aproximacao de campo médio da seguinte forma: Primeiro,
fixamos os valores, por simplicidade, V; =1 e V5, = —1. Depois, resolvemos as eqs.
(2.23) para varios valores diferentes de temperatura e potencial quimico, o que nos

deu um conjunto solucao (p1, p2, ps3, ps) para cada par (7', ). Por fim, reconhecemos
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a que fase pertence o conjunto solucao (p1, p2, p3, p4) com o auxilio da tabela (2.1).

Estudamos ainda os casos em que V5/V; = R = —1.2,R = —0.8,R = —0.52 ¢
vimos que, qualitativamente, o diagrama de fases nao muda para qualquer valor de
R < —0.5, alterando apenas a regiao de abrangéncia da fase liquido diluto, como
mostrado na figura (2.18). Para valores de R tal que R > —0.5, a fase liquido diluto
desaparece do diagrama de fases, tendo apenas a transicao Gds <> Liquido Denso,
como mostramos nas figuras (2.20) - (2.23).

Finalmente, com este capitulo, concluimos que a presenca de duas escalas com-
petindo d4 origem a duas fases liquidas se o termo repulsivo, -V,, exceder um certo

limiar, ou seja,
Vi>0

1
—Vo > =Vi, com .
2 Vo <0

A presenca destas duas fases liquidas provém claramente de uma competicao
entre a interacao repulsiva que tende a esvaziar a rede de forma alternada e o poten-
cial quimico elevado que, juntamente com a interacao atrativa, tendem a preencher
a rede.

Este comportamento apresenta similaridade com as fases moduladas [13, 14, 16,

17, 18| presentes em sistemas magnéticos, microemulsGes, micelas, etc .
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Capitulo 3
Simulacoes

“ Magos demais estragam a mdgica, e
mdgica demais estraga o mago.”

—Placa na entrada do laboratorio arcano.

Toda teoria na fisica tenta provar algo que, se ainda nao foi medido ou obser-
vado em laboratorio ou na natureza, espera-se que isto ocorra em algum momento,
como forma de confirmar sua validade. A fisica do séc. XXI assumiu uma com-
plexidade tal que experimentos comprobatorios se tornaram muito dificeis de serem
executados. No campo da fisica de altas energias, por exemplo, com a previsdao de
particulas sub-atdémicas cada vez menores, os experimentos com aceleradores tém
se tornado muito complicados, devido as altas energias envolvidas, consumindo um
grande nimero de pessoal, espago, tempo e dinheiro. Experiéncias que precisam de
temperaturas muito baixas, perto do zero absoluto, como as de supercondutividade
ou condensados de Bose-Einstein, sao delicadas e caras, sendo que poucos paises
do mundo dominam essa tecnologia. A medida, tao importante para a fisica e que
no século XIX quase se confunde com ela propria, comegou a tornar-se inviavel em
vérios aspectos no inicio do século passado. Muitos fisicos j4 anunciavam a impossi-

bilidade pratica de se realizar muitos tipos de experimentos nao s6 em suas épocas,
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mas, principalmente, por muitos anos vindouros, o que, no minimo, causou (e ainda
hoje causa) um imenso desconforto para um ramo do conhecimento humano cujos
guias sempre foram a observacao e a medida.

Muitos problemas na fisica envolvem um grande ntimero de graus de liberdade.
Apesar das equagoes que descrevem o movimento dos fluidos serem geralmente sim-
ples, sao necesséirias tantas delas quantos forem esses graus de liberdade, que sao
da ordem de 10%3. Desse modo, nao é preciso argumentar muito para justificar a
procura por outro meio que nao o analitico para lidar com esses tipos de problemas
que envolvem um grande ntimero de particulas.

Como vemos, muitos foram os motivos que impulsionaram o desenvolvimento de
uma, até entdo, nova area na fisica, a fisica computacional. Ja na década de 20 [2]
foram usados métodos de implementagao de modelos matemaéticos em computadores
na tentativa de stmular a realidade através de algoritmos numéricos, em substitui¢ao
aos experimentos em laboratoério e a algebras muito complicadas.

Em 1949 Nicolas Metropolis [1] batizou e organizou como é conhecido hoje de
Monte Carlo um método muito utilizado, antes chamado de Amostragem Estatistica,
e que difundiu-se como um dos mais populares e poderosos nas simulagoes em vérios
ramos da fisica [3]. Neste capitulo nos propomos a estudar nosso gas de rede via este
método de simulagao numérica, que, se ainda nao resolve exatamente a soma sobre
TODAS as configuracdes do sistema, introduz uma aproximagao muito melhor do
que a que usamos no capitulo anterior, nos dando, assim, uma visao mais acurada

sobre o que acontece com o mesmo.

3.1 Conceitos basicos de mecanica estatistica

Esta secdo se destina a preparar o leitor para as outras que seguem. Aqui colo-
camos os conceitos e as ferramentas matematicas basicas necessirios para o desen-

volvimento desse capitulo, sendo apenas um refresco para a memoria, nos eximindo
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de maiores explicagoes a respeito dos temas tratados a seguir. Maiores detalhes

sobre esses assuntos podem ser encontrados em literatura disponivel [1, 3, 4|.

3.1.1 A equacao mestra

Suponha que o nosso sistema estd numa dada configuracao de ocupacgao cujo
estado batizamos de o. Dependendo da temperatura e do potencial quimico, ele pode
mudar a configuragao de ocupagao e passar deste para um outro estado, digamos, v.
Observando o sistema por um certo tempo, podemos definir uma taxa de transicao

de um estado « para um outro v, dada por
R(a — v). (3.1)

Normalmente toma-se essa taxa de transicao como sendo independente do tempo,
e o faremos aqui.
Definindo, agora, w,(t) como sendo a probabilidade de que nosso sistema esteja

em um estado o num certo instante de tempo, chegamos a
> wa(t)R(a = v), (3.2)

que é a taxa com que o sistema passa para qualquer estado v vindo de um outro a.

Se quisermos saber qual a variagdo temporal da probabilidade de encontrarmos
o sistema no estado «, basta contabilizarmos a razao com que esse sistema entra no
estado a vindo de um v, menos a razao com que ele sai de «a, indo para um outro

v (equagdo (3.2)). Equacionando:

dw,,

25 =2 w(tRE —a) =) wiH)R(a—v), (3.3)

sendo esta equacao conhecida como equagao mestra.
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A probabilidade do sistema estar num certo estado « ainda deve obedecer a

condicao

D wa(t) =1. (3.4)

3.1.2 Valor esperado de uma grandeza no estado de equilibrio

Se nosso sistema evoluiu de tal forma que a probabilidade de o encontrarmos
num dado estado a passou a ser constante, entao dizemos que ele alcancou o equi-

librio térmico. Matematicamente:

dw,,
dt

—0. (3.5)

Em geral isso se d4 para valores do tempo muito grandes, onde definimos uma
nova grandeza, a partir de w,, dada por

Do = limwg(t), (3.6)

t—o0

que chamaremos de probabilidade de ocupacao no equilibrio.

Para cada condicao imposta ao sistema, existe um conjunto de estados acessiveis
a este, chamado ensemble do sistema. No nosso caso, o sistema foi colocado em
contato com um reservatorio térmico a temperatura 7' e também com um reservato-
rio de particulas, fazendo, dessa forma, o niimero delas variar. Neste sentido, nosso
sistema sera estudado no ensemble grand canoénico, cuja probabilidade de ocupacao

no equilibrio com energia interna F, e niimero de particulas N, é dada por [4]

Do = eiﬂ(EaiuNa)a (37)

[ —

onde § = 1/kgT, sendo kg a constante de Boltzmann, T a temperatura do sistema

e u é o potencial quimico. A constante de normalizacao = é a fung@o de particao
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grand candnica, cuja equacao é
E=) e Al (3.8)
«
No equilibrio, o valor esperado de uma grandeza A é
(4) = _ Pada. (3.9)
o]

Se o sistema, do qual foram medidos os A,, estiver em contato com um reserva-
torio de calor & uma temperatura 7' e com um reservatorio de particulas, como é o

nosso caso, a (3.9) fica
ZAae_ﬂ(Ea_p'Na)

A) =2 ,
< > Ze‘ﬂ(Ea_H/\fa)

(3.10)

usando as equagoes (3.7) e (3.8).

3.2 Monte Carlo - Simulacao no equilibrio

Um método muito eficaz para se lidar com muitos graus de liberdade e que
é utilizado por quase todos os fisicos que tem esse problema é o método de Monte
Carlo. Esta sec¢ao ira tratar desse método de simulagao numérica, onde mostraremos

como ele funciona e, ainda, a fisica que esta por tras dele.

3.2.1 O estimador e a amostragem por importancia

O objetivo do método de Monte Carlo é “medir” alguma grandeza A que, para
o nosso problema é dada pela equagdo (3.10). Mas essa equacdo implica numa
soma sobre TODOS os estados « do sistema, o que, computacionalmente nao é

viavel pelo tempo que levariamos somando todas essas contribuicdes. Suponha que
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simulemos uma tipica rede de tamanho 30x30. Esse sistema possuira 2°%° estados
diferentes, algo da ordem de 10?"*. Sabendo que um processador de 2.4 GHz executa
uma operacao de adicao a cada 1 ns, grosso modo, nossa simulacao levaria um

tempo da ordem de 10262

s para serem somadas as contribuicoes de todos os estados
possiveis do sistema. Achou pouco? A idade do universo é algo em torno de ~
10'7s ... Visto isso, devemos pensar numa maneira mais esperta de fazer essa soma.
Precisamos arranjar um jeito de NAO contabilizarmos todos os estados, mas sem
afetar significativamente o resultado da nossa medida de A. Para isso faremos uma
coisa que os matematicos ja utilizam ha muito tempo quando expandem suas séries
e tomam apenas os primeiros termos: Tomaremos apenas os estados de maior
relevincia no sistema. Sendo assim, de algum modo, devemos escolher alguns
do muitos estados possiveis - é assim que o Monte Carlo funciona. Suponha que
selecionamos varios estados ao acaso, onde a probabilidade de aceita-los é de (,, até
preenchermos um conjunto de estados selecionados com N elementos. Qual é, agora,
a probabilidade de encontrarmos o sistema numa configuragao «o;(i = 1,2,..., N),

uma vez que esse estado foi aceito? Pela Regra de Bayes (ver Apéndice E) , ela é

dada por
7167’3(E°‘i7“Nai)
o

TS e ]
o

Ly (3.11)

que obedece & condicao
Y Ty =1 (3.12)

Ja que nao estamos mais lidando com todos os estados possiveis do sistema, a
média das medidas de A é, entdo, substituida pelo estimador de A, que é uma soma
tomada sobre os NV estados selecionados com uma probabilidade de se encontrar o

sistema numa das configuragoes «;, dada pela equagdo (3.11). Dessa forma, vem

Ay =) ToA,

(67
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N
ZAM &le_ﬂ(E"‘i_“N"‘i)
Ay = =L

=y — (3.13)
Cojile*ﬂ Eo;,—uNa;
i_Zl

Nao é dificil ver que quanto mais estados N selecionarmos, mais preciso sera o
estimador de A. Mas este, por enquanto, nao é o nosso maior problema. Falaremos
mais adiante sobre a relacdo entre N e o erro associado ao valor de A. O que
nos interessa agora é o conhecimento de quais desses tantos estados possiveis sdo
realmente relevantes e devem fazer parte do grupo N. Em outras palavras, devemos
saber exatamente como deve ser construida a nossa probabilidade de aceitar um
estado (,, para que nao refutemos um estado importante e aceitemos um outro que
nao contribua significativamente para os valores de A.

No fundo, o que queremos, é que nosso algoritmo Monte Carlo imite ao maximo
0 que ocorre na natureza. Ora, a natureza rege um sistema no ensemble grand
canonico de acordo com a distribuigdo de probabilidade dada pela eq. (3.7), dando
mais énfase a esse ou aquele estado de acordo com essa equagao. Entao, porque nao
copia-14?! Por que nao selecionarmos nossos N estados exatamente como a natureza

os prioriza? E é isso que noés faremos, simplesmente tomando

1
Cai — Eefﬂ(EaifﬂNai), (314)
com = dada pela eq. (3.8). Com a eq. (3.14), a eq. (3.13) reduz-se a
LN
Ay =+ Z_; Aq,, (3.15)

que é o estimador do valor de uma grandeza A no equilibrio térmico, pelo método

de Monte Carlo.
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3.2.2 Processos Markovianos e Ergodicidade

A respeito do método de Monte Carlo ja sabemos que é invidvel levar em conta a
soma de todas as contribuigoes dos estados do sistema e ainda qual a probabilidade a
ser usada para aceitar os estados que farao parte do nosso grupo de estados relevantes
N. Mas uma coisa ainda nao funciona muito bem: A maneira como escolhemos esses
estados, que é aleatoria. Uma vez que essa escolha é randomica, podemos ficar horas
tentando montar um grupo com N estados relevantes sem que o nosso “filtro”, dado
pela eq. (3.14), permita. Precisamos de uma regra que nos guie na escolha desses
estados, de maneira que eles satisfacam a distribuicao de probabilidades p,, dada
pela eq. (3.7). Esses “guias” sdo os processos Markovianos.

Um processo Markoviano é aquele que, dado um sistema em um estado « o leva
para um outro v, com uma probabilidade de transi¢do P(a — v) que obedece duas
regras: 1) P(a — v) ndo varia no tempo, 2) nem depende da historia pregressa do
sistema. Assim, a probabilidade de transicao de a para v s6 depende desses dois

estados. Sabendo ainda que P(a — v) deve satisfazer
Y Pla—v)=1, (3.16)

para que o processo Markoviano leve a algum estado v. Devemos ainda garantir
que a probabilidade P(ax — «) seja nao nula, que é a probabilidade do sistema
permanecer no estado atual.

Os processos Markovianos, quando usados repetidamente, geram uma cadeia
Markoviana de estados «; que devem satisfazer a alguma distribuicao de pro-
babilidade que, para o nosso caso, é dada pela distribuicao de probabilidades do
ensemble grand candnico, equagdo (3.7). A partir de uma série desses processos
deve ser possivel, ap6s um nimero finito deles, se chegar & qualquer configuracgao
do sistema indiferente do estado de partida. Esta condi¢ao é chamada de condigao

de ergodicidade.
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Nosso processo Markoviano ainda nao esté de todo pronto. Falta-nos ainda saber
como devemos escrever as probabilidades de transi¢do P(a — v) e quais condigoes
devem satisfazer a fim de que a cadeia Markoviana formada pelo conjunto de estados
«; satisfaga a distribuicdo de probabilidade dada pela equagao (3.7). Para isso,

estudaremos na secao seguinte a condi¢ao de balancgo detalhado.

3.2.3 Balanco Detalhado e o algoritmo de Metropolis

Se o tempo for medido discretamente em intervalos de At, e é assim que o fa-
remos na simulacao, podemos calcular a probabilidade de encontrarmos um sistema

no estado v no tempo ¢ + 1 via a equagio mestra (3.3):

(t+1)

wo(t+1) = Zwa a—)u)—Zw,,(t)R(l/—)a) =

W(t+1) Zwa (a > v) — Zw,,(t)R(l/ — a) + w,(t). (3.17)

(67

Se a taxa de transigao for tal que

Rv—a) = Pv—a)

R(a —»v) = Pla—v), (3.18)
a equacao (3.17) reduz-se a

y(t+1) Zwa Pla—v), (3.19)

onde usamos a condicdo (3.16). Vemos que é possivel escrever a eq. (3.19) numa

forma matricial, uma vez que os w, podem ser encarados como elementos de uma
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matriz. Sendo assim, reescrevemos essa equacao, como:
w(t+1) =P -w(t). (3.20)

Nossas medidas serao feitas no equilibrio térmico, ou seja, quando t — oo. Desse

modo, no equilibrio, a eq. (3.20) fica da forma:
w(oo) =P - w(0). (3.21)
Usando, agora, a equagdo (3.6) e retornando & nossa notagio antiga, vem
Do = Zp,,P(l/ — ). (3.22)

A equagdo (3.22) é solucdo da eq. (3.19) quando t — co. Como queremos que a
taxa de transi¢do P(v — «) seja tal que os estados gerados pelo processo Markoviano
satisfagam a distribuigao de probabilidades dada pela eq. (3.7), basta substitui-la na
eq. (3.22). Mas P(v — «) ainda ndo estd completamente posto. Como veremos a
seguir, precisaremos de uma condic¢do mais forte do que a eq. (3.22). Da eq. (3.19),

vern:

w(t+2) = Pw(t+1) =

w(t+2) = P-P-w(t).
Fazendo esta operagdo n vezes:

w(t+n) = P-P-P-..-P-w(t) =

w(t+n) = P"-w(t). (3.23)
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No limite t — oo, a equagao (3.23) fica
w(oco) = P" - w(o0), (3.24)

que também ¢é solucao da eq. (3.19) para t — oo, mas com o inconveniente de nao
garantirmos que, ap6s uma operacao P sobre alguma probabilidade w(oo) voltare-
mos & probabilidade desejada. Apenas apds n operagoes de P sobre w(oco) é que
retornamos a distribuicao de probabilidades que estamos trabalhando. Desse modo,
nao podemos correr o risco de que n # 1, e isso é possivel se tomarmos a condi¢do

de balango detalhado, que é
paP(a = v)=p,P(v— a). (3.25)

Podemos ver facilmente que esta equacgao satisfaz a eq. (3.21) se tomarmos um
somatorio em v nos dois lados e usarmos a condicdo (3.16).

Agora, substituindo a relagdo (3.7) em (3.25), vem

Pla=v) _ D _ BB, )~ (EampNa], (3.26)
Plv—a) p,

A equagdo (3.26) nos diz como devem ser as relagdes entre as taxas de transi¢ao
entre dois estados o e v, mas a determinacao de quais devem ser, exatamente, essas
taxas fica a cargo de cada algoritmo em especifico, dentro do método de Monte
Carlo. Dentre os varios existentes hoje, usamos o algoritmo de Metropolis neste
trabalho. Esse algoritmo visa essencialmente otimizar as taxas de transicao para
que nossa cadeia de estados Markoviana seja gerada no menor tempo possivel. Isso
é feito facilmente se tomarmos a maior taxa de transi¢ao igual ao maior valor que lhe
é permitido e depois ajustarmos a outra pela rela¢ao (3.26). Assim, se H,, —Hq > 0,

onde H, = E, — uN,, a razéo P(a — v)/P(v — «) serd menor que 1, indicando
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que a maior taxa dentre as duas é P(v — «). Sendo assim,
Plv— a) =1, (3.27)

que, pela (3.26), leva a

Pla - v) = e BUE,—uNy )= (Eoa—pNa)] se H, —Hy >0 (3.28)
1 se H, — H, <O0.

A equagdo (3.28) é a tltima pega do nosso quebra-cabeca. Ela diz exatamente
qual devem ser as taxas de transicao entre os estados para que tenhamos um con-
junto destes, os mais relevantes para o nosso problema, gerados por um processo
Markoviano e que satisfacam a distribuicao de probabilidades do ensemble grand
canonico, dada pela (3.7). Devemos tomar cuidado de selecionar os estados apenas
quando o sistema estiver em equilibrio, quando a equagdo (3.5) passa a ser satis-
feita. Assim, tendo P, deve-se usar a equacao (3.19) sendo a condi¢ao de t = oo
dada quando w, = constante e s6 a partir dai é que passamos a usar a (3.21) para
selecionar os estados. Discutiremos esse tema em mais detalhes na secao seguinte.

Apos todo esse trabalho devemos ainda nos perguntar se a (3.28) descreve fiel-
mente um processo termodindmico. Sabemos que todo sistema fisico serd mais esta-
vel quanto menor for sua energia e isso é levado em conta nessa equagao uma vez que
ela sempre aceita transi¢oes para estados cuja energia é menor do que a do anterior.
Mas e quando a variacao de energia entre um estado inicial e um final for positiva?
Vemos da (3.28) que h& uma probabilidade P(a — v) = exp _ICBLT (H, —Ho)| de
se aceitar essa transicdo. Essa probabilidade simula as flutuacoes térmicas e, como
podemos constatar, é maior quanto maior for a temperatura do sistema, como se
é esperado, pois as particulas, agitadas, tendem a nao ir para seu estado de menor

energia.
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3.3 Algoritmo de Metropolis no gas de rede

Nesta se¢ao veremos como se trabalha com toda a teoria vista até agora, aplicada
ao nosso problema de construir o diagrama de fases de um gés de rede com interacgoes
competitivas.

No capitulo anterior, propusemos o Hamiltoniano dado pela equagdo (2.1), que

H=—- WZOZUJ' -V, ZUin —MZ%,

<ij> <ij> i
onde fizemos uma aproximacao que substituia o nimero de ocupacgao de cada sitio de
uma dada sub-rede, pela média do nimero de ocupacoes de todos os sitios dessa sub-
rede, equagdo (2.11). Lidaremos agora com a equagio (2.1) diretamente e veremos

quais informacoes novas isso pode nos trazer, além das transicoes de fase.

3.3.1 O programa - uma visao geral

Antes de mostrarmos detalhes do processo de simulagao, gostariamos de dar
uma visao geral e qualitativa do programa que foi usado por nés com seus passos
principais, representado pela figura (3.1). Depois, nas sub-subsegbes que seguem,

explicaremos mais extensivamente como cada parte trabalha.
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Loop 1 — Varia a temperatura

Subrotina 1 — Inicializa o sistema
Os sitios da rede devem partir de algumaconfiguracao inicial.

Loop 2 — Repete até equilibrar

Subrotina 2 — Gerador da cadeia Markoviana
Objetivo: Equilibrar o sistema

Loop 3 — Repete N vezes

Subrotina 2 — Gerador da cadeia Markovian
Objetivo: Selecionar N estados

Operacdo 1 - Soma cada Aq,_,

Loop 4 — Repete 21 vezes

Subrotina 2 — Gerador da cadeia Markoviana
Objetivo: Descorrelacionar as medidas

‘ Operagdo 2 - (Soma Aq_  )/N ‘

Operacédo 3 — Calcula o erro associado a medida de A

‘Operagéo 4 - Grava o resultado das Operacfes 2 e 3

Figura 3.1: Esquema do programa

3.3.2 O programa aplicado ao gis de rede - como funciona

cada parte

Bem como fizemos no capitulo anterior, cada sitio é representado por um o; que
pode ser 1 ou 0, dependendo de ser um sitio ocupado ou ndo, respectivamente. A
rede, de tamanho LxL, é representada aqui por uma matriz LxL cujos elementos sao
os 0;. As condigoes de contorno também foram mantidas: O sitio (4, L) é vizinho do
sitio (4,1) e o sitio (L,j) é vizinho do sitio (1, 7). Aqui ainda mantemos a divisdo
da rede em quatro sub-redes entrelacadas como mostrado na figura (2.10).

Iremos obter a densidade e o calor especifico via simulagao Monte Carlo para

verificar se as transicoes se assemelham ou nao as apresentadas via analise de campo
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médio. Simultaneamente analisaremos o perfil de densidade proximo a criticalidade.

Loop 1 - Variando a temperatura

Esse loop envolve todo o programa. Uma vez fixadas as temperaturas inicial,
final e sua variagao, todo o programa sera repetido para cada temperatura, até que

o seu valor final seja alcancado.

Subrotina 1 - Inicializando o sistema

Essa subrotina gera uma configuracao inicial para o sistema. Como vimos na
subsegao (3.2.2), um processo Markoviano deve partir de alguma configuracao inicial

« para, a partir dai, gerar os outros estados.

Subrotina 2 - Gerador das cadeias Markovianas

Essa subrotina é encarregada de gerar as cadeias Markovianas a partir do estado
a dado pela Subrotina 1. Ela recebe o sistema numa certa configuragao « e investiga
o sitio (1,1). Se ele estiver ocupado, desocupa-o, e vice-versa. Depois calcula-se a
diferenca do Hamiltoniano AH, com a equagdo (2.1), devido a essa mudanca e,
se AH < 0, o sitio permanece modificado. Agora, se AH > 0, o programa gera
um niimero aleatério entre 0 e 1 e, se este for menor do que exp[—(1/kgT)AH] o
sitio permanece modificado, senao, volta ao estado anterior. Note que acabamos
de aplicar a equagdo (3.28). Depois de feito isso com o sitio (1,1), a subrotina
passa para o (1, 2), depois (1, 3), percorrendo todos os sitios da rede. Depois de ter
percorrido todos os sitios da rede, essa subrotina tera gerado um estado fisicamente

relevante.

Loop 2 - Equilibrando o sistema

Esse loop repetird a Subrotina 2 até equilibrar o sistema. Enquanto a taxa

de probabilidade de transicao for diferente de zero, o programa nao deve sair do
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Loop 2. Mas como saber isso? Se dw,/dt # 0 , pela (3.3), vemos que ha uma
descompensacao entre as taxas de entrada e saida do sistema em um certo estado a
e isso fara com que qualquer grandeza que estivermos medindo tenda a aumentar,
ou diminuir o seu valor até, quando dw,/dt = 0, estabilize e oscile em torno de um
valor médio. Mostramos nas figuras (3.2) e (3.3) a energia e a densidade do gas de

rede, definida como a soma das densidades das quatro sub-redes,

p = p1+ p2+ ps+ pa, (3.29)

em funcao dos passos Monte Carlo, que sao o nimero de vezes que se repete a
Subrotina 2. A rede é de tamanho 50x50, onde todos os sitios iniciaram estando
preenchidos (estado ), com potencial quimico p = 0.60, na temperatura T = kT =
0.42. Todos os graficos desse capitulo foram feitos com as interagoes V; =1
e Vo = —1. Nestes graficos é claro que a energia e a densidade se estabilizam em
torno do 1252 passo Monte Carlo [MC], o que indica o equilibrio do sistema a partir
de entao.

Vamos explorar mais a frente o tema transicio de fase, o que torna a parte
de equilibrio um pouco mais delicada. As figuras (3.2) e (3.3) foram feitas com o
sistema justamente na temperatura proxima a de transicao de fase.

Nas figuras (3.4) - (3.7) estdo mostradas as equilibragoes da energia e da den-
sidade para as redes 20x20 e 10x10 na temperatura 7 = 0.44 para a rede 10x10
e T = 0.43 para a 20x20, com o potencial quimico z = 0.60 para ambas. Vemos
que quanto menor a rede menor o tempo necessirio para equilibrar o sistema uma
vez que h& menos sitios para se investigar até o sistema atingir a configuragao de
equilibrio térmico. A rede 20x20 equilibra no 952 passo MC, enquanto que a rede
10x10 no 30%. Uma caracteristica bastante marcante ¢ que, & medida que diminui-
mos o tamanho da rede, as grandezas medidas flutuam mais em torno da posi¢ao

de equilibrio . Este é um efeito de tamanho finito [1] que se apresenta bastante
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ressaltado na transicao de fase. Discutiremos esse assunto na secao de transicao de

fase.

Para efeito de comparagio, montamos a figura (3.8), que mostra o equilibrio da
energia da rede 50x50 fora da regido critica com os mesmos pardmetros usados para
se fazer o grafico (3.2). Comparando esta figura com a figura (3.2) vemos que o
equilibrio fora da regido critica (T = 0.30) se d4 bem antes (65° passo MC) do que
dentro dela (1252 passo MC).

Loop 3 - Escolhendo estados e medindo grandezas

Uma vez chegado aqui, nosso sistema ji estd em equilibrio. Assim, podemos
selecionar, dentre os muitos possiveis, os estados com os quais faremos as médias
das grandezas medidas. Toda vez que o programa chama a Subrotina 2, esta gera
um estado final que fara parte de uma cadeia Markoviana. Neste Loop chamamos
essa subrotina N vezes gerando, desse modo, N estados. Isso significa “escolher”
os estados relevantes do sistema. Cada vez que um desses estados «; é gerado,

calculamos uma grandeza A,, associada a esse estado, que no nosso problema foram
L2

a densidade de toda a rede, dada por p%* = E o,', e a energia, calculada pela
k=1

equagao (2.1). Contudo, entre um estado e outro gerado, deve-se descorrelacionar

o sistema, que é desvincular a préoxima medida da anterior, a fim de que sejam

independentes. Isso é feito no Loop 4, que veremos a seguir.

Loop 4 - Descorrelacionando o sistema

Aqui encontramos uma variavel nova até entao. Estamos falando do tempo de
correlacao 7, que é o tempo minimo para que uma medida esteja razoavelmente des-

correlacionada da anterior. Para o calcularmos, tracamos a fun¢ao de autocorrelagao
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Figura 3.2: Energia - Rede 50x50
Grdfico da energia em funcdao do tempo, medido em passos
MC. Vemos que o sistema apresenta um comportamento tran-
siente até o 125° passo e, a partir dai, estabilizando em equili-
brio térmico. O tamanho da rede € de 50x50, potencial quimico
u = 0.60 e temperatura T = 0.42, prozima a transicao de fase.
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Figura 3.3: Densidade - Rede 50x50
Temos aqui o grdfico da densidade de toda a rede em funcdo
do tempo para o mesmo caso da figura 3.2. O sistema equilibra
quando t = 125 passos MC.
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Figura 3.4: Energia - Rede 20x20
Temos aqui a energia em fungao do tempo para um rede 20x20.
Vemos que apds 95 passos MC, o sistema entra em equilibrio
térmico. Para este grdfico usamos p = 0.60 com o sistema na
temperatura T = 0.43.

da densidade normalizada pelo seu valor em ¢ = 0, dada por [1],

tmgz—t
1 max _ ~
x(t) = PR Z p(t)p(t +1)
max E_O
1 tmae—t 1 tmaz—t
— | — t P t+t 3.30
e S| [ ] e

em fungio do tempo, cuja unidade é passo MC, como mostrado na figura (3.10). Essa
funcdo mede o qudo correlacionada esti a rede num tempo £ em relacio ao tempo
anterior t. Assim, quanto maior x(t) mais correlacionado esta o sistema. Temos
tmaz como sendo o tempo méximo em que ficamos selecionando estados, ou seja,
medindo p. As figuras (3.9), (3.10) e (3.11) referem-se a funcdo de autocorrelagio
das redes de tamanhos 50x50, 20x20 e 10x10 com potencial quimico y = —0.60 na
temperaturas T = 0.44, T = 0.45 e T = 0.46 respectivamente. Essas temperaturas

sao proximas as temperaturas de transicao de fase para cada rede.
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Figura 3.5: Densidade - Rede 20x20
Aqui a densidade da rede 20x20 para o mesmo caso da figu-
ra (3.4) estd tragada contra o tempo. Apds o 95 passo MC a
densidade equilibra, flutuando em torno de p = 0.54 aprorima-
damente.
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Figura 3.6: Energia - Rede 10x10

Vemos nesse grifico a energia da rede 10x10 em fun¢ao do tem-
po, equilibrando apds 30 passos MC, na temperatura T = 0.44
sob a acao de um potencial quimico u = 0.60. Notamos aqui
uma forte flutuagcao da energia em torno do valor de equilibrio
em comparagao com as redes 20x20 e 50x50. Isso é devido a
grande influéncia que o comprimento de correlacao tem sobre
redes pequenas, principalmente na temperatura critica, que € a
que estamos tomando aqui. Maiores detalhes sobre esse assunto
serdo dados na subsecao destinada as transicoes de fase.
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Figura 3.7: Densidade - Rede 10x10
Aqui temos a densidade da rede 10x10 para o mesmo caso da
figura (8.6). As flutuagoes criticas fazem com que as a den-
sidade oscile fortemente em torno do seu wvalor de equilibrio,
dado a partir do 30° passo MC.

O tempo de correlagao é definido como o tempo para que a funcao de autocor-
relagdo caia & 1/e do seu valor inicial. Vemos da figura (3.9) que isso se da apos
7 = 150 passos MC para o caso da rede 50x50. Na figura (3.10), mostramos que
T & 25 passos MC sao necessarios para a rede 20x20 e em apenas 7 & 7 passos MC
a rede 10x10 tem sua func¢do de autocorrelacido da densidade decaida a 1/e do seu
valor inicial. Para garantir que a funcao de autocorrelacao caia a um valor realmente
muito pequeno, costuma-se tomar 27 como o tempo necessario para descorrelacionar
duas medidas, ou seja, fazé-las independentes uma da outra. Como pode-se ver no
Loop 4, rodamos a Subrotina 2 27 vezes sem medir, a cada nova medida. Assim,
para a rede 50x50 rodamos o Loop 4 300 vezes entre uma medida e outra, 50 vezes
para a rede 20x20 e 14 para a 10x10. Dessas figuras também fica clara a relagao do
tempo de correlacao com o tamanho da rede: Quanto maior ela for, maior sera o

tempo de correlagao. Isso pode ser entendido se pensarmos na funcao de autocor-
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Figura 3.8: Energia fora da regido critica - Rede 50x50
Figura da energia em funcéio do tempo na temperatura T = 0.30
e potencial quimico u = 0.60. Comparando com a figura (3.2)
vemos que fora da regido critica a equilibra¢ao do sistema se
dd bem antes: 65 passos MC para este caso contra 125 passos
MC na temperatura critica.
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Figura 3.9: Funcao de autocorrelagao da densidade - Rede
50x50

A funcgao de correlacdo mede o qudao parecido estd o sistema
entre dois instantes de tempo. Quanto menor ela for, mais
diferente estd o sistema em relacdo a um tempo anterior. Aqui
vemos que a func¢do de correlagdo normalizada pelo seu valor
emt =0 cai a 1/e do seu valor inicial em t = 7 ~ 150 passos
MC, onde T € o tempo de correlacdo. Para tracarmos este
grifico usamos = —0.60 e o sistema estava na temperatura

T = 0.44, prorimo a transicao de fase.
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Figura 3.10: Funcao de autocorrelagao da densidade - Rede
20x20

Funcdo de autocorrelagao da densidade em funcdao do tempo
para uma rede 20x20 com potencial quimico p = —0.60 a tem-
peratura T = 0.45. Vemos que quando t = T ~ 25 passos de
MC x(t)/x(0) = 1/e, o que caracteriza o tempo de correlagdo

do sistema.
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Figura 3.11: Funcao de autocorrelacio da densidade - Rede
10x10

Vemos do grdfico da funcao de correlagao da rede 10x10 que o
tempo de correlacao para este caso € T ~ 7 passos MC. Vemos
que quanto menor o sistema, menor o tempo de correlagao jd
que € preciso mudar menos sitios para fazé-lo razoavelmente di-
ferente entre dois instantes de tempo. O sistema aqui estava na
temperatura T = 0.46, prozimo & um ponto critico. o potencial
quimico usado foi p = —0.60.
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Figura 3.12: Autocorrelagao da densidade longe da temperatu-
ra critica - Rede 50x50

Comparando esta figura com a (3.9) vemos que o tempo de
correlagao cai muito ao nos afastarmos da temperatura critica.
Aqui o sistema estd na temperatura T = 0.48, enquanto que a
temperatura critica é T = 0.42. A flutuacdo apresentada aqui
em torno det = 0 é devido ao aumento de temperatura, sao
as flutuagoes térmicas, como jd discutimos no final da subsecao
(8.2.3). O potencial quimico foi i = —0.60.

relacdio como uma funcio que mede o quio parecida estd a rede num tempo  em
relacdo & um tempo ¢ anterior. Ora, se a rede 50x50 tem aproximadamente 6 vezes
mais sitios do que a rede 20x20, é natural que se precise de um tempo maior para
fazé-la diferente entre dois instantes de tempo £ e t. Aqui, mais uma vez, usamos
a temperatura critica como referéncia, ja que a funcao de correlagao é muito mai-
or nessa regido. Mostramos na figura (3.12) essa funcdo calculada na temperatura

T = 0.48 para a rede 50x50 e, comparando com a figura (3.9), vemos claramente a

diferenca entre a funcao de correlacao calculada proxima e afastada da temperatura

critica.
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Operacgao 2 - Fazendo a média das grandezas medidas

Aqui nés simplesmente usamos a equagao (3.15) para calcularmos o valor mais
provavel das grandezas medidas diretamente, que para no6s foram a densidade e a
energia.

Ainda ha outro tipo de medida, a indireta, que é feita a partir das grandezas
medidas diretamente, como por exemplo o calor especifico, dado por |1, 4]

o= () - ). (31

n

que é medido a partir da energia, com n sendo o nimero de moléculas e § = 1/kgT.

Operacao 3 - Calculando os erros

Os erros sao divididos em erros estatisticos e erros sistemdticos. Os estatisticos
sao aqueles inerentes ao processo de medida. Nao ha como anular esse tipo de erro,
apenas minimiza-los e estimé-los a fim de sabermos da fidelidade das medidas. Os
sistematicos ocorrem por displicéncia de quem faz as medidas. O erro sistemético
mais comum nesse tipo de problema é nao esperar que se equilibre o sistema para
se fazer as medidas. Abaixo mostramos como calcular os erros estatisticos.

A waridncia, ou erro associado a densidade, que é uma quantidade priméria

(medido diretamente), é dado por [1, 6].

0= \/ﬁ (P> = (p)?), (3.32)

onde N é o numero de medidas descorrelacionadas. Note que N é o mesmo
encontrado no Loop 3.
O erro associado aquelas grandezas que sao determinadas a partir de grandezas

primarias pode ser calculado por varios métodos e mostraremos alguns deles:

1. Método dos blocos - Consiste em separarmos as N medidas , por exemplo, da

30



energia em m blocos. Calculamos o calor especifico para cada bloco pela (3.31)
e estimamos o erro associado entre os m valores de ¢ pela (3.32), onde ao invés

de N usaremos m, nessa equacao. Esse método é mais intuitivo do que eficaz.

2. Método do cadar¢o - E como tentar ajudar-se a levantar puxando os proprios
cadarcos. Dos N valores da grandeza primaria, sorteia-se N e faz-se uma nova
amostragem de valores. Alguns poderao ser repetidos e outros nem aparecerao,
mas isso é irrelevante nesse método. Repete-se esse sorteio por, no minimo,
100 vezes, o que nos d4 100 amostras da medida priméaria. A seguir, calcula-se
o que se deseja - um valor para cada amostragem - e determina-se o erro da

grandeza secundéaria por meio da [1]

o =1/(B?) — (B)*. (3.33)

3. Método do canivete - Para casos em que ha menos de 100 medidas, esse método
é o mais eficaz. Das N grandezas primarias, corta-se a primeira e calcula-se
a grandeza secundéaria com as outras N — 1 que restaram. Depois, coloca-se
a primeira media no lugar e retira-se a segunda e, de novo, calcula-se com as
N —1 que restaram. Para cada ¢ — éstma medida retirada, temos uma medida

secundéaria B; calculada. O erro associado a4 B é [1], finalmente,

n

o=,|> (Bi—B)’ (3.34)

=1

Para o nosso problema, o método mais indicado é o segundo, uma vez que
facilmente passamos das 100 medidas da grandeza priméria.

Mostramos nas figuras (3.13), (3.14) e (3.15) os graficos do calor especifico das
redes 50x50, 20x20 e 10x10 sob a agdo de um potencial y = —0.50 com as barras

de erro calculadas pelo método do cadarco fazendo 200 reamostragens. Note co-

81



3 ! | .l I II[ T ll T [ l' ] T { T ]
N 05 uf
o | - 1
Q 2,5 0,4—1 =~
(e Ir = - = 11
S - 03 . —
3) i - .. |
Q - - 4
= o024 e |
z 15[ oal- =
— I "R R R R R BN E
o 1 *
S
O 05
0

Figura 3.13: Calor especifico com barras de erro - Rede 50x50
Como vemos nesse grdfico, o erro aumenta muito na regido
de divergéncia. FEsse efeito € devido as flutuagoes criticas que
fazem as grandezas, como a energia por eremplo, flutuarem
fortemente nessa regiao. FEsse assunto serd mais explorado na
subse¢do transicoes de fase. Mostramos também uma ampli-
acao onde vemos que, apesar de pequenas, as barras de erro
estao ld. O potencial quimico aqui foi = —0.50.

mo as barras de erro sao maiores na regiao do pico. Isso é devido as flutuacoes
criticas, como explicaremos na secao destinada as transicoes de fase. Tomamos pro-
positalmente poucos pontos nesses gréaficos para nao carrega-los visualmente, uma
vez que 0 objetivo é mostrar a ordem de grandeza das barras de erro associadas ao
calor especifico. Para se ter uma idéia, o intervalo de temperatura utilizado aqui foi
AT = 2.1072, enquanto tomamos o valor de AT = 10~ nas simulacdes reais.
Como exemplo do erro associado a uma medida direta, tracamos os graficos
mostrados nas figuras (3.16), (3.17) e (3.18), das densidades com as barras de erro
em funcao da temperatura para os trés casos de rede que estamos trabalhando.

Vemos que o erro associado a esse tipo de medida é muito pequeno podendo ser

representado pelo proprio tamanho dos pontos usados na representagao do grafico.
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Figura 3.14: Calor especifico com barras de erro - Rede 20x20
Calor especifico em fung¢ao da temperatura. O potencial quimico
a que o sistema estava submetido for p = —0.50.

Operacao 4 - Gravando os resultados

Por tltimo, gravamos os resultados em arquivos de dados (arquivo.dat).

3.3.3 Transicao de fase

Como vimos no capitulo anterior, & medida que variamos a temperatura, para
cada valor de potencial quimico, podem ocorrer transicoes de fase. Nas simulagoes,
a regiao em torno da temperatura critica é delicada de se trabalhar, pois o sistema
fica fortemente correlacionado. Nesta temperatura, o sistema ocupa e desocupa
seus sitios em blocos implicando numa grande flutuagdo das grandezas medidas.
Vemos facilmente como isso deve influenciar o calor especifico, dado pela (3.31),
pois ¢, mede justamente as flutuagdes na energia. Essas fortes flutuagoes sao ditas
as flutuacoes criticas. Como a flutuagao aumenta, o erro aumenta e, para manté-lo

num padrao razoavel, somos obrigados a aumentar significativamente o niimero de
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Figura 3.15: Calor especifico com barras de erro - Redel0x10

Barras de erro associadas ao calor especifico, tanto maiores
quanto mais perto do pico, regiago de transi¢cao de fase. O po-
tencial quimico foir p = —0.50.
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Figura 3.16: Densidade com barras de erro - Rede 50x50
Como vemos desse grifico, o erro associado a uma medida di-
reta € muito pequeno. As barras de erro, de tdo pequenas, so
podem ser vistas na ampliacdo do grifico. A medida que dimi-
nuimos o tamanho da rede, o erro tende a aumentar por conta
do mator efeito que as flutuagoes criticas tém sobre redes meno-
res. Aqui estd tracada a densidade em funcdo da temperatura.
O potencial quimico aqui foi p = —0.50.
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Figura 3.17: Densidade com barras de erro - Rede 20x20
Com um pouco de paciéncia € possivel ver que o erro € maior
com a diminuicao da rede. Na rede 10x10 isso € mais visivel.
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Figura 3.18: Densidade com barras de erro - Rede 10x10
O erro associado as medidas em geral na rede 10x10 tende a ser
mazor do que nas redes 20x20 e 50x50, devido a forte influéncia
que as flutuacoes tém em redes menores.
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estados escolhidos /V no Loop 3 a fim de termos uma média mais acurada nessa regiao
0 que torna, obviamente, a simula¢ao muito mais lenta. A descorrelacao do sistema
também deve ser feita com base na regiao critica, pois, como ja falamos, a correlagao
do sistema aumenta muito nessa regiao, como foi visto quando comparamos as figuras
(3.9) e (3.12). Outro problema enfrentado na regiao critica é o equilibrio do sistema,
que demora bem mais do que nas outras faixas de temperatura. Assim, deve-se
tomar um tempo de equilibrio com base na regiao critica para garantir que o mesmo
estard sempre em equilibrio antes de medir o que se queira, como podemos ver das
figuras (3.2) e (3.8).

Uma caracteristica importante advinda do tamanho da rede na regiao critica
vem do grande comprimento de correlagdo nessa regiao. Numa rede pequena, o
comprimento de correlagao alcanga uma maior porcentagem de sitios do que numa
rede grande, fazendo com que as flutuacdes criticas sejam tanto mais fortes quanto
menor o tamanho da rede, como vemos nas figuras (3.2) - (3.7).

As grandezas que dependem diretamente da flutuagao do sistema mostram ca-
racteristicas importantes dele, principalmente na regiao critica. Desse modo, mos-
tramos nas figuras (3.19), (3.20) e (3.21) os graficos do calor especifico em fun¢ao da
temperatura, onde suprimimos as barras de erro a fim de uma melhor visualizagao,
para as redes de tamanhos 50x50, 20x20 e 10x10. Aqui usamos N=15000 na regidao
préximo & transicdo de fase (0.42 < T < 0.76) e N=1000 para todas as outras tem-
peraturas nas redes 20x20 e 10x10. Para a rede 50x50 usamos N=5000 proximo a
regiao critica e N=1000 para as outras regioes, pelo fato de a simulagao ficar muito
demorada nesse tamanho de rede. O potencial quimico usado foi 4 = —0.50 e o
tempo para equilibrar o sistema foi de 1000 passos MC em todos os casos. Para a
rede 50x50 usamos ainda um intervalo de temperatura bem menor do que o usado
nas redes 20x20 e 10x10, o que nos deu muito menos pontos no gréafico do calor
especifico, mais uma vez, a fim de diminuir o grande tempo de simulagao que 2500

sitios exigem. Apesar disso, nossos resultados nao ficaram comprometidos uma vez
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Figura 3.19: Calor especifico - Rede 50x50

O calor especifico mede essencialmente a flutuacao da energia
do sistema. Quando esta aumenta muito, temos um aumen-
to do calor especifico. Na temperatura de transicao de fase o
sistema apresenta uma forte flutuacao das sua grandezas e en-
contramos um pico no calor especifico caracterizando essa tem-
peratura, que aqui foi em T = 0.46 + 0.02. O erro vem da
variacdo de temperatura utilizada: AT = 2.1072. O potencial
quimico foi p = —0.50.

que, mesmo sendo um intervalo de temperatura menor, ainda foi muito pequeno:
AT =2.1072, contra AT = 10~* nas redes 10x10 e 20x20.

Vemos da figura (3.19) que o calor especifico apresenta um pico em T = 0.46 +
0.02, o que caracteriza uma forte flutuacao da energia e, por sua vez, uma transi¢ao
de fase. Como o calor especifico é uma segunda derivada do grande potencial, diz-se
que foi uma transicao de segunda ordem. Nas redes 20x20 e 10x10 as transi¢oes
ocorrem em 7 = 0.4770 £ 0.0001 e T' = 0.4800 % 0.0001 respectivamente

Mas como saber de qual para qual fase foi essa transicao? E facil sabermos se
olharmos os graficos das densidades por sitio das quatro sub-redes, por exemplo, da
rede 20x20, como mostrados nas figuras (3.22) - (3.25). Vemos que na regido onde
T > 04770, p1 = ps =~ p3 ~ ps ~ 0.4, que caracteriza a fase Fluido, lembrando

que u < 0, o que induz a uma fuga de moléculas do sistema, fazendo com que as
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Figura 3.20: Calor especifico - Rede 20x20
Aqui temos o calor especifico em funcdo da temperatura para
uma rede 20x20, cujo potencial quimico p = —0.50. Vemos que
o calor especifico diverge quando T = 0.4770 + 0.0001 caracte-
rizando uma transicao de fase.
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Figura 3.21: Calor especifico -Rede 10x10
Aqui a temperatura de transicao é T = 0.4800 + 0.0001. O

potencial quimico a que o sistema estava submetido for p =
—0.50.
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Figura 3.23: Sub-rede 2
A densidade da sub-rede 2 vai pa-

ra 1 apos a transicao em T =
0.4770 4+ 0.0001.

Figura 3.22: Sub-rede 1
A densidade da sub-rede 1 vai pa-
ra zero apds a transicio em T =
0.4770 4+ 0.0001.

02} . S .
00 §0|,5 I— ll 1.5 020 I 0{5 _ ll 1.5
T T
Figura 3.24: Sub-rede 3 Figura 3.25: Sub-rede 4
A densidade da sub-rede 3 vai pa- A densidade da sub-rede 4 vai pa-
ra 1 apds a transicao em T = ra zero apos a transicao em T =
0.4770 £ 0.0001. 0.4770 + 0.0001.

densidades das sub-redes fiquem um pouco abaixo de 0.5 nessa fase. Para 0 < T <
0.4770 temos p; = py = 0 e py = p3 = 1 que, pela tabela (2.1), vemos que o sistema
esté na fase liquido diluto. Assim, reconhecemos a transicao fluido <> liquido diluto
na temperatura 7' = 0.4770 £ 0.0001 para um potencial quimico x4 = —0.50.

Apos repetir esses passos para varios valores de potenciais quimicos diferentes, é

possivel encontrar os pontos criticos do gas de rede via simulagao numérica.

Outra forma de se investigar possiveis transicoes de fase é fixar a temperatura
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Figura 3.26: Calor especifico variando o potencial quimico -
Rede 50x50

Ao invés dos picos apresentados nas figuras (3.19), (3.20) e
(8.21), vemos aqui uma pequena lomba ao calcularmos o calor
especifico variando o potencial quimico na temperatura T = 0.1.
Claramente hd algum efeito em torno de p = 1, provavelmente
uma transicao de 1% ordem.

num valor e fazer variar o potencial quimico. Fizemos isso para as redes 50x50, 20x20
e 10x10 em intervalos de Ay = 1072 e mostramos os graficos do calor especifico
de cada rede nas figuras (3.26), (3.27) e (3.28) respectivamente, na temperatura
T=0.1.

Nitidamente, esses graficos sao diferentes dos mostrados nas figuras (3.19), (3.20)
e (3.21), onde encontramos transigoes de 2¢ ordem. Os gréficos das figuras (3.26),
(3.27) e (3.28) ndo apresentam um pico, como em (3.19), (3.20) e (3.21), apenas uma
pequena lomba indicando algum efeito em torno de p = 1, mas nao caracterizando
uma transicao continua. Isso é um sinal de que essa transicao é de 1% ordem. Assim,
investigamos a primeira derivada do grande potencial, a densidade, para as trés
redes (10, 20 e 50) como mostramos nas figuras (3.29), (3.30) e (3.31). Essas sim,
apresentam uma queda brusca, caracterizando, assim, a transicao de 12 ordem. Esse

queda na densidade é bastante evidente na rede 50x50, como podemos ver na figura
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Figura 3.27: Calor especifico variando o potencial quimico -
Rede 20x20

Aqui também vemos a lomba formada em torno de p =1 para a
rede 20x20. Neste caso, o sistema também estd na temperatura

T =0.1.
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Figura 3.28: Calor especifico variando o potencial quimico -
Rede 10x10

Na temperatura T = 0.1, calculamos o calor especifico da re-
de 10x10 wvariando o potencial quimico. Vemos algum efeito
prozimo a p = 1.
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Figura 3.29: Densidade da rede 50x50 variando o potencial
quimico

Vemos que em p = 1 a densidade da rede 50x50 apresenta
uma variacao brusca. Isso € caracteristica de uma transicdo de
primeira ordem.

(3.29), sendo atenuada nas redes menores, principalmente na 10x10, devido a um
efeito de tamanho finito. E facil ver que houve uma transicdo entre as fases liquido
diluto e liquido denso uma vez que a densidade das redes, definida como a soma das
densidades das quatro sub-redes, eq. (3.29), vai a 1 quando p > 1.

Fazendo essa investigacao para varios valores de temperatura, encontramos uma
linha de transicao de 1¢ ordem em i = 1 entre as fases liquido diluto e liquido denso
e outra em p = —1 entre as fases de liquido diluto e gas. A secao seguinte destina-se
a mostrar o diagrama de fases completo: com os pontos criticos, as linhas de 12
ordem e mais um efeito novo, a anomalia na densidade.

Até aqui falamos em como lidar e reconhecer quando o sistema apresenta uma
transicdo de fase. Mas como ele se comporta quando nao ha uma transi¢cao? A
seguir, mostramos as figuras (3.32), (3.33) e (3.34) que sdo os graficos das densidades

de toda a rede das redes 50x50, 20x20 e 10x10 respectivamente para um potencial
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Figura 3.30: Densidade da rede 20x20 variando o potencial
quimico

Aqui, vemos uma forte variacao da densidade em p =1 na rede
20x20.
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Figura 3.31: Densidade da rede 10x10 variando o potencial
quimico

Como a variacao brusca se dd na primeira deriwada do grande
potencial, e nao na sequnda derivada como vemos na figura
(8.28), isso indica uma transi¢do de primeira ordem.
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Figura 3.32: Densidade da rede 50x50 - Passagem suave
Para um potencial quimico p = 1.1 nao vemos, para nenhum
valor de temperatura, uma transi¢cdo brusca da densidade. Ape-
nas uma variacdo suave entre os valores das densidades das
fases liquido diluto e liquido denso.

quimico g = 1.1. Vemos que nao existe uma variacao brusca na densidade, carac-
terizando uma passagem suave entre as fases fluido e liquido denso, sem podermos

delimitar uma fronteira entre essas duas fases.

3.4 Diagrama de fases e anomalia na densidade

Nessa secao veremos quais as diferencas encontradas entre o diagrama de fases
obtido com a aproximacao de campo médio e com o da simulagao para as trés rede

trabalhadas: 50x50, 20x20 e 10x10.

3.4.1 Anomalia na densidade

Com as simulacées um novo resultado aparece: A anomalia na densidade.
Tragamos o grafico de p versus T mostrado na figura (3.35) e vemos que, a

medida que diminuimos a temperatura, a densidade da rede aumenta até uma certa
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Figura 3.33: Densidade da rede 20x20 - Passagem suave
O grifico da passagem suave entre as fases liquido diluto e li-
quido denso para a rede 20x20 € idéntico ao da rede 50x50.

Figura 3.34: Densidade da rede 10x10 - Passagem suave
Aqui, o grifico da densidade da rede 10x10 também € idéntico
ao da rede 50x50 para um potencial quimico u = 1.1.
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temperatura, onde possui um maximo, e depois diminui antes de sofrer a transicao de
fase. Isso nao era esperado que ocorresse ja que, quando se diminui a temperatura,
a entropia do sistema também diminui, permitindo que o potencial quimico, que
nesse caso € positivo, induza a entrada de moléculas no sistema, sempre. Na outra
figura, a (3.36), vemos que, como o potencial quimico é negativo, hd uma anomalia
na densidade, mas referente a um minimo desta. Para tracarmos os graficos (3.35)
e (3.36) usamos V; = 1 e Vo = —1 em ambos, sendo p = 0.50 para o primeiro e
1 = —0.50 para o segundo.

Fizemos o grafico da densidade das redes 10x10, 20x20 e 50x50 para varios valores
do potencial quimico e determinamos os pontos onde ocorrem a anomalia, como
vemos na figura (3.37). O erro associado aos pontos dos méximos da densidade vem
da variacao de temperatura adotada, pois pode-se perder a posicao real do maximo
(minimo) de densidade no pulo de T para T + AT. Assim, o erro estimado é da
ordem de AT, sendo que usamos AT = 10~* na regido dos maximos para as redes
20x20 e 10x10 e, ainda AT = 2.10~2 para a rede 50x50, como haviamos comentado.
Como esses valores sao muito pequenos, mesmo o da rede 50x50, o préprio tamanho
dos pontos usados ja majoram esses erros dispensando-nos, dessa forma, de usar
uma barra de erros.

Nao tinhamos encontrado essas anomalias no capitulo passado o que demonstra

o ganho em termos feito a simulagdo do gas de rede.

3.4.2 Diagrama de fases

Repetindo os passos da subsecéo (3.3.3) para varios potenciais quimicos diferen-
tes, montamos os diagramas de fases mostrados nas figuras (3.38), (3.39) e (3.40)
referentes as redes 10x10, 20x20 e 50x50 respectivamente, ja com os pontos onde
ocorrem a anomalia na densidade. O erro associado aos pontos do diagrama vem,
mais uma vez, da variacao de temperatura adotada, pois pode-se perder a posi¢ao

do pico do calor especifico na passagem de T para T+ AT. Assim, o erro estimado é
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Maximo da densidade

T T I T
0.6 -
0,58 — \ _
0.56 | ]
Q. - ]
0,54 o .
i | Transicao de fase ]
0,52 H -
0.5 J -
1 l 1 I 1 l 1
0 0.5 L L5 2

Figura 3.35: Méaximo da densidade
No grdfico da densidade da rede versus temperatura, vemos um
mdzimo quando T = 0.6600 + 0.0001. Aqui temos uma rede
20x20 e um potencial quimico pu = 0.50.

T I T I T l T
05 =", Transicao de fase T
048 |- A —
046 |- .
Q_ e o
0As = Minimo da densidade
042 | =
0.4 |
] I 1 l 1 l 1
0 0.5 I L5 2

Figura 3.36: Minimo da densidade
Aqui temos um minimo na densidade quando T = 0.6600 *
0.0001 para uma rede 20x20 e um potencial quimico p = —0.50.
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Figura 3.37: Anomalia da densidade - redes 10x10, 20x20 e
50x50

Aqui temos os pontos de mdximo na densidade, quando p > 0,
e mintmo, quando p < 0, para as redes 10x10, 20x20 e 50x50,
que sao os pontos de anomalia na densidade.
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Figura 3.38: Diagrama de fases - rede 10x10

AT = 107*, para as redes 20x20 e 10x10 e AT = 2.10~2 para a rede 50x50, variacao
de temperatura usada na regiao critica para esses redes. Mais uma vez, o préprio
tamanho dos pontos nos servem como barras de erro.

Vemos das figuras (3.38), (3.39) e (3.40) que a temperatura onde ocorrem os
rieri. = 0-23
= (.18 para a rede 50x50.

pontos tricriticos, T, variam de acordo com o tamanho da rede: T,

= 0.19 para a 20x20 e 7T,

ricri. )

para a rede 10x10, 7}, - ricri.

Vemos ainda na figura 3.41 um grafico com os pontos criticos de transicao de 2¢

ordem das redes 50x50, 20x20 e 10x10, todos juntos.

3.5 Resumo do capitulo

Muitos experimentos sao complicados de serem feitos e existem muitos proble-
mas na fisica em que a solucdo analitica é muito complexa e trabalhosa, ou nao
é possivel. E ai que entram as simulagoes numéricas. Para o nosso caso, estamos

lidando com um sistema com muitas particulas e isso implica numa infinidade de
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Figura 3.39: Diagrama de fases - rede 20x20
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Figura 3.40: Diagrama de fases - rede 50x50
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Figura 3.41: Pontos criticos - Redes 50x50, 20x20 e 10x10
Esta figura mostra todos os pontos criticos (onde ocorre transi-
¢io de 2° ordem) das redes 10x10, 20x20 e 50x50.
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estados possiveis para o sistema, inviabilizando a solucao exata do problema. Para
resolver isso, usamos um método de simulacao numérica chamado de Monte Carlo,
onde aplicamos o algoritmo de Metropolis.

Com as simulagoes investigamos as fases do sistema para cada par de valores do
potencial quimico e da temperatura sem qualquer tipo de aproximagao no Hamil-
toniano do sistema, equacao (2.1), diferentemente do capitulo anterior. Contudo, a
simulagao nao é exata, uma vez que nao resolve a soma da funcao de grand particao
sobre TODOS os estados do sistema e sim sobre os mais relevantes apenas, que é
uma aproximacao muito melhor do que o Campo Médio. A partir dai construimos
o diagrama de fases do modelo para trés tamanhos diferentes de rede: 10x10, 20x20
e 50x50, onde encontramos um novo resultado em relacao ao capitulo anterior: O
sistema apresenta anomalia na densidade. Além disso, as linhas de 2% ordem ficaram
deslocadas com relagdo ao diagrama encontrado no capitulo de campo médio. As
linhas de 1¢ ordem permaneceram em g =1 e y = —1, mas o ponto tricritico, que

une as duas linhas, de 1% e 22 ordem, também teve sua posicao modificada.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho estudamos um gés de rede com interacoes competitivas por dois
métodos: aproximacao de campo médio, descrito no capitulo 2, e simulacao Monte
Carlo, objeto do capitulo 3.

O modelo consiste em uma rede bidimensional onde cada sitio pode ser ocupado
ou nao por molécula, sendo que o numero destas é varidvel, ora ocupando, ora

desocupando os sitios da rede. Construimos o Hamiltoniano

’H=—V12(7i0j—VQZJioj—uZUi (4.1)
<ij> <ij> i
para representar este sistema, que possui um termo linear no potencial quimico p que
permite controlar a variacao no ntimero de particulas. Os dois primeiros termos sao
a energia interna do sistema e representam o potencial de duas escalas competitivas
mostrado na figura (2.1). Escolhemos V; > 0 e Vo < 0 como forma de representar
uma escala com energia mais baixa que a outra.
A rede foi dividida em quatro sub-redes entrelacadas que interagem entre si,
sendo que cada sitio da sub-rede « recebe um ntmero «, e assim por diante.

Para o problema apresentar solucao analitica, usamos uma aproximagao de cam-
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po médio, onde substituimos a equacado (4.1) pela eq. (2.19), que é

v v v v
HTCM — _ Z Z (Z €apPp + Na) o + % Z % Z €apPBPas (4.2)
a=1 ica \B=1 a=1 " p=1
onde p, = {(0;) é a densidade média de ocupagdo de uma dada sub-rede « e com
o segundo termo de (4.2) sendo a corregdo de recontagem. Com a eq. (4.2), de-
terminamos o grande potencial por sitio do sistema, ¢, equag¢do (2.20), e as quatro
equagoes das densidades de cada uma das sub-redes, as equagoes (2.23).

Tendo em maos o conjunto de equagdes (2.23), montamos o diagrama de fases
do nosso gas de rede na aproximacao de campo médio da seguinte forma. Primeiro,
fixamos os valores, por simplicidade, V; =1 e V5, = —1. Depois, resolvemos as eqs.
(2.23) para varios valores diferentes de temperatura e potencial quimico, o que nos
deu um conjunto solucao (p1, p2, ps3, ps) para cada par (7, ). Por fim, reconhecemos
a que fase pertence o conjunto solugao (pi, p2, p3, p4) com o auxilio da tabela (2.1).

Encontramos um diagrama de fases p vs. T' de campo médio onde trés fases se
fazem presentes: fase de gés, fase de liquido denso e fase de liquido diluto. Para altas
temperaturas o sistema se encontra em uma fase de fluido desordenado. Baixando-se
T para um potencial quimico p/V; < —1 o sistema passa continuamente de fluido
desordenado a gas; para p/V; > lpassa continuamente de fluido desordenado a
liquido denso. No intervalo —1 < p/V; < 1 o sistema sofre uma transigdo de 22
ordem que d4 origem a uma linha critica e a dois pontos tricriticos, como ilustrado
na figura (2.17). Neste diagrama, para kgT/V; < 0.47, surge a coexisténcia entre
duas fases liquidas.

Com o objetivo de detectar em que grau a razao entre as duas escalas do potencial
influencia o diagrama de fases, estudamos os casos em que V5/V; = R=—-1.2,R =
—0.8, R = —0.52 e vimos que, qualitativamente, o diagrama nao muda para qualquer
valor de R < —0.5, alterando apenas a regiao de abrangéncia da fase liquido diluto,

como mostrado na figura (2.18). Para valores de R tal que R > —0.5, a fase liquido
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diluto desaparece do diagrama de fases, tendo apenas a transicao Gds <+ Liquido
Denso, como mostramos nas figuras (2.20) - (2.23).

Com a aproximagao de campo médio nao encontramos nenhum efeito anémalo
na densidade. Tudo o que conseguimos aferir é que a presenca de duas escalas
competindo da origem a duas fases liquidas desde a razao entre as escalas nao exceda
um certo limiar.

Para um estudo mais preciso do nosso problema, usamos um método de simulacao
numérica chamado de Monte Carlo, onde aplicamos o algoritmo de Metropolis.

Com as simulagoes investigamos as fases do sistema para diferentes valores do
potencial quimico e da temperatura e, a partir dai, construimos o diagrama de
fases da rede para trés tamanhos diferentes delas: 10x10, 20x20 e 50x50. Com as
simulagoes o sistema apresentou anomalia na densidade que, juntamente
com a transi¢ao liquido-liquido, s6 existe se a razao entre as interagoes competitiva
e atrativa estiver abaixo do limite R = —0.5. Cabe ressaltar que esta anomalia
difere da apresentada pela dgua uma vez que aqui fizemos p constante, enquanto
que a anomalia da densidade na 4gua ocorre a pressao constante. Outro resultado da
simulacao é que as linhas de 2% ordem ficaram deslocadas com relacao ao diagrama
encontrado através de campo médio. As linhas de 12 ordem permaneceram em p = 1
e 4 = —1, mas os pontos tricriticos, que unem as duas linhas, de 1% e 2% ordem,
também tiveram suas posicoes modificadas com relagao a aproximacao de campo
médio, como pode ser visto comparando-se as figuras (2.17) e (3.38)-(3.40).

Nossos estudos! corroboram que um dos ingredientes necessirios para o surgi-
mento de uma anomalia na densidade é a existéncia de duas escalas, sendo que a
razao entre elas nao deve ultrapassar um certo limiar. Igualmente, observamos que
a anomalia aparece vizinha a uma criticalidade que nao precisa obrigatoriamente

ser dois pontos criticos como se espera para a dgua. Resultados nessa mesma linha

LOLIVEIRA, A. B.; BARBOSA, M. C.. Density anomaly in a competitive Interaction lattice
fluid. (em preparacdo). A ser submetido & Physica A.
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foram encontrados em outros modelos de duas escalas, estes com um grau maior
de complexidade [9, 10, 11, 12, 19, 20] e muitas vezes apresentando uma s6 destas
propriedades.

Gostariamos de salientar que, apesar da 4dgua ter sido a grande motivadora do
nosso trabalho, nosso modelo nao sugere o gés de rede com interagoes competiti-
vas como o modelo para a dgua ji que possui caracteristicas que nao encontramos
nessa substancia tais como linhas criticas e pontos tricriticos e, ainda, limitagoes
simplificadoras, como bidimensionalidade e isotropia. Nosso intuito foi entender as
origens das anomalias para podermos analisar, além da agua, o comportamento de
uma série de liquidos , tais como S, Se, Te, Cs, Si, Ge, I, C, P, Si0y e BeF, que,
em maior ou menor grau, apresentam anomalias? .

Nosso modelo, devido justamente a sua simplicidade, é aplicavel inclusive na

biologia, para o estudo de micelas e microemulsoes [13, 14, 16, 17, 18|.

2Referéncias [2-18] Phys. Rev. E., v. 67, n. 1, p. 11103, Jan. 2003.
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Apéndice A

Obtencao do grande potencial em

Campo Meédio

Temos que a equagdo (2.19) é dada por
R 9D I DILFINUT PR phis piwe
: aBPp «a % 9 v afBlFpBPas
a=1 i€a \f=1 =1 B=1

que pode ser reescrita como

HIOM = =) [Z (Z €apPp T ua> 0; — %% D €aspppo

a=1 Li€a B=1 B=1
= ) Ha, (A1)
a=1

com

Ho=)_ (Z €apPp + Ma> 0 — %% > €appppo (A.2)
B=1

i€a \f=1

A funcao de particao grand canonica, do nosso sistema ¢ dada por

E=) e (A.3)
{oi}
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onde 8 = kBLT O somatorio em o; significa soma sobre todos os valores possiveis de
0; que sao, obviamente, 0 e 1.

Substituindo a (A.1) na (A.3), segue que

(11
|

{oi}

= [[D e (A.4)

a=1 {o;}

Da (A.2) e da (A.4) chegamos a

(1]
I

— H Zexp 52 (Z €apPp + ua> 0; — % ZGO‘/jpﬂpa]
p=1 B=1

a=1{o;} | ica
= H Z exp ﬁz (Z €apPp + ua> ai] exp [—’32—]: Z €apPpPo | (A.D)
a=1 {0;} | ica \p=1 p=1

Como no termo

()

i€a
da equacao anterior o; assume os valores 0 ou 1 nao importando qual seja i, pode-
mos fazer a substituicdo o; = o, sem perda de generalidade. Lembrando que E
i€
corresponde a uma soma sobre todos os sitios i de uma determinada sub-rede «,

decorre que E 1 =2 como ja haviamos visto antes. Sendo assim, a (A.5) fica

1€

= = [IXew [gﬁ (z casts m) ] - [-@—]jzeaﬂpﬁpa]

a=1 {o} B=1 p=1
N
14 14 v ﬂN 14
= 11> {eXp [B (Z €appp + ua> 0] } exp [—g D €asPspal -
a=1 {0} a=1 f=1
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Resolvendo agora o somatorio em {o}, vem:

7 N
+ 1} exp [_52—1/ Zeaﬂpﬂpa] - (AG)

p=1

E= f[ {exp [ﬂ (XU: €appp + ua>

a=1 B=1

Usando o artificio
e +1=e2 (eg + e_%) = e22cosh E,
2

reescrevemos a (A.6) como

N
_ 14 1 14 1 14 v
= = H {exp liﬁ (Z €appPp + ,ua> 2 cosh liﬁ (Z €aBPB +,ua) }
BN
—— A.
X €xXp ! 2% ﬂz_;ea/)’pﬂpa ( 7)

que é a grande fungao particao para o nosso sistema na teoria de campo médio.
O grande potencial por sitio é escrito, em termos da grande funcao de particao,
da seguinte forma:
¢ = L In=.

BN
Desse modo, o grande potencial por sitio do nosso sistema na teoria de campo
médio é dado por

N
v

HTCM = _BiNlnH {eXp [%ﬂ (Z €apPp +Na>
a=1

p=1

RS
X €xXp [—g Z €aBPBPa

p=1

1 v
2 cosh !55 (Z €appPp + ua>

p=1

}
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Zln {exp [%ﬁ (Z €apPp + Na)

=1

p=1

Z g In {exp [%ﬁ (Z €appp + NOL)

1 =1 p=1
v BN v

1 - a o
; n{exp [ 2 ;6 BPBP

v

Sl ()

o= B=1 p=t
v N v
Z [—62—1/ Z eaﬁpﬁpa]
a=1 B=1
_i - iGaﬁPﬁ+l$a —iiln2
21/ =\ vp pa—)
P Z In cosh [ (Z €appPp + Ma> + 21—1/ Z Z €aBPBPa
B=1 a=1 =1
QSTCM = —kBT In2
kBT
Z In cosh (Z €appPp t Ma)
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1 v
2 cosh [55 (Z €aBPB T Ha

)

1 14
2 cosh 155 (Z €apPB T Ma)

1
+1In2 + Incosh liﬁ (Z €appPp t Ma)

;

}

}



14 14 1 14 14
—% 2 (Z €apPp + ua) + 5D D Capbppa

=1 \g=1 a=1 =1

com 3 =1/kgT, onde kp é a constante de Boltzmann e T a temperatura.
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Apéndice B

Equacao da densidade de cada

sub-rede

Podemos reescrever a equacdo (2.2) como
O=U-TS~ ) faNa, (B.1)
a=1

onde U ¢ a energia interna no sistema, S a entropia e n, o niimero de sitios ocupados

numa certa sub-rede «, que pode ser escrito como
N = E ;. (B.2)
1€Q

Da equagdo (2.14), vem

Do

pa = (o3) = S5—. (B.3)

<=

De (B.2) e (B.3), chegamos a
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substituindo (B.4) em (B.1), chegamos a

N v
@:U_TS__ alMla-
y ‘;:1# 1%

Dividindo a B.5 pelo ntimero de sitios N, vem

¢_
~ =

onde U/N=u e S/N=s.

Derivando esta tultima em relagao a u, chegamos a

(2),...
Otta ) 141 v

e ()
« 8Ma Talia;éﬂ

ou
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Apéndice C
Energia em T =0

Como na fase de Gas nao ha moléculas, o grande potencial dessa fase & T = 0

é obviamente

¢c = 0. (C.1)

Uma maneira facil de chegar nas outras (2.25) é desenhar uma rede de tamanho
qualquer, uma vez que as equacgoes nao dependem do niimero de sitios, e representar
as interacoes de primeiros e segundos vizinhos por linhas tracejadas, depois contar o
numeros de linhas e dividir pelo nimero de sitios. Depois, somamos a contribui¢ao
do potencial quimico, que ¢ dada pelo nimero de moléculas, obtendo assim, o grande
potencial por sitio de cada fase. Como exemplo, usamos uma rede 4x4. Na figura
(C.1), estao representadas todas as interagOes entre os primeiros vizinhos, de todos

os sitios, pelas linhas tracejadas. Como temos 32 linhas, segue que

PrIM. Viz.
(I)[/Di TIM. VIZ. 32‘/1 .

N 7 -~ 16

Os segundos vizinhos, representados na figura (C.2), também tém 32 linhas, entdo,

seqg.viz. __
o= =2V,
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Finalmente, temos 16 sitios ocupados. Segue entao,

g = 10,
Sendo assim:
¢p = —2Vi =2Vo — (C.2)
,,,,,,,,, R Sl S ) o e« e o
————————— . e S ' ° o o
,,,,,,,,, ¢ o o ® ’ [ ] o ®
fffffffff o.oo o o ® L4
Figura C.1: Liquido Denso Figura C.2: Liquido Denso
Interagoes de primeiros vizinhos Interagoes de sequndos vizinhos

Abaixo, mostramos as outras fases com suas respectivas interagoes, onde deixa-

mos a cargo do leitor a dedugao dos outros grande potenciais.

Fase Fluido AF Denso:

¢arp = —-V1 = Vo — s (C.3)
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Figura C.3: Fluido AF Denso Figura C.4: Fluido AF Denso
Interacoes de primeiros vizinhos Interacoes de sequndos vizinhos

Fase Fluido AF:

Gar = —Vo— =z

o ° o ° o

o e 0 °
° o ° o A

° o e o
o ° o ° s

o e o °
° o ° o -

° o ° o

Figura C.5: Fluido AF
Figura C.6: Fluido AF
Interagoes de primeiros vizinhos
Interacoes de sequndos vizinhos

Fase Liquido Diluto:

1 1
Grail = —§V1 - E,U
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° 0 ° 0 ° 0 ° 0
° 0 ° 0 ° o ° o
° o ® 0 ° 0 ° o
Figura C.7: Liquido Diluto Figura C.8: Liquido Diluto
Interacoes de primeiros vizinhos Interacoes de sequndos vizinhos
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Apéndice D
Outros casos do Estado Fundamental

Caso 2: V; >0,V >0

Como ja foi discutido anteriormente, o termo de menor energia quando pu —
400, é o da fase liquido denso. Investigando as possiveis transicoes para as outras
fases, analisamos as (2.28), (2.32), (2.33) e (2.34). Temos que o possivel valor para
uma transicao de fase é dado pela (2.34), uma vez que é o maior (ocorre primeiro
ao baixarmos o potencial quimico) dentre estes. Assim, transicao liquido denso —
gds ocorrera quando

p< —=2Vi —2V3, se ¢Lp > dg-

Estando o sistema na fase de gas, nao ha como haver uma outra transicao em
diminuindo-se o potencial quimico, pois a diminui¢ao deste implica numa fuga
de moléculas do sistema e, como vemos, na fase gas o sistema encontra-se no grau
méximo de desocupacao.

Dessa forma, podemos montar o quadro abaixo:

caso 2 Vi>0,V2>0

> =2V — 2V, Fase Liquido Denso

uw = —2Vy — 2V, | Transicao Liquido Denso <> Gds

p< =2V — 2V, Fase Gés
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caso 3: V; >0,V <0

Analisando, mais uma vez, as (2.28), (2.32), (2.33) e (2.34), vemos que a tran-
sicao possivel é dada pela (2.32), transi¢ao liquido denso — fluido AF, quando bai-
xamos o valor de p a partir de +00. Caso haja uma outra transicio, esta deve ser
ou para a fase liquido diluto ou para a gas, uma vez que a densidade da fase fluido
AF denso é maior do que a da fase AF, como ja foi discutido antes. Sendo assim,
investigaremos uma possivel transicao fluido AF — liquido diluto, que é dada pela
condicao:

Vi > 2Va, se dar > Prai-

Como V; < 0 e V5 > 0, esta condicao nao é valida. A outra transicao possivel é

vinculada &

< =2V, s dar > og, (D.1)

que deve satisfazer a (2.29), ja que estamos na fase fluido AF. Ou seja, a (D.1) deve

obedecer essa condicao para que haja a transicao fluido AF — Gds. Ja que

2V, < —4V; — 2V5,

a (2.29) é satisfeita pela (D.1) e essa transi¢do é possivel. Montando o quadro

esquematico:
caso 3 Vi1<0,V2 >0
u > —4Vy — 2V, Liquido Denso
pw=—4V; =2V, Liquido Denso < Fluido AF
—2Vo < pu < —4V) — 2V} Fluido AF
= —2V, Fluido AF < Gds
u < =2V, Gas
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Caso 4: V1 <0,V <0

Para este caso, com relagao as (2.28), (2.32), (2.33) e (2.34), vemos que o pri-
meiro valor que p assume quando o trazemos de +o0o0 é y = —4V; —4V5. Sendo assim,
a transicao que ocorre é a liguido denso — fluido AF Denso, com a condicao dada

pela (2.27) para a existéncia da fase AF denso, que ¢é

1< —AV, — 4V,

A partir da fase AF Denso, pode ocorrer a transicao fluido AF Denso — fluido

AF | ao invés da fluido AF denso — liquido diluto, se

KLD/AF > KLD/Ldil;

ou seja,
-4V =2V, > =3V; -4V, =
Vi
Vo > ?1, (D.2)
V1<0
ou, como ,
Vo <0
v
vl < (D.3)

A condigao para existir a fase fluido AF, tendo ocorrido uma transicao fluido AF
Denso —fluido AF, é

GAFD > GAF,

que, das (2.25), reduz-se a
p< —4V;. (D.4)
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Investigaremos, agora, se é possivel haver uma transicao fluido AF — liquido

diluto. Caso ocorra, é porque

PAr > PLdil;
que implica em
Vi
‘/2 < ?7
ou, ainda,
Vi
vl > g

que ndo concorda com a (D.3), ndo sendo possivel, assim, essa transi¢do. Finalmente,

a ultima transicao a ser estudada é a fluido AF — Gds, que é possivel se
Gar > ¢ = p < —2Va.
Essa condicdo deve satisfazer (D.4), que s6 é possivel se,

=2V, < -4V, =
Vo > 2V =

Vol < 2[4l

que satisfaz a (D.3) e, portanto, a (D.4). Assim, temos também a transi¢do fluido
AF —Gas.

Estudamos apenas o caso dado pela (D.2). O outro caso possivel é

-4V =2V, > =3V; -4V, =

:
vl > M (D.5)

que, ao invés de termos uma transicao fluido AF Denso — fluido AF, teremos uma

fluido AF Denso — Liquido diluto, cuja condicao de existéncia da fase liquido diluto
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Garp > Praa = p < —2Vi -4V, (D.6)

e que satisfaz a 2.27, ja que

—2Vh — AV, < —4V) — 4V,

Sendo assim, essa transicao é possivel. Finalmente, pode ser que haja a transicao

Liquido diluto — Gds, cuja condigao da fase gas é

i > ¢a = p< —Vi.

A condicdo acima obedece a (D.6) ja que

Vi < =2V) —4V,,

havendo, portanto, também essa transi¢ao. Organizando tudo:

se |Va] < @,
caso 4 V:1<0,V2<0
u> =4V — 4V, Liquido Denso
u=—4V; — 4V, Liquido Denso <+ Fluido AF Denso
—4Vi < pu < —4V; — 4V, Fluido AF Denso
uw=—4V; Fluido AF Denso < Fluido AF
=2V, < p < —4V; Fluido AF
uw= =2V Fluido AF — Gas
u< =2V, Gés
se |Va| > @,
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caso 4 V1<0,V2<0
u > —4Vy — 4V, Liquido Denso
u=—4V; — 4V, Liquido Denso <> Fluido AF Denso
=2Vi —AVy < pu < =4V — 4V, Fluido AF Denso
= —2V; — 4V, Fluido AF Denso <> Liquido Diluto
Vi <p< =2V —4V, Liquido Diluto
uw=-=-V Liquido Diluto < Gds
uw< =V Gés
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Apéndice E

Probabilidade Condicionada - Regra
de Bayes

A Regra de Bayes permite calcular a probabilidade de um evento A ocorrer,
dado que um outro evento B ocorreu, sendo as probabilidades de ocorréncia desses
dois eventos dependentes condicionalmente. Assim, sejam P(A/B) a probabilidade
de que A ocorra tendo ocorrido B, P(B) a probabilidade de ocorrer o evento B e
P(AN B) a probabilidade de ocorréncia do evento interseccdo A com B . A regra de

Bayes diz que
P(ANB)

P(A/B)==p 5

(E.1)

Agora vamos reconhecer os nossos eventos dentre os citados acima:

Evento A — “Encontrar o sistema no estado «;”

Evento B — “Aceitar um estado «;”

Evento A N B — “Encontrar o sistema no estado a; em meio aos estados

aceitos.”

Evento A/B — “Encontrar o sistema no estado «; uma vez que ele foi aceito”
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Sendo assim, reconhecemos as relagoes abaixo:

7'8(E°‘17“N)
P(ANB) = po, = Z oy @ EN
e g
P(B) = Cu
7167,3(Eai f,uN)
P(A/B) =

§ :6 EOZZ uN

A probabilidade P(A/B) néao esta normalizada. Portanto

Lo, = P(A/B) C_l _’B(E%_NN)

T Ty .

onde () é a constante de normalizacao tal que

> GtePFe)

= = =1 =

Z Fai - Qzefﬁ(EaifuN)

g
o
g - e_ﬂ(EO‘i _NN)
(e%3
E :6 E% uN

Das equacgoes E.2 e E.3 chegamos a

—'16_/3(Eai —uN)
r, = Cal

i Zc—lefﬁ(EafuN).
;i
a;
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