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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a introducao e desenvolvimento de uma
metodologia analitico-simbdlica para a obtencao de respostas dinamicas e forcadas
(solugoes homogéneas e nao homogéneas) de sistemas distribuidos, em dominios
ilimitados e limitados, através do uso da base dinamica gerada a partir da resposta

impulso.

Em dominios limitados, a resposta impulso foi formulada pelo método
espectral. Foram considerados sistemas com condi¢oes de contorno homogéneas e

nao homogéneas.

Para sistemas de natureza estavel, a resposta forcada é decomposta na
soma de uma resposta particular e de uma resposta livre induzida pelos valores
iniciais da resposta particular. As respostas particulares, para entradas oscilatorias

no tempo, foram calculadas com o uso da fungao de Green espacial.

A teoria é desenvolvida de maneira geral permitindo que diferentes sis-
temas evolutivos de ordem arbitraria possam ser tratados sistematicamente de uma

forma compacta e simples.

Realizou-se simulacoes simbdlicas para a obtencao de respostas dinamicas
e respostas forcadas com equagoes do tipo parabdlico e hiperbdlico em 1D,2D e 3D.
O célculo das respostas forcadas foi realizado com a determinacao das respostas

livres transientes em termos dos valores iniciais das respostas permanentes.

Foi simulada a decomposicao da resposta forcada da superficie livre
de um modelo acoplado oceano-atmosfera bidimensional, através da resolucao de
uma equacao de Klein-Gordon 2D com termo nao-homogéneo de natureza dinamica,

devido a tensao de cisalhamento na superficie do oceano pela acao do vento.

x1



ABSTRACT

The objective of this work is the introduction and the development
of an analytical-symbolic methodology for obtaining dynamic and forced responses
of distributed systems, in unlimited and limited domains, through the use of the

dynamic basis generated by the impulse response.

In limited domains, the impulse response was formulated with the spec-
tral method. Systems were considered with homogeneous and nonhomogeneous

boundary conditions.

For systems of stable nature, the forced response is decomposed into the
sum of a particular response and a free response that is induced by the initial values
of the particular response. The particular responses, for oscillatory time inputs,

were calculated with the use of the spatial Green’s function.

The theory is developed in a general way that allows that different
arbitrary order evolution systems can be systematically treated in a compact and

simple way.

Symbolic simulations ware performed for obtaining dynamics responses
and forced responses with equations of parabolic and hyperbolic type in 1D,2D and
3D. The calculation of the forced responses were accomplished with the determina-
tion of the transient free responses in terms of the initial values of the permanent

respomnses.

It was simulated the decomposition of the forced response of the free
surface of a two-dimensional coupled model ocean-atmosphere, through the inte-
gration of a 2D Klein-Gordon equation with a nonhomogeneous terms of dynamic

nature, due to the shear stress in the surface of the ocean by the action of the wind.

x1i



1 INTRODUCAO

Neste trabalho sao consideradas respostas dinamicas e forcadas de sis-
temas distribuidos de natureza evolutiva. Eles sao descritos por equagoes diferenciais
parciais com variavel espacial num dominio limitado ou ilimitado. Nos dominios lim-
itados sao consideradas condicoes de contorno homogéneas e nao homogéneas. Sao

abordados sistemas LTI (lineares e invariantes no tempo) do tipo

ZAj—aju(t’m) = f, (1.1)

SR

onde as variaveis u = u(t,x) e f = f(t,z) sdo fun¢des que dependem do tempo ¢ e
do espago x numa regiao (2, e os coeficientes A; sao operadores espaciais, quer dizer,
s6 contém derivadas com respeito a variavel espacial x. Estes operadores agem sob
funcoes definidas espacialmente em dominios ilimitados ou limitados. Em dominios
limitados, as fungoes u(t, x) vém a satisfazer condi¢ées de contorno. Na dinamica e

controle, sao freqiientes entradas do tipo dinamico

M a]p
F=> Bis (1.2)
=0

onde p(t, ) é uma determinada carga externa. Aqui os B; sao operadores espaciais.
No estudo deste tipo de sistema, serd enfatizado o uso da base dinamica, gerada a
partir da solucao fundamental ou resposta impulso ou funcao de Green temporal do

sistema.

Em sistemas de natureza estavel, a resposta forcada pode ser, com
auxilio da base dinamica, caracterizada através de uma decomposicao em que uma
parte transiente é induzida pelos da valores iniciais da resposta permanente [2], [29)].
Para entradas harmonicas no tempo em sistemas distribuidos definidos em dominios

limitados, a resposta permanente pode ser calculada com o uso do operador de trans-
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feréncia ou funcao de Green espacial. O céalculo deste operador pode ser realizado
através do método espectral, que requer do calculo de autovalores e de autofuncoes.
Com dominios espaciais unidimensionais, o operador de transferéncia pode ser cal-

culado de maneira nao-espectral com o uso de uma base dinamica espacial [9)].

Os métodos espectrais e nao-espectrais, incluindo muitas técnicas numé-
ricas, tém um aspecto em comum: absorver a variavel tempo das equacgoes que de-
screvem um sistema. Para uma formulacao mais geral, o uso de métodos espectrais
sao mais restritivos do que os métodos operacionais. Estes tltimos métodos incluem
a transformada de Fourier em dominios ilimitados e a transformada de Laplace em
dominios limitados. O método operacional permite obter uma equacao transfor-

mada, chamada de equac¢ao operacional, em principio, mais facil de manipular.

No capitulo 2, apresenta-se um estudo de das equacoes evolutivas li-
neares invariantes no tempo (LTI) em um dominio ilimitado. Esse estudo é desen-
volvido utilizando-se uma formulacao direta através do método da transformada de
Fourier em termos de uma resposta fundamental, denominada também de solugao
dinamica do sistema. E também tratada a existéncia e unicidade das solugoes, bem

como a sua dependéncia continua dos dados iniciais.

No capitulo 3, é feita uma abordagem de equagoes evolutivas em um
dominio espacial limitado. Primeiramente, o problema ¢é tratado para o caso geral
(n-dimensodes) através do método operacional onde sdo abordados separadamente
os casos de condigoes de contorno homogeéneas e nao homogéneas. Logo apds essa
abordagem geral, o caso unidimensional é tratado detalhadamente onde é mostrado
o calculo nao espectral da fungao de Green espacial “com o uso da base dinamica.
O calculo das condigoes de contorno adjuntas também é estudado para o caso uni-

dimensional.
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O capitulo 4 é reservado para detalhar a decomposicao de respostas
forcadas que sao definidas através da integral de convolugao da solugao fundamental

com o termo nao homogéneo.

Nos capitulos 5 e 6 uma classe de problemas parabdlicos e hiperbédlicos
é estudada detalhadamente para ilustrar a teoria desenvolvida nos capitulos sub-
sequientes. Realiza-se simulagoes simbdlicas para a obtencao de respostas dinamicas

e respostas forcadas em dominios unidimensionais, bidimensionis e tridimensionais.

No capitulo final, é apresentado um modelo geofisico de interacao oceano-
atmosfera acoplado. Este modelo é descrito por equagdes nao-lineares de aguas
rasas. Considerando-se aproximacoes e transformagoes, deriva-se uma equagao do
tipo Klein-Gordon for¢ada para o deslocamento da superficie livre do oceano [17],
[14], [25]. As forgas externas consideradas sao as variagoes na pressao atmosférica
e tensoes de cisalhamento na superficie do oceano devido a agao do vento. Simu-
lacoes foram realizadas para obter a resposta forcada devido a tensoes oscilatorias

no tempo e no espaco.



2 EQUACOES EVOLUTIVAS LINEARES
INVARIANTES NO TEMPO EM DOMIiNIO
INFINITO

As equagoes evolutivas lineares invariantes no tempo (LIT), isto é, em
que a incégnita u e suas derivadas no tempo ¢, até uma certa ordem m, aparecem
somente na primeira poténcia, e os coeficientes de u e suas derivadas dependem
apenas das variaveis espaciais independentes x, vy, z, constituem uma importante
classe de equacoes, tanto pela sua rica teoria e praticidade quanto pelo sua freqiiéncia

nas aplicagoes.

Nestas equagoes, trés principios norteiam seu estudo, igualmente validos
para o caso das equagoes diferenciais lineares, tanto ordinarias quanto parciais em
tempo continuo bem como finitas em tempo discreto. Eles sao os principios da

superposicao, da decomposicao e da representacao.

e PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO: Qualquer combinacao linear de solucoes
de uma equacao evolutiva linear homogénea é também uma solucao

dessa equacao.

e PRINCIPIO DA DECOMPOSIGAO: A solucao de uma equacgao evolutiva
linear nao-homogénea pode ser decomposta na soma de uma solucao

homogénea e de uma solugao nao-homogénea particular.

e PRINCIPIO DA REPRESENTACAO: Existe uma solucao fundamental que

carrega toda a informacao de uma equacgao evolutiva linear.

Este ultimo, pode ser considerado como o mais importante do ponto
de vista do estudo das equacoes evolutivas lineares, pois a resposta pode ser escrita
como um tipo de combinacao linear dessa solu¢do (solugao fundamental) e suas

derivadas, atuando sobre os dados do problema. Os principios da superposicao



e da decomposicao aplicam-se a qualquer problema que seja de natureza linear.
O principio da decomposi¢ao serd importante para o tratamento de sistemas de

equacoes diferenciais lineares e de equacoes diferenciais parciais.

2.1 O Problema de Cauchy

Neste trabalho, o nosso interesse sera com as equacoes diferenciais par-
ciais (EDP) lineares com coeficientes constantes no tempo. O caso de equagoes
diferenciais ordindrias (EDO) e de equagoes em diferencas (EDF) tem sido conside-

rado em detalhe em [5], [29] e [4].

O problema de Cauchy no espago consiste em achar uma solugao u =

u(t, z) do problema de valor inicial,

N

u 4
ZAj%(t,x) = f(t,z) t>0, zeR (2.1)
j=0
ou Nty _
U(O, x) = ug(x)a E(va) = u(l)(m)a B W(O, x) = uév 1(1}), reRY. (2.2)

Aqui, = denota a varidvel espacial em 1D, (z,y) em 2D ou (z,y,z) em 3D. Em
geral, considera-se x como uma variavel espacial que varia em todo o espacgo d-
dimensional. Os coeficientes A; sao operadores diferenciais espaciais lineares com

coeficiente constantes, isto é, contendo somente derivadas com respeito a variavel
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espacial definidos por

Aj - Z (]Ja’jDa (23)

|| <my
pe - 9% 0% o™
Oxt 0xy? Oz
J] = (x17:r2’...7xd)
aayj = aal,az’---’adJ - CO’I”LStCLnte
CY = (al’a2’...,ad)
lal = |oa|+ [az| + -+ |l

As fungbes a,(z) sao assumidas com derivadas continuas de qualquer ordem. O uso

da transformada de Fourier com respeito a variavel espacial

u(t,w) = Fu(t,z)) = (27r)_d/2/ ety (t, x)de,

R4

onde < z,w > é o produto interno associado a norma euclideana

|zl = vV<z,z>= (2.4)

isto é,
d

<T,w>= g TpWi,
k=1

permite obter uma formula de variacao de parametros, cuja validade pode ser esta-
belecida para equacgoes que satisfazem a condicao de Hadamard-Petrowsky, definida

na secao 2.2, e dados iniciais suficientemente regulares [33], [28], [10].

Utilizando em (2.1) a transformada de Fourier nas derivadas espaciais

e notando que

F(D(t,x)) = (iw)*F(u(t,x))
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onde

(1w)® = (fwr)* (Twg)?? - - - (iwg) ™,

tem-se a equacao diferencial linear ordinéria

Aqui, A; é definido por

Aj(w) = Z Ao, (iw)*, j=0:m,

|| <m

~

e f(t,w) denota a transformada de Fourier da excitagdo f(t,z). Aplicando-se a

transformada de Fourier nas condigoes iniciais (2.2), decorre que

. ou . oN~lu N
W(0,w) = Bg(w), - (0.w) =To(w), -+, —x(0w) =Ty ().

Supondo-se que Ay (w) # 0 para qualquerw € RY tem-se o problema

inicial de valor inicial ordinario no dominio frequiéncia

- 0t N
;Axw)%(t,w) = fit.w) (2.5)
1(0,w) = Ug(w), a_a(ojw) —WWw), -, a_fa(ojw) =3 (w). (2.6)

athl

A solugao deste problema de valor inicial (2.5) e (2.6), em termos da

base fundamental ou dinamica e dos valores iniciais, vem dada, no caso de coefi-
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cientes a, constantes, [27], [5], [4], [29] por

N-1 t
u(t,w) = hj(t,w)ﬂ{](w)—i—/ h(t — 1,w) f(T,w)dr. (2.7)
=0 0
Aqui
N—j—1
Iy — B@ o i —=0: N —
hi(t,w)= > h9(t,w)Aj(w) para j=0:N—1, (2.8)
i=0
e

vy (tw) = hlt,w) Ay

com iAz(t, w) sendo a solugao fundamental de (2.5), isto é, a solu¢ao do problema de

valor inicial

R =0 N (2.9)
dh(0,w) 0 dN72h(0,w)

h(O,w) = O, dt - ) dtN—-2

Tem-se que

¢ uma base de solugoes, pois o seu Wronskiano, calculado com o uso de valores

inicias de /fz(t), ¢ nao nulo. Matricialmente,

(Bottw) Taltw) - hyatw) ) =

A A A A
~ R ~ A A An 0 (2.10)
(htw) Wtw) - B Dew) ) |8 :

Am—l Am 0 0

A, o o0 - 0
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Aplicando-se a transformada inversa de Fourier
u(t,r) = FHu(t,w)) = (27r)d/2/ et w)dw, U(w) = Flu(z)) (2.11)
Rd
m (2.7) e com o uso da propriedade da derivagao

FHoWA) = Y aa;D*0(x) = 4j6(x) (2.12)

o] <m;
e da propriedade da convolucao

~

TR = 207 | ola = ule)ds,

obtém-se a seguinte féormula para a resposta dinamica devido a a uma forca externa

e condigoes iniciais:

u(t, z) Z/ d“//w (t — 7,2 — &) f(r,&)dedr.  (2.13)

onde
h(t,z) = F - (h(t,w)), (2.14)
& o
h;(t,x) = W(t7x)Aj+1+i para j=0:N —1, (2.15)
i=0

A solugao h(t,z), definida por 2.14, vem a ser a solug¢do fundamental ou solugdo
dinamica ou, ainda, fun¢do de Green temporal do sistema (2.1), ou seja, h(z,t)

corresponde a solucao do problema de valor inicial
N .
d’h
ZAj—.(t,x) =0 t>0, xzeR? (2.16)
= ot

Oh ON"2h ON=1h

h0,2) =0, 2 (0,2) =0 -, = (0,0) =0, Aymmg (0,0) = 1. (2.17)
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A 1ltima condicao deve ser interpretada no sentido que I é o operador identidade

quando atua-se sobre funcoes através de integracgao, isto €,

8N_1h
/Rd Av gy (0,2 = £)(€)dE = o(x).

ou, simplesmente, de maneira pratica

ON"h
ANm(OJ) = d(z),

onde §(x) é a funcdo delta de Dirac.

Introduzindo o operador fundamental ou propagador principal
h(tyo(e) = [ it = €)o(6)de, (2.18)
os operadores complementares ou propagadores secundérios
hi(10() = [ btz = 0(6) (2.19)

e a curva f em ¢ com os valores funcionais f(t) = f(¢,x), a resposta dinamica pode

ser escrita na forma evolutiva compacta

u(t) =Y h;(t)u? + / th(t—f)f(f)df. (2.20)

Para condicoes iniciais nulas, tem-se a resposta forcada

u(t,z) = /Ot /R Wt — 7.2 — €)f(r, €)dedr (2.21)

OBSERVACOES



e A validade da discussao acima para t < 0, dependera da possibilidade de
realizar a inversao para obter u(t, x), ainda no caso homogéneo f(t,z) =

0, ou (2.14).

e A férmula de variagao de parametros (2.13) ou (2.20) deve ser verificada

com rigor para dados apropriados.

2.2 A Condicao de Hadamard-Petrowsky

O problema de Cauchy-Hadamard consiste em determinar quando um
problema de valor inicial (2.1)-(2.2) possui uma unica solugdo que depende conti-
nuamente dos dados para t > 0 (problema ascendente) ou, para ¢t < 0 (problema

descendente).

A seguir, considera-se um espaco de fungoes onde a transformada de
Fourier estda bem definida para os dados e solugao do problema. E neste espago que
o processo formal ou operacional da se¢ao anterior pode ser rigorosamente justificado
sob certas condicoes. As demonstracoes das propriedades relativas a este espaco sao
omitidas e podem ser encontradas em [39], [34], [16] [33]. Considere-se o espago de
Schwartz formado pelas funcoes definidas em R? que possuem derivadas continuas

de qualquer ordem e que decaem rapido no infinito ! :
S = {o(z) € C°(RY) : supyepa|r*D’p(z)| < oo para a, 3 € N4},

Para cada ¢ em S, a transformada de Fourier $ = F(¢) estd bem definida e além
disso, a prépria transformada <$ estd em S. Neste espaco, tem-se garantida a in-

versao:

FLF(¢) = ¢, FF Y (d)=¢ para ¢,0 € S.

IEste é um espaco vetorial que possui uma estrutura de espaco métrico completo do tipo Frechet
[39], [28]. A topologia é gerada pelas semi-normas ||¢||n.5 = sup;|z*DP¢(z)|.

11
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Aqui F~! é definida segundo (2.11). A transformada de Fourier comporta-se muito

bem diante de dilatagoes e translagoes.

Fld(z —a)) = e <44 (2.22)
Flo(Ax)) = [N 796(E/N), A€ R. (2.23)

Denota-se por C*(I,8) o conjunto de fungoes u(t, z) de classe C* para

t num intervalo I e z ¢ R?, tais que para cada 0 < j < k, tel, as derivadas i? estao

ot
em S. Defina-se C*(I,S) =, C*(I,S).

Se u(t, x) é uma solucdo de (2.1),(2.2) em C*([0,0),S), entao,
u(t,w)eC> ([0, 00) x R?) satisfaz (2.5), (2.6). De

| Ay (w)| > ¢, Vw € R¥%para algum ¢ > 0 fixo. (2.24)
e, de (2.7) tem-se
N—lA ) t R
itw) =Y hy(t,w)ad (w) + / h(t — 7,w) f(T,w)dr. (2.25)
=0 0

Se mostramos que o lado direito de (2.25) pertence a C'*°([0, ), S),
entdo, a inversao da transformada de Fourier fornece uma solug¢ao u em C*°([0, 00), S).
Como a férmula acima para u depende essencialmente de T e suas derivadas (2.15),
¢ suficiente obter uma estimativa para todas as derivadas de /f;(t,w) de modo a
garantir que seu produto com os dados transformados (que decaem réapidamente no

infinito) estdo no espago S.

Entao, a solugao fundamental h que satisfaz (2.9) pode ser obtida pela

transformada de Laplace [36], [1], [13] como a integral de Cauchy [33]

_ Ay(w)

A 6st
h(t d 2.2
(t,w) 2mi /FP(s,w) % (2.26)
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onde

P(s,w) = ZAj(w)sj =3 aaliw)*s (2.27)

J=0 |al<m;

e I' é um contorno que contém no seu interior todas as raizes do polinoémio P(s,w).

Uma estimativa sobre as raizes s = s(w) da equagao polinémial P(s,w) =
0 pode ser obtida como segue, no caso m; < N — j. Utilizando a desigualdade entre
normas:

l]oc = mazi<reaflanl} < llz]| < V||l

segue que existe uma constante positiva M tal que para cada 7 =0,1,--- | N
Ay ()] < M1+ [Jo] )™, weR". (2.28)

Fazendo P(s,w) =0 e isolando sV

N—

Ay (@)lls]™ < Z w)llsl’,

usando (2.28), tem-se

N-1
A (@)llsY < MY (14 [lwl)™ s

§=0
Dividindo por (1 + [Jw||)", temos
N-1 ;
s s’
[An(w)| <M ) (14 |lwl])™ ,
(1 + [fwl)¥ ; (1 + [fw][)¥
rearranjando obtém-se
N-1 ;
s N sV
An(W) [y <M ) A+ [lwl)™ ™ e
(1 + [lwl)¥ 2 (1 + [|wfl)?

=0
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De (2.24) segue que existe uma constante M; tal que Vw € R? podemos escrever

s

- B
S I [T LR . Ll —
(1 + [[w)¥ Z

(14 [lwlf)?

Fazendo 6 = |s|/(1 + ||w||) e do fato que m; < N — j tem-se
ON < My(1+60+6*4 -+ 6N,

Isto implica que § < 1 ou 0™ < M;NON~! e, conseqiientemente, |0] < M;N. Assim,
obtém-se a estimativa

Is|] < (1 4+ MN)(1+ ||w|]). (2.29)

Para cada k= 1,---, N, considera-se o disco de centro na raiz s; e de raio unitario.
Seja I' a fronteira da uniao desses discos. Segue que I' possui comprimento nao

maior que 27 N. Escreva-se,

,’:]2

S — Sk
k=1

de modo que

|P(s,w)| > 1 paras € T (2.30)

Da integral de Cauchy (2.26) e de (2.30), vem

Ih(t,w)| < M/ka‘ﬂds = |AN—(W”/eRe(S)tals. (2.31)
2m r 2m r

Da hipdtese (2.24) e do teorema de Seidenberg-Tarski [22], [33], segue que existem

c>0en € N tais que

|An(w)| > en(1/(1 + ||w|*)", para todo wem R? (2.32)
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Suponha-se que é valida a condicdo de Hadamard-Petrowsky na evolugdo
ascendente t > 0 relativa as rafzes s = si(w), k= 1: N do polinomio P(s,w) que é

de grau N em s:

Eristem c, p tais que se P(s,w)=0 para seC, weR?, entdo
efel®) < o(1 + ||wl|?)P/2. (2.33)

Equivalentemente, utilizando o teorema de Seidenberg-Tarski [33], [37] a condicao

(2.33) equivale a :
existe ¢y tal que Re(sg) <ci, k=1:N. (2.34)

Como para cada s em T, existe um k tal que |s — s;| > 1, segue da condigao de

Hadarmard-Petrowsky (2.34) que
Re(s) <1+ Re(s) < (1+¢;) = el < glitent — get

Portanto,

~ N
(At @)l < —(1+ [lw][*)"e . (2.35)
N

As derivadas no tempo t de ﬁ(t,w) podem ser estimadas como segue. Utilizando

(2.29), tem-se
s < (T4 se]) < (14 (14 MiN)(1 4+ [[w]]), sel"w]]) (2.36)

Assim,

83htw . ,
- J 7 ct
T H 2i / d‘< (L4 [[I[F)" (2 4+ MY (L 4[]
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Podemos escolher uma constante K tal que para 0 < ¢t < T, weR?, tem-se

O h(t,w ,

‘#( < K(1+ [jw][2)N. (2.37)
ot

Como os dados iniciais foram escolhidos em §, segue que os dados transformados

U (w) = F(ug(z)) estdo no mesmo espago. Portanto podem ser escolhidas constantes

Cer > N+ j de modo que tal que

&h(t,w) - :
%uk(t,w) < C(L+||w|?)N

Esta tltima estimativa garante a inversao de u(t,w). Para as derivadas na variavel
0*u(t,w)
wa
acima [33]. Conclui-se da condigao de Hadamard-Petrowsky que que para qualquer

freqiiéncia , obtém-se uma estimativa andloga (2.37) e portanto, do tipo

ke N, aeNe T > 0, existe uma constante ¢ = c¢(a,T) e N = N(«, T') tal que

oFreu(t, w)
= < (14 | w]]P)™ 2.38
| < e+ 1wl ) (2:38)
em [0,7] x R% Portanto, u(t,w) estd em C([0,T],S). A inversa serd solugao
do problema de Cauchy no mesmo espaco. A solucdo serd unica, uma vez que
qualquer solugao satisfaz (2.5) e esta equagao possui solugao unica. Também, devido

a dependéncia continua em (2.5) com respeito dos dados iniciais transformados.

Teorema 2.1. Suponha-se que o coeficiente principal — Axy(w) = Aj(w) =
= Zlalémj Ao j(iw)® #0, mj <N —j,0<j<N—1 para qualquer weR? e que a
condi¢ao de Hadamard-Petrowsky (2.33)é vdlida para t > 0 no problema de Cauchy

N .
du d
ZAjW(t,x)z ft,x) t>0, zeR (2.39)
j=0
ou 1 oNly N1

- W(O,x) =uy (2), reR?, (2.40)



Entao, para qualquer ug(x)eS, k=0:m-1, existe uma unica solu¢io u e C([0,00),S)
do problema de Cauchy. Além disso, a solugdo depende continuamente nos dados

miciais em S.

OBSERVACOES

1. A condigao de Hadamard-Petrowsky para evolugao descendente (¢ < 0)
é Re(s) > ¢1, s = s(w) raiz de P(s,w) = 0. Para equagbes evolutivas

com tempo ascendente e descendente é |Re(s)| < cs.

2. Em [16] com d = 1, um sistema ¢ dito parabdlico quando as raizes
de P(s,w) = 0 satisfazem Re(s) < —Clw/" +C — 1,C > 0,h > 0
ou seja, uma restricao no crescimento dos dados ao infinito, e é dito
hiperbélico quando as raizes possuem crescimento linearmente limitado
Re(s) < a|w| + b para w complexo, e Re(s) < C para s real, ou seja,

nao existe restricao no crescimento dos dados ao infinito.

3. A condigao de Garding para sistemas hiperbdlicos supoe que P(s,w) é
um polinémio homgéneo (m; = m — j) de grau m e que as raizes de

P(s,iw) = 0 sdo limitadas para qualquer real w [16] pp.128.

4. Se a condicao de Hadamard-Petrowsky nao é satisfeita, entao pode nao
existir solucao para uma grande classe de dados ou falhar a depéndencia

continua em relagao aos dados [33].

5. Para o caso ndo homogéneo com dado f em C([0,00),S), a solu¢ao do

problema de Cauchy existe, dada pela convolucao e é unica.

2.2.1 O Problema Nao Homogéneo, Principio de Duhamel

Se o problema (2.1)-(2.2) com f(¢, x) = 0 satisfaz a condigao de Hadamard-

Petrowsky para evolucao ascendente, entao podemos resolver também o problema

17
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de valor inicial nao homogéneo

N i
ZAj%(t, )= f(t,x) t>0, zeR? (2.41)
=0
N-1
u(0,z) =0, %(O,x) =0, -, %(O,x) =0, xR (2.42)

Em muitos problemas praticos f(t, z) representa uma fonte externa ou uma excitacao

enquanto que no caso homogeéneo, f(t,z) =0, o problema é de movimento livre.

Se u é uma solugao de (2.41), (2.42) em C*(]0,00),S), entdo u(t,w) €

C>=([0,00) x RY) satisfaz a equacao diferencial ordindria nao homogénea

N

Y N
ZAj(w)ﬁ(t,w) = f(t,w) (2.43)
j=0
N ou oN-1u
U(O,W) = 0, E(O,W) = 0, e, W(O,w) = 0, (244)
que, por (2.7), tem como solucao
t/\ ~
it w) = / Bt — 7.0) Flr, w)dr, (2.45)
0

onde u € C*([0,00),S).

Teorema 2.2. Se a condi¢ao de Hadamard-Petrowisky para a evolugao ascendente

¢ satisfeita para o problema de Cauchy

N oy
ZAjW(t’x) = f(t,x) t>0, xeR?
j=0 ¢
N—1
u(0,2) = 0, %(07@ —0, -, %(O,x) —0, zeRY,

entdo existe uma tunica solugio u € C*([0,00),S) do problema de Cauchy e essa

solugao € dada por (2.13).



3 PROBLEMAS EVOLUTIVOS EM
DOMINIO LIMITADO

Em um dominio espacial limitado ' € R? juntamente com uma
equacao diferencial parcial sao consideradas, além dos valores iniciais, condig¢oes
adicionais da incégnita u na fronteira do dominio €2, ou seja, nos pontos x € 9€2. De

maneira geral, considere-se o problema de valor inicial com condig¢oes de contorno

6Ju
ZAJ o (o) =flt) t>0, v€Q (3.1)
‘ o ‘ oN-1 ‘
u(0.2) = (). GrO.w) =wi(@), . Taor0e) =ui @), reQ (32)
Biu(t,xz) = qi(t), DBou(t,xz)=qa(t), -+, Bpu(t,x)=qn(t), z €. (3.3)

Aqui os B denotam operadores de contorno. Por exemplo, do tipo Dirichlet
Ju(t Ju(t
dult, z) = ¢2(t), Robbin y + ku(t,x) = g3(t), x €
n
Ju(t, x)
on

sao operadores diferenciais espaciais com coeficiente constantes do tipo (2.3), isto

u(t,z) = g1(t), Neumann

09, ou misto u(t,x) = g1(t), x € Iy, = ¢2(t), v € Qy. Os coeficientes A;

¢ contendo somente derivadas com respeito a varidvel espacial A; = Z Qg ;D
| <my
Denota-se por m = maxz(myq,,--- ,m,,) a ordem espacial da equagao.
Com o uso da transformada de Laplace, o parametro de tempo t é
transformado de tal modo a resultar uma equacao diferencial com respeito a variavel
espacial z. Para U(s,z) = L(u(t,z)) e aplicando-se, em (3.1), a propriedade da

transformada de Laplace das derivadas

N

-1

E(u(k)) = s"U(s,z) — sF 170090, 2),

<.
Il
=)

Uma regido aberta, conexa e limitada no espaco considerado, usualmente em R, R, ou,R3. E
assumido que a fronteira é regular, isto é, cada uma de suas partes é descrita por uma fungao
diferenciavel.

19



resulta a equagao operacional
N j—1
Z sTA;U(s,x) = Z Z ST Ajug + F (s, z). (3.4)

7=1 =0

Rearranjando-se a expressao anterior, obtém-se

(Z skAk> =R(s,x), x € Q, (3.5)

onde
N j-1 N-1 [N—j—1 '
= Z STV Ajug + F(s, z) = [ Z $'Ajirti| uh + F(s,x). (3.6)
j=1 i=0 j=0 L i—0
Aqui, uj) = —:L.(O,.T) denotam as condigoes iniciais da solucao; U(s,z) e F(s,z)

ox

denotam as transformadas da solugao u(t, z) e da excitacao f(t,x), respectivamente.

Aplicando-se a transformada de Laplace nas condigoes de contorno (3.3), decorre que

BiU(s,x) = Q1(s), BoaU(s,x) = Qa(8), -+ , Bpu(s,2)U(8,2) = Qu(s), z € IN.
(3.7)

De maneira abreviada, tem-se a equacao operacional

LU(s,z) =R(s,x), x € Q
BlU(S,CC) = Ql(s)vBZU(Sa$) = QZ(S)v T aBm(Sa$)U(va) = Qm(5)7 T c 897

(3.8)

onde

L = Z’“Ak_Zb (s, z) (3.9)

|| <m

para certas fungoes by = bi(s, ) que sdo polinomiais em s.

20
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3.1 O Problema com Condicoes de Contorno
Homogéneas

Suponha-se que as condig¢oes de contorno sejam homogénas (gx(t) = 0)
e que a solu¢do do problema de contorno estacionario LU(s,z) = R(s,z), = €
Q, BrU(s,z) = Qi(s), x € 02 seja obtida com auxilio de uma funcao de Green
espacial, isto é

U(s,a:):/QH(s,x,f)R(s,f)df (3.10)

onde H(s,z,§) é a funcao de Green espacial do problema (3.8) e satisfaz

LH(s,z,&) =0(x—¢&), x,&€Q, (3.11)

H(s,x,&)=0,, -+ ,BpH(s,2,§) =0,z € 09. (3.12)

Substituindo R(s, z), dado em (3.6), na expressao (3.10) resulta que,

N j—1
_ Jj—1—1
U(s,x) —/QH(s,x,f) [; lzos Ajub (& d§+/H s, x,&)F(s,€)dé. (3.13)
Definindo-se que
hit,2,€) = £ [H(s,2,6)] (3.14)

e considerando a propriedade da funcao h(t, z,§)

h(0,z,&) = sh_{?o sH(s,xz,€) =0

h(O,x,f) = sli_}rglo s*H(s,x,€) =0
(3.15)

ANT2(0,2,6) = SILI?O SN H(s,x,8) = 0

ANhN_l(O,x,g) = Ay llm SNH(8,$,§> = 0z —¢)
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no sentido que para ¢(x) continua

/Q ANEN=1(0, 2, €)p(€)dE = (),

ou de maneira abreviada
AnRNTH0,2,€) = 6(x — £).

Deste modo

skH(s,a:,f)zﬁ(hk(t,x,ﬁ)), Ek=0:N-—1, (3.16)

aplicando a transformada inversa de Laplace em 3.13 e usando o fato de que a inversa
do Laplaciano do produto é a convolucao da inversa dos Laplacianos, a solugao de

(3.1) pode ser expressa por

u(t,z) = Z_O /Q hy(t, 2, €l (€)dE + /0 /Q Wt — 1m0 ) f(r O)dedr |, (3.17)

onde

8lht
(2, &) = Z Iht,x.8) 4 Ajiri, para j=0:N — 1. (3.18)

Esta representacao ilustra uma distribuicao espacial da solucao, a qual
pode ser simplificada com a introducao da solucao dinamica ou resposta impulso
ou, ainda, operador de Green temporal h(t) do sistema (3.1), definida através do

operador integral

h(t)o(e) = | hit,z, )0l (3.19)

onde h(t,z,§) é a inversa da transformada de Laplace da fun¢ao de Green H(s, z,£)

do problema de contorno definido pelas equagoes (3.7) e (3.8).
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Com a introdugao da solugdo dinamica, a saida pode ser escrita na

forma evolutiva

u(t) = - h;(H)u") + /th(t —7)f(7)dr |, (3.20)
onde
hy(to(z) = [ btz - o()de (3.21)
Q

sao os operadores complementares ou propagadores secundarios e f ¢ a curva em ¢
com os valores funcionais f(t) = f(¢,x). Como visto anteriormente para o caso de

problemas em dominio ilimitado, tem-se a base dinamica de operadores
{h(®), W (t),--- ,hYD (1)}, (3.22)
ou a base dinamica normalizada com o uso dos operadores secundarios
{ho(t),hy(t),--- ,hy_1(t)}. (3.23)
Matricialmente,

(ho(t) M) - has(t) ) =

A Ay A Ax
A As Aw 0 (3.24)
(he) bty - wmre))
Ay Ay 0 0
An 0 0 0

Para condigoes iniciais nulas, tem-se a resposta forcada

u(t,z) = /0 t /Q Wt — 3 — &) f(r, €)dedr, (3.25)
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ou, na forma compacta

u(t) = /O h(t — 7)f(r)dr. (3.26)

Aplicando-se a transformada de Laplace na solugao dinamica (3.19)

obtém-se o operador de transferéncia H(s) atuando sobre fungoes de varidvel espacial

H(s)(r) = / H (s, 2, €)0(€)de. (3.27)

que vem a ser o operador inverso do operador
N
L=>Y s4;, (3.28)
j=0
definido sobre fungoes que satisfacam as condigoes de contorno (3.7), ou seja,

LH(s) = H(s)L = 1. (3.29)

U(s) = H(s)F(s) (3.30)

onde U(s) e F(s) sdo fungdes com valores distribuidos espacialmente, isto é,

U(s)(z) = U(s,x) e F(s)(x) = F(s,z).

A validade da férmula de variagdo de parametros, acima obtida, certa-
mente requer da existéncia da fungdo de Green espacial H(s,z,{) bem como jus-
tificar a realizacao da sua inversao pelo método da transformada de Laplace. A
verificacado deste processo nao é tarefa facil. A teoria dos semigrupos fortemente
continuos foi desenvolvida com este proposito [21], [31], [39], [11]. Porém, esta teo-
ria € limitada ao caso N = 1 e eventuais reducoes de equacoes de ordem superior
para primeira ordem através da transformagao de Hamilton-Kelvin ou matriz com-

panheira.



Neste trabalho, uma boa parte das equagoes consideradas sao do tipo
J
cldssico em que as funcoes de Green, na maioria das vezes, podem ser expandidas em

série bilinear em termos de autofuncoes, ou seja, problemas de natureza simétrica.

3.2 O Problema com Condicoes de Contorno
Nao Homogéneas

No caso de condigoes de contorno nao-homogéneas na equacao opera-
cional (3.8), é conveniente introduzir a equagao operacional adjunta através do con-
ceito de operador diferencial adjunto. Suponha-se que Lu = Ela\ <m; () D%
atua sobre fungoes u que satisfazem as condigoes de contorno Byu = 0,k =1 : m.

Define-se, com respeito ao produto interno

(y,z) = /ﬂy(w)z(x) dz,

o operador adjunto

L'o= Y (-1)Dau(z)v)

o[ <my;

atuando sobre funcoes v tais que na identidade de Lagrange-Green

(y,Lz) = (L*y, 2) + /89 B(y, z)do,, (3.31)

o termo integral com a forma bilinear B se anula. Aqui B é do tipo n-B, n um vetor
normal exterior a fronteira 02 e B, sendo um vetor cujas componentes sao formas

bilineares em vy, z. Este é o caso quando v satisfaz certas condigoes
Biv=0, Bjv=0, ---,B'v=0, x€0dN (3.32)
chamadas de condi¢des de contorno adjuntas, [24],[12].
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Dado o problema operacional com condic¢oes de contorno nao-homogeéneas

LU(s,x) = R(s,x),
BiU(s,x) = Qi(s), k=1:m

e seja H*(s,x,§) a fungao de Green do operador adjunto L*, isto é

L*H*(s,2,§) =0(x — &), x,{em Q
BiH=0,B;H=0,--,B“H =0, xem .

As seguintes propriedades da funcao de Green adjunta serao de utilidade:

H*(s,z,§) = H(s,&, ),
LiH"(s,§,2) = 6(§ — ).

26

(3.33)
(3.34)

(3.35)

(3.36)
(3.37)

Se multiplicarmos (3.33) por H*(s,{, x) em ambos os lados e integrarmos com re-

speito a &, obtemos

/W@&Mdmﬂﬁsz@om@amm
Q Q

Usando a identidade de Lagrange-Green, obtém-se

/ U(s,ﬁ)LZH*(s,f,x)dé—i—/
Q B

Q

Como L{H*(s,§,x) = §(§ — z), pela propriedade da fungao delta, decorre

U@@ZLH@%W%@%— B(U(s,€), H(s, z,€))do (£).

o0N

BW@&WE&WM®=AH%@@R

(3.38)

(s,€)dE.

(3.39)

(3.40)
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Substituindo R(s,z), dado em (3.6) na expressao (3.40), resulta que

N—j—1

Z/ Z (s,2,8)s' Aj 1} (€)] d€

(3.41)
- [ B9 Hlsn. )do©) + [ His,n.F (s, )
o0
Assim,
NZI
u(t,z) = hj(t, z, §)uw)(§)dE + —1,2,8) f(1,8)drd§ + J(u, h)(t, x)
oyl I,
(3.42)
onde

J(u, h)(t,z) = — /69 £ B(U(s,&), H(s,z,£))]do

¢ o termo que carrega as condig¢oes de contorno nao-homogéneas. De maneira com-

pacta

Z] =10 (t) Ajud) + /h(t—T)f(T)dT—}-J(u,h), (3.43)

7j=1 =0

onde J(u, h) denota uma curva em ¢ com valores J(u, h)(t,z) e f é a curva em ¢ com

os valores funcionais f(t) = f(t, z).
OBSERVACAO

Para as equagoes do tipo parabdlico e hiperbdlico

ou

E + AOU f(ta I)
0? 0
8“ +Alau +AOU—f(t,$)
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onde

Agu = Z aoD%u + Z aoD%u + cu

|ar|=2 |a]=1

- 0%u " Ou
= Wjm—e— + Y Gi=— + cu

Aju = oaul(t,z),

com a condigao de existir o > 0 tal que
n

Y au=Y a;&& > 0y € E= (6.8, &),
=1

Jo|=2 ij=1

consideram-se, além das condigoes iniciais, a condi¢ao de contorno:

Bu = c(z)u(t,x) + Zaixaua(i’ z) =g(t,z), x € 09, (3.44)
i=1 i
Tem-se
J(u,h) = TN — 7,2, £)dOQedT. 3.45
wh) = [ [ gle.nat=ra 000 (3.45)

A fungao A(t, z, ) envolvida no integrando de (3.45) pode ser expressa
via funcao de Green h(t, z, ). As férmulas correspondentes para A(t, x, §) sdo dadas

na tabela (3.1) para trés tipos basicos de problemas de contorno [32].
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Forma das condi¢oes de contorno Funcgao A(x,¢,t,7)
u = g(t,r) para x € ) At,x )——ﬂ(tm )
- g ) p P - 0My [ Rl
O glt.x) paraz € § At2.) = h(t..6)
3Mz_g 7'7; paraa’; 71:7 - 7'1"7
ou
EYi + ku = g(t, x) para x € Q A(t,z, &) = h(t,z,§)

Tabela 3.1 Forma da funcao A(t,x,€) para os tipos basicos de problemas de con-

torno ndo estacionarios

Aqui,
oh = oh
xX 17‘7 7
Oh - oh
Yooy !

onde n = {Ny, No, ..., N} é a normal unitéria exterior a superficie 052.
OBSERVAGAO 2

Se tomarmos J); (i = 1,...,p) sendo diferentes porgoes da superficie 9 tal que
0Q) = LPJ 0€); e tomando-se as condicoes de contorno sobre 0€2;,

=1

u=g;(x,t) para x€d, i=1,...,p.



entao

J(u, h) = z; /O /a N gi(&, TN (t — 7,2, €)dOedT (3.48)

3.3 O Método Espectral no Calculo da Funcao
de Green Espacial

A equacao homogénea

N .
u

J=0

possuira solugoes do tipo exponencial
u(t, ) = eMo(x), (3.50)
com v nao identicamente nula, que satisfazem as condi¢oes de contorno homogéneas
Biu(t,z) =0, Bou(t,z)=0, ---, Buu(t,z)=0, z¢& .

quando o problema de autovalor

N
LA)v =Y MAw(@) = bya() z)D%(z) =0,
k=0 la|]<m (3.51)
Byw(z) =0, Byv(z)=0, -+, Bpv(x)=0, z¢€N.

possuir uma solucao nao identicamente nula.

Suponha-se que os coeficientes do operador L sao reais. E fato conhe-

cido que se LL for simétrico, ou seja,

/Qv(a:)]Lu(:c)d:c:/u(az)]Lv(x)dx,

Q
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entao os autovalores serao reais e as autofungoes correspondentes a diferentes auto-
valores vem a ser ortogonais. Supondo a existéncia de um conjunto discreto de au-
tovalores e que as correspondentes autofuncoes sao completas no espago das funcoes
continuas, o principio da superposicao pode ser utilizado para procurar obter a res-
posta dinamica como uma expansao dessas solucoes exponenciais. Em particular,
utilizando o método de variagao de parametros, a resposta forcada pode ser escrita

na forma

) = | t [ == st eyiear = [ t / i@wT)Uj(x)vj(ff)f(ﬂﬁ)dédﬂ

onde as autofungoes vi(x) sdo normalizadas. Assim, tem-se a expansao em auto-

funcoes

h(t,xz,&) = Ze v (z)v;(£), (3.52)

Decorre a expansao para a fungao de transferéncia

o0

H(s,z,6) =) %Uf) (3.53)

j=1
usando a transformada de Laplace.

Quando nao existir simetria, podem ser consideradas as autofuncoes
do operador adjunto uma vez que verifica-se bi-ortogonalidade: para autovalores
diferentes, as correspondentes autofungdes u(z) do problema de autovalor original e
v(x) autofungao do problema de autovalor adjunto sao ortogonais com respeito do
produto interno usual de fungoes. Nesta situacao, e com uma adequada indexagao

dos autovalores, tem-se

h(t,z,&) = kae uj(x)v;(€), (3.54)

H(s,x,&) = Z . (3.55)



Aqui os 7, sao constantes apropriadas para substituir a normalizacao existente do
caso simétrico. Para maiores detalhes, nos referimos ao trabalho de Copetti [8] para

o caso de sistemas de primeira e de segunda ordem.

3.4 O Caso Unidimensional

Para o caso unidimensional d = 1 uma justificativa rigorosa do método
da transformada de Laplace para equagoes de primeira e de segunda ordem do tipo
parabdlico e hiperbdlico, em que o coeficiente Ay é um operador do tipo Sturm-
Liouville, pode ser encontrada em [19],[20]. Uma discussao sobre a existéncia e

célculo da func@o de Green espacial pode ser encontrada em [27], [30], [9], [29], [3].

Os coeficientes A; da equacao 3.1 podem ser escritos como

i d'w .
Ajw(z) = ;pjk(x)ﬁ, j=0:N. (3.56)
O valor do parametro m = max(mq,--- ,my) corresponde a ordem espacial da

equacao, isto é, ao valor maximo das derivadas que aparecem nestes coeficientes.

Como condigoes de contorno By, k = 1 : m, considera-se, de maneira
genérica, combinagoes lineares de valores de u e suas derivadas nos pontos extremos

do intervalo Q = [0, L], isto é,

m—1
Bru(t,z) = oagru(t,0)+ 0411@% +-F am—lkWJF
m—1
+Boku(t, L) + ﬁlk%ﬁ;ﬂ + -t ﬁmqk%m(_tim

Deste modo, a equagao operacional (3.5) pode ser escrita

LU(s,z) = R(s,x)

(3.57)
BU(s,z) =0,BU(s,z) =0,--- B,U(s,x) =0,
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onde para certas fungoes b;(s, )

m dj
L= Zb](s,x)%

=0

Matricialmente, as condi¢oes de contorno podem ser escritas na forma
BU = 0,
onde

Qo1 Q11 Qo1 0 Qip—11 501 511 521 ---ﬁm—l,l

Qo2 Q2 Qg -+ Qp—12 Boz Bz B --~ﬁm—1,2

Qom  Cim Aom  Om—1m 501 ﬁlm /62m '--ﬁmfl,m_

U(s,0)

oU
%(81 0)

om—ly
" W(&O)
U(s, L)
oU

8758(.8’[/)

om-ly
W(S’L)

No que segue, serd assumido que o posto da matriz B € exatamente m.

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em [27].

m j
Teorema 3.1. Seja L = Z b; (x)%
T
=0

33

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

- com coeficientes bi(x) continuos num inter-

valo [0,L] e que o coeficiente b,,(x) da derivada de ordem m € positivo nesse in-

tervalo. Seja {hi(x),k =0:m — 1} uma base de solugoes da equagao homogénea

LU=0. Suponha-se que a matriz B = [B;(h;_1)] de ordem m x m € nao singular,
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1sto €, A = 0 nao é autovalor do problema homogéneo LU =0, ByU =0, k=1:m.

Entao, para cada R(x) continua o problema de contorno

LU(z) = R(z) (3.62)
ByU(s,x) =0,BU(s,2) =0, -+ B,U(s,z) =0

possui solugao unica dada pela integral
L
U) = [ H R (3.69)
0

onde H(z,§) € definida como sendo

H(x, §)

Hir.O) = 558, (3.64)
Aqui
(2.6 ho(e)  hl@) o haa()
B,y (9) Bl(ho) B1(h1) T Bl(hm—l)
H(z,§) = det Bs(g) By (ho) By (hy) o Ba(hpy-1) ) (3.65)
| Bu-1(9) Bm-1(ho) Bm-1(h1) -+ Bu-i(hm-1) |
onde
_ sign(r — §)Q(z,§)
IS = o W .8 (00
| ho(z) ho(z) - hpea(z)
ho(€) hi(§) 1 ()
Q(z,&) = (—1)™ 'det ho(€) ha(§) hon—1(€) , (3.67)

ho™D(€) M€ - b TY(E)
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W (s,€) = det o , (3.68)

Sl (3 W A (3 IR Al ()

[ Bi(he) Bi(h) - Bi(hw1) |
D(x,£) = det Balho) - Baha) - Bolhm-s) 1 (3.69)
_Bm(ho) Bm(hl) Bm(hm—l)_

Corolario 3.1. A fungdao de Green H(x,§) € a unica func¢ao continua com a pro-

priedade (3.63). Além disso, verifica

oFH
o H(x,¢§), Tk k=1:m—2 sdo continuas para x, & no intervalo [0,L];
x
o*H oFH

® b,() W(fﬂf) o & =1
e Para cada & arbitrdrio e fivo LH(z,§) = 0;

e H satisfaz as condigcoes de contorno do problema: ByH =0, k=1:m.

De maneira abreviada

Para cada & € [0,L], LH(s,x, &) = d(x — &)
BkH:07 k‘:1m

(3.70)

OBSERVACAO

Com o uso do teorema acima e do corolario, pode ser estudada a vali-
dade de h(t, z,£) como fun¢ao de Green temporal (3.14). Certamente, o estudo esté

sujeito ao comportamento assintético de H (s, z,§).
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3.4.1 A Base Dinamica Fundamental

Uma das bases de solugoes {hi(x),k = 0 : m — 1} que usualmente
mais simplifica o célculo do determinante D(z, ) da matriz B = [B;(hj_1)], é a base
fundamental ou dinamica gerada por uma solucao fundamental ou solugao dinamica
ou resposta impulso ou fungao de Green de valor inicial e suas derivadas [4], [27],
[29]:

hi(x) = K™ (z,a), a €[0,L], j=0:m — 1, (3.71)

onde a ¢é fixo e h(zx,&) satisfaz o problema de valor inicial

6$J
oh, . o= (3.72)
(5 f) 0,@(5,5)—0," " Ham— 2(5 5)

bm(ﬁ)W(f,ﬁ) =1

No caso dos coeficientes serem constantes, a solucao fundamental simplifica-se para

hm(x) = h(x — a), em particular, com a = 0, tem-se
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Introduzindo-se as fungoes
m—j—1
hi@) = > BO(@)bjy14s, para j=0:m—1, (3.73)

=0

as quais podem ser denotadas matricialmente por

(hole) m(@) -~ huoaa) ) =

bl bQ b3 bm
b b: by, 0
_ 2 (3.74)
(h(2) he) - B D(2) ) ' 7
b1 bm 0O 0
b, 0 0 0
a solugao do problema de valor inicial
d'U(x
Z b d v - ( )7
X (3.75)
wm=%ﬂ@=mW~ﬂw1@=%W”
escreve-se de maneira explicita em relagao aos valores iniciais como
m—1 ' T
hi(x)U} +/ h(x — &)r(&)d¢. (3.76)
=0 0

Pode ser verificado, por substituigao direta, que h(z) é dada pela inte-

gral de Cauchy

h(z) = % /F %CM, (3.77)

onde I' é um contorno fechado no plano complexo que contém no seu interior as

raizes do polinémio caracteristico P(z g biz*. No caso que P(z) possui m
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raizes diferentes A\, k = 1 : m, obtém-se que

ha)=3" P‘f(Ak) . (3.78)

Para o caso de coeficientes ndo constantes, veja-se [27] e [9].

3.4.2 O Caso de Condicoes de Contorno Nao Homogéneas
No caso de condigoes de contorno nao-homgéneas na equagao opera-

cional (3.8), é conveniente introduzir a equacao operacional adjunta através do con-

ceito de operador diferencial adjunto.

3.4.2.1 O Operador Adjunto

Dada a expressao diferencial L. = Zbk(s,m)Dk, DF =

—, define-
2 5 define-se
a expressao diferencial adjunta:
Lz = f:(—l)kD(k)(bkz), p-4 (3.79)
dx

k=0

Com relacao ao produto interno 2

L
.2 = [ vla)ela) da, (380
0
tem-se a identidade de Lagrange-Green [27]

(y,Lz) = (L*y,z) + B(y, 2)|% (3.81)

2No caso de fungdes com valores complexos, considera-se o produto interno complexo (y, z) =
L_
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onde B é a forma bilinear de contorno [7]

Bly,2) = > > (1) D[y DUz, (3.82)

k

m

1 =1

Com a inclusao dos valores de y, z no contorno, a expresao
) Y
B -B "
(ya Z) - (y’z)’()
pode ser escrita como uma forma bilinear de maneira matricial

B(y, z) = z' Py (3.83)

para uma certa matriz P de ordem 2m x 2m e onde

Yo 20
Yo 2
(m—1) (m—1)
Z,
y=| " L z=| " . (3.84)
YL 21,
vy, 27,
i yémfl) | i Zémfl) |

com y*(s) = ygk), s=0:L; 2M(s) = zék), s =0: L ePéa matriz de ordem
2m x 2m. Veja-se [6], [7], [9], para a matriz P em termos de suas componentes. Seja

A uma matriz nao-singular de ordem 2m x 2m na qual as primeiras m linhas sao os
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coeficientes das condigoes de contorno By = 0, k =1 : m, isto é,

Qpr Q11 Qo1 0 Ohpo11 Bor Bin B
Qo2 Q12 Qo2 - Ogp_12 ﬂ02 612 622
A= Qo A1 Q2 "0 Op—1m ﬁOl ﬁlm ﬁ2m

oo B
o B2

s ﬁm—l,m

Y

40

(3.85)

Defina-se a matriz A, = A~TPT de ordem 2m x 2m e escreva-se na forma de com-

ponentes
* * * * * * *
Qo Gy Qg ot Q9 Bon B Ba
* * * * * *
Qo Ay Qg ot Qg9 Boz Bia B3
* Qo Ay Qo Cp—1m Por Pim Pam
Assim,

B(y,z) = (Alz)" (Ay)

*
m—1,1

B2

*
m—1,m

Y

(3.86)
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Introduzindo
_ B -
20
(m—1)
* * * * * * * * * ZO
Az =] afy afy a3 oo M1 Bor P B - B } ; , (3.87)
L
2L
R
k=1:2m
e utilizando a definicao de y, z tem-se
By
BQy 2m
B(y, 2) = [ Atz Ajz oAbz T =D 4zBy. (3.88)
. k=1
L Bme .
Para condigoes de contorno homogéneas
Bly:07B2y:OM"' >Bmy:Oa (389)
segue
0
0
B(y,z) = | Atz Asz --- A}z ] 0 =Y A 2By, (3.90)
k=1
Bm+1y
L B2my .
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Como as condigoes de contorno B,y sao ficticias, isto é, nao foram dadas, decorre
que a forma bilinear B anula-se ao escolher as seguintes condicoes de contorno ad-

Juntas
Biz= A}, ,2=0

Biz=A* 2=0
2 m+2 (3.91)

* _ * _
Bz = Al .2 =0.
Observe-se que estas condigoes correspondem simplesmente as ultimas linhas da

matriz A*.

Dado o operador
Ly = Zkaky, no espaco{ y € C™|0, L]tal que Byy =0, Byy = 0,--- , By = 0}
k=0

define-se seu operador adjunto como sendo o operador

m
L*z = Z(—l)kD(k)(bkz), no espaco{z € C™|0, L] tal que Bfz =0, Bz =0,--- , B}z = 0},
k=0

onde as condigoes de contorno Bjz foram definidas segundo o processo que leva a

(3.91). Decorre que para L e seu adjunto LL*:

(y,Lz) = (L'y, 2). (3.92)

Um operador L é dito auto-adjunto quando coincide com seu adjunto:

L=L" (3.93)
isto é,
> oDy => (=1)* DM (byy) (3.94)
k=0 k=0

Biy=Bjy=0, Boy=Byy=0,--- ,Bh,y= By =0, (3.95)



3.4 O Caso Unidimensional 43

3.4.2.2  FExemplos

A seguir, encontram-se exemplos ilustrativos para obtencgao das condigoes
de contorno adjuntas. No segundo exemplo, o nimero de condi¢oes de contorno é

menor do que a ordem da equacao diferencial.

EXEMPLO 1
Considere-se o problema de determinar as condigoes de contorno adjuntas do seguinte

problema de valor de contorno:

0" (z) — 20'(x) + 0(x) = f(x)

0(0) + 6"(0) +20'(L) = 0 (3.96)
0(0) — 20/(0) + O(L) + 0" (L) = 0 (3.97)
0(0) + 0'(0) — 0"(0) + O(L) — 30'(L) + 0'(L) = 0 (3.98)

(3.99)

Aqui a ordem da equagao é m=3 e tem-se 3 condigdes de contorno dadas. Da
o? o?
— + 1, vem

identidade de Lagrange-Green com IL = 95 2 922

L L
/ vLudz :/ L*vudz + B(u,v)[§
0 0
onde a forma bilinear B, apds integracao por partes, é dada por

B(u,v) = —2uv + u"v — u'v' + wv”.
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Assim, na forma matricial

B(u,v) = B(u,v))|§ = v Pu

2 01 00 o[ wo ]

0 10 00 0w

= | v(0) 2'(0) v"(0) (L) v'(L) v"(L) 00 00 0 " (0)
0 00 20 -1 u(L)

0 00 01 0 (L)
0 00 -1 0 o |w@ |

A primeira linha da matriz A é constituida pelos coeficientes da condicao de contorno

dada, e as seguintes linhas escolhidas de modo que a matriz A seja nao singular.

Assim,
1 0 10 20 o o0 o 1 0 0
1 -2 01 01 o o0 0o 0 1 0
1 1 -1 1 =31 L 3 -2 2 -3 -6 0
A= , AT =
1 0 00 00 o 1 0 -1 2 -1
0 1 00 00 -1 1 -1 1 3 0
0 0 00 01 o o0 0 0 0 1
Da relacao

B(u,v) = v Pu = v (PA™ ) Au = vl AT Au,

a matriz que fornecera as condi¢oes de contorno adjuntas serd

0 0 0 0 -1 0
A _par_| 00 0 1 00
0 2 0 -2 4 -3
-1 1 -1 1 3 0




3.4 O Caso Unidimensional 45

Assim,
B*v =vIPA!
[ 3 2 2 5 6 0]
0 0 0 0 -1 0
— [0 v© v©) o vy e ]| - 000
0 2 0 —2 4 —3

B*v = [3v(0) —v'(0), —2v(0) + 2v(L), v(L) 4+ v'(L) — v"(L), 2v(0) —v'(L),
—5v(0) +v"(0) — 2v(L) +v'(L) + v"(L), —6v(0) —'(0) + 4v(L) 4+ 3v'(L) — 2v"(L),
—3v(L) +v"(L)]
Como as condicoes de contorno dadas correspondem as trés primeiras componentes

de

w(0) + u”(0) + 2u/(L)
u(0) +u'(x) — u"(0) + w(L) — 3w/ (L) +u/'(L) =0
u(0) — 2u'(0) + u(L) +u" (L)
u(0)

segue que as condicoes de contorno adjuntas sao as trés ultimas componentes de

B*v.

Bjv = —5v(0) +v"(0) — 2v(L) +v' (L) +v"(L) =0
Bjv = —6v(0) —v'(0) +4v(L) 4+ 3v'(L) — 20" (L) =0

Bijv = —=3v(L)+J"(L)=0
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EXEMPLO 2
Considere-se o problema de determinar as condigoes de contorno adjuntas do seguinte

problema de valor de contorno [8]:

0" (z) = f(z)
6(0) + 20'(L) = 0. (3.100)

Aqui a ordem da equacao é m=2,porém somente uma condicao de contorno é dada.
82

Da identidade de Lagrange-Green com IL = 72V
x

em

L L
/ Ludx = / L*vudz + B(u, v)’é
0 0

tem-se que a forma bilinear B, apds integracaopor partes, é dada por
B(u,v) = (vu' —v'u ),

a qual pode ser escrita na forma matricial

B(u,v) = vIPu = B(u, v)|0L
0 -1 0 0] [ w0
0 u'(0
00 0 1] u®
00 -1 0] [ WL

(3.101)

—_
o
o

= v YO o) V(D) |

A primeira linha da matriz A é constituida pelos coeficientes da condi¢ao de contorno

dada, e as seguintes linhas escolhidas de modo de que a matriz A seja nao singular.

Assim, i i i i
10 0 2 10 0 =2
0100 L 01 0 0
A= A=
00 20 00 1/2 0
0 001 00 O 1
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Da relacao

B(u,v) = v Pu = v (PA™ 1) Au = vI AT Au

A matriz que fornecera as condigoes de contorno adjuntas é

(0 -1 0 0]
1 0 0 =2
AT =PA™ = :
0 0 0 1
0 0 -1 0
| 2 _
isto é,
B*v = viPA-1
(0 -1 0 0]
[ 1 0 0 -2
= | v(0) 2'(0) (L) ' (L
(0) 2'(0) w(L) V(L) P .
0 0_1 0
L 2 _

= {U'(o) —(0) —%v’(L) —2v’(0)+v<L>]

Como a condigao de contorno original u(0)+2u’(0)=0, corresponde a primeira com-

ponente de

u(0) + 2u’(0)
u'(0)
2u(L)
v (L)

segue que as condi¢oes de contorno adjuntas sao

Bjv=-20'(0)4+v(L) =0, Byv=uv(L)=0, Bijv=v(0)=0
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Observe-se que existem 2m — r = 3 condigoes de contorno adjuntas, para r = 1
condicao de contorno dada. Também que, com a expansao do termo bilinear ( vu’ —
v'u )|§, obtido da lintegragao por partes, nem sempre resulta simples identificar de

maneira direta as condi¢oes de contorno adjuntas.

3.4.2.83 A FEquac¢ao Operacional com Condi¢oes Nao Homogéneas

Dado o problema operacional

LU(s,z) = R(s, ), (3.102)
BpU(s,x) = Qr(s),k=1:m, (3.103)

onde LU é dado por (3.9). Denotaremos por H*(s,z,£) a fungao de Green do

operador adjunto L*. Tem-se do corolério (3.1) que

L*H*(s,2,£) =0,
BiH=0,BjH=0,-- B H =0,

k:H*
H*, 8a—k, k =1:m — 2 continuas para x, £ no intervalo [0, L],
x
() | 2 (e 6 - LH (e )] <1
" oxk ’ oxk ’ o
De maneira abreviada:
LrH*(s,x,&) = d(x —&). (3.104)

As seguintes propriedades da funcao de Green adjunta serao de utilidade:

H*(s,z,§) = H(s,&, @), (3.105)
LiH"(s,6,2) = 6(§ — ) (3.106)
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Se multiplicarmos (3.102) por H*(s,{,x) em ambos os lados e integrarmos com

respeito a &, obtemos

L L
/OH*(S,S,x)LgU(S,f)dﬁz/O H*(s,&,x)R(s,&)dE (3.107)

Usando a identidade de Green-Lagrange, obtemos
L
[ U e .6 e + B0, B 6 N[ = [ s, )

Como L{H*(s,§, ) = §(§ — x), pela propriedade da fungao delta, decorre

U(s, ) :/0 H(s,2,€)R(s, )¢ — B(U(s,€), H(s,2,))| %" (3.108)

Substituindo R(s,x), dado em (3.6), na expressao (3.108) resulta que,

L N j—1
= / H(s,z,&) [Z ST Aul(€) | de - B(U(s,€), H(s,2,€)) [,
0 7=111=0
L
+/0 H(s,z,&)F(s,&)dE.
(3.109)
Assim,
L N il . . .
u(t,z) = / (ZZhJ_l_Z(t,x,ﬁ)Aju6(§)> de+

P\t (3.110)

N / t / U Rt — 7. ) (r, ©)drde + I(u(t, £), h(t, 1, €)=
s » T, ) 1S ) I S ) e )

onde
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Utilizando a propriedade da convolugao, tem-se

m F CtU-Dp(t —
J(u,H):—ZZ(_mM/O 8gj_1)7’x’5>vk,j(7,g)d7, (3.111)

onde

(k=3) (b (s s
v, (t,z) = L7! {a (bgé(;_g;)(]( 13), (3.112)

De maneira compacta

—_

=1 1

h/ =10 () Ajuf + /th(t—T)f(T)quLJ(u, h)|, (3.113)

I§
o

onde

J(u, h) = I(u(t, €), ht,z, &)y (3.114)

m k t i— t i—
. OU=Vh(t —7,2,0 OU=Vh(t — 7,2, L
J(u,h) = ZZ(—l)k J [/0 a§(<j1>T x )’Uk’j(T, O)dT—/O 8f((j17)— x )v;w»(T, Lydr| .
(3.115)
com v(t,x) dado por (3.112). Para coeficientes by(s,z) independentes da varidvel

espacial, a fungao v(t, x) simplifica-se para

O, 5»} . (3.116)

U]w‘(t, $) = £_1 |:bs,k 85(’6*1)

3.4.3 Caso de Coeficientes de 22 Ordem

Neste trabalho, conbsideran-se as equacgoes de primeira e de segunda

ordem do tipo parabdlico e hiperbdlico

ou

En + Aju = f(t, )
0? ou
3_;; +Ala + Aou = f(t, ),
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onde
v Ou
Agu—aa 5 b%—i-cu
Ayu = au(t, x),

com a, b, ¢, a constantes e a < 0; sujeitas as condicoes de contorno separadas:

Ju(t,0)
Ox
du(t,

agu(t,0) + o

= qi(t),
(3.117)

Boau(t, L) + B2 O L) = go(1),

onde o posto da matriz dos coeficientes «;, 3;; € igual a 2. Tem-se as equacoes

operacionais, ambas de segunda ordem e somente diferindo no coeficiente by(s)

0?U(s,x)  OU(s,x)
o o Ox
2
af) U(s,x) +b8U(s,x)

02 ox

+ (c+s)U(s,x) = F(s,x)

+ (c+ 8>+ ays)U(s,x) = F(s,z),

respectivamente. Tem-se os coeficientes sujeitas as condigoes de contorno transfor-

madas

0)

Oé(nU(S, 0) + g ———— G1(8>

Bo2U (s, L) + P2

oU (s,

Ox

oU(s, L)
a— Gg(S).

Para ambas equagoes , a forma bilinear J(u, h) é dada por
t
= [ b= enatr i+ [ W7, o,
0 0

/tah —r ) ear ]
e=L’

0
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onde

Ul,l(tf) = b‘C_l [U(S,f)] = bu(t7§)

U272(t7 5) - a£_1 [U(S, g)] = au(tv 5)

U271(t,§) = aﬁ_l |:

A férmula acima é simplificada para condigoes de contorno descritas
na seguinte tabela. Para tanto, sao utilizadas as condicoes de contorno de h e sua

primeira derivada espacial. Tem-se

by = — /0 C(Mahy(t — 7. 2)dr + /0 Cp(Mahs(t —7.)dr. (3.118)

Aqui, as fungoes Aj(t,x) e Ay(t,z) sdo expressas em termo da fungao de Green

h(t,z,£) e dadas na tabela (3.2) para diferentes tipos de problemas de contorno

Forma das condigoes de contorno Fungao A, (t — 7,x)
u=gi(t)emz=0 AM(t—1,2) = =0,h(t —7,2,§)|e=0
u=gs(t)emx =L Ao(t —7,2) = —0yh(t — 7, 2,8)|e=L

Oyu=gi(t)emx =0 At —7,2) = —h(t —7,2,0)
Oyu=go(t) em x = L Ao(t —1,2) =h(t —T,2,L)
ap1t + 110, u = g1(t) em x =0 A(t—7,2) = —h(t —T,2,0)
Boau + [120,u = go(t) em x = L Ao(t —1,2) = h(t —T,2,L)
u=g(t) emz =0 M(t—T,2) = Och(t —7,2,6)|e=0
Oyu=gs(t)emz =1L Ay(t —1,2) = h(t —T,2,L)
Oyu=gi(t)emz =0 A(t—7,2) = —h(t —7,2,0)
u=go(t) emx =L Ao(t —7,2) = —0ch(t — 7,2, 8)|e=1

Tabela 3.2 Forma das fungbes Ay (t — 7,2) e Ao(t — 7, )



4 CALCULO SIMBOLICO DE RESPOSTAS
FORCADAS

Serd considerada a extracao de solugoes homogéneas a partir de res-
postas forcadas definidas através da integral de convolugao da solucao fundamen-
tal com o termo nao homogéneo. A resposta forcada é decomposta na soma de
uma solucao particular nao-homogénea e de uma solugao homogénea, que depende
diretamente dos valores iniciais da solucao particular, atuando esta ultima como
uma retroalimentacao no sistema. Esta decomposicao resulta de interesse quando
as forcas externas sao tais que uma solucao particular é simples de obter. Em
particular, quando as forcas externas sao exponenciais no tempo e sua amplitude

dependente somente da variavel espacial.

4.1 Decomposicao de Respostas Forcadas

A solucao da equacao diferencial parcial de ordem N

ﬁju
ZAJ o7 (t2) = f(t, ), (4.1)

com condicgoes iniciais nulas

Ny
u(0,2) =0, u(0,z) =0, - LGN ——(0,2) =0, (4.2)

é chamada de resposta forcada em t = 0, sendo dada pela integral de convolugdo

u(t) = /0 t { /Q Wt — 72, €) (7, €))de| dr. (4.3)

93
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A resposta impulso h(t) foi definida em (3.19) através do operador in-

tegral
() (z) = / W, €)9(E)d, (4.4)

Q
onde h(t,z,§) corresponde a fun¢do de Green temporal, isto é, a inversa da transfor-
mada de Laplace da fungdo de Green espacial H(s,z,£) do problema de contorno

(3.7)-(3.8).

Com a introdugao destes operadores a resposta forgada (4.5) pode ser

escrita na forma usual
t
u(t) = / h(t — 7)f(7)dr, (4.5)
0
onde u(t) para cada valor ¢ é uma funcao que depende da variavel espacial = e cujo

valor é u(t)(z) = u(t, z); analogamente para f(t).

Para efeitos de decomposicdo no tempo, torna-se muito simples tra-

balhar com a forma evolutiva (4.5) e, ap6s, escrever o resultado na forma usual.

A resposta for¢ada pode ser decomposta em uma resposta livre uy(t) e

em uma resposta particular (permanente) u,(t), ou seja,

u(t) = /0 h(t — 7)f(T)dr = up(t) + uy(t), (4.6)

onde up(t)(x) = up(t,x) e uy(t)(x) = uy(t, ).

Como {h(t), h(t), -, hN_l(t)} formam uma base de solugoes da equagao

homogénea

N )
du
> Aj 55 (ta) =0, (4.7)



4.1 Decomposicao de Respostas Forcadas %)

sendo a; funcoes da varidvel espacial a serem determinadas a partir das condigoes

iniciais nulas de u(¢) em t = 0. Desta forma tem-se o sistema

(

r

0 = h?(0)a; + u,(0)

=,
I
Lo

0 = h*1(0)a; + u,(0) (49)

<.
I

N-1
0 = > WH0)a; +u)1(0)

\ Jj=0

Os valores h’(0) para j > N + 1 sdo determinados a partir da equagao

diferencial que é satisfeita por h(t) com condigoes iniciais em t = 0.

Assim,
(
anN—1 = —ANUP(O)
anN—9 = —AN,lup(O) - ANUP<O>
anN—_3 — —AN_QUP(O) — AN_1UP<O) — ANup(O) (4 10)
a1 = —Auy(0) — Az0,(0) — - — Ayul73(0)
L Qo = —Alup(O) - AQUP(O) — e — ANUN_I(O)
ou de maneira compacta
ZAkﬂu (0,z), para j=0:N —1. (4.11)
A resposta livre introduzida pela convolucao é entao dada por
N-1 N—j N-1N—j
h () > Apjug( W= () Ag g 5u3 (0), (4.12)
§=0 = j=0 k=1



onde
dIh

W) = | S50

t, 2, §)o(§)ds. (4.13)
No dominio original tem-se
—J

N-1N k lh '
_ZZ/ St (1 @5 €) Ay (0, €)dE. (4.14)
=0 k=1

Resulta desta expressao que, sendo conhecidas as condi¢oes iniciais de uma solu¢ao
nao homogénea uy(t, ), a solugdo homogénea up(t, x) fica determinada com o auzilio

da resposta impulso funcional h(t).

Desta forma, o calculo da resposta forcada fica reduzido a obtencao da

resposta particular u,(t) e tem-se como expressao

2

—1N—j

u(t) = /0 bt — () = u A0, (415)

j=0 k=1

Il
=)

a qual caracteriza uma decomposicao da convolucao.

4.2 A Resposta em Freqiiéncia e o Operador de
Transferéncia

Para termos nao homogéneos do tipo
f(t,2) = Moa), (4.16)

podem ser procuradas solucoes particulares nao homogéneas do mesmo tipo. Subs-

tituindo

o6
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em (4.1) decorre a equagao operacional

N
[Z N A,
j=0

A solucao é dada por

w(z) = HO)o(z) = / H(\ 2 )u(€)de.

onde H(\, z,£) denota a fungao de Green espacial associada com a equagdo opera-

cional acima.

Assim, podemos escrever a resposta forcada como

ult) = / / 1, £)u(€)dedr

—1N—j

ak 1h )
 OEO @) -3 Y / o (6, €) Ay N o(€)de.
7=0 k=1
Rearranjando obtém-se
IN- 1,
uta) = [ |MHO €0 Zzatkltfokw/Hum()dn ¢
=0 k=1

Deve ser salientado que para A = iw, tem-se que a solucao particular é

a resposta em freqiiéncia, ou seja

u(t) = // —7,2,8)e“Tv(¢)dédr

ak 1h )
= MH(iw) ZZ / o (t,x, &) Apy N H(iw)v(€)dE.

7=0 k=1

Dai, conclui-se que, para entradas harmonicas, a resposta forcada vem
a ser a resposta freqiiéncia diminuida pelas contribuicoes das parcelas que compoem
a resposta livre induzida através dos valores iniciais da resposta em freqiiéncia no

sistema.



5 EQUACOES DO TIPO PARABOLICO

Este capitulo aborda equagoes diferenciais parciais (EDP) lineares de
primeira ordem no tempo. Essas equagoes sao encontradas de maneira freqiiente em
varias aplicagoes tais como modelos cromatograficos, modelos hidraulicos, modelos

de trafego em estradas, modelos difusao-conveccao, dentre outros.

5.1 Dominio Unidimensional

Nesta se¢ao trataremos da equacao linear de primeira ordem no tempo
e de segunda ordem completa no espago com coeficientes constantes (difusao-reagao-
adveccao).
ou  *u  Ou

Esta equagao apresenta-se em variados tipos de aplicagoes. Para f(x,t) = 0, esta
equagao descreve uma transferéncia de massa convectiva, variavel, unidimensional,
com reacgao de primeira ordem no volume quimico num meio continuo que se move
com velocidade constante. Uma equacao similar é usada para a analise da correspon-
déncia unidimensional de processos térmicos em um meio varidvel com variacao
no volume de calor proporcional a temperatura. Nesta secao, esta equagao sera
estudada e resolvida utilizando-se os métodos descritos anteriormente. Isso sera feito
separadamente, para dominio infinito, finito com condi¢oes de contorno homogéneas

e finito com condic¢oes de contorno nao homogéneas.

o8
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5.1.1 O Problema de Cauchy na Reta

Conforme a teoria desenvolvida no capitulo (2), a solu¢ao da equagao

ou Pu Ou
E — CL@ — b% — Cu = f(t,x), (52)

com condicao inicial u = ¢(x) em t=0, em funcdo da solugao fundamental h(t,x), é

dada por
00 t o]
uet)= [ oOhta i+ [ [ femhe-gt-ndgar. (53
—00 0 —o0
Aqui, h(t,x) satisfaz, para t > 7 > 0, a equacao linear homogénea

oh  9*h  Oh

com condic¢ao inicial da forma
h(t,z) =6(z —&) em t=r7. (5.5)

Para esta equagao h(t,x) é da forma

h(t,x) = (5.6)
Vimos que a solugao forgada, ou seja, o segundo termo do segundo
membro da equagao (5.3) pode ser decomposta em
Uper (B, ) = up(t, ) — upp(t, )

N (5.7)
= wylta) = [ o= €00, (0.0)ds

o0

onde up,(t,x) é a resposta livre induzida pela resposta permanente u,(t,z). Logo a

solugao do problema pode ser escrita conforme

(e 9]

waw=/W¢@mm—aw&+wAmw—/‘hu—aw%mfug (5.8)

—00
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Em particular, para entradas no sistema do tipo
f(t,x) = eMr(x)
tem-se uma resposta da mesma forma
uy(w,t) = eMv (), (5.9)

onde v(x) satisfaz equagdo nao homogénea

V(x) +v(z) + ov(z) = p(x) (5.10)
vzg, 5=C;A ¢ p($)=%7

que tem como uma solucao particular a resposta forcada

/OZ h(z — 7)p(7)dT, (5.11)

onde h(z) satisfaz

h(z) +~vh(z) + 6h(z) =0, h(0)=0, h(0)=1.

Exemplo:

Determinar a solucao da equacao

ou 0%u ou
2T T I e = oA
5% Y92 b(?:l: cu=e"r(x) (5.12)

com condic¢ao inicial da forma

u=Hx+2)—H(xz—-2) em t=0, (5.13)
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onde H(x) é a funcao de Heaviside.

Considere os parametros a = 1, b = —10, ¢ =1, XA = 0.1 com
r(z) = cos(x). A solu¢do homogénea u; ¢ dada pelo primeiro termo do segundo

membro da equagao (5.8) com ¢(x) = H(x 4 2) — H(x — 2), ou seja,

(e = [ M€+ 2) — H(E— (e — € 1)de

o

(5.14)

-2 -1 2 -1
= 05 [—erf (0_5++0t> +erf (0‘5 +xt Ot)} 05t

onde erf denota a funcao erro. A seguir tem-se os graficos representado a solucao

homogénea do problema de valor inicial dado, para diversos valores de tempo.

1

Figura 5.1 Graficos da resposta homogénea wuy,(z,t).
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A resposta particular é dada por u,(x,t) = ev(z), onde v(z) satisfaz

equagao diferencial (5.10) com condigoes iniciais nulas. Executando-se os calculos,

obtém-se
uy(r,t) = e*1(0.005978477481cos(z) + 0.09964129135sen(x)) (5.15)

mostrado para diversos valores de tempo na figura a seguir

Figura 5.2 Gréficos da resposta particular u,(z,1).

Observa-se que a solucao particular u, aumenta com passar do tempo.
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A resposta livre, uyy, induzida pela particular é calculada através da

integral
Upp = —/ h(x — &, t)u,(0,&)dE (5.16)

que calculamos com o auxilio do Maple e obtemos os seguintes gréaficos

Figura 5.3 Gréficos da resposta livre, uy,(t, ), induzida pela particular.

A solucao total do problema é dada pela soma de todas as respostas anteriores, ou
seja,

u(t,x) = up(t, ) + upy(t, ) + up(t, x). (5.17)

Os gréficos da solugao dinamica u(t, z) do problema (5.30)-(5.32) sao dados na figura
(6.15)
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Figura 5.4 Graficos da resposta total u(t, x).
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5.1.2 Dominio Limitado com Condigcoes de Contorno

Homogéneas

A equacao (5.1) juntamente com as condi¢ao inicial, u = ¢(x) em t = 0,

e de contorno

ou

Oéll% + apu = Oem z=0 (518)
0

512—u + Pogu =0 em x =1, (5.19)
ox

tem solucao da forma

(1) = /0 SVt 2, €)dE + /0 /0 FE PRt — 7.2, €)dedr (5.20)

onde h(t,z, &) é a funcao de Green que satisfaz, parat > 7 > 0, a equagao homogénea

oh 0%h oh

com condi¢ao inicial nao homogénea da forma
h=d6x—¢) em t=r (5.22)

e condigoes de contorno homogéneas

oh

&11% + Oé(nh =0 em x2=0 (523)
oh

au% +aph=0 em z=1. (5.24)

Vimos que resposta forgada, ou seja, o segundo termo do lado direito

da equagao (5.20), pode ser decomposta em
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tper (1) = u’?(t’x)_uh’f@’x) (5.25)
:%@@—Ammwmm@&, |

onde up,(t, z) é a resposta livre induzida pela resposta particular u,(t, x).

Em particular, para entradas no sistema do tipo
f(t,2) = r(z)

tem-se uma resposta da mesma forma

uy(z,t) = eMv(x) (5.26)
onde v(z) satisfaz o problema nao homogéneo
V() +yv(z) + dv(z) = p(x) (5.27)
0411?—1-0401V:O em x=0
ax (5.28)
ﬁlz—v—i-ﬁogV:O em x=1[,
Ox
com
b c—A r(z
=2 5= =",
a a —a
que tem como uma solugao particular a resposta forcada
l
JRECYGE: (529)
0

onde g(x,&) é a fungao de Green que satisfaz
§(x,8) +78(x, &) + dg(x,§) = d(x — &),

com condigoes de contorno homogéneas da forma (5.28).
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Exemplo:

Determinar a solugao da equacgao

u 0?u du
g —p—= — — (A0
. T 05 b S Tou=e r(z) (5.30)

com condic¢ao inicial da forma
u=10[H(x — 0.25) — H(z — 0.75)] em t=0 |, (5.31)
onde H(z) é a funcao de Heaviside, e sujeita a condi¢oes de contorno

u=>0 em x=20
(5.32)

u=>0 em x=1[.

A solucao homogeénea, uy, é dada pelo primeiro termo do lado direito

da equagao (5.20), ou seja,

1
up(x,t) = / (H(§ — 0.25) — H( — 0.75))h(t, z, £)dE , (5.33)
0
onde h(t,z,&) é a fungao de Green espacial dada por
2 b(& — b2 >, . ¢ 2.2
h(t,z,&) = 7 OxXP [ ( 90 2) + (c — 4a> t} Xl:sm (?) sin <7r111) exp (—lml;lt) . (5.34)

Considere os parametros a = 0.1, b =01, c¢=1, [ =1, A = 0.9 com

r(x) = cos(20z)z?.

Integrando-se essa equagao com o auxilio do software Maple para 384
termos na funcao de Green, obtém-se a solugao homogeénea que é graficada a seguir,

para diversos valores de tempo:



5.1 Dominio Unidimensional 68
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Figura 5.5 Gréficos da resposta homogénea wuy,(z,t).

Conforme visto anteriormente, a resposta for¢cada do problema (5.30)-
(5.32), é dada pela integral de covolugao, ou seja, o segundo termo do lado direito
da equacao (5.20)
/t /1 f&m)h(t — 7, 2,8)dédr (5.35)
0o Jo

que pode ser decomposta da forma

Uper (, ) = up(t, x) — upp(t, x) = u,(t, z) — /0 h(t, x, &)u,(0,€)dE . (5.36)
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Para calcularmos w,(t,z) supomos uma resposta da mesma forma da entrada, ou

seja, u,(t, r) = eMv(x), e substituimos na equacao (5.30), resultando

V() +¥(x) + v(z) = p(z) (5.37)

com condigoes de contorno homogéneas.

Sabemos que essa equacao tem como solugao

) = [ e merie (5.3%)
onde )
—1.874 sen(0.866x) [0.616 cos(0.866¢)
—0.524 sen(0.866¢)] e(~0-52+:5¢) T <€
gz, &) = (5.39)
1.874 sen(0.866¢) [—0.616 cos(0.866x)
| +:524 5en(0.866x)] el =057 05%), E<uz

e p(r) = —cos(20x)z?.

Os graficos de u,(t, x) = e*v(z) para diversos tempos podem ser vistos

na figura (5.6), onde notamos o crescimento de u, com o aumento do tempo.

Tendo-se obtido a solugao particular, a resposta livre, up,(t, ), induzida

pela resposta particular é facilmente calculada pela férmula

) = = [ B, E)up(0. ). (5.40)

onde h(t,x,€) é dada por (5.34). Os gréficos de up, sdo apresentados na figura (5.7)

para diferentes valores de t.
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Figura 5.7 Gréficos da resposta livre, up,(t, ), induzida pela particular.
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A solucao total do problema é dada pela soma de todas as respostas

anteriores, ou seja,

u(t,x) = up(t, ) + upy(t, ) + uy(t, x) .

(5.41)

Os gréficos da solugao u(t,z) do problema (5.30)-(5.32) sdo dados na figura (6.15)
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Figura 5.8 Gréficos da resposta total u(t, z).
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Observa-se que a solugao u(t, x) decai até um certo instante de tempo onde ela muda
de comportamento e comeca a aumentar. Isto demonstra o dominio da resposta
homogénea, uy, sobre a solu¢do u(t,z) , para tempos pequenos. A partir desse
instante a resposta permanente u, comeca a dominar o sistema, que atingira o estado
permanente com o passar o tempo. A resposta livre induzida (up,) pela resposta
permanente exerce uma modesta influéncia sobre o sistema que nao é notada em
nosso exemplo. A seguir graficaremos as respostas separadamente para o tempo

t=05.

Figura 5.9 Solugoes uy(t, z), uy(t, x), upy(t, ), u(t,x) para t = 5.

5.1.3 O Caso de Condicoes de Contorno Nao-Homogéneas

Considere o problema de contorno nao homogéneo

ou 0%u ou

u=¢(zr) em t=0, (5.43)
an? + apu = ¢gi1(t) em z =0,
v (5.44)
ou

512% + Boou = g2(t) em z =1.
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Sabe-se por (3.110) e (3.118) que a solugao desse problema é dada por (5.20)
acrescentando-se a contribuicao das condigoes de contorno, ou seja, a solucao é

dada pela expressao

! t l
ult,x) = /0 ()N (t . €)dE + /0 /0 Wt — . €) f(r.€)drde

(5.45)

—I—a/o g1(T)A(t — 7, z)dT — a/o 92(T) Ao (t — 7, x)dT,

onde A;(t — 7, z) sdo as fungoes dadas na tabela (3.2). Aqui, h(t,z,§) é a funcao de
Green expressa pela pela equacao (5.34) e que satisfaz, para t > 7 > 0, a equagao

homogénea

oh 0%h oh

com condi¢ao inicial nao homogénea da forma
h=0x—¢&) em t=r7 (5.47)

e condigoes de contorno homogéneas

oh
al1— +agph=0 em z =0,

ox

oh
612_ +602h =0 em z=1I.
ox

(5.48)
A solugao permanente (resposta forgada), ou seja, o segundo termo do lado direito
da equagao (5.45), pode ser decomposta em

Uper (B, ) = up(t, ) — upp(t, )

l (5.49)
= wylt) = [ Bt Ouy(0.€)de.

onde up,(t, ) é a resposta livre induzida pela resposta permanente u,(t, x).
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Exemplo:

Determinar a solugao da equacgao

ou 9%u ou

i i b% — cu = eMr(x) (5.50)
com condic¢ao inicial da forma
u=H(x—0.25) —H(z—-075) em t=0, (5.51)

onde H(z) é a funcao de Heaviside, e sujeita a condi¢oes de contorno

u=>5cos(10t), em x=0
(5.52)
u=>5sin(10t) em xz=1.

Considere os parametros a = 0.1, b=0.1, ¢=1, A=0.9 com r(z) = cos(10x).

A solucao homogénea, uy, do problema é a mesma do exemplo anterior

e estd graficada na figura (5.5).

A resposta particular é calculada supondo-se uma solucao da mesma

forma entrada, ou seja, u, = e*v(zx). Substituindo-se u, na equagao (5.50) obtém-

se o problema de contorno nao homogéneo para v(x)
V(z) + v(x) + v(z) = cos(10x) (5.53)

v=20 em x=0
(5.54)

v=0 em x=1,

que tem como solucao

/0 g(x, &)cos(10€)d¢ , (5.55)

onde g(x,&) é a fungao de Green que satisfaz

g(xaf) + g(l',f) + g(l‘,f) = 5(:6 - 5)7 g(O,rS) =0, g<l7£) =0
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dada por

;

—1.874 sen(0.866x) [0.616 cos(0.866¢)

—0.524 sen(0.866¢)] e(70-57+:5) r<§

g(z,§) = (5.56)
1.874 sen(0.866¢) [—0.616 cos(0.866x)

| +.524 5en(0.8662)] e(70:52+0.50) E<ux

Os gréaficos de w,(t,x) = eMv(z) para diversos tempos podem ser vistos na figura

(5.10), onde notamos o crescimento de u, com o aumento do tempo.

N/ ‘
%
SR
K

Figura 5.10 Gréficos da resposta forcada w,(z,1t).
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Tendo-se obtido a solucao permanente, a resposta livre induzida pela resposta per-

manente, uy,(t, ), é facilmente calculada pela férmula

tplt.3) = = [ Bt 0,0, (5.57)

onde h(t,z,§) é dada por (5.34). Os graficos de up, sao apresentados na figura (5.12)

para diferentes valores de t. Aqui h(t, z,€) foi truncada em n = 384.

0.1

0.057

-0.05 7

—0.17

0.04 0.6
t~  0.06 04 X
0.08 0.2

1 0

Figura 5.11 Gréficos da resposta livre, up,(t, ), induzida pela particular.
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A contribuicao das condigoes de contorno é dada por

Uee(x,t) = Ha /Ot 5cos(107) [%h(t - T,x,g)] - dr

(5.58)
a /O ssen(107) [(%h(t—ﬂx,f)] dr

=1

e pode ser observada para diferentes valores de tempo na figura a seguir

Figura 5.12 Graficos dos termos de contorno.



A solucao total do problema é dada pela soma de todas as respostas anteriores, ou

seja,

u(t,x) = up(t, x) + upyp(t, ) + uy(t, ) + ue(t, ).

(5.59)

Os graficos da solucao u(t, z) do problema (5.50)-(5.52) sao dados na figura (5.13)
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Figura 5.13 Gréficos da resposta total u(t, z).
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5.2 Dominio Bidimensional

Nesta secao, afim de ilustrar a decomposicao de respostas forcadas para
uma equacao parabdlica em duas dimensoes, resolveremos a equacao do calor em
um dominio retangular 0 < x < [, 0 < y < l,. Daremos importancia apenas a

resposta forcada assumindo assim, condic¢oes iniciais e de contorno homogeéneas.

5.2.1 Equacao do Calor em duas dimensoes

Considere a equagao

ou ?u  0%*u
E — a (@ + w) = f(t,ZE, y) (560)

sujeita a condigoes iniciais homogeéneas e condicoes de contorno de Dirichlet ho-

mogeneas da forma

u=0 em =014
(5.61)
u=0 em y=0,I.

A solucao dessa equagao é dada por

t A lo
ult, 7, y) = / / [t ont - Qacazar, G2

onde h(t — 7,2,y,&,() é a fungao de Green; para t > 7 > 0 ela satisfaz a equacao

0%h 0?h  0’h

homogénea

com as condicoes iniciais semi homogéneas

h=20 em t=r,

Oh=06(x —&o(y—C¢) em t=r,

(5.64)

e condicoes de contorno homogéneas.
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Utilizando-se o método da decomposicao de respostas forcadas podemos

reescrever a solu(;éo CcOomo

—~
_Cﬂ
(=}
ot

~—

I lo
u(t,zy) = uplt,z,y) — /0 /O Wto — €.y — Oupl0,€,C)dCde

onde fungao de Green h(t,z,y,&, ) é dada pela féormula

4 oo 0 2 2
h(t,z,y,&,¢) = l— ;mZ:lsenan sennZ§ senml;ry senﬂ;:C exp [—WQ (72 + T;;) at]

M supde-se

Em particular, para entradas da forma f(t,x,y) = r(x,y)e
uma resposta particular u,(t, z,y) da mesma forma da entrada, ou seja, u,(t, z,y) =
v(z,y)eM e, substituindo na equagao (5.60) obtém-se o problema de contorno

aa_;v( y)+ 3822 (z,y) + vz, y) = —p(z,y), (5.67)

v=0 em xz=0,1[

(5.68)
v=0 em y=0,lI.
A r(z,y)
onde vy = — e p(z,y) = . Este problema tem como solucao
—a a
Loyl
Vo) = [ [ b gt Odce, (5.69)
0o Jo
onde g(x,y,&, () é a funcao de Green espacial que satisfaz
g g
@+a—y2+5g——5($—571/—07 (5.70)
=0 em z=0,1
& ! (5.71)

g=0 em y=0,I,
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ou seja,
4 N SeNPRT SeNGmY SENPné S€NGmC
gxay7§a<- = 77 s 5.72
( ) l1l2;; p2+q2—7 (5.72)
™ ™m

Considere, agora, os parametros a = 1, l; = 1, Iy = 1, f(t,z,y) =
cos(10z)cos(y)e, A = 0.1. Os graficos de u,(t, z,y) e upy(t, z,y) sdo mostrados a

seguir, para diferentes valores de t.

>
0>

W

W
TR

Figura 5.14 Gréficos da resposta particular w,(t, z,y).
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Figura 5.15 Graficos da resposta livre,

unp(t, ©,y), induzida pela particular.
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6 EQUACOES DO TIPO HIPERBOLICO

Neste capitulo serao abordadas equacoes diferenciais parciais de se-

gunda ordem no tempo

AZ +BE 4 Cu=F (6.1)

em que A representa uma constante nao nula A e os coeficientes C, B sdo operadores
lineares que somente incluem derivadas espaciais e cujos coeficientes sao considerados

constantes [3]. Assim, por exemplo

Ad(z) = Ad(x) (6.2)
Bo(x) = Q¢ (x) + Po(x) + ¢ (6.3)
o) = | BO)+ C0a) + Do) o

E¢()(x) + N¢'(x)

As equagoes a seguir, encontradas em diversas aplicagoes praticas, sao casos parti-

culares das equagoes anteriores.

puy — Tuge = f(t,x), ¢ =T/p  vibracoes numa barra
Uy + Qg — a* (Ugy + Uyy) + bu = f(t, ), telégrafo

Uy — Uy + bu = f(t, ), Klein-Gordon

6.1 Dominio Unidimensional
Nesta secao trataremos de equacoes diferenciais parciais lineares hiper-

bolicas com coeficientes constantes em um dominio unidimensional, ou seja, equagoes

da forma (6.1) onde v = u(t,z), F = F(t,z) e B inclui somente derivadas em z.

33
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6.1.1 O Problema de Cauchy na Reta

Considere a equagcao linear nao homogénea do tipo hiperbdlica com uma

entrada arbitraria

9%u ou
[ B— —_— p— F .
BTE + oy Cu (t,x), (6.5)
onde
0%u ou
9
C=a 92 + b_&ﬂ +cu, a>0. (6.6)

A solugao do problema de Cauchy para a equagao (6.64) com condigao iniciais gerais

u=¢o(zr) em t=0,
Ou = ¢1(x) em t=0,

pode ser representada pela soma

[e.9]

uw) = [ anl© {—%h(m—f,w] a6+ [ [0+ on(©)B) hla — €. e
(6.7)

+ /Ot/Zf(f,T)h(x—f,t—T)dde

onde h(z,t) é a solu¢do fundamental do problema de Cauchy que satisfaz, parat > 0,

a equagao linear homogénea

82h  _Oh
ap tBg —Ch=0 (6.8)

com condicgoes iniciais semi-homogéneas da forma especial

h=0 em t=0,
Oh=0(x—¢&) em t=0.

De acordo com a teoria desenvolvida anteriormente a solucao forgada,

ou seja, o terceiro termo do segundo membro da equagao (6.64) pode ser decomposta
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em

Uper (8, 2) = up(t, ) — upp(t, x)

~ u(ta) — / " Bh(z — £ uy(0,£)de (6.9)

o0

- [ |t~ €010, + 0.0 - 1) e

—00

onde up,(t,x) é a resposta livre induzida pela resposta permanente u,(t,z). Logo a

solugao do problema pode ser escrita conforme

o) = [ @t —en]de+ [0+ (B M - € s

+uy(t, z) — /OO h(x — &,t)Bu,y(0,&)d¢

e}

- [ |5t = 601000 + 51wy 0.0hGo - .1

o0

Em particular, considerando-se o operador C da forma completa e para entradas no

sistema do tipo

ft,x) = e¥r(z)

tem-se uma resposta da mesma forma
uy(r,t) = eMv(z) (6.10)
onde v(x) satisfaz a equa¢ao nao homogénea

V(x) +9V(z) + dv(z) = p(x) (6.11)
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com

b c— A —)\B r(x)
7:?, 527 e pz)=—3

que tem como uma solucao particular a resposta forcada

/OZ h(z — 7)p(T)dr (6.12)

onde h(z) satisfaz

h(z) +~h(z) + 6h(z) =0, h(0) =0, h(0) =1

6.1.1.1 A FEquacao de Klein-Gordon

A equacao
Pu 0%
— =a"— —bu—+ f(x,t 6.13
=g —but f(,1) (613)
¢ conhecida como a equacao de Klein-Gordon. Ela aparece na mecanica quantica

[26] , bem como na reducao da equagao do telégrafo [38], [35].

A solugao fundamental é dada por

h(z,t) = MJO <E\/ a’t? — a:2> para b=c*>0
2a a (6.14)

t —
h(z,t) = H(QQ—GMDIO (2\/@2152 - £C2) para b= —c*>0

onde H(z) é a funcao de Heaviside, Jy(z) é a funcao de Bessel e Iy(z) é a funcao de

Bessel modificada.

Para as condicoes iniciais

u=rcos(x) em t=0,
(6.15)
u=x em t=0
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e entrada f(x,t) = eMcos(x), tem-se a resposta dinamica

w(w,t) = /_Z cos () {—%h(x s t)] de + /: Ehlz — € 1)de

(6.16)
t 00
/ / eMcos(€)h(x — &t — T)dédrT

0 —00

que pode ser dividida em duas partes:
1) Solugao para b = —c* < 0:

1 ct et fl( \/f2 /a> ]
) = gttt oo —anl 4 g e ol

1 /erat Io VB — (z— /a> cde (6.17)
/ / T b (VT T G R e eos e,

onde Iy(z) e I1(z) sao as fungoes de Bessel modificadas de primeira espécie.

2) Solugdo para b= c* > 0:

c z+at Jl \/t2 /&
u(z,t) = ;[qﬁ(x + at) + ¢(x — at)] — 22 / t E/tQ e )cos(f)df

1 /x-l—at Jo (/B — (2 - /a) cde (6.18)

/O / o ViE—1)?2—(z— 5)2/a) e cos(€)dedr,

a(t—r)

onde Jy(z) e Ji(z) sdo as fungoes de Bessel de primeira espécie.

A seguir, considerou-se a equacao de Klein-Gordon com a =1, b = 0.1.
Neste caso, segue que b = 0.1 = ¢ > 0, logo utilizaremos (6.18). Os trés primeiros
termos do segundo membro correspondem a solugao homogénea do problema. Essa
solucao foi calculada para a funcao de Bessel com 10 termos e esté graficada a seguir

para diferentes valores de t.
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Figura 6.1 Graficos da resposta homogénea wuy,(z,t).

A resposta particular u, é dada por u,(z,t) = eMv(x), onde v(x) satisfaz equagio
differencial

V(z) — 0.11v(z) = —cos(x) (6.19)
com condigoes iniciais nulas. Executando-se os calculos, obtém-se

100
up(x,t) = eo'ltmcos(x) (6.20)

mostrado para diversos valores de tempo na figura a seguir
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Figura 6.2 Gréficos da resposta particular u,(z,t).

Observe-se que a solucao particular u, aumenta com passar do tempo.

Como B = 0, resposta livre uy, induzida pela permanente é calculada

através da soma

Upp = — /O ' [%Jo (v = (@ = €)2/a) uyl(0,€) - %up(o, &) (ev/P=(a - 5)%)] s

(6.21)
que calculamos para a funcao de Bessel truncada em 10 termos e obtemos os segintes

graficos
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Figura 6.3 Gréficos da resposta livre, u,(t, ), induzida pela particular.

A solucao total do problema é dada pela soma de todas as respostas anteriores, ou
seja,

u(t,x) = up(t, x) + up(t, ) + upy(t, ). (6.22)

Os resultados podem ser observados na figura (6.7) para diferentes valores de t.
Comparando-se as figuras (6.1)e (6.7) nota-se a solugdo homogénea (up) é quem
domina o sistema, pois com o passar do tempo solucao total adquire a forma da

solugao homogeénea.
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Figura 6.4 Graficos da resposta total u(t, x).

6.1.1.2 FEquacao da Onda Amortecida com Convecgao e Reagdo

Com o seguinte tipo de equacao

Pu  Ou  ,0*u Ou
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encontram-se aplicagoes sobre o movimento de dejetos quimicos ou poluentes que
entram no sistema agua-terra, os quais podem ser transportados longe da fonte de

producao e afetando o meio ambiente [18].

A solugao fundamental é dada por:

h(z,t) = =H(at — |z|)e (52— %)[o (0\/752—2—2 se c+%2—%:c72>0
h 1 (—ﬂ—ﬁ> ) 2 k2 | 2
(z,1) = 5. H(at — |z])e\ 22" 2 ) Jy | o [t2 =2 | se c+ 5 — 5 =—0" <0

onde H(z) é a fungao de Heaviside, Jy(2) é a funcao de Bessel e Iy(2) é a fungao de

Bessel modificada.

Considerando-se as condigoes iniciais homogéneas

u=0 em t=0

(6.24)
Ou=0 em t=0
e uma entrada f(¢,z) tem-se a resposta forcada
t +oo
u(zx,t) = / / h(t — 1,2 — &) f(r,&)dEdT (6.25)
0 —00

que pode ser escrita para

K0 2 :
c+ 7 = =0 > 0:

u(z,t) Qa/ /:+at i [ QM) (0\/25—7' —5)2/a2> fl&, rydédr

a(t—r)
(6.26)

2 2
c+%—£7:—02<0:

ula,t) = 5- / / T ez st (a\/t—T —5)2/a2> F(€,7)dedr

a(t—T)
(6.27)
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Para os parametros a = 1, b = 0.1, ¢ = —=0.1, k = 1, A = 0.1 e
f(t,z) = eM10(cos(x) + sin(5z)), recaimos no caso ¢ % — % =02 > 0.

Para calcularmos essa resposta usa-se o método da decomposicao da
integral de convolugao. Isso resulta em uma resposta particular, u,, e uma resposta

livre, upp, induzida pela resposta particular. Assim,

u(t,x) = up(t,z) —upy(t, )

_ up(t,x)‘%/:me[ F D (VP == 827 0.0

_% z+at% [e[b(;—s) z ( \/tQ x— )] up(O,é)df

r—at

1 z+at a
" 2a ot

= lup(0,€))el 55y (/T = (0 = 7/ .

r—at

(6.28)

Supondo uma solugao para a equagao diferencial (6.54) da forma u =

e*v(x) e, substituindo-a na mesma, obtém-se a equacao diferencial ordindria para

v(z) da forma
V() 4+ 0.1v(z) — 0.21v(z) = —10(cos(z) + sen(5x)) (6.29)
com condigoes iniciais nulas. Excecutando-se os céalculos, obtém-se

upy(t, v) = e (8.2084cos(x) — 0.6784sin(z) + 0.0078cos(5x) + 0.3965sin(5x))  (6.30)

que podemos visualizar na figura (6.5).
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Figura 6.6 Gréficos da resposta livre induzida wp,(z,t).
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A resposta livre uy,, ou seja, os dois tltimos termos da equagao (6.28), fica determi-
nada com o auxilio da resposta permanente wu,(x,t). Calculou-se u; para a funcao
de Bessel truncada em 10 termos e pode ser vizualizada, para diferentes valores de
tempo, na figura (6.6), onde nota-se um grande crescimento da solugdo com o passar

do tempo.

A solugao forgada do problema (6.54) com os parametros dados fica

definida por u(t, ) = up(t, z) + un(t, ). (6.31)

e é apresentada na figura a seguir.
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Figura 6.7 Gréficos da resposta total u(t, z).
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Nota-se que a solugao é dominada pela resposta livre up,, pois depois de um certo

tempo o gréfico de u(t, ) toma a forma do grafico da resposta livre.

6.1.2 Dominio Limitado com Condicoes de Contorno
Homogéneas

Em geral uma equacao linear unidimensional nao homogénea do tipo

hiperbdlica com uma entrada arbitraria e coeficientes constantes é escrita como

d%u ou
-~ 4+ B~ _ =F .32
BrE + 5 Cu (t,z) (6.32)

onde o operador C foi definido anteriormente.

Considere o problema de contorno nao estacionario para a equacao

(6.32) com condigoes iniciais

u=go(x) em t=0,

(6.33)
Owu=¢i1(x) em t=0,
e condicoes de contorno homogéneas da forma arbitraria
U
04118— +appu=0 em z =0,
¢ (6.34)
ou

Oro— + Bppu=0 em z = L.
ox

A solugao do problema (6.32), (6.33), (6.34)pode ser representada pela soma

we.t) = [ on(@) | gttn )] act [ o€+ ule)Blhie o,
(6.35)

t pL
+ /0/0 f&m)h(t — 7, x,&)dédr



6.1 Dominio Unidimensional 97

Aqui, a fungao de Green h(z,§,t) é determinada resolvendo-se a equagao equagao
linear homogénea
0?h oh

ap tBg —Ch=0 (6.36)

com condigoes iniciais semi-homogéneas da forma especial

h=0 em t=0,
Oh=0(x—¢&) em t=0,

e as condigoes de contorno (6.34).

Utilizando o método da decomposicao de respostas for¢adas podemos

reescrever a solu(;éo Cco1mo

L L
wte) = [ )|t det [ o€+ oo(©B] nta, )

0 0

L
bt = [ S 00,0+ L lu0.O0(00)] d | (637

L
_ /O h(t, , ) Buy (0, €)d¢

Em particular, considerando-se o operador C da forma completa, ou seja,

*u  Ou
C= CL@ + b@ + cu, a>0 (638)

e para entradas no sistema do tipo

ft,x) = e¥r(z)
tem-se uma resposta da mesma forma

uy(t, v) = eMv(r) (6.39)
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onde v(x) satisfaz o problema nao homogéneo
V(x) +yv(x) +0v(x) = p(z)

all—g+a01g: 0 em x=0,

ox

0
ﬁlza—g + Bpg=0 em z=L.
x
com

b c— M\ —)\B r(x)

7= 527 e p(r) = —3,

que tem como uma solu¢ao particular a resposta forcada

l
/0 o(z, €)plE)de

onde g(x,&) é a fungao de Green que satisfaz

8, &) +78(x, &) + gz, €) = d(x = &),

e condigoes de contorno (6.41).

6.1.2.1 Fquacao de Klein-Gordon

Considere a equacao de Klein-Gordon

0%u 0%u
W = CLZ@ — bu + f(x,t)

sujeita a condigoes iniciais
u=—H(z—0.75) +H(x—0.25) em t=0
Oru = 3cos(x) em t=0

e condigoes de contorno
u=0 em =0

u=0 em z=1

98

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Se considerarmos uma entrada da forma f(t, z) = 50e*cos(20x) tem-se

a solugao diamica dada por
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u(t,z) = %/0 (—H(£ —0.75) + H(¢ — 0.25))h(t, x, &)dE
43 /0 cos(€)h(t, x, €)dé (6.46)

¢ gl
AT _
+/0 /0 50e"7 cos(208)h(t — 7, x, &)dédT

onde ( )
9> sen (ty/a?X2 +b
h(t,z,€) = 7 nZ:l sen(A,x)sen(A€) \/m , (6.47)
A, = TN.

A resposta homogeénea é dada pelos dois primeiros termos do segundo
membro da equagao (6.46). Calculando-se para a fungao de Green com 284 termos
e utilizando-se os parametros a =1, b=0.1,1 =1 XA = 1.037, 1 = v/—1 obtém-se os

seguintes graficos

Figura 6.8 Graficos da resposta homogénea uyp(z,t).
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Decompondo-se a resposta forgada, ou seja, o terceiro termo da equagao(6.46) em

uma resposta livre (up,) e uma resposta permanente (u,), tem-se a soma

0

up<t7x) - /O {a[h(t’ x:ﬁ)]“p(&&) + %[up((],f)]h(t,x, 5) df (648)

Para calcularmos w,(t,z) supomos uma resposta da mesma forma da entrada, ou

seja, u,(t, r) = eMv(z), e substituimos na equacio (7.66), resultando

V(z) 4+ 0.9609v(z) = —50cos(20x) (6.49)

com condigoes de contorno homogéneas.

Sabemos que essa equagao tem como solugao

l
v(z) = /0 ol E)p(E)de . (6.50)

onde

—0.593 6(0.980w—0.980§) — 0.0836 6(—0.980x+0.980§)

+0.593 e(—0.9801—0.980§) +0.0836 6(0.980m+0‘980§)’ <&

g(, ) (6.51)

—0.0836 6(0.980:1:—0.9805) —0.593 6(—0.9809[:—5—0.9805)

+0.593 e(—0.980m—0.980§) +0.0836 6(0.98027—&-0.9805)’ E<z

\

Os gréficos da parte real de u,(t,x) = e (v)(x) para diversos tempos podem ser
vistos na figura (6.9).
Tendo-se obtido a solu¢ao permanente, a resposta livre induzida pela

reposta permanente, u,(t, ), é facilmente calculada pela férmula

ultea) = [ She O0(0.9) + 0.0 O] de (652

onde h(t,z,€) é dada por (6.47). Os gréficos da parte real de uyp, sdo apresentados

na figura (6.10) para diferentes valores de t.
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Figura 6.10 Gréficos da resposta livre (uy,) induzida pela particular.
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A resposta u(t,z) é dada pela soma das trés parcelas anteriores, ou seja,

u(t, x) = up + up + Upyp. (6.53)

Figura 6.11 Gréficos da resposta total u(t, z).
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6.1.2.2 FEquacao da Onda Amortecida com Convecgao e Reagao

Considere a equacao hiperbdlica de forma completa

Pu  Ou  ,0*u  Ou

com condigoes iniciais
u = z? em t=0
(6.55)
Owu = 3cos(4z) em t=0

e condigoes de contorno
u=0 em x=0,

(6.56)
u=0 em xz=1I

Para uma entrada da forma f (¢, z) = 50e*sen(102)z? tem-se como solucao dinamica

l

u(t, x) =/ 22h(t, x, €)dE
+3 /0 l[cos(4§) + E)h(t, x, €)dE (6.57)
+ /0 t /0 l 50 sen(10€)E2h(t — 1, z, &)dédT |
onde N
Bz, €,1) = %e[*’ﬁif“%‘] ; sen(#)sen(ﬂ?g )Sen\%m . (658)

Considerando-se os parametros a =1, b=1,c=1.11, k=1, A = 0.1,
[ =1 e fazendo-se n = 1..284 em h(z,§,t) a solugdo homogénea do problema é dada

na figura a seguir
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Figura 6.12 Gréficos da resposta homogénea wuy,(z,t).

Supondo-se uma resposta da mesma forma da entrada, ou seja, u,(t,r) = eMv(zx) e

substituindo na equagao resulta
¥(2) + v(2) + v(z) = —50sen(10z)2 (6.59)
que tem como solugao

v(z) = /0 a(z, €)plE)de (6.60)

onde g(z, ) é afuncdo de Green dada pela expressao (5.39). Os graficos de u,(t,x) =
e*(v)(x) para diversos tempos podem ser vistos na figura (6.13), onde notamos o

crescimento de u, com o aumento do tempo.
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Figura 6.13 Gréficos da resposta forcada w,(t, z).

Tendo-se obtido a solucao permanente, a resposta livre induzida pela resposta per-

manente, uy,(t, ), é facilmente calculada pela férmula

0

wltea) = [ G010, + S 0006 0] e

(6.61)

1
- /0 B, €, 1)y (0, €)dE

onde h(t, z, &) é dada por (6.47). Os graficos de uy, sdo apresentados na figura (6.21)

para diferentes valores de t.
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Figura 6.14 Gréficos da resposta livre, up,(t, z), induzida pela particular.

Somando-se as trés parcelas anteriores tem-se a resposta total u(x, t), que é mostrada

a seguir.
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Figura 6.15 Graficos da resposta total u(t, ).
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6.1.3 O Caso de Condigoes de Contorno Nao Homogéneas

Trataremos do problema da secao anterior com condi¢oes de contorno

nao homogeéneas, ou seja, o problema (6.32)-(6.33) e condigoes de contorno

ou
04118— + o u = gl(t) em I = 0,
o (6.62)
u
512 + 602U = gg(t) em x=L.

o
A solucao do problema pode ser representada pela soma

we.) = [ ol | gano|de [ iore) + B e e
+ /0/0 f&T)h(t — 7,2, &)dldT (6.63)

¢ ¢
+ a/ g1(T)A(t — 7, x)dT + a/ g2(T)Ao(t — 7, x)dT,
0 0

onde A;(t, 7, x) é dado na tabela (3.2). Aqui, a funcdo de Green h(z,&,t) é determi-

nada resolvendo-se a equagao equagao linear homogénea

d9°h  0Oh

com condigoes iniciais semi-homogéneas da forma especial

h=0 em t=0,
Oh =486z —¢&) em t=0,

e as condicoes de contorno (6.62) com gy(t) =0 e g2(t) = 0.
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Utilizando o método da decomposicao de respostas forcadas podemos

reescrever a SOthéO como

L L
wte) = [ )| gitta] der [ e + o BInt s
L
bl [ G O10.9 + Sn0.O0(.0,9)] de

L
_ /O h(t, ., €) Buy(0,€)de

t t
+ a/ g1(T)A1 (¢, T, x)dT—i—a/ g2(7)A2(t, 7, x)dT,
0 0

Em particular, considerando-se o operador C da forma completa, ou seja,

0%u

ou
C—CL@—Fb%—FCU, a>0

e para entradas no sistema do tipo

f(t,x) = eMr(x)

a resposta permanente w,(t,z) é calculada conforme a se¢ao 6.1.2.

6.1.3.1 Fquacao de Klein-Gordon

A equagao de Klein-Gordon

0%u 0%u
W :a2@ —bu—l—f(x,t)

(6.65)

(6.66)

(6.67)
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sujeita a condigoes iniciais homogéneas e condigoes de contorno

u=sen(t) em x=0
(6.68)

u=2cos(bt) em x=1I

se submetida a uma entrada da forma f(¢,z) = 50e*cos(0.06x) tem a solugao

expressa por
t

u(t, x) :/ / 50 cos(0.06€)h(t — T, , €)dEdT
0 Jo

+ /0 sen(r) {a%h(t - T,x,g)} i /0 "cos(57) {— S } ’

(6.6
onde a func¢ao de Green h(t,x,§)
9 & sen (t a’? + b)
h(t,z - n(A,x)sen(\, ) 6.70
8) = l Z:: M) Va2 +b 670

A, = TN.

Fazendo-se a =1,0=0.1,1 =1, A =1.037 + = v/—1 e decompondo-se
a resposta for¢ada, ou seja, o primeiro termo do segundo membro da equagao (6.69),

em uma resposta livre (up,) e uma resposta particular (u,), tem-se a soma

witea) = [ |G 0.0 + Hlu0.9ke o) d 67

Para calcularmos u,(t, ) supomos uma resposta da mesma forma da entrada, ou

seja, u,(t, r) = eMv(z), e substituimos na equacio (7.66), resultando

() — 0.9609v(z) = —50c0s(0.06z) (6.72)

com condigoes de contorno homogéneas.
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Sabemos que essa equagao tem como solug¢ao

v(z) = /0 a(z, E)plE)de (6.73)
onde

1.185in(0.98z) (—.864c0s(0.98¢) + 0.579sin(0.98¢)), x <&
gz, &) = (6.74)
1.185in(0.98£)(—0.864c0s(0.98x) + 0.579sin(.98x)), & < x

Os graficos de da parte real de u,(t,z) = e’v(x) para diversos tempos podem ser

vistos na figura (6.16).

o ..M ¥ X 22X
N IS ~
o2 . r N2 . 5. 3.2.2

10 0 100 0

Figura 6.16 Gréficos da parte real da resposta particular u,(x,1).
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Tendo-se obtido a solugao permanente, a resposta livre induzida pela

reposta permanente, up,(t, r), é facilmente calculada pela férmula

0

u(tea) = [ | S0, + Sln0.0n00 0 ds. 675)

onde h(t,z,§) é dada por (6.70). Os gréaficos da parte real de uy, sdo apresentados

na figura (6.17) para diferentes valores de t.

Figura 6.17 Gréficos da parte real da resposta livre (uy,) induzida pela particular.

A contribuicao das condigbes de contorno nao homogéneas, u..(t, z), é
dada pelos dois tltimos termos do segundo membro da equagao (6.69) e mostrada na

figura para uma fungao de Green espacial h(t, z,€) truncada em 384 termos. (6.18).
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Figura 6.18 Graficos da contribuicao das condigoes de contorno u..(t, x)

A resposta u(t, ) é dada pela soma das trés parcelas anteriores, ou seja,

u(t, ) = up + Upp + Uee, (6.76)

e os graficos da parte real sao dados na figura (6.19) a seguir
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bbhbonseoow
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Figura 6.19 Graficos da parte real resposta total u(t, z).

6.1.3.2 FEquacao da Onda Amortecida com Convecgao e Reagdo

Considere a equagao hiperbdlica de forma completa

Pu  Ou  ,0*u Ou
W+k§_a w—i—b%—i—cu%—f(t,x) (6.77)
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com condigoes iniciais

u=x? em t=0
(6.78)
Owu = 3cos(4z) em t=0
e condigoes de contorno
u = b5sin(10t) em x =0,
(6.79)
u=29 em x=I[.
Para uma entrada f(t,z) = 5e*cos(10z)z?, tem-se a solucao dinamica
) l l
uta) =g [ PO +3 [ feosa6) + Ehie. e
0 0
t gl
+/ / 5e M cos(106)E2h(t — 1, x, €)dédr (6.80)
0 Jo

t 0 ! 9
+/0 5sen(107) [8_§h(t - T,l’,f)} - dr _/0 5 [8_§h(t - T,x,f)} o dr,

onde h(t,z,&) é a fungao de Green dada por

2 b k] ™me mé . sen (tv/A,)
h(z, & t) = Zelhar %] Zsen(—)sen( ) : (6.81)
l n=1 l ! v )\"
N - a’m’n? n b? o k?
T Tde T T

Considerando-se os parametros a = 1, b =1, ¢ =111, k =1, = 1,
A = 0.1 e fazendo-se n = 1..284 em h(zx,&,t), a solugdo homogénea do problema é a

mesma da secao 6.1.2.2 e estd dada pela figura 6.12.

Supondo-se uma resposta da mesma forma da entrada, ou seja, u,(t, z) =

eMv(z) e substituindo na equagao (6.77) resulta

V() + V() + v(z) = —5cos(10z)z? (6.82)
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que tem como solucao

v(z)

/O (e, €)plE)de

116

(6.83)

onde g(z, £) é a fungao de Green dada pela expressao (5.56). Os gréficos de u,(t,z) =

e’ (v)(x) para diversos tempos podem ser vistos na figura (6.13), onde notamos o

crescimento de u, com o aumento do tempo.
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Figura 6.20 Gréficos da resposta forcada u,(t, z).
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Tendo-se obtido a solucao particular, a resposta livre induzida pela resposta partic-
ular, up,(t, z), é facilmente calculada pela férmula
1o 0
uhp(t7 Z’) = —[h(fL', 57 t)]up(oa g) + a[up(ov 5)]}1(1‘, 57 t) dé.
0

ot
(6.84)

_ /O B, €, Ly (0, €)de

onde h(t,z,§) é dada por (6.47). Os graficos de up, sdo apresentados na figura (6.21)

para diferentes valores de t e a funcao de Green truncada em 284 termos.

Figura 6.21 Gréficos da resposta livre, up,(t, ), induzida pela particular.



6.1 Dominio Unidimensional 118

A contribuicao das condigoes de contorno nao homogéneas, u.., € carregada pelos
dois tltimos termos da equagao (6.80) é mostrada para diferentes valores de ¢ na

figura (6.22). Aqui a fungao de Green foi truncada em 284 termos.

AVAVAN
QR

Figura 6.22 Graficos da contribuicao das condigoes de contorno nao homogéneas

Uee-

Somando-se as trés parcelas anteriores tem-se a resposta total u(x,t),

que é mostrada a seguir.
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Figura 6.23 Graficos da resposta total u(t, ).

6.2 Dominio Bidimensional

Nesta secao faremos uma simulacao para a equacao do telégrafo nao

homogénea com condigoes iniciais e de contorno homogéneas em um dominio retan-

gular 0 < [, 0 < I. Aqui, nosso interesse é apenas, ilustrar a decomposicao da

119
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resposta forcada para um problema parabdlico bidimensional. Os resultados graficos
serao apresentados somente para a resposta particular e a resposta livre induzida

pela particular.

6.2.1 Equacao do Telégrafo em Duas Dimensoes

Considere a equagao

O*u  Ou 2 *u  0u
o ot ox?  0y?

+k— — — + —) +bu= f(t,z,y) (6.85)

num dominio retangular, sujeita a condigoes iniciais homogéneas e condigoes de

contorno de Dirichlet homogéneas da forma

u=0 em x=0,1[
(6.86)
u=0 em y=0,I[

A solucgao desse problema é dada pela resposta forcada

t 151 lo
ult, 2, y) = /O /O [t onte = Qacagar, 680

onde h(t — 7,z,y,&,() é a fungao de Green; para t > 7 > 0 ela satisfaz a equagao

homogénea
0%u ou 0?u 82
+k—— bu =0 6.88
PR (a 7 2) ou= (6.88)
com as condicoes iniciais semi homogeéneas
h=20 em t=r,
(6.89)

Oh=0(x—&y—C) em t=r,

e condicoes de contorno de Dirichlet homogeéneas.
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Utilizando-se o método da decomposicao de respostas forcadas podemos

reescrever a solu(;éo CcOomo

151 lo a
uta) = wpltg) = [ [0 €0 Oluy0,6. O

l1 l2
[ 0.6 e (6.90)
0 0

Il plo
_/o /0 kh(t, z, &, Quy(0, &, ¢)dCdg

onde fungao de Green h(t,z,y,&, ) é dada pela féormula

A2, €) = T expl—ght) 3 D 28T ) sen(gny) sen(pu) sen(anc)

n=1m=1 Tnm
(6.91)
1
Pr= " = G = \/a2pg Fa2q b — k2 (6.92)
Iy lo 4
Em particular, para entradas da forma f(¢,z,y) = r(z,y)e* supoe-se

uma resposta particular u,(t, z,y) da mesma forma da entrada, ou seja, u,(t, z,y) =

v(z,y)eM e, substituindo na equagio (6.85) obtém-se o problema de contorno

0? 0?
@V(ﬂc, y) + a—yQV(% y) +yv(z,y) = —p(z,y), (6.93)

v(iz,y) =0 em x=0,1
(@9) ' (6.94)
v(z,y) =0 em y=0,1I

N+ EA+D sen(x —y)

onde v = — e plx,y) = s . Este problema tem como solucao

v(z,y) = / 1 / (€, Qe £, C)dCde (6.95)
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onde g(x,y,&, () é a funcao de Green espacial dada por (5.72) que satisfaz

g O’g B
@‘f‘a—yQﬂLVg——é(l‘—gw(y—Q, (6.96)

=0 em z=0,1
& ! (6.97)
g=0 em y=0,I.

Considere, agora, os parametros a = 1, l; = 1, Iy = 1, f(t,z,y) =
sen(z — y)e, X = 0.14, i = /—1. Os gréficos de u,(t,z,y) e upy(t, z,y) sdo

mostrados a seguir para diferentes valores de t.

0:&

;/?f”'*:\\

2 6‘\’2\“‘

':'o:‘:.‘
4

Figura 6.24 Gréficos da resposta particular w,(t, ).
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Figura 6.25 Gréficos da resposta livre, up,(t, ), induzida pela particular.

6.3 Dominio Tridimensional

Para ilustrar a decomposicao de respostas forcadas em trés dimensoes
espaciais, faremos a simulacao da equacao de Klein-Gordon para um dominio li-

mitado por um paralelepipedo retangular. Os resultados sao de dificil visualizagao

grafica, pois sao volumes sélidos.

6.3.1 Equacao de Klein-Gordon em Trés Dimensoes

Considere a equacao

0*u Pu  *u  Pu
o2 a> 5 + 37 4+ 3 +bu=f(t,z,y,z) (6.98)

123
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num paralelepipedo retangular, sujeita a condigoes iniciais homogéneas e condigoes

de contorno de Dirichlet homogéneas da forma

u=0 em z=0,1[
u=0 em y=0,I (6.99)

u=0 em z=0,I3

A solucao dessa equacgao é dada por

151 lo I3
ult,z,, ) / / / F(r 6 GOt — oy, 2.6, )dedCdedr,  (6.100)

onde h(t—7,x,y,2,&,(, ) é afuncdo de Green; parat > 7 > 0 ela satisfaz a equagao

homogénea

0°h o, (0*h  0*h  O*h
_ bu = f(t 101
com as condicoes iniciais semi homogéneas

h=0 em t=r,
Oh=0(x—&)o(y—C)d(z—¢) em t=r,

(6.102)

e condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas.

Utilizando-se o método da decomposicao de respostas forcadas podemos

reescrever a SOthéO como

I l2 I3 o
uta.s) = ity = [ [ S COln(0.6 Co)sdcs

i pla pls P
_/ / 57 [9(0. €. €. )t 2.y.€.C. ) dsdCag
0 0 0

(6.103)
onde fungao de Green h(t,z,y, &, () é dada pela férmula

Z Z Z senlty/Tum )sen(anm) sen(Bmy) sen(ekz)

a.
n=1m=1 k=1 nmk

h(tvxvyu 2)57 Cu

l1l2l3

x sen(anf) sen(BmC) sen(exs),
(6.104)
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—, — Ok = a*(a2 + B2 +€3) + b.
I Iy

M supoe-se uma

Em particular, para entradas da forma f(t,z,y,2z) = r(z,y,2)e
resposta particular w,(t, z,y, z) da mesma forma da entrada, ou seja, u,(t, z,y,2) =

v(z,y, 2)eM e, substituindo na equacio (6.98) obtém-se o problema de contorno
0? 0? 0?
@V(xaf% ) a 9,9 (ZE Y,z ) Oz 9.2 (:E Y,z ) + ’Yv(xaya Z) = —p(l’,y), (6105)
v=0 em x=0,I,
v=0 em Y= 0’ 127 (6106)

v=0 em 2z=0,I3,

A2+ b Y, 3
5 ep(x,y,z) = 7"(1:—32/2) Este problema tem como solucao
—a a

onde v =

v(z,y, 2 /ll /12 /13 (&,¢,9)g(z,y,2,&, ¢, ¢)dsdCdE (6.107)

onde g(z,y, 2,£,(,s) é a fungao de Green espacial dada por

SENDRT SENGY SENSEZ SenPLE Seng,( Sensys
X )
9@ 9,¢,0) = lll2lszz:1kz; phtan+si—
(6.108)
L (6.109)
Iy lo l3
e que satisfaz a equacao
0*g  O%g 0%
———:—6—5—5— 6.110

sujeita a condigoes de contorno (6.106).

Considere, agora, os parametros a =1, b=1,1; =1, 1, =1, I3 = 1,
flt,z,y,2) = cos(x +y + 2)eM, A = —0.1. Para a visualizacio dos resultados
fixamos t = 1 graficamos em uma mesmo figura u(t, x, y, z) variando-se apenas uma

das varidveis espaciais. Por exemplo, para a resposta particular u,(t, z,y, z), tem-se,

variando-se x up(1,0,9,2)  u,(1,05,y,2)  wu,(1,1,y,2)
up(1,0.25,y,2) u,(1,0.75,y, 2)

(6.111)



6.3 Dominio Tridimensional

126

que é mostrado na figura a seguir

0.0714
0.0051

-0.0051
0,017

0 032 1
2045 : 705 08
DEn

0o D4y

Figura 6.26 Gréfico da resposta u,(t,z,y,2), para t = 1 e x assumindo 5 valores

diferentes no intervalo [0, 1].

A seguir, faz-se o mesmo para y e z.
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0.014
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-0.0051
0.011

0.0
02 og | U g 0 !
DB 08702 04,08 6

0 S 0B 0ETTT D2 04,0

-0.0051

Figura 6.27 Gréfico da resposta u,(t,z,y, z), parat = 1 e y, z assumindo 5 valores

diferentes no intervalo [0, 1].

Para a resposta livre induzida pela particular, up,(t, z,y, z), obtiveram-

se os seguintes resultados para t = 1


Profº. Julio


Profº. Julio
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Figura 6.28 Gréficos da resposta up,(t,z,y,2), parat = 1 e z, y, z assumindo 5

valores diferentes no intervalo [0, 1].
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7 UM MODELO ACOPLADO
OCEANO-ATMOSFERA

Neste capitulo a técnica da decomposicao de respostas forcadas sera
utilizada para resolver um problema geofisico de interacao oceano-atmosfera [17],
[23], [25], [15]. O modelo é descrito por equagoes nao lineares de dguas rasas que
serao reduzidas a uma equacao do tipo Klein-Gordon bidimensional com um termo
forcante representando a tensao de cisalhamento devido a acao do vento na superficie

do oceano, e,também, as variacoes na pressao atmosférica.

7.1 Equacoes Governates

As equagoes que governam as mudancas das propriedades da atmosfera

e do oceano sao a equacao da conservacao da massa

p'Dp/Dt +V -u=0; (7.1)
a equagao do momento
Du/Dt+2Q xu=—p 'Vp—g+vViu; (7.2)
a equacao da energia
pTcy(p,,0)0 1D0/Dt =V - (kNT — F) + Qp; (7.3)
e a equacao de estado
p=p(p,s,0), (7.4)
onde
0 0 0 0
D/Dt= —4+u—+v—+w— (7.5)

T ot or oy | 02

128
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¢é a derivada material.

Aqui, u = (u,v,w)T é a velocidade do fluido, p é densidade do fluido, p
é a pressao em um ponto do fluido, g é o vetor gravidade, v é a viscosidade cinética,
T é a temperatura, ¢, ¢ o calor especifico a pressao constante,  é o potencial de
temperatura, k é a condutividade térmica, F™*¢ é a densidade do fluxo radiativo de

energia e Qg € o termo de calor interno.

Para escoamentos isentrépicos (auséncia de efeitos viscosos e difusivos)
a equacao da conservacao da massa € inalterada, entretanto, a equacao do momento
(7.2) toma a forma

Du/Dt+2Q xu=—p 'Vp—g; (7.6)

Para escoamentos incompressiveis, nos quais as mudancas na densidade sao de-
spreziveis, tem-se que o campo de velocidades é nao divergente ou solenoidal, ou

seja,
_Ou  Ov Ow 0. (77)

V'U—a—x—i-a—yﬁ‘%—

Esta é uma boa aproximacao quando se cumprem as seguintes condicoes:
(i) A velocidade da particula é pequena comparada com a velocidade do
som;

(ii) A velocidade de fase (ou comprimento de onda dividido pelo periodo)

das perturbagbes é pequena comparada com ¢ (velocidade do som).
(iii) A escala vertical do movimento é pequena comparada com escala de
altura Hg (definida como um valor médio de p/|dp/dz|).
A dltima condigao é automaticamente satisfeita no oceano, pois Hy é por volta de

40 vezes a profundidade, mas nao ¢ verdade para alguns movimentos atmosféricos.

Para computar mudancas na estrutura da atmosfera e do oceano, é

necessario saber nao sé as equacoes governantes mas também condicoes apropriadas
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para aplicar nas fronteiras. Considerando-se um fluido inviscido e nao-difusivo, as

condicoes apropriadas para trés tipos de contorno sao dadas a seguir:

(a)

Contorno Solido Fizo. Nenhum fluido passa através da fronteira, isto
é, a componente da densidade do fluxo de massa F = pu normal ao

contorno deve tender a zero, ou seja,

u, =0, (7.8)

onde u,, ¢ a componente normal da velocidade.

Contorno Material (tal como uma superficie livre ou uma interface
entre dois fluidos). Por definigdo nenhuma particula do fluido cruza
essa fronteira, portanto uma particula sobre a fronteira permanecera

sobre a fronteira. Assim se

G(z,y,2z,t) =0 (7.9)

¢ a equacgao da superficie na fronteira, G sempre sera zero para uma

particula material sobre essa superficie, e portanto

DG /Dt =0 (7.10)

sobre a fronteira !. A equacao (7.8) ¢, de fato, um caso especial para o

qual G é independente de t. Com isso, (7.10) resulta

u-VG =0, (7.11)

que é equivalente a (7.8) desde que VG seja perpendicular a fronteira.

'Esta condigao se deve a Lagrange (1781)
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Outra condicao requerida para a fronteira nao sélida é que a pressao
deve ser a mesma sobre ambos os lados da fronteira, em outras palavras,
a pressao deve ser continua através da fronteira. Se o indice 1 se refere
ao valor da pressao em um lado e o indice 2 ao valor da pressao sobre

o outro, entao

P1 = P2 (7.12)

(c) Uma Fronteira Interna. As vezes o fluido é dividido em regides se-
paradas para facilitar o cdlculo e a fronteira entre as regioes estando im-
ersas fluido. Condigoes apropriadas devem ser aplicadas na fronteira in-
terna para conectar as solugoes sobre os dois lados. Uma condi¢ao para
a continuidade da pressao, a qual é requerida para o balango das forcas
sobre o contorno, é dada pela relacao (7.12). As condigbes restantes sao

a continuidade das densidades de fluxo normal pu,,, pqu,, psu,, pOu,.

7.2 Equacoes de Aguas-Rasas

A énfase deste trabalho ¢ sobre movimentos com escala horizontal su-
ficientemente grande comparada com a escala vertical. Isto garante a validade da

aproximacao hidrostatica.

Para movimentos de grande escala no oceano e na atmosfera, os termos
dominantes na equagao do movimento (7.6) sao a aceleragao da gravidade g e a com-
ponente vertical do gradiente de pressao. Em outras palavras, nenhum dos outros
termos de aceleragao em (7.6) aproxima a aceleracao da gravidade. Na atmosfera,
por exemplo, os ventos sao da ordem de 10ms~! e a aceleracao de Coriolis gira em
torno de 10~2ms~2, isto é, menos que a aceleracao da gravidade por um fator de

10.000. Logo, ¢ desejavel definir uma perturbagao na pressao e uma pertubagao na
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densidade como partida para uma solugao em equilibrio

p=po(2), p=po(2) (7.13)

que satisfaz a equacao da hidrostatica

dpo/dz = —gpo(z). (7.14)

As perturbagoes na pressao p’ e na densidade p’ sdo definidas por

p=po(z) +p', p=p(z)+7, (7.15)

portanto a equagao do momento (7.6) fica

p(Du/Dt +2Q xu) = —=Vp' — p'g+ V- (uVu), (7.16)

onde p é a viscosidade do fluido. Para o caso especial de um fluido homogéneo, isto

é, de densidade uniforme, p’ é zero.

O estado de equilibrio considerado aqui é de um fluido de densidade
uniforme p. que se encontra em repouso e que tem uma profundidade constante
H. Um bom exemplo seria um tanque com um fundo plano. Para ser capaz de
dar uma precisa descricao do movimento que ocorre quando o sistema é perturbado
(por exemplo, jogando-se uma pedra), um sistema de coordenadas é requerido. Um
sistema conveniente seria o sistema cartesiano (z,y, z) escolhido com o eixo z apon-
tando verticalmente para cima. A superficie livre é localizada em z = 0 e o fundo em
z = —H. No estado de equilibrio a velocidade é zero e a pressao fica determinada
pela equacao hidrostética (7.14). A pressdo no equilibrio pg(z) neste caso é dada

por

po(z) = —gpz (7.17)
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onde p é a densidade em loco, isto é, p. no fluido e zero acima e g é a aceleracao devida
a gravidade. (Se existe algum fluido na regiao z > 0, assume-se que ele tem densidade
desprezivel.) Suponha agora que o equilibrio é levemente perturbado. Assume-se que
as perturbacoes sao suficientemente pequenas para produtos de perturbacoes serem
despreziveis se comparados com as préprias perturbagoes. Suponha que (u, v, w)
sao os componentes da velocidade correspondendo as coordenadas (z,y, z) e que a

posic¢ao perturbada da superficie livre (ver figura(7.1)) é dada por

z=n(z,y,t). (7.18)

Nx.y.t)

H

7

Figura 7.1 Geometria da superficie distribuida.

Para este problema, é conveniente definir a perturbacao da pressao por

p=—gpz+7, (7.19)

onde p é a densidade em loco. (Isto difere da defini¢ao (7.15) somente na regiao
infinitesimal entre a posicao perturbada e a posi¢ao nao perturbada da superficie

livre .)

A condigao de que a pressao deve tender a zero na superficie livre fornece

p=po+p =0, ou p=gm em z=n. (7.20)
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O sistema atmosfera-oceano é dirigido pela radiacao solar, a qual tende
a tornar os tropicos mais quentes que os pélos e assim induzir o movimento. Isso é
importante para entender a resposta da atmosfera e do oceano para varias espécies
de forgas, por exemplo, aquelas resultantes do aquecimento e do resfriamento e
aquelas devido a acao de ventos e variacoes de pressao na superficie do oceano. Este
trabalho tratard da acao de uma tensao horizontal na superficie do oceano causada

pelo vento e variagoes de pressao.

Variagoes na pressao atmosférica p, na superficie z = 1 podem fazer
o mar se mover. Acrescentando-se uma perturbagao na pressao atmosférica, (7.20)

resulta

P = pgn +p,, (7.21)

onde p), é uma perturbacao na pressao atmosférica. Esta equac¢do pode também ser

escrita como

P = pgn, (7.22)

onde

n'=n-—1a (7.23)

¢ chamado de nivel do mar ajustado e n, é dado por

Na = =D/ Y. (7.24)

1, € chamado de elevagao da superficie de um barometro inverso desde que seja igual
a depressao que sera registrada por um barometro de agua, isto sendo aproximada-

mente 1lem por milibar de mudanga na pressao.

Mudangas na pressao atmosférica produzem no oceano gradientes de
pressao horizontais independentes da profundidade que, em um oceano de profun-

didade uniforme, produzem correntes independentes da profundidade. Para um
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oceano homogéneo raso, as equagoes do momento resultam

at " "ar " oy Yor = Jgg 1~ M)
(7.25)
ov ov v on 0
% Yo +Ua—y+fu = _g(‘)—y = —ga—y(n—na),
onde f é o parametro de Coriolis definido por
f = 2Qsenp, (7.26)

com 2 sendo a velocidade angular da terra e ¢ a latitude.

Sendo a densidade do fluido constante, a equagao da continuidade (7.1)

resulta
ou Ov Ow
—+ =+ —=0. 7.27
ox + oy + 0z ( )
A condic¢ao que deve ser satisfeita no fundo, onde z = —H é a condicao de um
contorno sélido (7.8), isto ¢é,
w=0 em z=-H. (7.28)

A condi¢ao de que uma particula na superficie livre z = 7 deverd permanecer nela

é, neste caso

D
oy — 2
D1 (z—=mn) =0, (7.29)
isto é,
on  On  On

w (7.30)

:E‘i‘ua—x—'—va—y,

a qual, para pequenas perturbacgoes, reduz-se a

w=0n/ot em z=n (7.31)
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Integrando-se a equagao (7.27) com respeito a profundidade usando-se as condigdes

de contorno (7.28) e (7.31) encontra-se

S+ Sl 40+ (4 o] o (732

Se o movimento produzido pelas diferencas de pressao é suficientemente

pequeno para as equagoes lineares serem aplicadas, entao (7.25) e (7.32) reduzem-se

a
ou B on’ ov B on’
E—fv = 95 E—i—fu = ga—y (7.33)
e
dn 0 0 ~On,

onde H é a profundidade do oceano.(A discussao a partir deste ponto serd restrita

ao caso linear.)

Quando o vento sopra sobre a superficie da Terra uma tensao é exercida
sobre a superficie, seja ela a terra ou o mar. Essa tensao representa uma forca
retardadora de importancia consideravel para a atmosfera e uma forca motriz de

grande importancia para o oceano.

A tensao horizontal (7%, 7¥) na superficie da terra é um vetor horizontal
representando a for¢a por unidade de area exercida entre a superficie e a camada
vizinha de ar ou dgua. Para incorporar o efeito de tensoes horizontais nas equacoes
do movimento, é util imaginar o oceano ou a atmosfera divididos em um conjunto
de finas camadas horizontais, como se fosse um pedaco de madeira compensada,
mas com cada camada livre para se mover. Se uma tensao (7%,7Y) é exercida no
topo de uma camada, ela tendera a se mover exercendo uma tensao na camada
imediatamente abaixo. Se a camada tem uma espessura dz a tensao sobre a camada

abaixo sera aproximadamente

(1% = 020770z, 7Y — §207Y ] 0z).
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Uma tensao igual e oposta serd exercida sobre a base da camada original. Assim, a
forca liquida por unidade de area sobre tal camada serd a diferenca entre a tensao

sobre o topo e o fundo, representada por
(07%/0z,07Y/02)dz.

Multiplicando-se pela area dxdy e dividindo-se pela massa pdxdydz de uma camada,

segue que a forga por unidade de massa devida a tensoes horizontais é
p (07" )Dz,07Y)0z).

Incluindo-se estas forgas nas equacoes do momento linearizadas, tem-se

ou_ 1oy 1o
ot  pOxr  p Oz’
(7.35)
ov 10p 107Y
E—I—fu = _56_y+55’

Daqui, pode ser visto que existem duas forgas tendendo a acelerar o fluido: aquela
devida ao gradiente de pressao horizontal e aquela devida ao gradiente de tensao
vertical. As velocidades devidas a estas duas forcas podem ser consideradas sep-
aradamente. A parte (u,,v,) das velocidades induzidas pelo gradiente de pressao

satisfazem
Oup /0t — fu, = —p~'0p' [0z,  Dup/Ot + fu, = —p~'Op' /Oy, (7.36)

e no caso do escoamento tornando-se de velocidade geostréfica. A parte (ug,vg)
estimulada pela tensao estd confinada a camada na qual a tensao age e sera chamada

de velocidade de Ekman®. A camada na qual a tensao age é freqiientemente referida

2Devido ao trabalho pioneiro (1905) de V. W. Ekman sobre o problema da camada limite
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como camada de Ekman. As velocidades de Ekman satisfazem
Oug /Ot — fog = —p 0T )0z.  Ovp/Ot + fug = —p '07Y/0z, (7.37)
Assim a velocidade (u,v) que aparece em (7.35) pode ser expressa como a soma
u=1u,+up, V=u,+vg (7.38)

Agora a tensao é zero fora da camada de fronteira (ou camada de Ekman), assim a

integragao de (7.37) com respeito a z através das camadas fornece
p(8UE/8t — fVE) = —TIS, p(E)VE/at + fUE) = _Tys’ (739)

para a fronteira inferior. Nesta equacao (7%%,7%%) é o valor da tensao na fronteira e

0 vetor

(Ug, Vi) = /(uE, vg)dz = /(u — Up, U — Up)dz (7.40)

é o volume de transporte (relativo ao escoamento conduzido pela pressao) da camada
de contorno. A quantidade (Ug, V) é chamada de volume de transporte de Ekman
da camada de contorno, ou simplesmente de Transporte de Ekman, e (pUg, pVg) é

chamada de transporte de massa de Ekman.

O sinal do termo de tensao da integral de (7.37) depende se a superficie
limite estd acima ou abaixo da camada. O resultado (7.39) é valido para a camada
limite do fundo do oceano. Para a camada limite na superficie do oceano, entretanto,

os sinais sdo inversos e a integral de (7.37) é igual a
p(OUg /0t — fVE) =7, p(OVp/Ot + fUg) = 7%, (7.41)

Supondo que a tensao agindo na superficie do oceano é também a tensao agindo
na base da atmosfera e adicionando-se (7.39) e (7.41) observa-se que o transporte

de massa de Ekman da atmosfera e do oceano é zero, (assumindo-se que a soma é
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zero em algum tempo inicial). O mesmo nao é verdade para o volume de transporte

devido a grande diferenca entre as densidades do ar e da agua.

Na atmosfera, o transporte de Ekman esta dirigido para a esquerda
(direita) em relacdo a tensdo superficial provocada pelo vento no hemisfério norte
(sul). No oceano, o transporte de Ekman tem dire¢ao oposta, ou seja, estd dirigido
para a direita (esquerda) em relacdo a tensao superficial no hemisfério norte (sul).
A figura (7.2) mostra as diregoes (para o hemisfério norte) dos fluxos de Ekman

relativos a tensao superficial.

transporte de X
massa de Ekman T
(atmosfera) £

g ..

tenséo
superficial

transporte de massa
de Ekman (oceano) f

Figura 7.2 Dire¢oes (no hemisfério norte) do transporte de massa de Ekman nas

camadas limites atmosférica e oceanica.

A tensao sobre a superficie da Terra, bem como o transporte de Ekman,
varia de lugar para lugar. Isso leva a convergéncia de massa em alguns lugares e,
em conseqiiéncia disto, ocorre a expulsao de fluido da camada limite. Em outros
lugares o transporte de Ekman é horizontalmente divergente, isto é, massa esta
sendo perdida através dos lados de uma dada area. Assim, o fluido deve ser sugado
verticalmente para o interior da camada limite para tomar o lugar daquele perdido

pelos lados. Este efeito é chamado de bombeamento de Ekman (Ekman pumping).
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A magnitude da velocidade vertical wg fora da camada limite que re-
sulta da convergéncia ou da divergéncia do transporte de Ekman pode ser obtida
pela integracao da equacao da continuidade. Desprezando-se variagoes na densidade,
tem-se

ou/0x + 0v/dy + dw/0z = 0,

e integrando-se com respeito a z através da camada usando-se a condi¢cao w = 0 no
limite obtém-se

OUg/0x + 0Vg /0y — we = 0, (7.42)

para fronteira superior. Para o caso estacionario, combinado com (7.41) obtém-se

o [TY® o (7%
psza_m(f)_a_y(f) (743)

Para a fronteira inferior, o sinal negativo da equagao (7.43) torna-se positivo e com-

binando com a equacao (7.39) obtém-se a equacao (7.43) novamente. Usualmente o
vento varia muito mais rdpido do que f, assim (7.43) fornece uma expressao aproxi-
mada para wg, chamada de velocidade de bombeamento de Ekman ( Ekman pumping
velocity),

pwg = fH(01Y* J0x — 0T | Oy). (7.44)

Assim a velocidade de bombeamento de Ekman é aproximadamente (pf)~! vezes
o rotacional da tensao do vento (se o vento é estaciondrio ou varia lentamente em
relagao a escala de tempo inercial f~!). Ela tem o mesmo sinal na atmosfera e no
oceano. Para ilustrar isto, se um ciclone esta situado sobre o oceano (ver figura(7.3)),
entao o transporte de Ekman na camada limite atmosférica é direcionado para a
baixa pressao no centro do ciclone. Conseqiientemente, a velocidade de bombea-
mento de Ekman fora da camada limite produz um movimento ascendente (o qual
tende a produzir nuvens). No oceano, o transporte de Ekman é dirigido para fora
do centro do ciclone, e assim produz em baixo, uma velocidade de bombeamento

para cima.
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bombeamento
de Ekman
vento geostréfico vento geostréfico
camada
limite
transporte atmosférica
de Ekman

bombeamento
de Ekman

Figura 7.3 Ciclone sobre o oceano mostrando os ajustamentos devido ao transporte

de Ekman.

Para pequenas perturbagoes pode-se definir um deslocamento de Ekman

NE COMmo

A equagao (7.44) é valida somente para condigoes estaciondrias, ou
quando as variacoes no tempo sao suficientemente lentas. Entretanto, nao é dificil
calcular o resultado quando as variagdes no tempo sao incluidas. Se f é tomado

como constante, a eliminacao de Ug e Vg em (7.41) resulta

(‘9_2) (Ug, Vi) = % (Ww 4 ops 9T fTws) (7.46)

ot? ot ot

para a fronteira superior. Aplicando-se (7.42) obtém-se para a velocidade de bombea-

mento de Ekman wg

0? 10 [or* 07y f[orvs  or*
() e =gai (o + )+ o (o %) o
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e a mesma férmula aplica-se para a fronteira inferior. Além do termo forcante que é
proporcional ao rotacional da tensao do vento, ha também um termo proporcional

a divergeéncia da tensao na superficie.

A equacao da resposta barotropica de um oceano para a forca do vento
¢ obtida realizando-se uma média vertical na equacdo do momento (7.35). Neste
caso, para um oceano homogeéneo, no qual o gradiente de pressao é proporcional a

inclinagao da superficie e independente da profundidade, a equacao fica

ou ()7} s
ot v ox ( )/ ’

( N )
ov (977 ys

onde (u,v) denota a corrente média vertical, (7%¢, 7¥*) denota a tensdo na superficie

imposta pelo vento.

Agora subdivide-se a velocidade (u,v) em uma velocidade de Ekman, a
qual é localmente determinada em cada posicao horizontal, e uma velocidade devida
a pressao (up,v,). Para uma camada rasa homogénea, o gradiente de pressao é
independente da profundidade e assim, (u,,v,) é independente da profundidade. A

equagao (7.38), quando expressa em termos de velocidades médias, fica
u:up+UE/H, ’U:’Up—l-VE/H, (749)
onde
Ju, /0t — fv, = —gon/Ox.  Ov,/0t + fu, = —gon/dy. (7.50)
A equacao da continuidade fica

on 0 0 B
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O termo forcante neste caso é proveniente da velocidade de bombeamento de Ekman
wg, definida por (7.42), e que pode ser calculada por (7.47). Juntando-se os efeitos

da pressao e do vento tem-se as equacgoes

ot fop = —9%7 (7.52)
v, B on’
on 0 0 o on"
5t + aI(H'up) + ay(H'vp) el (7.54)
onde
n" = n.+ng (7.55)

e ng ¢ deslocamento vertical de Ekman definido por (7.45).

As equagoes (7.52), (7.53) e (7.54) podem ser reduzidas a uma equagao
para 7. Primeiro tomamos o rotacional das equagoes do momento (9/0y de (7.52)
menos d/0x de (7.53)) e usamos (7.54) para substituir para a divergéncia. Para um

oceano de profundidade constante, o resultado é

2(%—%—f—”,—ﬁ)zo (7.56)

—2_ P _ 7L _ 2l — valor inicial, (7.57)

onde o valor inicial serd suposto igual a zero.

A equacao para 1’ é obtida tomando-se o divergente das equacoes do

momento (0/0z de (7.52) mais 0/dy de (7.53)), substituindo para a divergéncia da



7 Um modelo Acoplado Oceano-Atmosfera 144

velocidade (7.54) e para a vorticidade (7.57). O resultado pode ser escrito como

82,',]/ 8277/ 1 62
92 + BN (82&2 +f ) (7.58)
onde
1 0? o\ F

e por (7.47) e (7.63), F é dado por

oF 1 (02 2\ OMa 1 0 [or* Orv® fo[orys  or®s
8t_gH<8t2 f)Bt ng(%(ﬁx+8y>+ng<8x_8y>'(7'60)

7.3 Simulacoes

Nas simulagoes as variagoes de pressao serao desconsideradas logo, re-

arranjando os termos da equagao (7.58) e desconsiderando as variagoes de pressao

tem-se
9n 9?n  0n
a2 +A(a—+m> + Bn=—gHF, (7.61)
onde
]—“_g—H<@+f)n, (7.62)
oF 1 0 (or* ot fo[orvs  or*s
ot pgH Ot \ Oz * oy ) + pgH ( ox dy ) (7.63)
_ _ L
A= gHeB—ng. (7.64)

Os seguintes valores para os parametros foram considerados: p = 1035kgm =3, H =

200m, f=10"%s"1 g =9.81m/s>.

Considerando-se condicoes iniciais nulas e condicoes de contorno de

Dirichlet homogéneas podemos escrever a solucao da equagao (7.66), para um dominio
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retangular, 0 < x <y 0 <y <[y como

t A lo
n(te.y) = —gH /O /0 R ot —rope cagar, (69

onde h(t — 7,z,y,&,() é a fungao de Green; para t > 7 > 0 ela satisfaz a equacao
homogénea
0?h A (82 0h

9 2 + ﬁ) + Bh =0, (7.66)

com as condicoes iniciais semi homogéneas

h=0 em t=T,
Oh=0(x—&)8(y—¢) em t=r,

(7.67)

e condigoes de contorno homogéneas e ¢ dada por

it ..6.0) = 17 303 2D o, 1) sen(g,m)sen(p.E)sen(g.C). (7.68)

11
102 n=1 m=1 nm

n m
1 2

Utilizando-se o método da decomposicao de respostas forcadas podemos

reescrever a SOthENlO CcOomo

15 lo a
) = ltan) +oll [ e =6y = Q0.6 Odcde

15 lo a
woff [ [ G0, (e — €.y — dcae

(7.69)

Considerando uma tensao devido a acao do vento da forma

7 = 71c08(wiT)cos(way)e™t, TV = 0. (7.70)
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2T

86400’
(7.63) e efetuando-se as contas obtém-se

L =10%m, D = 410°n. Substituindo (7.70) na equagao

onde 1y = 0.1, w =

—71 [sin(wi2)wicos(way)w + i fcos(wix)sin(way)ws] €™

T — =r(z,y)e™" (7.71)

pgHw

Supondo-se uma resposta da mesma forma da entrada, ou seja,

mp(t,2,y) = v(z, y)e™, (7.72)

e substituindo na equagao (7.66) obtém-se o problema de contorno nao homogéneo

para v(x,y)
0%v 0%v
v=0 em z2=0,10
(7.74)
v=0 em y=0, I,
A+ B
onde v = 2—2 e plx,y) = T(Z’Zy). A solucao desse problema é dada por
L plo
va) = [ [ ale Oton. €. C)dcas (7.75)
o Jo

onde g(z,y,&, () é a funcdo de Green espacial dada por (5.72) e (5.73).

Os gréficos de n,(t, x,y) sdo mostrados na figura (7.4) para um tempo
t = 86400s. A parte imaginaria foi multiplicada por um fator de escala (10'%) para

uma melhor visualizacgao.
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Parte Real de 7,(t, z,y) Parte Imaginaria de n,(t, z,y)
t = 86400s t = 86400s

00000

2000 Y(km) 2000 Y(km)

5e-08 -

400(¢ 400C

5000 2000 5000 2000
x(km) y(km) x(km) y(km)

10000 0 10000 0

Figura 7.4 Gréficos da resposta particular n,(t, z, y).

Tendo-se calculado a resposta particular n,(¢,z,y), a resposta livre in-
duzida pela homogénea n,(t, z,y) é calculada pelos dois ultimos termos da equacao
(7.69). A parte real e a parte imagindria sdo graficadas separadamente na figura a

seguir no instante de tempo t = 86400s.
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Parte Real de n,(t, z,y) Parte Imaginaria de np,(t, z,y)
t = 86400s = 86400s

000 Y(km) 000 Y(km)

ata 0

400( 0 400C

500 2000
x(km) y(km) x(km) y(km)

10000 0

10000 0

Figura 7.5 Gréficos da resposta livre np,(t, z,y) induzida pela particular.

A resposta total n(t, x,y) é dada pela soma das duas solugdes anteriores

e sua parte real e imaginaria sao mostradas na figura a seguir.
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Parte Real de n(t, z,y) Parte Imagindaria de n(t, z,y)
t = 86400s t = 86400s
tactx.y) (tx,y.t)
000 Y(km) 000 Y(km)
0.4+
021 104
fta(t,x,y) 04 ta(txyt) 07
02 -10
—0.4
0 400 0 400
2000 0
X(km) y(km) X(km) y(km)
10000 0 10000 0

Figura 7.6 Gréficos da resposta forcada n(t,z,y) = n,(t, z,y) + nup(t, x,y).



8 CONCLUSOES

Neste trabalho desenvolveu-se uma metodologia para a abordagem de
sistemas distribuidos em termos da resposta impulso. Uma vantagem desta metodolo-
gia é que diferentes sistemas evolutivos e de ordem arbitraria podem ser tratados
sistematicamente numa forma compacta, simples e conveniente para simulagao e

tratamento de dados.

Foi obtida uma formulagao de variacao de parametros em termos da
resposta impulso. Em dominios limitados, esta formulacao permitiu representar a
solugao de um sistema distribuido de forma compacta como sendo a soma de qua-
tro parcelas: uma resposta livre ou transiente (solu¢ao homogénea), uma resposta
particular (solu¢ao nao-homogénea particular), uma resposta livre induzida pelos
valores iniciais da resposta particular, e as contribuicoes das condicoes de contorno
nao homogéneas. Isso permite computar e estudar separadamente a influéncia de
cada parcela na resposta final. Nao é facil de se encontrar na literatura uma for-
mulagao objetiva para o desenvolvimento de uma teoria de existéncia, unicidade
e dependéncia continua (bem colocado) que englobe as quatro parcelas de maneira

simultanea. Isto é de interesse para o estudo de sistemas fracamente nao-lineares.

O uso da decomposicao da resposta forcada em termos da soma de
uma resposta particular e de uma resposta livre induzida pelos valores iniciais da
resposta particular foi fundamental na integracao simbdlica. Também, permitiu
avaliar a influéncia no sistema, da retroalimentacao causada pela resposta perma-
nente. Simulagoes foram consideradas de maneira detalhada afim de demonstrar a

aplicagao pratica da teoria desenvolvida.

Um modelo de interacao oceano-atmosfera foi considerado de maneira
detalhada. A decomposicao da resposta forcada nos permitiu calcular de maneira

simbdlica o deslocamento da superficie oceano para entradas oscilatorias. Isso foi

150
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calculado para o caso bidimensional, o que demonstra a abrangéncia do método
utilizado, ressaltando que uma solugao simbdlica nao foi encontrada na literatura
para o caso de um forcante envolvendo funcoes trigonométricas a duas variaveis

espaciais.

Como trabalhos futuros pode-se citar a expansao da teoria para o caso
de equagoes fracamente nao-lineares. Na area geofisica a intencao é empregar essa
formulacao no estudo do um modelo completo de aguas rasas sem a reducao para a
equagao de Klein-Gordon, o que nos permitiria calcular as componentes da veloci-
dade e do deslocamento da superficie separadamente para o modelo. A incorporac¢ao
da topografia no fundo do oceano também pode ser considerada, levando ao estudo

de um sistema nao linear.
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