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RESUMO

Neste trabalho, nos propomos a estudar o desenvolvimento tedrico de
alguns modelos matematicos basicos de doencas infecciosas causadas por macropa-
rasitas, bem como as dificuldades neles envolvidas. Os modelos de transmissao, que
descrevemos, referem-se ao grupo de parasitas com transmissao direta: os helmintos.
O comportamento reprodutivo peculiar do helminto dentro do hospedeiro definitivo,
no intuito de produzir estdgios que serao infectivos para outros hospedeiros, faz com
que a epidemiologia de infecgoes por helmintos seja fundamentalmente diferente de
todos os outros agentes infecciosos. Uma caracteristica importante nestes mode-
los é a forma sob a qual supoe-se que os parasitas estejam distribuidos nos seus
hospedeiros. O tamanho da carga de parasitas (intensidade da infec¢gdo) em um
hospedeiro é o determinante central da dinamica de transmissao de helmintos, bem
como da morbidade causada por estes parasitas. Estudamos a dinamica de parasitas
helmintos de ciclo de vida direto para parasitas mondicos (hermafroditas) e também
para parasitas didicos (machos-fémeas) poligamicos, levando em consideragdo uma
funcao acasalamento apropriada, sempre distribuidos de forma binomial negativa.
Através de abordagens analitica e numérica, apresentamos a analise de estabilidade
dos pontos de equilibrio do sistema. Caélculos de prevaléncias, bem como de efeitos
da aplicacao de agentes quimioterapicos e da vacinacao, no controle da transmissao
e da morbidade de parasitas helmintos de ciclo de vida direto, também sao apresen-

tados neste trabalho.



ABSTRACT

The aim of this work is to study the theoretical development of some
basic mathematical models of infectious diseases caused by macroparasites as well
as the difficulties involved in them. The transmission models which we describe
refer to the group of parasites with direct transmission: the helminths. The peculiar
reproductive behavior of the helminth in the definitive host, in order to produce
stages which will be infectious for other hosts, makes the epidemiology of infections
by helminths fundamentally different from all other infectious agents. An impor-
tant feature of these models is the form assumed for the distribution of parasites
among their hosts. The worm burden (intensity of the infection) in a given host is
the crucial quantity of the dynamics of the helminth transmission, and also of the
morbidity caused by the parasites. By assuming that the parasites are distributed in
a negative binomial form, we study the dynamics for both monoic (hermaphrodite)
and dioic (male-female) polygamic with a particular mating function. Through
both analytical and numerical approaches, the stability of the equilibrium points is
analyzed. Prevalence computations and studies about the control of transmission
and morbidity of heminthic parasites of direct life cycle, through the application of

chemiotherapic agents and through vaccination, are also presented in this work.
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INTRODUCAO

A enorme lista de patégenos que infectam humanos e outros animais
pode ser convenientemente dividida em microparasitas e macroparasitas [Anderson
e May (1991)]. Nas infecgoes causadas por macroparasitas (helmintos, artrépodes
e outros parasitas macroscopicos), os hospedeiros permanecem infectados e infec-
tantes por longos periodos de tempo e hé freqiiente reexposicao do hospedeiro aos
estagios de transmissao do parasita. Dois bilhoes de pessoas na terra estao infec-
tadas por helmintos [Colley (2001)] que sdo transmitidos ao homem de vérios modos
diferentes; a forma mais simples é por ingestdo acidental de ovos infecciosos (As-
caris, Echinococcus, Enterobius, Trichuris) ou larvas (alguns ancilostomas). Visto
que os helmintos, com poucas excecoes (Strongyloides, Trichinella, algumas larvas
de platelmintos), ndo aumentam em ntimero por replica¢cdo no mesmo hospedeiro,
conclui-se que os niveis de infeccdo no homem dependem dos padroes de higiene
e alimentagao (pois os ovos e larvas costumam ser eliminados na urina ou fezes);
certos comportamentos resultarao em maior exposi¢ao. Devido a isso, a epidemi-
ologia de infecgoes por helmintos é fundamentalmente diferente de todos os outros
agentes infecciosos; cada parasita que se estabelece em um hospedeiro é o resultado
de um evento diferente de infecgao e o ntimero de estagios infectivos é uma fungao
do nimero de parasitas presentes. O tamanho da carga de parasitas (intensidade

da infecgdo) é o determinante central da dinamica de transmissdo de helmintos.

Calcular quantas pessoas podem ser infectadas, qual a dinamica de uma
epidemia em uma determinada populacao e quais os possiveis efeitos de tratamento
e de vacinacao, sao tarefas que exigem um forte enfoque matematico. Os modelos
matematicos e estatisticos podem servir como instrumentos tteis a compreensao e
integracao desses fatores, disciplinando o tratamento de questoes complexas relativas
a dinamica de transmissao, e integrando o conhecimento adquirido desde o nivel

biol6gico até o populacional.



A construcao de modelos para o estudo da dinamica de doencas in-
fecciosas tem como principal caracteristica a utilizacao de formas que procuram
traduzir os conhecimentos sobre o ciclo natural da infeccao e é 1til sob varios aspec-
tos. Esse exercicio nos obriga a sermos precisos sobre os varios conceitos biolégicos
e sociais envolvidos na transmissao, infecciosidade, padroes de desenvolvimento da
imunidade e renovacao do contigente de suscetiveis. A especificacao desses aspectos
ird permitir maior precisao na expressao de teorias e conceitos que compoem a com-
preensao cientifica sobre o tema, permitindo construir e testar hipéteses. Por outro
lado, torna-se possivel explorar o papel da teoria no planejamento e na avaliacao de

programas de deteccao de fontes de transmissao, controle e prevencao de doencas.

O comportamento de modelos matematicos formulados de maneira pre-
cisa pode ser analisado por meio de métodos matematicos e simulacoes por com-
putador, identificando padroes, fazendo predicoes e verificando a sensibilidade dos
resultados as mudancas nos valores dos parametros. Além disso, modelos de com-
plexidade apropriada podem ser construidos para responder a perguntas especificas,
contribuindo para o desenho e a andlise de inquéritos epidemiolégicos, sugerindo
dados cruciais que necessitam ser coletados e, permitindo a elaboracao de conceitos
tais como limiares, niimero reprodutivo, etc. Devemos salientar, porém, que um
modelo epidemiolégico nao é a realidade, mas sim uma simplificacao extrema da

realidade.

Este trabalho tem como finalidade estudar, analisar e ilustrar o de-
senvolvimento tedrico de alguns modelos matematicos deterministicos simples de
macroparasitas, bem como as dificuldades envolvidas. Nele, descreve-se modelos
compartimentais de transmissao do grupo de parasitas com transmissao direta, os
helmintos, a partir de estudos elaborados por Anderson e May e outros pesquisadores
que os seguiram, cujas referéncias citaremos oportunamente. Trés parametros sao
importantes para descrever a dinamica destes vermes: a taxa com a qual eles se

espalham na populagdo, o nimero limiar (minimo) de hospedeiros requeridos para o



estabelecimento do parasita e os niveis médios de infeccao do parasita na populagao

hospedeira.

Esta dissertacao é dividida em seis capitulos, que poderiam ser subdivi-
didos em quatro partes. Na primeira parte, capitulo 1, discutimos certas defini¢oes e
conceitos basicos para a epidemiologia fazendo uma diferenciacao dos mesmos para
microparasitas e para macroparasitas. Na segunda parte, capitulo 2, estudamos
através de um modelo deterministico compartimental fazendo uso de elementos es-
tocasticos, a dinamica do sistema de equacoes diferenciais constituido pela populagao
de hospedeiros e pela populacao de parasitas distribuidos de maneira agregada. Do
capitulo 3 ao capitulo 5, terceira parte, investigamos basicamente um modelo de-
terministico compartimental para a dinamica de um sistema constituido pela po-
pulacao de parasitas sexualmente maduros e pela populagao dos estdgios infectivos
livres, para parasitas mondicos (hermafroditas) e parasitas didicos (macho-fémea)
poligamicos distribuidos de forma binomial negativa. No capitulo 4, a andlise é feita
com a mortalidade de parasitas dependente da densidade, e, no capitulo 5, com a
fecundidade dos parasitas dependente da densidade. Na tltima parte, capitulo 6, es-
tudamos a proporcao da populagao hospedeira infectada (prevaléncia) e descrevemos
o controle das infecgbes através da aplicagdo aleatéria e/ou seletiva de tratamentos

quimioterapicos, bem como através da vacinacao.



1 PARTE BIOLOGICA

1.1 Alguns tipos de modelos epidemiolégicos

Uma vez que a compreensao de fenomenos naturais deve ser baseada
em idéias desenvolvidas a partir de intuigdes (pensamento novo) e conhecimentos
ja adquiridos, o uso de modelos é de grande valia. Os modelos sao desenvolvidos a
partir de uma elaboracao cuidadosa de idéias voltadas para partes do fenomeno, que
permitirdo a afericdo das suas hipéteses em confronto com as observacoes. Assim,
modelos podem ser modificados, aprimorados ou substituidos por outros para se
obter uma compreensao correta daquilo que esta ocorrendo na natureza. O desen-
volvimento de modelos matematicos para explicar as observacées do mundo fisico,

teve grande avanco desde os tempos antigos [Yang (2001)].

Os fenomenos biomédicos tém menos histéria que os modelos em Fisica.
Entretanto, desde ha muito tempo, a preocupacao de alguns médicos com a saude
publica levou-os a uma acurada investigacao de fatores relacionados a transmissao de
doengas que assolavam muitas cidades. Das suas observagoes e conclusoes resultaram
a moderna epidemiologia - que consiste em determinar e isolar o agente etioldgico
(agente causador), a forma de transmissdo, a patogenicidade (habilidade de um
agente infeccioso causar lesoes) e o nivel de prevaléncia (propor¢do de hospedeiros

infectados) na populagao.

As doencas infecciosas sao geralmente classificadas de acordo com o seu
agente etiolégico: helmintos, protozoarios, bactérias ou virus. Esta classificacao,
baseada em caracteristicas bioldgicas do agente, é adequada sob varios aspectos,
inclusive no que tange a prevencao. Entretanto, é também possivel classificar as
doencas de acordo com a complexidade de seu ciclo evolutivo, desde os mais simples,

homem — homem, para o sarampo; ou, aumentando a complexidade, homem —



hospedeiro intermediario — homem, para a malaria; ou ainda, homem — hospedeiro

intermediario — homem, incluindo formas de vida livre, para a esquistossomose.

Os modelos matematicos aplicados a saide publica tém duplo objetivo:
descritivo e preditivo. Em primeiro lugar, um modelo matematico deve explicar a
situacao vigente de uma epidemia em uma comunidade. Se um modelo nao descrever
as observacoes epidemioldgicas, entao deve-se proceder a uma reformulagao de idéias
quanto a transmissao da doenca. Se um modelo passar por este primeiro teste, ele
pode ser usado para predizer as possiveis mudancas resultantes de alteracoes nas
condicoes bidticas ou abidticas. E claro que, quando possivel, deve ser feita uma
nova avaliacao do modelo. Um modelo é considerado robusto, se explicar também,

essas mudancas satisfatoriamente.

1.1.1 Modelos estocasticos

Nas situacoes em que dados epidemioldgicos sao extensos e abrangem

grupos menores, o uso de elementos probabilisticos torna-se importante.

O primeiro autor a publicar um trabalho genuinamente estocéstico foi
Mckendrick em 1926 (Mckendrick, 1926, apud [Massad (1996)]). Enquanto que
nos modelos deterministicos considera-se o “nimero de casos”como proporcional
ao numero de suscetiveis e infecciosos, Mckendrick considerou a “probabilidade” de
ocorréncia de novos casos como proporcional aquelas varidveis. O esforco de Mck-
endrick nao teve muita repercussao na época, e modelos similares apareceram so-
mente 20 anos mais tarde. A auséncia de metodologia apropriada para tais tipos
de modelos probabilisticos levou o préprio Mckendrick a elaborar, juntamente com

Kermack, uma série de modelos deterministicos.

Ainda nos anos 20, Reed e Frost desenvolveram uma série de modelos
que mais tarde ganhavam notoriedade e baseavam-se no que é hoje conhecido como

“modelos de cadeia binomial” [Massad (1996)].



Um tratamento alternativo apareceu 5 anos mais tarde devido a Green-
wood em 1931 (Greenwood, 1931, apud [Massad (1996)]). Esses trabalhos sao to-
talmente estocasticos porque, uma vez introduzido o elemento probabilistico, ele
é mantido até o fim da discussao. Destaca-se em importancia, entre os modelos
estocdsticos, o trabalho de MacDonald (MacDonald, 1965, apud [Massad (1996)])

sobre a dinamica da esquistossomose.

Quando saiu a primeira edi¢do do livro de Bailey, em 1957 (Bailey,
1957, apud [Massad (1996)]), sobre teoria matemdtica das moléstias infecciosas, o
numero de referéncias sobre o assunto totalizava algo em torno de cem. Em 1975, a
segunda edicao do livro de Bailey cita quinhentos artigos. Hoje estima-se que este
total esteja na casa dos varios milhares. Apesar disso, a edi¢do de 1975 do livro de

Bailey continua sendo o melhor guia histérico do tema em questao [Massad (1996)].

1.1.2 Modelos deterministicos

Em 1906, Hamer (Hamer, 1906, apud [Massad (1996)]) considerou que
o curso de uma epidemia deveria depender do numero de suscetiveis, das taxas de
contato entre os individuos suscetiveis e infecciosos e do nimero de individuos in-
fecciosos. Este conceito, denominado “Lei da acao das massas em epidemiologia”
é bésico para todas as teorias subseqiientes e aparece mesmo nas abordagens es-
tocasticas equivalentes. Provavelmente a mais importante contribuicao desta época

a epidemiologia teodrica foram os trabalhos de Ronald Ross, publicados entre os anos

de 1904 e 1907 (Ross, apud [Massad (1996)]).

Estudos matematicos mais elaborados do mesmo tipo geral foram mais
tarde efetuados por Kermack e Mckendrick de 1927 a 1939 (Kermack & Mckendrick,
1927, apud [Massad (1996)]). Um grande grau de generalidade foi introduzido, in-
cluindo taxas varidveis de infeccao, recuperacao e outros. O resultado mais im-
portante, porém, foi o celebrado “teorema do limiar”, segundo o qual, para que a

introducao de casos infecciosos em uma comunidade de suscetiveis leve a um surto



epidémico, é necessario que a densidade populacional de suscetiveis esteja acima de

um certo valor critico. Caso contrario, nao teremos uma epidemia.

Finalmente, cabe salientar o papel de dois autores extremamente influ-
entes no campo dos modelos deterministicos. Trata-se de Anderson e May que serao

em diversas oportunidades referidos neste trabalho.

a) Modelo deterministico compartimental

Considerando-se forcas bioldgicas, sao feitas as hipdteses de quantificacao
para infeccoes de transmissao direta'. Para um modelo que considera uma comu-
nidade dividida em quatro compartimentos nao interceptantes [Anderson e May
(1982)], cujo fluxograma é apresentado na figura 1.1, o processo infeccioso inicia-se
quando um individuo suscetivel entra em contato com o agente infectante? , pas-
sando a ser designado de latente (ndo transmissor da doenca); durante um certo
periodo o individuo nao transmitird a doenca, mas o virus aumenta de concentragao
no seu organismo. Posteriormente, vem o periodo infeccioso, quando os individuos
sao chamados infectantes, caracterizado pela eliminacao do virus no meio ambiente
e, concomitantemente, pelo combate ao agente invasor com a producao de anticor-
pos especificos, resultando na eliminacao do invasor do seu organismo. Finalmente,
tem-se o periodo imune que, neste modelo, é permanente e os individuos sao denom-

inados de recuperados ou imunes.

Um modelo baseado nas consideracoes acima é denominado modelo
matematico deterministico compartimental. E um modelo muito simples que des-
creve muito bem a dinamica de transmissao de infeccoes quando a populacao em
estudo é composta por um nimero muito grande de individuos. Uma caracteristica
dessa modelagem é a presenca de valores limiares, que é um outro fundamento

da epidemiologia matemadtica [Yang (2001)]. O valor limiar é o tamanho minimo

!Transmissdo direta: os estégios de transmissdo de parasita (ovos ou larvas) passam diretamente
de um hospedeiro para o proximo.
2Infectante = infeccioso = infectivo
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Figura 1.1: Fluzograma de um modelo compartimental para microparasitas do tipo
suscetiveis, latentes, infectantes e imunes.

que deve ter a populagao de suscetiveis, para que a doenca possa se estabelecer em
niveis endémicos. Usando-se este modelo, pode-se caracterizar epidemicamente uma

comunidade.

b) Modelos com estrutura etaria

Em algumas moléstias infecciosas, principalmente nas chamadas moléstias
da infancia, os parametros epidemiolégicos sao dados em funcao da idade, além da
variacao temporal. Tais modelos sao chamados modelos com estrutura etdria, e
o comportamento do sistema é descrito por um sistema de equacoes diferenciais

parciais.

1.2 Conceitos Gerais de Populacoes Parasitas

Parasitas sao organismos que vivem temporariamente ou permanente-
mente, sobre ou dentro de outro organismo vivo - o hospedeiro, obtendo deste, parte
ou todo seu nutrimento organico, exibindo normalmente um alto grau de modificagao

adaptativa estrutural, e causando algum dano real ao seu hospedeiro [Karp (1977)].

O hospedeiro pode ser definitivo ou intermediario. Hospedeiro definitivo
é aquele organismo que abriga o parasita na sua fase adulta, onde o parasita se

reproduz sexualmente, e no qual ele passa parte ou toda a sua existéncia; enquanto



que hospedeiro intermedidrio (vetor) é o ser que atua como intermedidrio entre o
parasita e o hospedeiro definitivo, abrigando o parasita durante parte de seu ciclo

evolutivo assexuado.

A enorme lista de patégenos que infectam humanos e outros animais
pode ser convenientemente dividida em dois grupos bésicos, baseados em seu tamanho

e comportamento reprodutivo: microparasitas e macroparasitas.

Segundo Anderson e May [Anderson e May (1991)], os microparasitas
se caracterizam por seu pequeno tamanho, “tempos de geracao” curtos porque se re-
produzem diretamente dentro do corpo do individuo hospedeiro, sem a influéncia do
meio exterior e a um ritmo muito elevado, que faz com que se passem despercebidas
novas infeccoes. Sao freqiientemente altamente virulentos®, capazes de alta mul-
tiplicacao e transmissao. Fles induzem a uma resposta imune forte e duradoura e
tém um impacto significante no crescimento da populagao hospedeira durante surtos

violentos.

Os macroparasitas sdo relativamente grandes (quando comparados com
microparasitas) e possuem tempos de geragdo longos. N&o se reproduzem direta-
mente dentro do hospedeiro; a reproducao se da geralmente por meio de transmissao
de estdgios infecciosos livres* na forma de ovos ou larvas; em algumas espécies pode
se observar a reproducao assexuada em hospedeiros intermedidrios. Uma vez que
existem respostas imunoldgicas do hospedeiro contra os macroparasitas, esta é muito
mais complexa do que as enfermidades por microparasitas, pois o macroparasita
pode desenvolver mecanismos para evadir a resposta imunoldgica dos hospedeiros.
Visto que o hospedeiro produz uma resposta muito lenta, nunca se pode falar em
imunidade absoluta no caso de macroparasitas; as infecgoes por macroparasitas ten-
dem a ser de natureza persistente, infectando hospedeiros continuamente [Losada

(1998)].

3Viruléncia de uma infeccdo é uma caracteristica que mede a severidade e rapidez com a qual
um agente infeccioso provoca lesées sobre o hospedeiro.

4Estagios infecciosos livres: estégios de transmissdo do parasita (ovos ou larvas) que sdo capazes
de sobreviver por um longo tempo fora do hospedeiro.
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Os microparasitas compreendem os virus, bactérias e protozodarios. De-
vido ao seu tamanho microscopico e as dificuldades de deteccao e quantificacao, os
modelos de transmissao de microparasitas sao tipicamente de estrutura comparti-
mental e a unidade béasica de estudo é o hospedeiro infectado. Adota-se, portanto,
uma estrutura de “prevaléncia”®. Quando um individuo adquire uma infeccao por
microparasita, gripe, por exemplo, ele tem ou nao a doenca, independentemente da

“quantidade” de virus que esteja causando a doenca.

Tabelal: Caracteristicas de microparasitas e macroparasitas

Caracteristicas de microparasitas e macroparasitas

Propriedades Microparasitas Macroparasitas

Razao entre a vida média | << 1 (muito pequena) < 1 (bastante pequena)
do parasita e do hos-

pedeiro

Tamanho dos parasitas Muito menores que os | Menores que os hos-

hospedeiros pedeiros

Crescimento intrinseco da | Muito mais rdpido que o | Mais rapido que o dos

populacao de parasitas dos hospedeiros hospedeiros
Efeito em hospedeiros in- | Danos consideraveis, | Varia. Geralmente nao
dividuais chegando inclusive a | sao muito virulentos em

provocar a morte do | seu hospedeiro definitivo,
hospedeiro podem ser muito virulen-
tos em seus hospedeiros

intermedidrios

Fonte: Losada (1998).

Por outro lado, os modelos de transmissao dos macroparasitas, que
compreendem os helmintos, artrépodes e outros parasitas macroscopicos, levam em

conta a densidade ou carga parasitaria de um individuo infectado. A morbidade

5Proporcao de hospedeiros infectados
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(incidéncia, niimero de pessoas doentes em relacao a populacao) e a aquisicao de
imunidade aos macroparasitas, sao, em geral, dependentes da experiéncia prévia e
da carga parasitaria atual e, portanto, os modelos para estes parasitas empregam
estrutura de “densidade”. Dessa forma, um individuo infectado por um tnico dscaris
tera manifestacoes substancialmente distintas, principalmente em magnitude, de um

outro individuo infestado por cem ou mil dscaris [Massad (1996)].

Apresentamos na tabela 1 um quadro comparativo entre as caracteristicas

de microparasitas e de macroparasitas.

1.3 Caracteristicas Gerais de Microparasitas e

Macroparasitas

A complexidade da dinamica populacional hospedeiro-parasita pode ser
minimizada pela obtencao das equacgoes que descrevem as caracteristicas mais im-

portantes do ciclo de vida do parasita [Dobson (1992)].

Trés parametros sao importantes para descrever a dinamica de um
patogeno: a taxa de propagacao na populacao, o nimero minimo de hospedeiros
para o estabelecimento de parasitas, e os niveis médios de infec¢ao por parasita na

populacao hospedeira. A seguir, explicitaremos a definicdo de cada um.

e A taxa reprodutiva bdsica do parasita, Ry: a propagacao da
infeccao pode ser medida pela “taxa reprodutiva bésica”. E definida, para  mi-
croparasitas, como o nimero de infecgoes secundarias produzidas por um tnico in-
dividuo infectado em uma populacao hospedeira na qual todo hospedeiro é suscetivel
ao agente. Para os macroparasitas, Ry ¢ definida como o nimero médio de descen-
dentes deixados por um parasita adulto, e que também atinjam a idade reprodutiva.
De ambas as definigoes € facil deduzir que Ry deve ser sempre maior do que a unidade,
de modo que o parasita possa, uma vez que introduzido, persistir na populacao hos-

pedeira. Quando Ry < 1, a infeccao tende a se extinguir espontaneamente. Entao,
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toda estratégia de controle deve ter como objetivo reduzir a taxa reprodutiva a um
valor menor do que um. Além disso, das defini¢oes acima, podemos concluir que
quanto maior o valor de Ry, tanto mais dificil serd o controle ou erradicacao do
agente infeccioso. Aumentos no tamanho da populagdo hospedeira ou na taxa de
transmissao tendem a aumentar o valor de Ry; por outro lado, o crescimento na
viruléncia (ver segao 1.2) ou fontes de mortalidade do parasita tendem a reduzir a
propagacao do patégeno na populagao. O valor de Ry pode ser usado como uma
medida de propagacao potencial de uma epidemia. A definicdo de Ry é um bom
exemplo onde a modelagem matematica nos permite formalizar um parametro que

é biologicamente importante, mas nao é biologicamente acessivel na pratica.

e Densidade limiar Hr ®: a densidade limiar do hospedeiro Hy para
o estabelecimento do parasita, é o niimero minimo de hospedeiros necessarios para
sustentar a infeccao do patdégeno. Uma expressao para Hp pode ser obtida a partir
da expressao para R, encontrando a densidade populacional a qual corresponde R
igual a 1. Isso pode ser feito para ambos, microparasitas e macroparasitas, com ciclo
de vida simples ou complexa. Veremos que variacoes nos parametros que tendem a
aumentar Ry, tendem a reduzir Hr e vice-versa. Embora muitas espécies virulentas
requeiram grandes populagoes de hospedeiros para se sustentar, reducoes na taxa
de mortalidade dos estagios parasitas de transmissao podem permitir a diminuigao
da viruléncia parasita para compensar e se manter infec¢oes em populacoes que

anteriormente eram pequenas demais para sustenta-las.

e Prevaléncia e carga média no equilibrio: para estimar a taxa

de incidéncia’, necessitamos de diagnéstico de novos casos, o que nem sempre é
feito. Dados coletados referem-se ao nimero total de infectados, ou mais freqiien-
temente ao nimero total de individuos recuperados. Neste caso, a medida obtida é
a prevaléncia (ver secdo 1.2). A incidéncia cumulativa sobre um perfodo de tempo

pode ser estimada através da razao entre a prevaléncia e a duracao média da infecgao.

60 indice T vem da palavra inglesa threshold.
"Ntmero de novos casos de uma infeccao que se produzem em uma populacdo em um determi-
nado periodo de tempo.
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Incidéncia e prevaléncia nem sempre sao suficientes para descrever a presenca de um
parasita. Para macroparasitas, tem sido examinado o nimero de parasitas por hos-
pedeiro, porque a distribuicao parasita é agregada; a variancia da distribuicao do
nimero de parasitas por hospedeiro é geralmente maior do que a média [Fromont

(1997)].

Em geral, todas as associacoes hospedeiro-parasita mostram a existéncia
de limiares criticos, que geralmente dependem da densidade da populacao hospedeira
e dos parametros que caracterizam o ciclo da vida dos parasitas: transmissao da in-
feccao, que geralmente sao processos de nascimento e morte do parasita; a duragao
da infecgao, devida essencialmente a morte do parasita. Essas relacoes criticas po-
dem mudar ao longo do tempo ou em diferentes localizagoes, a medida que mudam
as condicoes ambientais, e com elas o comportamento e a densidade da populacao
hospedeira. Parametros que tendem a aumentar Ry também tendem a aumentar a
abundancia de qualquer macroparasita particular [Losada (1998)]. Mais importante,
aumentos no tamanho da populacao hospedeira, geralmente levam a aumentos na

prevaléncia e na incidéncia da populagao parasita.

1.4 Infecgoes Causadas Por Macroparasitas

Os macroparasitas sao examinados pela parasitologia geral, que estuda
a acao parasitaria de protozoarios, helmintos e artréopodes, em cujos grupos situa-se

a maioria dos parasitas de importancia médica e veterinaria.

A doenca parasitaria é um reflexo da luta parasita-hospedeiro, consti-
tuindo a resultante das forcas em acao dos mecanismos de agressao do parasita e
dos meios de defesa do hospedeiro. Estas agressoes tém como conseqiiéncia o de-
senvolvimento de patologias e sintomas no hospedeiro que podem levar a morte do
mesmo, ou a morte do parasita, ou como na maioria das vezes, ao equilibrio entre

as “forgas”, permitindo a sobrevivéncia de ambos.
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Para o desenvolvimento da doenca parasitaria, sao necessarios alguns
fatores, tanto do lado dos parasitas, quanto do lado dos hospedeiros. Os fatores
inerentes aos parasitas, conforme a tabela 2, sdo: ntimero de exemplares, tamanho,
localizacao e viruléncia. Os fatores pertinentes aos hospedeiros sao: idade, imu-
nidade, nutrigao, hébitos, e o uso ou nao de drogas anti-parasitdrias [Cimerman

(1999)].

Tabela 2: Caracteristicas dos Hospedeiros Estudadas em Epidemiologia

Caracteristicas de Parasitas Estudadas em Epidemiologia

Caracteristicas| Exemplos

Namero  de | Por exemplo, a Giardia lamblia, quando em pequeno
exemplares numero, geralmente é assintomatica; porém, quando
em grande numero, pode revestir todo o duodeno,
provocando deficiéncia de vitaminas lipossoluveis, acidos

graxos, vitamina B12 e acido félico.

Tamanho Por exemplo, as Ténias absorvem seu alimento através
de sua cuticula; portanto, quanto maior a 7Ténia, mais

acentuados serao os sintomas desta parasitose.

Localizacao A localizacao do parasita podera influir ou nao no aparec-
imento de sintomas; por exemplo, o Ascaris lumbricoides,
em alguns casos, é assintomatico e em outros obstrui o
canal de Wirsung, determinando a pancreatite aguda, ou
forma uma massa de vermes na luz intestinal, obstruindo
o transito do bolo fecal, levando o paciente a morte pela

necrose da alga intestinal.

Viruléncia E a severidade e rapidez com que um agente etiolégico
age sobre o hospedeiro. Por exemplo, verificamos que
existem cepas de Trypanossoma cruzi mais virulentas do

que outras.

Fonte: Cimerman, 1999.



15

Nas infeccoes causadas por macroparasitas, os hospedeiros permanecem
infectados, e infectivos, por longos periodos de tempo devido a grande expectativa
de vida dos parasitas (até vérios anos em alguns casos) e a freqiiente reexposi¢do
aos estagios infectantes nestas doencas. A patogenicidade causada no hospedeiro, a
taxa de producao de estagios infectantes e a eventual resisténcia do hospedeiro sao
tipicamente dependentes do ntimero de parasitas presentes nos hospedeiros. Desta
maneira, os modelos desenvolvidos tém uma estrutura de prevaléncia e de inten-
sidade da infecgdo (carga média infectante). Assim, uma descrigdo detalhada da
dinamica de transmissao dessas doencas deve levar em conta a distribuicao de pro-
babilidades dos parasitas em uma dada populagao (isto é, a probabilidade de que um
hospedeiro abrigue ¢ parasitas, p(i), onde i = 0, 1,2, ...), e portanto, a incorporacdo

de fatores estocdsticos a estes modelos é inevitavel [Massad (1996)].

Normalmente, algumas  simplificacoes ~ podem ser titeis, como con-
sideracoes fenomenoldgicas a respeito da distribuicao dos parasitas nos hospedeiros.
Uma consideracao fenomenolégica usual é a de que parasitas tém uma distribuicao
binomial negativa (equacao A.15), com o parametro k fornecendo uma medida in-
versa, do agrupamento ou da dispersao dos parasitas na populacao hospedeira; o
limite (k — o00) corresponde a situagdo em que os parasitas estdo distribuidos de
maneira independente (distribuigao de Poisson), enquanto que com k muito pequeno,

existe grande agrupamento de parasitas.

Para ilustrar o desenvolvimento tedrico de um modelo para macropara-
sitas, bem como as dificuldades envolvidas, descreveremos o modelo de transmissao
de helmintos, (que é um grupo de parasitas com transmissao direta), estabelecido
por Anderson (1982). A dinamica deste tipo de modelo pode ser vista, de forma

diagramatica, na figura 1.2.
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Figura 1.2: Fluzograma de um modelo para macroparasitas com estagios de vida livre
infectivos.

1.5 Como medir doenca e morte em uma populacao

A quantidade de doenca em uma populacao pode ser expressa através
do nimero absoluto de casos de doenga ou de morte. A principal limitacao na
utilizagao de niimeros absolutos de eventos é a de nao permitir comparagoes, porque
nao leva em consideracao o tamanho da populacao que se encontra sob o risco de
adoecer ou morrer, de onde sao derivados os casos. Numeros absolutos de doencas
ou mortes sao utilizados primariamente no planejamento das acoes de satide piiblica,
por expressarem o niimero de eventos existentes em uma populagao; sao uma medida

da carga de doenca ou de morte na populagao.

Para melhor expressar a quantidade de doenca ou de morte em uma
populacao, devem ser utilizadas taxas de evolugao (aumento ou reducao) relativas,
portanto adimensionais. Elas expressam, de maneira clara, o risco ou a probabilidade
de adoecer ou de morrer, na populacao onde os eventos sdo observados. As taxas

usualmente utilizadas em epidemiologia sao:
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e Taxa de incidéncia: Habitualmente, sao publicadas por cem mil
habitantes, valor este considerado adequado, para evitar taxas fracionarias, que

podem ocorrer em doengas muito raras [Cimerman (1999)].

Representando por a, o niimero de casos novos de uma determinada
doenga (recém diagnosticada) presente em uma populacao em um periodo de tempo
definido e por b, o niimero de pessoas com risco de desenvolver esta doenca, nesta
populacao, no mesmo periodo de tempo definido. A taxa de incidéncia é definida

pela razao adimensional .

e Taxa de prevaléncia: Representando por ¢, o niimero de casos de
uma determinada doenca presente em uma populacao, em um periodo de tempo
definido e por d, o niimero de pessoas existentes na populagdo no mesmo periodo de

tempo definido. Define-se taxa de prevaléncia como a razao adimensional 5.

Assim como a taxa de incidéncia, a taxa de prevaléncia é normalmente

expressa por 100 mil habitantes da populagao.

Qual é a diferenca entre prevaléncia e incidéncia? A prevaléncia pode
ser vista como uma fotografia da populacao em relacao a doenca estudada: identificam-
se os doentes e os nao-doentes existentes em um determinado momento. A in-
cidéncia, por considerar somente os casos novos de uma determinada enfermidade,

estima a probabilidade ou risco de adoecer.

e Taxa de mortalidade: Representando por e, o nimero total de
mortes em uma populacao em um periodo de tempo definido e por f, o nimero de
pessoas existentes nesta populacao no mesmo periodo de tempo. Define-se taxa de

mortalidade como a razdao adimensional %

1.6 Crescimento das Populacoes Parasitas

Na auséncia de mecanismos reguladores de qualquer tipo, esperar-se-

ia que uma populacao de parasitas (tanto para parasitas na forma livre, quanto no
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interior do hospedeiro) obedecesse um crescimento exponencial da mesma forma que
ocorre com qualquer outro tipo de populacao animal, tendo por base a hipotese de
que a populagdo varia a uma taxa proporcional a populacdo existente (modelo de
Malthus). Desta forma, a dindmica de crescimento ajustar-se-ia a seguinte equacao

diferencial:

% =rP,

onde P é o tamanho da populagdo em um instante de tempo t; dP/dt representa a
velocidade de crescimento de P com o tempo, diretamente proporcional ao nimero
de individuos presentes nesse instante de tempo; r é uma constante que recebe o

nome de velocidade (ou taxa) de crescimento intrinseco da populagdo, que representa

a diferenca entre a taxa de natalidade e mortalidade per capita da populacao.

Sabe-se, porém, que um crescimento exponencial para uma populacao
pode ser aceitavel apenas sob condicoes especificas e durante curtos periodos de
tempo. Em periodos mais longos de tempo, observa-se que a populacao oscila em
torno de um valor limite, o nimero maximo de individuos que o meio pode suportar
(capacidade de suporte k do meio ambiente, para a populagao em questao). A curva
de crescimento logistico (modelo de Verhulst) que apresenta um comportamento do

tipo exponencial para pequenos t, e se aproxima deste limite £ quando ¢t — o0,

dP P

Isso indica que a velocidade de crescimento per capita da populacao %Cfi—f =r (1 — %)

satisfaz a equacao diferencial:

se reduz de forma proporcional ao tamanho da populacao a medida que esta au-
menta, tendendo a um estado de equilibrio estdvel. Muitas curvas de crescimento
populacional apresentam uma forma sigmoéide que pode se ajustar bastante bem a

uma equacao do tipo logistica [Losada (1998)].
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2 MODELOS DE POPULACOES
MACROPARASITAS

2.1 Introducao

Neste trabalho, consideraremos espécies parasitas que nao se repro-
duzem diretamente dentro de seu hospedeiro definitivo ou hospedeiro final, mas que
produzem estdgios de transmissao tais como ovos, esporos ou cistos, os quais como
uma necessidade de desenvolvimento, saem de seu hospedeiro. Este tipo de vida

parasita é apresentado por muitas espécies de protozoarios, helmintos e artrépodes.

O ntmero de parasitas presentes em um hospedeiro é reflexo do ntimero
de estagios infectivos que entram no hospedeiro. Portanto, ndo é o bastante classi-
ficar os hospedeiros em infectados ou nao infectados (como se faz para micropara-
sitas) porque eles carregam diferentes nimeros de parasitas. Ndos devemos registrar
o tipo de distribuicoes de parasitas na modelagem da populacao. Para tanto, usare-
mos distribuicoes simples como a de Poisson e a Binomial negativa, o que introduz

o elemento estocdstico no modelo.

Consideraremos o caso mais simples de infeccoes, aquele em que o hos-
pedeiro s6 pode estar infectado por um tipo de parasita. Assim, em nossos modelos,
as varidveis dependentes sdo o niimero de parasitas (a populagdo parasita) P e o
nimero de hospedeiros (a populacao hospedeira) H, e a varidavel independente é o
tempo t, isto é, nds estudamos as variacoes nas populagoes com o passar do tempo.
Assumimos que, na auséncia da outra populagdo, cada uma possui um crescimento
exponencial continuo com sobreposicao de geracoes. Esta é uma suposicao que geral-
mente nao é valida, especialmente para espécies de regioes temperadas; entretanto,
a idéia nao é necessariamente imitar a realidade tao atentamente quanto possivel,

mas ilustrar as formas e os parametros através dos quais as populagoes interagem.
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Os modelos abaixo sao deterministicos, ou quando muito, deterministicos
com elementos estocasticos, na forma como descrito acima; podemos relaciona-los
com a figura 1.2 pela subtracao, do compartimento da populacao de estagios infec-

tivos de vida livre, juntamente com a adi¢cao do nascimento e morte do hospedeiro.

2.2 Parametros Utilizados em Estudos com Macroparasitas
Em nossos modelos deste capitulo, os parametros que listaremos a seguir
sao taxas per capita instantaneas e todas supostamente positivas.
a - taxa de nascimento do hospedeiro.

b - taxa de morte natural do hospedeiro, donde podemos concluir que

a taxa reprodutiva r do hospedeiro é igual a a — b, que sera supostamente positiva.

« - taxa de morte do hospedeiro, induzida pelo parasita (determina o

grau de patogenicidade do parasita no hospedeiro).
A - taxa de producao de estdgios infectivos.
1 - taxa de mortalidade intrinseca dos parasitas.

Hy - parametro que varia inversamente com a eficiéncia da transmissao.

E usado para representar “absorventes” (retentores) dos estdgios de transmissao.

k - parametro de agregacao, descreve a distribuicao de parasitas na

populacao hospedeira.

O significado de cada um destes parametros sera melhor esclarecido no
decorrer do capitulo. Para as unidades de cada um obtemos: [a] = [b] = [u] = [\] =
[t]7' 5 [a] = [t]7'[P]"[H], que serd igual a [t]~', se considerarmos [P] = [H] =

individuos.
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2.3 O Modelo Basico

2.3.1 Hipoteses do Modelo

Apo6s ter definido os diversos parametros envolvidos, comegaremos por

dH

escrever, de forma sintética, as taxas de variacao -,

da populacao de hospedeiros,

dp x . )
e °- da populagdo de parasitas como segue:

o [4]-[4]

dpP {dP] {dP] [dP} {dP] (2.2)
dt dt g dt |, dt | o dt |3
onde usamos um indice g e um indice p, para representar tara de ganho e taza
de perda, respectivamente. Dentro da populacao hospedeira, os parasitas morrem

basicamente devido a trés fatores, caracterizados pelos indices pq, p2 € p3 na equagao

(2.2). No que segue, explicitaremos cada um destes termos:

e Taxa de ganho [‘Z—Ij]g: Crescimento intrinseco da populacao hos-

pedeira.

E determinado pela taxa per capita r, obtida através da diferenca entre
a taxa a, de nascimento de hospedeiros, e sua taxa b, de mortalidade natural. A
populacdo hospedeira cresce, portanto, a uma taxa (a — b)H(t). Ambas, a taxa
reprodutiva e a taxa de mortalidade natural sao consideradas constantes, isto é, o
crescimento da populacao nao é afetado por restricoes dependentes da densidade.
Desta forma, o crescimento da populacao tem um comportamento exponencial e nao
um crescimento logistico com capacidade de suporte. Reconhecemos que no mundo
real o crescimento serd limitado, entre outros fatores, pela competicao por recursos
finitos. Entretanto, a exclusao do conceito de capacidade de suporte é justificavel,
pois facilita as manipulacoes algébricas e as conseqiientes investigagoes de interesse
biolégico, tais como a habilidade dos parasitas em regular a populacao hospedeira
[Anderson e May (1978a)].
{dH

%} - (a—b)H(t), (2:3)
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onde os parametros a e b foram previamente definidos.

e Taxa de perda [‘Z—i]]p: Mortalidade do hospedeiro induzida pelo

parasita.

E considerada proporcional ao nimero de parasitas que um hospedeiro
abriga. O nimero de hospedeiros mortos devido a causas induzidas por parasitas
dentre aqueles que tém 7 parasitas, em um pequeno intervalo de tempo dt, pode ser
representado por aidt, onde « é uma constante que determina o grau de patogenici-
dade do parasita dentro do hospedeiro. Desta forma, a taxa de morte correspondente
aos hospedeiros com 7 parasitas é ai, e a taxa total de perdas de hospedeiros em

uma populagao de tamanho H(t) é, conseqiientemente,
oH ()Y inli), (2.4
i=0
onde p(i) é a probabilidade de um hospedeiro ter i parasitas.

O somatério Y .-, ip(i), envolvido na equagao (2.4), é, por definigao,
igual & abundancia de parasitas (nimero médio de parasitas por hospedeiro num

tempo t):

N & ()
;zp(z) =FE(i) = ) (2.5)

A notacdo E(i) em (2.5) foi introduzida na férmula (A.2) do Apéndice A, para

representar o valor esperado ou média de parasitas por hospedeiro, em um instante

t. Das equagoes (2.4) e (2.5) temos que a taxa liquida de mortalidade de hospedeiros,

ki

e Taxa de ganho [‘é—ﬂg: Transmissao e Fecundidade dos parasitas.

induzida pelo parasita é

— aP(t). (2.6)

p

Se representarmos por A a taxa instantanea de producao de estagios
infectivos de transmissdao de cada parasita, entdo a taxa liquida para o total da

populacao parasita é dada por

AH (t) Zip(i) — \P(t). (2.7)
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Por serem parasitas de ciclo de vida direto (apenas uma espécie de hospedeiro é
utilizada), os estdgios de transmissao passam para o ambiente externo e expoem-se
a mortalidade natural (ver figura 1.2 sem o compartimento da populagao dos estégios

infectivos de vida livre). Apenas uma proporgao retorna a populagao hospedeira.

O tamanho da proporcao de estdgios de transmissao que retorna a
populacao hospedeira dependera da densidade da populacao hospedeira em relacao a
outros “absorventes” do ambiente, e pode ser caracterizada pelo fator de transmissao
menor do que um, representado por

H(t)

1) + Hy =

onde Hy é uma constante cujo inverso determina a eficicia da transmissao. Da

expressao (2.8) para o fator de transmissao, podemos observar que:

- Se H(t) é grande e Hy é pequeno, a eficdcia é aproximamente igual
a 1, ou seja, a quase totalidade dos estdgios de transmissao sao absorvidos pelo

hospedeiro.

- Se H(t) é pequeno e Hy é grande, a eficicia é pequena, ou seja, apenas

uma pequena proporc¢ao de estdgios de transmissao obtém sucesso.

A taxa liquida na qual novos parasitas sao adquiridos pela populacao
hospedeira é dada pelo produto da taxa de producao de estagios parasitas explicitada
em (2.7) pela propor¢ao de estdgios de transmissao que retornam a populacao de

hospedeiros (2.8), isto é:

[dp H(t) 29

EL =A (t)'H(t) +Hy

Supomos que a transmissao seja instantanea, isto é, nenhum retardo
de tempo ocorre devido ao processo de desenvolvimento entre o nascimento de um
estdgio de transmissao e o contato, com sucesso, com um novo hospedeiro. Este tipo
de suposicao estd mais diretamente vinculada a parasitas denominados “de ciclo de

vida direto”, que sao os estudados neste trabalho.
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e Taxa de perda [Q

dt] : Perda de parasitas devido a mortalidade
pl

natural do hospedeiro

Se considerarmos que os hospedeiros morrem a uma taxa intrinseca
instantanea per capita b, entao, parasitas sao perdidos desta forma a uma taxa
dp -
—| =0bH(t ip(i) = bP(t). 2.10
PO MR (2.10)

pl

e Taxa de perda [%Lﬂ: Perda de parasitas devido a mortalidade do

hospedeiro induzida pelo parasita

Visto que hospedeiros com ¢ parasitas morrem de doenca induzida pelo
parasita, a uma taxa instantanea per capita oz, concluimos que o numero de para-
sitas perdidos desta forma pode ser escrito por
{dP

E] = H(t) ) ai’p(i) = aH(t) )_*p(i) = aH(O)E(), (2.11)

p2
onde E(i%), de acordo com a equagao (A.13) do Apéndice A, é o quadrado médio do

nimero de parasitas por hospedeiro, para qualquer que seja a forma da distribuicao

de p(i).

Podemos observar que a carga parasita média por hospedeiro (abundéncia)
Y 2oip(i) = E(i) ndo depende da forma na qual os parasitas estdo distribuidos
na popula¢do hospedeira. Entretanto, > .- i?p(i) = E(i*) é altamente sensivel
ao padrao de dispersao. Por exemplo, aqueles hospedeiros que forem altamente
suscetiveis tenderao a acumular mais parasitas do que o nimero médio na pop-
ulacdo, expondo-se desta forma a alta mortalidade. Nesta situagao, perde-se mais
populacao de parasitas do que se perderia se os vermes fossem distribuidos segundo

uma distribuicao uniforme.

e Taxa de perda [%]py,: Perda de parasitas devido a sua mortalidade

natural dentro do hospedeiro.

Se considerarmos que parasitas morrem a uma taxa instantanea per

capita u, entao, a taxa de mortalidade dos parasitas devido a seu envelhecimento
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(senescéncia) e devido a respostas imunolégicas do hospedeiro é dada por
dP
dt

2.3.2 A distribuicao do niimero de parasitas por hospedeiro

— uP(t). (2.12)

p3

Segundo Anderson [Anderson (1980)], modelos hibridos, que contém
componentes estocasticos e deterministicos invariavelmente chegam a conclusao que
os parasitas sao distribuidos aleatoriamente dentro da populacdo hospedeira. A
conclusao de aleatoriedade estd longe da realidade, visto que a heterogeneidade
entre os hospedeiros, com respeito a taxa com a qual eles adquirem a infeccao é
excluida da estrutura do modelo. Distribuicoes observadas de parasitas helmintos
em comunidades humanas sao invariavelmente altamente agrupadas, ou de forma
agregada; geralmente menos do que 20% dos individuos abrigam 80% da populacao
de  parasitas helmintos [Dobson (1989)]. O modelo de probabilidade binomial
negativa (equagdo (A.28)), uma distribui¢do definida por dois pardmetros, a média
m = % e k (parametro que varia inversamente com a agregacao ou agrupamento)
tem provado ser bom dentro dos padroes observados. Quando o parametro k tende
a infinito, esta distribuicao recai para a forma de Poisson, onde os parasitas sao

aleatoriamente independentemente distribuidos.

2.4 Dinamica do Modelo Basico

Os fatores bioldgicos (componentes do modelo), descritos na se¢ao ante-
rior, dao origem a duas equacoes diferenciais: uma descrevendo a taxa de variacao da
populagéo hospedeira (H(t)) e a outra descrevendo a taxa de variagdo da  populagao
de parasitas (P(t)), sendo ambas dadas em fun¢do do tempo. Substituindo (2.3)
e (2.6) em (2.1), reescrevemos a equagao diferencial para a taxa de variacao da

populacao hospedeira sob a forma

dH



26

onde o lado direito é constituido pela taxa de nascimento da populacao hospedeira,
subtraindo-se a taxa de morte da populacao hospedeira devido a causas naturais e
sua taxa de morte induzida pelo parasita. Por outro lado, substituindo (2.9), (2.10),
(2.11) e (2.12) em (2.2), obtemos, para a taxa de varia¢do da populagdo parasita, a

equacao:
dP APH
—=——" — (b+p)P — aHE(), 2.14
e = el ) ) (214
cujo lado direito é constituido pela taxa liquida de aquisicao de parasitas pela
populacao hospedeira, descontando-se a perda de parasitas devido a: mortalidade
natural do hospedeiro, mortalidade natural do parasita e mortalidade do hospedeiro

induzida pelo parasita.

2.4.1 Modelo Basico com Distribuicao de parasitas do Tipo Binomial
Negativa

A grande maioria dos parasitas sao altamente dispersos em sua
populacao hospedeira. Tem sido observado que relativamente poucos membros da
populacao hospedeira abrigam a maioria da populacao parasita total. O caminho
mais simples para descrever matematicamente tais distribuicoes é com a distribuigao
binomial negativa (equacao (A.15) do Apéndice A), que segundo Anderson e May
[Anderson e May (1978a)] provou ser um modelo empirico adequado para um grande
nimero de populagoes parasitas observadas. Assumindo-se que a distribuicao do
nimero de parasitas por hospedeiro é altamente agregada e usando-se o modelo de

distribui¢do binomial negativa (da equacdo (A.13)) temos que

= P\’k+1 P
E 2\ _ 2 o [ 4 ATl i
=200 = (77)
e, substituindo isto na equagao (2.14), obtemos:

dP  \PH

o _ ATH VPl
i~ mim  btwP-e

3

P\’k+1 P
- —+_
H k H

P AH aP(k+ 1)]

ou ainda,

@ _pl M 9.1
7 Trm  etitw I (2.15)
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onde k é o parametro da distribuicao binomial negativa que é dado como o inverso da
medida do grau de agregacao ou contégio parasita dentro do hospedeiro. O modelo

é, portanto, constituido pelas equagoes (2.13) e (2.15).

2.4.2 Pontos de Equilibrio

No equilibrio (H*, P*), nao héd variacdo nem da populacao hospedeira

nem da populacao parasita, ou seja, ‘fj—lf =0e ‘fj—f = 0. Portanto, a partir das

equagoes (2.13) e (2.15), podemos escrever

(a—b)H"—aP* =0 (2.16)

AH* a(k +1) P*
P* o R T A —
(a+ b+ p) I

0. 2.17
H*+ H, ( )

Lembrando que (@ —0b) > 0 e a > 0 (ver segdo 2.2), obtemos, de (2.16),
que a carga média de parasitas por hospedeiro, no equilibrio, é dada pela razao entre

a taxa reprodutiva do hospedeiro e a taxa de morte do hospedeiro, induzida pelo

parasita
P a—-0»
= 2.18
H* a ( )
que, substituida em (2.17), leva a:
1)(a— H
e b+ )+ (b (e = b)/KH, 210

A=[(a+b+p)+ (k+1)(a—0b)/k]’
desde que X # (a+b+p)+ (k+1)(a—b)/k. Substituindo (2.19) em (2.18) obtemos:

P (a=b)[(a+b+pn)+ (k+1)(a—10)/k]|Hy

afA—[(a+b+p) + (k+1)(a—0b)/k]} (2.20)

Portanto, o ponto de equilibrio (H*, P*) nao trivial é dado por (2.19) e (2.20).
2.4.3 Taxa Reprodutiva Bésica (do parasita) R,

A taxa reprodutiva bésica do parasita Ry pode ser obtida a partir da
condicao de crescimento da populacao de parasitas (% > (). Assumindo-se a—b > 0,

os parasitas regularao a populagao hospedeira somente se, no equilibrio, o niimero
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de parasitas for positivo (caso contrdrio, nao teria significado bioldgico). Entao,
impondo P* > 0, obtém-se da equagao (2.20), visto que o numerador é positivo,
a seguinte condicao, que estabelece um valor minimo para a taxa de producao de

estagios infectivos:
k+1)(a—10
> b s DY
isto é,
A
(a+b+p)+ (k+1)(a—0b)/k

donde concluimos que a fragao adimensional do lado esquerdo da desigualdade (2.21)

> 1, (2.21)

é a taxa reprodutiva béasica Ry. Entao,

A
T (atb+tp)+ (k+1)(a—b)/k

(2.22)

De (2.22) podemos observar que Ry é a razao entre a taxa de aparecimento de novos
parasitas e sua taxa de desaparecimento. Valores referentes a populacoes distintas

de parasitas sao apresentados no apéndice D.

Podemos reescrever o equilibrio (H*, P*), com H* dado em (2.19) e P*

dado em (2.20) em funcao de Ry, como:

. ROHE 1 (2.23)
P* = %. (2.24)

Quando o grau de agregacao aumenta, k£ diminui, e a taxa reprodutiva
do hospedeiro, a — b, torna-se cada vez mais importante. Isto deve ser compensado
pela producao de estagios de transmissao, A, pela populacao parasita; o que pode
ser a razao por tras da excepcionalmente alta taxa de reproducao parasita, quando

comparada com a de seus hospedeiros.

Quando os parasitas se tornam mais patogénicos, « muito grande, o
parasita deve tornar-se menos agregado (k deve aumentar) para persistir, embora A

grande possa acomodar uma variedade de combinacoes entre « e k.



29

Curiosamente, quando o aumenta, a populacao hospedeira de equilibrio
H* (equacao (2.19)), também aumenta. Isto ocorre devido ao fato dos parasitas
serem mais fortemente afetados pela mortalidade do hospedeiro (induzida  pelo

parasita), do que s@o os hospedeiros.

De (2.18), podemos escrever uma expressao para o grau de patogenici-

H*

dade «, em termos das populagoes de equilibrio, como segue: o = (a —b) %=, isto é,

a divisao da taxa reprodutiva do hospedeiro, a — b, pela abundancia parasita.

2.4.4 Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de diregoes, comecaremos pelas isoclinas de in-

clinagao nula (nullclinest).

Nullclines de um sistema de duas equacoes diferenciais, cujas variaveis

dz
dt

—0ou % =

sao x e ¥, e a variavel independente ¢, sdo as curvas que satisfazem o

As nullclines x deste sistema representam curvas ao longo das quais as érbitas tém
direcao perpendicular ao eixo x. As nullclines de y sao as curvas ao longo das quais
as orbitas tem direcao perpendicular ao eixo y. Usando as nullclines, podemos
obter o comportamento qualitativo, solucao do sistema de equacoes diferenciais,
conjecturar se existem solugoes oscilatorias em torno dos pontos de equilibrio e

verificar se eles sdo instdveis ou estaveis. Para isso devemos:

- Determinar as z - nullclines, fazendo ‘fl—f = 0 e as y - nullclines, fazendo

- Fazer o grafico das curvas encontradas no plano zy (estas curvas irao
dividir o plano em regides) e adicionar setas para indicar a direcdo das érbitas. As
z - nullclines dividem o plano em regides com setas horizontais; as setas devem

apontar para direita quando ‘Cil—f > 0 e para esquerda quando Cfl—? < 0. Sobre a curva

IN3o existe um consenso quanto a traducdo da palavra nullcline, em uma tnica palavra em
portugués; para tais isoclinas de inclinagao nula, alguns matematicos sugerem ”nuléclinas”, outros,
”zeroclinas” ; outros ainda, " nuliclinicas”. Optamos por manter, neste trabalho, a palavra em inglés.
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que representa a z-nullcline, as setas sao verticais. As y - nullclines dividem o plano
e . . dy

em regioes com setas verticais; as setas devem apontar para cima quando 2 > 0 e

para baixo quando fl—?z < 0. Sobre a curva que representa a y-nullcline, as setas sao

horizontais. A direcao das trajetérias é formada, em cada regiao delimitada pela

composicao das setas. O(s) ponto(s) de equilibrio ocorre(m) quando uma z-nullcline

intercepta uma y-nullcline.

- Analisar a estabilidade de cada ponto de equilibrio através da posicao
das setas. Se duas nullclines tém setas apontando para dentro de uma regiao, entao
as Orbitas sao atraidas para esta regiao e o ponto de equilibrio é estavel. Se as setas
apontam para fora da regiao, entao o ponto de equilibrio é instavel. Se todas as
setas giram num mesmo sentido, ao redor de um ponto de equilibrio, a andlise das

nullclines é inconclusiva, pois podemos ter né, centro ou foco.

~ , dy  ~ .
Observagao: Neste capitulo ‘fi—f e % sao representados respectivamente

dH dP
por dt (§ e

a) As nullclines do sistema de equacgoes (2.13) e (2.15)

e H - nullcline: igualando dH/dt a zero na equagao (2.13), obtém-se a
reta H = -2- P, para a — b > 0. Acima desta reta, a variacao de H é negativa (+)

e abaixo desta reta a variagao de H é positiva (—).

e P - nullcline: igualando dP/dt a zero na equagdo (2.15), obtém-se

areta P=0eacurva P = [H’}g{o — (a+ b—l—,u)] a(];ﬁn' Acima desta curva a

variacao de P é negativa (|) e abaixo dela a variagao de P é positiva (7).

As figuras 2.1 (a) e (b) mostram o campo de dire¢oes no plano de fase
juntamente com o grafico das nullclines para as equagoes (2.13) e (2.15) para Ry > 1.

Nela, utilizamos A =6; Hy=10;0=1;0=0,1;a0a=0,5¢e¢ k = 2.

Na figura 2.1 (b), o campo de dire¢oes foi constituido com o auxilio da
ferramenta dfieldplot do Maple; neste, o elemento do campo de direcoes (seta) em

cada ponto é exatamente o vetor resultante da composicao, tal como especificamos
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Figura 2.1: O plano de fase HP do sistema (2.13) e (2.15), incluindo as iséclinas
de inclinagao nula de cada uma das populagoes, em uma regiao tal que
Ry > 1.

na figura 2.1(a). Com relacao a estabilidade do equilibrio endémico, a anélise das
nullclines é inconclusiva, pois as setas giram todas para o mesmo sentido.

O campo de direcoes para Ry < 1 estd apresentado na figura 2.2, onde

os valores dos parametros sao: A=4; Hy=10;0=1;4=0,1;a=0,5e k = 2.
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Figura 2.2: O plano de fase HP do sistema (2.13) e (2.15), incluindo as isdclinas
de inclinagao nula de cada uma das populagoes, em uma regiao tal que
Ry < 1.

2.4.5 Linearizacao do sistema

Nosso objetivo principal é investigar o comportamento das trajetérias

do sistema formado pelas equagdes (2.13) e (2.15) que possuem a forma

dH __
dt_f
dP

=9

(H, P)

(H,P)

(2.25)

em uma vizinhanca do ponto critico (H*, P*), tal que

f(H*, P¥)
g(H*, P¥)

0
. (2.26)
0

Vamos fazer isso aproximando o sistema nao linear pelo sistema linearizado que se

obtém a partir de:
Ht)=H"+z(t) e P(t)=P +y(t) (2.27)

onde | z(t) | e | y(t) |[<< 1. Dessa forma, iremos linearizar o sistema, préximo ao

equilibrio (H*, P*).
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Substituindo H e P, de acordo com (2.27), na primeira das equagoes

de (2.25), tem-se

d./I/‘ * * _
E:f(H +z, P +y) =
0 0
f n f

=f(H", P")+ = T+ == y+ O(z* + v?)
OH (H*, P*) oP (H*, P*)
onde O(z? + y?) representa termos da ordem de (z? + y?). Da mesma forma, da

segunda das equagoes de (2.25), obtemos:

dy
— =g(H* P* =
= g(H" + z,P" +y)

0 0
:g(H*,P*)—I——g az—l——g y+O(:1:2+y2).

Desprezando termos de ordem maior ou igual a (22 + y?) e usando (2.26), podemos
escrever o sistema de equacoes diferenciais lineares para os pequenos deslocamentos
z(t) e y(t) de H(t) e P(t) com relagdo aos equilibrios H* e P*, respectivamente, sob
forma matricial, como segue:

dz

X
dt _ J(H*,P*) ’
dy
at )

onde J(H*, P*) é a matriz Jacobiana, definida por:

of
’ g g
OH ’(H*,P*) opr ’(H*,P*)

ey 55 | )

Das equagoes diferenciais (2.13) e (2.15), calculamos as derivadas par-
ciais envolvidas na matriz Jacobiana, e fazendo uso da equagao (2.18) para escrever

P*, em funcao de H*, obtemos:

o (a —b) —Q
J(H", P*) = [AH*Ho(a*b) N (k+1)<afb)2] _ (k+1)(ab)
a(H*+Ho)2 ak k

cujos autovalores (det(J — AI) = 0) sdo as raizes da equagdo caracteristica

(a—b)A, NH*Hp(a —b)

N+ ) T mp

=0




34

ou seja,

Ars=~(-1£V1I—0), (2.28)

onde definimos:

a—2b ANH* Hyk?
v = >0 0= >0 2.29
= ok ‘ (@ —b)(H" + Hy)2 ~ (229)
ou ainda, escrevendo 6 em funcao de Ry (equacgao (2.20))
4 — 1)Hyk?
g — 2o — 1) Hok (2.30)

Ri(a —b)

para o equilibrio endémico (H* # 0).

Dependendo do valor de 8§ > 0, temos, portanto, trés situacoes

diferentes:

eSe(<f<1,teremos 0 <1—6 <1, donde concluimos que ambas as

raizes A1 e Ay sao reais distintas e negativas, e o equilibrio é um né estavel.
e Se # = 1, teremos duas raizes reais iguais e negativas, isto é:
A1:A2:—"/<0,
donde concluimos novamente que o equilibrio é um no estavel.

e Se 0 > 1, teremos 1 — 0 < 0 e, portanto, duas raizes complexas com
parte imagindria ndo nula e parte real negativa A5 = (1 — £+/0 — 17), donde

concluimos que o equilibrio é um foco (espiral) estével.

Na tabela 2.1, apresentamos a sintese de nossas conclusoes, quanto a

estabilidade local do equilibrio nao trivial.

Tabela 2.1 - Tipo de equilibrio do ponto (H*, P*), néo trivial, depen-
dendo do valor de 6, definido em (2.30).

Valores de 0 > 0 Equilibrio Endémico

<1 N6 estével

0>1 Espiral estdvel
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Concluimos, portanto, que para Ry > 1, o equilibrio endémico é sempre
estéavel, com oscilacoes se # > 1 e sem oscilacoes se 0 < § < 1. Para Ry < 1, o tinico
equilibrio biologicamente vidvel seria o trivial (o outro tem P e H negativos); mas
como (0,0) nao pertence ao dominio das solugdes (porque a equagao ndo é definida

em H = 0), a linearizacdo em torno deste ponto nao tem sentido.

2.4.6 Resolucao Numérica do Sistema

A trajetéria no plano de fase HP e o comportamento temporal destas
populagoes P(t) x t e H(t) x t que se obtém a partir do sistema néo linear de
equagoes (2.13) e (2.15), pode ser visto na figura 2.3, tracada a partir da ferramenta
DEplot do Maple, para A =6; Hy = 10;a=3;b=1; u=0,1; a =0,5 e k = 2 que
correspondem ao equilibrio (H*, P*) = (32,86;131,43). Nestes graficos podemos
observar que a evolugao temporal do sistema leva a aproximacao de um estado de
equilibrio endémico, que é do tipo espiral (foco) estdvel visto que

ANH* Hyk?

"= E ')

=8,59>1 (tabela 2.1).

Para Ry < 1 (parametros iguais aos da figura 2.3, com excegdo de
A = 4), os gréficos correspondentes (figura 2.4) mostram que, dependendo da
condicao inicial, as populacoes de hospedeiros e parasitas podem ficar bem reduzi-
das chegando muito préoximo da extincao, ou apenas ser levemente reduzidas. Nos
graficos (a) e (c), verifica-se que H diminui (a curva se aproxima do eixo P) no
inicio. J& nos graficos (d) e (f), H nao parece diminuir. Com relacao ao nimero de
parasitas P, vé-se que as condi¢oes iniciais H(0) = 2 e P(0) = 80, usadas para os
graficos (a), (b) e (¢) levam a P praticamente zero, extin¢do da populagao P, (ap6s
um certo tempo a populagao dos parasitas volta a crescer) e H segue crescendo. O
mesmo nao ocorre com as condicoes iniciais H(0) = 1 e P(0) = 10, usadas para os

gréaficos (d), (e) e (f), onde P diminui mas depois cresce.
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Figura 2.3: Comportamento das solugoes das equagoes (2.13) e (2.15) para Ry > 1
ef > 1.

2.5 Sintese

Neste capitulo, investigamos através de um modelo simples a dinamica
do sistema constituido pela populagdo de hospedeiros H(t) e pela populacdo
de parasitas P(t), que ocorrem segundo o fluxograma apresentado pela figura 1.2
(quando retiramos o compartimento da populacao de estdgios infectivos de vida

livre), sendo que para estes adotamos uma distribuigao agrupada do tipo binomial

negativa.

A partir do proximo capitulo, o foco de nossa atencao nao serd mais a
populacao de hospedeiros e a populagao de parasitas, mas sim a dinamica do sistema
constituido pela populagao dos parasitas sexualmente maduros ( que estao dentro do
hospedeiro, cuja populagao serd considerada constante) e pela dos estégios infectivos

livres.
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3 A DINAMICA DE PARASITAS
HELMINTOS DE CICLO DE VIDA
DIRETO

No capitulo anterior, estudamos o sistema constituido pela populacao
de hospedeiros H (t) e pela populagdo de parasitas P(t). Supondo que, na auséncia
de parasitas, a populagao de hospedeiros cresceria exponencialmente (Malthus) sem
limite, mostramos que a populacao de parasitas regula a populacao de hospedeiros,
visto existir um equilibrio nao trivial realistico (H*, P*), desde que a taxa per capita
A, de producao de estdgios infectivos, seja maior que um certo valor, que depende
dos demais parametros do sistema. Além disso, identificamos a taxa reprodutiva
bésica do parasita (Rp), bem como a populagao limiar de hospedeiros (Hr), tal que

dP
E >0 <~ Ry >1 = H > Hr.

Se admitirmos que a escala temporal do ciclo de vida dos helmintos é muito rapida,
quando comparada a da dinamica demografica da populagao de hospedeiros,

consideraremos, neste capitulo e nos préximos dois, que H(t) seja constante e igual

a H, durante o curto periodo de duracao de uma infeccao.

3.1 O ciclo de vida dos helmintos diretamente transmitidos

O ciclo de vida de todo helminto humano diretamente transmitido tem
uma estrutura basicamente similar. Consiste de duas populagoes principais: os
estdgios de transmissdo ou estdgios infectivos livres (ovos e larvas) L(t), e os estdgios
parasiticos (vermes) sexualmente maduros P(t). O ciclo completo do anciléstomo
humano, por exemplo, envolve seis estagios de desenvolvimento distintos, sendo
quatro deles fora do hospedeiro (estdgio de vida livre) e dois dentro do hospedeiro
(estdgio parasitico) a saber, fora do hospedeiro: o ovo e os estdgios larvais L, Ly e
Ls; dentro do hospedeiro: o parasita sexualmente imaturo e o parasita sexualmente

maduro. O sucesso reprodutivo global do parasita durante o desenvolvimento de seu
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ciclo de vida dependerd do tempo gasto em cada estagio de desenvolvimento, da taxa
de mortalidade associada a cada um desses estdgios e do grau de reproducao obtido
por cada um deles. E importante observar que a reproducao dos estagios parasiticos
nao aumenta diretamente o tamanho da populacao parasita dentro do hospedeiro,
mas envolve a produgao de estdgios de transmissao (infectivos), tais como ovos e
larvas que vao para o ambiente externo (vida livre) via trato alimentar. As duas
populagoes principais L(t) e P(t) desempenham um papel fundamental no sucesso

da transmissao global e no crescimento e estabilidade da populacao parasita.

Os parasitas sexualmente maduros P(t) sao responséveis pela reproducao,
enquanto que os estdgios infectivos L(t) determinam a taxa na qual novos hos-
pedeiros sdo “colonizados”. Em outras palavras, quando um estdgio infectivo (vida
livre) é absorvido por um hospedeiro, torna-se um parasita e isso caracteriza uma
infeccao do hospedeiro. Para ocorrer a reproducao, é necessério ainda que, dentro do
hospedeiro, o parasita se torne sexualmente maduro. O fluxograma que apresenta a

relagdo entre estas duas populagoes L(t) e P(t), é representado na figura 1.2.

3.2 Parametros do Modelo

O modelo descrito por Roy Anderson [Anderson (1980)] consiste em um
par de equagoes diferenciais: uma representando a dindmica da populacdo P(t), de
parasitas sexualmente maduros dentro da populacao hospedeira, e a outra, represen-
tando a dinamica da populagao L(t), de estagios infectivos de vida livre. Supondo
que a populacao hospedeira possua uma distribuicao etaria estavel e um tamanho
constante H, e ignorando a imunidade adquirida para infec¢ao, os parametros con-

siderados sao os seguintes:
7 - numero de parasitas dentro de um hospedeiro;

p(i) - probabilidade de um individuo (hospedeiro) abrigar i parasitas;
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k - parametro que varia inversamente com o grau de agregacao dos

parasitas;

p1(i) - taxa de morte natural instantanea e per capita dos parasitas

maduros, que depende do niimero ¢ de parasitas no hospedeiro;

A(7) - taxa de produgdo de ovos (fecundidade) per capita (isto é, por

parasita), que depende da carga de parasitas i em um hospedeiro;

a - coeficiente que mede a severidade das restricoes dependentes da

densidade na sobrevivéncia do parasita;
[ - coeficiente de transmissao da infeccao;

b - taxa de morte instantanea e per capita de hospedeiros, (parametro

jé utilizado na secao 2.2);
¢ - probabilidade de acasalamento de um parasita fémea (tabela 3.1);

[ - taxa de morte instantanea e per capita do estégio larval (ou ovo)

dentro do hospedeiro;

i3 - taxa de morte natural instantanea e per capita de estdgios infec-

tivos. Portanto, 1/u3 é a expectativa de vida dos estdgios infectivos;

14 - taxa de morte instantanea e per capita de parasitas imaturos dentro

do hospedeiro;
17 - tempo médio para o parasita adquirir maturidade sexual;

Ty - tempo médio de maturagao de estdgios infectivos ( a partir da

liberacéo do ovo);

D1 - proporcao, daqueles estdgios infectivos adquiridos por um hos-
pedeiro, que sobrevive até atingir a maturidade sexual. Pode ser expresso como

_ T,
D1 = e #ai1;
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Dy - proporcao, do total de ovos produzidos em um hospedeiro, de
estdgios larvais (ou ovos) que sobrevivem (que nao morrem dentro do hospedeiro)

para produzir estdgios infectivos. Pode ser expresso como Dy = e #272,

3.3 Hipdteses do Modelo

Apos ter definido os diversos parametros envolvidos, comegaremos por

dP

escrever, de forma sintética, as taxas de variagao -,

da populacao de para-

dL

%> da populagao

sitas sexualmente maduros dentro da populacao hospedeira, e

de estégios infectivos de vida livre, como segue:

i =L, L), L, o

dL dL dL dL
ar = L), ), L@ (32)
t tl, t, t]
onde usamos um indice g e um indice p, para representar taxa de ganho e taxa de

perda, respectivamente; os indices p; e py identificam dois fatores de perda distintos.

No que segue, explicitaremos cada um destes termos.

e Taxa de ganho [‘Z—f]g: Aquisicao de parasitas maduros pelos hos-

pedeiros - infeccao do hospedeiro.

Hospedeiros adquirem a infeccao a uma taxa proporcional a populacao
de hospedeiros H e também proporcional ao nimero de estagios infectivos L que
atingem a maturidade. A taxa liquida de parasitas maduros adquiridos pelo hos-

pedeiro é, portanto,

dP

{E} - BDHL(t —T) (3.3)

onde os parametros 3, T e Dq foram previamente definidos.

e Taxa de perda [‘Z—f]plz Perdas de parasitas devido a mortalidade de

hospedeiros.

Um dos fatores de perda dos parasitas é a mortalidade de hospedeiros;

a perda liquida de parasitas devido a tal mortalidade é proporcional ao nimero de
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hospedeiros e ao niimero médio de parasitas em um hospedeiro, como segue:
dpP =
—| =0H ip(i 3.4
i > vt (3.4

onde p(i) representa a probabilidade de um individuo abrigar ¢ parasitas e o parametro

b foi previamente definido.

e Taxa de perda [‘Z—f] : Mortalidade natural de parasitas.

p2

A taxa liquida de parasitas perdidos devido a mortalidade natural
de parasitas, quando esta for considerada dependente da densidade de parasitas
maduros dentro de um dado individuo hospedeiro, é proporcional ao numero de

hospedeiros e podemos escrever:

{‘Z_ﬂ - f; 1 ()ip(d) (3.5)

onde i e p(i) foram previamente definidos.

e Taxa de ganho [‘fi—ﬂg : Producao de estdgios infectivos.

Estdgios infectivos (ovos ou larvas) sao produzidos a uma taxa que,
além de ser proporcional a populacgao de hospedeiros H, é também proporcional
a proporcao s de parasitas fémeas na populacdo, bem como & probabilidade ¢ de
acasalamento de um parasita fémea, e ao nimero de estagios infectivos que so-
brevivem (que nao morrem dentro do hospedeiro, antes de sair para o ambiente
externo). Para este ultimo, conforme definido anteriormente, devemos multiplicar
Dy pelo nimero de ovos produzidos por um parasita fémea em um hospedeiro e
este, por sua vez, envolve uma taxa A(z) de produgao de ovos per capita (isto é, por
parasita), que depende da carga i de parasitas maduros, em um mesmo hospedeiro.
Assim, uma estimativa simples do recrutamento liquido da populacao de estdgios
infectivos em um instante ¢ é escrita sob a forma:

B_ﬂg _ 5¢D2H;)\(i)z’p(i,t _7) (3.6)

onde T3 é o retardo de tempo devido a maturacao, definido previamente.
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Quanto aos hébitos sexuais, os parasitas podem ser mondicos (her-
mafroditas) ou didicos (macho-fémea) e estes iltimos classificam-se em monogamicos
ou poligamicos. Dentro de comunidades humanas, estudos de campo sugerem que,
no caso de espécies didicas, a razao entre o niimero de parasitas machos e fémeas é de
1:1 (s=1/2). Entretanto, a distribui¢ao de freqiiéncia entre machos e fémeas por
hospedeiro pode variar amplamente de pessoa para pessoa. Varios pesquisadores
tém analisado a relacao entre a probabilidade de acasalamento ¢, e a distribuicao
estatistica do ntimero de parasitas por hospedeiro (Mac Donald, 1965; Leyton, 1968;
Tallis e Leyton, 1969; Nassel e Huser, 1973; May, 1977; Apud [Anderson (1980)]).
A tabela 3.1 lista varias formas da funcao, dependendo do héabito sexual e da dis-
tribuicdo dos parasitas. O grafico dos varios tipos de funcao ¢ pode ser visto na

figura 3.1.

Independente dos parasitas serem monogamicos ou poligamicos, a agregacao
na distribuigao de parasitas é claramente vantajosa (particularmente sob condigbes
de baixa abundéncia de parasitas), no que diz respeito a probabilidade de acasala-
mento, desde que parasitas machos e fémeas estejam distribuidos juntos; para um

mesmo M, tem-se:

OPbn. > PPy § OMbm. > Paip.

onde, ¢py.,.: Probabilidade de acasalamento para parasitas poligamicos distribuidos
de maneira binomial negativa; ¢p,: Probabilidade de acasalamento para parasitas
poligamicos com distribuicao de Poisson; ¢prp.,.: Probabilidade de acasalamento
para parasitas monogamicos distribuidos de maneira binomial negativa; ¢,,.: Prob-

abilidade de acasalamento para parasitas monogamicos com distribuicao de Poisson.

Além disso, hébitos poligamicos sao claramente benéficos ao sucesso
reprodutivo quando a densidade de parasitas é baixa; para um mesmo M, ¢py, >
OMbn € PPy > Prrp. SOb um regime monogamico, mesmo a carga média de parasitas
estando em torno de 100 parasitas por hospedeiro, nao é garantido que as fémeas

serao acasaladas e capazes de produzir um estagio de transmissao.
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Tabela 3.1: Probabilidade de acasalamento (¢)

Tipo de Reproducao do parasita

Probabilidade de acasalamento (¢)

1) Mondicos (Hermafroditas)

Sao autofertilizantes

b=1

2) Didicos (macho-fémea)
monogamicos

a) Carga de parasitas por hospedeiro
distribuidos aleatoriamente dentro da
populagao hospedeira (Distribuigao de
Poisson com carga média M)

b) Carga de parasitas por hospedeiro
distribuidos de uma maneira agre-
gada dentro da populagao hospedeira

(Distribui¢ao Binomial Negativa, com

parametro k e carga média M)

efM 2T

-1 —

(1 — cosf)e M50 qp
27 Jo

¢M-p- (M)

(1—A)*
2

/2” (1 — cosh) )
0

(M, k)=1—
Ot ( ) 1+ ycosf

do

3) Didicos (macho-fémea)

poligamicos

a)

aleatoriamente (Distribuigao de Pois-

Carga de parasitas distribuida

son com carga média M)

b) Carga de parasitas distribuida de
maneira agregada (Distribui¢do Bino-
mial Negativa com parametro k e

carga média M)

&S

Gpp.(M)=1—¢€"

bpom (M, k) = [1—(1+ %)11@

e Taxa de perda [%]m :

Mortalidade natural de estdgios infectivos.

Supondo que a populacao de estdgios infectivos, enquanto larva ou ovo,

esteja sujeita a mortalidade natural, a uma taxa per capita psz, a taxa liquida deste
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tipo de perda tem a forma:

(3.7)

Figura 3.1: A relacdo entre a fungao probabilidade de acasalamento de parasitas ¢, e
a carga média de parasitas por hospedeiro M, dependendo da distribuicao
dos parasitas na popula¢do de hospedeiros (ver tabela 3.1). P.b.n. = par-
asitas poligimicos com distribui¢do binomial negativa (k = 0,34); P.p.
= parasitas poligamicos com distribuicao de Poisson; M.b.n. = para-
sitas monogamicos com distribui¢ao binomial negativa (k = 0,34); M.p.
= parasitas monogamaicos com distribuicao de Poisson.

dL

e Taxa de perda [dt ]pZ

: Perda de estédgios infectivos devido a captura

de larvas infectivas pelos hospedeiros (infeccdo do hospedeiro).

Um dos principais determinantes da taxa liquida de infeccao do hos-
pedeiro é seu relacionamento com a densidade de hospedeiros. Uma variedade de
estudos experimentais (com o uso de laboratério) sugerem que a taxa de infeccao
seja diretamente proporcional a densidade de hospedeiros e a densidade dos estagios
infectivos. Em outras palavras, a infeccao é obtida via exposicao aos estagios infec-
tivos livres; a relagao entre o niimero de parasitas que se estabelecem dentro de um
unico hospedeiro, e a densidade de estagios infectivos aos quais os hospedeiros sao

expostos, é de forma linear.

Considerando que a taxa liquida de perda de estagios infectivos, através

da captura pelo hospedeiro, seja proporcional ao niimero de hospedeiros e também
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proporcional ao nimero de estagios infectivos, escrevemos:
dL
— | =p(HL. (3.8)
dt |

3.4 Formulacao do Modelo Geral

As suposicoes biolégicas, descritas na secao anterior, dao origem a duas
equacoes diferenciais: uma descrevendo a taxa de variacao da populacao de parasitas
maduros (P(t)) e a outra descrevendo a taxa de variagdo da populagdo de estégios
infectivos (L(t)), sendo ambas dadas em fungao do tempo. Substituindo (3.3), (3.4)
e (3.5) em (3.1), reescrevemos a equagao diferencial para a taxa de variacao da

populacao de parasitas maduros sob a forma:

dP

—- = BDHL(t ) - bH ;ip(i) —H ; pa (2)ip (i), (3.9)

onde o lado direito é constituido pela taxa liquida de ganho de populacao parasita
madura subtraindo-se a perda de parasitas devido a mortalidade do hospedeiro e a

perda de parasitas devido a morte natural do parasita.

Por outro lado, substituindo (3.6), (3.7) e (3.8) em (3.2), obtemos, para

a taxa de variacao de estagios infectivos, a equacao:

dL SN
— = sDa0H ; A@)ip(i,t — Ty) — psL — BHL, (3.10)

cujo lado direito é constituido pela taxa liquida de ganho de estagios infectivos livres
menos a perda de estdgios infectivos pela mortalidade natural e pela captura pelos

hospedeiros.

Observando que a carga média de parasitas por hospedeiro é dada por

M(t) = ?, ou seja, P(t) = HM/(t), podemos reescrever a equagao diferencial (3.9)

expressando a taxa de variacao da carga média de parasitas por hospedeiro, como

segue:

% = DLt =) - bzip(i) - Zul(i)ip(i) (3.11)
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No que segue, até o final do capitulo 5, nosso objetivo serd o de estudar
a dinamica estabelecida pelo sistema de equagoes diferenciais (3.11) para 2% e (3.10)
para ‘Zl—f. Destacamos a presenca de efeitos da densidade, isto é, da influéncia do
numero de parasitas ¢ carregado pelo hospedeiro, em dois parametros no modelo, a

saber:

e 111(7) - taxa de morte per capita de parasita maduro, na equagao

(3.11) para ‘{1—1‘?; espera-se que (i) seja uma fungéo crescente de i.

e \(7) - taxa de producédo de ovos (fecundidade) por parasita maduro,

dL.

S0 espera-se que A(i) seja uma funcao decrescente de i.

na equacao (3.10) para

3.5 Taxa Reprodutiva Basica do Parasita - R; e Populagao

Limiar de Hospedeiros - Hp

Antes de considerar a dependéncia na densidade em g (2) e/ou em A(7),
calcularemos, a seguir, o valor da taxa reprodutiva bésica Ry, para dois tipos de

parasitas, a saber:
a) parasitas mondicos hermafroditas (¢ = 1).

b) parasitas didicos poligamicos distribuidos através da binomial nega-

tiva (¢psp.n na tabela 3.1).

Lembrando da definigdo de Ry (capitulo 1), devemos calcular o tamanho
médio da prole (ntimero de filhas fémeas) produzida ao longo de todo o tempo de
vida de um verme adulto (fémea), e que sobrevive para a reprodugdo, na auséncia
de restrigoes dependentes da densidade. Por isso, devemos substituir pq(i) e A(7)
por constantes i e A, respectivamente. O valor de Ry serd, portanto, determinado

considerando o sistema

Y
dt
dL

E = SDQ)\QSHM(.[: - TZ) - (M3 + ﬁH)L(t) (313)

= BDL(t —Th) — (b+ ) M (t) (3.12)
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obtido a partir de (3.10) e (3.11), na auséncia de restri¢oes de densidade e, além
disso, usando o fato de que .-, ip(i) representa o nimero médio de parasitas por
hospedeiro, independente dos parasitas estarem distribuidos de forma aleatéria ou

agrupada (independente do tipo de distribuigao).

3.5.1 Parasitas mondicos (hermafroditas)

Parasitas hermafroditas tais como a solitaria humana Himenolopis nana,
que é capaz de se autofertilizar, ndo sao afetados por encontros de acasalamento e
pela baixa densidade de parasitas. Este tipo de parasita tem 100% de chance de
acasalamento, ou seja, ¢ = 1, de acordo com o estabelecido na tabela 3.1. Para
ver como o modelo se comporta para este tipo de parasita, faremos uma analise das

equagdes (3.12) e (3.13) substituindo ¢ por 1 na equagao (3.13).

a) Taxa reprodutiva basica do parasita para parasitas hermafroditas - R,

Podemos encontrar uma férmula explicita para Ry através das equacoes

(3.12) e (3.13), para dL/dt > 0 e dM/dt > 0. Obtemos da equacdo (3.12)

dM BDL(t —Ty)
— >0 M(t _— 3.14
Tl = O<—3 (3.14)
e da equagao (3.13)
dL (us + BH)L(2)
— M(t —T . 1
i 0 = (t —Ty) > SDaIN (3.15)

Cabe aqui lembrar que a taxa reprodutiva bésica Ry é uma expressao
adimensional que deve ser maior do que a unidade para que a infeccao se instale
(capitulo 1). Entao, comparando as equagoes (3.14) e (3.15), e usando o fato de
que para dM/dt > 0, M(t —T2) < M(t) e para dL/dt > 0, L(t) > L(t — T}), isto
é, L(t)/L(t —Ty) > 1 obtemos, para Ry (taxa reprodutiva bésica para parasitas

hermafroditas)

SAﬁHDlDQ

o= G50 + 58)°

(3.16)
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A quantidade Ry é adimensional e mede o niimero médio de filhas pro-
duzidas ao longo do tempo de vida de um parasita fémea madura e que atingem a
maturidade reprodutiva, na auséncia de restricoes dependentes da densidade. Clara-
mente tal quantidade, que mede o sucesso reprodutivo, deve ser maior do que a
unidade, visto que um individuo deve pelo menos repor a si préprio na proxima
geragdo. A estrutura da equagao (3.16) indica que o sucesso reprodutivo é de-
terminado pela razao entre o produto da taxa de producao de ovos pela taxa de
transmissao e o produto da taxa liquida de mortalidade na populacao de para-
sitas maduros pela taxa liquida de mortalidade nos estagios infectivos. Em outras
palavras, a equagao (3.16) é a taxa de parasitas ganhos dividido pela taxa de para-

sitas perdidos.

b) Tamanho limiar da populagao hospedeiro - Hr

Um conceito significante para a epidemiologia e para o controle de
agentes infecciosos da doenga é o do tamanho limiar da populagdo hospedeira (ver
segao 1.3). Podemos reformular o critério de persisténcia Ry > 1 da equacéo (3.16),
com a condicao de que a populagao hospedeira humana exceda uma densidade limiar

H > Hy, com Hr dado por

_ (b+ p)ps
= D b T (3.17)

3.5.2 Parasitas didicos (macho-fémea) poligadmicos distribuidos de
maneira binomial negativa

Os principais helmintos humanos sao didicos (macho-fémea) portanto a
producao dos estagios de transmissao dependem da probabilidade de que um parasita
fémea seja acasalado. Esta probabilidade é uma funcao da distribuicao estatistica do
nimero de parasitas por hospedeiro. Distribuicoes observadas de helmintos parasitas
em comunidades humanas sao invariavelmente altamente agregadas onde a minoria

da populacao abriga a maioria dos parasitas. A distribuicdo de probabilidade bi-
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nomial negativa foi provada ser um bom modelo empirico pelos padroes observados
[Anderson (1980)], [ Anderson e May (1982)], [Dobson (1999)]; esta distribuicao é
definida por dois parametros: a carga média de parasitas por hospedeiro M, e um
parametro k que varia inversamente com o grau de agregacao de parasitas. Nesta

secao faremos uma andlise das equages (3.12) e (3.13) para ¢ = [1 — (14 &) ).

a) Taxa reprodutiva basica do parasita, para parasitas didicos
poligamicos distribuidos de maneira binomial negativa - Ry’

A maneira precisa na qual vdrios parametros populacionais determinam
o quanto, ou nao, o parasita é capaz de se manter dentro da populagao hospedeira

(dM/dt > 0, dL/dt > 0) pode ser determinada através das equagoes (3.12) e (3.13).

Essencialmente, para a transmissao limiar ser excedida

S)\QZSﬁDlDQH
(b+ p)(ps + BH)

> 1 (3.18)

O lado esquerdo da equacao representa a taxa reprodutiva bésica para
parasitas nao hermafroditas, que chamaremos aqui de Ry’ (taxa bésica reprodutiva
para parasitas didicos poligamicos distribuidos de maneira binomial negativa), isto
é:

, s N¢BD1DyH

B0 = B i) (ee + 5E) (3.19)

que, comparada com (3.16), fornece:

R, = Ry (3.20)

b) Tamanho limiar da populagao hospedeira - Hr

Fazendo o lado esquerdo da equagdo (3.18) igual a um e isolando-se
H, pode ser visto que para satisfazer Ry’ maior do que a unidade, a densidade do

hospedeiro H deve estar acima de algum nivel critico, Hr, onde

(b+ p1) i3

Hr = BlsA¢BD1Dy — (b + 111)]

(3.21)
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3.6 Dinamica do Modelo sem Efeitos da Densidade

3.6.1 Parasitas mondicos (hemafroditas)

a) Pontos de equilibrio

Na grande maioria dos casos, a expectativa de vida dos parasitas maduros
é muitas ordens de magnitude maior do que a do estdgio infectivo (enquanto larva
ou ovo). Por exemplo, a expectativa de vida do parasita adulto do anciléstomo
humano Necatur Americanus é de aproximadamente 3 anos e meio (Shad e Chod-
hury (1978), apud [Anderson (1980)]) enquanto que o estdgio larval Lj, sob dtimas
condicoes vive por umas poucas semanas. Portanto, é razodvel considerar a densi-
dade humana como uma constante quando examinamos a dinamica das populacoes
parasitas sobre um periodo de, digamos, 10 anos (periodo relevante para aplicagao de
medidas de controle e monitoramento). Os retardos de tempo de desenvolvimento T}
e Ty, também sdo usualmente curtos (alguns dias) em relacéo a expectativa de vida
do hospedeiro e da expectativa de vida dos parasitas adultos maduros (i) Por-
tanto, tais retardos de tempo sao improvaveis de ser significantes para a dinamica
da populacao parasita se visto sobre um periodo de muitos anos. Esta observacgao
¢ verdadeira para a maioria dos helmintos do homem com ciclo de vida direto, mas
é importante observar que excecoes existem com respeito ao retardo de maturagao
e a respectiva expectativa de vida dos estdgios infectivos e dos parasitas maduros.
Entao, assumindo 77 = T, = 0, podemos obter uma excelente aproximacao na
ausencia de restricoes dependentes da densidade, para a dinamica das populacoes
dos parasitas maduros (3.12) e para a dindmica das populagoes dos estagios infec-

tivos (3.13) dadas por

dd—]\f = BD:1L(t) — (b+ 1) M(2) (3.22)
% = sDNHM(t) — (s + SH)L(t). (3.23)

No equilibrio (M*, L*) nao ha variagdo da carga média de parasitas

por hospedeiro e nao ha variacao da populagao dos estagios infectivos, ou seja,
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dM/dt = dL/dt = 0. Igualando as equagoes (3.22) e (3.23) a zero obtemos um

tnico equilibrio em (0, 0).

b) Campo de direg¢oes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes, comecaremos pelas iséclinas de in-

clinacao nula (nullclines).

e M - Nullcline: fazendo dM/dt = 0 na equagao (3.22) obtém-se a reta
L= (b+ )M/BD;. Ela divide o plano em duas regides acima e abaixo dela. Na
regiao superior a variacdo de M é positiva e na regiao inferior a variacao de M é

negativa.

e L - nullcline: fazendo dL/dt = 0 na equagao (3.23) obtém-se a reta
L = sDyANHM/(ps + SH). Acima desta reta a variacdo de L é negativa e, abaixo

dela a variagao de L é positiva.

As figuras 3.2 (a) e (b) mostram o gréfico das nullclines para Ry < 1 e

Ry > 1, respectivamente.

c) Andlise de estabilidade

Das equagoes (3.22) e (3.23), temos que os tempos de resposta de M (t)

e L(t) sao e respectivamente. Nestas duas expressoes, os parametros

1
(u3+BH)’

p1 e uz predominam (sdo muito pequenos) e, portanto, os tempos de resposta sao

1
(1+b)

de aproximadamente Hl—l e t Visto que, na maioria dos helmintos com ciclo de

vida direto, a expectativa de vida do estagio infectivo (;—3) ¢ muito menor do que a
. . . 1 A .
expectativa de vida do parasita adulto (E)’ tem-se ug > (1 e, como conseqiieéncia,
\‘fl—ﬂ > \dd—j‘f . Disso, segue que os elementos do campo de direcoes sao essencial-
mente ajustados na direcao de L, ou seja, as trajetérias tendem a se tornar linhas
verticais no plano M x L. Em tais casos, (apropriado para a maioria das infeccoes

por helmintos humanos), podemos assumir que a densidade dos estdgios infectivos
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sdo essencialmente ajustados para um valor L*(M) para todos os valores de M.

Portanto, para pgz > 1, e sobre a nullcline dL/dt =0 (L = L*(M)) temos

T = 0+ ) (B~ DM(1). (324)

Figura 3.2: O plano de fase ML, incluindo as isdclinas de inclinacdio nula
dM/dt = 0 e dL/dt = 0, de cada uma das populagies, considerando
parasitas hermafroditas; observa-se a existéncia de um unico equilibrio
(ponto de intersec¢ao entres as isoclinas) em (0,0); as setas indicam
as componentes do campo de dire¢oes do sistema. (a) popula¢ao abaizo
da populag¢ao limiar (Ry < 1) - todas as trajetorias sao atraidas para
o equilibrio (0,0); o equilibrio é estdvel (parametros: b+ p; = 1 ;
BDy = 0,5 ; SAHDy = 1,5 ; us + fH = 1); (b): populag¢io acima
do valor limiar (Ry > 1) - o equilibrio € instdvel (mesmos pardametros
de (a), exceto SN\HDy = 2,4.)

Esta equacao terd um crescimento exponencial, com a taxa de cresci-
mento da infecgao sendo dada por (b+ up)(Ry — 1). Portanto, o equilibrio M* =0

sera estavel, se Ry < 1 e instavel se Ry > 1.
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3.6.2 Parasitas didicos (macho-fémea) poligadmicos distribuidos de
maneira binomial negativa

a) Pontos de equilibrio

Como dito anteriormente em 3.6.1-a, os retardos de tempo T} e T5 sao
insignificantes para dinamica da populacao parasita num periodo de muitos anos.
Entdo assumindo Ty = Tb = 0 e ¢ = [1 — (1 + £)7'7*] podemos reescrever as

equagoes (3.12) e (3.13) como

dM

~ = BDIL(t) = (b+ ) M (1) (3.25)
00— SADWOHM (1) — (s + GH)L(1) (3.26)

O equilibrio existira na auséncia de variacao das populagoes de parasitas
maduros e imaturos (estdgios infectivos), ou seja, para dM/dt = 0 e dL/dt = 0.
Igualando o lado direito das equagoes (3.25) e (3.26) a zero obtemos dois equilibrios

(M*,L*), um em (0,0) e o outro em

2k(b + )

(2k[(1—1/RO)1/<’f+1)—1], 55 [(1—1/30)1“’”1)—1]), (3.27)

sendo que este tltimo é biologicamente viavel apenas se Ry > 1.

b) Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes, comecaremos pelas iséclinas de in-

clinacao nula (nullclines).

e M - nullcline: fazendo dM/dt = 0 na equagao (3.25) obtém-se a reta
L = (b+ u)M/BD;. Acima desta reta, a variacdo de M é positiva e abaixo dela, a

variacao de M é negativa.

e L - nullcline: fazendo dL/dt = 0 na equagao (3.26) obtém-se a reta

L =sADypHM /(3 + fH). Acima desta curva, a variagao de L é negativa e abaixo
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dela a variagao é positiva. As figuras 3.3 (a) e (b) mostram o gréfico das nullclines

para Ry < 1 e Ry > 1 respectivamente.

Figura 3.3: O mesmo que a figura (3.2), exceto que a func¢ao acasalamento é para
parasitas poligamicos distribuidos de maneira binomial negativa com
k= 0,34 (CL) Ry<1 (b) Ry > 1.

c¢) Linearizacgao do sistema

Para analisar o comportamento do sistema, em pontos (M(t), L(t))
proximos a um equilibrio (M*, L*), escrevemos M (t) = M*+z(t) e L(t) = L* 4 y(t)
onde |z(t)| << 1 e |y(t)] << 1, e, adotando 0 mesmo procedimento apresentado na

segdo 2.4.6, obtemos, a partir do sistema formado pelas equagoes (3.25) e (3.26), o
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seguinte sistema linear para os afastamentos x(t) e y(t):

dz x
AL,
- y
que envolve o Jacobiano
—(b+ D
J(M*, L) = ( * ) * D
sDeAH[L = k(50=) (1 + 55) 7' —(us + BH)

que depende apenas de M™.

Da anadlise dos autovalores da matriz J, podemos verificar que o equilibrio
(0,0) é um no estavel, independentemente do valor de Ry, enquanto que o ponto de
equilibrio endémico dado em (3.27) existente apenas se Ry > 1 é um ponto de sela

instavel.

Por outro lado, podemos usar o fato de que, sendo u3 >> ju1, os estados
ocupados pelo sistema estardo sobre a nullcline dL/dt = 0, donde podemos escrever

as equagoes (3.25) e (3.26) como uma unica equacao dada por

O o+ ) By~ M) (3.28)

Claramente, a probabilidade de acasalamento ¢(M) tenderd a zero

quando M — 0, porque neste caso a densidade da carga média de parasitas sera
pequena sendo improvével encontrar um hospedeiro com dois ou mais parasitas (os
parasitas se estabelecerao apenas se a distribuigao for muito agregada). Do contrario,
para valores muito altos de M, ¢ tendera assintoticamente a unidade. Disso, temos
que para Ry > 1 temos um equilibrio estavel em M* = 0, e um equilibrio instavel
perto do equilfbrio endémico M* = 2k[(1 — 1/Ry)~"/**! — 1] (supondo que M* é
grande o bastante tal que ¢(M*) = 1). Para ¢ = 1 uma solucao existe se Ry > 1,
mas para ¢(M) real nés precisamos que os parametros que formam a combinacao
de Ry’, equacdo (3.19), sejam compensados por ¢ < 1. Portanto, o que ocorre na
maioria das situagoes praticas é que o valor de Ry, equacao (3.16), serd levemente

maior do que a unidade.
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d) Separatriz

Eo par de trajetérias que entra no ponto de sela. Essas trajetorias di-
videm o primeiro quadrante em duas bacias de atragao. As trajetérias que comecam
acima da separatriz vao para o infinito, enquanto que as trajetérias que comecam
abaixo da separatriz terminam em um né situado em (0,0). Podemos encontrar a
separatriz da figura 3.3 (b) linearizando as equagoes (3.25) e (3.26), substituindo M*
instavel pelo seu valor e, em seguida, encontrando seus autovalores e autovetores.
Por exemplo, substituindo M* por 1,91 e os demais parametros pelos valores citados

na figura 3.3 (b), obtemos o seguinte sistema linearizado para as equagoes (3.25) e

(3.26)

& — —1+0,5y

dy _ [2’4 _ 0,49(2—M*)

dt — (0,68+M*)2’34:| r — y

encontrando os seguintes autovalores: r’ = 0,09 e r” = —2,09, com a seguinte

solucao para o sistema

x(t) el 1 00,0943t 0, 1 o —2,0943t
y(t) 2,19 —2,16

Donde podemos concluir que todas as trajetérias se afastam das
vizinhangas de (M*, L*) = (1,91;3,82), exceto um par, que se aproxima do ponto

sobre uma reta de coeficiente angular —2, 16.

Conclusoes

Por nao apresentar restricoes dependentes da densidade, este modelo

apresenta populagoes que crescem indefinidamente, ou seja,

lim M(t) = lim L(t) = oc.

t—00 t—00
Na verdade, queremos que nossos parametros sejam tais que as trajetérias fiquem

dentro da bacia de atracao do (0,0), que é o mesmo que dizer que as trajetdrias

devem ficar abaixo da separatriz.
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4 A DINAMICA DE PARASITAS
HELMINTOS DE CICLO DE VIDA
DIRETO COM MORTALIDADE
DEPENDENTE DA DENSIDADE

4.1 Efeitos dependentes da densidade

Taxas de sobrevivéncia, fecundidade e maturacao do parasita adulto sao
freqiientemente inversamente associadas com a densidade parasita dentro de um hos-
pedeiro individual [Anderson e May (1991)]. Estes padroes podem surgir como uma
conseqiiéncia da limitagdo de recursos no habitat dentro do hospedeiro (tais como
espago, nutrientes, etc.) onde a severidade das respostas cresce mais rapidamente
do que linearmente com os aumentos na carga parasita. Processos dependentes da
densidade sao de central importancia como reguladores restritivos sobre o cresci-
mento da populacao parasita, nao apenas dentro de um hospedeiro individual, mas
também dentro da comunidade humana como um todo. Sua severidade liquida sera
dependente da distribuigao do niimero de parasitas por hospedeiro [Anderson e May
(1978a)]. Se ndo existirem restrigdes dependentes da densidade, vimos, no capitulo
3 em 3.6.1c, 3.6.2c e na conclusao do capitulo, que a populacao de macroparasitas
poderia atingir niveis populacionais extremamente altos para Ry > 1. Neste caso, os
parasitas que estao dentro dos hospedeiros (com grandes cargas de parasitas) con-
tinuariam a colocar um grande nimero de ovos, levando a cargas de parasitas por
hospedeiro cada vez maiores. Na realidade, varios tipos de processos dependentes
da densidade intervém de modo a interromper este comportamento de crescimento

exponencial:

e a0 aumentar o nimero de parasitas em um hospedeiro, diminui a

postura de ovos por parasita (na equacao (3.10), A(z) é uma fungao decrescente de

i).
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e hospedeiros com grandes cargas de parasitas podem ser mais predis-

postos a adquirir infecgoes.

e a taxa de morte dos parasitas aumenta quando o ntimero de parasitas

em um hospedeiro cresce (na equagdo (3.11), u1(i) é uma funcao crescente de ).

e a taxa de transmissao global pode saturar em algum limite superior,

quando a populagao de parasitas é grande.

e uma carga muito alta de parasitas pode simplesmente matar o hos-

pedeiro.

Qual destes processos ou qual a combinacao destes processos serd o
principal responsavel por estabelecer o equilibrio, dependera do tipo de associagao
hospedeiro-parasita [Gieseck (2002)]. Neste capitulo, estudaremos o efeito de consi-
derar que a mortalidade de vermes (parasitos maduros) depende da densidade (carga
de parasitas) dentro do hospedeiro. As conseqiiéncias do fato da fecundidade dos
parasitas ser uma funcao decrescente da carga de vermes dentro do hospedeiro serao

investigadas no capitulo seguinte.

4.2 Um Modelo considerando mortalidade de parasitas

como funcao linear da densidade

O modelo descrito por Roy Anderson [Anderson (1980)], considera uma
taxa per capita de mortalidade natural do parasita ju(7), que cresce linearmente com

a carga i de parasitas, isto é, sendo u; e a duas constantes positivas, supoe-se:

pa(t) = pa + o, (4.1)

onde 1/ representa a expectativa de vida dos parasitas maduros, na auséncia da
dependéncia da densidade, e a é um coeficiente que mede as limitacoes resultantes
da severidade desta dependéncia da densidade, na sobrevivéncia do parasita. Com

esta suposigdo, a equagdo (3.11) que obtivemos no capitulo anterior passa a ser
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escrita sob a forma:

dd—]\f = BD1L(t —T1) — (b+ p1) Z ip(i) — a Z i*p(i), (4.2)

onde, nos dois ltimos termos, p(i) é a probabilidade de que um hospedeiro abrigue
1 parasitas. E importante lembrar que Y .- ip(i) é igual a carga média de para-
sitas (abundéncia) e ndo depende da forma na qual os parasitas sdo distribuidos na
populagdo hospedeira. Entretanto, Y .-, #*p(i) é altamente sensivel ao padrdo de
dispersao, ou seja, depende de como os parasitas sao distribuidos em sua populagao
hospedeira. Assumindo que os parasitas sejam distribuidos de maneira binomial
negativa, a probabilidade de se observar i parasitas por hospedeiro (Apéndice A) é

dada pela equacao (A.15), a saber:

. i+k—1 . M\ ¢

onde M ¢ a carga média de parasitas por hospedeiro, k é um parametro que varia
inversamente com o grau de agregacao, e os momentos estatisticos sao dados, de

acordo com as equagoes (A.11) e (A.13), por:

k+1
_E et m

Assim sendo, a incorporacao da suposicdo dependente da densidade
estabelecida na equagdo (4.1), nos leva, a partir de (3.10) e (3.11), para o seguinte
sistema para as populacoes L(t) e M(t), de estagios infectivos livres e carga média

de parasitas por hospedeiro, respectivamente:

% = BDIL(t —T)) — (a + b+ i) M(t) — @Mz(t) (4.3)
‘2_? = 5Dy HAM (t — Ty) — (s + BH)L(t). (4.4)

Considerando que os retardos de tempo de desenvolvimento 17 e 15 sao insignifi-

cantes quando comparados com a duracao da infeccao, e ainda o fato de que a é
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muito pequeno quando comparado com b+ py (isto é, ﬁ << 1), o modelo pode

ser reescrito como

dM a(k+1)

—— = BD1L(t) — (b+ ) M(1) — M?(t) (4.5)

dt k
O = SDAOHAM(D) ~ (s + GH)L(1) (4.6)

As equagbes (4.5) e (4.6), que acabamos de escrever, constituem um modelo de-
pendente da densidade (através da mortalidade dos parasitas, que foi suposta como
uma fungdo linear dos mesmos), para uma distribui¢do de parasitas do tipo bino-
mial negativa com valor médio M (t) e parametro de agregacao k. Este sistema vale
para qualquer que seja a funcao probabilidade de acasalamento ¢, que apresentamos
na tabela 3.1, seja para parasitas hermafroditas ou didicos. Dedicaremos a se¢ao
4.4 para o caso em que os parasitas sao hermafroditas e a secao 4.5 para parasitas

didicos poligamos.

4.3 A taxa basica reprodutiva do parasita - Ry e R

Vimos no capitulo 3 que Ry (ou Rj) é adimensional e é calculado na
auséncia de restri¢coes dependentes da densidade. Como neste capitulo a tinica modi-
ficacao feita no modelo foi a de considerar a mortalidade de parasitas como depen-
dente do ntmero ¢ de parasitas, continuamos com as mesmas taxas basicas repro-
dutivas anteriores, ou seja, Ry (equagdo (3.16)) para parasitas hermafroditas e R,
(equagdo (3.19)) para parasitas didicos poligamos distribuidos de maneira binomial

negativa.

4.4 Equilibrios e solugoes para parasitas hermafroditas

No caso de parasitas hermafroditas, a funcao probabilidade de acasala-
mento é simplesmente ¢ = 1, pois tais parasitas sdo caracterizados por autoferti-
lizagao. No que segue, substituiremos portanto na equagao (4.5), ¢ por um, e anali-

saremos o sistema resultante desta substitui¢ao juntamente com a equagao (4.6), a
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saber:
DL Dure) = b+ M (e) - 2EE D ey (47)
‘Z—f = sDo HAM (t) — (us + BH)L(t)

a) Pontos de equilibrio

No equilibrio (M*, L*) nao ha variagdo da carga média de parasitas
por hospedeiro e nao ha variacao da populagao dos estagios infectivos, ou seja,

dM/dt = dL/dt = 0. Das equagbes (4.6) e (4.7), obtemos dois equilibrios:

(Ml*ﬂLI) = (070) €

b+ p)k ) SNHD; (b+,u1)k>
a(k+1)""° ps + BH a(k+1)

(05, 13) = ((Ro 1) (4.8)

donde podemos concluir que o equilibrio nao trivial serd positivo (biologicamente

vidvel), somente se Ry > 1.

b) Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes, comecamos pelas iséclinas de in-

clinacao nula (nullclines):

e L-nullcline: fazendo dL/dt = 0 na equacao (4.7), obtém-se a reta

_ sDoAH
L= us+GBH

M. Acima desta reta a variacao de L é negativa e abaixo dela a variacao

de L é positiva.

e M-nullcline: fazendo dM /dt = 0 na equagao (4.6), obtém-se a pardbola
L= [@M2 + (b+ ,ul)M] ﬁ. Ela divide o plano em duas regices acima e abaixo

dela. Na regiao superior a variacao de M é positiva, sendo negativa na parte inferior.

As figuras 4.1 (a) e (b) mostram o campo de diregdes no plano de fase,
juntamente com o grafico das nullclines para Ry < 1 e Ry > 1, respectivamente.

Da figura 4.1 (a), observamos que, no caso em que Ry < 1 (parametros abaixo da
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transmissao limiar), hd apenas o equilibrio (M7, L) = (0,0), pois este é o unico
ponto de encontro entre uma isoclina de inclinagao nula de L e outra de M. Isto
significa que a infeccdo nao consegue se auto-sustentar, e todas as trajetérias, no
plano de fase, sdo atraidas para a origem. Por outro lado, na figura 4.1 (b), que
corresponde a Ry > 1 (parametros acima da transmissao limiar), vé-se o ponto de
equilibrio (M, L}) = (0,0) de extincao dos parasitas e também o equilibrio endémico

(M, L}) dado em (4.8).

Sobre a iséclina de inclinacao nula de L, tem-se % =0, e, portanto, as

setas sao perpendiculares ao eixo L. Setas apontando no sentido positivo (negativo)

de L indicam variacdo positiva (negativa) de L, isto é, 4 > 0 ou % < 0, respecti-

' de

vamente. Da mesma forma, sobre a isoéclina de inclinacao nula de M, as setas sao
perpendiculares ao eixo M. Setas apontando no sentido positivo (negativo) de M
T R oy . . ; dM dM N .
indicam variacao positiva (negativa) de M, isto é, G > 0ou <= < 0, respecti-
vamente. Em cada ponto do plano, exceto sobre as iséclinas de inclinacao nula, o
vetor tangente a trajetéria do sistema é composto pelas componentes horizontal e

vertical correspondentes, tal como indicado na figura 4.1.

c) Linearizagao do sistema

Escrevendo-se M (t) = M* +z(t) e L(t) = L* + y(t) podemos linearizar

o sistema formado pelas equagcoes (4.6) e (4.7) préximo a (M*, L*) obtendo o sistema

dz x
R
@ y
que envolve a matriz Jacobiana:
—[(b+ +2a(k+1)M*/k D
P I R R R
SDQH)\ —(,u3 + ﬁH)

que depende apenas de M™.
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Figura 4.1: O plano de fase ML, incluindo as isdclinas de inclinacdo nula de cada
uma das populagoes, considerando parasitas hermafroditas com mortali-
dade dependente da densidade, e distribuidas de acordo com uma bi-
nomial negativa. (a): Ry < 1 (Valores dos parametros: b+ puy = 1 ;
o) — 0,01 ; BD; = 0,5 ; sSA\HDy = 1,5 ; g+ BH =1). (b): Ry > 1.
(parametros iguais ao grdfico (a), exceto SN\HDy = 2,2).

Teremos duas situacoes diferentes dependendo de Ry. Para Ry < 1,
como visto anteriormente, teremos um tnico equilibrio em (0, 0), ao qual corresponde
J com traco negativo, determinante positivo < @fﬁ. Logo, este equilibrio sera um
no estavel. Para Ry > 1, teremos dois equilibrios, ambos com trago negativo, um
em (0,0) (com determinante negativo) que serd um ponto de sela instével e outro,

diferente do trivial, em (M, L}) obtido em (4.8) (com determinante positivo) que

sera um no estavel.
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d) Resolugao numérica do sistema

O comportamento temporal que se obtém a partir das equagoes (4.6)
e (4.7), para parasitas hermafroditas, pode ser visto na figura 4.2, feita através do

comando DEplot do Maple.

(a) () 4
1204 Lt 1204 Lit)
a0 a0
A0 ;
M) 407 Mt
0 20 30 15 20 25 30 35
)] >
35
M) hA(t)
30 a0
20 25
10 20
t t .
TR o0 an an 010 20 30 40 50 6O
(e £
1209Lit) 1209L(t)
a0 a0
A0
t 40 t
0200 30 40 010 20 30 40 50 GO

Figura 4.2: Comportamento das solugoes das equagoes (4.7) e (4.8) para parasitas
hermafroditas. Grdficos (a), (b) e (c): correspondem a Ry < 1. Grdficos
(d), (e) e (f): correspondem a Ry > 1.

Os gréficos (a), (b) e (c) correspondem a trajetéria no plano de fase do
sistema LM; e aos comportamentos temporais L(t) x ¢t e M(t) x t, para: D =

0,5, (b+m)=1 B =001, (uz+FH)=1; k=0,34; sDAH=1,5,
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tal que Ry < 1. Nestes gréaficos, podemos observar que a evolucao temporal do
sistema leva a extingao tanto da carga média de parasitas, quanto da populacao dos
estagios infectivos livres. Por outro lado, os gréaficos (d), (e) e (f) correspondem
também & trajetéria LM; e aos comportamentos temporais L(t) x ¢t e M(t) x t,
respectivamente, mas com sDyAH = 2,4, parametros tais que Ry > 1; observa-se

entao, a aproximacao de um estado de equilibrio endémico.

e) Diagramas de bifurcagao

Assim como no capitulo 3, secdo 3.6.1a, podemos usar o fato de que a

expectativa de vida dos parasitas maduros, i, é muitas ordens de magnitude maior

que a do estagio infectivo i (u3 >> pq). Devido a estas grandes diferengas nas
escalas de tempo, é usualmente adequado, ao considerar a dinamica de transmissao
do parasita em comunidades humanas, supor que a dinamica dos estagios infectivos
evolua em uma escala de tempo tao rapida que ela esta efetivamente ajustada no seu
valor de equilibrio (aquele que satisfaz % = 0) e enfocar nossa atenc¢ao na dindmica
de vermes adultos M (t). Visto isso, consideramos que L(t) estd sobre a nullcline
dL/dt = 0 (L* = s22HMIY o qubstituimos este resultado na equacdo diferencial
u3+BH &

para a taxa de variacao da capacidade média de parasitas por pessoa. Desta forma,
obtemos:

dM a(k+1)

— =M |(Ro = 1)(b+m) — —

M| . (4.9)
O diagrama de bifurcacdo que se obtém a partir da equagao (4.9) para parasitas
hermafroditas com (b+ py) = 1 e a(k+ 1)/k = 0,01 é mostrado na figura 4.3(a).
Na figura 4.3 (b) observamos que, para um mesmo Ry, quanto maior o grau de

agrupamento dos parasitas (k pequeno), menor serd o valor do equilibrio endémico

da carga de parasitas M*.
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Figura 4.3: (a) Diagrama de bifurca¢ao para a carga média de parasitas M* no
equilibrio, em funcao da taza reprodutiva basica Ry, para parasitas her-
mafroditas. As setas representam como se comportam as trajetorias
dinamicas do sistema, em decorréncia de uma perturbacao do equilibrio
estdvel M* (foi usado k =1). (b): o mesmo que para a figura (a), mas
para diferentes parametros de agregacao k.

4.5 Equilibrios e solugoes para parasitas didicos poligamos

A maioria dos helmintos parasitas do homem sao didicos e estes sao em
geral poligamos. Neste caso, para uma distribuicao de parasitas do tipo binomial
negativa, temos, da tabela (3.1), que a func¢do probabilidade de acasalamento ¢ é
dada por ¢(M, k) = [1 — (1 + 55) '], onde M ¢é o valor médio e k ¢ o parametro

de agregacao da distribui¢ao (curva P.b.n da figura 3.1).

a) Pontos de equilibrio

Igualando as equagdes (4.5) e (4.6) a zero obtemos os seguintes equilibrios:
(M7, L7) = (0,0), (M, Ls) e (M3, L}), sendo que os dois tltimos tém componentes

que sao solucoes das equacgoes
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o o= 1)+ m)k
M= (4.10)

(ns + BH) a(k+1)
onde R{ é dado pela equacao (3.19).

Devemos observar que a equagao (4.10) pode apenas ser resolvida nu-
mericamente (cabe aqui lembrar que R}, é dado em fung¢do de ¢, que depende de
M). Além disso, o segundo e o terceiro equilibrios nao serao realisticos se Rf < 1.
Observamos ainda que, como 0 < ¢ < 1, tem-se que R = Ro¢p > 1, o que implica

em Ry > 1.

b) Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes, comecamos pelas isoclinas de in-

clinacao nula (nullclines).

e L-nullcline: substituindo ¢ por [1—(1+ 21)**] e fazendo dL/dt = 0
na equacao (4.5) obtém-se a curva L = sAH D,[1 — (1 + M/2k)™*"*|M/(u3 + SH).
Abaixo desta curva a variacao de L é positiva e acima desta curva a variacao de L

é negativa.

e M-nullcline: igualando dM/dt a zero na equagdo (4.6), obtém-se a
pardbola L = [a(k + 1)M?/k + (b+ uy)M]/BD;. Acima desta pardbola a variagao

de M é positiva e abaixo dela a variacao de M é negativa.

As figuras 4.4 (a) e (b) mostram o campo de dire¢oes no plano de fase,
juntamente com o gréafico das nullclines para R > 1 e R{ < 1, respectivamente.
Os elementos do campo de direcoes desta figura sdo construidos da mesma forma
que para a figura 4.1. Da figura 4.4 (b) observamos que, no caso em que R < 1 ha
apenas o equilibrio (M, L}) = (0,0). Isto significa que a infeccdo ndo consegue se

auto-sustentar, e todas as trajetérias no plano de fase sdo atraidas para a origem.
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Ja na figura 4.4 (a), que corresponde a Ry > 1 (o que implica em Ry > 1) temos
trés pontos de equilibrio: (M7, L) = (0,0); (M3, L) = (2,14;4,37) e (M3, L3) =
(18, 65; 44, 25), sendo os dois dltimos calculados numericamente através do comando

fsolve do Maple.
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Figura 4.4: O plano de fase ML, incluindo as iséclinas de inclinacao nula para
cada uma das populacoes, considerando parasitas poligamos distribuidos
de maneira binomial negativa com k = 0,34. (a): Ry > 1. Possui
trés equilibrios, dois estdveis e um instdvel. A linha pontilhada que
passa através do ponto de equilibrio instdvel é a separatriz (valores dos
parametros como na figura 4.1 (b), mas com sDeAH = 2,4); R < 1.
Possui um tinico equilibrio em (0,0). Este equilibrio € estdvel e indica
a extingao dos parasitas (parametros iquais aos da figura 4.1 (a)).
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c) Linearizagao do sistema

Podemos linearizar o sistema formado pelas equagoes (4.5) e (4.6) proximo

a (M*, L*), obtendo, para M(t) = M* +xz(t) e L(t) = L* + y(t), o seguinte sistema:

dz x
AEE
@t y
que envolve o Jacobiano
J(M*, L) = [0 ) + 2 Dy
SAHD,[L+ k(1 + k(H) =17k BE2 ] — (g + BH)

que depende apenas de M*.

Analisando os sinais do traco e do determinante de J, apés substituir
(M*, L*) pelo equilibrio (0,0), podemos verificar que este equilibrio é um né estavel.
Os outros dois pontos de equilibrio, quando existirem (Ry > 1), terao trago negativo
independente do valor de (M*, L*), o que indica que o equilibrio serd um né ou
espiral estavel, se o determinante for positivo, ou um ponto de sela instavel se o

determinante for negativo.

Representando estes dois equilibrios por (M, L}) e (M3, L3), sendo

M; < M3, verifica-se que o primeiro ¢ instdvel enquanto que o segundo é estavel.

d) Separatriz

E a reta de apoio do autovetor que corresponde, para um ponto de
sela, ao autovalor negativo. Esta reta divide o primeiro quadrante em duas bacias
de atracao. As trajetérias que comecam acima da separatriz terminam em um né
situado em (M3, L}) (aquele que corresponde ao maior valor de M* dos equilibrios
nao nulos), enquanto as trajetérias que comecam abaixo da separatriz terminam em
um né situado em (0,0). Podemos encontrar a equagdo da separatriz da figura 4.4

(a), substituindo na matriz J (do sistema linearizado) M* por M; e, em seguida,
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encontrando os seus autovalores e autovetores. No caso dos parametros adotados na

figura 4.4, devemos substituir M* por 2, 14, obtendo a seguinte matriz Jacobiana:

—-1,04 0,5
2,40 -1
cujos autovalores sao: v’ = —2,12 e r” = 0,15. Calculando os autovetores corres-

pondentes, obtemos a seguinte solucao para o sistema linearizado em torno deste
equilibrio:

M(t) e 1 e 212 4 0 1 015t

L(t) —2,15 2,07
donde podemos concluir que todas as trajetdrias se afastam da vizinhanga de (2, 14; 4, 37),
exceto aquelas cujo ponto inicial se situa sobre uma reta de coeficiente angular

—2,15; estas ultimas aproximar-se-ao do equilibrio em questao.

e)Diagramas de bifurcagao - Pontos de quebra

Assim como usado neste capitulo, na subsecao 4.4e, podemos usar o fato
de que a expectativa de vida dos parasitas maduros, M_ll’ é muitas ordens de grandeza
maior que a dos estagios infectivos “1—3 (3 >> p1), 0 que nos permite considerar
que L(t) esteja sobre a nullcline dL/dt = 0 (L* = sDy¢pHAM /(13 + BH)) e
substituir este resultado na equacao diferencial para a taxa de variacao da capacidade
média de parasitas por pessoa. Desta forma, obtemos, para a dinamica de vermes
adultos:

dM

, alk+1)
= M |(By = Db+ ) - T

M (4.12)

No caso mais geral que esta sendo estudado aqui, onde ¢ é dado pela
equacao dos parasitas didicos poligamos distribuidos de maneira binomial negativa
(veja tabela 3.1) tal como ocorre para anciléstomos, surge um padrdo complexo.
Como mostrado na figura (4.5), os conceitos de “transmissao limiar” e “ponto

de quebra” emergem, onde, para um dado valor de Ry, dois valores estaveis de
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equilibrio podem ocorrer, separados por um equilibrio instdvel (linha pontilhada)
chamado equilibrio ou densidade de ponto de quebra. E importante notar, entretanto,
que este fenomeno é mais pronunciado onde ha pequeno ou nenhum agrupamento
parasita (k grande); para alta agregacdo (k pequeno), o ponto de quebra da carga

de parasitas tende a ser muito baixo (figura 4.5(b)).

Cabe aqui lembrar que na maioria das situacoes praticas M* é grande
o bastante tal que ¢p(M*) = 1 (ver curva P.b.n da figura 3.1). Entdo, o que ocorre

é que o valor de Ry (equagdo (3.16)), serd levemente maior do que a unidade.

f) Resolugao numérica do sistema

O comportamento temporal que se obtém a partir das equagoes (4.5)
e (4.6), para parasitas didicos poligamos distribuidos de maneira binomial negativa
p=[1-(1+ %)_(Hk)], pode ser visto na figura 4.6 feita através do comando DEplot
do Maple.

Os graficos (a), (b) e (c) correspondem, respectivamente, a
M(t) x L(t) (trajetéria no plano de fase do sistema), M(t) x t e L(t) x t, para:
BD; = 0,5 (b+ ) = 1; 25 = 0,01; (g + BH) = 1,k = 0,34; sDoAH = 1,5, tal
que R{ < 1. Nestes graficos, podemos observar que a evolugao temporal do sistema
leva a extingao tanto da carga média de parasitas, quanto da populacao dos estagios
infectivos livres. Por outro lado, os graficos (d), (e) e (f) correspondem também a

M(t) x L(t), M(t) x t e L(t) x t, respectivamente, mas para sDyAH = 2,4, tal que

R > 1; observa-se entao, a aproximacao de um estado de equilibrio endémico.
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Figura 4.5: Diagrama de bifurca¢ao para a carga média de parasitas (em escala
logaritmica) no equilibrio M* em fun¢ao da taxa reprodutiva bdsica Ry,
para parasitas poligamicos distribuidos de maneira binomial negativa
com k = 0,34. Valores dos parametros: b+pu, =1 e a(k+1)/k=0,01.
A linha pontilhada indica 0s equilibrios de ponto de quebra M e as setas
indicam para onde se dirigem as trajetorias do sistema, em decorréncia
de uma perturbagao dos dois equilibrios estaveis My e zero. Abaizo
do limiar de transmissao Ry = Ro¢p = 1 a infecgdo ndo se mantém
(M* = 0). (b): O mesmo que a figura (a), mas para diferentes
parametros de agregacao k.
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Figura 4.6: Comportamento das solugdes das equagées (4.5) e (4.6) para parasitas
poligamos didicos. Grdficos (a), (b) e (¢) correspondem aos pardmetros
populacionais abaizo da transmissao limiar (Ry < 1). Grdficos (d), (e) e
(f) correspondem a valores dos parametros acima da transmissao limiar

(Ry > 1).
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5 A DINAMICA DE PARASITAS
HELMINTOS DE CICLO DE VIDA
DIRETO COM FECUNDIDADE
DEPENDENTE DA DENSIDADE

5.1 Os helmintos dentro da populacao humana

A maioria dos parasitas exibem taxas muito altas de producao de ovos
dentro do hospedeiro humano. A alta produtividade de estdgios de transmissao
compensa a baixa probabilidade de que algum estagio infectivo entre em contato com
o hospedeiro. Mostraremos que, dentro de comunidades humanas, a dependéncia da
densidade na fecundidade dos parasitas serd, por ela mesma, suficiente para regular
o crescimento da populagao parasita total (o que pode ser verificado medindo a
distribuicao e abundancia de endoparasitas ! dentro de comunidades humanas). A
maioria das medidas sao indiretas devido ao modo endoparasitico de vida. Medidas
diretas sao possiveis, para infeccoes do trato intestinal, por meio de administragao
de drogas para expelir os parasitas nas fezes para coleta e contagem. Nos tltimos
anos, este método tem sido mais amplamente usado; ele tem ajudado a dar dados
quantitativos sobre distribuicao e abundancia parasita, tais como: idade, sexo e
tamanho das populagoes parasitas, e sobre a relacao entre a fecundidade e a carga

parasita.

5.2 Parametros do modelo

Para incluir no modelo a possibilidade de que a fecundidade per capita

tenha dependéncia no ntimero total de vermes, e que além disso o niimero de fémeas

!Endoparasitas: parasita que vive dentro de outro organismo, incluindo o trato digestivo e
respiratorio.
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acasaladas também dependa do ntimero total de vermes, introduziremos os seguintes

novos parametros:
J - numero de parasitas fémeas acasalados que um hospedeiro contém.

v - parametro que caracteriza a severidade da dependéncia da densi-

dade, na fecundidade per capita.

Ao - fecundidade intrinseca do parasita na auséncia de restri¢oes depen-

dentes da densidade.

5.3 Descricao do Modelo

Modificaremos o modelo descrito no capitulo 3, pelas equagoes (3.10) e
(3.11), baseadas no modelo descrito por Anderson e May [Anderson e May (1991)]
que leva em consideragao a dependéncia da densidade de parasitas, na postura de
ovos A(i), que na verdade é limitada pela carga parasita. Usaremos a suposigio de
que os parasitas sao distribuidos de forma binomial negativa e de que a mortalidade

p1(i) é constante igual a py, independente da carga de parasitas i.

Evidéncias empiricas para nematodeos intestinais sugerem que o declinio
na fecundidade per capita, com o aumento da carga total de parasitas pode ser apro-

ximado pela relacao exponencial
M) = Age 70D, (5.1)

onde )\ é a fecundidade intrinseca na auséncia de efeitos dependentes da densidade
e v ¢ um parametro que caracteriza a severidade de tais restricoes dependentes da

densidade.

A partir de (3.11) podemos substituir p;(7) por w1, obtendo:
dM
o BDL(t —Th) — (b+ p) M(2). (5.2)

A partir de (3.10), podemos substituir A(i) através da equacao (5.1) e assumindo

uma distribuicao binomial negativa entre os hospedeiros com p(i) dado pela equacao
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(A.15), obtemos a seguinte equagao:

‘fi_f = sDypHMpe" Z e "E(M, ki) — (uz + BH)L(t),
onde . )
B ) = (k+i— D14+ Mt —Ty)/k)~F)(M(t — Ty) /k)

il(k—1)! '
que depois de resolvermos o somatorio e fazermos algumas simplificagdes pode ser

escrita como

dL
% = SDQQSH)\OM(t — TQ) (6’y +

(e — )M(t — Tp)
k

—(k4+1)
) W) — (3 + BH)L(t).
(5.3)

Os retardos de tempo T; e T,, sdo em geral curtos em comparacao
com a expectativa de vida dos parasitas maduros em humanos; entao, assumindo

Ty = T = 0 nas equagoes (5.2) e (5.3) e rearranjando a equagao (5.3) obtemos

O = BDIL(E) ~ (b + ) M (1) (5.4)
% = sDypHNM () f(M(t), 2, k) — (s + BH)L(t) (5.5)

onde —(k+1)
FM(t), 2, k) = {1 + W] e z=e. (5.6)

Observamos que f(0) = 1 e f(M) diminui monotonicamente quando
M aumenta, figura 5.1 (a) e (b). Podemos observar que quanto maior o valor de z
(ou de k) maior o valor da fungdo f(M) para a mesma carga de parasitas, figura

5.1(a) (figura 5.1(b)).

5.4 A taxa bdsica reprodutiva do parasita - Ry e R}

Neste capitulo, continuamos com as mesmas taxas bésicas reprodutivas
do capitulo 3, Ry (equacdo (3.16)) para parasitas hermafroditas e R}, (equacdo

(3.19)), para parasitas didicos poligamos distribuidos de maneira binomial negativa.
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Figura 5.1: Grdfico da fungao f(M) dada em (5.6) (a): para diversos valores de z
ek=0,4. (b): para diversos valores de k, e z =0, 5.

5.5 Equilibrio e solugoes para parasitas hermafroditas

Da mesma forma que na secao 4.4, devemos substituir ¢ por 1, na
equagao (5.5) e analisar o sistema resultante desta substituicao juntamente com a
equagao (5.4), a saber:

dM

= BDIL(E) = (b+ m) M (1) (5-4)
O SDNHM(D)f(M (D), 2. K) — (s + BH)L(1). (5.7)

a) Pontos de equilibrio

Fazendo dM/dt = dL/dt = 0 nas equagoes (5.4) e (5.7), obtemos dois
equilfbrios: (M*, L*) = (0,0) e

(0, 27) = ((RE = Dk/(1 = 2. (RET = Db+ w3011 = 2))  (5)



79

onde Ry é o mesmo da equagao (3.16) substituindo A por .

b) Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes comecaremos pelas iséclinas de in-

clinacéo nula (nullclines).

e M-nullcline: fazendo dM/dt = 0 na equacdo (5.4), obtém-se a reta
L = (b+ u1)M/BDy, que divide o plano em duas regioces: acima dela, a variagao de

M é positiva e, abaixo dela, a variacao de M é negativa.

e L-nullcline: fazendo dL/dt = 0 na equagdo (5.7), obtém-se a curva
L =8sDyNgHM f(M, 2, k) /(3 + BH). Acima desta curva, a variagdo de L é positiva

e, abaixo dela, a variacao de L é negativa.

As figuras 5.2 (a) e (b) mostram o campo de diregdes no plano de
fase do sistema (5.4) - (5.7), incluindo-se o grafico das nullclines para Ry < 1
e Ry > 1 respectivamente. Os elementos do campo de direcoes desta figura sao
contruidos da mesma forma que para a figura 4.1. Da figura 5.2 (a), observamos
que, no caso em que Ry < 1 (parametros abaixo da transmissao limiar), hd apenas
o equilibrio (M*, L*) = (0,0), pois este é o inico ponto de encontro entre a iséclina
de inclinagao nula de L e a outra de M. Isto significa que a infecgao nao consegue se
auto-sustentar, e todas as trajetérias, no plano de fase, sao atraidas para a origem.
Por outro lado, na figura 5.2 (b), que corresponde a Ry > 1 (parametros acima da
transmissao limiar), vé-se dois pontos de equilibrio (M*, L*) = (0,0) de extingao dos
parasitas e também o equilibrio endémico (M*, L*) dado em (5.8). Em cada ponto
do plano, exceto sobre as iséclinas de inclinacao nula, o vetor tangente a trajetoria
do sistema é composto pelos componentes horizontal e vertical correspondentes, tal

como indicado na figura 5.2.
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Figura 5.2: O plano de fase ML, incluindo as isdclinas de inclinacdo nula de cada
uma das populagoes, considerando parasitas hermafroditas com fecun-
didade dependente da densidade, e distribuidos de acordo com uma bi-
nomial negativa. (Valores dos parametros: b+ uy = 1 ; Dy = 0,5 ;
ps+0OH =1;k=0,34;2=0,95 e sDsN\gH = 1,5). (a): para Ry < 1,
todas as trajetdrias sao atraidas para a origem (L* = M* = 0). (b): para
Ry > 1, as trajetérias tendem para o equilibrio endémico (ndo nulo) (0s
parametros sao os mesmos do grdfico (a), exceto sDoAgH = 4,8).

c) Linearizagao do sistema

Escrevendo-se M (t) = M*+xz(t) e L(t) = L*+y(t) podemos linearizar o

sistema formado pelas equagoes (5.4) e (5.7), préximo a (M*, L*) obtendo o sistema
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dx

o z
& Y
onde
J_ —(b+ p) BD;
T | sDaagH[I+M*(1—2) /K] E= k1 M*(1—2
2 Ao H[1+ (1@+M)£(Lz) [ (1=2)] —(us + BH)

Teremos duas situacoes diferentes dependendo de R,. Para Ry < 1,
teremos um tinico equilibrio em (0, 0) e a matriz J correspondente tem trago negativo
e determinante positivo, donde este equilibrio sera um né estavel. Enquanto que
para Ry > 1, teremos dois equilibrios, ambos com trago negativo, um em (0,0) (com
determinante negativo) que serd um ponto de sela instdvel e outro, diferente do

traco®

trivial, obtido em (5.8) (com determinante positivo e menor do que =57) que serd

um no estivel.

d) Diagramas de bifurcagao

Também podemos analisar a estabilidade levando em consideracao que
a expectativa de vida do estdgio infectivo (1/u3) é muito menor do que a expectativa
de vida do parasitas adulto (1/u1) ou seja, (uz >> u1). Neste caso, consideramos

que L(t) estd sobre a “nullcline” 9k =0 (L* = sDoAgHM f(M, 2, k) /(13 + BH))
e substituimos este resultado na equacao diferencial para a taxa de variacao na

capacidade média de parasitas por pessoa. Desta forma, obtemos:

T = 0+ m)[Rof(M(0) 2,K) — 1M (1), (5.9)

onde R, é dado pela equacéo (3.16). A equagdo (5.9) para M (t) tem um comporta-
mento dindmico simples. Se Ry < 1, M(t) tende a zero, pois 0 < f(M(t),z,k) <1,
e a populacao nao pode se manter. Entretanto, se Ry > 1, o sistema fixa-se em um

valor M* de equilibrio estavel, onde

M= (5.10)
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O diagrama da bifurcacao que se obtém a partir da equacao 5.9 para
parasitas hermafroditas com z = 0,95 é mostrado na figura 5.3; o ponto de quebra
ocorre em Ry = 1 independentemente de existir um pequeno ou grande agrupamento
parasita (k grande ou k pequeno). Na figura 5.3 (b) observamos que, para um mesmo
Ry, quanto maior o grau de agrupamento dos parasitas (k pequeno), menor serd o

valor do equilibrio endémico da carga de parasitas M*.

) god 1y (9 o M’
il o
o 0’
g1l !
0 i
10 10
U G M M T S s

Ry

Figura 5.3: Relacao de estabilidade entre a carga média de parasitas no equilibrio
M* e a taza reprodutiva basica Ry para parasitas hermafroditas. (a):
as setas representam as trajetorias dinamicas do sistema sequindo uma
perturbacao do equilibrio estavel M* (foi usado k = 0,34). (b): o mesmo
que (a) para diferentes parametros de agrega¢ao k.

Ainda da equagdo (5.9), impondo-se a condigdo % > (0, obtemos
R. > 1, onde definimos

Re = Rof(M") (5.11)

como sendo a taxa efetiva reprodutiva. A equacao (5.10) descreve que a carga
média no equilibrio M*, depende da taxa reprodutiva béasica do parasita Ry, da
agregacao parasita k, e da severidade das restricoes dependentes da densidade sobre

a fecundidade parasita z. Para um valor fixo do parametro de transmissao Ry, M*
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diminui quando o grau de agregagao parasita aumenta (k diminui), figura 5.4. Por
outro lado, para z e k fixos, M* aumenta monotonicamente com o aumento de Ry;

a dependéncia é mais pronunciada quando k é pequeno (alta agregacao).

Terminamos esta andlise para parasitas hermafroditas mostrando a
relacao entre A e )\g. Para encontrd-la, basta igualar o lado direito da equagao

(3.13) ao lado direito da equagao (5.3); dai podemos isolar A que serd dado, para

Ty =T, =0, por
TP AR CES)
A= o (1+%>

ou seja, A = Ao f(M), onde f(M) é dado em (5.6).

o Fo= 1,5
Eﬂ
2 6
2
E,
% 4 Fy= 1,2
=
= 2 Ry= 1,1
& R,=l.05
0 2 4 B 8 10

Parimetro de agregacio, k

Figura 5.4: Carga média de parasitas, M* dada em funcao do parametro de
agregacao k, equacao (5.10) para z = 0,9, mostrando a dependéncia
das solugoes de equilibrio M* sobre a taxa bdsica reprodutiva Ry.
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5.6 Equilibrios e solugoes para parasitas didicos poligamos

distribuidos de forma binomial negativa

Nos capitulo 3 e 4, consideramos que a taxa de saida de estagios de
transmissao pela populagao parasita total era dada grosseiramente por spH > iA(i)p(i).
Para ser exato, é necessario o conhecimento de distribuicoes agregadas de parasitas
vistos na natureza para calcular a quantidade média de ovos postos por um parasita
femea Y70 > 7% jA(i)p(i)7(4,7), (veja Apéndice C, equagdo (C.1)), onde 7(j,4) é
a probabilidade de um hospedeiro conter j parasitas fémeas acasaladas em um total
de i parasitas (machos e fémeas), A\(i) é a taxa per capita de producdo de ovos por
um parasita fémea, e p(i) é a probabilidade de um hospedeiro abrigar i parasitas.
Para distribuicoes agrupadas, a expressao sera simplificada simplesmente por um
fator s¢ < i\ >, embora diferencas entre as expressoes exatas e as expressoes intui-
tivas nao sao significantes na pratica [Anderson e May (1991)]. Cabe aqui lembrar
que para uma distribuicao de parasitas do tipo binomial negativa, temos para para-
sitas dibdicos poligamos, que a funcao probabilidade de acasalamento ¢ é dada por
(M, k) = [1— (1+2)7'7*] (tabela 3.1), onde M ¢é o valor médio e k ¢ o parametro

da agregacao da distribuicao.

Utilizando esta expressao mais exata (C.1), para a saida de
estdgios de transmissdo da populagdo parasita total temos para a equagao (3.10),

em T} =T, =0, que
= DaH Y. S (i) — (s + GH)L (5.12)

que pode ser simplificada (ver apéndice C) tornando-se

O = DabHAGF(M)M(t) — (s + BH)L(1) (5.13)

onde

1+ M(2- z)/%) _(Hk)] (5.14)

F(M) = f(M) [1_<1+M(1—z)/k
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Aqui f(M) é uma fungao dependente da densidade (definida anterior-
mente), enquanto que o fator entre colchetes representa um valor efetivo ¢ para

probabilidade de acasalamento neste contexto particular.

Assumimos que apenas as restricoes dependentes da densidade signifi-
cantes operam na postura de ovos. Neste novo enfoque, a regra é fazer com que a
probabilidade de acasalamento seja significantemente menor do que a unidade em
baixas cargas parasitas. Este efeito é incorporado na fungao F(M) que difere da
fungdo dependente da densidade f(AM) por incluir o efeito do acasalamento do pa-
rasita. Em geral F/(M) tenderd a se comportar como ¢(M) para pequenos valores de
M (quando os efeitos dependentes da densidade nao sao significantes) e como f(M)
em altos valores de M (quando a probabilidade de acasalamento tende a unidade).
Isso pode ser observado na figura 5.5. Resumindo: quando A}flinoo F(M)=¢(M)=1,
F(M) = f(M) ; lim F(M) = f(M) =1, F(M) = ¢(M).

Iy
EiI

Figura 5.5: Comportamento das func¢ées ¢(M), f(M) e F(M) para k = 0,34 e
2 =0,95.
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a) Pontos de equilibrio

Fazendo dM/dt = dL/dt = 0 nas equagoes (5.4) e (5.13) obtemos os
seguintes equilibrios: (M;, L;) = (0,0); e outros dois (M, L) e (M3, L3), cujas

componentes sao solucoes das equacoes

M* = {[qus']ﬁ —1} 1: (5.15)
L= {[Rg(/)']#k . 1} % (5.16)

onde R{, é o mesmo da equagao (3.19) substituindo A por \g e

¢ = [1 - (1+M(2—z)/2k)lk] |

1+ M1 —2)/k
substituindo M por M*. A equacao (5.15) pode ser escrita de forma mais simplifi-
cada, como
RyF(M*) =1, (5.17)

onde F(M) foi definido em (5.14).

Devemos observar que as equacoes (5.15) e (5.16) podem apenas ser
resolvidas numericamente. Além disso, que este equilibrio nao existird se R <
1. As figuras 5.6 (a) e (b) mostram esta situagao. Na figura 5.6 (a) temos um
tinico equilibrio em (0,0), enquanto que na figura 5.6 (b) temos trés equilibrios:
(M7, Ly) = (0,0); (M5, L) = (1,01;2,01) e (M3, L%) = (5,42;10,84), sendo os dois

ultimos calculados numericamente.

b) Campo de diregoes no plano de fase do sistema

Para tracar o campo de direcoes, comecamos pelas iséclinas de in-

clinacéo nula (nullclines).

e M-nullcline: fazendo dM/dt = 0 na equacdo (5.4), obtém-se a reta
L = (b+pu1)M/BD;). Acima dela, a variacao de M é negativa, sendo positiva acima

dela.
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e L-nullcline: fazendo dL/dt = 0 na equacao (5.13), obtém-se a curva
L = sDyHNgF(M)M/(1u3 + BH). Acima desta curva, a variacao de L é negativa

e, abaixo desta curva a variagao de L é positiva.

a L
@) o o
- = T
ot
4—.—
10
£ g
% ot
- [
u 10 ' 20

by 2

Figura 5.6: O plano de fase ML, para parasitas didicos poligamos distribuidos de
maneira binomial negativa com k = 0,34 incluindo-se as nullclines
dM/dt = dL/dt = 0, para b+py = 1; 8D, = 0,5;2 = 0,95; us+FH = 1.
(a): Para Ry < 1, utilizando sDy)\gH = 1,5. (b) Para R} > 1, uli-
lizando sDyN\gH = 4, 8.

As figuras 5.6 (a) e (b) mostram o campo de dire¢des no plano de fase,
juntamente com o gréafico das nullclines para R < 1 e R{ > 1 respectivamente. Os
elementos do campo de dire¢oes desta figura sao construidos da mesma forma que
para a figura 4.1. Da figura 5.6 (a) observamos que, no caso em que Rj < 1, hé
apenas o equilibrio (M}, L}) = (0,0). Isto significa que a infecgao nao consegue se

auto-sustentar, e todas as trajetérias no plano de fase sao atraidas para a origem.
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J& na figura 5.6 (b), que corresponde a Ry > 1 (o que implica em
Ry > 1) temos trés pontos de equilibrio: (M, L}) = (0,0); (M3, L) = (1,01;2,01)
e (M3, Ly) = (5,42;10,84), sendo os dois tltimos calculados numericamente através

do comando fsolve do Maple.

c) Linearizagao do sistema

Podemos linearizar o sistema formado pelas equagoes (5.4) e (5.13)

proximo a (M*, L*), obtendo para M (t) = M* + z(t) e L(t) = L* + y(t), o seguinte

sistema,
dx
a x
¢l
@ y
que envolve o Jacobiano,
[—(b+ 1) BD;

J =

que depende apenas de M*, onde

G(M*) = oF(M*) +

M*(1+ k) (1+ M*>_2_k+ 0OF(M*) (5.18)

2k 2k OM*

Analisando os sinais do traco e do determinante de J, apés substituir
(M*, L*) pelo equilibrio (0,0), podemos verificar que este ponto de equilibrio tem

. . .. t 2 e s , ’
traco negativo e determinante positivo < %% logo este equilibrio é um né estével

1
independente de Ry ser maior ou menor do que a unidade. A andlise dos outros
dois pontos de equilibrio (que sé existirdo se Rf, > 1) serd feita de forma diferente.
Usaremos o fato de que a expectativa de vida do estagio infectivo é muito menor
do que a expectativa de vida do estagio de vida do parasita adulto e entao, para

ps >> py e sobre a nullcline dL/dt = 0 (L* = sDyHNgF(M*)M* /(13 + BH))

podemos escrever as equagoes (5.4) e (5.13) como uma unica equacao dada por

dM

8 = (o ) (RyF(M) = DM(1) (5.19)
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e usando o fato de que para grandes valores de M, ¢ tenderd a unidade, entao a

equacao (5.19) pode ser reescrita como

dM
- = (b+ p1)(RoF (M) — 1)M(t) (5.20)
com Ry dado pela equagao (3.16). Linearizando a equacao (5.20), préximo a M*,
obtemos, para M(t) = z(t) + M*:

d(F(M~))

dz/dt = (b+ 1) {RO { phve

M* —l—F(M*)] — 1}30(15) (5.21)

Para M* = Mg, onde Mg é o valor maximo do ponto de quebra, temos
dz/dt = 0, pois RyF(M)=1e d(F(M))/dM = 0 (ver apéndice C); dx/dt > 0 para
M* < Mg e dx/dt < 0 para M* > Mg, ou seja, aquele que corresponder ao menor
valor de M* serd o equilibrio instavel M, e aquele que corresponder ao maior valor
de M* serd o equilibrio estdvel M. Em resumo, para Rj, > 1, valores iniciais de M
menores que Mg produzem trajetérias que tendem ao equilibrio M* = 0, onde os
parasitas sao extintos e, valores iniciais de M maiores que Mg tendem a se fixar na

carga média endémica de parasitas M. Cabe aqui dizer que no grafico de Ry x M*

(equacao (5.21)) Mg é ponto de minimo.

d) Separatriz

E a reta de apoio do autovetor a que corresponde, para um ponto de
sela, ao autovalor negativo. Esta reta divide o primeiro quadrante em duas bacias
de atracdao. As trajetérias que comecam acima da separatriz terminam em um no
situado em (M3, L3) (aquele que corresponde ao maior valor de M* dos equilibrios
nao nulos), enquanto as trajetérias que comecam abaixo da separatriz terminam em
um né situado em (0,0). Podemos encontrar a equagdo da separatriz da figura 5.6
(a), substituindo na matriz J (do sistema linearizado) M* por M e, em seguida,

encontrando os seus autovalores e autovetores. No caso dos parametros adotados na
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figura 5.6, devemos substituir M* por 1,01, obtendo a seguinte matriz Jacobiana:

-1 0,5
J =
3,28 —1
cujos autovalores sao: r’ = —2,28 e r” = 0,28. Calculando os autovalores corres-

pondentes, obtemos a seguinte solucao para o sistema linearizando em torno deste
equilibrio:

.’E(t) — Cl 1 6_2’28t 4 02 1 60’28t ,

y(t) —2,56 2,56
donde podemos concluir que todas as trajetdrias se afastam da vizinhanga de (1,01; 2, 01),

exceto aquelas cujo ponto inicial se situa sobre uma reta de coeficiente angular

—2,506; estas tultimas aproximar-se-ao do equilibrio em questao.

e) Diagramas de bifurcagao - Pontos de quebra

Vimos, na sec¢do 5.6 ¢, que se Ry < 1 temos um tnico equilibrio em
M* =0 (figura 5.6 (a)) e, do contrério, para M grande, se R| = Ry > 1 (figura 5.6
(b)) teremos trés equilibrios: um em M* = 0, e os outros dois da solucao da equagao

(5.15).

A figura 5.7 mostra as soluc¢oes de equilibrio, M*, da equagdo (5.20)
com F(M) dado pela equacdo (5.14), como uma func¢éo de Ry para vérios valores
de k. Em todos os casos, ha um valor limiar de Ry abaixo do qual os parasitas
nao podem persistir. Acima do valor limiar de Ry existem dois valores de equilibrio
estavel, um em M* = 0 e o equilibrio endémico M* = M, e entre eles um “ponto

de quebra”  ou valor divisor M.

A figura 5.7 (b), entretanto, deixa claro que o fenémeno de ponto de
quebra é mais pronunciado onde hd um pequeno ou nenhum agrupamento de par-
asitas (k grande); para alta agregacdo (k pequeno) o ponto de quebra da carga de
parasitas M, tende a ser muito baixo. Este fenomeno de ponto de quebra ¢ que os

ecologistas chamam de Efeito Alle.
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Figura 5.7: Grdfico (a): solugoes de equilibrio para carga média de parasitas, M*, da
equagao (5.20) com F(M) dado pela equagao (5.14) como uma fun¢ao da
taxa bdsica reprodutiva Ry. Valores dos parametros, k =1,0; z = 0, 96.
Grdfico (b): similar ao (a), mas mostrando a dependéncia das solugdes
de equilibrio M* sobre o grau de agregacao parasita dentro da populagao
hospedeira (medida inversamente pelo parametro k da distribui¢ao bino-
mial negativa,).
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Salientamos novamente que para ¢ real Ry sera levemente maior do que

a unidade.
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6 O CONTROLE DA TRANSMISSAO E
MORBIDADE DE PARASITAS
HELMINTOS DE CICLO DE VIDA
DIRETO

A morbidade estd diretamente relacionada com a carga de parasitas.
Quanto maior o nimero de parasitas na pessoa infectada, maior sera a morbidade
causada por estes parasitas. Com base nisso, o primeiro objetivo de um programa
de controle é reduzir a morbidade. Isso é feito reduzindo a proporc¢ao dos individuos
mais pesadamente infectados (com maior carga de parasitas) de uma populacdo. Os
helmintos, em contraste com outros agentes infecciosos tais como virus e bactérias,
nao se multiplicam no hospedeiro humano. A infec¢do e a reinfeccdo é sempre um
resultado de fontes externas. Existem muitas intervengoes que podem interromper

o ciclo de transmissao dos helmintos diretamente transmitidos, entre as quais:

e Tratamento quimioterapico - tem o objetivo de reduzir a carga de

parasitas e conseqlientemente reduzir a transmissao.

e Melhora sanitaria - tem o objetivo de reduzir a contaminacao do solo

e da agua.

e Higiene e educacao - tém o objetivo de encorajar um comportamento

saudavel.

e Vacinas - tém o objetivo de imunizar os hospedeiros; mas, como os
hospedeiros nao adquirem imunidade completa a helmintos, resta-nos estudar as
propriedades que elas possuem, para maximizar seu impacto de controle no nivel

populacional dos parasitas.
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6.1 A proporcao da populacao hospedeira infectada -

Prevaléncia p

Denomina-se prevaléncia, representada por p, a proporc¢ao da populacao
hospedeira infectada, que é calculada pelo total da populacao menos a populagao

de hospedeiros que nao esté infectada, isto é:

p=1-p(0), (6.1)

onde p(0) é a probabilidade de um hospedeiro ndo abrigar parasitas; para esta
tltima, obtém-se da equagao (A.15) que, para parasitas distribuidos de acordo com

uma binomial negativa (agrupada)
p(0) = (1+ M/k)™"; (6.2)

portanto, a prevaléncia depende do valor médio M de parasitas por hospedeiros e

do parametro de agregacao k, através de:
p=1—(1+M/k)™" (6.3)

Na figura 6.1 (a), apresentamos o grafico de prevaléncia (equagao (6.3)) em funcao
da carga média de parasitas M, para diversos valores de k (lembramos que quanto
maior a agregagao, menor é o valor de k). A prevaléncia como funcdo de M e de k,
é apresentada na figura 6.1 (b), em um grafico tridimensional. Cabe aqui salientar
que a prevaléncia mede a proporc¢ao de pessoas infectadas em uma comunidade, mas
ela ndo é um indicador da intensidade da infecgdo (M). Por esta razdo, a prevaléncia
nao pode ser usada como Unico indicador de uma situacao epidemiolégica - am-
bas, prevaléncia e intensidade devem ser medidas. A intensidade da infeccao (M)
pode ser medida diretamente (por contagem de parasitas, por exemplo, através de
uma expulsdo quimioterdpica). Cada comunidade pode entdo ser classificada de
acordo com a razao prevaléncia/ intensidade para determinar o tratamento apropri-
ado [Epidemiological, (2000)]. Portanto, prevaléncia e intensidade da infeccao sao

importantes medidas bésicas.
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Figura 6.1: A relagao entre a prevaléncia p, a carga média de parasitas M e
o parametro de agregacio k. Quanto maior o wvalor de k (menor
agregagao), maior serd a prevaléncia.

6.2 O controle das infeccoes através de tratamentos

quimioterapicos

Entre os métodos usados na tentativa de controlar infec¢oes por helmintos,
que incluem melhora sanitaria e higiene, esta a quimioterapia. Hoje, agentes anti-
helminticos seguros, efetivos e baratos, estdao disponiveis para o tratamento de seres
humanos, contra seus principais parasitas helmintos transmitidos diretamente, tais
como mebendozole e albendazole para o tratamento de infec¢oes por nematddeos
intestinais ( Enterobius, Ascaris e Trichuris), pyrantel palmoate (para Ascaris, En-
terobius, Trichuris e Ancilostoma), levamisole (para Ascaris) e o Bephenium hidrox-
ynaphtoate (para Ancilostoma). Nés examinaremos o “funcionamento”de agentes

quimioterapicos aplicados de maneira aleatéria, e aplicados de forma seletiva; ambas
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as formas de tratamento reduzem a intensidade de infeccao e conseqiientemente a

morbidade.

6.2.1 Aplicagao aleatodria, ou geral, de agentes quimioterapicos

A quimioterapia atua para aumentar a taxa de morte dos parasitas
adultos. Se aplicada aleatoriamente dentro da populacao humana, age de maneira

independente da densidade.

Suponhamos que uma proporc¢ao g da populagao tenha, em média, uma
carga de parasitas M. Se nds tratarmos essa proporc¢ao g por ano, e o antihelmintico
tiver uma eficicia h (onde h representa a proporcao média da carga de parasitas
mortos em um individuo por um tinico ou curto prazo de tratamento) a nova carga

média depois da quimioterapia serd
onde M, é o valor de M em ¢t = 0.

Podemos definir uma taxa per capita ¢ de morte extra de parasitas
(ano™1), tal que a variacao da carga média de parasitas seja dada por
dM
— =—cM 6.5
- (6.5)
que, com a condicao inicial M (0) = My, tem por solucao
M(t) = Mye (6.6)

para t em anos.

A relacado entre ¢, g e h, pode ser determinada a partir das equacoes

(6.4) e (6.6), donde encontramos, para o tempo de um ano, que
Mo - M()hg = M()G_C

e, portanto,

c=—1In(1—gh) (6.7)
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por ano, é o valor da taxa anual per capita de morte extra de parasitas devido ao
tratamento quimioterapico, ao tratarmos uma propor¢ao g da populagao por ano,

com um antihelmintico de eficdcia h.

a) Aplicagao geral de agentes quimioterdpicos no modelo for-
mulado para parasitas didicos poligamos com mortalidade dependente da

densidade.

Para calcular a nova carga média de parasitas, M*, no novo equilibrio
estabelecido pelo programa de controle, acrescentamos a taxa de morte adicional

(—cM), devida ao tratamento, do lado direito da equacao (4.12) como segue:

dM k+1)M
DL MRy = 1)+ ) - 2Dy
dt k
donde, representando por A a expectativa de vida (bJrl—m) do parasita adulto na
auséncia de tratamento, obtemos:
k (£, —1)
M* = — 6.8
alk+1) { A ¢ (68)
desde que
R, —1
% —c> 0’
isto é,
(Ry = 1)
—>1
cA ’

donde identificamos a taxa reprodutiva efetiva R (a taxa reprodutiva bésica Ry,

modificada pela acao da quimioterapia) como:

Ry—1

— (6.9)

Para erradicar o parasita, o valor da taxa reprodutiva efetiva deve ser reduzida

abaixo da unidade, donde, substituindo ¢ através de (6.7), obtemos:

In(1—gh) < %

ou ainda, g > g. onde
1— R},

ge=[1—ea']/h. (6.10)
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Concluimos, portanto, que a proporcao g da populagao, que devera ser
tratada (independente da carga de parasitas) por unidade de tempo, deve exceder

o valor critico g., dado pela equagao (6.10).

b) Aplicacao geral de agentes quimioterapicos no modelo for-
mulado para parasitos didicos poligamos com fecundidade dependente da

densidade.

Para encontrar o novo equilibrio M*, estabelecido pelo programa de
controle, acrescentamos a taxa de morte adicional de parasitas devido ao tratamento

(—cM), do lado direito da equagao (5.19) como segue

dM
— = 0+ ) (B F(M) = )M — cM
donde, representando por A a expectativa de vida (# do parasita adulto na

b-+pi1)
auséncia do tratamento obtemos

1
k R¢ | &1
M* = 0 —1 11
11—z (1—|—CA> ] (6.11)
desde que
1
Ryt \ 7
-1
(1+CA >0
isto é
R
14+ cA '

Entao, neste caso, a taxa reprodutiva efetiva R é dada por

_ _fod
14 cA

(6.12)

Para erradicar o parasita, a taxa efetiva reprodutiva deve ser reduzida abaixo da

unidade, donde, substituindo ¢ através de (6.7), obtemos:

In(1—gh) < (1_TR6¢/>

ou ainda, g > g, onde

1-R)¢’

ge=[1—e"a"]/h (6.13)
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Concluimos, portanto, que a proporcao g da populagao, que devera ser
tratada (independente da carga de parasitas) por unidade de tempo, deve exceder o
valor critico g., dado pela equagdo (6.13). Se os parasitas sdo altamente agregados
dentro da populacao humana, reducgoes substantivas na carga média de parasitas
podem apenas ter um impacto limitado na prevaléncia da infeccao; a prevaléncia

permanece relativamente alta até que a proporcao tratada atinja um nivel critico g..

Isso pode ser observado na figura 6.2 (a) e (b), construidas a partir da
equagdo (6.3), e substituindo a carga média M pelo seu valor no equilibrio M*. Na
figura 6.2 (a), correspondente ao capitulo 4, temos M* dado pela equagao (6.8) e
ge dado pela equacao (6.10). Enquanto que na figura 6.2 (b), correspondente ao
capitulo 5, M* é dado pela equacéo (6.11) e g. dado pela equacéo (6.13). Em ambos
os casos foram utilizados, para os parametros, os seguintes valores: h = 0,9; R, =

4,3;A=1 ano;k=0,57,2=0,96 e o = 0,0025.

Figura 6.2: A relacao entre a prevaléncia no equilibrio, p, e a propor¢ao da pop-
ulacao tratada com antihelminticos por més, para parasitas dioicos
poligamos: (a) com mortalidade dependente da densidade; (b) com fe-
cundidade dependente da densidade.

Ao mesmo tempo (se os parasitas sdo altamente agregados) a carga
média de equilibrio de parasitas, M*, diminui (exponencialmente se tiver dependéncia

na postura de ovos - fecundidade dependente da densidade) quando a intensidade do
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tratamento g aumenta. Este fato pode ser visto na figura 6.3 (a) e (b), construidas

com os mesmos parametros da figura 6.2.

Figura 6.3: A relacao entre a carga média de parasitas no equilibrio, M* e a pro-
porcao da populacao tratada com antihelminticos por més, para para-
sitas didicos poligamos: (a) com mortalidade dependente da densidade;
(b) com fecundidade dependente da densidade.

6.2.2 Aplicagao seletiva de agentes quimioterapicos

Existem vantagens ligadas ao tratamento seletivo em termos de custo;
poucos remédios sao necessarios quando comparados com a quimioterapia de massa
ou geral. Também existem beneficios se a droga induz a efeitos colaterais, tais como
dores de estomago, ou nausea; ou se o impacto do repetido tratamento de massa é
preocupante por tornar o parasita cada vez mais resistente a droga. Representando
por g(i) a probabilidade de que um individuo receba tratamento, tal que o valor
desta funcao aumente quando a carga de parasitas ¢ aumenta e diminua quando i
diminui, e sendo p(i) a probabilidade de que um individuo abrigue i parasitas e M
a média de parasitas antes do controle, entao o niimero médio de parasitas mortos
em um curto intervalo de tempo, AM, fazendo tratamento seletivo com uma droga

de eficicia h é simplesmente

AM = h> ip(i)g(i) (6.14)

=0
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Anderson e May (1982) escolheram a seguinte funcao para g(i):
o(6) = 11— (1 - a)e 7] (6.15)

onde as constantes « e f (ambas < 1) definem, respectivamente, o limite inferior
e superior de g(i), e o parametro I, denominado grau de seletividade, caracteriza
a carga de parasitas acima do qual o tratamento é mais promissor (terd melhor
resultado). A figura 6.4 mostra o comportamento da funcao g(i), dada em (6.15);
trata-se de uma funcao continua, mais realistica do que uma funcao degrau, porque
na pratica hé sempre incertezas consideraveis sobre a carga de parasitas que cada

individuo tem. A proporcao total da populacao a ser tratada é g, onde

g= Zg(z‘)p(z‘) (6.16)

17 i I=1

Figura 6.4: Probabilidade de um individuo receber tratamento ¢(i), da equagdo
(6.14), dada em fun¢do de i para o = 0,1; f = 0,9 e para diferentes
graus de seletividade I, onde o tratamento é mais promissor.

Com a defini¢do (6.15) para g(i), obtém-se, da equacéo (6.14), o niimero

médio de parasitas mortos em um curto intervalo de tempo, AM, sob a forma:

AM = hf (Z ip(i) — (1 — a) Zz'p(z')zi) : (6.17)

onde definimos

[\
Il

®
~|=
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Para o caso em que os parasitas sao distribuidos de maneira binomial negativa com

parametro de agrupamento k, temos de (A.28):

(o)

= N * * (]' _ Z) et
Zzp(z)z =zM* |14+ M — ,
i=0

donde a equagao (6.17) torna-se

] "y (6.18)

AM = hfM*{1 — 2(1 —a) [1 + M*%

Quando nao somos seletivos, I — 0, e portanto z — 0, e

lim AM = hfM*; (6.19)

1—0

por outro lado, quando somos extremamente seletivos, I — oc, e portanto z — 1, e

lim AM = hfalM™. (6.20)

I—o00

A proporcao média da populagdo a ser tratada, g, sob a suposicao da distribuicao
ser do tipo binomial negativa (A.15), é calculada a partir da substitui¢do de g(i) na
equacao (6.16), através de (6.15) e fazendo o uso de > ° p(i) =1e

> , MA(1—2)17"

> oaligst = 1+ 52

: k

=0
donde obtém-se:

g=f{1-(1—-0) {1+%} 1. (6.21)

Uma quantidade relevante na pratica é a proporcao média da carga de
parasitas M*, mortos por uma tnica aplicacao de tratamento seletivo dentro de uma

populagdo. Essa propor¢ao é obtida das equagoes (6.18) e (6.21), sendo dada por

AM {M} | (6.22)

M+ 7 | H(I, M* k)
onde

GUI,M*k)=1—2(1—a)14 (1 —2)M*/k]7F", (6.23)
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H(I,M* k)=1—(1—a)[l+(1—z)M*/k* (6.24)

A figura (6.5) mostra o impacto de uma tnica aplicacao de tratamento
seletivo sobre AM/M* em fungao da proporgao tratada g e com z = 0,95;h =
0,95;a =0; f = 1; M* = 22, para varios graus de agregacao parasita k. A reducao
mdxima na carga de parasitas é vista quando a eficiéncia é de 95% enquanto que
o valor de g correspondente dé a proporcao maxima que pode ser tratada por um
dado conjunto de parametros. A linha horizontal, de reducdo maxima na carga
de parasitas, é dada pela equacdo (6.19) e indica o que ocorre quando nio somos
seletivos. As retas obliquas terminam em g = g ( calculado previamente através da
equagao 6.21) e a curva, que representa a propor¢ao maxima que pode ser tratada,

¢é dada pela equacao 6.22.

Figura 6.5: O impacto de uma unica aplicacao de tratamento seletivo com um anti-
helmintico sobre AM/M*, em funcdo da propor¢do da populagdo a ser
tratada G, para diferentes graus de agregacdo parasita k.

A principal conclusao, vista sob aspecto tedrico, é que o tratamento
seletivo é melhor do que o tratamento aleatério quando os parasitas sao altamente
agregados dentro de uma comunidade, como é o caso dos helmintos humanos. Por
exemplo, se o grau de seletividade I é 50 (com o« = 0; f = 1;h = 0,95; M* = 22)
teremos aproximadamente 60% de reducao na carga de parasitas tratando de 30%

da populagao quando os parasitas sao altamente agregados (k = 0,5). Se os
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parasitas forem distribuidos aleatoriamente (Poisson = limkHOAVM = g.h), 60% de
reducao na carga média de parasitas apenas pode ser atingido se tratarmos aprox-
imadamente 60% da populagao. Entretanto, em termos praticos, seria necessario
identificar aqueles que sdo predispostos a uma infecgdo pesada (o que envolveria
custo extra na identificacao destes individuos, antes do tratamento, ja que os mes-
mos nem sempre apresentam sintomas) para comegar um programa de controle, o
que pode desbancar a vantagem superficial de custo com respeito ao niimero de

tratamentos de drogas administradas dentro de uma comunidade.

6.3 O controle das infecgoes através da vacinagao

A vacinagao contra o anciléstomo humano é um método de controle em
potencial para um futuro préximo, visto que vacinas efetivas tém sido desenvolvidas
contra anciléstomo canino (Ancylostoma Caninum). Esta vacina nada mais é do
que o terceiro estagio infectivo do parasita em questao, a larva Lj, atenuada por
radiacao gamma; com ela é possivel vacinar ovelhas com sucesso contra um parasita
nematodeo conhecido como Haemonchus Contortus. Além disso, existe um grupo
chamado HHVI (Human Hookworm Vacine Initiative) cujo principal objetivo é de-
senvolver tal vacina através da combinacao da biotecnologia, féormula proteinica e
um processo de desenvolvimento, e finalmente testes clinicos em humanos [Sabin
(2002)]. A imunidade através da vacina pode ser estimulada através de injecoes de
Ls. A imunidade especifica nao é absoluta mas tem demonstrado diminuir a in-
feccao. A resisténcia induzida por doses “graduadas”de larvas foram manifestadas
pela reducao no retardo de desenvolvimento de parasitas, reducao no tamanho, no
desenvolvimento e a baixa fecundidade dos parasitas. Embora efetivas, estas vacinas
tém um certo prazo de vida e portanto nao sao aceitas como uma proposta economi-
camente vidvel pelas companhias farmacéuticas (agentes quimioterdpicos sdo mais
lucrativos visto que eles devem ser aplicados repetidamente, em oposicao a uma
vacina cujo efeito dura mais tempo). Ao contrario das vacinas contra muitas das

mais comuns infecgbes virais (tais como o sarampo), as vacinas macroparasiticas tém
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protecao contra a infecgao por um periodo limitado de tempo (isto é, a vacina tem
um curto tempo de imunizacao). Estas observagoes baseiam-se no fato de que os
humanos sao incapazes de desenvolver imunidade efetiva sob condi¢oes de exposi¢ao

natural.

E possivel considerar a efetividade de uma vacina dentro dos modelos
definidos nos capitulos anteriores. Para uma vacina com eficicia h (definido como a
propor¢ao de pessoas imunizadas que tém protegao total contra a infec¢do) com um
tempo de protecao v anos, aplicada em p pessoas, a taxa reprodutiva efetiva, apds
a vacina sera dada por:

R = Ry(1 — povh). (6.25)

Para erradicar os parasitas esta taxa efetiva deverda ser menor do que um, donde
concluimos que a proporcao p de pessoas que devem ser imunizadas deve satisfazer
a condigao:

p > Pmin,

onde

Se uma vacina tiver, por exemplo, uma protecao longa (em torno de
um ano) com eficicia h = 1 (isto é, 100% eficaz) contra infecgdo por um helminto
caracterizado por Ry = 3 (apropriado para Ascaris e anciléstomo em 4rea de infeccao
endémica [Anderson e May, (1982)]) a condi¢ao (6.26) sugere que seria necessario
proteger 67% das criancas, logo apés o nascimento (para reduzir R < 1), tal como
mostrado na figura 6.6(b). A relagdo (6.26) entre o valor critico de p,,, e a taxa
reprodutiva basica Ry, para vacinas que dao protecao para diferentes intervalos de

tempo ¢é ilustrada graficamente na figura 6.6.
Da equacao (6.26) podemos observar que:

eQuanto menor o tempo de protecao, maior o nimero de pessoas que

precisam ser vacinadas;
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Figura 6.6: A relacao entre a carga média de parasitas no equilibrio, M* e a pro-
porcao da populacao tratada por ano com uma vacina antihelmintica
100% eficaz (h = 1). (Os valores dos parametros sao os mesmos que oS
da figura 6.2). Grdfico (a): A relagdo entre a propor¢ao pmn de pessoas
de uma comunidade que devem ser vacinadas por ano, as magnitudes da
taza reprodutiva bdasica Ry e a durag¢do v da prote¢ao (anos). Grifico
(b): A relagao entre a propor¢ao p de pessoas a serem vacinadas por ano,
e a durag¢ao v da proteg¢io (anos), em uma regiio onde Ry = 3. Grdfico
(c): A relagao entre a propor¢ao P, de pessoas a serem vacinadas, no
periodo de um ano, e a magnitude de Ry.
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eQuanto menor a eficacia da vacina, maior o numero de pessoas que

precisam ser vacinadas;

eQQuanto maior a taxa bdsica reprodutiva, maior o ntmero de pessoas

que precisam ser vacinadas.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, onde nos propusemos a estudar modelos para a dinamica
da transmissao de doencas causadas por macroparasitas, comecamos por esclarecer
a importancia de se considerar, nao apenas se um hospedeiro esta, ou nao, infectado,
mas sim a carga de parasitas, isto é, o nimero de parasitas que um hospedeiro abriga;

trabalha-se, portanto, com uma distribuicao de parasitas na populacao hospedeira.

Nosso primeiro modelo de interacao populacional hospedeiro-parasita,
capitulo 2, foi caracterizado pela suposicao central de que os parasitas causam mor-
talidade de hospedeiros. Em particular, nés assumimos que a taxa liquida de tal
mortalidade é relacionada com a carga média parasita dos membros de uma pop-
ulagao hospedeira, a qual evidentemente envolve a distribuicao estatistica (suposta-
mente do tipo binomial negativa) dos parasitas dentro de uma populacdo hospedeira,
e além disso, do grau de patogenicidade do parasita dentro do hospedeiro. A partir
da condicao de crescimento da populacao de parasitas, vimos que a taxa reprodutiva
basica Ry da doenca é dada como a razao entre a taxa de aparecimento de novos
parasitas e a taxa de desaparecimento dos mesmos. Chegamos a uma expressao para
o grau de patogenicidade dos parasitas, dada pela razao entre a taxa reprodutiva
do hospedeiro e a carga média de parasitas. Investigamos a dinamica do sistema
formado pelas equagoes diferenciais (2.13) e (2.15), para as taxas de variagdo das
populagoes dos hospedeiros H (t) e dos parasitas P(t), analisando a estabilidade local
do ponto critico nao trivial (H*, P*), e o comportamento das trajetérias no campo
de dire¢oes do plano de fase do sistema, chegando a conclusao de que este ponto de

equilibrio serd sempre estavel.

Nos outros trés modelos que estudamos, considerando que o ciclo de
vida dos helmintos tem uma duracao muito mais curta que a da populacao hos-
pedeira, enfocamos a dinamica do sistema constituido pela populacdo dos parasitas
sexualmente maduros (que estdo dentro do hospedeiro, cuja populacdo é consider-

ada) e pela populacao dos estdgios infectivos livres. Estes estudos sao apresenta-
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dos para parasitas hermafroditas e para parasitas didicos poligamos distribuidos de
maneira binomial negativa. Os parasitas sexualmente maduros sao responsaveis pela
reprodugao, enquanto que os estagios infectivos determinam a taxa na qual novos
hospedeiros sdo colonizados. Identificamos a taxa reprodutiva basica do parasita,
bem como a populacao limiar de hospedeiros para ambos os tipos de parasitas (her-
mafroditas e didicos poligamos), levando em consideracao a funcao acasalamento
apropriada (tabela 3.1). Tanto para parasitas hermafroditas quanto para parasitas
didicos poligamos distribuidos de maneira binomial negativa, identifica-se que a taxa
reprodutiva basica é a razao entre a taxa dos parasitas  ganhos e a taxa de par-
asitas perdidos. Encontramos os pontos de equilibrio e ana-lisamos a estabilidade
de cada equilibrio do sistema através do estudo do campo de direcoes no plano de
fase do sistema, bem como da linearizacao do sistema. Para o modelo estudado no
capitulo 3, no caso dos parasitas hermafroditas, encontramos um tunico equilibrio
que sera estavel e, no caso de parasitas didicos poligamos distribuidos de maneira
binomial negativa, dois equilibrios : um estavel em (0,0) e um equilibrio endémico
instavel por onde passa uma separatriz, chegando a conclusao de que as populagoes
irdo crescer indefinidamente, fato esperado, pois este modelo nao apresenta restrigoes

dependentes da densidade.

Entretanto, para os modelos estudados nos capitulos 4 e 5 onde se in-
troduziu, respectivamente, a morta-lidade de parasitas dependente da densidade
(equagdo 4.1) e a fecundidade de parasitas dependente da densidade (equagao 5.1),
as populacoes crescem até o nivel de equilibrio endémico. Encontramos, no caso
dos parasitas hermafroditas, dois equilibrios: o de extincao dos parasitas que sera
instavel e o endémico que serd estavel; no caso de parasitas didicos poligamos
distribuidos de maneira binomial negativa, trés equilibrios: dois estéveis, sendo um
deles em (0, 0), separados por um equilibrio instdvel por onde passa uma separatriz.
Nestes dois ultimos modelos, usamos o fato de que a expectativa de vida dos
parasitas maduros é muitas ordens de grandeza maior do que a dos estdgios infec-
tivos, enfocando nossa aten¢do na dindmica dos vermes adultos M (t), e o diagrama

da bifurcagao resultante apontou a presenca de pontos de quebra (figuras 4.5 e 5.7).
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Podemos observar que este fenémeno é mais pronunciado quanto menor for o grau

de agrupamento dos parasitas.

No 1ltimo capitulo, onde estudamos o controle da transmissao e mor-
bidade de parasitas helmintos de ciclo de vida direto, vimos como calcular a prevaléncia
e que ela nao pode ser usada como unico guia de uma situacao epidemioldgica,
pois nao serve como indicador da intensidade da infeccao. Vimos também que
quanto maior a carga de parasitas na pessoa infectada, maior sera a morbidade cau-
sada por estes parasitas. Encontramos uma equacao para representar a variacao
da carga média de parasitas depois da aplicagao aleatdria (seletiva) de agentes
quimioterapicos. Com ela, podemos descobrir a proporcao da populacao que deve ser
tratada e afirmar que o tratamento seletivo é melhor do que o tratamento aleatério,
quando os parasitas sao altamente agregados dentro de uma comunidade. Encon-
tramos uma equacao que indica o numero de pessoas que devem ser vacinadas, a
qual depende do tempo de protecao da vacina. Dela podemos observar que um
maior niimero de pessoas precisarao ser vacinadas se o tempo de protecao for curto,
e/ou a eficdcia da vacina for pequena, e/ou a taxa reprodutiva bésica dos parasitas

for grande.

Melhorias na estrutura do modelo poderiam ser feitas, se considerassemos
por exemplo uma dependéncia da densidade, também na taxa de transmissao de
parasitas; ou ainda, se incluissemos em um tnico modelo, a mortalidade de para-
sitas e a fecundidade de parasitas ambas dependentes da densidade. Tais inclusoes
implicariam em uma complexidade adicional dentro da dinamica de tais modelos.
Poderiamos também considerar que a taxa de mortalidade natural do parasita nao
cresce de forma linear, ou entao que o declinio na fecundidade parasita nao se da
de forma exponencial. Outros refinamentos requerem a inclusao de alguma repre-
sentacao da dependéncia da idade no grau de agregacao dos parasitas e na exploracao

do impacto de mudancas sazonais sobre a dinamica de longo prazo do parasita.

Infecgoes por helmintos humanos sao bons exemplos de discrepancia

entre nosso conhecimento de como tratar um individuo e como tratar a infeccao
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em uma comunidade. A presente analise sugere que é possivel determinar, em ter-
mos quantitativos, o nivel de tratamento antihelmintico requerido na comunidade
para diminuir a quantidade de parasitas para um nivel definido (para eliminar os
sintomas da doenca) ou erradicar a infeccdo. Mais importante, dado a limitacdo
de recursos em areas onde as infecgoes sao endémicas, a andlise indica que mais
atencao deveria ser dada para problemas praticos envolvidos no tratamento sele-
tivo, pois os beneficios ganhos sao bastante substanciais. As intervenc¢oes em satde
publica visam a reducao da morbidade e mortalidade, com a conseqiiente melhoria
da qualidade de vida. A complexidade das agoes com estes objetivos é composta
de varias etapas, comecando pela caracterizacao dos problemas existentes, passando
pelo estabelecimento de prioridades, a otimizacao do uso dos recursos disponiveis e

finalmente a vigilancia permanente para manter o estagio de controle atingido.

Além da avaliacdo dos instrumentos de intervencao, os profissionais
de satude publica confrontam-se, também, com opcoes de agoes que privilegiam a

protecao de individuos e, alternativamente, a protecao de populacoes.
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Apéndice A DISTRIBUICOES DE
PROBABILIDADE

A.1 Distribuicao de Probabilidade de variavel discreta

Uma variavel aleatoria é uma variavel que tem um valor numérico tinico
(determinado aleatoriamente) para cada resultado de um experimento. Ela pode ser
discreta ou continua, e associa uma probabilidade a cada resultado numérico de um
experimento. Ao conjunto S de todos os resultados possiveis de uma experiéncia
aleatoria é dado o nome de espaco amostral. O que segue abaixo é referente a
varidveis aleatdrias discretas, visto que o nimero de parasitas (assunto de nosso

trabalho) é uma varidvel discreta.
e Varidvel aleatoria discreta

Uma fungao X, definida sobre um espago amostral e assumindo valores z; num
conjunto enumeravel de pontos do conjunto real S, é dita uma wvaridvel aleatoria
discreta. Uma variavel aleatoria X do tipo discreto estarda bem caracterizada se
indicarmos os possiveis valores 1, s, ...x, que ela pode assumir e as respectivas
probabilidades p(z1), p(z2),...p(x,), ou seja, se conhecemos a sua func¢do de pro-
babilidade (z;, p(x;)), que d4, para cada x;, a probabilidade p(z;) = p(X = x;), da

variavel aleatéria X assumir o valor z;.
e Condigoes para uma distribuicao de probabilidades

a)
> Pzi)=1 (A1)

;€S

onde a soma ¢é feita sobre todos os valores de x; possiveis.

b)
0<p(x;) <1
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para todo x;.
e Média ou valor esperado

A média ou valor esperado de uma varidavel X é o ntimero, denotado

por E(X) que representa o valor médio dos resultados, obtida a partir de:

B = 3 zilas) (A.2)

;€S
e Variancia

A variancia de uma varidvel X, denotada por VAR(X), indica o afas-

tamento dos elementos de uma amostra, em relacao a média, e é dada pela férmula:
VAR(X) = E(X?) — [E(X)]? (A.3)
onde B(X?) =3 _cx7p(z;). Representado por y, a média E(X), pode-se escrever:

VAR(X) = (2 — p)*p(a:)

;€S
A variancia também pode ser calculada pela formula equivalente

VAR(X) = E[X(X — 1)] — B(X)[E(X) — 1] (A.4)

A.2 As distribuicoes de Poisson e de Pascal aplicadas ao

sistema macroparasita-hospedeiro

a) Distribui¢ao de Poisson

Se os parasitas forem colocados independentemente e de forma aleatoria
entre os hospedeiros, denominamos este padrao de dispersao de aleatdrio, e es-

peramos que o nimero de parasitas por hospedeiro seja uma variavel de Poisson.
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Representando por p(i), a probabilidade de um hospedeiro conter i parasitas, a dis-
tribuicao de Poisson, com um parametro m, que é o nimero médio de parasitas por
hospedeiro, é dada por:

p(i) = P(X = i) = 5 (A.5)

e Para a média, confirmamos de (A.2) que:

E(i)=E(X)= Zz’P(X =i)=m. (A.6)

e A variancia é obtida a partir de (A.4), sabendo que:

e, portanto:

VAR(i) = VAR(X)=m*—m(m—1)=m (A.7)

e O valor esperado de i é obtido isolando-se E(X?) na equacao (A.3) e

substituindo F(X) e VAR(X) pelas seus respectivos valores, como:

E(i®) = E(X?) = m +m? (A.8)

e O valor esperado de ® ¢ obtido pela igualdade

E(i®) = E[i(i — 1)(i — 2)] + 3E(i*) — 2E(i), como:

E(®) =m® +3m* +m (A.9)

b) Distribuigao Binomial Negativa

Se os parasitas forem colocados de maneira altamente agrupada entre

os hospedeiros, esperamos encontrar que o niimero de parasitas por hospedeiro seja
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uma varidvel de distribui¢do binomial negativa (também denominada distribuicao
de Pascal). Representando por p(i), a probabilidade de um hospedeiro conter i

parasitas, a distribuicao binomial negativa, com 2 parametros p e k, é dada por:

, , i+ k—1 L ;
pi) = P(X = i) = p*(1—p) (A.10)
k—1
onde ¢ = 0,1,2,..., e £ é um parametro que varia inversamente com o grau de

agregacao dos parasitas dentro da populagao hospedeira. (Quanto maior o niimero
k, maior o nimero de hospedeiros com parasitas e, portanto, menor a agregacao dos
mesmos dentro da populagdo hospedeira). Esta é a probabilidade de se ter i sucessos

antes da k-ésima tentativa, sendo p a probabilidade de sucesso em cada tentativa.

e A média m é obtida pela equacao (A.2) como:

Ny 5 _ k(1 —p)
m = FE(i) = 1tP(X =1) = ——— A1l
Q ZO ( ) P (A.11)
e A varidncia VAR(i) é obtida pela equagao (A.4) como:
m2

onde m é dado pela equacao (A.11).

e O valor esperado de i? ¢ obtido, isolando-se E(X?) na equagao (A.3) e

substituindo F(X) e VAR(X) pelos seus respectivos valores, como

E(i? :m2w+m A.13
( k

e O valor esperado de i é obtido, substituindo os resultados anteriores

na igualdade

E(i*) = Eli(i — 1)(: — 2)] + 3E(i*) — 2E(i), como:
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+m (A.14)

e Escrevendo a distribuicao binomial em fun¢ao da média m e do parametro

de agregacao k.

Para escrever a equacdo (A.10) em termos de m e de k, explicitamos p
da equacao (A.11) que fornece: p = (14 2)~!; conseqiientemente 1 —p = (1+ %)*1,

e portanto:

A.3 Arvore das Decisoes para Alguns Tipos de

Distribuicoes de Probabilidade

Apresentamos, a seguir, de forma esquematica, os diversos critérios para
se escolher uma ou outra distribuicao de probabilidade, na descricao de variaveis

aleatdrias.
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Arvore das Decisiies para Alguns Tipos de Distribuiciies de Probabilidade
(OB Memtodes o Mpes de dsniburpds estdo tnelidoes nesta fiewra)

Que ¥po de varidvel aleatéria (X)
voce tem?

DISCRETA

Um nirnero finito de walores ou term
umma guatitidade exurnerdvel de
walores.

L

Focd estd constderado
0 ntmere de lentativas
de wm evenio?

Mo

v

CONTINUA
[T nirnero infivito de valores, & esses
valores podern st associados e
e nsragies e escala conting, de tal
forma oue ndo haja lacunas ou
interrugeg Ses.

v

Uz NORMAL, LOG-NORMAL
O EXPONENCIAL.

Sim

Y

POISSON

*  agoconéncias So dadas e nm

teregan unitdrio on espago, ¢
independerde de outos intervalos

* o pobabilidade de miais de was

OCOIEnCia emn wn curto ntervalo
¢ despremivel

Focd estd  inderessado
#o  wmimero de sucessos
O atentativasobre a qual

2552 SUCESE0 ocorra?

Tentativa e gue o sucesso

ocotte +

2 tentativa

v

M de
SUCESI08

¥

0 sucesso ocorre na I
O na r° tenidival?

BINOMIAL NEGATIVA
* a9 tentatteas sfio idénticas
*  cada tentatrea fem d possivels
conseqié neias: falkal suce sso
* g pobabilidade de sucesso pé
constants de terdativa para
tentatrea
®  aztentatteas s8o repetidas até v
FUCESS0S.

Sucessos comt

QU sem  reposicio? 1® tentativa
rEpOsICAD
o
teposcio l
BINOMIAL
*  ntenfatteas idénticas (on HIPERCEOMETRIC A

prorvas)
+  cada tentattea tem 2 possive s
conseqiénrias: falbal sucesso
* as tentatteas s8o indepe rde ndes
* g ppobabilidade de sucesso pé
constante de terdativa para
tentatria

*  rada tentattva tem 2 posstvels

conseq il nolas: falbal sucesso

3 ppobabilidade de sucesso

depende dos resultados das
tentatriras anteriores

v

GEOMETRICA
. as tentativas sdo idénticas
*  cada tentatrea feim d posstvels

conseqié neias: falkal suce sso

* g pobabilidade de sucesso pé
constante de tertativa para
tentatrea

* g tentatias o repetidas até o |
SCESS0 OCOMTEY
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Apéndice B PROBABILIDADE DE ABRIGAR
PARASITAS MACHOS E
FEMEAS

A relagao entre a prevaléncia da infec¢ao (taxa ovo-parasita por amostra
fecal) e a proporcao de pessoas entre os infectados expelindo ovos inférteis, pode ser
determinada como segue. Seja y, a proporcao de hospedeiros com ao menos um
parasita fémea (isto é, a fracao de hospedeiros que expelem ovos) e z, a propor¢ao
de hospedeiros com ao menos uma fémea e que nao tém parasitas machos (isto é,
a fracado de hospedeiros que passam ovos inférteis ou nenhum ovo se a producgao
de ovos requer fertilizacdo). Entdo, assumindo como 1 : 1 a razdo de macho para
femea, a relacao entre z e y pode ser definida por varios padroes de distribuigao.
Por exemplo, se o macho e a fémea sao distribuidos de maneira aleatoriamente
independente (Poisson), entéo

y=1—=z (B.1)

Na pratica, a Ascaris sera distribuida em uma forma contagiosa se nés
assumirmos que machos e fémeas sao distribuidos juntos, segundo um padrao bino-

mial negativo, obtém-se (May, 1977a; Apud [Anderson e May (1991))]):

r={l-y—20 -y " ="}y (B.2)

onde k é o parametro de agregacao usual.

A figura (B.1) mostra a relagdo entre x e y para vérios valores do

parametro k. Nela podemos observar que z aumenta quando y diminui.

A presenca de ovos de parasitas nao fertilizados podem ter uma im-
portante influéncia na interpretacao de dados epidemioldgicos. A probabilidade pr
de abrigar ao menos um par de parasitas macho e fémea (sendo que os estdgios de
transmissao sdo produzidos dentro do hospedeiro), dado que machos e fémeas sdo
distribuidos juntos, nao independentemente, é (May, 1977a; Apud [Anderson e May
(1991))):
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Froporgéo infértil, x
= o o
= fa] o

e}
S
L
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Proporpio de ovos expelbdos, ¥

Figura B.1: Relacdo entre a proporcao de hospedeiros com apenas um parasita fémea
e que nao tem parasitas machos, x, e a propor¢cao de hospedeiros com
pelo menos um parasita fémea (isto é, a fracao que expele ovos), v,
definido pela equagao (B.2) para diferentes valores do parametro de
agregacao k da distribuicao binomial negativa.

M\ F M\ F

A figura (B.2) mostra a relacdo entre pr e p para uma carga média
de parasitas M = 20. Nela p representa a proporcao da populacao hospedeira
infectada, dada por p=1— (1 + M/k)™" (equacdo (6.3)) e pr ¢ dado pela equagao
(B.3). Podemos observar que o tamanho da diferenca entre p e pr depende do grau

de agregacao parasita k.
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Parimetro de agregagio, k

Figura B.2: A relagao entre a probabilidade de estar infectado, p e pr e o parametro
de agregacao k.
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Apéndice C POSTURA DE OVOS

O nimero médio de ovos postos por um macroparasita fémea pode ser
calculado como segue. Sejam p(n) a probabilidade de encontrar n parasitas em um
hospedeiro e TI(j,n) a probabilidade de encontrar, em um total de n parasitas, j
parasitas fémeas acasaladas. Suponhamos também que A(n) seja o nimero de ovos
postos por fémea acasalada num total de n parasitas presentes. A quantidade A
dependera apenas do nimero de fémeas acasaladas. Sob estas suposicoes, o niimero
médio de ovos que“saem”de um hospedeiro é dado por

< Ovos que saem >= Z Zj)\(n)p(n)ﬂ(j, n) (C.1)

n=0 j=0

Agora, iremos assumir que A(n) tenha a forma da equacao (5.11), ou
seja, A(n) = Aoe 7™ e que todas as fémeas sejam acasaladas, mesmo que apenas
um macho esteja presente (isso pode ocorrer em parasitas poligamos). Mas para
uma razao 1 : 1, a probabilidade de se ter j parasitas fémeas em um hospedeiro com
n parasitas é [n!/j!(n—j)!]27" (expressao para II(j;n) com j < n). Para j = n, nao

existem parasitas machos, e entdo II(n,n) = 0. Aplicando isso na equagao (C.1)

n—1
< 0OVOS que saem >= Ay 22 "2 p(n) Zjn!/j!(n —J)! (C.2)
n=0 7=0

onde z = e ?. Efetuando-se a soma sobre j, a equacao se simplifica para

1 oo
< ovos que saem >= 5)\0 Z nz" 1p(n)(1 -2 ") (C.3)
n=0
ou ainda,
1 k — 1) M —(k+n) M\"
< 0vVOs que saem >= 5)\0 an % (1 + ?> (?> (1-2 ™) =

n=0

efSe s (o8 ()
Lt (3 @)
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— %)\O{M (1+w>(k’” _M(lJrM)(kzn}

Portanto,

M(1— z)] i {1 L M- z/Q)] (k=1

1
< >= —AoM q |1
OvVOos que saem 570 { { + 2 2

(C4)
O fator entre chaves é o F(M) das equacdes (5.13) e (5.14). A expressdo 3\
é absorvida na definicdo de Ry (taxa reprodutiva bésica para parasitas didicos
poligamos distribuidos de maneira binomial negativa) da equacao (3.19), onde aqui

s =1/2 (como serd geralmente o caso).

Podemos obter outras férmulas, nestas mesmas linhas, sob outras su-
posicoes de distribuicao parasita e de como a postura de ovos depende da densi-
dade. Vimos no capitulo 5 que a relacao de equilibrio Ry F'(M*) = 1 produzira duas
solucoes de equilibrio para M* se Ry > valor limiar, e nenhuma solugao para Ry <
valor limiar. Podemos calcular o valor maximo do “ponto de quebra” da carga
parasita, Mg(maz) (Figura C.1). Ela ocorre no ponto onde F(M) é estacionario,
isto é:

dF/dM =0 para M = Mg(maz). (C.5)

Se F(M) for dado pelo fator entre chaves na equacao (C.4), temos apds algumas

simplificagoes e com o uso da equagao (C.5) que

wmas) = 43 () - (25) ) b e
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1nda
&

B_E:r T =052

Figura C.1: O walor mdzimo da densidade do ponto de quebra dos parasitas M,
mdzrimo, como uma fungao do grau de agregacao parasita, k, dentro
de uma populacao hospedeira para vdrios valores do parametro de de-

pendéncia da densidade z.
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Apéndice D VARIACOES NO GRAU DE
AGREGACAO PARASITA K E
NA TAXA REPRODUTIVA
BASICA R, NO HOSPEDEIRO

HUMANO.

Parasita Localizacao geogréfica k R,
Ascaris Lumbricoides Iran 0,2—-0,9 |4-5
Burma 0,3—0,9 |1-3

Coréia 0,3—0,55 -
Bangladesh 0,2—-0,9 |1—-2

Japao 0,2—-0,5 -
Trichoris Trichura Jamaica 0,2—-0,3 |4—6

Sta. Luzia 0,2—-0,4 —

Enterobius Vermicularis Coréia 0,3—-0,4 —
Necatur Americanus India 0,03—-0,6 | 2—3

Taiwan 0,05—-0,4 —

Tabela D.1: Fonte: Anderson e May, (1991)



