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Introducao

Este trabalho apresenta um estudo da demonstracao do Teorema de Equilibrio de Nash utilizando o Teorema do Ponto Fixo de
Kakutani. Tal resultado, fundamental na Teoria de Jogos, estabelece que:
Todo jogo, definido por matrizes de payoffs, possui pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas.
Tal resultado foi apresentado na tese de doutorado de John F. Nash Jr. pela Universidade de Princeton em 1949 causando grande
impacto para as areas de Economia e Ciéncias Sociais.

Conceitos Iniciais

e Jogo Normal G ={I,S,,u,} e Funcao Melhor Resposta do Jogador i:

| MR,: A(S_,)—> 2*®)

e Jogador iel=1{1,2,..,n} b s MR (p. )= argmax 1 (pr.p..)
geA(Sl-)

e Funcao Melhor Resposta do jogo G:

MR:A—2"
P> MR(p)= (MR (0. ). MR, (p,). . MR, (p.,))

e Conjunto de Estratégias Puras dei: S, = {sﬂ,sl.z,..,s }

e Espaco de Estratégias Puras: S=5,x5,x..xS,

e Funco Utilidade do jogadori: u,(s): S > R

e Seja K cR", compacto, tal que ¢ (x)c K, VxeX e ¢(x)cR’,
e Conjunto de Estratégias Mistas: _ ] _ ) ]
Vxe X . A funcdo ¢:X —>2* é semicontinua superiommente
ll xk € X, k:1,2,...

se, e somente se: . X, €X;

A(SZ.): {(&,..,xml )e R™ |x, 20, X, 20e ixk :1}
P

v. lmy, =y,

i, limx, = x, iv. yed(x);
k —o0

k—o0

e Espaco de Estratégias Mistas: A:A(Sl)x...xA(Sn) Seja X cR”. Dizemos que pe X & um ponto fixo de uma
o cR". P €

e Perfil p=(p,p,)eA, com p eA(S) e
P eA(S,)=A(S )x..xA (S )xA(S,, )x..xA(S))

de estratégia: funcio ¢: X — 2% se p* ed(p’)

e Equilibrio de Nash € um perfil de estratégia p* = (pl.*,p:. )e A tal
e Fungio Utilidade em Estratégias Mistas: u (p):A >R o *
que. u; (pi > P—i )Zui (piap—i )
Resultados Auxiliares

e VpeA, MR(p) é compacto

m;

e Seja afungéo continua f:A(S,)— R tal que f(xl,...,x ): ka =1
k=1 e VpeA, MR(p) é convexo

. . . _1 ’
A imagem inversa do conjunto fechado {1}, f({l})=A(S) € um 4 pr o8 g uma funcdo semicontinua superiormente

i peA ii. p¥en ®) = p0)

conjunto fechado. _
Iv. q(k) e MR (p(k))

e A(S)c B|0,1], portanto A(S,) é limitado.
e Vp.q, EA(SZ.), 0<t<l = (l—t)pl. +1q, EA(SZ.)

iii. lim p

k—o0

. q(k) —> q(o) = q(o) e MR (p(o))

* A(S,) e compacto e convexo. e p'=(p/,..p.p,)eA é um Equilibrio de Nash em

e A=A(S,)x..xA(S,) é ndo-vazio, compacto e convexo. estratégias mistas se, e somente se, p’eMR (p:)

e O conjunto MR, (p_l. ): arg max u, (pl.,p_l.) € nao-vazio.
piEA(Si)

Vi=1,..,n istoé, p e MR (p*)
Teorema do Ponto Fixo de Kakutani

Estabelece condicdes de existéncia de pontos fixos para multifuncoes definidas em conjuntos compactos, convexos e nao-vazios de R”.
Seja X um subconjunto compacto, convexo e nao vazio deRR". Se ¢ : X — 2* é semicontinua superiormente e ¢ (x)é ndo-vazio e

convexo para todo x c X, entdo ¢ possui pelo menos um ponto fixo, isto é, existe p" € X tal que p" €d(p’).

Em sua demonstracao, € utilizada a propriedade que afirma que pontos fixos de Kakutani sao invariantes sobre retracoes. Assume-se
que X é K-simplex e define-se também uma fungdo f,: X — X tal que Vpe X, é escolhido f,(p)ed(p). Como f, é continua sobre um

compacto e convexo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, tem um ponto fixo, digamos p . SupOe-se que limp, =p", e, pela

semicontinuidade superior de ¢ e a convexidade de ¢ (x), o ponto fixo é p", ou seja, p* € (p)
Teorema de Nash

e Conclusao: Verificado que a funcao Melhor Resposta satisfaz a hipotese do Teorema do Ponto Fixo de Kakutani, conclui-se
que existe o ponto fixo p* € MR (p) e, pelo resultado que relaciona Funcao Melhor Resposta e Equilibrio de Nash, tal ponto

fixo p*, € um Equlibrio de Nash.
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